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Capitulo 1
Introduccion
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2 Introduccion

1.1 Justificacion

El presente Trabajo Fin de Mdster pertenece al Master Oficial en Formacién del Profesorado de
Educacién Secundaria Obligatoria, Bachillerato, Formacién Profesional y Ensefianza de Idiomas,

impartido en la Universidad de Valladolid durante el curso académico 2019-2020.

Este trabajo, que ha sido dirigido y supervisado por el Dr. Edgar Martinez Moro, estd enmarcado
en la especialidad de Matematicas y tratard de mostrar las ventajas del aprendizaje manipulativo en

Matematicas, concretamente en Algebra.

Al tratarse de un Trabajo Fin de Master, conviene analizar los objetivos generales y competencias

generales y especificas que se desarrollardn o que son necesarias para su elaboracion.

Se distinguen los siguientes objetivos generales (OG) asociados al TFM:

* OGI: Que los estudiantes sepan aplicar, como profesionales docentes, los conocimientos
adquiridos y su capacidad de resolucion de problemas en entornos nuevos o poco conocidos
dentro de contextos mds amplios (o multidisciplinares) relacionados con la especialidad

cursada.

En este caso el objetivo consiste en aplicar los conocimientos adquiridos al proceso de ensefianza
del Algebra en Matematicas dentro de la educacién secundaria.

e OG2: Que los estudiantes sean capaces, como profesionales docentes, de integrar conocimien-
tos y enfrentarse a la complejidad de formular juicios a partir de una informacion que, siendo
incompleta o limitada, incluya reflexiones sobre las responsabilidades sociales y éticas vincu-

ladas a la aplicacion en los centros escolares de sus conocimientos y juicios.

El desarrollo de las précticas y del TEM constituye una primera aproximacién a la futura labor

docente, donde se debe tener en cuenta la responsabilidad social en la vida de los alumnos.

* OG3: Que los estudiantes sepan comunicar sus conclusiones, conocimientos y razones tltimas
en las que se sustentan como profesionales docentes, tanto a publicos especializados como a

no especializados, de un modo claro y sin ambigiiedades.

Se materializa con la sintesis de lo que se considera mds relevante de este TFM y su posterior

exposicion ante un tribunal especializado.

* OG4: Que los estudiantes posean las habilidades de aprendizaje que les permitan continuar
estudiando y formdndose como profesionales docentes, de un modo en gran medida autodirigido

0 auténomo.

Este TFM supone un primer paso para desarrollar la futura labor docente, en la que el profesor

debe estar continuamente aprendiendo también de forma auténoma.
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1.1 Justificacién 3

Se han desarrollado las siguientes competencias generales (CG):

* CGI. Conocer los contenidos curriculares de las materias relativas a la especializacion docente
correspondiente, asi como el cuerpo de conocimientos diddcticos en torno a los procesos de
ensefianza y aprendizaje respectivos. Para la formacion profesional se incluird el conocimiento

de las respectivas profesiones.

Se ha realizado un conocimiento exhaustivo de las asignaturas y su contenido curricular, para

que los conocimientos y contenidos planteados sean adecuados.

CG3. Buscar, obtener, procesar y comunicar informacion (oral, impresa, audiovisual, digital
o multimedia), transformarla en conocimiento y aplicarla en los procesos de ensefianza y

aprendizaje en las materias propias de la especializacion cursada.

La busqueda y procesamiento de informacién es esencial para la transmisiéon adecuada del

conocimiento durante el proceso de ensefianza y aprendizaje.

CGH4. Concretar el curriculo que se vaya a implantar en un centro docente participando en la
planificacion colectiva del mismo, desarrollar y aplicar metodologias diddcticas tanto grupales

como personalizadas, adaptadas a la diversidad de los estudiantes.

Esta competencia se desarrolla en la elaboracién de una Unidad Did4ctica para un curso de

educacion secundaria.

CG6. Adgquirir estrategias para estimular el esfuerzo del estudiante y promover su capacidad
para aprender por si mismo y con otros, y desarrollar habilidades de pensamiento y de decision

que faciliten la autonomia, la confianza e iniciativa personales.

La aplicacioén de los materiales manipulativos en las clases de Matemadticas supone un acer-

camiento para que el estudiante pueda mejorar su motivacién y autonomia.

* CG7. Conocer los procesos de interaccion y comunicacion en el aula, dominar destrezas y
habilidades sociales necesarias para fomentar el aprendizaje y la convivencia en el aula, y

abordar problemas de disciplina y resolucion de conflictos.

Se ha tenido en cuenta para un correcto disefio de la metodologia y de las actividades planteadas

en la unidad didactica.

CGS8. Diseriar y realizar actividades formales y no formales que contribuyan a hacer del centro
un lugar de participacion y cultura en el entorno donde esté ubicado; desarrollar las funciones
de tutoria y de orientacion de los estudiantes de manera colaborativa y coordinada; participar

en la evaluacion, investigacion y la innovacion de los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Algunas de las actividades planteadas conllevaran su desarrollo no sélo en clase de Matematicas,

sino también fuera del aula fomentando la participacion y colaboracion.
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Introduccion

Ademds, se han desarrollado las siguientes competencias especificas (CE) del médulo especifico:

CEIl: Conocer el valor formativo y cultural de las materias correspondientes a la especia-

lizacion y los contenidos que se cursan en las respectivas ensefianzas.

Se refiere a la capacidad para demostrar la importancia de las Matemiticas a los estudiantes de
educacién secundaria.

CE2: Conocer la historia y los desarrollos recientes de las materias y sus perspectivas para
poder transmitir una vision dindmica de las mismas.

Esta competencia estd ampliamente desarrollada en la asignatura del Méster Ideas y Conceptos
Matemadticos a través de la Historia. Ademas, en este TFM ha sido necesario conocer como y

cuédndo se han ido introduciendo los materiales manipulativos en la ensefianza.

CE3: Conocer contextos y situaciones en que se usan o aplican los diversos contenidos
curriculares.

Se procura siempre que sea posible, en las actividades propuestas en la Unidad Did4ctica,
relacionar los conceptos matematicos tedricos con situaciones de la vida cotidiana.

CE7: Transformar los curriculos en programas de actividades y de trabajo.

La Unidad Did4ctica es el principal instrumento para transformar los curriculos en actividades,
trabajos o tareas.

CES: Adquirir criterios de seleccion y elaboracion de materiales educativos.

Ha sido necesario para realizar una correcta adecuacion de las actividades y materiales manipu-
lativos utilizados a la Unidad Didéctica correspondiente.

CEI0: Integrar la formacion en comunicacion audiovisual y multimedia en el proceso de
ensefianza aprendizaje.

Se fomenta el empleo de recursos virtuales, TIC y otros programas que posibiliten al alumno su
uso fuera del aula.

CEl11: Conocer estrategias y técnicas de evaluacion y entender la evaluacion como un instru-
mento de regulacion y estimulo al esfuerzo.

Se han usado diversos instrumentos de evaluacién para que la calificacidn que reciba el estu-
diante sea lo mds objetiva y justa posible teniendo en cuenta su esfuerzo y los conocimientos

adquiridos.
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1.2 Objetivos especificos

El objetivo principal es mostrar la importancia de los materiales manipulativos en el proceso de

enseflanza-aprendizaje de las Matemadticas en educacion secundaria, concretamente en Algebra.

Esta claro que si se habla de otras disciplinas como Biologia o Fisica y Quimica, se asimilan mejor
los conceptos cuando se trabajan en un laboratorio, cuando se pueden tocar, ver, mover e interpretar.
Del mismo modo sucede con las Matemadticas cuando se crean objetos matematicos. Cuando se tocan,
se mueven o se modifican, es decir, cuando se estan manipulando, se comprueba que existen en ellos

muchos de los conceptos que se explican en las aulas.

Se realizard un esfuerzo por transmitir estrategias heuristicas adecuadas para la resolucién de proble-
mas y por estimular la resolucién auténoma de verdaderos problemas, mds alld de la mera transmision
de recetas adecuadas.

Se pretende buscar una estrategia para un aprendizaje como investigacién con: planteamiento de
situaciones, estudio cualitativo de las situaciones problematicas, orientacion para el tratamiento

cientifico de los problemas y sistematizacion de los nuevos conocimientos.

Ademis, otro de los objetivos es desarrollar una Unidad Did4ctica del Bloque de Algebra para el

curso de 3° de la ESO de Mtematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas.

1.3 Contenido

La memoria del presente Trabajo Fin de Méster estd compuesta por los siguientes capitulos:

* Capitulo 1: Introduccién. Constituye una presentacién del trabajo realizado desde una visién

general. Se exponen la motivacion, objetivos y estructura de este trabajo.

* Capitulo 2: Marco tedrico. Se muestran los potenciales beneficios para la comunidad educa-
tiva del uso de los materiales manipulativos en Matematicas y del uso del trabajo cooperativo

en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

« Capitulo 3: Materiales manipulativos en Algebra. Se presentan de una forma general los
materiales manipulativos que se pueden utilizar en la educacién secundaria dentro del bloque
de Algebra.

« Capitulo 4: Juegos en Algebra. Se describen las distintas actividades lddicas que se pueden

aplicar a un aula de Mateméticas para trabajar conceptos del bloque de Algebra.




Introduccion

I3

dad Didactica de 3° de ESO. Se ha elegido el bloque de Algebra del curso de

3°de la ESO de Mateméticas orientadas a las Ensefianzas Académicas para desarrollar la Unidad
Se establecen las conclusiones sobre el trabajo realizado y una

Uni
Conclusiones

Didéctica correspondiente a Ecuaciones que promueva el uso de materiales manipulativos.

reflexién sobre el perfodo de practicas en un centro de educacién secundaria.

¢ Capitulo 5
 Capitulo 6
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2.1 Materiales manipulativos en Matematicas

2.1.1 Meétodos de ensefianza en Matematicas

Se utilizan principalmente dos métodos de ensefianza de conceptos matemadticos, el enfoque basado
en la transmision y el enfoque basado en la interaccion, siendo este ultimo el que ha resultado mas

efectivo segun las investigaciones (Fletcher, 2010).

El enfoque basado en la transmision es el método de ensefianza tradicional, relacionado con la clase
magistral, en el que el docente actiia como la tinica fuente de conocimiento y toma el control de casi
todas las actividades del proceso de enseflanza y aprendizaje. Su deber es transmitir o explicar hechos
y procedimientos a los alumnos. Solo se les pide a los estudiantes que verifiquen si estdn siguiendo
los procedimientos ensefiados. Tal enfoque crea aburrimiento en la clase, fomenta la pasividad entre
los alumnos y les hace sentir que no tienen nada que aportar (Fletcher, 2010). La leccién se lleva a
cabo mediante una explicacion explicita y demostraciones dirigidas por el docente, por eso también

se denomina método de ensefianza no participativo.

La instruccion matemadtica tipica suele consistir en escuchar las explicaciones del profesor, verlo
resolver problemas en la pizarra usando un libro de texto de Matematicas y trabajar individualmente
para resolver problemas. Mds de la mitad de los estudiantes informaron que nunca trabajaron en
grupos pequefios para resolver problemas matematicos y mas del 80% afirmé que nunca habian
trabajado en proyectos independientes o de investigacién en la clase de Matematicas (Thornton,
1995).

Esto contradice totalmente la vision de la instruccién matemética indicada por los estdndares durante
la reforma educativa en los Estados Unidos de América. Se queria pasar de "saber" Matematicas a

"hacer" Matemadticas (Crosswhite et al., 1989).

Por otro lado, el enfoque interactivo es la situacion en la que el alumno se coloca en el centro del
proceso de aprendizaje y busca el conocimiento o la informacién para resolver un problema. El
docente que usa este enfoque cree que el conocimiento es construido por el alumno. Por lo tanto, el
deber del profesor es elegir las tareas de aprendizaje apropiadas para los alumnos, dejar en claro el
propésito de las actividades y alentarlos a explorar y a verbalizar su pensamiento matemaético. Este
proceso activo es totalmente diferente a simplemente dominar hechos y procedimientos (Larbi and
Mavis, 2016).

Las técnicas de instruccién son importantes pero el uso de materiales manipulativos influye en los
logros de los estudiantes. Ademads les ayuda a utilizar ambas habilidades en el proceso de aprendizaje
y transferirlo a otras situaciones ya que estos medios fisicos atraen los sentidos de los estudiantes y

les acercan mucho mads a su entorno (Blosser, 1985).
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2.1.2 Origen de los materiales manipulativos

Entre los muchos de los estudios tedricos que proporcionaron la base para el uso de manipuladores
matemadticos en el proceso de ensefianza-aprendizaje se encuentra el de Piaget (1952), que crefa que
los alumnos no podian comprender matemadticas abstractas solo a través de explicaciones tedricas, y
que necesitaban experiencias con modelos e instrumentos para comprender los conceptos matematicos
que se ensefian. Bruner (1960) pensaba que las primeras experiencias e interacciones de los estudiantes
con los objetos fisicos constituian la base para adentrarse en el aprendizaje en un nivel mds abstracto.
Este tipo de aprendizaje practico a menudo se conoce como constructivismo, y es la base para integrar
los materiales manipulativos en las clases de matemadticas. Estas investigaciones han servido de

fundamento y guia para el uso de manipuladores matematicos en las aulas.

Los elementos manipulativos en Matemadticas no suponen una novedad actual ya que un buen ejemplo
de ello son las Escuelas Montessori, que han abogado durante mucho tiempo por la ensefianza
utilizando objetos concretos. George Cuisenaire (1891-1975), un educador belga, es famoso por
el desarrollo de las regletas de Cuisenaire, que se usan hoy en dia para ayudar a ensefiar multiples
conceptos matematicos, como pueden ser las cuatro operaciones aritméticas bdsicas, las fracciones y
la busqueda de divisores. En la década de 1950, Caleb Gattegnopero popularizé su uso. A partir de
entonces, empezaron a surgir diversas corrientes diddcticas de las Matematicas que se interesaron por

el uso de materiales manipulativos (Furner and Worrell, 2017).

Existen investigaciones acerca de cdmo los profesores usan materiales manipulativos en sus lecciones
de Matemaéticas. Moyer and Jones (2004) afirman que algunos maestros usan elementos manipulativos
en un esfuerzo por reformar su ensefianza de las matemadticas sin reflexionar sobre cémo el uso de
las representaciones puede cambiar su propia instruccion matematica. Baroody (1989) afirma que la
teoria de Piaget no establece que los estudiantes deben operar sobre algo concreto para construir el
significado, aunque si sugiere que deben manipular algo familiar y reflexionar sobre estas acciones
fisicas o mentales. El pensamiento activamente comprometido es el componente imprescindible para
el aprendizaje del estudiante. Ball (1992) postula que el uso manipulativo es ampliamente aceptado
como una forma efectiva de ensefiar matematicas, aunque hay que hacer hincapié en la necesidad de
que los profesores garanticen que los estudiantes hagan las conexiones correctas entre los materiales y

los conceptos matematicos subyacentes.
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2.1.3 Importancia de los materiales manipulativos

Los materiales manipulativos matematicos son objetos fisicos que estan disefiados para representar

explicita y concretamente ideas matemadticas abstractas (Moyer, 2001).

Alsina (2010) establece una pirdmide de la educacién matemadtica usando la idea de pirdmide de
nutricién saludable. En ella, los materiales manipulativos y los juegos ocupan una parte fundamental
de la "dieta" que deben seguir los estudiantes durante el proceso de enseflanza y aprendizaje para

adquirir la competencia matemadtica, como se observa en la Figura 2.1.

Recursos
tecnolbgicns:
Droenadorcalcy kdord

Diferentes Recursos Neratos: Comunicacion,
ocrganizaciones narraciones, negociacion,
del alumnado adivinanzas, canciones didlogo

R

inespe

Situaciones cotidianas, matematizac

del entorno, vivencias con el propic cuerpo

Fig. 2.1 Piramide de la educacion matematica (Alsina, 2010)

Aunque se aconseja el uso de elementos manipulativos matematicos en todos los niveles (NCTM,
1989), Heddens (1997) advierte que debe usarse con cuidado, de lo contrario los estudiantes pueden
llegar a creer que existen dos mundos matematicos: el mundo manipulativo y el simbdlico. También
afirma que una de las mejores formas de desarrollar ideas matematicas es a través de actividades
con materiales fisicos ya que los estudiantes aprenden mejor cuando son participantes activos en
el proceso de aprendizaje. Asimilan el conocimiento cuando se les da la oportunidad de explorar,

investigar preguntas, registrar, compartir y hablar sobre descubrimientos.
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Numerosos estudios (Munger, 2007) (Fletcher, 2010) (Larbi and Mavis, 2016) (Furner and Worrell,
2017) coinciden en sefialar que el uso de elementos manipulativos facilita la adquisicién y la retencién
de nuevos conocimientos, lo que unido a un mayor interés y participacion en clase ocasiona un
mejor rendimiento. El aprendizaje ocurre basicamente cuando los alumnos interactian con el entorno
y encuentran algunas experiencias a través de las que realizan descubrimientos y relaciones entre
conceptos. Ademads los materiales manipulativos también proporcionan un lenguaje comin con el que

comunicar estos modelos al docente y a otros estudiantes (Sowell, 1989).

Los métodos de ensefianza deberian permitir a los alumnos participar en algunos de los procesos
creativos que los matematicos han disfrutado a través de los siglos a partir de los cuales pudieron

descubrir ciertas generalizaciones y principios (Resnick and Ford, 1981).

Segun Heddens (1997), los docentes recibirdn mds informacion sobre la comprensién matemadtica de
los estudiantes mediante el uso de manipulativos al:

1. Escuchar a los estudiantes hablar sobre su pensamiento matematico.
2. Observar a los estudiantes trabajando individualmente y en grupos cooperativos.

3. Preguntar por qué y como en lugar de preguntar para obtener respuestas directas (si/no) o para
resultados de célculo de actividades.

4. Hacer que los estudiantes escriban una solucién a un problema en lugar de responder solo con

valores correctos o incorrectos.

El motivo detrds del uso de materiales manipulativos es que cada estudiante aprende de diferente
manera. Cuando se usan estos materiales, los sentidos se incorporan al aprendizaje y también actian
como representacion visual de conceptos matemdticos. Ademads de satisfacer las necesidades de los
estudiantes que aprenden mejor de esta manera, los materiales manipulativos le brindan al docente
nuevas formas de presentar un tema. La incorporacion de varias técnicas de instruccién aumenta la
posibilidad de que todos los estudiantes alcancen la comprensidon matematica a través de al menos
un método. Cuando se utilizan materiales manipulativos y los alumnos se colocan en el centro del
proceso de aprendizaje, el papel del profesor cambia de transmisor de conocimiento a ser un facilitador

del descubrimiento de los alumnos (Fletcher, 2010).
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2.1.4 Efectividad de los materiales manipulativos en Algebra

Los materiales manipulativos suponen una de las estrategias que mejoran el aprendizaje matematico,
concretamente en Algebra (Rakes et al., 2010). Se han realizado estudios para comprobar la efectividad
de los materiales manipulativos en Algebra. Entre ellos se puede destacar el de Larbi and Mavis
(2016), en el que investigan la eficacia del uso de las llamadas tabletas algebraicas en el rendimiento
de estudiantes de secundaria. Los estudiantes del estudio pertenecian a la misma localidad y estaban
formados por dos grupos, el experimental y el de control. A cada grupo se le ensefiaron las mismas
unidades de dlgebra durante un periodo de cuatro semanas. Sin embargo, al grupo experimental se le
ensefld utilizando tabletas algebraicas, mientras que al grupo de control se le ensefié usando el método

tradicional.

Los resultados del estudio mostraron que a quienes se les ensefid a través de tabletas algebraicas tu-
vieron un rendimiento significativamente mejor. A pesar de que el estudio fue realizado en tinicamente

dos centros, extrajeron las siguientes recomendaciones:

* Se deberian usar tabletas algebraicas para ensefiar la propiedad distributiva y que todos los
estudiantes descubran el patrén discernible al eliminar los paréntesis de una expresién. Al

hacerlo, se debe hacer hincapié en el proceso y no en el producto.

* En la medida de lo posible, los profesores de Matemadticas deberian usar materiales manipula-
tivos como baldosas algebraicas para una enseflanza efectiva de todas las unidades de Algebra

del curriculo.

En el Capitulo 3 se describe detalladamente como funcionan las tabletas algebraicas.




El presente documento ha sido firmado en virtud de la Ley 59/2003 de 19 de Diciembre. El C.V.D. asignado es: 0005-A859-20AA-47E7*00A8-68D9.Para cotejar el presente con su original electrénico
acceda a la Oficina Virtual de la Universidad de Valladolid, y a través del servicio de Verificacion de Firma introduzca el presente C.V.D. El documento resultante en su interfaz WEB debera ser

exactamente igual al presente. El/los firmante/s de este documento es/son: ALBERTO POZO ALVAREZ a fecha: 2020-06-18 jue 12:23:47 CEST

2.2 Trabajo cooperativo 13

2.2 Trabajo cooperativo

El aprendizaje cooperativo es muy importante dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje, ya que
uno de los cuatro pilares de la educacién es aprender a vivir juntos en sociedad y qué mejor manera
que trabajando en equipo. El trabajo cooperativo unido al uso de los elementos manipulativos puede

ser una combinacion que albergue un gran potencial para ensefiar Matematicas.

Dentro del aprendizaje cooperativo se pueden destacar varias definiciones de algunos autores:

* Método de aprendizaje basado en el trabajo en equipo de los estudiantes. Incluye diversas y
numerosas técnicas en las que los alumnos trabajan conjuntamente para lograr determinados
objetivos comunes de los que son responsables todos los miembros del equipo (Rodriguez
Barreiro and Fernandez Manzanal, 2007).

* El aprendizaje cooperativo se refiere a una serie de estrategias instruccionales que incluyen a la
interaccién cooperativa de estudiante a estudiante, sobre algtin tema, como una parte integral

del proceso de aprendizaje (Kagan and Kagan, 1994).

» Aprendizaje cooperativo es el uso instructivo de grupos pequefios para que los estudiantes
trabajen juntos y aprovechen al maximo el aprendizaje propio y el que se produce en la
interrelacion (Johnson et al., 1998).

Teniendo en cuenta las definiciones de diversos autores se puede entender el aprendizaje cooperativo
como las técnicas de ensefianza que comprenden la organizacion de los estudiantes en grupos pequefios
y heterogéneos donde trabajan conjuntamente de forma coordinada para profundizar en su propio
aprendizaje y resolver tareas académicas.

Préacticamente no existen diferencias entre el aprendizaje cooperativo y el aprendizaje colaborativo
y la mayoria de autores los utilizan indistintamente. Sin embargo, existen algunos autores que si
emplean estos términos de manera diferenciada en cuanto al grado de estructura de la tarea y de las
interacciones entre los estudiantes. La diferencia bdsica consiste en que el aprendizaje cooperativo
necesita de mucha estructuracion para la realizacién de la actividad por parte del docente mientras que
el aprendizaje colaborativo necesita de mucha mdas autonomia del grupo y muy poca estructuracién de

la tarea por parte del profesor (Zafiartu Correa, 2000).

Si se profundiza en el tema se puede advertir que en el aprendizaje colaborativo los alumnos son
quienes disefian su estructura de interacciones y mantienen el control sobre las diferentes decisiones
que repercuten en su aprendizaje, mientras que en el aprendizaje cooperativo es el profesor quien
disefia y mantiene casi por completo el control en la estructura de interacciones y de los resultados
que se han de obtener (Panitz, 1997).

El aprendizaje cooperativo es una metodologia del proceso de enseflanza-aprendizaje donde los
alumnos se distribuyen en grupos heterogéneos para aprovechar al maximo la interaccién generada

entre ellos, tanto social como cognitiva. Estos grupos ademds deben ser reducidos (de 3 a 5 personas).
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14 Marco tedrico

Los alumnos desempeifian el papel principal generando asf una motivacion por aprender y transmitir
sus conocimientos al resto de los compaiieros aunque el educador sea la persona encargada de
coordinar el aula. Asimismo, es necesario destacar que no se busca favorecer la competitividad
entre ellos sino que se apoyen y colaboren para conseguir el objetivo final, ademds de generar lazos
emocionales y sociales entre ellos. La utilizacién del aprendizaje cooperativo permite obtener un
beneficio conjunto a nivel académico, social y personal dentro del aula.

¢ Ventajas académicas.

Favorece el interés por la investigacion por parte de los estudiantes.

Potencia la creatividad y el razonamiento, de modo que se fomente el pensamiento critico

en cada uno de los alumnos.

Facilita a los alumnos poder construir su propio aprendizaje. De esta manera se favorece

el trabajo auténomo.

Aumenta los logros académicos.

* Ventajas sociales.

— Crea un clima de cooperacién en clase que hace que los estudiantes estén mas motivados,

pudiéndose reducir el absentismo escolar.
— Aumenta el compromiso tanto a nivel personal como grupal en los alumnos

— Se genera un sentimiento de confianza dentro del grupo al haber un sentido de pertenencia

a este.

* Ventajas personales.
— Mejora de la autoestima y el autoconcepto.

— Respeto a los diferentes puntos de vista e interés por aprender de las opiniones de los

demas.

Con el trabajo cooperativo se persigue desarrollar las denominadas dimensiones del aprendizaje

cooperativo (Sudrez-Guerrero, 2010):

* Responsabilidad individual y de equipo
* Interdependencia positiva

¢ Interaccién estimuladora

* Gestion interna de equipo

» Evaluacién interna de equipo
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16 Materiales manipulativos en Algebra

3.1 Regletas de Cuisenaire

Las regletas de Cuisenaire son un recurso manipulativo mateméatico muy versatil que se puede
empezar a usar con nifios a partir de los 3 afios. Aunque en principio su aplicacién practica pueda
estar mas destinada a educacion primaria ya que se pueden utilizar para ensefiar las cuatro operaciones
aritméticas basicas, fracciones, dreas, volimenes, etc... también pueden resultar utiles para educacion

secundaria en el cdlculo de rdices cuadradas, resolucién de ecuaciones lineales o incluso cuadréticas!.

Existen diez regletas distintas que se corresponden con los 10 primeros nimeros naturales. Cada una

de ellas posee una longitud y un color determinados, como se puede consultar en la Figura 3.1.

Longitud: 1cm a 10c¢m. Superficie: 1¢m’a 10 e¢m’  Volumen: 1¢m® a 10 cm’

Representacion
Regleta Numeérica|cm | cm?|em? Regletas
Blanca 1 11111 D
Roja 2 2212 -
Verde vivo 3 3|33
Rosada 4 41414 -
Amarillo [ 5| 6|68 |:
oscuro
Varn | & 6|6 | ¢ | R
A 55795 | I |
Naranja 10 10| 10 | 10

Fig. 3.1 Descripcion de las regletas de Cuisenaire
Fuente: https://es.slideshare.net/alfil1 9042/

Pueden estar fabricadas en plastico o madera, como las de la Figura 3.2. Aunque la gracia reside en
poder tocar con las manos el material, también se puede acceder a unas regletas virtuales desde la
pagina web desarrollada por José Antonio Cuadrado (2020): http://regletas.joseantoniocuadrado.com/.
Algunas de las imdgenes mostradas a continuacién de operaciones con regletas han sido obtenidas

usando esta la aplicaciéon web.

ITocamates: el blog sobre matemiticas y creatividad de José Angel Murcia (2020). Recuperado de:
http://www.tocamates.com/category/regletas/. Consultado por tltima vez el 16 de marzo de 2020.
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Fig. 3.2 Caja de regletas de Cuisenaire de madera
Fuente: https://jugueteotoys.com/producto/regletas-de-cuisenaire/

3.1.1 Operaciones aritméticas basicas

Suma y resta

Cuando se suma con regletas, éstas se disponen una a continuacién de la otra y la suma queda
representada en una dimensién como suma de longitudes. En el ejemplo de la Figura 3.3(a) se debe
buscar una regleta que tenga el mismo valor que la suma de las dadas. En cambio para la resta, se

debe buscar una regleta equivalente a la diferencia de las dos dadas, como en la Figura 3.3(b).
Multiplicacién
La multiplicacién de dos factores a y b es una operacion que resulta en una figura de dos dimensiones.

Ademds, el resultado de la multiplicacién es el drea del rectdngulo cuyos lados tienen longitudes a y b

respectivamente.

En la Figura 3.3(c) se muestra como se calcularia la superficie de una parcela con regletas.

En cambio, si se realiza una multiplicacion de tres factores se construye un modelo tridimensional
cuyo resultado el volumen de un prisma recto de base rectangular, como se puede ver en la Figura
3.3(d).

Divisién

Dividir equivale a repartir la longitud de una regleta en partes iguales. En la Figura 3.3(e) se puede
visualizar cémo se obtiene el cociente y el resto de una division entera con regletas.

En la Figura 3.3(f) se puede ver que 3 es divisor de 6 porque el resto es nulo. Esto puede ser muy util

para construir el minimo comiin miltiplo y el maximo comiin divisor de dos nimeros con regletas.
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18 Materiales manipulativos en Algebra

(a) Suma (b) Resta

5x5=25cm?

A
A
A 5x5x5 =125 cm3
*/z/z
I | ” {
Ve
(c¢) Multiplicacién (d) Areas y volimenes
Disidends 9 | 6 Divison Disidende 6 | 3 Divison
Reato 3 1 : Reato () Z :

Divimeos 6 entre 3 | tocam a 2 tfm-a«w&m(]

¥T ol V¥
R I O

(e) Division entera (f) Divisi6n exacta

Fig. 3.3 Operaciones aritméticas con regletas
Fuente: http://regletas.joseantoniocuadrado.com/

Los conceptos anteriores estdn relacionados con educacién primaria pero son necesarios para entender
cémo se opera con regletas. En los préximos apartados aparecen conceptos que ya pueden ser
aplicables a los primeros cursos de educacién secundaria.
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3.1.2 Minimo Comin Miiltiplo y Maximo Comiin Divisor

En la Figura 3.4 se puede observar cémo se calcularia el minimo comun multiplo con regletas.

mcm de:
5[5 5G 3G =15 3|3
1 1
Tomames lea iaohﬂw comuned Y no-
5=5 3=3
Se necesitan 3 piezas de longitud 5 hasta llegar a 15 m.c.m. 15
[ @ | 10 | 15]
[ 31 [ of 12 1 15]
Se necesitan 5 piezas de longitud 3 hasta llegar a 15

(@

Matermaticamente
mcm de:
71T 75 308 =21 3|3
1 1
Tomamos los gqx‘/toflw comumes y mo-
7=7 3=3
Se necesitan 3 piezas de longitud 7 hasta llegar a 21 me.m. 21
L - I — £ 1
L Kl | [ | 9] 12 15 [ 18 | 21
Se necesitan 7 piezas de longitud 3 hasta llegar a 21

(b)

Fig. 3.4 Cilculo de minimo comitn multiplo mediante regletas
Fuente: http://regletas.joseantoniocuadrado.com/
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m.c.d.
m.c.d.

N =, N

2
El nimero mayor que divide 9 y 2 esel 1
El niimero mayor que divide 8 y 4 es el 4

mcd de:
™
K2

mcd de:
8 o

9

()
4G =4
Tommw&aéh!o&}aetoﬂmwnwmmw
'rnefrmmr{wnf/nke

(b)
Fig. 3.5 Cilculo de mdximo comun divisor mediante regletas
Fuente: http://regletas.joseantoniocuadrado.com/

L= L

Mateméaticamente
9 3
3 3
1
1 1l 1
AL AL
Matematicamente
2
2
2

En la Figura 3.5 se puede observar como se calcularia el mdximo comun divisor con regletas.
28
Tomanmos 88lo- oo Jactores comunes com su
meno” exnonente

20
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3.1 Regletas de Cuisenaire 21

3.1.3 Fracciones

También se pueden utilizar las regletas de Cuisenaire para representar fracciones tal y como se indica
en la Figura 3.6. La fraccién mixta es aquella que estd formada por un nimero entero y una fraccién.

Se genera por la descomposicion de una fraccion impropia en un nimero entero y una fraccién propia.

2 8 x|
<! [ELIIIJ s 00 LI
53 5a
(a) Fraccion propia (b) Fraccién aparente
78 3
= 1 +
4 g 4

(¢) Fraccién mixta

Fig. 3.6 Representacion de fracciones con regletas

Fuente: http://regletas.joseantoniocuadrado.com/

Se pueden realizar las siguientes operaciones con fracciones:

* Suma de fracciones. Si tienen el mismo denominador se suman los numeradores y se mantiene
el denominador, como en el caso de la Figura 3.7(a). En caso contrario habria que calcular el

m.c.m. de los denominadores como se ha visto anteriormente y seguir operando.

* Resta de fracciones. Si tienen el mismo denominador se restan los numeradores y se coloca el
mismo denominado, rcomo en el caso de la Figura 3.7(b). En caso contrario habria que calcular

el m.c.m. de los denominadores como se ha visto anteriormente y continuar operando.

* Multiplicacion de fracciones. Se multiplican los numeradores y se obtiene el numerador del
producto, para obtener el denominador del producto se multiplican los denominadores (ver
Figura 3.7(c)).

Division de fracciones. La divisién de fracciones es equivalente a la multiplicacién de la
primera fraccion por la inversa de la segunda. Por eso en la Figura 3.7(d) para obtener el
numerador de la divisién se ha multiplicado el numerador de la primera por el denominador de
la segunda y para obtener el denominador de la division, el denominador de la primera por el

numerador de la segunda.
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10
6
3

-

S

nnm ﬂ

o | o <

n o

<N
N |

<
™

(a) Suma
2
3
(b) Resta
28
(¢) Multiplicacién
(d) Divisién
Fig. 3.7 Operaciones de fracciones con regletas
Fuente: http://regletas.joseantoniocuadrado.com/
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3.1.4 Operaciones con nimeros enteros

Muchos estudiantes de 1° de 1a ESO tienen dificultades para operar con nimeros enteros. Para que
entiendan mejor este concepto abstracto de nimeros negativos y lo que sucede cuando se suman o
se restan se puede realizar una préctica con regletas. Lo primero que habria que construir seria un
eje en el que situar los nimeros positivos hacia arriba y los nimeros negativos hacia abajo, como
sucede en la Figura 3.8. También se podrian situar en horizontal pero he considerado més conveniente
esta disposicion al poderse aplicar mds facilmente a los ascensores y los pisos que se encuentran por

encima y por debajo del nivel del suelo.

+
A

+10 -

+7 1
+6 -
+5 4
+4 1
+3 4
+2 1
+1

v

Fig. 3.8 Plantilla para realizar operaciones de nimeros enteros con regletas

A continuacién se van a realizar una serie de ejemplos de operaciones con niimeros enteros.

Si el nimero es positivo se pone a continuacién hacia arriba porque estd sumando, en cambio si el

nimero es negativo se coloca al mismo nivel de la primera regleta pero hacia abajo al ser menor que 0.

Hay casos como el de la Figura 3.11 en los que se requiere un doble cambio de signo.
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26 Materiales manipulativos en Algebra

3.1.5 Demostraciones por induccion

Supongamos que se tiene una progresion aritmética como la de la Ecuacién 3.1, la suma de los n

primeros nimeros naturales.

n(n+1)

1+2+..+n=
+2+..+n >

3.1)

Si se quiere demostrar por induccidn que esta expresion es cierta, es necesario realizar los siguientes

pasos:

* Paso 1: base de la induccién. Consiste en demostrar que se cumple para el primer nimero
natural de la progresion, es decir, el 1.

* Paso 2: paso inductivo. Se parte de la suposicion, llamada hipétesis de induccion, de que un
nuimero natural cualquiera k cumple la férmula dada. Posteriormente se procede a demostrar

que, en consecuencia, el nimero k + 1 también cumple la ecuacidon.

Para realizar demostraciones por induccién con regletas de Cuisenaire no se pueden utilizar exac-
tamente los pasos anteriores, sino que habria que ir comprobando que se verifica la expresion para

varios términos de la sucesion.

Se va a demostrar por induccion con regletas la Ecuacién 3.2:

iizzn(nJrl)(ZnJrl) 32)

i=1 6

Demostracién para n=1
El primer paso seria demostrar que se cumple para n = 1.

Se desarrolla el lado izquierdo de la igualdad y se tiene:

Yif=1"=1 (3.3)

Por lo tanto se obtendria la Figura 3.13(a).

Si se desarrolla el lado derecho de la igualdad para n = 1 se tiene:

n(n+1)2n+1) 1-2-3
6 6

3.4)

En el numerador aparece la multiplicacion de tres factores. El producto de los dos primeros constituye
el drea de la derecha de la Figura 3.13(b), pero como se tiene que multiplicar por 3 se obtiene un
volumen, como el de la Figura 3.13(c). Las regletas de ese volumen se pueden colocar al nivel del

suelo para conocer el valor del volumen (Figura 3.13(d)).
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Es necesario realizar la division por 6, para ello se debe averiguar cudntas regletas de 6 son necesarias
para repartir la longitud anterior (Figura 3.13(e)). Finalmente, el nimero de regletas a la derecha y a

la izquierda es el mismo, por lo que queda demostrado que para n = 1 se cumple la expresion.

Fig. 3.13 Pasos para la demostracién con regletas paran = 1

®

Demostracién para n=2
El segundo paso seria demostrar que se cumple para n = 2.

Se desarrolla el lado izquierdo de la igualdad y se tiene:

Y id=1242? (3.5)
i=1

Por lo tanto se obtendria la Figura 3.14(a).

Si se desarrolla el lado derecho de la igualdad para n = 2 se tiene:

n(n+1)2n+1) 2-3-5
6 6

(3.6)

En el numerador aparece la multiplicacion de tres factores. El producto de los dos primeros constituye
el drea de la derecha de la Figura 3.14(b), pero como se tiene que multiplicar por 5 se obtiene un
volumen, como el de la Figura 3.14(c).

Ahora habria que dividir por 6 ese volumen, pero existe otra posibilidad que serfa la siguiente: como
el 6 estd dividiendo en el lado derecho podria pasar al lado izquierdo de la igualdad multiplicando. Se

ha optado por esa opcidn y se ha multiplicado por 6 el lado izquierdo, obteniendo la Figura 3.14(d).

Se agrupan las regletas del lado derecho de manera que ocupen una superficie resultando la Figura
3.14(e). Finalmente, en la Figura3.14(f) se comprueba que las superficies formadas a la derecha y a la
izquierda son exactamente iguales, por lo que queda demostrado que para n = 2 también se cumple la
expresion.
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(a) (b)

(c)

(d) (e)

Fig. 3.14 Pasos para la demostracion con regletas para n = 2

Demostracion para n=3
El tercer paso, en este caso el ultimo, serfa demostrar que se cumple para n = 3.

Se desarrolla el lado izquierdo de la igualdad y se tiene:

2=12+224+32 3.7

-

Il
-

Por lo tanto se obtendria la disposicion de la izquierda de la Figura 3.15(a).

Si se desarrolla el lado derecho de la igualdad para n = 3 se tiene:

nn+1)2n+1) 3-4.7
6 6

(3.8)

En este caso se han omitido los pasos de la multiplicacién de tres factores que darfa un volumen de 84
cm® y que posteriormente se debe dividir por 6, dando lugar a 14 como se indica en la zona derecha
de la Figura 3.15(a). S6lo queda comparar la longitud de las regletas del lado derecho e izquierdo
como si se tratara de una carrera de regletas, como se puede ver en la Figura 3.15(b).

Como también se ha cumplido para n = 3 queda demostrado con regletas que la Ecuacién 3.2 se

cumpliria cualquier 7.

(a) (b)

Fig. 3.15 Pasos para la demostracién con regletas paran =3
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3.2 Tabletas algebraicas

Este material manipulativo supone una alternativa para la ensefianza del proceso de factorizacion.
Permite establecer una conexién entre la nocién de drea y la expresion de algunos polinomios de
la forma ax? 4+ by?> +cx+dy+exy+ f con a,b € Ny ¢,d,eyf € Z, como producto de factores. Se
debe hacer especial énfasis en reducir a la minima expresién los factores cuyo producto determina el
polinomio que representa el drea del rectdngulo formado por las tabletas, buscando conceptualizar el

significado del proceso de factorizacion (Jiménez, 2011).

Las tabletas algebraicas son un material manipulativo derivado de los bloques multibase o bloques de
Dienes. Son fichas rectangulares conformadas por seis modelos basicos, un cuadrado de lado a, otro
de lado b, otro de lado unidad, un rectdngulo de lados a y b, otro de lados a y 1, un tercer rectingulo

de lados b y 1, como puede verse en la Figura 3.16.

Area: b?

b

Area: ab Area: a Area: b

Fig. 3.16 Descripcion de las fichas algebraicas

Este material se puede construir con medidas arbitrarias pero es importante que las medidas de las
longitudes a y b no sean divisibles entre si, e incluso, que estas dos medidas no tengan tampoco
factores en comun con la medida de longitud unidad. Jiménez (2011) us6 las siguientes longitudes:

a=6cm, b=4cmy unidad = 1,5cm.
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3.2.1 Reglas de manejo del material

¢ Uniodn de fichas. Sélo se pueden ubicar fichas consecutivas cuando los lados compartidos sean

n

— b ——f e ——f

Forma correcta Forma incorrecta

de la misma longitud.

Fig. 3.17 Ejemplo de unién de fichas (Jiménez, 2011)

* Construccién de configuraciones. El objetivo es formar rectdngulos de tal manera que no que-
den huecos en el interior del rectingulo. Una vez formado correctamente, se deben interpretar
las longitudes de la base y la altura.

h+1

T

L, J
- h+2 -

Fig. 3.18 Ejemplo de interpretacion de longitudes de las fichas

Fuente: http://ciaem-redumate.org/memorias-icemacyc/

El caso de la Figura 3.18 posee 6 fichas y se corresponde con el polinomio 5> 4 3b +2. Si nos
fijamos, la base y la altura de ese rectingulo son, respectivamente, b+ 2y b+ 1, los factores de

ese polinomio.
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* Superposicion de fichas. Para indicar que un término del polinomio es negativo se colocara
sobre otra ficha de mayor drea, siempre y cuando compartan, al menos, la longitud de uno de
sus lados. Por ejemplo en el caso de a> — a se coloca una ficha de drea a encima de una de

superficie @, tal y como indica la Figura 3.19.

[ a ™3 l—j

| a— 1 :

(a) Interpretacién de longitudes de los lados (b) Superposicién de las fichas

Fig. 3.19 Ejemplo de interpretacion de longitudes de lados donde aparecen términos negativos (Jiménez, 2011)
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3.3 Explorador de ecuaciones

Se trata de una balanza virtual proporcionada por la Universidad de Colorado en Boulder (2020).
Puede servir como una introduccion para resolver ecuaciones, sistemas de ecuaciones y conocer las

desigualdades en ecuaciones.

3.3.1 Explorador de igualdades

Esta herramienta se encuentra accesible desde la siguiente pagina web:
https://phet.colorado.edu/es/simulation/equality-explorer

Sirve para resolver y manipular ecuaciones algebraicas aplicando las propiedades inversas de la
adicién y la multiplicacion de forma intuitiva. También se puede utilizar para sustituir diferentes
valores de una variable en una ecuacion hasta dar con la solucién, al mismo tiempo que se puede

entender el concepto de desigualdad en una expresion matemadtica al no estar equilibrada la balanza.

Se puede comenzar con el explorador de igualdades mas basico, consistente en una balanza a la que
se pueden ir afladiendo diferentes piezas de fruta a un lado y a otro. A medida que se afiaden mas
frutas al lado izquierdo la balanza se va a desequilibrar ya que ese lado pesa mds. Simultdneamente se
va a mostrar en la parte superior de la pantalla la desigualdad matematica que estaria teniendo lugar,

tal y como se puede ver en la Figura 3.20(a).

De forma analoga, se podria trabajar con ndmeros en lugar de frutas hasta conseguir una igualdad
como la de la Figura 3.20(b).

= 19+2°0 > 17 +2@ ‘ "

(a) Desigualdad con piezas de fruta (b) Igualdad con nimeros

Fig. 3.20 Ejemplo de explorador de igualdades basico
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El siguiente explorador de igualdades ya constituye una aplicacion directa para resolver ecuaciones
de primer grado. Se trabaja con la incégnita x y nimeros enteros que se pueden colocar en ambos

lados de la balanza.

Como ejemplo se va a plantear la ecuacién 2x — 1 =x+ 1. En la Figura 3.21(a) se ha introducido el
valor de x = 1 y como consecuencia la balanza esta en desequilibrio ya que es mayor el lado derecho.
En cambio, para x = 3 el lado izquierdo de la balanza es el que pesa mds, como muestra la Figura

3.21(b). Finalmente, para x = 2 se cumple la igualdad y la balanza estd equilibrada (Figura 3.21(c)).

‘B 2x-1 < x+1

‘B 2x-1 > x+1 ‘

(b) Desigualdad con x =3

‘B 2x-1 = x+1 ‘

(c) Igualdad con x =2

Fig. 3.21 Ejemplo de explorador de igualdades para resolver ecuaciones
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3.3.2 Explorador de igualdades de dos variables

Esta herramienta, también desarrollada por la Universidad de Colorado Boulder (2020), se encuentra

accesible desde la siguiente pagina web:
https://phet.colorado.edu/es/simulation/equality-explorer-two-variables

Ademads de poder interactuar con enteros, se puede interactuar con hasta dos variables, x e y, de
manera que se pueden manipular ecuaciones algebraicas sustituyendo los diferentes valores de las

variables en una balanza virtual.

Supone un acercamiento a los sistemas de ecuaciones ya que se puede observar que no basta con una
unica ecuacion para obtener un tnico par de valores de x e y que la verifiquen, sino que existen mas
posibles soluciones (infinitas). De ahi la necesidad de afadir otra ecuacién para construir un sistema

de ecuaciones.

Como ejemplo se plantea la ecuacion 2x —y — 1 = 3 y en la Figura 3.22 se proponen dos pares de

valores de x e y que la verifican, es decir, para los que la balanza estd equilibrada.

‘: 2x-y-1 =3

C - = e
‘ U =3 ‘ ‘

(a) Igualdadconx =1,y = -2 (b) Igualdad conx =2,y =0

Fig. 3.22 Ejemplo de explorador de igualdades de dos variables
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3.4 Sistemas de ecuaciones lineales con Geogebra

Existen fundamentalmente tres métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales de forma
analitica: sustitucidn, igualacién y reduccién. Sin embargo, estos métodos son muy mecanicos y
muchas veces los estudiantes no saben realmente cudl es la interpretacién geométrica de lo que estan

haciendo al resolver un sistema de ecuaciones.

Ademais, es interesante que los estudiantes vean que los bloques en los que se suele dividir la asignatura
de Matematicas, como Algebra y Geometria en este caso, estdn totalmente relacionados y no son

independientes.

3.4.1 Sistemas de ecuaciones 2x2

Al ser el sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, x e y, cada ecuacion del sistema se
corresponde graficamente con una recta. Por lo tanto la interseccion de las dos rectas se corresponderd
con la solucién del sistema. Existen tres casos posibles:

« El sistema tiene solucion vinica. Las ecuaciones son consistentes o compatibles y ademds
linealmente independientes. Graficamente, las rectas se cortan, asi que las coordenadas x e y

del punto de interseccion de estas dos rectas se corresponden con la solucién del sistema.

* El sistema tiene infinitas soluciones. Las ecuaciones son consistentes o compatibles, pero
son linealmente dependientes. Si se representa graficamente, las rectas son iguales asi que la

solucién del sistema la constituyen todos los puntos de la recta.

* El sistema no tiene solucion. En este caso las ecuaciones son inconsistentes o incompatibles.

Las rectas son paralelas, por lo que el sistema no tiene solucién.

También es muy adecuado el método grafico para resolver sistemas de inecuaciones, como se puede
ver con uno de los ejemplos que se van a realizar para mostrar cudl serfa el procedimiento de resolucion

mediante Geogebra.
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Ejemplo 1
Resolucién grafica del siguiente sistema de ecuaciones:
y—2x=0
y+x=3
Lo primero que se debe hacer es despejar la y en ambas ecuaciones:

y—2x=0—y=2x
y+x=3—=2y=3—x
Como para representar una recta inicamente se necesitan dos puntos, se construye una tabla para cada

una de las funciones utilizando x =0y x = 2.

x y=2x Punto | x y=3—x Punto
0 0 0,00 |0 3 0,3)
2 4 24) |2 1 (2,1)

En la Figura 3.23 se han representado estas dos rectas mediante Geogebra y la solucién del sistema de

ecuaciones es el punto de corte de ambas funciones, en este casox =1ey = 2.

Fig. 3.23 Resolucion grifica mediante Geogebra del ejemplo 1 de un sistema de ecuaciones lineales 2x2
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Resolucién grifica del siguiente sistema de ecuaciones:

Ejemplo 2
y—2x=2
y—1=2

Lo primero que se debe hacer es despejar la y en ambas ecuaciones:

y=—2x=2—=2y=2x+2
y—1=2x—=y=2x+1

Como para representar una recta Unicamente se necesitan dos puntos, se construye una tabla para cada

una de las funciones utilizandox =1y x = —1.

x y=2x+2 Punto| x y=2x+1 Punto
1 4 14 |1 3 (1,3)
-1 0 (-1,0) | -1 -1 (-1,-1)

En la Figura 3.24 se han representado estas dos rectas mediante Geogebra. La solucién del sistema de
ecuaciones serfa el punto de corte de ambas funciones, pero como no se cortan al ser paralelas (tienen

la misma pendiente) el sistema no tiene solucién.

Fig. 3.24 Resolucion grifica mediante Geogebra del ejemplo 3 de un sistema de ecuaciones lineales 2x2
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Ejemplo 3
Resolucién grafica del siguiente sistema de ecuaciones:
3y—5x=3
9y —9=15x
No es necesario despejar la y en ambas ecuaciones, por lo que se puede construir la tabla para cada
una de las funciones utilizando los puntos de corte con los ejes, x =0e y = 0.

x  y(ec.l) Punto x  y(ec.2) Punto
0 1 0,1) 0 1 0,1)
-0.6 0 (-0.6,0) | -0.6 0 (-0.6,0)

Los dos puntos de corte con los ejes obtenidos para cada funcién son exactamente los mismos. Esto

significa que ambas ecuaciones representan la misma recta, como se puede ver en la Figura 3.25.

Como los puntos de corte de una recta con la otra son infinitos al ser coincidentes, el sistema de

ecuaciones tiene infinitas soluciones.

3y-5x=3 3
Oy-9=15x

Fig. 3.25 Resolucion grifica mediante Geogebra del ejemplo 3 de un sistema de ecuaciones lineales 2x2
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Ejemplo 4
Resolucién grifica del siguiente sistema de inecuaciones:
y>3x
y<—-3x+2

En este ejercicio aparecen dos desigualdades. Cada una de las desigualdades representa una region
del plano. La solucién del sistema es la interseccién de ambas regiones. Por tanto, el primer paso es
representar las dos regiones por separado y posteriormente determinar la regién en la que se cortan.
Primero se representa la regién y > 3x en azul en la Figura 3.26(a). Posteriormente se representa la
regién y < —3x+ 2 en rojo en la Figura 3.26(b). Finalmente, la region interseccion de las regiones

anteriores es la solucién del sistema de inecuaciones, representada en morado en la Figura 3.26(c).

15 15
y=<2-3x
10 10
y =3x
5
-15 -10 =5 0 5 10 15 -15 -10 =5 0 5 10 15
5 -5
-10 -10
-15 -15
(a) Region y > 3x (b) Regiony < —3x+2
\ 15
Y = 3x

w
~<
R
e
o
=

-15

(¢) Solucién del sistema de inecuaciones

Fig. 3.26 Resolucién grifica mediante Geogebra del ejemplo 4 de un sistema de inecuaciones lineales 2x2
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3.4.2 Sistemas de ecuaciones 3x3

Como se ha visto anteriormente, las ecuaciones lineales de dos incégnitas se pueden representar
graficamente como rectas. De la misma manera, las ecuaciones lineales que poseen tres incégnitas
se pueden representar en un sistema tridimensional como un plano infinito, como se puede ver en la
Figura 3.27.

(a) Ubicacién de un punto en el espacio (b) Representacion gréfica de una ecuacion lineal 3x3

Fig. 3.27 Representacion en el espacio de un punto y un plano
Fuente: http://132.248.87.5/areas/matematicas/mate3/

Un sistema de ecuaciones lineales 3x3 estaria representado en el espacio por tres planos. Asi que
dependiendo de la posicidn relativa de estos planos, existen, al igual que sucede con los sistemas de

ecuaciones lineales 2x2, tres casos posibles para los sistemas 3x3:

« El sistema tiene solucién tnica. Este caso se produce dnicamente cuando la interseccion de
los tres planos es un tnico punto. En la Figura 3.28 se puede ver un ejemplo de sistema de

ecuaciones lineales 3x3 con solucidn unica en el punto (X,y,z).

(x,y,2)

Fig. 3.28 Sistema de ecuaciones lineales 3x3 con solucién tnica
Fuente: http://132.248.87.5/areas/matematicas/mate3/
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* El sistema tiene infinitas soluciones. Esto sucede cuando los tres planos se intersecan en una
recta (Figura 3.29(a)) o cuando los tres planos son coincidentes (Figura 3.29(b)).

z z
Yy
X
X
y

(a) Sistema 3x3 con tres planos coincidiendo en una recta  (b) Sistema con 3 ecuaciones que representan un mismo plano

Fig. 3.29 Sistema de ecuaciones 3x3 con infinitas soluciones
Fuente: http://132.248.87.5/areas/matematicas/mate3/

* El sistema no tiene solucion. Para que se de este caso existen diversas posibilidades, como se

puede ver en la Figura 3.30, aunque se pueden resumir en dos casos fundamentalmente:
— Que dos de los tres planos sean paralelos basta para que no haya solucién.

— Que los tres planos coincidan a pares, pero no tengan simultineamente una recta o un

punto en comtun los tres planos.

z z 2
y
x X y " y

(a) Sistema 3x3 con tres planos paralelos (b) Sistema 3x3 con dos planos paralelos  (c) Tres planos coincidentes a pares

Fig. 3.30 Sistema de ecuaciones lineales 3x3 sin solucién
Fuente: http://132.248.87.5/areas/matematicas/mate3/
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4.1 Pista de Algebra

Es un juego para cuatro personas cuyo principal objetivo es ejercitar la evaluacion de expresiones
algebraicas. Cada jugador lanza el dado para posicionarse en la casilla que le corresponda segin el
nimero obtenido. Empieza a jugar el de mayor puntuacién. Lanza el dado y sustituye x por el valor

del dado. Avanza o retrocede segtin el valor numérico obtenido!.

| T

Disfrutana
con las Matematicas

Fig. 4.1 Pista de Algebra

Fuente: http://matematizarse.blogspot.com

Gana el que llega primero a la meta sin pasarse. Aunque la victoria depende fundamentalmente del
azar existe una variacién que puede hacerlo mas interesante.

Existe también una version virtual de la pista algebraica, que se encuentra accesible desde:
http://matemath.com/juegosi.php ?cadena=2-3

Se puede afiadir un segundo dado de tal manera que se juega con dos: un dado blanco que representa
los nimeros positivos y un dado rojo que representa los nimeros negativos. En su turno cada jugador
debe decidir si va a usar el dado blanco o el dado rojo segtin le convenga, dependiendo de la expresion
algebraica en la que se encuentra situado.

"Matesymas: pagina web creada por José Maria Vizquez de la Torre y Raimundo Alba. Recuperado de:
https://www.matesymas.es/pista-de-algebra-1/. Consultado por tltima vez el 4 de mayo de 2020.
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4.2 Subir al cero

Es un juego para dos jugadores. Se necesita un tablero como el de la Figura 4.2, un dado y dos fichas

diferentes, una para cada jugador. Para decidir quién comienza los jugadores tiran el dado.

El primer jugador lanza el dado, y con el resultado del dado calcula el valor de la expresién de alguno
de los caminos que salen de la casilla inferior de salida. De ese modo sube a alguna de las tres
primeras casillas apuntando en la Tabla 4.1 como puntuacién el valor numérico de la expresion utiliza
para subir. Para que sea vélido ese valor numérico debe ser un nimero entero. A continuacion, el

segundo jugador hace lo mismo.

Las casillas pueden ser ocupadas por dos fichas. Al cabo de 5 turnos, los jugadores llegan al tltimo
nivel antes del cero, e intentan sacar con el dado el valor que permite anular la funcion x—1,x—2 o
x — 3 segun corresponda. El juego acaba cuando uno de los jugadores ha subido al cero, ademas dicho
jugador obtiene 10 puntos adicionales por eso hecho. Gana el que mds puntuacién ha acumulado a lo

largo de las jugadas (Flores et al., 2011).
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Fig. 4.2 Juego de subir al cero (Flores et al., 2011)
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Tabla 4.1 Tabla de puntuaciones del juego de subir al cero (Flores et al., 2011)

Jugada n° Puntos jugador 1 | Puntos jugador 2
1
2
3
4
5
Puntos adicionales
Total

4.3 Liga de Campeones

Se trata de un juego para dos, tres o cuatro jugadores. El orden de salida se hace por turno en cada
partida. Para empezar es necesario sacar una carta con una ecuacién de solucién 6. Cada jugador saca
una carta por turno, y la repone a continuacion en la baraja, avanzando su ficha las casillas que le

indiquen la solucién (1, 2, 3, 4, 5 o 6) de la ecuacién que aparece (Flores et al., 2011).

« Si se cae en un circulo con un futbolista, se debe interpretar el dibujo para avanzar o retroceder.
« Si se cae en una casilla amarilla, se debe de dejar de jugar durante una vuelta.
¢ Si se cae en un baldn, se avanza dos casillas.

« Si se cae en la casilla roja se debe volver a empezar.

Gana el jugador que primero consiga marcar un gol. En la Figura 4.3 se puede ver un ejemplo de
tablero y cartas de este juego.

Liga de campeancs

& & o [ &

AD

(a) Tablero (b) Cartas

Fig. 4.3 Juego de liga de campeones (Flores et al., 2011)
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4.4 Dominé de traduccion de algebra

Consiste en un domind original creado por Ana Garcia Azcdrate que permite trabajar de forma mas
lidica la traduccidn de frases del lenguaje natural al lenguaje algebraico para faciliar la resolucién de
problemas de ecuaciones de primer grado. Este dominé tiene 24 fichas (se incluyen en el Anexo A) en
lugar de las 28 de un domind clasico. Se ha formado con 22 frases que dan lugar a 22 ecuaciones de
primer grado cuando se traducen al lenguaje algebraico. Los estudiantes deben asociar, encadenando

las fichas de domind, cada frase con el nimero de la solucién de la ecuacién correspondiente 2

En la Figura 4.4(a) se puede ver cémo encadenar las fichas y en la Figura 4.4(b) se muestran algunas

de las frases con su ecuacién y solucién correspondiente.

ISi SUMo un | §menos
; que Si le quito
Su mitad 3 namero y 2 ¥ un nimere 19 2 daqﬁ
es 4 da§ es 14
N Ly
= St y
(a) Ejemplo de unién de tres fichas
FRASE ECUACION | sol
Un nilmero n+13=15 "
mas13 dals -
Su mitad es 4 ni2=4 8
Su cuarta parte % "
i nl4=3 12
Sumo 10 a un - o
nifimero vy da 17 a7 4
La suma de un
nlimeroys es 14 n+5=14 2
3 menos que un e
niumero es 11 n-3=11 14
8 mas que un -
niimeroes 9 n+g=9 1
5 menos que un =
7 n-5=14
niumero ¢s 14 19
Si sumo un o
nfimeroy2 da 5 n#d=h .
El doble deun =
niimero es 30 2n=30 15
La suma de un
niimeroy7 da 17 n+7=17 10
Si lequiro 2 s
da 6 niaws 8
(b) Frases

Fig. 4.4 Cadena de dominés de traduccion de algebra
Fuente: https://anagarciaazcarate.wordpress.com/2020/01/11/

’Blog sobre juegos y matemdticas de Ana Garcia Azcarate  (2020). Recuperado  de:
https://anagarciaazcarate.wordpress.com/2020/01/11/. Consultado por tltima vez el 6 de mayo de 2020.
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4.5 Sopa polinémica

Este recurso ha sido elaborado por el Grupo-Alquerque (2001), compuesto por varios profesores de

educacion secundaria de centros de Sevilla.

Pueden jugar desde uno hasta cuatro jugadores y cada grupo debe tener un tablero como el de la

Figura 4.5(a) y dieciséis tarjetas con polinomios como las que aparecen en la Figura 4.5(c).

X3=-2x2-x 42

2

X IXT X+ 3

2x% 4 X2 -Tx -0

Xx3=-3X + 2

x* 4+ 2x2 - 3x

[

G - 4x? + Ix -2

[

X2 4+ TX-0 X*-6x2 4 12x -8
v 0
A4x? - x2 5x? ¢ x4 2x
T 1z
=2x3 - 5x2 - Ix =2x? - 5x2-23x + 6

3x3-9xT 4+ Ix -6

4

-x% 4 3Ix? + 4x - 12

x-1 x+1 x-2 [2x+3| 1-x
x-1 x x-7 | x-2 x+4
x+2 |[5x+2| x+3 | x+1 x-2
x+6 x x2+ 1 [3x-2 |2x2+ 1
3x2+2 x “2x -1 x+1 |-x2-1
x-3 [4x-1| x+2 | x-2 3-x
(a) Sopa de factores

1 -1 2 -3/2 1

1 [} 7 2 -4

-2 -2/5 -3 -1 2

-6 0 = 2/3 -1/2
-2/3 0 -1/2 -1 -1

3 1/4 -2 2 3

3x*-5x*-4x + 4

2 ax

(b) Sopa de raices

Fig. 4.5 Sopa polinémica (Grupo-Alquerque, 2001)

(c) Tarjetas




El presente documento ha sido firmado en virtud de la Ley 59/2003 de 19 de Diciembre. El C.V.D. asignado es: 0005-A859-20AA-47E7*00A8-68D9.Para cotejar el presente con su original electrénico
acceda a la Oficina Virtual de la Universidad de Valladolid, y a través del servicio de Verificacion de Firma introduzca el presente C.V.D. El documento resultante en su interfaz WEB debera ser

exactamente igual al presente. El/los firmante/s de este documento es/son: ALBERTO POZO ALVAREZ a fecha: 2020-06-18 jue 12:23:47 CEST

4.5 Sopa polindmica 49

4.5.1 Objetivos del juego

Los objetivos que se pretenden trabajar con este juego son los siguientes (Grupo-Alquerque, 2001):

* Factorizar polinomios de grado tres con dificultades de todo tipo (raices reales simples, raices
dobles o triples, factores del tipo (ax + b), factor x, factores (x + a)), usando factores comunes o

la regla de Ruffini.

» Comprobar de una forma razonada que hay polinomios que no pueden factorizarse totalmente

en factores de grado 1.

Trabajar el calculo mental.

Trabajar la relacién de la raiz (solucién o cero) de un polinomio con la de factor y viceversa.

¢ Resolver ecuaciones.

4.5.2 Reglas del juego

Las reglas del juego original son las siguientes:

1. Se barajan las 16 tarjetas y se colocan boca abajo sobre la mesa y cada jugador, por turno, elige

una tarjeta hasta tener cuatro de ellas.

2. Los jugadores factorizan sus polinomios, y buscan, en la sopa de factores que aparece en el

tablero, los factores consecutivos de cada factorizacién y los marcan.

3. Gana el jugador que consigue marcar primero las descomposiciones de sus cuatro polinomios
en un tiempo fijado previamente. Si nadie lo ha conseguido en dicho tiempo el ganador sera

aquel que haya descompuesto mas polinomios.
Existe otra modalidad con una dindmica del juego diferente:

1. Las tarjetas se barajan y se colocan boca abajo sobre la mesa.

2. El jugador que tiene el turno toma una tarjeta y descompone el polinomio, sefialando los factores
en la sopa. Si lo hace correctamente se anota un punto y pasa el turno al siguiente jugador y la

tarjeta utilizada se elimina del juego.

3. Si el jugador no sabe descomponer el polinomio pierde su turno y no se anota ningtin punto.
Como rebote, el siguiente jugador tiene la oportunidad de descomponer el polinomio ganando

un punto extra. En caso de no hacerlo pasaria al siguiente.

4. Si un jugador se equivoca en su descomposicion en su turno y algin contrincante lo descubre,
el jugador pierde el turno y el contrario se anota un punto por haber hecho la descomposicién

correctamente.
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5. La partida finaliza después de que hayan transcurrido cuatro rondas, pasando por todos los

jugadores. Gana quien haya obtenido méds puntuacion.

El Grupo-Alquerque (2001) presenta una tltima variante del juego. Tras consolidar la factorizacién y
una vez conocidas las reglas del juego, éstas se pueden cambiar para trabajar el concepto de raiz de un
polinomio, y relacionarlo con los factores de ese mismo polinomio, de manera que en vez de buscar

en la sopa los factores del polinomio correspondiente se busquen sus raices reales en la Figura 4.5(b).

Por ejemplo, al descomponer el primer polinomio se tendrian que sefialar sus raices en la sopa de

raices, que serfan 1, -1y 2:

B2 x4 2=(x—1)-(x+1)- (x—2) (4.1

Hay polinomios en el tablero que sélo tienen una raiz real, como el segundo, asi que en ese caso sélo
se marcaria una casilla en la sopa. En cambio hay otros como el noveno que tienen raices multiples,

entonces se marcaria la misma raiz tantas veces como su multiplicidad.
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4.6 Matgram de ecuaciones de primer grado
Se trata de un tangram elaborado por José Maria Vazquez de la Torre (2019) en el que aparecen

ecuaciones de primer grado y sus soluciones. Se deben unir los lados de cada una de las piezas de

forma que coincida la ecuacién con su solucién para formar una figura®.
3r-T7T 2r-3 x-1
e} - — —
’K H .N . 12 6 ] i
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Fig. 4.6 Tangram de ecuaciones de primer grado
Fuente: https://www.geogebra.org/m/EkZmSpp8

Existe también una version virtual realizada con Geogebra del matgram algebraico, que se encuentra

accesible desde la siguiente pagina:

https://www.geogebra.org/m/EkZm8pp8

3Matesymas: pédgina web creada por José Maria Vézquez de la Torre y Raimundo Alba. Recuperado de:
https://www.matesymas.es/materiales-manipulativos-3a-entrega-algebra/. Consultado por dltima vez el 7 de mayo de 2020.
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4.7 Sudomates de algebra

Aprovechando el interés de muchos de los estudiantes en la realizacién de sudokus, Ana Garcia
Azcarate publicé en su blog una modificacién de este juego que permitiera trabajar sistemas de

ecuaciones lineales a sus alumnos.

Este Sudomates da lugar a un sudoku clésico de 81 casillas que se deben rellenar como siempre con
ndmeros del 1 al 9, pero al mismo tiempo se quiere que se familiaricen con el uso de letras para
representar nimeros, que expresen condiciones mediante ecuaciones con varias incognitas y que

combinen estas ecuaciones para resolverlas*. La actividad se debe desarrollar en dos fases:

¢ Primera Fase. Los alumnos deben rellenar las casillas, hallando primero los valores que
esconde cada letra del tablero de sudoku de la Figura 4.7.

Las letras que aparecen en el tablero tienen la propiedad de sumar en horizontal y en vertical
los nimeros que aparecen a la derecha y en la parte inferior del tablero respectivamente. Es

importante resaltar que los nimeros que aparecen en el tablero no participan en las ecuaciones.
Por ejemplo, la primera fila del tablero da lugar a la ecuacién: c+m+h =19

La primera columna a la izquierda da lugar, a su vez, a la ecuacién: c+g+k =17

c m h 19
f 4 8| e 10
1 m 3
k g [m]e 23
g 9 P8 1 (11
4 | h |t |14
g m 13
a e k | h |11
k 4 c f a 22
17 19 16 5 22 14 16 14

Fig. 4.7 Sudomates de dlgebra
Fuente: https://anagarciaazcarate.wordpress.com/2018/11/06/

El estudiante debe escribir las 16 ecuaciones que presenta el sudoku y obtener los valores que

esconden las letras.

¢ Segunda Fase. Se acaban de rellenar las casillas siguiendo las reglas clésicas de los sudokus.

En el Anexo A se incluye la resolucién completa de este Sudomates de dlgebra.

4Blog sobre juegos y matemdticas de Ana  Garcia  Azcdrate. Recuperado  de:
https://anagarciaazcarate.wordpress.com/2018/11/06/. Consultado por ultima vez el 8 de mayo de 2020.
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5.1 Introduccion contextual

La Unidad Didé4ctica que se expone en este capitulo pertenece a la asignatura de Matemadticas para las
Ensefianzas Académicas del tercer curso de educacion secundaria.

Las Matematicas en la ESO estan divididas en cinco bloques segtin la Orden EDU/362/2015, de 4 de
mayo del BOCyL (2015).

1. Primer Bloque: '"Procesos, métodos y actitudes en matematicas''. Posee un caracter unifi-
cador del resto de bloques y se centra en adquirir una serie de capacidades y actitudes positivas
de cara a la resolucién de problemas, plantear y ejecutar investigaciones, modelizar e interpretar
la realidad y ser capaz de utilizar los medios tecnoldgicos actuales.

2. Segundo Bloque: ""Niimeros y Algebra". Estudia los conjuntos de nimeros, sus operaciones
y propiedades. Ademads se utiliza el lenguaje algebraico para expresar propiedades, relaciones y

resolver problemas relacionados con la vida cotidiana.

3. Tercer Bloque: '"Geometria''. Comprende el estudio de figuras y objetos. En este bloque se
fomenta el desarrollo de la comprension espacial de formas y estructuras geométricas mediante

su descripcidn, clasificacién y andlisis.

4. Cuarto Bloque: "Funciones'. Se encarga de establecer relaciones entre variables y ex-
presarlas mediante tablas, graficas y ecuaciones que permiten describir fendmenos sociales,

econdmicos o naturales.

5. Quinto Bloque: "Estadistica y Probabilidad". Trata sobre la recoleccién y la organizacién
de los datos para obtener conclusiones adecuadas, ademads de inculcar un sentido critico al
alumnado para que sea capaz de analizar la informacion estadistica que aparece en los medios

de comunicacién.

La Unidad Did4ctica de Ecuaciones que se va a desarrollar pertenece al Bloque II de Ndmeros y
Algebra, concretamente a la parte de Algebra. El tercer curso de educacién secundaria es el primero
en el que los estudiantes tienen la posibilidad de elegir entre Matemadticas Académicas o Aplicadas,

pero todos tienen un antecedente comun en 2° de la ESO.

Respecto al bloque de Algebra, que es el que nos ocupa, después de haber cursado 2° de la ESO
los estudiantes ya conocen las expresiones algebraicas con una incégnita y saben cémo resolver
ecuaciones de primer y segundo grado sencillas. Ademds también saben realizar operaciones sencillas

con polinomios.

En cuanto a los sistemas de ecuaciones en 2° de la ESO se les ensefia a resolver los sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incégnitas. En 3° de la ESO se vuelven a repasar estos sistemas 2x2 pero

se puede centrar mds en su interpretacion geométrica.
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Otro punto importante es el de traducciéon de un enunciado al lenguaje algebraico para resolver
un problema. Este contenido si que aparece también en 2° de la ESO pero suelen tener muchas

dificultades y es necesario trabajarlo en mayor profundidad.

Aunque serd necesario un repaso para recordarlos o para conocer si hay algin alumno que atin no los
ha adquirido o los ha olvidado, van a resultar de gran importancia ya que en 3° de la ESO se van a

afianzar y a ampliar.

Seran claves para factorizar polinomios, aplicar identidades notables a polinomios, resolver ecuaciones
sencillas de orden superior a dos mediante Ruffini o aplicar ecuaciones y sistemas de ecuaciones a

problemas de la vida cotidiana.

Los estudiantes que llegan a este curso ya conocen el concepto de funcién y manejan las diferentes
formas de su representacion (ecuacidn, tabla o grafica) y ademds saben representar una recta e

interpretar su pendiente.

Estos conocimientos del Bloque de Funciones de 2° de la ESO son también muy importantes para 3°
de la ESO ya que se pide una correcta interpretacion geométrica de las ecuaciones y los sistemas de

ecuaciones lineales.

Los conocimientos de este Bloque van a tener una incidencia directa en el resto de bloques a desarrollar
en Matemdticas Académicas de 3° de la ESO, especialmente en el Bloque de Funciones, como por
ejemplo para calcular puntos de corte de funciones lineales o cuadraticas con los ejes ademas de su

correcta representacion.

Puesto que se trata de Matematica para las Ensefianzas Académicas cabe pensar que los conocimientos
que los estudiantes van a adquirir van a ser esenciales para su aplicacién en cursos posteriores en
otras asignaturas técnicas como Fisica y Quimica. Concretamente en la parte de Algebra aparecen
con frecuencia ecuaciones de primer y segundo grado que es necesario resolver, ademads de sistemas
de ecuaciones. Por ejemplo en Fisica en los problemas de movimientos o de aplicacion de las Leyes

de Newton, o en Quimica en los problemas de disoluciones.
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5.2 Competencias basicas

Se tratard de desarrollar las siete competencias basicas de la LOMCE que marca el Real Decreto
1105/2014, de 26 de diciembre (BOE, 2015):

« Matematica y Ciencia y Tecnologia. Capacidades para aplicar el razonamiento matematico
para resolver cuestiones de la vida cotidiana, habilidades para usar los conocimientos y métodos
cientificos para explicar la realidad. Al tratarse de la asignatura de Matematicas es evidente que

esta serd una de las competencias que mas se desarrollardn.

« Lingiiistica. Es esencial que los estudiantes conozcan y manejen la terminologia y los simbolos
matematicos. Ademds es importante que los alumnos se refieran de forma clara e inequivoca
a los conceptos matematicos vistos en clase. Es necesario que los estudiantes comprendan
correctamente los enunciados y adquieran la capacidad de expresion lingiiistica adecuada para

argumentar las respuestas y el proceso seguido para resolver los problemas.

 Digital. Serd desarrollada mediante la utilizacién de las TICs: utilizacion de la calculadora
cientifica, Geogebra para los problemas geométricos o ciertos materiales manipulativos digi-

tales.

* Aprender a aprender. Se desarrollan habilidades para que el alumno sea capaz de prolongar
el aprendizaje a lo largo de su vida de la forma mas auténoma posible. Esto se consigue fomen-
tando el espiritu critico cuando se cuestiona la informacién que se recibe. Los conocimientos
matemadticos conforman la estructura de la base cientifica del alumno de tal forma que si se con-
siguen ligar estos procedimientos con la vida cotidiana se conseguird un potente pensamiento
hipotético-deductivo fundamental para el futuro. Esta competencia trata de que el alumno
sea consciente de los conocimientos que tiene y de que sea capaz de extraer conclusiones y
consecuencias de lo aprendido. Para desarrollar el aprender a aprender se tiene que fomen-
tar la comprensién e identificacién del problema, la investigacién de los posibles métodos
de resolucion, la preparacién y realizacidon de experimentos para encontrar la metodologia

adecuada.

* Sociales y civicas. Se fomentard la puesta en comtin de los resultados y argumentacién de los
procedimientos para contribuir al hdbito de debate civico y mejorar las interacciones sociales

de los alumnos.

* Iniciativa y Espiritu Emprendedor. La participacién activa en clase y la realizacién de los

problemas serviran para fomentar la iniciativa personal de los alumnos.

¢ Conciencia y Expresiones Culturales. Se intentard mostrar a los estudiantes las diversas
aplicaciones técnicas o artisticas de los conceptos matemadticos vistos en clase para que tomen

conciencia de ello.
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5.3

Objetivos didacticos

Los objetivos de etapa generales se pueden consultar en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre

(BOE, 2015) y no se incluirdn aqui.

Los objetivos comunes de la asignatura de Matematicas para las Enseflanzas Académicas de 3° de la
ESO se recogen en la Orden de Educacion 362/2015, de 4 de mayo del BOCyL (2015):

1

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Identificar y expresar los pasos para la resolucién de diferentes tipologias de problemas.
Conocer y utilizar diferentes estrategias para la resolucién de problemas.
. Analizar y describir distintas situaciones para poder hacer predicciones.

. Partir de problemas resueltos y profundizar en diferentes cuestiones, contextos cercanos al

alumno.

. Conocer, identificar y desarrollar procesos de matematizacién en la realidad cotidiana del

alumno.
. Identificar, cultivar y desarrollar las actitudes personales inherentes al quehacer matemaético.
. Identificar los bloqueos emocionales ante los problemas encontrados.
. Tomar decisiones sobre situaciones que acontecen en la vida cotidiana del alumno.
. Conocer y utilizar las herramientas tecnoldgicas para realizar cdlculos diferentes.

Emplear las Tecnologias de la Informacién y Comunicacion en su proceso de aprendizaje desde

un andlisis y bisqueda de informacién adecuados para facilitar la interaccidn.

Utilizar las propiedades de los niimeros racionales en operaciones a través del cdlculo adecuado

en la resolucién de problemas.

Manejar expresiones simbdlicas en situaciones numéricas ante casos sencillos que incluyan

patrones recursivos.

Conocer y emplear el lenguaje algebraico para expresar enunciados sacando la informacion

relevante y transformandola.

Resolver problemas del dia a dfa a través de planteamientos de ecuaciones de primer y segundo

grado, y sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas.

Identificar y describir las caracteristicas de las figuras planas y los cuerpos geométricos elemen-

tales con sus configuraciones geométricas.
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16

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Enc

. Conocer y utilizar el teorema de Tales, las férmulas para realizar medidas indirectas de ele-
mentos inaccesibles obteniendo las medidas de longitudes, dreas y volimenes de los cuerpos

tomados del contexto real.

Hacer célculos de las dimensiones reales de figuras dadas en mapas o planos conociendo la

escala.

Identificar las transformaciones de una figura a otra mediante movimiento en el plano, anal-

izando disefios cotidianos, obras de arte y configuraciones de la naturaleza.

Identificar centros, ejes y planos de simetria de figuras planas y de poliedros.

Conocer el sentido de las coordenadas geograficas y su aplicacidn en la localizacién de puntos.
Identificar los elementos del estudio de las funciones y su representacion grafica.

Identificar y reconocer situaciones de relacion funcional de la vida cotidiana que se describen

mediante funciones cuadréticas y calcular sus pardmetros y caracteristicas.

Realizar informaciones estadisticas con datos a través de tablas y graficas adecuadas con
conclusiones que representan a la poblacion estudiada.

Hacer cdlculos sobre los pardmetros de posicion y dispersién de una variable estadistica para

resumir datos y hacer comparaciones.

Hacer un andlisis sobre la informacién estadistica que aparece en los medios de comunicacién

desde su representatividad y fiabilidad.

Hacer estimaciones a partir de posibles sucesos asociados a experimentos sencillos calculando

su probabilidad a partir de su frecuencia relativa, la regla de Laplace o los diagramas de drbol.

uanto al Bloque de Algebra se pueden distinguir los siguientes objetivos diddcticos:

» Ser capaz de transformar enunciados relacionados con la vida cotidiana al lenguaje algebraico.

* Dominar las operaciones elementales con polinomios (suma, resta, multiplicacién y divisién

POr un MoOnNomio).

* Descomponer en factores un polinomio mediante la Regla de Ruffini.

¢ Reconocer adecuadamente identidades notables.

» Ser capaz de resolver ecuaciones de primer y segundo grado con una incégnita.

* Resolver sistemas de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con dos incdgnitas e interpretar

geométricamente la solucion.
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5.4 Contenidos

Los contenidos de la Unidad Didictica de Ecuaciones se pueden consultar en la Orden de Edu-
cacién 362/2015, de 4 de mayo del BOCyL (2015). A continuacién se presenta una descripcion

pormenorizada de ellos:

Identidades y ecuaciones. Solucién de una ecuacién.
 Ecuaciones equivalentes. Transformacién de una ecuacion en otra equivalente.
* Resolucién de ecuaciones de primer grado con una incégnita y coeficientes racionales.

* Resolucion de ecuaciones de segundo grado con una incégnita (método algebraico y grafico).

Ecuaciones de segundo grado completas e incompletas.

* Uso de la hoja de cdlculo para obtener soluciones aproximadas de ecuaciones de grado superior

a dos. Uso de programas de representacion grafica para resolver ecuaciones.

Resolucién de problemas con ecuaciones de primer y segundo grado. Aplicacién a la vida

cotidiana y a otros campos del conocimiento.

Se han considerado los siguientes contenidos minimos, que el estudiante debe aprender y manejar al

finalizar la unidad didactica:

* Resolucién de ecuaciones de primer grado con una incégnita.
* Resolucién de ecuaciones de segundo grado completas e incompletas con una incognita.

* Resolucién de problemas relacionados con la vida cotidiana mediante ecuaciones de primer y

segundo grado.
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5.5 Metodologia

La metodologia que se utilizara en el desarrollo de esta unidad didactica buscard la motivacion del
alumno, resaltando la importancia de la Matemética como herramienta para otras asignaturas asi como

para la futura actuacién del individuo en la sociedad.

La actividad constructiva del alumno es el factor decisivo en la realizacién de los aprendizajes
escolares. Esta exige una actividad mental que le lleve a modificar y reelaborar sus esquemas
de conocimiento, y a construir su propio aprendizaje. En este proceso de adquisicion de nuevos
contenidos se integrardn los conocimientos y experiencias previas del alumno, fomentando asi su
capacidad de relacién y analisis para potenciar la significatividad de su aprendizaje. Asimismo se

reforzard el razonamiento inductivo a través de la experimentacion.

En este apartado se describe como se van a abordar los contenidos. Los pilares sobre los que descansa

la metodologia son:

* Al principio de la clase se tratard de detectar las ideas previas que poseen los alumnos sobre
los contenidos a impartir. Ademds se realizard una introduccién histdrica para mostrar la

necesidad de conocer los nuevos conceptos.

¢ Clases magistrales. El profesor expondrd y explicard los conceptos fundamentales atendiendo
las posibles dudas que puedan surgir por parte de los alumnos.

+ Clases de Resolucién de Problemas y Ejemplos. Estas se combinarén con las clases magis-
trales de tal forma que los conceptos abstractos sean clarificados y concretados con ejemplos
y problemas sencillos que permitan al alumno asimilar y afianzar los conceptos, asi como
sus diversas variantes antes de proceder con el siguiente tema. En los ejemplos y problemas
mads sencillos se dejard a los alumnos algin tiempo para que puedan pensarlos, a continuacién
ponerlos en comin y comentarlos, antes de su resolucion por parte del profesor o los mismos
alumnos de forma voluntaria. Tanto los ejemplos como los problemas ilustrativos trataran
de mostrar a los alumnos las aplicaciones de los conceptos y técnicas aplicables en la vida

cotidiana.

* Resolucién de Problemas Individual. Se preparard una coleccién de problemas que el alumno
resolverd de forma individual como tarea para casa y que serdn corregidos en clase. El dia de
su correccion se elegird aleatoriamente a tantos alumnos como problemas haya que corregir
y saldrdn a la pizarra a exponer su resolucién. En el caso de que no lo tuvieran resuelto o la

resolucion no fuera correcta el profesor explicard la resolucion completa del ejercicio.

¢ Resolucion de Problemas en Grupos para fomentar el trabajo cooperativo. Se realizardn dos
actividades de este tipo al trimestre, que servirdn para repasar algin concepto visto en clase

previamente. El procedimiento a seguir en este tipo de actividad seria el siguiente:
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Se divide la clase en grupos heterogéneos de 4 o 5 personas (por simplicidad aqui se consideraran

de 5 personas) y a cada grupo se le proporcionara un ejercicio diferente que debe resolver.

A pesar de que todos los integrantes del grupo deben colaborar activamente en la resolucién
del ejercicio, en cada grupo de trabajo se estableceran diferentes encargados de ciertas tareas

especificas:

1. Ellector: leera el enunciado en voz alta al resto del grupo tratando de explicar a los demas

lo que se esta pidiendo.

2. El pensador: se encargard de proponer el método mds adecuado para la resolucién del

problema.

3. El cronometrador: serd la persona responsable de controlar el tiempo de trabajo ya que

s6lo se dispone de 12 minutos para resolver el ejercicio.

4. FEl escritor: serd el encargado de ir escribiendo en una hoja los pasos y operaciones

seguidos durante la resolucién.

5. El calculador: es la persona encargada de realizar las operaciones y revisar que los calculos

sean correctos.

Cabe mencionar que estas responsabilidades serdn rotatorias para que todos los alumnos pasen
por todos los puestos. Para el préximo dia de realizacién de actividad se le sumard 1 a todos los
puestos con la salvedad de que el que habia sido el 5 anteriormente pasard a ser el 1, y asi para

dias sucesivos. En el Anexo B se incluyen las etiquetas que se proporcionarian a cada grupo.

Una vez que todos los grupos hayan terminado de resolver los ejercicios, cada grupo debera
exponer en la pizarra ante los demds como ha resuelto el ejercicio. Para evitar el posible miedo
escénico a la hora de exponer los resultados en la pizarra, de cada grupo saldran dos integrantes

y se seguird el siguiente procedimiento:

1. Ellector leera desde su sitio el enunciado del problema que han resuelto en grupo para

que lo escuche toda la clase.

2. La persona encargada de escribir la resolucién del problema en la hoja deberad ir escri-

biendo los célculos en la pizarra.

3. Al mismo tiempo la persona encargada de proponer el método mas adecuado para la
resolucidn del problema (el pensador) deberd ir comentando los pasos seguidos mientras

su compaiiero los escribe en la pizarra.

El resto de grupos estardn atentos a la resolucién del problema y el profesor debera indicar y
explicar como deberia haber sido resuelto el problema en el caso de que los alumnos no hayan
dado con la solucidn correcta.
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5.6 Recursos

Los recursos necesarios para esta Unidad Did4ctica son los siguientes:

¢ Libro de Texto de la Editorial ANAYA (Colera Jiménez et al., 2015).
 Pizarra analdgica, o digital si la hubiere.

* Proyector.

» Lapiz, papel.

 Calculadora no programable.

* Software Geogebra.

5.7 Distribucion temporal y secuenciacion de los contenidos

Segin el calendario escolar del curso 2019/2020 se tienen 36 semanas de clase. En el caso de

Matematicas son 4 horas lectivas a la semana, lo que da un total de 144 horas.

» Septiembre » Moviembre » Diciembre

L M X

L oM X

L M X

4 5 & 7 B 9% 10

9 10 11 12 13 14 15 14 15 16 17 18 19 20 11 12 13 14 15 16 17
16 17 18 19 0 21 12 112 13 M I8 ¥ I7 18 1% 20 21 17 13 M
l 4 35 28 I7 I8 19 ® 29 30 31 L 26 27 B I3 O

13 14 15 16 17 18 19 10 11 12 13 14 15 16 9 10 11 12 13 14 15
0 021 22 23 M4 5 X 17 18 19 20 21 12 13 16 17 18 159 20 21 212

7 % 3 WA 24 35 26 27 28 29 23 24 25 26 27 B 19
30 3

» Mayo Inicic de curs {1}

L M X Inicio de curso (2)
12 3 4 & 7 B rnicic de curse (3)
4 5 6 7 8 3 10 8 9 10 11 12 13 14 [ nicio de curso (4)

Il Vacacicnes escolares
I Fiestas Isborsles

Dias no lectivas

11 12 13 14 15 16 17 15 16 17 18 19 20 21
18 19 20 21 22 23 24 2 233 4 5 2% 7 B

25 26 27 2 2B W A 23 30 Fin de curso (1)

B Fin de cursc (2)

Fin de curse (2)

Fig. 5.1 Calendario escolar de la JCYL para el curso 2019-20

Fuente: https://www.educa.jcyl.es/es/calendario-escolar
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De este nimero de horas totales hay que tener en cuenta que una hora se destina a la evaluacion inicial,
se realizan dos pruebas de evaluacién por trimestre lo que contribuye con 6 horas, ademas de una
prueba de recuperacién por cada trimestre (3 horas). Quedarian un total de 134 horas disponibles
pero se deben restar los posibles dias festivos y la posibilidad de que algin dia no se puede dar clase

debido a alguna actividad extraescolar, con lo que finalmente se tienen 130 horas disponibles.

Se han distribuido los contenidos del curso en 15 unidades didacticas teniendo en cuenta las relaciones

entre ellas, tal y como se indica en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1 Secuenciacion de contenidos para Matematicas Académicas de 3° de E.S.O.

Bloque Unidades Didécticas Sesiones
. Fracciones y decimales 9
. Potencias y raices 9
. Problemas aritméticos 8
. Progresiones 9
. El lenguaje algebraico 8
9
7
8

Aritmética

. Ecuaciones
. Sistemas de ecuaciones
. Funciones y grificas
. Funciones lineales y cuadréticas 10
. Figuras planas 10
Geometria 11. Cuerpos geométricos 9
12. Movimientos en el plano. Frisos y mosaicos 8
13. Tablas y gréficos estadisticos 9
8
9

Algebra

Funciones

O 0|3 O\ N A~ W —

—
=)

Estadistica y Probabilidad  14. Parametros estadisticos
15. Azar y probabilidad

En estas sesiones no se incluyen las horas destinadas a las pruebas de evaluacion, que ya han sido

descontadas de las horas totales disponibles anteriormente.

Para el Bloque de Algebra se realiza una secuenciaciéon mas detallada de cada una de las unidades

didacticas correspondientes. Se han incluido en negrita los recursos manipulativos o juegos utilizados.




El presente documento ha sido firmado en virtud de la Ley 59/2003 de 19 de Diciembre. El C.V.D. asignado es: 0005-A859-20AA-47E7*00A8-68D9.Para cotejar el presente con su original electrénico
acceda a la Oficina Virtual de la Universidad de Valladolid, y a través del servicio de Verificacion de Firma introduzca el presente C.V.D. El documento resultante en su interfaz WEB debera ser

exactamente igual al presente. El/los firmante/s de este documento es/son: ALBERTO POZO ALVAREZ a fecha: 2020-06-18 jue 12:23:47 CEST

64

Unidad Didactica de 3° de ESO: Ecuaciones

Tabla 5.2 Secuenciacion detallada de la Unidad Didactica 5: El lenguaje algebraico

Expresion usando el lenguaje algebraico

Sesi6n 1 Dominé de traduccion al algebra
. Monomios: operaciones y jerarquia
Sesién 2 . . . L. . .
Polinomios: definicién y elementos. Valor numérico de un polinomio.
Sesion 3 Operaciones elementales con polinomios
. Igualdades o Identidades notables
Sesion 4 . . . .
Introduccién a la factorizacién mediante tabletas algebraicas
Sesion 5 Factorizacion de polinomios de coeficientes enteros
. Cociente de polinomios
Sesion 6 e . .
Division entre binomios de la forma x —a
. Regla de Ruffini
Sesion 7 . . C .
Descomposicion en factores de un polinomio. Distincién entre factor y raiz.
Sesion 8 Ajuste o desfase
Tabla 5.3 Secuenciacion detallada de la Unidad Didactica 6: Ecuaciones
Identidades y ecuaciones. Solucién de una ecuacién.
Sesion 1 Ecuaciones equivalentes
Explorador de igualdades con una variable
. Resolucién de ecuaciones de primer grado
Sesion 2 . .
Pista de algebra
Sesioén 3 Resolucién de problemas con ecuaciones de primer grado
Matgram de ecuaciones de primer grado
., Resolucién de problemas con ecuaciones de primer grado
Sesién 4 .
Juego de subir al cero
Sesion 5 Resolucién de ecuaciones de segundo grado mediante tabletas algebraicas
Sesién 6 Ecuaciones de segundo grado completas e incompletas
Sesién 6 Resolucién de problemas con ecuaciones de segundo grado
Sesion 7 Sopa polinémica
Sesion 8 Actividad de trabajo cooperativo
Sesioén 9 Ajuste o desfase
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Tabla 5.4 Secuenciacion detallada de la Unidad Didactica 7: Sistemas de ecuaciones

Ecuaciones con dos incégnitas. Soluciones.

Sesion 1 Explorador de igualdades multivariable
Sistemas de ecuaciones lineales. Sistemas equivalentes
Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales

Sesién 2 . o - -
Meétodos de sustitucidn, igualacién y reduccién
. Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales
Sesion 3 ,
Sudomates de algebra
Sesién 4 Introduccidn a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales con Geogebra
Sesion 5 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante Geogebra
Sesién 6 Resolucién de problemas con sistemas de ecuaciones lineales
Sesién 7 Ajuste, desfase o repaso de cara a la prueba de evaluacién

5.8 Actividades de ensefianza y aprendizaje

Se puede establecer una jerarquia de tipo cognitivo para las tareas que puede realizar el estudiante en
la asignatura de Matemadticas. Los cuatro niveles de demanda cognitiva de la clasificacién de Smith

and Stein (1998) se describen a continuacién:

* Nivel 1: Tareas y actividades de memorizaciéon. Son aquellas en las que el alumno debe

memorizar una definicién o férmula.

* Nivel 2: Tareas y actividades de procedimientos sin conexién. Estin destinadas a afianzar
un unico concepto o procedimiento de forma aislada, asi como a desarrollar destrezas en el

calculo matematico.

* Nivel 3: Tareas y actividades de procedimientos con conexién. En este tipo de tareas han
de relacionarse diversos conceptos conocidos, y debidamente asimilados para la resolucién del
problema.

* Nivel 4: Tareas y actividades de ‘“hacer matematicas”. Constituyen las tareas mds avan-
zadas. El procedimiento de resolucién no es inmediato ni puede sistematizarse como los
procedimientos del nivel anterior. Requieren cierto grado de creatividad y originalidad ademas

de relacionar conceptos.
Se puede ver el resumen de los niveles de demanda cognitiva en la Tabla 5.5.

Tabla 5.5 Clasificacion de los niveles de demanda cognitiva (Smith and Stein, 1998)

Nivel 1 Tareas y actividades de memorizacién Baja demanda cognitiva
Nivel 2  Tareas y actividades de procedimientos sin conexiéon Baja demanda cognitiva
Nivel 3 Tareas y actividades de procedimientos con conexién Alta demanda cognitiva
Nivel 4 Tareas y actividades de "hacer matemadticas" Alta demanda cognitiva
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5.8.1 Ejercicios para la actividad de trabajo cooperativo

Los ejercicios planteados sirven para repasar las ecuaciones con una unica incégnita. En la mayoria de
ellos la resolucidn se realiza mediante ecuaciones de primer grado, que ya han sido vistas previamente
en 2° de la ESO aunque no con tanta profundidad. Ademads de requerir una traduccién del enunciado
al lenguaje algebraico, en algunos casos también es necesario relacionar varios conceptos geométricos
como distancias o dreas, porcentajes o la medida del tiempo. Se ha procurado que estos problemas
estén relacionados con la vida cotidiana, como marcan los estdndares de PISA. Otro aspecto importante
en el que hay que insistir a los alumnos es que, una vez que han llegado a una solucién, comprueben
que se cumple con los datos que proporciona el enunciado ya que es un método eficaz de detectar

posibles fallos. En el Anexo B se incluye la resolucidn de estos ejercicios.

Ejercicio 1

Nos dirigimos a la pescaderia y vemos que el pescado que nos gusta pesa 11 kg. A nosotros s6lo nos
interesa el cuerpo, pero se desconoce su peso. Sabiendo que la cola pesa la mitad que el cuerpo y la
cabeza pesa 1,5 kg menos que el cuerpo. Calcular lo que tendriamos que pagar por el cuerpo si el
precio de ese pescado es de 2 €/kg.

Nivel 3 de demanda cognitiva. Se tiene que traducir adecuadamente el enunciado al lenguaje

algebraico para plantear la ecuacion pero la resolucion no implica excesivas complicaciones.

Ejercicio 2
Vamos por la calle, preguntamos la hora y un sefior muy peculiar nos responde: “Las horas que

quedan para que sean las 12 de la noche son igual a siete veces la quinta parte de las horas que han

transcurrido hasta este momento.” ;Qué hora es?

Nivel 4 de demanda cognitiva. Plantear la ecuacion a partir del enunciado del problema puede ser
algo mds complicado en principio ya que es necesario encontrar relacion entre las horas transcurridas

y las horas para que sean las 12 de la noche.

Ejercicio 3

Un maquinista conduce un tren de viajeros con 20 pasajeros por coche que sale de Le6n hacia Madrid
y realiza una parada en Valladolid donde le estd esperando otro tren de 4 coches con 10 pasajeros en
cada coche que también va a Madrid. Segtin el maquinista de este tren se ha estropeado la locomotora
y van a ser remolcados hasta Madrid por el tren procedente de Ledn. Si el nuevo tren formado por los
dos trenes anteriores posee 3 veces el niimero de coches de viajeros que el que iba de Leén a Madrid
y se han bajado 10 pasajeros en Valladolid ;Cudntos pasajeros contintian en total en el nuevo tren que
se dirige a Madrid?
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Nivel 3 de demanda cognitiva. La parte mds complicada es la comprension y traduccion al lenguaje
algebraico del enunciado, que es necesario leer varias veces. La resolucion final de la ecuacion no

tiene complicaciones.

Ejercicio 4

Para ir del punto A al punto B la gente suele cruzar por la calle en diagonal que une ambos puntos
(ver Figura) para recorrer menos distancia (h=10 m). Sin embargo, esa calle ha sido cortada al paso
por la realizacién de obras y ahora las personas tienen que recorrer el camino mas largo. ; Cuantos

metros mas se tienen que recorrer para llegar a B por el nuevo camino si ¢c=8 m?

Nivel 3 de demanda cognitiva. Es un ejercicio en el que hay que plantear una ecuacion incompleta de

segundo grado usando conceptos geométricos, como el Teorema de Pitdgoras.

Ejercicio 5
Ronaldo, el presidente del equipo de fiitbol de Valladolid, quiere construir un estadio que tenga el
doble de drea que el actual. El actual estadio es un rectdngulo con un perimetro de 300 metros y

ademads se conoce que el largo es 1,5 veces el ancho. Calcular el drea del nuevo estadio.

Nivel 4 de demanda cognitiva. La comprension del enunciado no entraiia dificultades pero si que
se requiere relacionar conceptos geométricos como drea o perimetro para plantear las ecuaciones.
Aunque se puede resolver sin recurrir a un sistema de dos ecuaciones lineales supone una introduccion

a este tipo de problemas.

Ejercicio 6

Una conocida empresa del automovil tiene dos fabricas, una en Valladolid y otra en Palencia. De
la fabrica de Valladolid salen al dia 800 vehiculos, de los que el 5% son Twizy y el resto Captur.
En cambio, de la fabrica de Palencia unicamente salen 600 coches al dia del modelo Megane.
Independientemente del modelo, el 30% de los coches fabricados son blancos, el otro 30% son negros
y el resto se lo reparten a partes iguales entre los colores rojo y azul. ;Cuéntos coches que no son

Captur salen al dia y ademds son azules?

Nivel 3 de demanda cognitiva. Es necesaria una lectura con detenimiento del enunciado y utilizar los

conceptos aprendidos de porcentajes para plantear la ecuacion, que se resuelve sin complicaciones.
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5.9 Planes complementarios

El Departamento dirigird la participacion del centro en el concurso Canguro Matemdtico y La
Olimpiada Matematica.

Asistencia a las conferencias impartidas por profesores del Grado en Matemadticas (UVa) sobre la

importancia y necesidad de las Matemadticas en la sociedad actual.

Ademas de estas actividades programadas desde comienzo del curso, el Departamento promovera la
asistencia del alumnado a cualquier exposicidn, organizada en la ciudad, que tenga relacién con el

mundo matematico.

5.10 Evaluacion

5.10.1 Criterios de evaluacion

La evaluacioén es una parte fundamental del proceso de ensefianza y aprendizaje. Requiere obtener
informacion de manera sistematica, que permita al profesor emitir un juicio valorativo sobre la marcha
del proceso de aprendizaje. Evaluar la marcha global del alumno es imprescindible para orientarle en

las decisiones que debe tomar sobre su futuro académico o laboral.

La evaluacion debe extenderse no sélo a la adquisicién de rutinas y hechos aislados, sino que
debe recoger otros contenidos, como los actitudinales y los procedimentales. La informacién que
proporciona la evaluacion serd tanto mas util en la medida en que sirva de instrumento para mejorar
globalmente el proceso de ensefianza y aprendizaje. Estas consideraciones implican una evaluacién
continua y diferenciada para cada uno de los alumnos, pero también conducen a la realizacién de

actividades especificas de evaluacion.

Otro aspecto a considerar es la autoevaluacion del alumno, que pretende que tome conciencia de sus
avances y estancamientos y de la adecuacién de su método de trabajo. La autoevaluacién fomenta la

autoestima y la independencia.

Para la evaluacidn se tendrdn en consideracidn los criterios de evaluacién que aparecen en la Orden
de Educacién 362/2015, de 4 de mayo del BOCyL (2015):

e Utilizar el lenguaje algebraico para expresar una propiedad o relacién dada mediante un

enunciado, extrayendo la informacion relevante y transforméndola, y valorar su conveniencia.

* Resolver problemas de la vida cotidiana en los que se precise el planteamiento y resolucion
de ecuaciones de primer y segundo grado, ecuaciones sencillas de grado mayor que dos y
sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, aplicando técnicas de manipulacién
algebraicas, graficas o recursos tecnoldgicos, valorando, contrastando y comprobando los
resultados obtenidos.
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En cuanto a los estdndares de aprendizaje evaluables de la Orden de Educacion 362/2015, de 4 de

mayo del BOCyL (2015) queda todo resumido en el siguiente punto:

* Formula algebraicamente una situacion de la vida cotidiana mediante ecuaciones y sistemas de
ecuaciones, las resuelve e interpreta criticamente el resultado obtenido.

5.10.2 Criterios de calificacion

* Al principio del curso se realizard una evaluacidn inicial que permitird conocer la situacién del
alumno con respecto a los contenidos que se van abordar. Asimismo servira para conocer su

evolucién a medida que vayamos avanzando en la programacion.

* Se realizaran dos pruebas escritas en cada periodo de evaluacién. Siempre y cuando la califi-
cacion obtenida en cada una de esas pruebas no sea inferior a un 3 (sobre 10), la media de estas

dos pruebas supondri el 60% de la nota final del trimestre.

* Sus contenidos estardn ajustados a los Criterios de Evaluacién e involucrari tareas de todos los

niveles de demanda cognitiva de acuerdo a la Tabla 5.6:

Tabla 5.6 Distribucion de los niveles de demanda cognitiva en las pruebas de evaluacién

Puntos Nivel de Demanda Cognitiva Descripcién de la tarea
0-3 ly2 Definiciones y aplicaciones algoritmicas de ellas
3-9 3 Aplicaciones Algoritmicas y Actividades de conexién
9-10 4 Actividades de conexién y Elaboracion Complejas

* En las pruebas escritas, se considerard por norma general (salvo especificado en el propio
problema del examen) que el planteamiento del problema si estd correcto y bien explicado
supondra el 40% del total del ejercicio, mientras que el desarrollo de la solucién si estd correcto

y bien explicado se valorard con un 60% del ejercicio.

* En el caso de que un alumno durante una prueba objetiva escrita estuviera copiando o tratara
de hacerlo, utilizando cualquiera de los métodos posibles (incluidos los teléfonos méviles)
obtendria automdticamente la calificacién de cero. El mismo trato en la calificacion se le darfa

a cualquier compaiiero que se dejara copiar.

La actitud, la participacion y el trabajo en clase se reflejardn en la calificacién del alumno con
una valoracion del 10%.

» La realizacién de las tareas para casa y su correcta resolucién y explicacién ante la clase
constituird el 15% de la nota final.

El restante 15% de la calificacién trimestral viene dada por la realizacion de un trabajo de
investigacién o la lectura de uno de los libros propuestos. En este tltimo caso se comprobara

que realmente se ha leido mediante un breve cuestionario.
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* Los alumnos evaluados negativamente en la primera y segunda evaluacion podran recuperar las
partes suspensas. Bien mediante una nueva prueba que se realizard a lo largo del curso, o bien

mediante la inclusidn, en pruebas posteriores de ejercicios relativos a los contenidos suspensos.

* Al finalizar la tercera evaluacién se realizard una prueba global que s6lo deberdn realizar

aquellos alumnos que no hayan superado la asignatura a lo largo del curso.

* En el mes de septiembre se realizard una tnica prueba de caracteristicas similares a la de junio.
Los alumnos que no hayan superado la asignatura en el mes de junio tendran que realizar la

totalidad del ejercicio, aunque a lo largo del curso pudieran tener alguna evaluacién aprobada.

Tabla 5.7 Distribucién de los porcentajes en la calificacién trimestral de la asignatura

Pruebas escritas (> 3/10) 60%
Actitud, participacion y trabajo en clase 10%
Tareas para casa 15%

Trabajo de investigacion o Lectura de libros  15%

5.10.3 Actividades de recuperacion de los alumnos con materias pendientes de cursos
anteriores

El Departamento de Matematicas establecerd unas horas de clase a la semana, siempre que haya
disponibilidad del profesorado y de acuerdo con el alumnado suspenso, con el fin de que los alumnos

que tengan pendiente la asignatura del curso anterior puedan trabajar, aprender y recuperar esa materia.

La jefatura de Departamento se encargard de establecer un sistema general de recuperaciéon. En
este caso, se realizardn exdmenes de recuperacion fuera del horario lectivo para cada una de las
evaluaciones. Si el alumno no supera dichas pruebas, s6lo podra recuperar la asignatura superando

una unica prueba al final del curso.
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5.11 Atencion a la diversidad

Las medidas de atencién a la diversidad estdn orientadas a responder a las necesidades educativas
concretas del alumnado y a la adquisicién de las competencias bdsicas y los objetivos previstos. No
podran, en ningtin caso, suponer una discriminacién que les impida alcanzar dichos objetivos y la

titulacion correspondiente.

Destacan las adaptaciones del curriculo para los alumnos con necesidades especificas, la escolarizacién
de los alumnos que se incorporan tardiamente al sistema educativo y la escolarizacion del alumnado

con altas capacidades intelectuales.

Metodol6gicamente y de una forma general, la atencion a la diversidad se llevard a cabo de la siguiente

forma:

* Se realizaran cuestiones de diagnéstico previo al inicio de cada unidad para determinar el nivel

de conocimientos previos de los alumnos sobre los distintos contenidos.

* Se realizardn distintos tipos de actividades atendiendo a las diferentes capacidades del alumnado:

— Actividades bésicas que atienden a las nociones y habilidades que se consideran minimas.

— Actividades de refuerzo que inciden en nociones bdsicas para desarrollarlas hasta un nivel
minimo por medio de la repeticién de procedimientos.

— Actividades de ampliacién o profundizacion, que responden al interés particular de algtin

alumno sobre algtin aspecto determinado motivado por un mayor grado de facilidad de

comprension.

 Se intentard siempre que la comprension del alumno de cada contenido sea suficiente para una
minima aplicacién y se procurard que los contenidos nuevos que se ensefian conecten con los

conocimientos previos.

Dentro de medidas especificas de atencion a la diversidad siempre se estudiard cada caso por separado
junto con el Departamento de Orientacién. Se pueden considerar Adaptaciones Curriculares Significa-
tivas de los elementos del curriculo dirigidas a alumnos con necesidades educativas especiales, que
dependeran del diagndstico que el alumno tenga (dislexia, TDAH, etc...). Algunas medidas que se

podrian considerar en caso de que fuera necesario son:

* Situar al alumno con necesidades educativas especiales cerca del profesor, para que pueda estar

mas pendiente de €l durante el desarrollo de las clases evitando que el alumno se distraiga.

* Dentro de las pruebas escritas, escribir con un tamafio de letra mds grande las preguntas del

examen.

* Relacionado con el punto anterior, separar los apartados claramente y dejar mds espacio entre

las preguntas.

* Se podré considerar si necesita mayor tiempo para la realizacion de las pruebas.
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5.11.1 Medidas que promueven el habito de la lectura

Se fomentard la lectura de los ejercicios en voz alta para comprenderlos correctamente y poder utilizar
asf las estrategias adecuadas para su resolucion.

Se utilizara la prensa como recurso didactico con triple objetivo: motivacidn, desarrollo y aplicacion.
Las actividades irdn relacionadas a promover habitos de escucha, mejorar la comunicacién oral y
enriquecer las experiencias lectoras. Con ello se pretende ampliar significados matemadticos, aumentar
la comprension de problemas mateméticos con realidades de la vida cotidiana e informar del desarrollo

cientifico-matematico. Se utilizaran tres tipos de actuaciones:

* Traer de casa articulos del periédico y comentarlos en clase.

* Lectura del periddico o revista con profundizacion. Esto quiere decir clasificar, buscar, describir

fotografias y textos y sintetizar la informacidn.

* Integrar en la programacion diaria contenidos que aparecen en la prensa.

Se trabajard con las biografias de personajes relacionados con las Matematicas y se impulsara la

lectura de libros relacionados con las Matematicas de su nivel.
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5.12

Evaluacion de la Unidad Didactica

En este apartado el profesor realizard una autoevaluacién del proceso de ensefianza-aprendizaje

teniendo en cuenta los resultados cosechados por los alumnos para mejorar la Unidad Didactica de

cara al siguiente curso académico. Algunas cuestiones que puede realizarse son:

L.

10.

11.

12.

(Coémo de bien se ajustan los contenidos a los objetivos generales de la asignatura y a los

especificos del bloque en el que se encuadre la unidad didactica?

. ¢(Son suficientemente ilustrativos los ejemplos expuestos durante las clases de teoria?

. (Cdémo de bien se ajustan los problemas propuestos a los contenidos y a los objetivos de la

unidad didéctica?

. ¢Ayudan los problemas realizados a los estudiantes de cara a preparar las pruebas de evaluacion

correspondientes?

. ¢(Contribuyen los problemas y explicaciones a un aprendizaje significativo y a largo plazo, més

que a prepararlos para superar una prueba?

. ¢(Se ha contribuido al desarrollo de las competencias béasicas?

(Son los estdndares de aprendizaje evaluables consistentes con los objetivos generales y los

especificos de la unidad didéctica?

. ¢Coémo de bien se ajustan las pruebas de evaluacion a los estandares de aprendizaje evaluables?

(Los alumnos que superan la prueba, incluso con la nota minima de 5, dominan razonablemente
los contenidos minimos de la unidad didactica?

(Es adecuado el uso que se hace de las TIC en la unidad didéctica?

(Se detallan algunas medidas especificas de atencion a la diversidad dentro de la unidad

didactica?

(Ha sido adecuado el tiempo dedicado a la Unidad Didéctica?
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Para tener en cuenta la opinion del estudiante, que supone una parte fundamental del proceso de

ensefianza aprendizaje, una vez haya sido realizada la evaluacion por parte del profesor de la asignatura,

se le entregard una hoja con una serie de preguntas como pueden ser las que aparecen a continuacion:

1.

2.

11.

(Se promueve la participacién en clase?

(La explicacion de los contenidos ha sido lo suficientemente clara?

. (Larelacién de estos contenidos con los de los otros bloques se ha reflejado claramente?

(Se ha dejado claro lo importante y lo que no lo es tanto?

. ¢Se han utilizado estrategias metodolégicas variadas?

(Los recursos prestados han sido los adecuados?

. (Estaban lo suficientemente claros los criterios de evaluacion?

(Los resultados son adecuados a la correccion y a las clases impartidas?

(Es el profesor objetivo?

. ¢La cantidad de tareas para casa es adecuada?

(Ha conseguido que te guste mas la materia?
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6.1 Reflexion acerca de las practicas

La fase de précticas ha constituido un periodo muy positivo en cuanto al aprendizaje de cara a ser un
futuro docente. Pude conocer de primera mano cémo funciona un Departamento de Matemadticas y
como se deben desarrollar las clases de varios niveles en un centro publico, con una gran diversidad

en su alumnado.

Durante este periodo tuve la posibilidad de impartir docencia en varios niveles de educacién secundaria:
Conocimiento de Matemadticas de 2° de la ESO y Matemadticas Académicas correspondientes a 3° y 4°
de la ESO pero en ninguno de ellos pude poner en préctica la aplicacién de materiales manipulativos

en Algebra.

En cambio, en 2° de Bachillerato de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales si que pude
impartir algunos conocimientos de Algebra como determinantes, sus propiedades o la regla de Cramer.
Sin embargo, debido a la eminente orientacién del curso a la prueba de acceso a la universidad fue

imposible introducir ningtin elemento manipulativo en las explicaciones.

Ademas he podido comprobar multitud de aspectos necesarios para convertirse en un buen docente.

De entre ellos se pueden destacar los siguientes:

* Dominar con soltura los contenidos que se deben transmitir a los estudiantes. Eso exige una
preparacién previa, especialmente si el docente se encuentra en los primeros afios de su carrera
profesional y carece de suficiente experiencia aunque siempre es necesario prepararse las clases

con cierta antelacién.

* Ademds de estar pendiente de realizar las explicaciones pertinentes, el docente debe estar
constantemente pendiente de mantener el orden en el aula para que los estudiantes no se

distraigan ni molesten al resto de los alumnos.

Combinar ambos aspectos me parece esencial para conseguir ser un buen profesor. Ademds, todo esto
estd sujeto a revision y mejora continua, ya que tiene que haber una realimentacién profesor-alumno,
de manera que la temporalizacion de la unidad didactica debe ser lo suficientemente flexible como
para contemplar sesiones de repaso o posibles retrasos para que los estudiantes asimilen ciertos

conceptos mds complejos.

Por dltimo, cabe mencionar que he podido constatar de primera mano cémo la labor del docente esta
condicionada por una gran cantidad de imprevistos, ya sean actividades extraescolares, huelgas u
otras actividades. Por eso debe ser capaz de adaptarse a todo tipo de inconvenientes, como el caso de
la pandemia originada por el COVID-19, y hacer lo posible para que sus estudiantes puedan adquirir

los conocimientos necesarios también de forma telematica.
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6.2 Conclusiones del trabajo

Con este Trabajo Fin de Méster se ha tratado de mostrar las ventajas que puede tener para el alumnado

de educacién secundaria la utilizacién de recursos manipulativos a la hora de aprender Matemadticas.

Estos recursos manipulativos pueden ser fisicos, que tienen la ventaja de que se pueden tocar, o

virtuales, que se pueden utilizar en cualquier momento o lugar.

Ademds, en los capitulos 3 y 4, se han descrito los principales materiales manipulativos y juegos que
se pueden aplicar en un aula de educacién secundaria para ensefiar conceptos de Algebra.

Por tltimo, se ha realizado una Unidad Didéctica del Bloque de Algebra para el curso de Matematicas
Académicas de 3° de la ESO, en la que se promueve la aplicacién de algunos de los recursos
manipulativos y juegos que se han descrito en capitulos anteriores. Se ha tratado de incluir un alto
grado de flexibilidad en esta Unidad Didéctica, pero debido a la limitacién horaria y la extensién del
temario, las sesiones se han tenido que ajustar y se ha reducido el nimero de materiales manipulativos
0 juegos previstos para la realizacion en el aula. Sin embargo, se ha considerado conveniente incluirlos

en los capitulos anteriores para conocimiento del profesorado.

Por las razones expuestas en el apartado anterior, las actividades expuestas en este Trabajo Fin de
Master no se han podido poner en préctica pero se ha pretendido realizar un acercamiento a la futura

labor docente.
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Anexo A
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Material para los juegos algebraicos

A.1 Fichas del Dominé de traduccion de algebra

5menos que | Sisumoun | Lasumade Un nimero i ¢ Suocuarta 30 ¢ Al quitarle
unnimero 9 numerocon | unnimero ® mas13da parte es 5 R 13da3
es 14 un2,das y5,dal4 15
Si le quito
Su dobleesgq 8Mmas queun 3 ® Su mitad es4 2dat L1 19 9 [ ] 4
numero es 9
Su tercera Al multiplicar Al quitarle ¢ Sucuarta P Su quinta
partees 9 por3dai2 4da1d partees 3 l 10 16 partees
; Sumo10a ®
2 § Lamizddel 12 % unnomero 6 19 17 ¢ 15
numero es 15 yda 7

Lasumade14

La suma de
un nimero 27 4 L/ 9 8 y el nimero 20 <FINAL
yTdail7 es 23
i El doble de 3menos un namero
1 4 ] Al m;lglpl:gar un niumero L] queun 25 . meng§ uince INICIO“ 8
ke es 30 numero es 11

Fig. A.1 Fichas del dominé de traduccién de dlgebra
Fuente: https://anagarciaazcarate.wordpress.com/2020/01/11/
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86 Material para los juegos algebraicos
pte=5 (A.12)

gtm+f=22 (A.13)

h+m+a=14 (A.14)

e+c+h+k=16 (A.15)

f+h=14 (A.16)

Se puede comenzar utilizando las ecuaciones 3 y 11 para obtener el valor de g:

k+g+m+c=23
—g=7
k+m+c=16

g+m=13—-m=6

g+m+f=22—f=9

fre=10—e=1

pte=5—>p=4

h+f=14—-h=5

c+m+h=19—c=8

k+g+m+c=23—k=2

fteg+a=19—a=3

Después de obtener todos los valores de las incdgnitas el sudoku quedaria como en la Figura A.3(a).

Finalmente, después de realizar la segunda fase, se muestra en la Figura A.3(b) la solucién final.

8 6 3 81416931572
9 4 81 53191314 218116

1 6 3 1127168 5(4]19)3
2 7168 3/5(1(219]7|6/|8 4

7 9 418 1 716191548 301
1 3|8 4181211163759

7 6 917151326 418

3 1 2|3 6318|711 /4]19]2]5

2 418 213 20114 (8]5/9(3|6]7

(a) Después de la primera fase (b) Solucién final

Fig. A.3 Solucién del Sudomates de dlgebra
Fuente: https://anagarciaazcarate.wordpress.com/2018/11/06/
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88 Material para la actividad de trabajo cooperativo

B.1 Etiquetas para los grupos

En el anverso de todas las etiquetas se dispone de un espacio para que el estudiante escriba su nombre.

En el reverso de las etiquetas aparecerd el grupo de pertenencia y la funcién asignada para el trabajo

cooperativo. Se han considerado 6 grupos de 5 personas por grupo.

NOMBRE: GRUPO 1

LECTOR

GRUPO 1 GRUPO 1

ESCRITOR CALCULADOR

GRUPO 1 GRUPO 1

CRONOMETRADOR PENSADOR

Fig. B.1 Etiquetas para los grupos de trabajo cooperativo
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B.2 Resolucién de los ejercicios 89

B.2 Resolucion de los ejercicios

B.2.1 Ejercicio 1

Nos dirigimos a la pescaderia y vemos que el pescado que nos gusta pesa 11 kg. A nosotros sélo nos
interesa el cuerpo, pero se desconoce su peso. Sabiendo que la cola pesa la mitad que el cuerpo y la
cabeza pesa 1,5 kg menos que el cuerpo. Calcular lo que tendriamos que pagar por el cuerpo si el
precio de ese pescado es de 2 €/kg.

El primer paso consiste en comprender adecuadamente el enunciado del problema. Hacer un pequefio

esquema como el de la Figura B.2 puede ayudar.

cabeza cuerpo cola

Fig. B.2 Esquema para el ejercicio 1

Se pide el precio del cuerpo, pero primero se debe calcular cuanto pesa el cuerpo del pescado.

Se plantea la ecuacion de la masa del pescado:

Myotal = Meabeza T Meuerpo + Meola

Como la masa del cuerpo es lo que se desconoce, se llamard x, y se pone todo en funcién de x para
tener una tnica incognita:

= x—-1,5+x+3

Se procede a resolver la ecuacion de primer grado planteada anteriormente. Como hay un denominador
que es 2, se puede multiplicar todo por 2 para eliminarlo:

22=2(x—1,5)+2x+x

Se opera y se despeja la x:

22=2x—-3+2x+x

22+3=>5x

x=%2=5kg

Ya se conoce lo que pesa el cuerpo, asi que ahora se multiplica por el precio de cada kilogramo:

Preciocyerpo = S kg -2 €/kg =10 €
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90 Material para la actividad de trabajo cooperativo

B.2.2 Ejercicio 2

Vamos por la calle, preguntamos la hora y un sefior muy peculiar nos responde: “Las horas que
quedan para que sean las 12 de la noche son igual a siete veces la quinta parte de las horas que han

transcurrido hasta este momento.” ;Qué hora es?

El primer paso consiste en comprender adecuadamente el enunciado del problema y tomar adecuada-

mente los datos.
Se llamara x a las horas que quedan para que sean las 12 de la noche.

Se plantea la ecuacién teniendo en cuenta lo que dice el enunciado y sabiendo que las horas que han

transcurrido hasta ese momento son (24 — x) ya que el dia tiene 24 horas.

x=7-1-(24—x)

Se resuelve la ecuacion planteada anteriormente.

Sx=7-24—-"Tx

12x=17-24

x=T2=7.2 =14 horas

Como las horas que quedan para que sean las 12 de la noche son 14, las que llevamos de dia seran:
24 —x =24 —14 = 10 horas

Son las 10 de la manana.
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Ejercicio 3

Un magquinista conduce un tren de viajeros con 20 pasajeros por coche que sale de Leén hacia Madrid
y realiza una parada en Valladolid donde le estd esperando otro tren de 4 coches con 10 pasajeros en
cada coche que también va a Madrid. Segtin el maquinista de este tren se ha estropeado la locomotora
y van a ser remolcados hasta Madrid por el tren procedente de Ledn. Si el nuevo tren formado por los
dos trenes anteriores posee 3 veces el nimero de coches de viajeros que el que iba de Leén a Madrid
y se han bajado 10 pasajeros en Valladolid ;Cudntos pasajeros contindan en total en el nuevo tren que
se dirige a Madrid?

El primer paso consiste en comprender adecuadamente el enunciado del problema. Hacer un esquema
ayuda a ponerse en situacion.

—

Dooo ‘

\ J M J

Tren: Valladolid-Madrid

4 coches 1 lanan]an
10 pasajeros/coche = unjuvjunfoy
. . Tren a Madrid
Tren: Ledn-Madrid E 0 3x coches
X coche§ Se han bajado 10 pasajeros
20 pasajeros/coche

_

Fig. B.3 Esquema para el ejercicio 3

Lo primero que se debe calcular es el nimero de coches del tren que va desde Ledn hasta Madrid. A

esta incognita la llamaremos x.

Se plantea la ecuacién de los coches del nuevo tren teniendo en cuenta que se ha llamado x al nimero
de coches del tren de Leon a Madrid.

Coches nuevo tren = coches tren Leén-Madrid + coches tren Valladolid-Madrid

3x=x+4

Se resuelve la ecuacién planteada anteriormente.

3x—x=4

2x =4

x= % = 2 coches

Una vez que se sabe el niimero de coches, se plantea la misma expresion pero con los pasajeros. Hay

que sumar los pasajeros que van desde Ledn, los del tren estropeado desde Valladolid y restar los que

se han bajado en Valladolid:

Pasajeros= 2 coches-20 pasajeros/coche + 4 coches-10 pasajeros/coche — 10 pasajeros
Pasajeros=2-20+4-10— 10 = 40+ 40 — 10 = 70 pasajeros
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Ejercicio 4

Para ir del punto A al punto B la gente suele cruzar por la calle en diagonal que une ambos puntos
(ver Figura) para recorrer menos distancia (h=10 m). Sin embargo, esa calle ha sido cortada al paso
por la realizacién de obras y ahora las personas tienen que recorrer el camino mas largo. ;Cudantos

metros mas se tienen que recorrer para llegar a B por el nuevo camino si c=8 m?

B

c A

El primer paso consiste en identificar que se trata de un tridngulo rectdngulo y se conocen uno de sus

catetos y la hipotenusa, asi que este problema requiere la aplicacién del Teorema de Pitdgoras.
Se llamard x a la longitud del lado desconocido del rectdngulo por lo que se tiene que:

B2 =42

Se despeja la incdgnita x de la ecuacidn anterior:

P2 2

x=Vh —c2=V102-82=/100— 64 = /36 =6m

La distancia que se deberd recorrer actualmente para ir de A a B es:

x+c=6+8=14m

Si se resta la distancia del camino més corto, que era el usado anteriormente queda la distancia que se

recorre de mas al cortar la calle:
(x+¢)—h=(6+8)—10=4m

Por lo tanto se recorren 4 metros mas por el nuevo camino.
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Ejercicio 5
Ronaldo, el presidente del equipo de fiitbol de Valladolid, quiere construir un estadio que tenga el

doble de drea que el actual. El actual estadio es un rectdngulo con un perimetro de 300 metros y

ademads se conoce que el largo es 1,5 veces el ancho. Calcular el 4rea del nuevo estadio.

El primer paso consiste en hacer un pequefio dibujo para ayudar a tomar los datos.

Fig. B.4 Esquema para el ejercicio 5

El perimetro del estadio viejo es de 300 metros y la base es 1,5 veces la altura
b=1,5h

Se necesita calcular el drea del viejo estadio para después calcular la del nuevo.
El primer paso es calcular la base y la altura para obtener el drea.

El perimetro de un rectdngulo es la suma de todos sus lados:
P=b+b+h+h=2b+2h=300m

Se tiene que el largo b es 1,5 veces el ancho h:

b=1,5h

Por lo que ya se puede despejar de P el valor de h:

P=2b+2h=2-1,5h+2h=3h+2h=>5h=300m
h=3¥ =60m

Una vez que se conoce h, se obtiene también la base b:
b=1,5=1,5-60=90m

Ya se puede obtener el drea del antiguo estadio como:
Aestadioviejo = b+ h = 90-60 = 5400 m?

Como se sabe que la superficie del nuevo estadio es el doble:

Aestadianuevo =2 'Aestadioviejo =2-5400 = 10800 m2
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Ejercicio 6

Una conocida empresa del automdvil tiene dos fabricas, una en Valladolid y otra en Palencia. De
la fabrica de Valladolid salen al dia 800 vehiculos, de los que el 5% son Twizy y el resto Captur.
En cambio, de la fabrica de Palencia unicamente salen 600 coches al dia del modelo Megane.
Independientemente del modelo, el 30% de los coches fabricados son blancos, el otro 30% son negros
y el resto se lo reparten a partes iguales entre los colores rojo y azul. ;Cudntos coches que no son

Captur salen al dia y ademds son azules?

En este problema es esencial tener un mapa conceptual como el de la Figura B.5 para tomar los datos.

-
VALLADOLID: E PALENCIA: E
800 vehiculos = | 600 vehiculos
]
NP

Megane

Independientemente del modelo:
1 Blancos: 30% n
N Negros: 30%

mmm ROjO | A partes iguales
 Azul: |

— 100%

Captur: el resto

Fig. B.5 Esquema para el ejercicio 6

La manera mds sencilla de resolverlo consiste en calcular primero todos los coches fabricados al dia
que no son Captur:

coches Twizy= 5100 - 800 = 40 coches

coches Megane= 600 coches

coches NO Captur = Twizy + Megane = 40 + 600 = 640 coches

El objetivo es calcular el nimero de coches azules. Se plantea la ecuacion de porcentajes de los
colores de los coches para calcular el porcentaje de coches azules, x, respecto al total de coches
fabricados:

100% = 30% +30% +x+x

100 — 60 =2x — x = % =20%

Como este porcentaje es independiente del coche fabricado se puede aplicar directamente:

coches azules NO Captur= 20100 - 640 =128 coches




