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Introduccion

El TFM estudia el ajuste de variedades algebraicas a conjuntos de datos desde la
perspectiva de la geometria algebraica computacional y la ciencia de datos, haciendo

especial enfoque en la dimension de estos modelos de ajuste.

Uno de los principales problemas de la ciencia de datos es, partiendo de un conjun-
to C de m puntos, tipicamente en R", la busqueda de un modelo de ajuste a los datos
consistente en el conjunto de ceros de ecuaciones que relacionen las n variables, de tal
manera que estas ecuaciones se cumplan en los datos excepto por un error razonable.
Estas relaciones pueden ser muy ttiles en aplicaciones practicas para obtener conclu-
siones sobre el conjunto de partida que no se ven a simple vista, y/o para realizar
una transformacion de los datos que facilite un andlisis posterior, especialmente si
n es grande. Consideramos la posibilidad de que las ecuaciones se cumplan con un
error, ya que en la mayoria de aplicaciones practicas, los datos estin representados
con una cantidad finita de decimales, y pueden tener errores (por ejemplo debidos a
un proceso de medida), aunque suponemos a lo largo del texto que en los datos del
conjunto C hemos detectado y tratado los outliers antes de buscar cualquier modelo,

ya que podrian tener un serio impacto en su busqueda.

Los paradigmas de modelos son los subespacios lineales de dimension q <n,
V C R"”, que se corresponden con n-q ecuaciones lineales linealmente independientes
entre las variables. La busqueda de este tipo de modelos se realiza con Analisis de
Componentes Principales (ACP), que es una herramienta de analisis multivariante
que fue introducida por Pearson (1901), y desarrollada de manera independiente por
Hotelling (1933). Los modelos lineales tienen un gran atractivo, ya que las relaciones
lineales frecuentemente son faciles de interpretar, y la proyeccion de los datos en
el subespacio obtenido es especialmente sencilla y nos proporciona un conjunto de
datos en dimensién menor que contiene gran parte de la informaciéon del conjunto de
partida. Ademas, el ACP es una técnica ampliamente utilizada y estudiada que se
puede realizar con métodos muy eficientes que estan disponibles en muchos lenguajes
de programacion. Estos métodos son estables frente a la presencia de ruido en los

datos o frente a la presencia de datos incompletos.

Sin embargo, en muchas aplicaciones précticas existen variables con relaciones
no lineales, por lo que en esos casos la aproximacién anterior no es suficiente para
encontrar un buen modelo. Una primera generalizacion de la busqueda de modelos

consiste en realizar una transformaciéon de las variables previa a la aplicacion del



ACP, que haga que los datos transformados pertenezcan a un subespacio lineal del
espacio de llegada de la transformacion. Tal es el caso, por ejemplo, de las variedades
toricas, que se transforman en un subespacio vectorial tras tomar logaritmos, por
lo que se pueden estimar mediante ACP. Sin embargo, en general, encontrar este
tipo de transformaciones es dificil a partir de los datos, y ademaés la inclusion de
potencias, logaritmos, etc, de las variables originales en un ACP puede hacer dificil

la interpretacion de sus resultados [9].

En un enfoque diferente, Paul Breiding, Sara Kalisnik, Bernd Sturmfels y Made-
leine Weinstein, en 2018 en su articulo [2] proponen la bisqueda de modelos formados
por ecuaciones polinomiales de cualquier grado utilizando técnicas de geometria al-
gebraica computacional y topologia. Al igual que en el caso lineal, nuestro modelo V
entonces serd el conjunto de ceros del ideal generado por estas ecuaciones, es decir, una
variedad algebraica afin o proyectiva, que es la generalizacion natural de subespacio

a grado mayor que 1.

El objetivo de este trabajo es realizar una aproximacion a la estimacion de varieda-
des algebraicas reales a partir de conjuntos de datos sin hacer ningin supuesto sobre
la distribucion de los puntos en V. Para ello presentaremos brevemente algunos resul-
tados de ACP para tratar el caso lineal, dado que las variedades lineales son el primer
tipo de modelos que recomendamos buscar, y presentando algunas de las técnicas de
[2] que se pueden aplicar posteriormente, si es necesario. En este extenso articulo se
proponen técnicas de interés para la estimacion de variedades basadas en diversas
caracteristicas de las mismas, como la dimension, las ecuaciones, los grupos de homo-
logia, el grado, o las componentes irreducibles, de las cuales discutiremos acerca de
las basadas en las dos primeras caracteristicas, por considerar que se complementan

especialmente bien para proporcionar informacion sobre los modelos a estimar.

La dimensiéon de una variedad algebraica es uno de sus invariantes mas importan-
tes, y admite miltiples caracterizaciones equivalentes. El primer capitulo del trabajo
estd dedicado al estudio de la dimension, empezando por presentar la definicion de
dimensién de Krull, en términos del ideal de polinomios que se anulan en V. Esta ca-
racterizacion, junto con algunos resultados de geometria algebraica sobre la relacion
entre ideales y polinomios nos permitira entender el concepto de dimensién como una
generalizacion natural de la dimension lineal. Después presentaremos una caracteri-
zacion equivalente a partir del polinomio de Hilbert, que nos permitira establecer un
algoritmo para calcularla en la préctica, en el que los ideales monomiales tendrdn un

papel fundamental.



Los dos capitulos siguientes estan dedicados al estudio de varias técnicas que
nos permitirdn, a partir de un conjunto de datos C perteneciente a una variedad
algebraica V salvo quiz& un pequeno ruido, obtener informacién sobre el modelo V y
eventualmente estimarlo. En el Capitulo 2 obtendremos estimadores de la dimension
de V a partir de C, empezando por el ACP para el caso lineal, y continuando con
diagramas de dimensién construidos a partir de diversos estimadores para el caso no

lineal.

El objetivo del Capitulo 3 es encontrar las ecuaciones del modelo V a partir de
C. En el caso lineal el ACP nos proporciona también las ecuaciones del modelo, pero
su obtencién estd estrechamente relacionada con la estimacion de la dimension, por
lo que detallamos todo el desarrollo del ACP en el capitulo 2 para no entorpecer el
texto. Para el caso general, se empleardn matrices de Vandermonde generalizadas,
técnicas de algebra lineal numérica y la informaciéon obtenida en la estimacion de la
dimension. Ademas, aunque el objetivo de este texto no es realizar un estudio esta-
distico sobre la estimacion de variedades algebraicas, en este capitulo 3 discutiremos
sobre la evaluacion de los modelos, su capacidad de generalizacion (estamos interesa-
dos en encontrar modelos con ecuaciones que se cumplan con un error razonable en
observaciones de las mismas variables que no hayan sido usadas para obtener dicho
modelo), y propondremos unas lineas generales sobre cémo podria plantearse el pro-
ceso de busqueda y evaluacion de modelos en un experimento en el que la variedad V
sea desconocida.

Por ultimo, en el Capitulo 4 presentaremos diversos experimentos de estimaciéon
de variedades conocidas a partir de muestras de puntos contenidas en ellas (salvo posi-
blemente por un pequeno ruido), y enfocaremos cada experimento en varias diferentes
técnicas de entre todas las que hemos presentado anteriormente, utilizando progra-
macion en lenguaje R, Julia y Singular, para ver como contribuyen en la estimaciéon

de la variedad a partir de los puntos.



1. Dimensiéon de una variedad algebraica.

En este capitulo abordaremos el concepto de dimension de una variedad algebraica,
la cual es una de sus propiedades més importantes, y admite multiples caracteriza-
ciones equivalentes. Comenzaremos presentando la definicion de dimension de Krull,
debido a que quizé resulta la caracterizacion mas intuitiva. A continuacién, estudiare-
mos el caso particular de la dimension en un ideal monomial, que servira de ejemplo
sencillo de aplicacion de la caracterizacion de Krull y de introducciéon de la carac-
terizacion de dimension a partir del polinomio de Hilbert. Después desarrollaremos
esta ultima en el caso general, y por tltimo estableceremos la equivalencia entre am-
bas caracterizaciones. El estudio del polinomio de Hilbert de un ideal nos permitira
establecer un algoritmo para calcular la dimensiéon de una variedad en la practica y
ademas nos proporcionaré informacion sobre otras de sus propiedades, como el grado
o el género aritmético.

Previamente estableceremos varios conceptos elementales que seran recurrentes a
lo largo del texto.

Un ideal T del anillo conmutativo con unidad 1 K[z1, ...x,], con K un cuerpo, es

un conjunto que cumple las siguientes propiedades:

1. 0 e L.
2. Sif, g €1, entonces f+g € L.

3. Sifel, feKxy,..x,| I, entonces fg € 1.

Dado que -1 pertenece al anillo de polinomios, la propiedad 2 puede sustituirse por
la condicion: Si f,g € I, entonces f - g € I. Decimos que un ideal es primo si para
cualquier f, g € K[zy,...x,] con fg € I, se tiene quef € To g € L.

El anillo K[z, ...z,,] es noetheriano, luego cualquier ideal I en ¢l es finitamente
generado, es decir, existen polinomios fi, ... f,, tal que:

=1

I =< fl; ...,fm >i= {Z ngz7 g1, -, 9m € K[xl, ...In]} .

Dado un ideal I C K[z, ...z,,], una variedad algebraica afin, o variedad afin, V(I)
es el subconjunto de K" de los ceros comunes de todos los polinomios del ideal, es
decir el conjunto de los elementos (a,,a,) de K" tales que f(ay,,a,)=0 para todo f
de I. Sil = < fi1,...fm >, V(I) es igual al conjunto de ceros de fi,...fm, v escribi-
mos V(fi,...fm):=V(I). Si el ideal I es homogéneo, es decir, generado por polinomios
homogéneos, llamamos variedad proyectiva al conjunto de ceros V(I) en el espacio

proyectivo P" 1,



Por tltimo, denotamos por I(V) al ideal generado por una variedad V. C K" o
P! que es el ideal de polinomios de K[z1,...z,,] que se anulan en V. es decir, en
todos los puntos de V. Para cualquier ideal J, se tiene J C I(V(J)), aunque no tiene
por qué darse la igualdad entre estos conjuntos. En el caso particular de que K sea

algebraicamente cerrado, el Teorema de los ceros de Hilbert [8] dice que, para todo J:
IV()) =VJ :={f eKlzy,..x,]|, tal que existe un m con f™eI}.

Al conjunto v/J lo llamamos ideal radical de J, y decimos que J es un ideal radical
siJ =+

Para no entorpecer el desarrollo del capitulo, expondremos los resultados y defi-
niciones para variedades afines, (que llamaremos simplemente variedades), ya que la
mayoria de estos tienen una contraparte proyectiva con pocos cambios con respecto
a la afin. Al final de la seccion 1.3 comentaremos los cambios mas relevantes para el

caso proyectivo, y relacionaremos la dimension afin y proyectiva.

1.1. Dimension de Krull.

Definicién 1.1 Sea una variedad V C K". Llamamos dimension de Krull de V [1] a
la dimension de Krull del anillo cociente K[z, ...x,| /I(V), es decir, a la longitud d de
la cadena mds larga de ideales primos p; tal que po S p1 S ... € pg C Ky, ..., ] /I(V).

—=

En los casos en que el cuerpo K sea real o complejo, se puede probar la equiva-
lencia de esta definicion con una formulacion geométrica muy intuitiva, a partir de la
relacion existente entre ideales primos y variedades irreducibles, que exponemos en

los siguientes resultados, algunos de los cuales se pueden encontrar en [4] o [8].

Definicién 1.2 Decimos que una variedad V C K" es irreducible si para cualquier
expresion de V como union de dos variedades, V = Vi U Vy, se tiene que V = Vi o

V: VQ.

En la introduccion del capitulo hemos definido el concepto de variedad V=V (I) a
partir de un ideal I, y también hemos asignado a cada variedad el ideal I(V) generado
por esta. Entendiendo V como una aplicacion del conjunto de ideales de Kz, ...x,]
en el de variedades de K", e I como una aplicacion de este ultimo conjunto en el

primero, obtenemos la siguiente relacion entre ambos conjuntos.
Teorema 1.3 Sea K un cuerpo arbitrario. Definimos las siguientes aplicaciones,
I :{Variedades en K"} — {Ideales en K|xy,...x,]}

V i {ldeales en Klzy,...x,]|} — {Variedades en K"},



que asignan a cada variedad V el ideal I1(V) generado por ella, y a cada ideal I la
variedad V(I) que la define, respectivamente.

Estas aplicaciones invierten las relaciones de orden de inclusion de variedades y
de ideales. Es decir, si Vi C Vi, entonces I(Vy) C I(V1); y si Iy C Ly, entonces
V(L) C V(I,). Ademds, se tiene que para cualquier variedad W, V(I(W)) = W, por

lo que I es inyectiva.

Demostracion: Si Vi C Vy, y f es un polinomio en I(V,), entonces se anula en
todos los puntos de Vy, y en particular en los de Vi, luego f € I(Vy). Anélogamente,
si Iy C Iy, V(I2) es el conjunto de ceros comunes a todos los polinomios de Iy. En
particular, los puntos de este conjunto son ceros comunes para todos los polinomios
de Iy, luego V(Iy) C V().

Por altimo, dado un ideal J € K|z, ...z,], tomamos la variedad W = V(J) C K",
y veamos que V(I(W)) = W. Por definicion, todos los polinomios en I(W) se anulan
en W, luego W C V(I(W)). Por otra parte, J C I(W), ya que los polinomios de J se
anulan en W. La inversion de orden demostrada en el parrafo anterior nos da la otra
inclusion, V(I(W)) € V(J) = W. Hemos probado que V o I = 1, es decir, V es una

inversa de I por la izquierda, por lo que I es inyectiva. U

El siguiente lema nos permitird probar a continuaciéon un corolario del teorema
anterior, que es una version mas fuerte del mismo para cuerpos algebraicamente ce-

rrados.

Lema 1.4 El ideal I{V) generado por cualquier variedad V es un ideal radical

Demostracién: Tenemos que probar que /I(V) = I(V). La inclusion de 1(V)
en su radical es obvia a partir de la definicién, y es una propiedad que se da para
cualquier ideal. Para probar la otra inclusion, tomamos un elemento f de /I(V).
Entonces existe un m natural tal que f™ € I(V), por lo que, para cualquier x € V,
f(x)=0. Esto implica que f(x)=0, luego f es idénticamente nula en V, y f € I(V). O

Corolario 1.5 Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Las aplicaciones [y V del

teorema anterior restringidas a los conjuntos siguientes,
I : {Variedades en K"} — {Ideales radicales en K|xy,..x,|}

V i {ldeales radicales en K[z, ...x,|} — {Variedades en K"},
son biyecciones y son una la inversa de la otra.

Demostraciéon: Por el lema anterior, la imagen por I de cualquier variedad es

radical, luego podemos ver I como una aplicacién entre estos conjuntos. Sabemos



que V o I = Id, por lo que tGnicamente resta probar que V es inversa de I por la
derecha también. Para cualquier ideal J, el Teorema de los ceros de Hilbert nos dice
que I(V(J)) = v/J, y como el conjunto de partida de V es el de ideales radicales,

V' J = J, con lo que tenemos el resultado. O

El Teorema 1.3 y su corolario en el caso algebraicamente cerrado (1.5), nos per-
miten obtener el siguiente resultado que relaciona las variedades irreducibles en K" y
los ideales primos en K|z, ...x,], y su respectivo corolario en el caso algebraicamente

cerrado.

Proposicion 1.6 Sea K un cuerpo y V C K" una variedad. Entonces V es irreducible

si y solo si el ideal I(V) que genera es primo.

Demostracién: Para probar la primera implicacion, si V es irreducible y
fg € I(V), entonces para cualquier punto de la variedad x € V, se tiene f(x)=0 o
g(x)=0, por lo que V C V(f) U V(g). Haciendo la interseccion de este ultimo conjunto
con V, podemos escribir V.= (V(f) U V(g)) NV = (V(f) N V) U (V(g) N V). Esta
ultima expresion de V es la union de dos variedades, ya que la interseccion de dos
variedades es una variedad (trivialmente a partir de la definicion de variedad). Por
hipotesis, V debe ser igual a una de estas variedades. Pongamos por ejemplo V =
(V(f) N V), lo que implica que f=0 en V, y por tanto f € I(V), con lo que I(V) es
primo.

Para probar la otra implicacion, suponemos que V.= V; U Vo, con V #£ Vy, y (V)
es primo. Si probamos que I(V) = I(Vs), tenemos el resultado, ya que V. = Vs, por
ser I inyectiva. Como Vo C V, por la inversion de orden de la aplicacion I,

I(V) C I(Vy). Para demostrar la inclusién opuesta, tomamos g € I(Vy). Como
Vi1 € V, debe ser I(V) C I(Vy), por la inyectividad de T; luego podemos tomar
f € I(Vy) - I(V). Cualquier elemento de V.= V; U V3 es un cero de f o de g, luego
fge=0 en V, y por tanto fg € I(V). Por hipotesis I(V) es primo, luego g € I[(V), ya que
hemos tomado f ¢ I(V). O

Corolario 1.7 Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Las aplicaciones I y V

iducen una correspondencia uno a uno entre variedades en K" e ideales primos en
Klzy, ...zp).

Demostraciéon: Cualquier ideal I primo es radical, ya que si f* € I, escribiendo
f™ = f7~1f o bien f € I, en cuyo caso I es radical, o bien f ¢ I, lo que implicaria ™1
€ 1, pero si se diera este tltimo caso, podriamos escribir ! = f"~2f, y tendrfamos

f7=2 ¢ 1, e iterando este proceso, f € I para cualquier natural j <m, lo cual es absurdo.



Por lo tanto, podemos restringir las aplicaciones I y V del Corolario 1.5 al conjunto
de variedades irreducibles y al conjunto de ideales primos, lo que nos da la biyeccion

entre estos. O

Por otro lado, una de las propiedades de la definicién de dimension de Krull es

que es finita para cualquier variedad algebraica.

Proposicion 1.8 Sean Vi y Vs variedades en K™, Si Vi C Vs, entonces
dim (V1) < dim(Vz). En particular, la dimension de cualquier variedad en K" es menor

o igual que n.

Demostracioén: Por la inversion del orden de la aplicacion I, los ideales generados
por Vi y V5 cumplen I(V;) C I(V;). Las cadenas de ideales primos en K[z, ...x,] que
contienen a un ideal I se corresponden con las cadenas de ideales primos en el cociente
K[z1,...z,]/1 [8]. Si una cadena de ideales primos contiene a I(V}), también contiene
a I(V3), por lo que el maximo de longitud de las cadenas que contienen a I(V}) no
puede ser estrictamente mayor que el maximo de las que contienen a I(13), lo que nos
da el primer resultado, dim(V;) < dim(V3).

Por otra parte, I(K") = <0>, ya que 0 es el unico polinomio que se anula en
todo K". El anillo K[z, ...z,,]/<0>es isomorfo a K[z1, ...x,], el cual, por la seccion 14
del capitulo 5 de [11], es un anillo catenario, es decir, las cadenas de ideales primos
irrefinables contenidas en él tienen todas la misma longitud. Claramente la cadena de
ideales primos <0>C <x1>C <x1,22>C ... C <x1,..,T,> es irrefinable, por lo que
K[z, ...z,] tiene dimension de Krull n, luego la dimension de K™ es n. Aplicando la
primera parte de esta proposicién, tenemos que la dimension de cualquier variedad

contenida en K" es menor o igual que n. U

Los resultados de esta seccién nos sirven para exponer la caracterizaciéon geomé-
trica que estdbamos buscando de la definiciéon de dimensién de Krull, en los casos

complejo y real, en términos de variedades irreducibles.

Teorema 1.9 Sea una variedad V C K", con K igual a R o C. La dimension de V
es igual a la longitud d de la cadena mds larga de variedades irreducibles V; tal que
Vo CViC..CVyC V.

=

Demostracién: Tomamos una variedad V C K" de dimension d. Trataremos
primero el caso en que K es algebraicamente cerrado. Como podemos ver en [8], las
cadenas de ideales primos en K[z, ...x,]/I(V) se corresponden biyectivamente con las
cadenas de ideales primos en K|z, ...z,,] que contienen a I(V); y estas a su vez, por el

Corolario 1.7, se corresponden con las cadenas de variedades irreducibles contenidas



en V, Por lo tanto, la longitud maxima de estas dltimas es igual a la dimension de
Krull.

Por otra parte, veamos el caso real. Tomamos V C R" de dimensién d. Para empe-
zar, no puede existir una cadena de variedades irreducibles de longitud m>d tal que
VWwCViC...CV, CV,yaquelacadena de ideales generados por las variedades de
esta serfa I(Vp) 2 I(V1) 2 ... 2 1(V;) D I(V), de longitud m por la inyectividad de I,

y tomando el cociente, tendriamos una cadena de ideales primos en K[z, ...z, /I(V),
Klzq, ..z )/I(V) 2 I(Vo)/I(V) 2 I(V})/I(V) 2 ... 2 I(Vy,)/I(V) D <0>, de longi-
tud m>d, lo que contradice que la dimensiéon de Krull de V sea d.

Hemos probado que la longitud de la cadena mas larga de variedades irreducibles
es menor o igual que d. Para probar que esta longitud es exactamente igual a d, no
podemos utilizar el mismo argumento que en el caso algebraicamente cerrado, ya que
la aplicacion V no tiene por qué ser inyectiva. En su lugar, utilizamos un resultado
de la seccion 3.1 de [12], que dice que, dada una variedad V. C R"™ de dimension d,
existe una cadena de variedades irreducibles de longitud d, Vo € V; € ... T V; C 'V,

= =

utilizando un resultado de Dubois y Efroymson, con lo que tenemos el resultado. [

La siguiente proposiciéon nos ayudara a complementar esta interpretacion geomé-

trica de la dimension.

Proposicion 1.10 Cualquier variedad V C K" se puede expresar de forma unica
como union finita de variedades trreducibles, V — Vi U Vo U ... U V,, de tal manera
que ninguna de estas variedades esté contenida en otra, V; ¢ V; para todo ¢ distinto de
J. Ademds, la dimension de V es igual al mdximo de las dimensiones de las variedades

de esta descomposicion, (que denominaremos descomposicion minimal).

Demostracién: Para probar la existencia una descomposicion de V procedemos
por reducciéon al absurdo. Si V no se puede escribir como unién finita de variedades
irreducibles, en particular no es irreducible, luego existe una descomposicion V = V;
U V', donde V # Vi y V 2 V. Al menos una de las dos variedades, (pongamos
V1), no se puede escribir como unién finita de variedades irreducibles, con lo que
existe una descomposiciéon Vi = Vo U V’y, donde Vi # Vo v V #£ V5. Iterando este
razonamiento, obtenemos una cadena infinita de variedades V2 V) D ... D V...

Por la inyectividad de I, la cadena de ideales generados por estas variedades es
infinita (V') C I(V4) € ... € I(V},)..., sin embargo, no pueden existir cadenas infinitas
de ideales en K[zy, ...z, | por noetherianidad. En efecto, el ideal consistente en la union
de todos los ideales de la cadena debe ser finitamente generado, es decir, existen
polinomios fi,...f; tal que I(V)U I(V}) U ...UI(V,,)... = <fi,...f;>. Como cada uno
de los polinomios generadores f; pertenece a esta union, debe existir un indice j(i) tal

que f; € V(i) (lamando V;:=V). Tomando un indice N mayor que los indices j(i) de

9



todos los polinomios, estos pertenecen a I[(Vy), luego <fj,...fi>=I(Vy) = I(Vni1)
= ..., con lo que llegamos a contradiccion.

Hemos probado que, para cualquier variedad V existe una expresién como uniéon
finita de variedades irreducibles. Eliminando las variedades irreducibles que estén con-
tenidas en otra, conseguimos V=V, UV, U ... UV,, con V; ¢ V; para todo i distinto
de j. Para probar la unicidad de la descomposicion con esta propiedad, supongamos
que V=V’ UV, U ..UV, esotra descomposiciéon con esta propiedad. Entonces
ViCc V=V, UVyU..UV,, luego V1 = J (V1 NV;). V’; es irreducible, por lo
que existe un i con V’; C V; (cambiando de nombre a las variedades, podemos poner
i=1), y por un razonamiento anélogo, existe un j tal que V; C V’;. Combinando las
dos contenciones, tenemos V'; C V’;, por lo que debe ser j—=1 y V'; = V. Eliminando
esta variedad, tenemos Vo U ... UV, = V', U ... U V’,,, con lo que podemos aplicar
el mismo proceso a esta variedad, y por recurrencia, probamos la unicidad.

Por ultimo, la propiedad dim(V) = max (dim(V;y), dim(Vy), ..., dim(V,,)) se
obtiene a partir de la igualdad I(V) = I(Vy) N I(Vy) N ... N I(V,,) [1]. O

Estos dos tltimos resultados nos permiten ver una variedad real o compleja como
una unioén finita de variedades irreducibles, que podemos entender como los «bloques
basicos» en el conjunto de variedades, cada una de las cuales puede ser de diferente
dimension. Si la dimension de una de estas variedades irreducibles V es d, significa que
existe una cadena de variedades irreducibles V, C Vi3 C ... C V; = V. En particular,
V contiene «bloques» de dimension d-1, pero no es la unién de una cantidad finita
de ellos, de igual manera que un plano, que tiene dimensioén 2 como espacio vectorial
contiene rectas, que son de dimension 1, pero no esta formado por una cantidad finita
de ellas. Estos bloques de dimensiéon d-1 contienen a su vez bloques de dimension
d-2, y este proceso de pasar a los bloques de una dimensiéon menor se puede realizar
d veces. Vemos que de esta manera, la dimension de Krull es igual a la dimension
como espacio vectorial en espacios vectoriales y es una extension natural de esta a

variedades algebraicas arbitrarias.

1.2. Dimensién en variedades definidas por ideales monomia-

les.

La definiciéon de Krull nos ha permitido entender la dimensiéon de una variedad
algebraica de una forma relativamente sencilla y extraer conclusiones geométricas
interesantes, pero su calculo de manera directa, buscando la méaxima longitud de
ideales primos en un anillo cociente, puede ser realmente complejo o imposible. La
definicion de dimension a partir del polinomio de Hilbert, aunque aparentemente

més opaca que la anterior, es mucho mas facil de manejar desde un punto de vista
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algoritmico.

En esta seccion estudiaremos el concepto de dimensién en el caso de variedades
definidas por ideales monomiales, es decir, variedades V(I) donde I C Kz, ...x,] es
un ideal que admite un sistema de monomios generadores, I = <my, ..., m;>, que son
un ejemplo en el que es sencillo probar la equivalencia entre ambas definiciones, y
ademas juegan un papel clave en el algoritmo de calculo de dimensién para varieda-
des generales que presentaremos en la siguiente seccion, lo que justifica su estudio
detallado. No consideramos en la discusion la variedad definida por el ideal total I =
K[z1, ...x,], que es el conjunto vacio.

Para empezar, estudiaremos como es la variedad definida por un ideal monomial.
Algunos de los resultados se pueden encontrar en el capitulo 9 de [4]. Comenzaremos

dando la siguiente definicion.

Definiciéon 1.11 Sea un espacio vectorial K". Llamamos subespacio coordenado a
cualquier subespacio vectorial de K" definido fijando un subconjunto z;,, ..., z;_ de las

coordenadas 1, ..., T, tqual a 0. Es decir, a cualquier variedad algebraica de la forma

V([Eil, ceey .1'%)

A partir de la definicion, es sencillo ver que cualquier subespacio coordenado tiene
dimension n-k como espacio vectorial, con k el nimero de coordenadas fijadas a 0,
ya que es la interseccion de los k hiperplanos de ecuacion z;;=0. Su dimension de
Krull también es n-k. Para verlo, supongamos sin pérdida de generalidad que las
coordenadas que se anulan son las k primeras, es decir, el subespacio coordenado es
V(zy,...,x1), entonces (V) = <xy,...,xx>, por lo que el anillo cociente asignado a
este subespacio es K[z1, ...z, ] /I(V) = K|[zgy1, ...7,), que es de dimension de Krull n-k,
como comentamos en la prueba de la Proposicion 1.8.

Las variedades definidas por ideales monomiales tienen una estructura especial-

mente sencilla: son uniones finitas de subespacios coordenados.

Proposicion 1.12 Sea I un ideal monomial en K[z, ...z,|. Entonces la descomposi-

cion minimal de V(I) es una unidn finita de subespacios coordenados de K.

Demostracion: La variedad que define cualquier monomio z§!...z{" € K[zy, ...z,
con exponentes a;>0, es la unién de subespacios coordenados V(z{'...z{") = V() U
.. UV(z;), ya que el producto de potencias de coordenadas de un punto se anula si
se anula alguna de estas coordenadas y viceversa. Un ideal monomial I est4 generado
por una cantidad finita de monomios, por lo que la variedad V(I) que define es la
interseccion finita de uniones finitas de subespacios coordinados. Por la propiedad
distributiva de unién e interseccién, podemos escribir la variedad como unién finita

de intersecciones de subespacios coordenados, que son subespacios coordenados, y
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por tanto, variedades irreducibles. Eliminando de la unién de subespacios resultante

aquellos que estén contenidos en otro, tenemos la descomposicion minimal de V(I).
O

Aplicando la Proposicion 1.10, la dimension de Krull de una variedad en K" de-
finida por un ideal monomial es la dimension del subespacio coordenado de mayor
dimension. Cada subespacio coordinado tiene dimensiéon n-k, donde k es el ntimero
de coordenadas que se anulan en él, luego la dimensiéon de la variedad es n menos el
minimo de los nimeros de coordenadas que se anulan en cada subespacio de la des-
composicion minimal. A continuacion presentamos un algoritmo para calcular esta
dimensién, que sera de interés en la siguiente seccion para el calculo de dimension de

variedades arbitrarias.

Algoritmo 1.13 Sea I un ideal monomial en Klxy, ...x,] generado por los monomios

my, ...,my. Definimos, para 1 < j < t el conjunto
M; ={qe{1,...,n} tal que z, divide a m;},

que consta de los indices de las variables que son factores de m;. A continuacion,
tomamos el conjunto formado por todos los subconjuntos de {1,...,n} que tienen in-

terseccion no vacta con cada uno de los conjuntos M; anteriores,
L={Cc{l,...,n} tal que CNM; #0 para 1<j<t}.
Entonces la dimension de la variedad definida por I es:
dim(V (1)) =n —min(|C| tal que C € L),
donde |C| denota el nimero de elementos de C.

Demostraciéon: Comencemos viendo que esta expresion de la dimension estd bien
definida. En efecto, al no considerar el caso en el que la variedad esta generada por
el anillo total K[z, ...z,], todos los monomios m; son distintos de 1, por lo que todos
los M; son no vacios. Como consecuencia, L es no vacio, ya que {1,...,n} € L, lo que
implica que n - min(|C| tal que C € L) es un ntmero entre 0 y n.

Para empezar, veamos que el subconjunto de indices C € L si y solo si el subes-
pacio coordenado en el que se anulan exactamente las variables con indices en C esta
contenido en V(I). Primeramente, podemos escribir V(I = <my,...,m;>) = V(my) N
.. N V(my). Si tomamos C = {iy,...,ix} € L, cualquier elemento p € V(z;, ..., Tix)
tiene las coordenadas z;,,...,z;, = 0. Como C € L, para cualquier j hay alguna de
estas coordenadas que es un factor de m;, luego m;(p) = 0 para todo j, y por tanto

V(i ..., z5,,) C V(I). Para probar la implicacion contraria, si tomamos C = {iy, ..., }
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¢ L, entonces existe un jp tal que ninguno de los z;,, ..., z;, divide a m;,. Tomando
p € V(x;,,...,x;, ) con coordenadas igual a 0 en las variables z;,, ..., z;, y coordena-
das igual a 1 en las demaés variables, tenemos m;,(p) = 1, luego x ¢ V(m;,) y por
consiguiente, V(z;,,...,x; ) ¢ V(I).

Por tltimo, por los comentarios previos a la preposicion, la dimension del subes-
pacio coordenado definido igualando a 0 las variables con indices en C es n - |C|, y la
dimension de V(I) es el maximo de las dimensiones de los subespacios coordenados
de la descomposicion minimal de V(I). Este maximo se puede tomar sobre todos los
subespacios coordenados contenidos en V(I), notando que todos ellos estan contenidos
en alguno de los subespacios de la descomposicion minimal y aplicando la Proposicion

1.10, luego
dim (V') = max(n — |C| tal que C € L) =n—min(|C| tal que C € L).

U

Con este algoritmo queda resuelto el problema de calcular la dimensiéon de la varie-
dad generada por un ideal monomial desde el punto de vista de la definicion de Krull,
esto es, la longitud d de la cadena mas larga de ideales primos en Kz, ...z, ]/I(V).
Alternativamente, Hilbert propone una definicién equivalente de dimensién basada
en la estructura de este anillo cociente como K-espacio vectorial.

El cociente K[z, ...x,]/I(V) tiene dimension infinita en general como K-espacio
vectorial, pero si restringimos el anillo total K[z, ...x,,] al espacio vectorial de polino-
mios de grado menor o igual que el nimero s, para cualquier s > 0, que llamaremos
K[z1, ...zn)<s, v realizamos el espacio cociente de este espacio vectorial modulo el
subespacio vectorial de polinomios de I(V) de grado menor o igual que s, I(V')<,, ob-
tenemos una restriccion al grado s que, cuando s es suficientemente grande, determina
una aproximacion del anillo cociente por un espacio vectorial cociente de dimension
finita. La idea fundamental de la caracterizacién de Hilbert es que la velocidad a la
que crece la dimension de estas «restriccionesy Kxy,...z,])<s/I(V)<s al aumentar el
grado s estd estrechamente ligada a la dimension de la variedad.

Antes de formalizar esta idea, recordemos un resultado estandar de algebra lineal

[4] sobre la dimension de espacios vectorial cociente en general.

Lema 1.14 Sea W un subespacio vectorial de un espacio de dimension finita V. En-

tonces V/W es un espacio vectorial de dimensidn finita y
dim (V') = dim(W) 4+ dim(V/W).

Demostracién: Llamamos m a la dimensién de W y m+n a la dimension de V.

Para la prueba es suficiente con ver que si tomamos una base de W {vy, vg, ..., v },
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y la ampliamos a una base cualquiera de V, {vy, ..., Uy, Vi1 Umin } entonces las
clases en el cociente V/W de los vectores que hemos anadido, {[vy+1].--, [Umtn)}, SOD
una base del mismo.

Si tomamos una combinacion lineal nula a;[vy41] + ...ap[Vmin] = 0, entonces
[a1Vms1 + o GpUmin] = 0, con lo que aVpmi1 + ...GpVmin € W, ya que su clase
en el cociente es 0. Como {vy,...,v,,} es base de W, existiran by,...,b,, tal que
A1 U1+ O Uy = D101, ooy by U Por ser {01, ..., Uy, Upg1-oe, Uman } base de V| todos
los coeficientes en la expresion anterior se deben anular, en particular aq,...,a, = 0,
luego a1 [vmy1] + -..@n[Vman] son linealmente independientes.

Por otro lado, para ver que {[vp11]-., [Umin]|} genera V/W, tomamos [v] € V/W.
Escribiendo v en la base de V que hemos tomando anteriormente, tenemos que existen
a;, 1 <1< m+n, tal que

[v] = [a1v1 4+ ... + GpVOm + G 1Vt + oo+ GngnVmen)
= am—i—l[vm—‘rl] + o+ A [Um—i-n]a
yva que la clase de ayvy + ... + a,,v,, es 0 porque pertenece a V, con lo que llegamos al
resultado. 0

Empezamos la caracterizacion de la dimension de Hilbert con la siguiente defini-

cion [4], que es valida para cualquier ideal en K[z, ...z,].

Definicion 1.15 Sea I un ideal en Kxy, ...x,]. La funcion de Hilbert de I es la funcidn
HF; : N — N definida como:

HF](S) = dimK[ml,...mn]gs/[gs

= dim K[Ih ...ﬂfn]gs — dim ISS?

donde dim denota la dimension como K-espacio vectorial (y la dltima igualdad es

consecuencia del Lema 1.14).

En la proxima seccién estudiaremos céomo es esta funcién para cualquier ideal,
mientras que en el resto de la seccidon volveremos al caso de los ideales monomiales y
las variedades definidas por estos. En este caso, la funcién de Hilbert se caracteriza

de la siguiente manera.

Proposicion 1.16 Sea I un ideal monomial en Kxy,...x,|. Entonces, para todo s
> 0, HF;(s) es igual al mimero de monomios de grado menor o igual que s que no

pertenecen a I.

Demostracién: El conjunto de monomios de grado menor o igual que s es una

base de K[z1, ...z,]<s, ¥ el conjunto de monomios de grado menor o igual que s que
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pertenecen a I es una base de I<,, ya que un monomio pertenece al ideal I si y solo
si es divisible por alguno de sus generadores y un polinomio pertenece a I si y solo si
todos sus términos pertenecen a I.

Por lo tanto, la base que hemos tomado en K[z, ...z, ] < es una extension de la que
hemos tomado en /<y, y por la demostraciéon del Lema 1.14, las clases en el cociente
K[z1, ...zn)<s/1(V)<s de los monomios de grado menor o igual que s que no pertenecen

a I<, son una base del mismo, lo que nos da el resultado. 0

En el caso de variedades definidas por un ideal monomial que sean irreducibles (es
decir, subespacios coordenados), podemos calcular la funcion de Hilbert de I(V) con

un argumento combinatorio elemental.

Lema 1.17 Sea V un subespacio coordenado de K" de dimension d. Entonces, para
todo s > 0, la funcidn de Hilbert del ideal I(V) asociado es

HFyvy(s) = (d N 8),

S

y por tanto, es un polinomio en la variable s de grado d.

Demostracién: Cualquier subespacio coordenado V de dimensiéon d K" es el con-
junto de ceros de n-d variables. Sin pérdida de generalidad, tomamos las coordenadas
de tal manera que V.= V(x4y1, ..., x,). Por lo tanto, [(V) = <x441, ..., x,>, ¥y para ca-
da s > 0, tenemos K[z1, ...x,]<s/1(V)<s = K[z, ...24] <5, identificando cada monomio
en Unicamente las primeras d variables con su clase en el cociente, y es un resultado
conocido de combinatoria que el nimero de monomios en d variables de grado menor

o igual que s es (difs). O

Si bien, para cualquier variedad V definida por un ideal monomial podriamos
utilizar la funcion de Hilbert para definir la dimension de V como el grado de la
funcion de Hilbert del ideal asociado una subvariedad de dimensiéon méxima de su
descomposicion minimal, (y de esta manera es obvio que la definicion coincidiria con
la de Krull), resulta més interesante a la hora de desarrollar resultados posteriores
estudiar la funcion de Hilbert del ideal I(V) y, més atin, de la del propio ideal monomial
L.

Sin embargo, en el caso de que V sea reducible, la generalizacion del resultado
interior no es inmediata, ya que si su descomposicion minimales V. =V; U ... U V,,, el
ideal I(V) es I(V) = 1(V1) N ... N I(V},,), y por la Proposicion 1.16, tenemos H Fyyy(s)
= niimero de monomios que no estin en I(V)<, (que denominaremos |I(V)< |). Es-
cribiendo el complementario de una intersecciébn como unién de complementarios,
tenemos

HFpvy(s) = [I(V1)S, U ... UT(Vin)<,],
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es decir, la funciéon de Hilbert evaluada en s es el nimero de monomios en una union
de conjuntos. Como esta uniéon puede tener interseccidén no vacia, no es tan sencillo
contar el nimero de monomios como en el caso irreducible. En este caso general,
veremos que la funciéon de Hilbert es polinémica a partir de un cierto sg, para lo cual
necesitaremos una version graduada del Teorema de las sizigias de Hilbert.

Antes de presentar este teorema, definimos algunos conceptos sobre moédulos y

graduacion, que podemos encontrar en detalle en [5].

Definicion 1.18 Sea A un anillo conmutativo y con elemento unidad 14. Un A-
mddulo (M, +) es un grupo abeliano junto con una operacion o: A x M — M, (es-

cribimos a o m := o (a, m)), tal que para todo a, b € A y todo z, y € M:

1. ao(x+y)=aoz+aouy.
2. (a+b)ox=ao0zx+bou
3. (ab)ox =ao (bo x)

4. 1y oz =

Decimos que un mddulo es libre si tiene una base, es decir, si existe un conjunto F
C M tal que cualquier elemento f € M puede escribirse de manera unica como una

combinacion lineal
f = a1f1 + .+ anfn,
cona; € Ay f; € F.

Como espacio vectorial, un anillo de polinomios K[z, ...x,] tiene una descomposi-
cion como suma directa de los subespacios vectoriales K[z, ...z,|s generados por los
monomios de grado s, K[z1,...z,] = @,y K[z1,...2,]s. A continuacién presentamos

el concepto de graduacion en médulos, que es una generalizacion de esta idea.
Definicion 1.19 Un A-mddulo graduado M sobre R es un mddulo con una familia
de subgrupos {Ms,s € Z} del grupo aditivo de M tal que:

1. M=, M.

2. La descomposicion anterior de M es compatible con el producto por elementos
de A: AiMy C My, para todo t > 0 y todo s € Z.

Si tenemos un modulo graduado M, podemos cambiar los indices de la gradua-
cion, restando un numero fijo t a todos ellos. La estructura resultante es un modulo

graduado que llamaremos M(t), y definimos como:

M(t) = P M),

SEZL
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donde M(t)s = M.
Ademas, si tenemos varios médulos graduados My, ..., M, la suma directa de todos

ellos es un modulo graduado [5], si tomamos, para todo s, los siguientes subgrupos:
(My&® ... M)s = (M)s® ... ® (M)s.

Por supuesto, un anillo A=Kz, ...z, ]s, visto como A-modulo, es el ejemplo méas
sencillo de modulo graduado, con la graduacion usual. La aplicacion de los dos resul-

tados anteriores nos permite ver que los médulos libres de la forma:
Alt) @ ... D A,

donde dy, ...,d; € Z, son también modulos graduados. Este tipo de moédulos aparecen

en la siguiente definicion.

Definicion 1.20 Sea M un A-mddulo graduado. Una resolucion libre graduada de M

es una cadena de la forma
. > > F - F—>M—0

donde los conjuntos F; son mddulos libres graduados de la forma A(t1) @ ... ® A(tiu));
y los homomorfismos ¢; son graduados de grado 0 (es decir, para todo t, ¢;((F;):) C
(Fj-1)t); y la sucesion es exacta (es decir, para todo j, Im(¢pji1) = ker (¢;)).

Si existe un m tal que Fo1 = Fyo = ... = 0, pero F,, # 0, decimos que la

resolucion es de longitud m.

Estas resoluciones libres estan relacionadas con los modulos de sizigias de M, y su
estudio detallado es un trabajo extenso que podemos encontrar en [5]. En este texto

presentamos sin demostracion uno de los resultados fundamentales de este estudio.

Teorema 1.21 de las sizigias de Hilbert (version graduada)
Sea A = K[z, ...z,)|. Entonces cualquier A-mddulo graduado finitamente generado

tiene una resolucion libre graduada de longitud menor o igual que n.

La existencia de una resolucion libre de longitud finita es el resultado clave que
nos permitird obtener informacién sobre la dimension de los submoédulos M, de un

modulo graduado M.

Proposicion 1.22 Sea M = P

= Klz1,...x,]. Entonces, existe un tnico polinomio p(s), cuyos coeficientes son

sez, Ms un A-médulo graduado finitamente generado,

numeros racionales, y un numero natural sy tal que, para todo s > s,
dim(Ms) = p(s).
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Demostracion: El teorema de las sizigias de Hilbert nos asegura que existe una
resolucion libre graduada de M de longitud m < n, que denotamos (omitiendo los

términos de F), o en adelante),
0—>F,—..—>F—F—M-—0.

Como la resolucion es graduada, podemos restringir cada término en la sucesion exacta
anterior a los subgrupos de grado t en cada modulo, quedandonos, para grado s, con
la sucesion:

0— (Fin)s = ... > (F1)s — (Fp)s = My — 0.

Como esta sucesion es exacta, la suma alternada de las dimensiones es 0 [5], es decir,
m
dim(M E Ydim((Fy)s).
Jj=

Cada uno de estos (F})s es un modulo graduado libre de la forma A(ty), & ... &
A(t))s. Por ser esta expresion una suma directa, la dimension de (F})s es la suma
de las dimensiones de estos subconjuntos A(t;)s. Definimos anteriormente el cambio
de graduacion del anillo A a A(t;) de tal manera que A(t;)s = Ay4s. La dimension

dim(Ay,+s) es el nimero de monomios de grado t; + s en n variables, que es igual

n+(t;i+s)—1
a ( (ti+5>
1.17.

Existe un ntimero s; (diferente en general) tal que para s mayor o igual que él,
n+(ti+s)—1
t¢+s
cada uno de estos s; asociados a cada A(t;)s (para todo i), tenemos que dim((F});)

), por un argumento combinatorio similar al que utilizamos en el Lema

cada numero combinatorio ( ) es un polinomio en s. Tomando s mayor que
es suma de polinomios, y por tanto, un polinomio. Analogamente, tomando un s lo
bastante grande como para que dim((F}),) para todo j sea un polinomio, tenemos que

dim (M,) es suma alternada de polinomios, con lo que probamos el resultado. ([l

La aplicacion de este resultado a cocientes K[z, ...x,,] /T de un anillo de polinomios
sobre un ideal monomial I (o sobre un ideal homogéneo, que es un caso que incluye al
monomial), nos permite obtener la informacion que buscdbamos sobre la funcion de
Hilbert de I. Si I es un ideal homogéneo, el cociente Kz, ...z,]/I es un Klzy, ...z,]-
modulo graduado finitamente generado, como podemos ver en [5]. Tomamos la gra-
duacion de manera que Kz, ...z,]/1 = @, ., (K[z1, ...2,):/I;). Denominamos funcion
de Hilbert proyectiva de I a la funciéon HF Py : N — N definida como:

HFPi(s) = dimK|xy,..x,]s/1s
= dimKlzy,..x,]s — dim I.
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Aplicando el resultado anterior, existe un nico polinomio HPP(s), (que llamare-
mos polinomio de Hilbert proyectivo), y un natural sy tal que, para todo s > s es
igual a la funcion de Hilbert proyectiva de 1. Utilizaremos este polinomio para definir
la dimensiéon de una variedad proyectiva al final de la seccién 1.3. Esto nos permite

obtener un resultado analogo para la funciéon de Hilbert afin.

Corolario 1.23 Sea I un ideal homogéneo en K[z, ...x,|. Entonces existe un inico
polinomio H Py (s), (que llamaremos polinomio de Hilbert, o polinomio de Hilbert afin),

y un natural sy tal que, para todo s > sy es igual a la funcion de Hilbert de I, HFy(s).

Demostracion: A partir de las definiciones de funcion de Hilbert (afin) y funcion
de Hilbert proyectiva, se tiene (|4], Teorema 12(i) de la seccion 9.3):

HFP](S) = HF[(S) —HFI<S— 1)

Como existe un entero a partir del cual la funcion de Hilbert proyectiva es polino-

mica, también existird un entero con esta propiedad para la funcion de Hilbert (afin).
O

En particular, en lo que concierne al tema de esta seccién, hemos probado que
si I es un ideal monomial y V la variedad definida por él, la funcion de Hilbert de
I(V), HFyv)(s) coincide con un polinomio, el polinomio de Hilbert H Pyy(s), para
s suficientemente grande. Por tanto, para este tipo de variedades podemos establecer
la definicién de dimension de Hilbert.

Definicién 1.24 Sea una variedad V C K" definida por un ideal monomial I. Lla-

mamos dimension de Hilbert de V al grado del polinomio de Hilbert del ideal generado
por V, I(V).

A continuacion probaremos la equivalencia entre esta caracterizacion de dimension

v la de Krull en variedades definidas por un ideal monomial.

Teorema 1.25 Sea V C K" una variedad definida por un ideal monomaial. Entonces

la dimension de Krull y la dimension de Hilbert de V son iguales.

Demostracioén: En el caso de que V sea irreducible, el Lema 1.7 nos da la igualdad
entre ambas caracterizaciones. En caso contrario, tomamos una variedad reducible V
de dimension de Krull d y descomposicion minimal V =V} U ... U V,,, donde V] es
una variedad irreducible de dimension maxima en esta descomposicion.

Retomando la argumentacion posterior al Lema 1.17, tenemos I(V) = I(V}) N ...

N I(Vi), ¥y HFpyy(s) = ntimero de monomios que no estan en I(V)<, = [I(V)%,], ¥
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escribiendo el complementario de una intersecciéon como unién de complementarios,
tenemos

HEywy(s) = [T(V1)<, U U T (V)< |,

Ademas, el nimero de monomios que no estan en I(V)<, es mayor o igual que el
nimero de monomios que no estan en I(V])<s, y es menor o igual que la suma para 1
< j < m del nimero de monomios que no estan en cada I(V;)%,, ya que los conjuntos
de la unién que aparece en la expresién anterior pueden tener monomios en comun.

Es decir, para todo s > 0,
(V) < [TV)E U U (V)< < TS+ - 4+ (Vi)
0, equivalentemente,
HFrvy(s) < HFpvy(s) < HFpovy(s) + ... + HE ey, (5).

El corolario 1.23 nos dice que existe un sy a partir del cual estas funciones de

Hilbert coinciden con su respectivo polinomio de Hilbert, luego, para s > s,
HP[(V1)<S) S HP](V)(S) S HP[(VI)(S) —f- —I— HP[(Vm)(S).

Por el Lema 1.17 y la proposicion 1.10, el primer término de la desigualdad es un
polinomio en s con coeficiente dominante positivo y de grado igual a la dimensién de
Krull d, ya que la dimension de la variedad irreducible de dimension maxima coincide
con la de V.

Por el Lema 1.17, para cada j, H Pyy,)(s) también debe ser un polinomio en s, y
en este caso, la proposicion 1.10 nos dice que su grado debe ser menor o igual que
d, ya que en caso contrario, V; serfa de dimension estrictamente mayor que V. El
tercer término en la desigualdad es la suma de estos polinomios, luego también es un
polinomio de grado menor o igual que d con coeficiente dominante positivo. Ademas
tenemos H Prvy)(s) < HPyv,)(s)+...4+H Py, (5) paras > s, y al tomar s tendiendo
a infinito, vemos que el término de la derecha debe tener grado exactamente d.

Por ultimo, el término central H Ppyy(s) es un polinomio que debe ser menor
o igual que un polinomio de grado d y coeficiente positivo y mayor o igual que otro
polinomio con las mismas caracteristicas, para s > sg, v al tomar s tendiendo a infinito,

también vemos que debe ser de grado d, con lo que completamos el resultado. O

Concluimos esta seccién presentando un resultado que relaciona las funciones de
Hilbert de dos ideales que definen una variedad, que sera de utilidad en el célculo de

la dimensién de variedades arbitrarias.

Proposicion 1.26 Sea I € K|xy,...x,| un ideal monomial propio. Entonces el grado

del polinomio de Hilbert de I es igual a la dimension de Hilbert de la variedad V(I).

20



La demostracion de esta proposicion se puede encontrar en el Teorema 9.2.6 y la
Proposicion 9.3.3 y de [4] y se basa, de manera anéaloga a la demostracion del Teorema
1.25, en la expresion de los monomios que no estan contenidos en /<, como una unién
de ciertos conjuntos, y en un razonamiento sobre el grado de los polinomios que
aparecen al contar parte de ellos. Este resultado nos indica que podemos utilizar en el
calculo de la dimensién de una variedad V definida por un ideal monomial cualquier
ideal J que la defina, (V = V(J)), en vez del ideal I(V).

Como observacion, comentamos que, para una variedad V definida por un ideal
monomial I, también coinciden las respectivas dimensiones de Krull de los anillos
cocientes K[zy,...x,] /1 y K[zq,...2,]/I(V), ya que el ideal I(V) es el radical del ideal
I y, puesto que los ideales primos son radicales, se tiene que coinciden las respectivas
familias de ideales primos de K]z, ...z,,] que contienen a I y a I(V). Por lo tanto, las
dimensiones de Krull y de Hilbert para I y para I(V) son iguales.

Veremos en la seccidn siguiente que este dltimo resultado no es cierto en general
para cualquier variedad, lo que nos da un ejemplo de que la generalizacién de los

resultados de esta seccion a variedades arbitrarias no es trivial.

1.3. Dimension de Hilbert

En esta seccion veremos como la definicion de dimension de Hilbert para ideales
monomiales se puede extender de manera natural a variedades arbitrarias, de manera
que ésta sea equivalente a la dimension de Krull, y proporcionaremos un algoritmo
para calcularla. Por dltimo senalaremos informacion adicional que podemos extraer
de la funcién de Hilbert.

En esta seccion necesitaremos algunos conceptos basicos sobre orden monomial y
bases de Groebner que presentamos brevemente y que se pueden encontrar en detalle
en los capitulos 2 y 8 de [4]. Un orden monomial >es un orden total en el conjunto de
monomios de K[zy, ...x,] que es compatible con la multiplicacion de monomios (en el
sentido de que si tenemos una desigualdad de monomios m; >ms, multiplicar a ambos
lados de la desigualdad por un mismo monomio no altera la desigualdad), y que es
un buen orden, (es decir, en cualquier subconjunto de monomios existe un elemento
que es el mas pequeno de ellos). Decimos que un orden es graduado si siempre que
tengamos dos monomios m; y my con grado(m;) >grado(msy), entonces my >ma.

Sea >un orden monomial. Dado un polinomio no nulo f, llamamos LT(f) al término
dominante, es decir, al monomio en f que sea mayor que todos los deméas. Ademas,
llamamos LM(f) al monomio dominante de f, es decir, a LT(f) dividido por su coefi-
ciente en K. Si T es un ideal, llamamos LT(I) al conjunto de los términos dominantes

de los polinomios no nulos de I.
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Por otra parte, dado un ideal I y un orden monomial >, decimos que conjunto
de polinomios {fi,..., fm} es una base de Groebner del ideal T con respecto a >si
<LT(I)>= <LT(f1),..., LT(fm)>. Cualquier base de Groebner es un sistema de ge-
neradores de I, es decir, I = <fy, ..., f,,>>. Para cualquier ideal no nulo existen bases
de Groebner, y existen algoritmos para calcular una de ellas, como el Algoritmo de
Buchberger.

El principal resultado de esta seccion [4] es el siguiente, que nos permitira llevar
el problema de calculo de dimensién de variedades arbitrarias a variedades definidas

por ideales monomiales.

Teorema 1.27 Sea I un ideal en Klzy,...x,], y sea >un orden monomial graduado
en K[zy, ...x,] Entonces el ideal monomial <LT(I)>tiene la misma funcion de Hilbert

que I.

Demostraciéon: Sea s fijo. Por definicién de funciéon de Hilbert y el Lema 1.14,

se tiene,

HF(s) = dimK[zy,..xp]<s — dim I
HF irays(s) = dimKzy,..x,]<s —dim < LT(I) >,

por lo que sera suficiente ver que I<; y < LT(I) ><; tienen la misma dimension
(como espacio vectorial).

Comenzamos tomando el conjunto de monomios dominantes de todos los polino-
mios de I<,. Hay una cantidad finita de ellos, luego eliminando los polinomios f € /<

que tengan el monomio dominante duplicado, existen fi,..., f,, € I<, tal que

{LM(f) - | € I<s} = {LM(f1), ..., LM (fm)} -

Ademas, renombrando los polinomios, podemos suponer LM (fy) >... >LM(f,)-
Por un lado, veamos que {LM(fy),...,LM(f,)} es una base de < LT(I) ><,.

Es trivial que estos monomios son linealmente independientes. Para ver que son una

base, por la Proposicion 1.16, basta con ver que éstos son los monomios de grado

menor o igual que s que pertenecen a < LT'(I) >, es decir, probar la igualdad,

{LM(f): f el y grado(LM(f)) < s} = {LM(f), ..., LM(fn)}.

Como el orden monomial es graduado, el grado de cualquier polinomio f y de su
monomio dominante es el mismo, luego esta igualdad entre conjuntos se sigue a partir
de la igualdad anterior.

Hemos probado que la dimension de < LT(I) ><; es m. Veamos que {fi,..., fm}
son una base de I<, para completar la demostracion. Si tomamos cualquier combi-

nacion lineal nula a;f; + ... + a, frn — 0. Si existiera algin coeficiente a; no nulo,
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tomando el i mas pequeno para el que a; # 0, no hay ningtin término de ningtn poli-
nomio en la combinacion que pueda cancelar el monomio a; f;, porque, al ser el orden
graduado, todos los términos son de menor grado que a;f;, lo cual es absurdo; y por
tanto, el conjunto es linealmente independiente. Para probar que {fi, ..., f;n} genera
I, razonamos también por reducciéon al absurdo, tomamos un polinomio f de grado
minimo de entre los que pertenecen a I<; y no son combinacion lineal de {fi, ..., fi }.
Por como hemos definido fi, ..., fn, LT(f) debe ser multiplo de uno de ellos, LT(f) =
cf;. Entonces el polinomio f - cf; tiene grado menor que f, porque hemos cancelado
su término dominante. Por tanto, f - ¢ f; debe ser combinacion lineal de fi, ..., f.., lo

que implica que f también, y llegamos a una contradiccion. U

En particular, este teorema implica que existe un sq tal que la funcion de Hilbert
HFy(s) de cualquier ideal T es igual a un polinomio en s para s > sy, que llamamos
polinomio de Hilbert, como en el caso de ideales monomiales. Este hecho nos permite

extender la definicién de dimension de Hilbert a variedades arbitrarias.

Definiciéon 1.28 Sea V C K" una variedad algebraica. Llamamos dimension de Hil-
bert de V al grado del polinomio de Hilbert del ideal generado por V, I(V).

Con esta definicion, la caracterizacion de dimension de Hilbert y de Krull también
son equivalentes en variedades arbitrarias, como indicamos en la siguiente generali-
zacion del Teorema 1.25, cuya demostracion se puede encontrar en el Teorema 5.6.36
de [10].

Teorema 1.29 Sea V C K" una variedad algebraica. Entonces la dimension de Krull

y la dimension de Hilbert de V son iguales.

Volviendo al problema de céalculo de la dimensién, una de las ventajas de la caracteri-
zacion de Hilbert es que nos permite ver, aplicando el Teorema 1.27, que la dimension
de cualquier variedad es igual a la dimensiéon de una variedad definida por un ideal
monomial, que podemos calcular con el Algoritmo 1.13. A continuacién presentamos
un algoritmo para calcular la dimensién de una variedad arbitraria V a partir del
ideal que genera, I(V).

Algoritmo 1.30 Sea V C K" una variedad algebraica, I(V) el ideal generado por
esta, y >un orden monomial graduado. Obtenemos una base de Groebner respecto a
>para I(V), I(V) = <fi,..., fm>. A continuacion aplicamos el Algoritmo 1.13 para
obtener la dimension de la variedad, (definida por un ideal monomial),
V(<LT(f1),.... LT (fmm)>), que es igual a la dimension de V.

Demostracién: La dimension de V es el grado del polinomio de Hilbert H Pyy(s).

Por el Teorema 1.27, este polinomio es igual a HP.pr(v))>(s). Por definicion de
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base de Groebner, <LT(I(V))>= <LT(f1),..., LT (fm)>, por lo que la dimension de
V es el grado del polinomio de Hilbert del ideal <LT(f,),..., LT(f.)>. Aplicando la
Proposicion 1.26, este grado es igual al de la variedad V(<LT(f1),..., LT (fn)>). Al
ser esta variedad definida por un ideal monomial, el Algoritmo 1.13 permite obtener

su dimension, con lo que queda probado el resultado. U

Si bien este algoritmo es sencillo, exige conocer el ideal generado por V, I(V),
lo cual no siempre es facil en la practica. Sin embargo, en el caso algebraicamente
cerrado, esta dificultad desaparece por completo, pudiendo utilizar como entrada del
algoritmo cualquier ideal que defina la variedad, en sustitucion de I(V). Este hecho

es consecuencia del siguiente resultado, cuya demostracion encontramos en [4].

Proposicion 1.31 Sea I un ideal en K[z, ...x,]. Entonces los polinomios de Hilbert

de I y /I tienen el mismo grado.

En el caso algebraicamente cerrado, por el Teorema de los ceros de Hilbert se

tiene, para todo ideal J, I(V(J)) = v/J, y aplicando la proposicion anterior, tenemos;
dim(V(J)) = grado(H Py (yy)) = grado(HP /5) = grado(H Py),
lo que prueba el siguiente corolario.

Corolario 1.32 Sea I un ideal en Klzy,...x,], con K algebraicamente cerrado. En-

tonces la dimension de la variedad V(I) es el grado de HPy.

Una vez tratado el concepto de dimension en variedades afines, comentamos bre-
vemente el caso de variedades proyectivas, que podemos encontrar desarrollado en el
capitulo 9 de [4]. La dimension de una variedad proyectiva V, que genera un ideal
I(V), es igual al grado del polinomio proyectivo de Hilbert PH Pyyy. Ademas, se tie-
ne un resultado analogo al Teorema 1.27, que nos dice que este polinomio es igual a
PHP_pr(vy)>-

El ideal de este polinomio es monomial, y para variedades proyectivas definidas
por un ideal monomial, se tiene una descomposiciéon como union finita de subespacios
coordenados proyectivos, en analogia a la Proposicion 1.12, con la diferencia de que
estos subespacios tienen dimension igual a la de sus contrapartes afines menos 1.
Ademas, es cierto un resultado analogo a la Proposicion 1.9, con lo que la dimension de
V es igual a la del subespacio coordenado proyectivo de maxima dimensién contenido
en V(< LT(I(V)) >). Esto nos permite establecer un algoritmo practicamente igual
al Algoritmo 1.30 para calcular la dimensién de una variedad proyectiva. También es
posible definir la dimension de una variedad proyectiva desde el punto de vista de

Krull, como la dimension de Krull del anillo cociente Kz, ...x,]/I(V) menos 1.
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Para dar un ejemplo de calculo de dimension de una variedad afin utilizaremos
Singular con una funcién que calcula el polinomio proyectivo de Hilbert de un ideal
homogéneo. Como estamos interesados en un polinomio afin de Hilbert, previamente
veamos un resultado que relaciona ambos polinomios.

Dado un ideal I en K|z, ...z,], definimos la homogeinizacion de I, I" C K[y, ...x,),
como el conjunto de todos los polinomios homogéneos que se obtienen tomando un
polinomio en I y multiplicando cada uno de sus términos por una potencia de zy para
que sea homogéneo. El teorema 4 de la seccion 8.4 de [4] nos dice que la homogei-
nizacién de los polinomios de una base de Groebner de I con respecto a un orden
monomial graduado nos da una base de I"*. El siguiente resultado, (Teorema 12-(i) de

la seccion 9.3 de [4]), nos da la relacion de la que hablabamos en el parrafo anterior:
Teorema 1.33 Sea I un ideal en Kxq,...x,|, entonces, para s > 0,
HF(s) = PHF(s).

Ejemplo 1.34 Como ejemplo del estudio realizado en este texto, vamos a calcular
la dimension de la «Cibica alabeaday («twisted cubicy, en inglés), que es la variedad
afin V.= V(ry — 22,23 — x3) C R3. En el capitulo 1 de [4] se prueba que I(V) =
<xy — T3, T3 — T >

Por un lado, calculemos la dimension siguiendo el algoritmo 1.30. Tomamos el
orden grevlex, y el cdlculo de una base de Groebner de I nos da

= <3 — 1113, 71Ty — T3, 75 — To>. A continuacidn, nos quedamos con los tér-
minos dominantes de estos generadores para calcular <LT(I)>= <x3 1179, 2% >. A
continuacion calculamos la dimension de V(<LT(I)>) con el Algoritmo 1.15. Con
la terminologia del algoritmo, M; = {2}, My = {1,2}, y M3 = {1}. El conjunto L
es L = {{1,2,3},{1,2}}, por lo que dim(V) = n - {1,2}] = 8 - 2 = 1. Algoritmos
sitmilares a este son utilizados en diversos lenguajes de programacion para calcular
la dimension [{]. En el Ejemplo 4.4 calculamos la dimensidn de esta variedad con la
funcion dim de Singular.

Por otro lado, partiendo de la base de Groebner I = <x3—1123, 1109 — T3, T3 — T >,
la homogeinizacion de I es 1" = <x2 — x123, 1129 — T3Tg, T3 — L2709 >y llamamos
«Chibica alabeada proyectivay a la variedad V(I") C R3. Por el Teorema 1.33, el
polinomio proyectivo de Hilbert de I" es igual al polinomio de Hilbert de I. En el
mismo Ejemplo 4.4 calcularemos que este polinomio es 3s + 1 en Singular (también
es sencillo calcularlo directamente a partir de una resolucion graduada exracta), por
lo que la variedad tiene dimension 1, lo que nos sirve para comprobar el resultado del
pdarrafo anterior. Ademds a partir de este polinomio vemos que la «Cibica alabeada

proyectivay tiene dimension 1y grado 3 (esto ultimo lo vemos en el siguiente pdrrafo).

25



Para terminar este capitulo, comentamos que a partir de la funcién de Hilbert
de un ideal se puede extraer mucha informacion util, ademas de la relacionada con
la dimension de una variedad. Resaltamos por ejemplo [6], que si tenemos un ideal
homogéneo I C K[z, ...2,], si su polinomio de Hilbert proyectivo PH P; tiene grado
d, entonces el coeficiente de su término dominante es D/d!, donde D es un entero
positivo al que llamamos grado de la variedad proyectiva V(I) C P, que es igual al
numero de puntos donde V interseca un subespacio lineal genérico de dimensiéon n-d
en P"; y su género aritmético es g = (-1)¢ (PHP;(0) - 1).
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2. Estimaciéon de la dimensiéon de un conjunto de

puntos

Dado un conjunto de m datos C contenido en una variedad real afin o proyectiva
V, en este capitulo trataremos de obtener una estimaciéon para la dimension de V
basandonos tnicamente en los datos, sin conocer las ecuaciones que definen V. Estas
estimaciones seran de utilidad en el siguiente capitulo, dedicado a la determinacion
de los polinomios del ideal asociado a la variedad, I(V), ya que con técnicas como
las del capitulo 1 podremos calcular la dimension de V a partir de I(V), y descartar
los candidatos a I(V) cuya dimension no coincida con la estimada. Comenzaremos
estudiando el caso en que V es una variedad lineal, para el que utilizaremos el Anélisis
de Componentes Principales, y después presentaremos las herramientas propuestas en
[2] para el caso general.

2.1. Caso lineal: Analisis de Componentes Principales

El Analisis de Componentes Principales (ACP, o PCA en inglés) [9] es un pro-
cedimiento ampliamente usado en el anélisis de datos para la estimacién y para la
reduccion de su dimension. Partiendo de un conjunto de datos C C R”, el objetivo
de esta técnica es encontrar el subespacio de dimension q<n que mejor ajuste a los
datos y dar una medida de la «bondad de ese ajuste» en el sentido de la regresion
lineal de minimos cuadrados, que precisaremos en el Teorema 2.1. Antes de presentar
este resultado, introduciremos la siguiente notacion.

Llamamos X a la matriz de tamafio m x n cuyas filas son los elementos de C, y
llamamos X a la matriz que resulta de restar a todos los elementos de cada columna
de X la media de dicha columna. Interpretando cada dato de C como una muestra de
un vector aleatorio de n variables, el paso de X a X consiste en centrar los datos de
cada variable para que tenga media 0. Siguiendo con esta interpretacion, llamamos
S a la matriz de covarianzas de los datos, es decir, la matriz de tamano n X n cuyo
elemento (i,j)-ésimo es la covarianza (muestral) de las variables i-ésima y j-ésima.
Como hemos centrado las variables, S = ﬁ X!X, y a partir de esta expresion es
trivial ver que S es simétrica y semidefinida positiva, luego por el Teorema Espectral
S diagonaliza en una base ortonormal {ay, ..., a,} y sus autovalores A; > ... > X, son
reales no negativos.

Para cada i, llamamos i-ésima componente principal de X (o de C, abusando
de la notacion) a un autovector cualquiera a; de S, que sea ortonormal y asociado
al i-ésimo autovalor. La definicién de las componentes principales no las determina

de forma tnica: por un lado si a; es la i-ésima componente principal, el vector -a;
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también cumple la definicion, pero cualquiera de las dos elecciones tendré las mismas
propiedades que expondremos a continuaciéon; y por otro lado si hay dos autovalores
que tengan el mismo valor (o con una diferencia entre ellos muy pequena que pueda
ser enmascarada por los errores de los procedimientos numéricos para calcular los
autovectores), habra mas elecciones posibles para elegir las componentes principales
(también con las mismas propiedades), lo que es un aspecto a tener en cuenta desde
el punto de vista numérico y de interpretacion de los resultados (|9], capitulo 1.30),
que no entraremos a discutir en este texto.

Por otra parte, para cada i, la proyeccion de los datos en el subespacio de dimension
1 generado por la componente principal i-ésima, Xa;, tiene varianza (muestral) igual
al i-ésimo autovalor de S, A\;. A continuacién presentamos el resultado geométrico
sobre el ACP (|9], Propiedad G3), que sera fundamental para los objetivos de este

texto, cuya demostracion es sencilla y se puede encontrar en la misma referencia.

Teorema 2.1 Supongamos que tenemos un conjunto de puntos C' = {x1,x9, ..., Ty}
(que tomamos como vectores fila, siguiendo con el criterio de los parrafos anteriores)
y una transformacion de la forma y; = ; B, donde B es una matriz de tamano n X ¢
con columnas ortonormales; de tal manera que y1, Yo, . . . , Ym SON proyecciones de
los puntos de C en un subespacio de dimension q. St medimos la «bondad del ajuster
de este subespacio de dimension q a los puntos de C como la suma de los cuadrados
de las distancias perpendiculares de los puntos al subespacio, esta medida se minimiza
cuando B es la matriz cuya fila j-ésima es la j-ésima componente principal de C, es

decir, cuando el subespacio estd generado por las q primeras componentes principales

de C.

Desde un punto de vista equivalente al del resultado anterior [9], el resultado del
ACP nos proporciona una serie de subespacios de dimensioén 1, ..., q, ..., n-1, de tal
manera que la proyeccion de los datos en ellos retiene la maxima variaciéon posible
de entre los subespacios de cada dimensiéon. El porcentaje de variacidon en los datos
recogido por la proyeccion del subespacio definido por las q primeras componentes
principales es 100% %.

=1 "

La estimacion de V mediante PCA consiste en tomar V igual al subespacio ge-
nerado por las q primeras componentes principales y aproximar que los autovalores
asociados a las n-q componentes restantes son 0 (es decir, son direcciones sin variacion
en los datos, y ortogonales a V). La dimension estimada de V sera por tanto igual a
q.

A la hora de decidir cuantas componentes principales tomar como significativas
existen multiples criterios que se utilizan comtinmente, como despreciar las compo-

nentes principales cuya varianza esté por debajo de cierta tolerancia, o retener las
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primeras q componentes principales de tal manera que la proyecciéon en el subespacio
que generan recoja un cierto porcentaje de la variacion de los datos. La eleccién que

tomamos es quedarnos con las q primeras componentes, tal que

q= ngaflgigmm{n,m}q’l0910()\i+1) - ZOQIO()\i)|7

si existe un indice i para el que esta diferencia en los logaritmos sea significativa, lo
que segin [2| mejora la estimacion de la dimension q de V con respecto a obtenerla
estableciendo una tolerancia fija. La definicién de q anterior no varia si se sustituyen
las varianzas recogidas por cada componente principal \; por sus desviaciones estan-
dar v/\; (lo que haremos en la practica en el capitulo 4 porque algunos algoritmos
proporcionan estas tltimas como salida, en vez de las varianzas). Consideraremos que
ninguna diferencia |logio(Xir1) — logio(A\;)| es significativa si la diferencia entre los
logaritmos del primer y ultimo autovalor, |logio(A\,) — logio(A1)], es menor que 1,y
en ese caso concluiremos que no existe ninguna variedad lineal V que sea un buen
modelo para los datos.

Por dltimo, mencionamos que en aplicaciones practicas en las que el objetivo fun-
damental del ACP es la reduccion de la dimension de un conjunto de datos, més que la
estimacion de la dimension de un subespacio V que sea un modelo lineal para los da-
tos sin apenas pérdida de informacion, es frecuente descartar componentes principales
en las que la proyeccion de los datos tienen una variacion significativa. De especial
interés es el caso en el que se eligen tinicamente las dos primeras componentes, lo que
permite la representacion grafica en dos dimensiones de los datos que da cuenta del
mayor porcentaje de variacion posible y puede servir para realizar una exploracion
visual de los datos si este porcentaje es grande; y también el caso en el que se escoge
unicamente la primera componente principal, muy frecuente en contextos de evalua-
cion de indicadores, donde cada dato es una observacion de n variables (o indicadores)
en un individuo, y se define su indicador compuesto como la proyeccion de este dato
en la primera componente principal, de tal manera que los indicadores compuestos
son el mejor resumen unidimensional de los datos, y se pueden interpretar como una
«evaluacion globaly de los individuos que permiten establecer un orden total (y un
ranking) entre ellos.

Ademas, existe una derivacion alternativa del ACP que consiste en definir X como
la matriz de datos con las columnas estandarizadas (dividiendo cada columna por su
desviacion estandar) ademéas de centradas, y definiendo las componentes principales
como los autovectores de ﬁ XX, que en este caso es la matriz de correlacion de los
datos, es decir, la matriz de tamafio n X n cuyo elemento (i,j)-ésimo es la correlacion
(muestral) de las variables i-ésima y j-ésima; de tal manera que el ACP pasa a ser

independiente de las unidades de medida de las variables, lo que es conveniente en
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ciertas aplicaciones como se discute en [9].

Para terminar el caso lineal, presentaremos los métodos que utilizaremos en este
texto para realizar el ACP. En el caso de disponer de datos completos (no tener
ningtn dato con alguna coordenada desconocida), calcularemos el ACP realizando la
descomposicion en valores singulares de la matriz de datos centrada X. Si M es una
matriz de dimensién m X n de rango q, su descomposicion en valores singulares es X
— ULA' donde U y A son matrices con columnas ortonormales de tamano m x m
y n X n, respectivamente; y L es una matriz diagonal (rectangular) de tamano m X
n cuyos elementos se denominan valores singulares, y los valores singulares distintos
de cero son los ¢ primeros. Si realizamos la descomposiciéon en valores singulares de
una matriz de datos centrados, obtenemos los resultados del ACP: su i-ésimo valor
singular es igual a /m — 11/\;, (es decir, proporcional a la desviacion estandar de
la proyeccion de los datos en la i-ésima componente principal de X), y la i-ésima
columna de A es la i-ésima componente principal de X. Esta relacién entre el ACP
y la descomposiciéon en valores singulares nos permitird calcularlo con algoritmos
eficientes de descomposicion en valores singulares como el algoritmo estandar de R,
que usaremos en el ejemplo 4.1.

Por dltimo, ademas de encontrar la mejor aproximaciéon a una variedad lineal en
presencia de «ruido», el ACP es capaz de manejar la presencia de datos con alguna
variable desconocida (es decir, puntos de los que no conocemos alguna coordenada) en
una cantidad moderada, utilizando el algoritmo NIPALS [7] (Nonlinear Iterative Par-
tial Least Squares), lo cual es muy util en aplicaciones practicas, donde es frecuente
el estudio de conjuntos de datos incompletos. El método NIPALS consiste en realizar
la diagonalizacion de la matriz de covarianzas de X realizando un Método de la Po-
tencia [14] sin construir la matriz de covarianzas explicitamente para no multiplicar
la cantidad de datos faltantes.

El método de la potencia consiste en partir de un vector aleatorio y multiplicarlo
sucesivamente por una matriz hasta que el producto converge a un autovector co-
rrespondiente al autovalor de mayor modulo de ésta. En nuestro caso, se parte de un
vector aleatorio y se multiplica sucesivamente por X y X!, saltando los valores des-
conocidos en el calculo de cada componente principal (es decir, toméandolos en este
paso iguales a 0, que es la media de todas las variables). Una vez que el producto
converge a la primera componente principal (autovector correspondiente al autovalor
mas grande de la matriz de covarianza), se elimina de la matriz X su proyecciéon en
la primera componente principal, y se aplica el método sucesivamente para obtener
(por orden) las componentes principales y la descomposicion de la matriz de datos
como suma de sus proyecciones en cada componente principal [7], a partir de la cual

se pueden estimar los datos faltantes. En el Ejemplo 4.1.3 estimamos una variedad

30



lineal aplicando este método.

2.2. Caso general
2.2.1. Diagramas de dimensién

En el caso general de variedades algebraicas, estimamos la dimension de V utili-
zando algunas de las técnicas que se proponen en el Capitulo 3 de [2| y presentamos
brevemente a continuaciéon. Los estimadores de dimension que se utilizan en este capi-
tulo computan la dimensién intrinseca del conjunto de datos C, la cual es un ntimero
real positivo que aproxima la dimension de Hausdorff de la variedad V. La dimension
de Hausdorff de V es una dimension fractal real que es una generalizaciéon métrica
de la dimensiéon de un espacio topologico y mide la dimension local de un espacio a
partir de las distancias entre puntos cercanos.

En esta seccion asumimos que V es una variedad real afin o proyectiva tal que
el conjunto de puntos reales sea denso en la topologia de Zariski (que es la topolo-
gia cuyos conjuntos cerrados son exactamente las variedades) en cada componente
irreducible de V. Si V es irreducible, su conjunto de puntos singulares Sing(V) es
una subvariedad propia, y por tanto tiene medida cero. Ademas, V-Sing(V) es una
variedad regular, y cada una de sus componentes conexas es una variedad regular
de dimension igual a la dimension de V. Bajo estas hipotesis naturales, la dimension
de Hausdorff de V coincide con la dimension (algebraica) de V [2], y por tanto la
dimensién intrinseca de C C V serd una aproximacion a esta iltima.

Como la dimension intrinseca es un método que aproxima la dimension local de un
espacio, necesitamos definir una distancia en el espacio métrico finito C y un criterio
para determinar cuél es el entorno local de un punto. La distancia que utilizaremos

en el caso afin es la euclidea escalada:
|Ju — ]|

mazy yeo||lz =yl

diStRn (U,7 U) =

Y la distancia que utilizaremos en el caso proyectivo es la distancia escalada de
Fubini-Study (FS):

distps(u,v)

distpn-1(u,v) ;=
pr (U, ) maxy yecdistps(u,v)’

donde la distancia de Fubini-Study es el angulo entre las rectas generadas por vectores
representantes de u y v en R™:
| <u—v>|

distps(u,v) 1= arccos
[ |[|y]]
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Fijando un valor de ¢, realizamos una particion de C en 1 clasters CL, ....CL; y la
localidad se define en términos de pertenencia a un claster, de manera que los puntos
en el entorno local de cada dato son los que estan en su mismo claster. Los métodos
de estimacion se aplican en cada cluster por separado, de tal manera que el pardmetro
¢ determina el rango de informacion utilizada para computar la dimension intrinseca,
variando desde € = 0, donde cada punto se considera de manera independiente, hasta
¢ — 1, donde se considera la muestra entera.

Muchos de los métodos de dimensién intrinseca que utilizaremos son consistentes,
es decir, es posible computar un valor del parametro € a partir del conjunto de datos
C, de tal manera que la dimension intrinseca converja a la dimension (algebraica)
de V cuando el nimero de puntos m tiende a infinito si el muestreo de los datos
es suficientemente denso. Sin embargo, en el planteamiento de nuestro problema el
nimero de puntos m es fijo, y no hay hipotesis sobre su distribuciéon en V: nuestro
conjunto de datos C casi nunca satisfara las hipotesis necesarias como para obtener
una buena aproximacion a la dimensién de V aplicando los métodos en un valor
apropiado de €, y obtener méas puntos y/o elegir su distribucion no es una opcion.

El método alternativo planteado por [2] para computar un valor de dimension
a partir de un conjunto de datos con las hipotesis de nuestro problema es crear

diagramas de dimension.

Definiciéon 2.2 Sea dim(C, €) la dimension del conjunto de datos C obtenida por un
estimador con parametro €. El diagrama de dimension de C es el grafo de la funcion
(0, 1] = Rsg, € = dim(C, €).

La estrategia que utilizaremos para estimar la dimension de V es graficar los
diagramas de dimension de varios estimadores, y elegir el valor de dimension que sea
mas cercano al dado por la mayoria de indicadores para un rango significativo de
valores del parametro e. En el Capitulo 4 podemos ver la aplicacion de esta estrategia
para estimar la dimension de diferentes variedades.

Para terminar este capitulo, presentaremos brevemente los estimadores que utili-
zaremos en los ejemplos del capitulo 4 y que podemos encontrar en el Capitulo 3.2 de
[2]. Mostraremos unicamente la version afin de los indicadores, que es la que utilizare-
mos en los ejemplos, aunque todos los indicadores tienen una version para variedades

proyectivas con pocas diferencias.

2.2.2. Estimadores de dimension

Definicién 2.3 (ACP No Lineal) El estimador de ACP No Lineal (Nonlinear
PCA, o NPCA; en inglés) se basa en la aproximacion de que V-Sing(V) es aproxi-

madamente igual localmente a su espacio tangente de Zariski en un punto, que es
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una variedad lineal de dimension dim(V). Consiste en realizar una particion de C
en clisters, que en nuestro caso los definimos con el método de «enlace inicos, que
consiste en que los clusters son las componentes conexas en el grafo con conjunto de
vértices C' cuyas aristas son los pares de puntos cuya distancia es menor o igual que
€; realizar en cada clister la estimacion de la dimension lineal con ACP y hacer la
media ponderada de las estimaciones en cada clister, con pesos proporcionales a la

cantidad de datos en cada uno de ellos:

l

1 ) ,
== O |Clldimpea(CY).
S 1Ci] & res

dimpypca(Ce€) :=

Definicion 2.4 (Dimension de Conteo de Cajas) Sitomamos un paralelepipedo
fa=, at] en R™, con vértice inferior a~ = min,, . aec(ai, ..., a,) y vértice superior
at = max(a,, aneclai, ..., a,), donde «miny y «maz» significan el minimo y mdzi-
mo coordenada a coordenada, respectivamente; dividimos cada intervalo R Ja; , a] [ en
R(e) intervalos de igual tamario (que depende de €) y definimos como «cajas» los con-
guntos producto de estos intervalos esperamos que localmente un objeto de dimension
d tenga puntos en R(e)? cajas.

Basdndonos en esta idea, definimos el estimador de Conteo de Cajas (0 BorCoun-

ting, del inglés «Box Countings) como:

| log(u
dlmBoxCounting(C’ 6) = ﬁ7

donde p es el nimero de cajas que contienen algun punto de C.

Definicion 2.5 (Dimension de Correlacion) La idea que subyace detrds de este
estimador es la siguiente. Si C estd uniformemente distribuida en la bola unidad, para
puntos a, b € C, Prob(dist(a,b) < €) = e?™V). Denotando

1
Z(E) = —Sumlgigj§m1<di8t[gn (ai, b]) < E),

(%)
donde 1 es la funcion indicador, esperamos que la distribucion empirica de Z(€) sea
4am(V) - Por lo tanto se podria estimar la Dimension de Correlacion,
log(Z(c))

log(e)

. log(Z(€)) — log(Z(e + h))
dimcorrsum(C; €) = log(€) —log(e +h) '

aprorimadamente €

, aunque un estimador mds practico [2] es:

(que llamamos «CorrSum») como

donde h es la menor distancia entre los valores del pardmetro € para los que compu-

taremos la dimension al hacer el diagrama.
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Definicién 2.6 (Dimensién del Estimador de Maxima Verosimilitud) FEste es-
timador estd basado en el siguiente estimador introducido por Levina y Bickel para

estimar la dimension de una variedad en un punto a* € C :

X ~1
. . 1 €
dimpp(C,e€,a") := (EZZOQT-(CL*)> )
i=1 v

donde k = k(e) es el nimero de puntos de C que estin a distancia menor o igual

que € de a*, que por hipdtesis sigue un proceso de Poisson en el entorno de puntos
{a € C : dist(a,a*) < €}, en el que a tiene una distribucion uniforme; y T;(a*), que
es la distancia dist(a’,a*), donde a' es el i-ésimo punto de C mds cercano a a*. Esta
formula se obtiene resolviendo las ecuaciones de verosimilitud para este proceso de
Poisson.

Para obtener el estimador de mdzima verosimilitud de la dimension de V (Maxi-
mum Likelihood Fstimator, o MLE; en inglés), realizamos una media ponderada de
la dimension de Levina y Bickel en cada punto, asignando a cada punto un peso pro-

porcional a la cantidad de puntos en

C! :={a € C:dist(a,a’) < €}:

1 o A A
dimurp(C,€) = s > |Cildimyp(C e, a').
Zizl ‘ 6’ i=1
Definicion 2.7 (Dimension de Analisis de Varianza) FEste estimador se debe a
Diaz, Quiroz y Velasco, y estd basado, al igual que el anterior, en estimaciones de la
dimension en cada punto a* € C. Denotamos por a', ..., a* a los puntos de C cuya
distancia respecto a a* es menor o igual que €. Llamamos 05 al dngulo entre a' - a*

ya’l - a*, cuya covarianza es:

1 T 2
1<i<j<k

Como se establece en [2], para € pequeno y C una muestra de una variedad re-
gular de dimension d, los dngulos 0;; estan distribuidos aprozimadamente como el
dangulo entre dos puntos elegidos aleatoriamente en una esfera de dimension d-1, cuya

varianza es Bq, donde, para s un nimero natural:

2 S

T 1
s-1=—F— —2 - EEEECE
Prs-1 =7 Z(2‘7+1)2 Y

J=0




FEl estimador de andlisis de varianza, (Analysis of Variance, o ANOVA; en inglés),

en un punto es el valor de d que minimiza la diferencia entre Bq y S:
dimANOVA(puntual) (027 €, CL*) = argmind’ﬁd - S|

y el estimador dimanoyva de la dimension de V se obtiene promediando las di-

mensiones obtenidas en cada punto.
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3. Estimacién de las ecuaciones que definen una va-
riedad.

En este capitulo abordamos el problema de, dado un conjunto de m datos C con-
tenido en una variedad real afin o proyectiva V, encontrar las ecuaciones que definen
dicha variedad, es decir, generadores de I(V) C Rz, ...z,|. Para hallar dichas ecuacio-
nes, presentaremos métodos numéricos que utilizaremos junto con los estimadores de
dimension del capitulo anterior. Estos métodos pueden lidiar con un pequeno «ruido»
en los datos, es decir, si los datos no pertenecen exactamente a V, obtendremos las
ecuaciones de una variedad que ajuste los datos, en el sentido de que casi se anulen
en C.

Para empezar, en el caso de una variedad con una transformacion sencilla a un
subespacio vectorial, el Analisis de Componentes Principales, que utilizamos en el ca-
pitulo anterior para estimar la dimension d de la variedad, proporciona sus ecuaciones
paramétricas: la variedad es el subespacio generado por las d primeras componentes
principales. El paso de ecuaciones paramétricas a implicitas nos da la soluciéon del
problema en este caso.

En el caso de variedades generales, seguiremos la estrategia de [2| consistente en
estudiar ciertos subespacios del ideal de todos los polinomios que se anulan en C,
I(C), que contiene al ideal I(V) que estamos buscando. Si tomamos un subconjunto
finito y linealmente independiente M de polinomios de Rz, ...z, ], y llamamos R, al
espacio vectorial con base M, podemos determinar el subespacio I{C)NR), utilizando

matrices multivariantes de Vandermonde.

Definicion 3.1 Sea M un subconjunto finito ordenado de R[xy, ...x,], y C un conjunto
de m puntos en R"™ (el caso proyectivo se define de manera andloga). Llamamos matriz
multivariante de Vandermonde de M evaluada en C a la matriz Uy (C) de tamaiio
mx [M/] cuyo elemento en la fila i-ésima y columna j-ésima consiste en la evaluacion
del polinomio j-ésimo de M en el punto i-ésimo de C. En particular, denotaremos
la matriz de Vandermonde como U<q(C) si M es el conjunto de monomios de grado

menor o igual que d, y Us(C) si M es el conjunto de monomios de grado d.

Veamos un ejemplo muy sencillo de esta definicion.

Ejemplo 3.2 Sea C= {(—1,0),(1,0),(0,=1)}, y M= {1, z,y, 2% zy,y*}. Entonces,

1 =1 0 100
Usy(C)=Uy(C)=11 1 0 1 0 0
1 0 =100 1
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Trivialmente, el nicleo de la matriz de Vandermonde Uy, (C) es igual al subespacio
I(C)NRys. El calculo de el niicleo de este tipo de matrices es un problema de algebra
lineal numérica en absoluto trivial para el que existen varios algoritmos, y de la
eleccion de un algoritmo adecuado depende parte del éxito que podemos tener en
la estimacién de variedades algebraicas. Para empezar, las matrices de Vandermonde
pueden estar mal acondicionadas, por lo que la solucion de la computacion de su nticleo
puede verse muy distorsionada por la presencia de pequenos errores en los datos de
partida. Por ejemplo en el caso en el que los puntos estén en la recta real (en dimension
1), las matrices de Vandermonde U<4(C) son matrices de Vandermonde univariantes,
y es bien conocido [2| que este tipo de matrices estan muy mal acondicionadas. En
general, para aliviar este problema, priorizaremos en la elecciéon de algoritmo el hecho
de que sea estable y preciso.

Otro aspecto a tener en cuenta para la elecciéon del algoritmo es si es disperso,
es decir, si en general éste proporciona polinomios dispersos (es decir, con varios
coeficientes nulos). Esta propiedad resulta de mucha utilidad en algunos casos, pues
los polinomios dispersos en general son més faciles de interpretar, como veremos en
el ejemplo 4.2.

En general, los métodos mas dispersos resultan ser menos precisos, y viceversa.
Por lo tanto, en [2]| se proponen tres métodos clésicos de algebra lineal numérica, de
manera que tenemos diferentes elecciones posibles, en funcion de si queremos priorizar
la precision o la estabilidad en el calculo. El método mas disperso de los tres consiste
en computar la forma de matriz escalonada reducida (RREF) de Uy (C), pero no
utilizaremos este método en este texto, ya que no tiene garantias de precision, y
algunas pruebas realizadas proporcionan muy malos resultados en presencia de ruido.
En el extremo opuesto, tenemos la descomposicion en valores singulares, utilizada en
el capitulo anterior, que es mucho mas precisa y rapida que la anterior, por lo que
serd el algoritmo que utilizaremos en la mayoria de casos en el capitulo 4, aunque
el resultado de la computaciéon es una base de polinomios ortonormal y por tanto
es un método muy poco disperso. Si la descomposicion en valores singulares de una
matriz de Vandermonde es Uy, (C) = ULA?, donde U y A son matrices con columnas
ortonormales, L es la matriz diagonal de valores singulares y aproximamos a 0 los
k ultimos valores singulares, las k ultimas filas de A son la base de ker(Uy/(C)) que
obtenemos [2].

El tercer método, la descomposicion QR, tiene propiedades intermedias a los ante-
riores, es algo mas lento y menos preciso que la descomposicioén en valores singulares,
pero es algo mas disperso que ésta. Dada una matriz U, su descomposicion QR es
la expresion de U = QR como producto de una matriz ortogonal Q y una matriz

triangular R, y en el capitulo 5 de [2]| se proporciona un algoritmo para calcular esta
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descomposicion y una base de base de ker(Uy/(C)) a partir de esta. Todos los métodos
requieren la especificacion de una tolerancia para determinar el rango (numérico) de
la matriz de Vandermonde. Como veremos en el capitulo 4, los programas que ejecu-
tan estos algoritmos en Julia tienen un valor de tolerancia fijo por defecto, pero en
situaciones en las que hay ruido en los datos elegiremos el valor de la tolerancia de
tal manera que se aproximen a 0 los valores singulares a partir del mayor salto en la
diferencia entre el logaritmo de un valor singular y el logaritmo del siguiente (si esta
diferencia es significativa), con el mismo criterio utilizado en el Capitulo 1.27 para
estimar la dimensién de un subespacio lineal por ACP.

Por 1ltimo, comentamos que segin la discusion del final del capitulo 5 de [2], los
autores del articulo son optimistas respecto a la posibilidad de desarrollar en el futuro
un método numéricamente estable y preciso para computar el nicleo de matrices
multivariantes de Vandermonde, lo que supondria un gran avance en el objetivo de
este texto.

Una vez que hemos visto como podemos calcular los subespacios de la forma
I[(C)NRyy, reflexionemos sobre la informacion que se puede obtener a partir ellos
sobre el ideal I(V).

Por un lado, se tiene [(V)NRy C I(C)NRy,. En consecuencia, si elegimos M de tal
manera que [(V) esté generado por su subespacio I(V)NR)y, el subespacio I(C)NRy,
que obtendremos mediante computacion contendra un sistema de generadores del
ideal que estamos buscando. El Teorema de la base de Hilbert nos asegura que siempre
existen conjuntos M con esta propiedad.

Por otra parte, dado que C C V| la contencion I(V)NRy, C I(C)NRy no tiene
por qué ser una igualdad, aunque de acuerdo con [2], en muchos casos, esta igualdad
se cumple si M estd formado por polinomios de grado bajo. Ademas, la inclusion de
polinomios de grado alto en M puede llevar a la obtenciéon de ecuaciones que supongan
un modelo que sobreajuste los datos y no generalice correctamente.

Desde el punto de vista estadistico, el conjunto de datos de partida es una muestra
de un vector aleatorio, y la variedad algebraica que queremos obtener es un modelo
para el vector aleatorio, es decir, las ecuaciones del modelo deben generalizar: deben
cumplirse para muestras de ese vector aleatorio que no hayan sido utilizadas para
ajustar el modelo (con un error similar al que tienen en el conjunto de datos que
si ha sido utilizado). Para tratar el problema de la generalizacion, una aproxima-
cion frecuente en la literatura de seleccion y evaluacion de modelos [3] es dividir el
conjunto de datos de partida en tres subconjuntos, llamados de entrenamiento, va-
lidaciéon y test, y que suelen constar aproximadamente del 60, 20 y 20 % de datos,
respectivamente. El proceso de seleccion del modelo comienza fijando sus hiperpara-

metros (por ejemplo, en nuestro caso, en el caso afin, el conjunto de polinomios M
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asociado a la matriz de Vandermonde cuyo nicleo vamos a calcular), obteniendo el
respectivo modelo con el conjunto de entrenamiento, y evaluando qué eleccion de los
hiperparametros generaliza mejor con el conjunto de validaciéon. Una vez elegidos los
hiperparametros, opcionalmente se puede obtener el modelo definitivo a partir de los
datos de entrenamiento y validacion. Por dltimo, el modelo se evaltia con el conjunto
de test.

Segun [3], intuitivamente, al realizar diferentes elecciones de los hiperparametros
aumentando sucesivamente la complejidad del modelo, el error de los modelos dismi-
nuye en los conjuntos de entrenamiento y validacion (siendo generalmente un poco
superior en este tltimo), hasta un cierto nivel de complejidad a partir del cual, aumen-
tar la complejidad de los modelos disminuye el error en los datos de entrenamiento,
pero lo aumenta en los de validacion: esta es la situacion de sobreajuste. Si bien el
objetivo de este texto no es el estudio de las propiedades de generalizacion de las va-
riedades estimadas, presentamos un ejemplo sencillo a continuacion de cémo incluir

polinomios de grado alto en el conjunto M puede llevar a situaciones de sobreajuste.

Ejemplo 3.3 Tomamos un conjunto C de 15 puntos en R?, cada uno obtenido como
suma de un punto aleatorio de la circunferencia x*> + y*> = 1 y un pequernio error.

Concretamente, tomamos puntos de la forma:
(z,y) = (cos(t) + el, sin(t) + e2)

donde t sigue una distribucion uniforme en [0, 2n], y el y e2 son los términos de
error, de distribucion uniforme en [-0.05, 0.05].

En la siquiente grifica podemos ver el conjunto de puntos, que hemos dividido alea-
toriamente en un subconjunto E de 11 puntos que usaremos para obtener ecuaciones
(y representamos en color azul), y otro de 4 puntos, que nos servird como conjunto
de test.
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En el ejemplo 4.2 tratamos el problema de estimacion de una variedad algebraica a
partir de un conjunto de datos generado de manera similar, detallando la computacion
de las ecuactones en Julia. En este caso, utilizando una computacion andloga con
descomposicion en valores singulares, calculamos numéricamente una aproximacion
al ker de la matriz de Vandermonde U<y (FE), y obtenemos como inica ecuacion la
elipse:

f =0,519822 4+ 0,0106zy + 0,6340y* — 0,01692 — 0,0286y — 0,5715 = 0,

que podemos ver en la siguiente grdfica.
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Modelo con buena generalizacion

0o

-05

A consecuencia de la aproximacion numérica, la variedad algebraica V(f) obtenida
no contiene exactamente a los puntos, sin embargo, la media del valor absoluto de la
evaluacion de la ecuacion f en los puntos del conjunto de entrenamiento es 0.02521, y
en los puntos del conjunto de test es 0.0516, del mismo orden de magnitud; por lo que
se puede considerar que el modelo generaliza bien y es adecuado, lo cual era previsible
sabiendo que los puntos pertenecen a una circunferencia de ecuacion muy similar o
la de la elipse obtenida salvo por un pequeno error.

Sin embargo, en un caso de aplicacion real en el que no disponemos de esta in-
formacion sobre el mecanismo de generacion de los puntos, podriamos realizar otra
eleccion diferente del conjunto M de polinomios para la matriz de Vandermonde, como
por ejemplo U<1o(E), lo que nos llevaria a la obtencion de, al menos, una ecuacion

que ajusta a los datos de entrenamiento de manera perfecta: g =y - p(x) = 0, donde

p(z) = 11,22573 4 12,687812 — 458,403x% — 83,517412% + 5149,59x* — 67,427382°
—23432,372°% + 1600,5762" + 45369,992° — 3152,173z" — 29398,87x1°,

es el polinomio de interpolacion de Lagrange, que tiene grado 10, en los 11 puntos

del conjunto de entrenamiento. Dados n puntos {(z;,y;)};_, C R? con la primera

coordenada distinta en todos ellos, llamamos polinomio de interpolacion de Lagrange
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al dnico polinomio existente [13] de grado menor o igual que n-1 tal que p(x;) = y;
para todo 1.

En este ejemplo, la exploracion visual de los datos nos lleva a pensar que la re-
lacion entre las variables x e y no es explicita, pero incluso en los casos en los que
st existe una relacion explicita de la variable y como funcion de x, La interpolacion
polinomica por polinomios de grado alto presenta grandes oscilaciones en los extre-
mos del intervalo [min(x;), maz(x;)] en muchos casos, lo que hace que el problema
esté mal acondicionado, es decir, pequenos cambios en los datos producen grandes
cambios en el interpolante. Este problema, llamado Fenomeno de Runge puede ser
evitado tomando puntos cuya distribucion en el intervalo [min(x;), max(x;)] tenga
ciertas propiedades [13], pero en el planteamiento de nuestro problema el conjunto de
datos es fijo, por lo que la interpolacion polindmica por polinomios de grado alto serd
un modelo inadecuado en la gran mayoria de casos. En la siguiente figura podemos

ver el modelo V(g) para los datos de este ejemplo.

Modelo con mala generalizacion

v

0.0

0.5

A pesar de que el ajuste a los datos de entrenamiento es perfecto, ya que g = 0 en
ellos, el modelo no generaliza: la media del valor absoluto de la evaluacion de g en los
puntos del conjunto de test es 24.2722 > 0.0516. Este sencillo ejemplo ilustra por un

lado la necesidad de validar la capacidad de generalizacion de un modelo y por otra
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parte desaconseja la inclusion en M de polinomios de grado alto, especialmente si el

tamano m del conjunto de datos es pequeno.

Ademas del grado de los polinomios, otro aspecto a considerar para la eleccion del
conjunto M es su tamano. Claramente, la elecciéon de un gran niimero de polinomios en
M puede favorecer que obtengamos ecuaciones en I(C)NRy que no estan en I(V)NR,y,.

De hecho, se tiene el siguiente resultado [2].

Proposicién 3.4 Si /M| >m + dim(I(V)O\Ry ), entonces I(V)\Ry C I(C)NRyy.

Demostracion: El hecho de fijar un orden en los polinomios de M, nos permite
identificar Ry con el espacio vectorial RIM|. Por lo tanto, podemos ver la matriz de
Vandermonde Uj;(C) como una matriz asociada a una aplicacion lineal de RIM! a
R™. Por lo tanto

M = dim(ker(Upn (C))) + dim(im(Up (C))

La dimension de la imagen debe ser menor o igual a m, que es la dimension del espacio
de llegada. Si tuvieramos I(V)NRy, = I(C)NRy,, entonces

M — dim(ker(Upy(C))) = M —dim(I(V) N Ry) = dim(im(Up (C)) < m,

lo que nos un resultado equivalente al del enunciado del lema. 0

Dado que en el planteamiento de nuestro problema la cantidad de puntos m es fija,
este resultado nos da una cota (de valor desconocido, ya que desconocemos V) para
la eleccion del namero de elementos de M si queremos que [(V)NRy, = I[(C)NRyy,
que es menor cuanto menor sea el nimero de puntos m para una misma variedad.
Este resultado nos indica que deberiamos evitar en la medida de lo posible elegir M
con un nimero muy grande de polinomios para evitar la obtencién de ecuaciones no
deseadas, especialmente si el nimero de puntos es pequeno.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, en el caso de no disponer de
informacion a priori sobre la variedad V que nos dé una pista sobre qué elecciones
de M pueden ser adecuadas, proponemos el siguiente procedimiento para la busqueda
de ecuaciones de una variedad algebraica V, que debe tomarse como una sugerencia
para enfocar el problema y no como un algoritmo cerrado.

Comenzamos eligiendo aleatoriamente un subconjunto T C C de test que contenga
aproximadamente el 20 % de los datos del conjunto de datos total C. A continuacion,
elegimos un método de validacion, por ejemplo la validacion cruzada de k iteraciones,
que consiste en dividir el 80 % de datos restante aleatoriamente en k grupos, y realizar
k pasos de entrenamiento de modelo y validacién con los mismos hiperparametros,

eligiendo en cada paso uno de los k grupos como conjunto de validaciéon y los k-1
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grupos restantes como conjunto de entrenamiento; y tomar como resultado de valida-
cion de la eleccion de esos hiperparametros la media de los resultados de validacion
en los k pasos. Por ejemplo podriamos utilizar este método con k = 4, de manera
que tendriamos el 60 % de los datos de C de entrenamiento y el 20 % de validaciéon en
cada paso.

Luego, en el caso de que V sea una variedad afin, empezamos la bisqueda de
un hiperparametro adecuado con un conjunto de hiperparametros A vacio, y fijando
el grado d=1 y la eleccion del hiperparametro M igual al conjunto de monomios de
grado menor o igual que d, que se corresponde con la matriz de Vandermonde ge-
neralizada U<4(E), con E un conjunto de entrenamiento. Realizamos el proceso de
validacion cruzada de k=4 iteraciones, donde variamos el conjunto de entrenamiento
E en cada una de las 4 iteraciones, calculamos una base del subespacio ker(U<4(E)),
y calculamos la dimension del ideal generado por esta base. Si en alguna de las 4
iteraciones esta dimension no coincide con la dimensiéon de V indicada por los es-
timadores de dimension del capitulo anterior, descartamos el hiperparametro M; y
en caso contrario, anadimos M al conjunto de hiperparametros A, y calculamos su
valor de validacion cruzada. Ademaés, si a continuacién encontramos algin conjunto
M’ formado por polinomios de grado menor o igual que d tal que el ideal generado
por el subespacio ker(Uyp(E)) C ker(U<4(E)) tenga dimension igual a la de V para
los cuatro conjuntos de entrenamiento E de la validacién cruzada anterior, anadimos
también M’ al conjunto A y calculamos su valor de validacion cruzada.

Después, se itera este proceso, aumentando d en una unidad en cada paso. Ter-
minamos el proceso de busqueda si tras varios pasos aumentando el valor de d los
nuevos hiperparametros nos dan peores resultados en el conjunto de validacion que
algin hiperparametro obtenido en un paso anterior; o si llegamos a un hiperparame-
tro cuya capacidad de generalizacion consideramos adecuada; o bien, si llegamos a un
valor alto de d sin encontrar en ningtin paso un modelo de dimensién correcta que
generalice, en cuyo caso terminamos la btusqueda con el resultado de que el método
no encuentra ninguna variedad generada por polinomios de grado menor o igual que
ese valor maximo. Por iltimo, tomamos como hiperparametro 6éptimo M el que tenga
mejor resultado de validacion cruzada de entre los elementos del conjunto A, calcu-
lamos el modelo definitivo con ese conjunto M y con todos los datos excepto los del
conjunto de test y lo evaluamos en el conjunto de test. En el primer paso (el caso
lineal, d = 1) es posible reemplazar los estimadores de dimension del caso general y
las matrices de Vandermonde por el ACP.

En el caso proyectivo, el proceso es similar, con la diferencia de que buscaremos
generadores homogéneos de grado d para I(V), y por tanto, computaremos el nicleo de

Uy(E) en cada paso. Ademas, I(V) puede estar generado por polinomios homogéneos
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de diferente grado, por lo que en este caso «guardaremos» los polinomios que vayamos
obteniendo en cada paso, incluso si no generan un ideal de la dimension adecuada por
si solos. En este caso, los hiperparametros son sucesiones (M, My, ..., My, ...), donde
M, es un conjunto de polinomios homogéneos de grado d, y solo una cantidad finita
de estos conjuntos son no vacios; y el modelo asociado a un hiperparametro serd el
ideal generado por la union de las bases de ker(Uy,(E)) para todo d.

Concretamente, empezamos la bisqueda de un hiperparametro adecuado con un
conjunto de hiperparametros A vacio, y fijando el grado d=1 y la elecciéon de M, igual
al conjunto de monomios de grado igual a d, que se corresponde con la matriz Uy(E),
con E un conjunto de entrenamiento. Si las ecuaciones obtenidas no generan un ideal
de dimension acorde a la obtenida para V por los estimadores, aumentamos d en una
unidad y anadimos las ecuaciones del grado siguiente. Al igual que en el caso afin, si
llegamos a un hiperparametro (My, Ms, ..., My, ...), donde cada My es igual al con-
junto de monomios de grado igual a d, de tal manera que el modelo resultante tenga
la dimensién adecuada, realizamos la validacion cruzada con este hiperparametro y lo
guardamos en el conjunto A y calculamos su resultado de validacion si la dimensiéon
es la correcta en todos los conjuntos de entrenamiento. Por supuesto, andlogamen-
te al caso anterior, también se pueden elegir hiperparametros de manera que algin
M, esté formado por polinomios homogéneos de grado d que generen un subespacio
contenido en el espacio generado por el conjunto de monomios de grado igual a d.
Después, se itera este proceso, aumentando d en una unidad en cada paso hasta llegar
a otro modelo de dimensiéon adecuada. Por 1ltimo, el criterio para parar la busqueda,
la eleccion del hiperparametro 6ptimo, la computacion del modelo definitivo, y su
evaluacion son los mismos que en el caso afin.

La metodologia anterior tiene la ventaja de que comienza la bisqueda incluyendo
tunicamente en M polinomios de grado bajo, lo que ademaés hace que el tamano de M
sea pequeno en los primeros pasos, por lo que, por los comentarios anteriores acerca
del grado y cantidad de polinomios de M, si existe una variedad de ajuste V generada
por polinomios de grado d bajo, esperamos encontrar una solucion satisfactoria en
pocos pasos, que generalice y que cumpla I(V)NRy, = I[(C)NRy;, con M el conjunto
de monomios de grado menor o igual que d. En otros casos en los que las variedades
algebraicas adecuadas no admitan generadores de grado bajo y/o el nimero de puntos
m sea pequeno, serd mas probable que tengamos que buscar como hiperparametro un
conjunto M’ que no sea el de monomios de grado menor o igual que algtin ntimero.
Creemos que la biisqueda de ecuaciones con algoritmos dispersos en este caso puede
ayudar a buscar este tipo de hiperparametros, por ejemplo llevindonos a buscar un
conjunto M’ que elimine ciertas ecuaciones que aparecen al computar un niicleo de

la forma ker(U<4(C)) porque el resto de ecuaciones correspondan a una variedad
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algebraica conocida, como las que podemos ver en el capitulo 2 de [2|. Por ltimo
comentamos que el estudio de otras propiedades de las variedades algebraicas que se
contempla en este mismo articulo, tales como su grado o componentes irreducibles
puede ser 1til para enriquecer esta metodologia. Dejamos para un trabajo futuro
la aplicaciéon de una metodologia de este tipo, con una evaluacion de los modelos
obtenidos y un analisis de su capacidad de generalizacion.

En el capitulo siguiente mostraremos varios ejemplos de estimacion de variedades
algebraicas a partir de conjuntos de datos, pero con un diseno experimental mas
sencillo: tomaremos un conjunto C de m puntos en una variedad V que admita un
sistema de generadores de grado bajo, a los que en algunos casos anadiremos un
pequeno error, y supondremos que la cantidad de puntos es suficientemente grande
(de un orden de magnitud mayor que la cantidad de puntos del ejemplo de este
capitulo), como para que I(V)NRy = I(C)NRy; si M esta formado por polinomios
de grado bajo. Realizaremos una bisqueda de ecuaciones en ker(U<4(C)) en el caso
afin y ker(Uy(C)) en el caso proyectivo empezando en d=1 y aumentando el grado
d en una unidad en cada paso. Consideraremos que el tnico modelo de grado bajo
que obtendremos es correcto y generaliza bien si, tras un redondeo en los coeficientes,
llegamos a ecuaciones que definan la variedad algebraica V, por lo que prescindiremos
de conjuntos de validacion y test, y centraremos la exposicion de los ejemplos en
la computacién de las ecuaciones con el software utilizado y la concordancia entre
la dimension de V proporcionada por los estimadores del capitulo 2 y la dimension

calculada en Singular a través del ideal I(V) segtn las definiciones del capitulo 1.
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4. Resultados de los experimentos

En este capitulo aplicaremos la metodologia propuesta al final de la seccion 3.2
del capitulo anterior a ejemplos practicos de estimacion de variedades V a partir
de conjuntos de datos que pertenecen a V salvo un pequeno error y discutiremos
los resultados obtenidos. Presentaremos cuatro ejemplos sencillos que centraremos en
diferentes técnicas desarrolladas durante el trabajo.

En el primer ejemplo, V serd un subespacio afin, lo que nos servird como ejemplo
de aplicacion del Anélisis de Componentes Principales utilizando R y para mostrar
la gran estabilidad numérica de su calculo, en presencia de ruido y de datos faltantes.
En el segundo ejemplo, V serda una circunferencia, lo que nos permitird analizar un
ejemplo con un conjunto de datos muy parecido al del Ejemplo 3.3, pero centrandonos
en la computacion de las ecuaciones y la sensibilidad de los coeficientes al ruido en
los datos en Julia en vez de en la generalizacion y sobreajuste de los modelos.

En el tercer ejemplo, la variedad V sera el grupo de matrices de rotacion SO(3).
Este ejemplo estd tomado de [2] y lo desarrollaremos poniendo el enfoque en los
diagramas de dimension que obtendremos en Julia, y en la diferencia que puede existir
entre las ecuaciones estimadas en funcion del algoritmo utilizado para la computaciéon
del ntcleo de las matrices de Vandermonde. Y, por tdltimo, en el cuarto ejemplo, V
serd la «cubica retorcida» («twisted cubicy, en inglés), que es una variedad proyectiva,
vy nos servira para probar la computacion de ecuaciones de V en el caso proyectivo, y
la computacion de la dimension en Singular y la relacion entre el polinomio de Hibert

proyectivo y afin que discutimos en el capitulo 1.

4.1. Subespacio afin

En esta seccion la variedad V a estimar es el subespacio afin de R® de dimension

2, dado en ecuaciones paramétricas, con parametros t y u, por:
(21, T2, 3, x4, T5, ) = (7,—2,0,11,2, —1) + (2,3, —4,0,0,—1) + u(0, —4, 1,1, =5,0).

Realizaremos tres experimentos diferentes con esta variedad, con computaciéon en

lenguaje R.

4.1.1. Datos pertenecientes al subespacio

Tomamos un conjunto C de puntos en V recorriendo con un doble bucle todas las
combinaciones de t y u con t € |-8, 10| N Z, y con u € |-15, 6] N Z. Esto nos da 19
posibilidades para t y 22 para u, y por tanto un conjunto C de

m = 19 x 22 = 418 puntos. Cada uno de estos puntos serd una fila de una matriz
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de tamano 418 x 6. Restando a cada columna de esta matriz su media (es decir,
restando a cada punto el vector de medias, medias=(9.0, 19.0, -8.5, 6.5, 24.5, -2.0)),
obtenemos la matriz de datos centrada X, lista para realizar el Analisis de Compo-
nentes Principales. El objetivo es estimar el subespacio vectorial que contiene a los
datos centrados y trasladarlo después sumando el vector medias.

Para realizar el ACP utilizaremos la funcion pca del paquete pcaMethods [15], la
cual por defecto computa la descomposicion en Valores Singulares si no hay datos

faltantes y computa el algoritmo NIPALS en caso contrario. En este caso, ejecutamos
A < —pca(X,nPcs = 6,seed = NA,threshold = le — 8 mazIterations = 100000).

Las desviaciones estandar (SD) asociadas a cada componente principal se obtienen

ejecutando sDev(A). En la siguiente figura podemos ver su logaritmo en base 10.

SD recogida por cada componente principal
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Mdmero de componente principal

Vemos que las cuatro ultimas desviaciones estandar son casi nulas, salvo por un
pequenisimo error de redondeo, ya que los puntos pertenecen realmente a V. Por tanto
la dimensién estimada es 2, y las dos primeras componentes principales las obtenemos
como:

pcl < — loadings(A)], 1]
pc2 < — loadings(A)], 2],
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de tal manera que

(0,109491 0,670357 —0,345513 — 0,126530 0,632650 — 0,054746)
(—0,392881 —0,133187 0,671729 —0,114033 0,570168 0,196440).

pcl

pc2

Computando la descomposicion QR de la matriz cuyas filas son las dos primeras
componentes principales y los dos vectores que generan el subespacio vectorial aso-
ciado a V, obtenemos que la matriz tiene rango 2, por lo que este ultimo es igual al
subespacio generado por las dos primeras componentes principales. Ademas, el vector
cuyas componentes son las medias de cada columna de la matriz de datos de partida

es
medias = (7 —2 0 11 2 —1)4+1(2 3 =4 0 0 —1)—450 —4 1 1 —5 0),

por lo que el subespacio afin que hemos estimado, igual a (9,0 19,0 -8,5 6,5 24,5 -2,0)

més el subespacio vectorial generado por pcl y pc2 es exactamente V.

4.1.2. Datos con ruido

En una segunda prueba, tomamos el conjunto de puntos de la seccion anterior
y le anadimos a cada punto en cada coordenada un ruido aleatorio generado por
una distribucién normal de media 0 y desviacion estandar 2, es decir, el conjunto de

m=418 puntos de este experimento esté formado por los puntos de la forma:
(7,-2,0,11,2,—1) + t(2,3,—4,0,0, —1) + u(0, —4, 1,1, —5,0) + ruido,

con ruido = rnorm(n=6, mean=0, sd=2), y t y u tomando los mismos valores que en
el apartado anterior.

Repitiendo exactamente los mismos comandos de R para realizar el ACP (con
descomposicion en valores singulares), en este caso el resultado es que las desviacio-
nes estandar asociadas a cada componente principal son las que podemos ver en la

siguiente grafica:
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Si bien en este caso, el ruido hace que aparezca una variacion en las tltimas cuatro
componentes principales que es mucho mayor que en el ejemplo anterior, siguiendo el
criterio de estimacion de la dimension en el caso lineal del Capitulo 3.1, estimamos
que la dimension de V es 2 porque el mayor salto entre el logaritmo de la desviacion
estandar de una componente principal y el logaritmo de la siguiente se da entre la
segunda y tercera componentes principales. Las dos primeras componentes principales
explican el 90.25 % de la desviacion estandar.

Las dos primeras componentes principales que generan el subespacio vectorial

estimado son:

(0,108337 0,671264 —0,344593 — 0,125054 0,632711 — 0,054420)
(—0,396646 — 0,128607 0,674107 — 0,108328 0,566969 0,196271).

pcl

pc2

por lo que vemos un ejemplo de que el ACP con descomposicion en valores singu-
lares es muy estable frente a la presencia de errores: los coeficientes de los vectores de

las dos primeras componentes principales son casi iguales a los del ejemplo anterior.

20



4.1.3. Datos con informacion faltante

En una tdltima prueba, tomamos el conjunto C de puntos de V de la seccion 4.1.1
y suprimimos el valor de algunas de las coordenadas de algunos de los datos para
dar un ejemplo de cémo se comporta el algoritmo NIPALS con un conjunto de datos
con informacion incompleta. Para ello, programamos una funcion auxiliar llamada
vaciado(matriz, porcentaje, mincol, minfila), que realiza un vaciado aleatorio de una
matriz, reemplazando el valor del porcentaje de elementos especificado de la misma
por NA (no disponible), y dejando siempre unos porcentajes minimos mincol y minfila
de elementos disponibles en cada columna y en cada fila, respectivamente. Estos dos
ultimos porcentajes sirven para evitar que el vaciado aleatorio de la matriz de datos
X elimine la mayoria de las coordenadas de algin punto, o los valores de una variable
en la mayoria de puntos, ya que en un proceso de anéalisis de datos real recomendamos
eliminar las filas o columnas que estén practicamente vacias como paso previo a la
realizacion del ACP por considerar que no proporcionan mucha informaciéon y porque
su eliminacion reduce el porcentaje de datos a estimar, haciendo mas fiable el anélisis
del resto de datos.

En este caso, realizamos el vaciado de la matriz de datos X del 15% de sus ele-
mentos, dejando el 50 % de elementos como minimo en cada fila y en cada columna.

Ejecutamos
X < —wvaciado(matriz = X, porcentaje = 15, mincol = 50, min fila = 50),
y realizamos el ACP de la matriz resultante ejecutando

A < —pca(X,nPcs = 6, seed = NA,threshold = 1le — 8 mazIterations = 100000).

Como la matriz de entrada tiene datos faltantes, la funciéon pca utiliza el algoritmo
NIPALS. Las desviaciones estandar obtenidas asociadas a cada componente principal

son:
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Vemos que la dimensién estimada para V es 2, como en los casos anteriores y
las dos primeras componentes principales, que recogen un 79.65% de la desviacion

estandar, son

pcl = (0,102518 0,681943 —0,342764 —0,117361 0,624839 — 0,052529)
pc2 = (0,375962 0,142010 — 0,694398 0,104003 — 0,554987 — 0,193570).

por lo que vemos que el algoritmo NIPALS proporciona una buena estimacion
al subespacio de partida V con un porcentaje moderado de datos faltantes (15 %).
Aunque no presentamos mas resultados en esta seccion, comentamos que incluso en
experimentos en los que se parte de un conjunto de datos del subespacio, se anade
un ruido del orden de magnitud del anadido en la seccion 4.1.2, y posteriormente se
suprime un porcentaje de elementos similar al suprimido en esta seccion, la aplicacion

del ACP nos da como resultado dimensién 2 y una estimacion razonable de V.

4.2. Circunferencia

En esta seccion la variedad V a estimar es la circunferencia en R? de ecuacion f

—x? + y2 -1 = 0. De forma similar al ejemplo 3.3, tomamos un conjunto C de 100

52



puntos en la circunferencia V(f) con un error, de la forma:
(z,y) = (cos(t) + el, sin(t) + €2)

donde t sigue una distribucion uniforme en [0, 27|, y el y €2 son los términos de error,
de distribucion uniforme en [-0.1, 0.1].

Este sencillo ejemplo servird para presentar con detalle la computacion en Julia
que utilizaremos en el caso de estimacion de variedades algebraicas en el caso general,
utilizando el paquete LearningAlgebraicVarieties desarrollado por los autores del ar-
ticulo [2]. Comenzaremos afiadiendo los siguientes paquetes al iniciar sesién en Julia

si no los hemos anadido previamente:

import Pkg
Pkg.clone("https://github.com/PBrdng/LearningAlgebraic Varieties.git")
Pkg.add("Distributions")

Pkg.add("JLD")

Pkg.add("JLD2")

Pkg.add("WebIO")

Pkg.build("WebIO")

Después de importar la funcion Pkg, hemos descargado los paquetes LearningAl-
gebraicVarieties, que contiene la mayoria de funciones que utilizaremos, como las de
estimacion de la dimensiéon o busqueda de ecuaciones. El paquete Distributions nos
servird para poder tomar puntos de distribuciones como la uniforme, normal, etc, que
usaremos para obtener conjuntos de datos, y los demés paquetes nos serviran para
cargar datos y comunicarnos con paginas web. A continuacién, cargamos los paquetes
que hemos anadido (cada vez que iniciemos una sesion nueva en Julia), ademéas de
otros paquetes auxiliares para manejar datos, o paquetes con funciones de algebra

lineal.

using LearningAlgebraicVarieties
using Distributions

import JLD: load

using LinearAlgebra

using WebIO

import HI'TP

using HT'TP: HTTP

using DelimitedFiles
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Tras estos pasos previos, comenzaremos el estudio del ejemplo de esta seccion
generando los datos de la circunferencia en la matriz circunferencia datos, a partir
de dos distribuciones uniformes t unif y ruido unif para el parametro t y el ruido,

CcOomao:

t_unif = Uniform(0, 2*pi)

ruido_ unif = Uniform(-0.1, 0.1)

circunferencia_ datos — zeros(Float64, 2, 100)

parametrizacion_ circ=rand(t_ unif,100)

circunferencia_datos|1,:] = cos.(parametrizacion _circ).+rand(ruido unif,100)

circunferencia_datos|2,:] = sin.(parametrizacion circ).+rand(ruido_unif,100)

Para comenzar el anélisis, realizamos los diagramas de dimensioén de los puntos,
que presentamos en el capitulo 2.2, con el comando:

DimensionDiagrams(circunferencia_datos, false)

El parametro false indica que la variedad es afin, y serfa igual a true si buscdramos

una variedad proyectiva. Obtenemos los siguientes diagramas:

— COrrSum
2 T

-—"‘"-\/' BoxCounting
NPCA
MLE
15 — ANOVA
N vV
o N A\
\/\J' v
0.5
O.
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Por un lado, vemos que los métodos de Conteo de Cajas y Dimension de Corre-
lacion sobrestiman para todo € el verdadero valor de la dimension de V, que es 1 y
por otro lado, vemos que los diagramas presentan su zona mas estable entre apro-
ximadamente los valores ¢ = 0.2 y 0.6, donde la estimaciéon de la dimensiéon de los
tres métodos restantes tiene el 1 como valor entero mas cercano, luego el criterio de
votacion de la mayoria que establecimos en el Capitulo 2.2 podemos afirmar que los
diagramas estiman correctamente que la dimension de V es igual a 1.

El siguiente paso es la btusqueda de las ecuaciones que se anulan en V. Para

ello utilizamos la funcién MultivariateVandermondeMatrix(datos, d, proyectivo), que
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calcula la matriz de Vandermonde multivariante U<4(C) si proyectivo = false, y la
matriz Uy(C) si proyectivo = true, donde datos es la matriz cuyas columnas son los
elementos de C (es la matriz traspuesta de la matriz X de datos de , segin la definimos
en el Capitulo 2.1). Empezamos por la busqueda de ecuaciones lineales, de grado d=1,

con descomposicion en valores singulares, escribiendo

M = MultivariateVandermondeMatrix (circunferencia_ datos, 1, false)
valores — svdvals(M.Vandermonde)

logvalores = logl0.(valores),

donde la funcion sdvals calcula los valores singulares, que en este caso son: 10.03,
7.29 y 6.74, por lo que la diferencia entre sus logaritmos no es significativa, y llegamos
a la conclusion de que no hay ecuaciones lineales que se anulen en los datos. Alter-
nativamente, aplicar ACP a la matriz de datos de C (circunferencia_ datos’) no nos
proporciona ninguna ecuacion.

Como el analisis lineal no nos ha proporcionado ningtin modelo, pasamos a buscar
polinomios de grado d=2. Ejecutando los comandos anteriores pero cambiando el valor
de d de 1 a 2, obtenemos los logaritmos de los valores singulares (variable logvalores)

que podemos ver en la siguiente figura.

Valores singulares (d=2)

10

08
|

Logivalor singular)
04

0.0
I

-0.2

MNumero de valor singular
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Vemos que el mayor salto en estos logaritmos se produce entre el pentltimo y
el tultimo, y es significativo, por lo que elegimos una tolerancia que aproxime a 0

unicamente al ultimo valor singular, por ejemplo:
tol=(valores|5]+valores|6]) /2.

A partir de esta tolerancia y la matriz de Vandermonde multivariante M, podemos
calcular las ecuaciones que son base del ker de esta matriz con la funcion

f = FindEquations(M, :with svd, tol),

en la que el segundo argumento es el método utilizado, en este caso la descompo-
sicibn en valores singulares. Para utilizar los métodos de factorizacion QR y RREF
se puede hacer este argumento igual a :with _qr y :with _rref, respectivamente.

La ecuaciéon obtenida con este método es
f= —0,998330x2 + 0,019868zy — 0,995072y2 — 0,0011172 4+ 0,016028y + 1,0 = 0,

que es una elipse muy parecida a la circunferencia original V, que dibujamos en color
rojo en la siguiente grafica. Como un redondeo en los coeficientes de f nos da la
ecuacion de la circunferencia de partida, concluimos que la ecuacién encontrada es un

buen modelo para los datos.

10

05

-0.5

-10
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4.3. Grupo de rotaciones SO(3)

En el siguiente ejemplo (|2], Ejemplo 7.1) la variedad V a estimar es el grupo SO(3)

de las matrices de rotacion en 3 dimensiones, es decir las matrices R de tamatno 3 x

3 con determinante igual a 1 y ortogonales. Si llamamos a las entradas de la matriz:

Tr1 T2 I3
R=1|xy x5 x|,

X7 Tg Tg

V=50(3) es una variedad en R? definida por las ecuaciones:

S
2
fs
fa
fs
Je
fz
fe
fo
f 10

2 2 2 .

xi +xk +ag— 1
—x?—xé—xé—i—l;

Ty * T4 + To *x Ts + T3 * Tg;
Ty * T7 + To * Tg + T3 * Tg;
Ty * Ty + Ty * Tg + Tg * Tog;
I1*$2+ZE4*$5+1’7*$8;
T % Ty + Ty * Tg + Ty * Tg;
To * T3 + Ty * Tg + Tg * Tg;

det(R) — 1.

Las primeras 9 cuadricas indican que R es ortonormal, y la tltima ecuaciéon es

una cubica. El ideal T generado por estos 10 polinomios es primo [2] y contiene 20

cuadricas linealmente independientes que lo generan.

El conjunto C de puntos a estudiar en este ejemplo consta de m = 887 puntos en

V = SO(3) y esta disponible en el paquete LearningAlgebraicVarieties. Para empezar,

lo descargamos y lo guardamos en la variable SO3 _datos ejecutando

s = string(Pkg.dir("LearningAlgebraicVarieties"),"datasets.jld2")

datasets=load(s)

SO3_datos = datasets|"data"|["SO(3)"].

Como en el ejemplo anterior, comenzamos ejecutando

DimensionDiagrams(SO3 _datos, false),

o7



lo que nos proporciona los siguientes diagramas de dimension, que estiman correc-
tamente la dimension de la variedad que estamos estudiando, que es igual a 3, con un
gran acuerdo en todos los estimadores en valores de € entre 0.2 y 0.4, con la excepcion
del estimador de Conteo de Cajas, que subestima la dimension ligeramente en ese

intervalo.

— COITSUM
8 BoxCounting
NPCA
7 MLE

— ANOVA

P
\_J'\E,‘

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

A continuacién buscamos ecuaciones que se anulen en C. Al igual que en el ejemplo
anterior, la bisqueda de ecuaciones lineales no nos proporciona ningun resultado, por
lo que buscamos ecuaciones de grado d=2. En esta ocasiéon utilizamos la funcion
FindEquations con diferentes argumentos a los empleados en el ejemplo anterior. En
este caso no estamos interesados en el ruido (los datos de C pertenecen a V salvo
error de redondeo), por lo que dejamos la tolerancia que viene por defecto, y damos
como entrada a la funcién la matriz de datos SO3_datos en vez de una matriz de
Vandermonde multivariante. Si utilizamos descomposicion en valores singulares, con

el comando
f = FindEquations(SO3_datos, :with svd, 2, false),

el resultado son 20 cuédricas linealmente independientes, pero muy dispersas, y por
tanto dificiles de interpretar, como la que presentamos a continuaciéon (con redondeo

a 3 decimales).

f1 = (0,053) % 22 + (—0,002) * 21 * 25 + (—0,014) x 21 * x3 + (0,018) * 21 * 14+
+(—0,085) % x1 * x5 + (—0,023) * z1 * x5 + (—0,032) * x1 * x7 + (—0,035) * 1 * x5+
+(—0,306) * T3 * xg + (—0,040) * 23 + (—0,016) * z9 * x5 + (0,085) * 25 * T4+
+(0,018) * 9 * x5 + (—0,004) * 29 * xg + (0,034) * x9 * 7 + (—0,032) * 9 * x5+
+(—0,014) * 29 * 29 + (0,042) * 23 + (0,023) * 3 * x4 + (0,004) * 3 * x5+
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+(0,018) * x3 * 26 + (0,306) * z3 * x7 + (0,014) * x5 * x5 + (—0,032) * x3 * xo+
+(0,285) * 3 + (—0,002) * x4 * x5 + (—0,014) * 24 * x5 + (0,014) * 24 * 27+

+(0,018) * x4 * 28 + (0,020) * x4 * T9 + (0,192) x 22 + (—0,017) * x5 * 16+

+(—0,018) * x5 * T7 + (0,014) * x5 * x5 + (0,371) * x5 * T9 + (0,274) * T2+

—0,020) * zg * x7 + (—0,371) * 26 * x5 + (0,014) * 26 * T9 + (0,016) * 22+
+(—0,002) * z7 * x5 + (—0,014) % 7 * 19 + (—0,078) * 22 + (—0,017) * x5 * To+
+(0,005) x 22 + (—0,371) * 21 + (0,020) * 25 + (—0,018) * x5 + (—0,014) * 24+
+(0,306) % 5 + (—0,035) # 6 + (0,004) % 7 + (—0,023) # 5 + (0,085) * g + (—0,250).

_l_

(
(
(
(
(
(
(
(

Sin embargo, si realizamos la btisqueda de ecuaciones con el algoritmo de descom-

posicion QR, y redondeamos los polinomios obtenidos,

f = FindEquations(SO3 _datos, :with _qr, 2, false)
round.(f),

el resultado son las siguientes 20 cuadricas dispersas:
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fi = wixxy+ 1o % TH + T3 * T4

fo = X1 %x74 X9 % T8 + T3 * Xy,
fs = —af—ah—af ol + a3+ ag;
fi = wmyxx7+ T5% T8+ T * Ty
fs = —a5— a3+ a]+ a3

fo = x1xTo+ Ty * 15+ 27 * Tg;
fr = wmixx3+ 14 % T+ T * Ty,
fs = —af— a3+ ai+ a3

fo = xaxT3+ T5* 16 + T8 * Ty;
fio = a3 —af— a3+ ap;

fi1 = —x5%x9+ 16 % T8+ T1;
Jfi2 = 4% 39 — X6 * T7 + To;
fizs = —x4*xx8+ 5% 7 + T3]
Jia = Tk g — T3 ¥ Ty + Ty
fis = —x1*x9+ 13 %7+ T;
fi6 = T1*% X8 — To* X7 + Tg;
fir = —xoxxg+ x3% 15+ 17
fis = 1% X6 — 3% Ty + Tg;
flo = —xy* x5+ 29 % x4 + To;
f20 = —LC% — .CL’% — fL’g + 1.

En este caso, es sencillo ver que estas cuadricas se corresponden con las 20 cuéa-
dricas del ideal I. Por ejemplo, la combinacion f3 — foy indica que la segunda fila de
la matriz R tiene norma 1. Con un cambio de base sencillo (con operaciones similares
a la anterior), llegamos a una base de 20 cuadricas [2] que contiene a las 9 cuddricas
correspondientes a la ortonormalidad de filas y columnas, otras dos cuadricas de la
diagonal de R'R - Ids, vy 9 cuadricas que expresan la regla de la mano derecha para
la orientacién, como por ejemplo x5 * rg — Tg * Tg — T7.

Por altimo comentamos por un lado que la computacion en Singular con la técnica
que veremos en el apartado siguiente confirma que el ideal asociado a esta variedad
tiene dimension 3; y por otra parte que, a pesar de que la descomposicion QR es
menos precisa que la descomposicion en valores singulares, hemos realizado un ejem-
plo anadiendo al conjunto de datos descargado un error que sigue una distribucion

uniforme en [-0.01, 0.01], y con una tolerancia obtenida a partir de los logaritmos
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de los valores singulares de la respectiva matriz de Vandermonde, (al igual que en
el apartado anterior), la descomposicion QR nos da como resultado las mismas 20

cuadricas, después de un redondeo en los coeficientes.

4.4. Cuabica alabeada

Como tltimo ejemplo, tomamos un conjunto C de m = 201 puntos pertenecientes
a la «Ciubica alabeada proyectiva» V = V(<3 — 1123, 1179 — X320, 12 — 270> ), que
presentamos en el dltimo ejemplo del Capitulo 1. Tomamos los puntos en la carta
afin V N {zy = 1}, que es la «Cubica alabeaday (afin) V(zy — 2%, x5 — 23) C R?, que
tiene trivialmente la parametrizacion (z1,zo, r3) = (t, t?, t3). Generamos los puntos

tomando valores del parametro t enteros entre -100 y 100, de la siguiente manera:

t = [-100:100][1]

twisted _datos=zeros(Float64, 4, 2*n-+1)
twisted _datos|1,:]=twisted datos|1,:].+1
twisted _datos|2,:]=t

twisted _datos|3,:]=t.” 2

twisted _datos[4,:]=t.” 3

Empezamos el estudio del conjunto de datos con la estimacion de la dimension. No
ha sido posible computar la dimensiéon con los estimadores de dimensién proyectiva
con este conjunto, debido a un error en una de las funciones internas del paquete
LearningAlgebraicVarieties, sin embargo, si es posible realizar los diagramas de di-
mension (afin) de la «Cibica alabeada» afin, utilizando todas las filas en menos la
primera, que se corresponde con la variable x, es decir, ejecutando,

DimensionDiagrams(twisted datos|2:4,:], false),

lo que nos da los siguientes diagramas, que vemos que muestran bastante dispari-
dad entre los indicadores. EI ACP no lineal sobrestima la dimension y el Conteo de
cajas la subestima, para todo e. Aln asi, los valores de € para los que mas indicadores
estan proximos son los de un entorno pequeno de € = 0.2, donde el entero mas cercano

en los tres estimadores restantes es 1, que es el valor de la dimension real.
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Sabemos que la dimension de la «Cubica alabeada» afin es realmente 1 porque la
calculamos en el iltimo ejemplo del capitulo 1, pero también la podemos calcular en

Singular con los comandos:

ring r=0,(x_1,x 2.x_3),dp;
ideali=x 2-x 1"2x 3x 1"3;
dim(groebner(i));

donde para utilizar la funcion dim tenemos que especificar como entrada una
base de Groebner del ideal i. O equivalentemente, como adelantabamos en el mismo
ejemplo del Capitulo 1, podemos calcularla como el grado del polinomio de Hilbert
proyectivo (con la funcion hilbPoly) del ideal i homogeneizado, que resulta ser 3t +
1, con lo que vemos ademés que la dimensién de la «Ciibica alabeada proyectivay V
también es 1:

LIB "poly.lib";

ring r=0,(x_0,x_1x 2x 3).dp;

ideal i=x_2-x 1"2x 3x_ 1"3;

ideal j=groebner(i);

hilbPoly(homog(j,x_0))s.

Una vez que hemos estimado correctamente la dimension de V, busquemos sus
ecuaciones a partir de los datos. Como en el ejemplo 4.2, utilizamos descomposicion
en valores singulares, con una tolerancia obtenida a partir de los valores singulares,
de manera que aproximamos a 0 los Gltimos valores singulares después de un salto
significativo en el valor de sus logaritmos. En este caso buscamos un ideal homogéneo,

luego fijamos la entrada proyectivo = true, y ejecutamos:
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M = MultivariateVandermondeMatrix (twisted _datos, 2, true)
valores = svdvals(M.Vandermonde)

logvalores = logl0.(valores)

diferencia=zeros(Float64, (length(logvalores)-1))

for i in [1:(length(logvalores)-1)||1]
diferenciali|=logvalores|i]-logvalores|i+1]

end

indice=findmax(diferencia)|2]
tol=(valores|indice|+valores|indice+1]) /2

f = FindEquations(M, :with svd, tol)

El resultado guardado en la variable f son las tres ecuaciones f1, 2 y f3 que vemos
a continuacién, cuyos coeficientes hemos redondeado a tres decimales y las hemos
exportado a Singular para estudiar el ideal i que generan. Comenzamos por calcular

su polinomio de Hilbert proyectivo:

ring r=(real,15),(x_1,x 2,x 3;x 4),dp;

poly f1 = (0.707)*x_2*x 4+4(-0.707)*x 3" 2;

poly f2 =

(-0.643)*x_1*x_3+(0.293)*x_1*x_4+4(0.643)*x_ 2" 2-+(-0.293)*x_ 2*x_ 3;
poly 3 =

(0.293)%x_1*x_3+(0.643)*x_1*x_4+(-0.293)*x_2" 2+ (-0.643)*x_2*x_3;
ideal i = f1,2,13;

ideal j=groebner(i);

hilbPoly(j);

El resultado es 3t + 1, por lo que el modelo generado por estas tres ecuaciones
tiene la misma funcion de Hilbert proyectiva que V (y por tanto la misma dimension).
Calculando una base de groebner de j con

groebner(j);

obtenemos la misma base para el ideal que utilizamos para definir la «Cubica
alabeada proyectiva» V, 13 — 1123, 179 — T3T0, T2 — ToZ (salvo un cambio de nombre

en las variables), por lo que hemos tenido éxito en la estimacion de V.
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