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Resumen

En este trabajo de fin de master se presenta un pequeno estudio de los agujeros negros en el
formalismo Palatini, centrandonos en las soluciones de curvatura constante, aunque algunos
resultados son mas generales. En la primera seccién se realiza una introduccion acerca de la
motivacion para esta teoria alternativa de la gravedad, asi como una derivacién de los resul-
tados esenciales de este principio variacional. En la segunda seccién se estudian la validez
del teorema de Birkhoff en este formalismo, ademés de encontrar la expresion general de la
métrica de un agujero negro de curvatura constante. Finalmente, en la ultima seccién, se
estudia la termodinamica de los agujeros negros, calculandose la temperatura y la entropia
de los mismos por dos métodos distintos.

Abstract

In this master thesis a brief study of black holes in the Palatini formalism is presented,
focusing on constant curvature solutions, although some results are more general. In the
first section, an introduction about the motivation for this alternative theories of gravity
its made, as well as a derivation for the key results of this variational prinicple. In the
second section validity of Birkhoft’s theorem in this formalism is studied and also the general
expression for the metric of a constant curvature black hole. Finally, in the last section, black
hole thermodynamics is studied, calculating the temperature and entropy by two different
approaches.
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1. Teorias f(R) en el formalismo Palatini

1.1. Motivacién de las teorias f(R)

La Teoria de la Relatividad General presenta una serie de problemas tedrico-practicos encap-
sulados en la accién de Hilbert-Einstein. Por ejemplo, desde una 6ptica puramente tedrica,
la accién no es renormalizable, lo que imposibilita la construccion tradicional de una teoria
cuantica de campos. Es en el ambito experimental donde se encuentran los problemas mas
acuciantes: la materia ordinaria (bariénica) tan sélo representa el 4% de la composicién
del universo observable. El 76 % de la misma corresponde a la energia oscura, una forma
de energia desconocida que se cree responsable de la expansion acelerada del universo. El
modelo actual que se ajusta mas al conjunto de datos observados se conoce como ACDM
(A-Cold Dark Matter). La naturaleza de este modelo puede considerarse, en ciertos aspectos,
como ad-hoc debido a su incierta motivacién tedrica [1]. Los problemas de ACDM justifican
la buisqueda de modelos alternativos que permitan reproducir la evoluciéon del universo sobre
bases més solidas.

Una de las alternativas para resolver estos problemas se enfoca en modificar la acciéon gravita-
toria, sustituyendo el escalar de curvatura R por una funcién arbitraria f(R) del mismo. Este
tipo de teorias de la gravitacion son capaces de reproducir distintos modelos cosmoldgicos
como por ejemplo ACDM, ademéds de satisfacer los tests del Sistema Solar [2]. La gravedad
f(R) tiene la ventaja ontolégica de no requerir entidades “exdticas” (como la materia oscu-
ra), satisfaciendo asi la navaja de Ockham. Las teorias f(R) se desarrollan principalmente
en dos marcos': el formalismo métrico y el formalismo Palatini. En este tltimo el escalar
de curvatura R se construye a partir de una conexion a priori independiente de la métrica.
La justificacién para esto descansa en que, formalmente, conexion y métrica son dos enti-
dades geométricas independientes [3]. La métrica especifica cémo medir distancias mientras
que la conexién determina cudles son las autoparalelas. Este tipo de geometrias aparecen en
otros areas de la fisica, como por ejemplo en sistemas de materia condensada con defectos
microscopicos [4]. Un estudio extensivo de este tipo de teorfas puede ser encontrado en [3].

1.2. Introduccion al formalismo Palatini

Se considera la accién
1
5= 5 [ doVIl7 (R) + 5™ (g ) (1)

donde la accion correspondiente a la materia tan sélo depende del tensor métrico y del pro-
pio campo de materia. Es decir, se asume independencia de la conexién. El procedimiento
cosnsite en aplicar el principio variacional de Palatini, esto es, realizar variaciones respecto
de los dos grados de libertad de la teoria (conexién y métrica) obteniendo asi dos ecuaciones
del movimiento. En primer lugar

IExiste ademds una tercera variante conocida como formalismo métrico-afin, en el cudl la accién de la
materia también depende de una conexién independiente.
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5S 1
50 = 3 | 4o [F RIVIgl+ VIglof (R)] + 35 (gus, ) = 0 @)
Teniendo en cuenta que
T, — 2 5(V |g|£(m)>
ab — @
Vgl 09®
5/19] = 5V19lg"6gas = ——\/ 19190609 (4)

5f (R) 6R.
OR odgab

6f (R) =
se obtiene inmediatamente la ecuacién de movimiento
1
fr(R)Rap (T') — §f (R) gab = &°Tap (6)

donde el subindice R indica diferenciaciéon con respecto del escalar de curvatura. La segunda
ecuacion del movimiento se obtiene realizando variaciones con respecto de la conexion I' = I',

605 1
S = o [ daVIaldi () = 5 [ oIl (R) 9 6Rw =0 @

La variacién del tensor de Ricci se puede escribir como

6Rap = VLT, — V6T, (8)

donde empleamos el superindice I' para indicar que se trata de una derivada covariante a
priori no compatible con g.,. Con esto, es posible escribir

(;IS“ /d /19| fr (R) g™ 6Rap = /d4$\/EfR (R) (9"°V5oTg, — g™Vl )
_ / a'o{VE (VIglB°) = 014, |95 (Viglfr (R) g™) = 559F (Viglf= (R) g™ ) |} (9)

siendo

= fr (R) [¢"0T, — goL5] (10)

Ahora bien, en B¢ tan s6lo hay dependencia en las variaciones de la conexién (y no en las
variaciones de sus derivadas). Por tanto, al ser V1 ( | g|BC> una derivada total se puede eli-

minar este término de contorno imponiendo las condiciones de Dirichlet habituales (6" = 0
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en la frontera), obteniendo entonces la ecuacién
Vi (VIglf (R)g™) = 0%9" (VIglfr (R) g™ ) =0 (11)
Se toma la traza de esta ecuacion a = d para encontrar
V! (VIglfr (R) ) =0 (12)
con lo cual la ecuacién (11) se simplifica a

Vi (Viglf= (R)g™) =0 (13)

En el caso de la Relatividad General fr (R) =1y por consiguiente la ecuacién (13) se con-
vierte en la ecuacién de compatibilidad de la métrica g4, siendo I' por tanto la conexién de
Levi-Civita.

La ecuacién V} <\/ lg]fr (R) g“b) = 0 indica la existencia de una métrica auxiliar h®® =

fr (R) g® tal que la derivada covariante V! es compatible con ella, o sea V}, (\/ ]h|h“b> = 0.
Esto significa que las componentes de la conexién I'¢, son los simbolos de Christoffel de hgy,.

1.3. Equivalencia con las teorias Brans-Dicke

Tanto en el formalismo métrico como en el formalismo Palatini, las diferentes teorias f(R)
pueden ser representadas como una teorfa de tipo Brans-Dicke con un potencial (bien enten-
dida la equivalencia como una identidad entre las ecuaciones del movimiento de la teorfa).
Esto tiene ciertas ventajas dado que las teorias Brans-Dicke llevan siendo estudiadas desde
los anos sesenta, lo que nos posibilita emplear resultados ya conocidos para el estudio de las
teorias Palatini.

Para acometer esta tarea, se introduce el campo ¢ y la accion

B 1
- 2K2

S d'z /19 [f (C) + fr (Q) (R = O] + 5" (gap, ) (14)

La variacion de (14) respecto del campo ¢ es
frr (Q) (R—=¢) =0 (15)

Por consiguiente, la accién (14) es equivalente a (1) siempre que se verifique frr ({) # 0
(dado que ¢ = R). Esto parece garantizado, puesto que para que la teoria sea estable se
requiere frg (¢) > 0 [5]. Realizando las siguientes redefiniciones

o=Ffr(C)  VI($)=C¢o—f(Q) (16)

4
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se obtiene

5= oy [ devIaTOR ~V (0)] + 5 (g, 0) (17)

Al expresar R en funcién de R la accién se escribe como (sin tener en cuenta los términos de
frontera propios de las teorfas escalar tensor)

=53 / d'z+/|g]| {¢R+ 55 0n00" - V<¢>]+S<m> (G, 1) (18)

Queda comprobar que las ecuaciones del movimiento de (1) y de (18) son equivalentes. En
efecto, al realizar variaciones con respecto del tensor métrico se obtiene

K2 3

Gy = " (v V16— S0aV OV ¢) Y ow  (19)

(Vavb¢ - |:lgbgab) - 2¢

¢ 202 ¢

que coincide con la ecuacién del movimiento (6) tras expresar R,b en funcién de R, (se verd
a continuacién) y haber sustituido ¢ = fr y V = (¢ — f. Por otro lado, la variacién respecto
del campo escalar ¢ es

d
O¢ = % (R ‘;) + d)vaqsv o0 (20)

Al tomar la traza (19) es posible eliminar la dependencia en el escalar de curvatura R en
(20), obteniéndose asi

2V — ¢—¢ =r’T (21)

que, tras deshacer las redeficiones (16) queda como

Rfr —2f = K*T (22)

que coincide con la traza de (6). El conjunto de este anélisis permite establecer la equivalencia
dindmica entre ambas teorias.

2. Agujeros negros en el formalismo Palatini

2.1. El teorema de Birkhoff

El primer paso para estudiar los agujeros negros en estas teorias es comprobar la validez del
teorema de Birkhoff en el marco del formalismo Palatini para teorfas f (R). Se estudiara en
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concreto el caso del vacio. La ecuacién del movimiento
1 2
f’RRab - éfgab =K Tab (23)

debe ser reescrita en términos de R, mediante la transformaciéon conforme h® = frg®,
ya que Ry, se construye con los simbolos de Christoffel de la métrica conforme h,, (estos a
su vez deben ser reescritos en funcién de la métrica real gqp). De esta forma (23) se convierte en

1 2 Rfr — 3 1
Rap(g) — §R(9)gab :%Tab - f;}R fgab 3 () O fROp fr — b 0fr)?
At (24)
R
Al tomar la traza de (23)
frRR —2f = k*T (25)

se ve que en el caso del vacio la solucién a esta ecuacién es R = Ry y por tanto fr es una
constante. Con esto en mente (24) se reduce a
1 Rfr—1

Rab - _gabR = -

9 2fR Gab (26)

es decir, la teoria es dindmicamente equivalente a la Relatividad General con una constante
cosmoldgica. Es posible eliminar la dependencia en R. Para ello se toma el caso del vacio en
(25) y se introduce en (26)

Rab - %gab =0 (27)

Por otro lado, la forma mas general de un elemento de linea con simetria esférica es

ds* = — A% (t,r) dt* + B* (t,r) dr* + r*d6? 4 r*senf*dp? (28)

El siguiente paso es introducir esta métrica en (27). Dado que la métrica es diagonal y las
componentes no nulas del tensor de Ricci son (t, 1), (t,7), (r,7), (¢, ®), (¥, ¢) se obtienen cinco
ecuaciones que son, en ese orden,

2AA, A*f _ Bu . A:By  AA.B, AA,,

_ _ 2
Br 2 B ' AB B gz (29)
2B,
S =0 (30)
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2B, Bf BB, ABB, AB, A,
+ f+ i L t_l_ .

= 1

Bttt T Tap a7l (31)
r’f Bor  Ar 1

_ T _ 4 1= 2

op "By apr 7Y (32)

—r’fsen*  B,rsen®d N A,rsen’d N sen’d con?d — 0 (33)

2f B3 AB? B2

donde los subindices r y t denotan diferenciaciéon con respecto de dichas variables. De la
ecuacion (30) se deduce inmediatamente que B es una funcién exclusivamente de 7. Se toma

la derivada temporal en (32)
r 0 (A,

para encontrar que A es necesariamente de la forma

A(t,r) = w(t)a(r) (35)

Si se redefine la coordenada temporal absorbiendo w(t) en el diferencial tal que ¢ — ;
dt = w(t)dt, el elemento de linea final es

ds* = a® (r) dt* — B? (r) dr* — r?df? — r’senf*dyp? (36)
asi pues verificandose el teorema de Birkhoff.

2.2. Soluciones de agujero negro con curvatura constante

Una vez se ha demostrado que el elemento de linea con simetria esférica (que satisface las
ecuaciones del movimiento de la teoria) no depende del tiempo, la métrica puede escribirse
como [6]

ds? = —e 20 A (r) di? + A7) (r) dr? + 12d6? + rsen0dp® (37)

siendo @ (r) una funcién que modula el redshift.El objetivo es encontrar expresiones generales
para las funciones A (r) y ® (r) tal que la métrica sea solucién a las ecuaciones del movimiento
y que, ademds, lleve asociada una curvatura escalar constante R(g) = Ry. Realizamos pues
variaciones en la accién (1)

6S .
E—O—H"sené’f(’/%)

SR

J
—e 20 4 o722 pdsen?d fr (R) 56 =

5 0 (38)

Dado que R, tan sélo depende de la conexion, inicamente contribuyen las variaciones del
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tensor métrico respecto de ® (r). Se obtiene por tanto la ecuacién
62<I>(r)

f(R)+ fr(R) Rttm =0 (39)

con

_9® (2A2<I>TT — 2A2®$ +3AA,9, — AA,)r + 4A%P, — 2AA,
2r

Rtt = —€ (4())

Hay que tener en cuenta que el tensor de Ricci esta construido a partir de la métrica confor-
me hap = fr(R)ga- De forma andloga, tras realizar las variaciones respecto de A (r) se obtiene

e2<1>(7“)

- = 41
Rtt A2 (7") _|— RTT‘ O ( )

con

(24®,, — 2402 + 34,8, — A,,)r — 24,

Ry = 42
2Ar (42)
Introduciendo los valores de Ry v R, en (41), se obtiene una ecuacién simplificada
20
=0 43
- (43)
de donde se sigue que ® es una constante, por lo que (39) se reduce a
A.r+2A,
f+fr (—% ) =0 (44)

Ahora bien, la condicién de curvatura constante ha de imponerse sobre el escalar de Ricci
R(g) construido a partir de la métrica real. Se deberfa, en principio, proceder andlogamente
a la seccién anterior y expresar la ecuacion del movimiento en términos de R,,. Sin embargo,
la relacion entre R y R viene dada por

3 1 1 1
Rap =Rap + éwvaﬁavbﬁa T e (vavbe — §9abDfR> (45)
por lo que, de cara a encontrar soluciones de vacio, R = R. En este caso, la traza de (6) resulta
2
Rg - Ro — _f (46>
fr
Con esto en mente hay que reescribir (44) como
2f (Apr+2A,,
U el K b K R 47
I+ % ( 5 ) (47)
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con lo que, tras resolver la ecuacién diferencial, se obtiene una expresion explicita para la
funcién A(r)

A(T):cl+7——r (48)

Para el caso ® = 0 y curvatura escalar Ry negativa, se obtiene la solucion de un agujero
negro de Schwarzschild en un espacio anti-de Sitter (AdS) en cuatro dimensiones

Ary=1———=r (49)

siempre que se identifique ¢; =1, co = —2M y A = Ry /2.

3. Termodinamica de agujeros negros en el formalismo
Palatini

3.1. [Expresion general de la temperatura en teorias f(R)

La deduccién de las leyes de la mecanica de los agujeros negros [7] dejé patente la similitud
de las mismas con las leyes de la termodinamica. Las investigaciones de Hawking acerca de
la radiacién de los agujeros negros [8] [9] determinaron que la temperatura a la que estos
radian viene dado por

T= (50)

siendo x la gravedad de superficie. Otra manera de derivar este resultado es a partir del
formalismo de la gravedad euclidea. A continuaciéon se va a calcular, por ambos métodos, la
temperatura de un agujero negro en el contexto de las teorias Palatini.

La gravedad de superficie puede entenderse como la aceleracion que mediria un observador
situado en el infinito para un objeto estatico en el horizonte de sucesos. Matematicamente se
puede expresar como

k= lim fa (51)
r—TH
donde f =+/K~K, es el factor de redshift y a, = Inf es la aceleraciéon de dicho objeto [10].

El vector K* = (1,0,0,0) es el vector de Killing asociado con la invariancia temporal de la
métrica. Para la métrica (37) estas cantidades son

f=+e2®A(r) a=+/|a%a,| = \/ﬁva/l (r) VeA(r) (52)
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habida cuenta de que ® es independiente de la coordenada r (43). Finalmente

K 1
T = — —‘I)(TH)AT 53
or  dn' (ru) (53)
Por otro lado, partiendo de la métrica (37) es posible realizar una rotacién de Wick ¢t = —it,

consiguiendo asi una métrica del sector euclideo

ds? = e 2% 4 (r)dr? + A7 (r) dr® 4 r2dQ? (54)

que puede ser expandida en serie de Taylor a primer orden cerca del horizonte de sucesos ry,
alli donde la funcién A (r) es idénticamente cero

dr?
d 2 _ —2<I>(T)AT . d 2 2d92 55
sp=e (rg)(r—ryg)drs + A () (r =) +r (55)

Se redefinen las coordenadas como

r—r
p=2 Y <T5> w=—e DA (ry)r (56)

de forma que (55) se reescribe como
dsy = p*dw?® + dp* + r*d)? (57)

De esta forma, el horizonte de sucesos actiia como una suerte de origen de coordenadas en el
plano, donde cada punto del mismo se corresponde con una 2-esfera. Para evitar singularida-
des conicas dw debe variar entre 0 y 27; por otra parte la preinscripcion euclidea determina
una periodicidad ( para 7, es decir

71 1
27 = / —e A (rg)dr - T = —e 200 A, (ry) (58)
0 2 Am

por lo que las expresiones (53) y (58) son equivalentes. El principio variacional de Palatini
impone la forma de A (r) y por tanto determina la temperatura del agujero negro. Concluimos
entonces que la temperatura de un agujero negro en el formalismo Palatini es independiente
de la teoria f(R) considerada.

3.2. Célculo de la entropia en teorias f(R)
3.2.1. Formalismo euclideo

El cdlculo de la entropia de un agujero negro en el formalismo de Palatini puede abordarse de
varias maneras (por ejemplo via teorema de Noether [11]). A continuacién se mostrard una
derivacion basada en el método de la integral euclidea en el formalismo de Palatini, ademas

10
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de una deduccion via indentificacion de la ecuacion de Einstein en el horizonte de sucesos con
la ecuaciéon de Gibbs, para finalmente comparar los resultados con los obtenidos via teorema
de Noether para teorias escalar tensor.

El método “original” de calcular la entropia de un agujero negro consiste en aplicar el for-
malismo euclideo. En el caso de un agujero negro de Schwarzchild en Relatividad General la
contribucion a la entropia proviene completamente del término de frontera Gibbons-Hawking-
York (GHY). En célculo para agujeros negros de Schwarzschild /Anti-de Sitter, la contribucién
proviene del término del bulk, dado que los términos de frontera decaen rapidamente en el
infinito [12]. A diferencia de este tltimo caso, donde la ausencia de los términos de frontera es
algo meramente coyuntural, en el formalismo Palatini estos no aparecen debido el principio
variacional funciona correctamente sin necesidad de introducirlos. La accion euclidea y finita
sera entonces

s = 55— 5= - ([ VIFER) - [ @l ®) o)

donde el subindice cero denota las coordenadas y la métrica del “fondo” que se sustrae a la ac-
cion euclidea para obtener un resultado finito. Para un agujero negro de Schwarzschild / Anti-
de Sitter

2M A 1
ds®)? = 11— = — ) driP 4 ——————ar* + r%d0? 60
7 = (1= 20 A gt 0
2 A 1
(dsf)” = (1 — grz) dr? + i3 5 dr® + r?dQ? (61)

De acuerdo con los resultados de las soluciones de curvatura constante en el vacio, se verifica
Ro = Ry, por tanto f(R) no interviene en la integracién. Se debe tener en cuenta que la
relacién entre las periodicidades 5 y [y de los espacios-tiempos viene dada por

g Fo 2M
| arvisEl= [ arflggd 5= (1 - ) (62
0 0 -3

de forma que ambas coincidan en la hipersuperficie r = R cuando R tienda a infinito (ya
que ambas métricas tienen el mismo comportamiento asint6tico). La integral final a calcular es

Sfimite _ _ %2 ( / / dQ / r2dr — / " dr / ig) / ) (63)

7TTH

— A (62+37’H) (b2—7’H)— logZ = BF

siendo F' la energia libre de Hemholtz. Es inmediato calcular la entropia, puesto que en un

11
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colectivo canodnico

S =— (6%—1) logZ:@mﬁ{:@§ (64)

La funcién f(R) puede escribirse en funcién de su derivada y del escalar de curvatura segin
(46). Ademés, Ry/2 = A por lo que, finalmente

A
S =15t (65)

habiendo restaurado la constante de gravitaciéon universal. El resultado es, por tanto, la
entropia de Hawking-Bekenstein multiplicada por fz, un resultado bien estudiado en la lite-
ratura [13][11]. Una interpretacién posible de este resultado es asumir que, en ciertas teorias,
la constante de gravitacional universal G' no es la de la teorfa newtoniana-relativista, si no
que ha de ser sustituida por una constante gravitacional efectiva G.s¢ que viene dada por

G
Geff - f_R (66)

La aparicién de esta constante gravitacional efectiva restringe los posibles valores de fz. En
efecto, al estudiar la variacién de G.sy con R, queda patente la necesidad de que fr > 0. De
lo contrario, un crecimiento en R implicaria un incremento de G.s¢, desestabilizando asi la
teorfa [14].

La expresion final (79) es consistente con los resultados obtenidos mediante el uso del método
de la carga de Noether [13] en las teorfas escalar tensor. En efecto, la expresion alli obtenida es

A
§= 1% (67)

De acuerdo a lo expuesto en el apartado 1.3, las teorias escalar-tensor con w = —3/2 son
equivalentes a las teorfas Palatini siempre que se identifique ¢ = fr, por lo que ambas
expresiones para la entropia son idénticas.

3.2.2. Las ecuaciones del movimiento como ecuaciones de estado

La presion P y la densidad de energia p son variables fundamentales en termodinamica.
Ademas, son las componentes del tensor energia-momento. Si se asume que las fuentes de los
sistemas termodindmicos y la gravedad son las mismas [15], entonces existe una equivalencia
entre estas dos variables. Dado que la temperatura del horizonte de sucesos esta bien definida,
es posible escribir una ecuacién de estado en el horizonte a través de la ecuacién radial de
Einstein. Dada una métrica (37) con ® = 0, la ecuacién radial de Einstein es

:THAT(’I”H)—i—A(TH)—l

H2TTT — GT’I‘ 5
"H

(68)

12
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Teniendo en cuenta la definicién de temperatura (53) y que 7", = P se obtiene la siguiente
ecuacion de estado

T 1
P—— _
2rg KAy

(69)

La temperatura estd determinada por la geometria del espacio-tiempo, por lo que es inde-
pendiente de la accién gravitatoria. Por otro lado, la presién esta definida mediante el tensor
energia-momento. En consecuencia, parece razonable escribir la ecuacion de estado

P=D(ryg)+C ()T (70)

donde las funciones D (rg) y C (rg) son determinadas por la teoria gravitatoria que se con-
sidere.

La ecuacién del movimiento de una teoria en el formalismo Palatini (6) se escribe en funcién
del tensor de Einstein como

1 2 R _ 3 1
Rap = 5 1gab I%Tab - %gab EEYTSE OafROpfR = 5 9ab (0fr)*
+ fi VaVifr = guOfr] (1)
R

Como se ha visto al estudiar el teorema de Birkhoff, la dependencia en R puede eliminarse
tomando la traza de (6). En el caso de materia conforme-invariante (7%, = 0) la funcién fr
es una constante, simplificindose (71) en

1 K2 f

R* — —Rg*, = —T% — —¢g° 72
b9 U r b ng b (72)

La ecuacién de estado correspondiente es

A, A 1 f fr A 1 f
P = — - = T — - 73
K2ry Jr+ K212, Jr K2r?, Jr+t 2k2 2ryG * K2, Ir K212, Jr 2kK2 (73)
por lo que

D = — - = C = 74
(ru) K212, Ir K2, Jr 2K2 (ru) 2ryG (74)

Se consideran ahora desplazamientos virtuales dry en la ecuacién (70) y se multiplica por el
volumen del horizonte de sucesos

V6P = (D,, + C,,T)6rg + VCST (75)

13
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donde D, = ai_l,){~ Partiendo de la ecuaciéon de Gibbs

3G = V5P — S6S (76)

es posible identificar la energia libre de Gibbs y la entropia. Para ello, se debe integrar por
partes, siendo las expresiones deseadas [16]

G:/OTHV(T)D(T‘)dT‘—f—T/OTV(T)Cr(’l”)dr (77)
5= /0 Ve e dr (78)

Dado que se ha identificado P y T con la presién y la temperatura (dado que se ha asumido
que las fuentes de la termodindmica y la gravedad son las mismas), G y S son, en fecto,
la energfa libre de Gibbs y la entropia. La expresién para el volumen (espacial) no es, en
principio, trivial. Sin embargo, en el caso de un agujero negro en cuatro dimensiones con si-
metria esférica el volumen coincide con el volumen propio de un objeto esférico en un espacio
euclideo [17]. La entropia es, por tanto

"oy

A

S—/OTHVT(T)C'(r)dT— =

0

Es posible relajar la restriccién de trabajar con materia conforme-invariante. Cuando no es
posible dar una expresion asi para la traza del tensor energia momento, es conveniente partir
de (71) pero escribiendo R en funcién de R via ecuacién (45). De esta forma, la ecuacién del
movimiento es

K2 R 5 3 1
70— e 5 Ofgt+ gt — 0 a0 fr + o0 (50

&= fr 2 2fr 2fr 2fr f

Los términos determinantes para el calculo de la entropia son aquellos que vayan acompanados
de A,, es decir, de la temperatura salvo un factor constante. Estos términos aparecen en la
ecuacion de la mano de G%, y Ofgr. El operador D’Alambertiano de una funciéon F' puede
escribirse como

OF = ——a, ( \g\gababF) (81)

VIl

Los términos con la funcién A, seran aquellos en los que aparezca 0,.¢g". El resto de términos
que provienen de la regla de la cadena se englobarén en la funcién D(ry)

Ofr =

= —r?{sene ( + r%sen@@rg”&,fn) =

(.. + rsenfA, 0, fr) (82)

2
r7,5end
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y el valor de G", ya fue calculado en (68). Con todo esto en mente, la ecuacién del horizonte es

_ fr 5
P=(.)+ <2rHG + 4G6rf7g T (83)
La entropia es, por tanto
"H " 2nr S5rr? A
s= ["vocoa- [ (o) - 6

dado que en las soluciones de curvatura constante 0, fr = 0.

4. Conclusiones

En este trabajo se han expuesto los pilares basicos de las teorias de la gravitacion en el
formalismo Palatini, incluyendo su equivalencia con un grupo de teorias bien conocidas, las
teorias escalar tensor. Se ha verificado la validez del teorema de Birkhoff, es decir, cualquier
solucién de las ecuaciones del movimiento que tenga simetria esférica debe ser estética en
el vacio. Ademas, se ha encontrado la expresion general del tensor métrico que describe los
agujeros negros de curvatura constante, pudiéndose identificar el caso particular de la solucién
de Schwarzschild-AdS. En el sector termodinamico, se ha comprobado que la temperatura
es independiente de la expresién concreta de f(R). Ademds, se ha recuperado la expresién
S = % fr via formalismo euclideo y via ecuacién del horizonte. Como comentario final, cabe
preguntarse como calcular la entropia de un agujero negro de Schwarzschild en Relatividad
General (accién de Hilbert-Einstein sin constante cosmolégica) via formalismo Palatini ya
que, en esta formulacion, el término de frontera (del que la entropia proviene enteramente)
no aparece de forma natural.
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