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1 Teoŕıas f(R) en el formalismo Palatini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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3.2.1 Formalismo eucĺıdeo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.2.2 Las ecuaciones del movimiento como ecuaciones de estado . . . . . . 12

4 Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Resumen

En este trabajo de fin de máster se presenta un pequeño estudio de los agujeros negros en el
formalismo Palatini, centrándonos en las soluciones de curvatura constante, aunque algunos
resultados son más generales. En la primera sección se realiza una introducción acerca de la
motivación para esta teoŕıa alternativa de la gravedad, aśı como una derivación de los resul-
tados esenciales de este principio variacional. En la segunda sección se estudian la validez
del teorema de Birkhoff en este formalismo, además de encontrar la expresión general de la
métrica de un agujero negro de curvatura constante. Finalmente, en la última sección, se
estudia la termodinámica de los agujeros negros, calculándose la temperatura y la entroṕıa
de los mismos por dos métodos distintos.

Abstract

In this master thesis a brief study of black holes in the Palatini formalism is presented,
focusing on constant curvature solutions, although some results are more general. In the
first section, an introduction about the motivation for this alternative theories of gravity
its made, as well as a derivation for the key results of this variational prinicple. In the
second section validity of Birkhoff’s theorem in this formalism is studied and also the general
expression for the metric of a constant curvature black hole. Finally, in the last section, black
hole thermodynamics is studied, calculating the temperature and entropy by two different
approaches.
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1. Teoŕıas f (R) en el formalismo Palatini

1.1. Motivación de las teoŕıas f(R)

La Teoŕıa de la Relatividad General presenta una serie de problemas teórico-prácticos encap-
sulados en la acción de Hilbert-Einstein. Por ejemplo, desde una óptica púramente teórica,
la acción no es renormalizable, lo que imposibilita la construcción tradicional de una teoŕıa
cuántica de campos. Es en el ámbito experimental donde se encuentran los problemas más
acuciantes: la materia ordinaria (bariónica) tan sólo representa el 4 % de la composición
del universo observable. El 76 % de la misma corresponde a la enerǵıa oscura, una forma
de enerǵıa desconocida que se cree responsable de la expansión acelerada del universo. El
modelo actual que se ajusta más al conjunto de datos observados se conoce como ΛCDM
(Λ-Cold Dark Matter). La naturaleza de este modelo puede considerarse, en ciertos aspectos,
como ad-hoc debido a su incierta motivación teórica [1]. Los problemas de ΛCDM justifican
la búsqueda de modelos alternativos que permitan reproducir la evolución del universo sobre
bases más sólidas.

Una de las alternativas para resolver estos problemas se enfoca en modificar la acción gravita-
toria, sustituyendo el escalar de curvatura R por una función arbitraria f(R) del mismo. Este
tipo de teoŕıas de la gravitación son capaces de reproducir distintos modelos cosmológicos
como por ejemplo ΛCDM, además de satisfacer los tests del Sistema Solar [2]. La gravedad
f(R) tiene la ventaja ontológica de no requerir entidades “exóticas”(como la materia oscu-
ra), satisfaciendo aśı la navaja de Ockham. Las teoŕıas f(R) se desarrollan principalmente
en dos marcos1: el formalismo métrico y el formalismo Palatini. En este último el escalar
de curvatura R se construye a partir de una conexión a priori independiente de la métrica.
La justificación para esto descansa en que, formalmente, conexión y métrica son dos enti-
dades geométricas independientes [3]. La métrica especifica cómo medir distancias mientras
que la conexión determina cuáles son las autoparalelas. Este tipo de geometŕıas aparecen en
otros áreas de la f́ısica, como por ejemplo en sistemas de materia condensada con defectos
microscópicos [4]. Un estudio extensivo de este tipo de teoŕıas puede ser encontrado en [3].

1.2. Introducción al formalismo Palatini

Se considera la acción

S =
1

2κ2

∫
d4x
√
|g|f (R) + S(m) (gab, ψ) (1)

donde la acción correspondiente a la materia tan sólo depende del tensor métrico y del pro-
pio campo de materia. Es decir, se asume independencia de la conexión. El procedimiento
cosnsite en aplicar el principio variacional de Palatini, esto es, realizar variaciones respecto
de los dos grados de libertad de la teoŕıa (conexión y métrica) obteniendo aśı dos ecuaciones
del movimiento. En primer lugar

1Existe además una tercera variante conocida como formalismo métrico-af́ın, en el cuál la acción de la
materia también depende de una conexión independiente.

2
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δS

δgab
=

1

2κ2

∫
d4x

[
f (R) δ

√
|g|+

√
|g|δf (R)

]
+ δS(m) (gab, ψ) = 0 (2)

Teniendo en cuenta que

Tab =
−2√
|g|

δ
(√
|g|L(m)

)
δgab

(3)

δ
√
|g| = 1

2

√
|g|gabδgab = −1

2

√
|g|gabδgab (4)

δf (R) =
δf (R)

δR
δR
δgab

(5)

se obtiene inmediatamente la ecuación de movimiento

fR (R)Rab (Γ)− 1

2
f (R) gab = κ2Tab (6)

donde el sub́ındice R indica diferenciación con respecto del escalar de curvatura. La segunda
ecuación del movimiento se obtiene realizando variaciones con respecto de la conexión Γ ≡ Γabc

δS

δΓ
=

1

2κ2

∫
d4x
√
|g|δfR (R) =

1

2κ2

∫
d4x
√
|g|fR (R) gabδRab = 0 (7)

La variación del tensor de Ricci se puede escribir como

δRab = ∇Γ
c δΓ

c
ab −∇Γ

b δΓ
c
ac (8)

donde empleamos el supeŕındice Γ para indicar que se trata de una derivada covariante a
priori no compatible con gab. Con esto, es posible escribir

δS

δΓ
=

∫
d4x
√
|g|fR (R) gabδRab =

∫
d4x
√
|g|fR (R)

(
gab∇Γ

c δΓ
c
ab − gcb∇Γ

c δΓ
a
ab

)
=

∫
d4x
{
∇Γ
c

(√
|g|Bc

)
− δΓdab

[
∇Γ
d

(√
|g|fR (R) gab

)
− δad∇Γ

c

(√
|g|fR (R) gcb

) ]}
(9)

siendo

Bc = fR (R)
[
gabδΓcab − gcbδΓaab

]
(10)

Ahora bien, en Bc tan sólo hay dependencia en las variaciones de la conexión (y no en las

variaciones de sus derivadas). Por tanto, al ser ∇Γ
c

(√
|g|Bc

)
una derivada total se puede eli-

minar este término de contorno imponiendo las condiciones de Dirichlet habituales (δΓ = 0
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en la frontera), obteniendo entonces la ecuación

∇Γ
d

(√
|g|fR (R) gab

)
− δad∇Γ

c

(√
|g|fR (R) gcb

)
= 0 (11)

Se toma la traza de esta ecuación a = d para encontrar

∇Γ
c

(√
|g|fR (R) gcb

)
= 0 (12)

con lo cual la ecuación (11) se simplifica a

∇Γ
d

(√
|g|fR (R) gab

)
= 0 (13)

En el caso de la Relatividad General fR (R) = 1 y por consiguiente la ecuación (13) se con-
vierte en la ecuación de compatibilidad de la métrica gab, siendo Γ por tanto la conexión de
Levi-Civita.

La ecuación ∇Γ
d

(√
|g|fR (R) gab

)
= 0 indica la existencia de una métrica auxiliar hab =

fR (R) gab tal que la derivada covariante ∇Γ es compatible con ella, o sea ∇Γ
d

(√
|h|hab

)
= 0.

Esto significa que las componentes de la conexión Γcab son los śımbolos de Christoffel de hab.

1.3. Equivalencia con las teoŕıas Brans-Dicke

Tanto en el formalismo métrico como en el formalismo Palatini, las diferentes teoŕıas f(R)
pueden ser representadas como una teoŕıa de tipo Brans-Dicke con un potencial (bien enten-
dida la equivalencia como una identidad entre las ecuaciones del movimiento de la teoŕıa).
Esto tiene ciertas ventajas dado que las teoŕıas Brans-Dicke llevan siendo estudiadas desde
los años sesenta, lo que nos posibilita emplear resultados ya conocidos para el estudio de las
teoŕıas Palatini.

Para acometer esta tarea, se introduce el campo ζ y la acción

S =
1

2κ2

∫
d4x
√
|g| [f (ζ) + fR (ζ) (R− ζ)] + S(m) (gab, ψ) (14)

La variación de (14) respecto del campo ζ es

fRR (ζ) (R− ζ) = 0 (15)

Por consiguiente, la acción (14) es equivalente a (1) siempre que se verifique fRR (ζ) 6= 0
(dado que ζ = R). Esto parece garantizado, puesto que para que la teoŕıa sea estable se
requiere fRR (ζ) > 0 [5]. Realizando las siguientes redefiniciones

φ = fR (ζ) V (φ) = ζφ− f (ζ) (16)
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se obtiene

S =
1

2κ2

∫
d4x
√
|g| [φR− V (φ)] + S(m) (gab, ψ) (17)

Al expresar R en función de R la acción se escribe como (sin tener en cuenta los términos de
frontera propios de las teoŕıas escalar tensor)

S =
1

2κ2

∫
d4x
√
|g|
[
φR +

3

2φ
∂µφ∂

µφ− V (φ)

]
+ S(m) (gab, ψ) (18)

Queda comprobar que las ecuaciones del movimiento de (1) y de (18) son equivalentes. En
efecto, al realizar variaciones con respecto del tensor métrico se obtiene

Gab =
κ2

φ
Tab −

3

2φ2

(
∇aφ∇bφ−

1

2
gab∇cφ∇cφ

)
+

1

φ
(∇a∇bφ−�φgab)−

V

2φ
gab (19)

que coincide con la ecuación del movimiento (6) tras expresar Rab en función de Rab (se verá
a continuación) y haber sustituido φ = fR y V = ζφ− f . Por otro lado, la variación respecto
del campo escalar φ es

�φ =
φ

3

(
R− dV

dφ

)
+

1

2φ
∇aφ∇aφ (20)

Al tomar la traza (19) es posible eliminar la dependencia en el escalar de curvatura R en
(20), obteniéndose aśı

2V − φdV
dφ

= κ2T (21)

que, tras deshacer las redeficiones (16) queda como

RfR − 2f = k2T (22)

que coincide con la traza de (6). El conjunto de este análisis permite establecer la equivalencia
dinámica entre ambas teoŕıas.

2. Agujeros negros en el formalismo Palatini

2.1. El teorema de Birkhoff

El primer paso para estudiar los agujeros negros en estas teoŕıas es comprobar la validez del
teorema de Birkhoff en el marco del formalismo Palatini para teoŕıas f (R). Se estudiará en
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concreto el caso del vaćıo. La ecuación del movimiento

fRRab −
1

2
fgab = κ2Tab (23)

debe ser reescrita en términos de Rab mediante la transformación conforme hab = fRg
ab,

ya que Rab se construye con los śımbolos de Christoffel de la métrica conforme hab (estos a
su vez deben ser reescritos en función de la métrica real gab). De esta forma (23) se convierte en

Rab(g)− 1

2
R(g)gab =

κ2

fR
Tab −

RfR − f
2fR

gab −
3

2 (fR)2

[
∂afR∂bfR −

1

2
gab (∂fR)2

]
+

1

fR
[∇a∇bfR − gab�fR] (24)

Al tomar la traza de (23)

fRR− 2f = κ2T (25)

se ve que en el caso del vaćıo la solución a esta ecuación es R = R0 y por tanto fR es una
constante. Con esto en mente (24) se reduce a

Rab −
1

2
gabR = −RfR − f

2fR
gab (26)

es decir, la teoŕıa es dinámicamente equivalente a la Relatividad General con una constante
cosmológica. Es posible eliminar la dependencia en R. Para ello se toma el caso del vaćıo en
(25) y se introduce en (26)

Rab −
f

2fR
gab = 0 (27)

Por otro lado, la forma más general de un elemento de ĺınea con simetŕıa esférica es

ds2 = −A2 (t, r) dt2 +B2 (t, r) dr2 + r2dθ2 + r2senθ2dϕ2 (28)

El siguiente paso es introducir esta métrica en (27). Dado que la métrica es diagonal y las
componentes no nulas del tensor de Ricci son (t, t), (t, r), (r, r), (φ, φ), (ϕ, ϕ) se obtienen cinco
ecuaciones que son, en ese orden,

2AAr
B2r

+
A2f

2f ′
− Btt

B
+
AtBt

AB
− AArBr

B3
+
AArr
B2

= 0 (29)

2Bt

Br
= 0 (30)

6
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2Br

Br
+
B2f

2f ′
+
BBtt

A2
− AtBBt

A3
+
ArBr

AB
− Arr

A
= 0 (31)

r2f

2f ′
+
Brr

B3
− Arr

AB2
− 1

B2
+ 1 = 0 (32)

−r2fsen2θ

2f ′
− Brrsen2θ

B3
+
Arrsen2θ

AB2
+

sen2θ

B2
− sen2θ = 0 (33)

donde los sub́ındices r y t denotan diferenciación con respecto de dichas variables. De la
ecuación (30) se deduce inmediatamente que B es una función exclusivamente de r. Se toma
la derivada temporal en (32)

r

B2

∂

∂t

(
Ar
A

)
= 0 (34)

para encontrar que A es necesariamente de la forma

A(t, r) = w(t)a(r) (35)

Si se redefine la coordenada temporal absorbiendo w(t) en el diferencial tal que t → t̃;
dt̃ = w(t)dt, el elemento de ĺınea final es

ds2 = a2 (r) dt2 −B2 (r) dr2 − r2dθ2 − r2senθ2dϕ2 (36)

aśı pues verificándose el teorema de Birkhoff.

2.2. Soluciones de agujero negro con curvatura constante

Una vez se ha demostrado que el elemento de ĺınea con simetŕıa esférica (que satisface las
ecuaciones del movimiento de la teoŕıa) no depende del tiempo, la métrica puede escribirse
como [6]

ds2 = −e−2Φ(r)A (r) dt2 + A−1 (r) dr2 + r2dθ2 + r2sen2θdϕ2 (37)

siendo Φ (r) una función que modula el redshift.El objetivo es encontrar expresiones generales
para las funciones A (r) y Φ (r) tal que la métrica sea solución a las ecuaciones del movimiento
y que, además, lleve asociada una curvatura escalar constante R(g) = R0. Realizamos pues
variaciones en la acción (1)

δS

δΦ
= 0→ r4sen2θf (R)

δ

δΦ
e−2Φ(r) + e−2Φ(r)r4sen2θfR (R)

δR
δΦ

= 0 (38)

Dado que Rab tan sólo depende de la conexión, únicamente contribuyen las variaciones del

7
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tensor métrico respecto de Φ (r). Se obtiene por tanto la ecuación

f (R) + fR (R)Rtt
e2Φ(r)

A (r)
= 0 (39)

con

Rtt = −e−2Φ (2A2Φrr − 2A2Φ2
r + 3AArΦr − AArr) r + 4A2Φr − 2AAr

2r
(40)

Hay que tener en cuenta que el tensor de Ricci está construido a partir de la métrica confor-
me hab = fR(R)gab. De forma análoga, tras realizar las variaciones respecto de A (r) se obtiene

Rtt
e2Φ(r)

A2 (r)
+Rrr = 0 (41)

con

Rrr =
(2AΦrr − 2AΦ2

r + 3ArΦr − Arr) r − 2Ar
2Ar

(42)

Introduciendo los valores de Rtt y Rrr en (41), se obtiene una ecuación simplificada

2Φr

r
= 0 (43)

de donde se sigue que Φ es una constante, por lo que (39) se reduce a

f + fR

(
Arrr + 2Ar

2r

)
= 0 (44)

Ahora bien, la condición de curvatura constante ha de imponerse sobre el escalar de Ricci
R(g) construido a partir de la métrica real. Se debeŕıa, en principio, proceder análogamente
a la sección anterior y expresar la ecuación del movimiento en términos de Rab. Sin embargo,
la relación entre R y R viene dada por

Rab =Rab +
3

2

1

(fR)2∇afR∇bfR −
1

fR

(
∇a∇bfR −

1

2
gab�fR

)
(45)

por lo que, de cara a encontrar soluciones de vaćıo,R = R. En este caso, la traza de (6) resulta

R0 = R0 =
2f

fR
(46)

Con esto en mente hay que reescribir (44) como

f +
2f

R0

(
Arrr + 2Arr

2r

)
= 0 (47)
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con lo que, tras resolver la ecuación diferencial, se obtiene una expresión expĺıcita para la
función A(r)

A (r) = c1 +
c2

r
− R0

6
r2 (48)

Para el caso Φ = 0 y curvatura escalar R0 negativa, se obtiene la solución de un agujero
negro de Schwarzschild en un espacio anti-de Sitter (AdS) en cuatro dimensiones

A (r) = 1− 2M

r
− Λ

3
r2 (49)

siempre que se identifique c1 = 1, c2 = −2M y Λ = R0/2.

3. Termodinámica de agujeros negros en el formalismo

Palatini

3.1. Expresión general de la temperatura en teoŕıas f(R)

La deducción de las leyes de la mecánica de los agujeros negros [7] dejó patente la similitud
de las mismas con las leyes de la termodinámica. Las investigaciones de Hawking acerca de
la radiación de los agujeros negros [8] [9] determinaron que la temperatura a la que estos
radian viene dado por

T =
κ

2π
(50)

siendo κ la gravedad de superficie. Otra manera de derivar este resultado es a partir del
formalismo de la gravedad eucĺıdea. A continuación se va a calcular, por ambos métodos, la
temperatura de un agujero negro en el contexto de las teoŕıas Palatini.

La gravedad de superficie puede entenderse como la aceleración que mediŕıa un observador
situado en el infinito para un objeto estático en el horizonte de sucesos. Matemáticamente se
puede expresar como

κ = ĺım
r→rH

fa (51)

donde f =
√
KαKα es el factor de redshift y aα = lnf es la aceleración de dicho objeto [10].

El vector Kα = (1, 0, 0, 0) es el vector de Killing asociado con la invariancia temporal de la
métrica. Para la métrica (37) estas cantidades son

f =
√
e−2ΦA (r) a =

√
|aαaα| =

√
1

4A (r)
∇αA (r)∇αA (r) (52)

9
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habida cuenta de que Φ es independiente de la coordenada r (43). Finalmente

T =
κ

2π
=

1

4π
e−Φ(rH)Ar (rH) (53)

Por otro lado, partiendo de la métrica (37) es posible realizar una rotación de Wick t = −iτ ,
consiguiendo aśı una métrica del sector eucĺıdeo

ds2
E = e−2Φ(r)A (r) dτ 2 + A−1 (r) dr2 + r2dΩ2 (54)

que puede ser expandida en serie de Taylor a primer orden cerca del horizonte de sucesos rH ,
alĺı donde la función A (r) es idénticamente cero

ds2
E = e−2Φ(r)Ar (rH) (r − rH) dτ 2 +

dr2

Ar (rH) (r − rH)
+ r2dΩ2 (55)

Se redefinen las coordenadas como

ρ = 2

√
r − rH
Ar (rH)

ω =
1

2
e−Φ(rH)Ar (rH) τ (56)

de forma que (55) se reescribe como

ds2
E = ρ2dω2 + dρ2 + r2dΩ2 (57)

De esta forma, el horizonte de sucesos actúa como una suerte de origen de coordenadas en el
plano, donde cada punto del mismo se corresponde con una 2-esfera. Para evitar singularida-
des cónicas dω debe variar entre 0 y 2π; por otra parte la preinscripción eucĺıdea determina
una periodicidad β para τ , es decir

2π =

∫ β

0

1

2
e−Φ(rH)Ar (rH) dτ → T =

1

4π
e−Φ(rH)Ar (rH) (58)

por lo que las expresiones (53) y (58) son equivalentes. El principio variacional de Palatini
impone la forma de A (r) y por tanto determina la temperatura del agujero negro. Concluimos
entonces que la temperatura de un agujero negro en el formalismo Palatini es independiente
de la teoŕıa f(R) considerada.

3.2. Cálculo de la entroṕıa en teoŕıas f(R)

3.2.1. Formalismo eucĺıdeo

El cálculo de la entroṕıa de un agujero negro en el formalismo de Palatini puede abordarse de
varias maneras (por ejemplo v́ıa teorema de Noether [11]). A continuación se mostrará una
derivación basada en el método de la integral eucĺıdea en el formalismo de Palatini, además
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de una deducción v́ıa indentificación de la ecuación de Einstein en el horizonte de sucesos con
la ecuación de Gibbs, para finalmente comparar los resultados con los obtenidos v́ıa teorema
de Noether para teoŕıas escalar tensor.

El método “original” de calcular la entroṕıa de un agujero negro consiste en aplicar el for-
malismo eucĺıdeo. En el caso de un agujero negro de Schwarzchild en Relatividad General la
contribución a la entroṕıa proviene completamente del término de frontera Gibbons-Hawking-
York (GHY). En cálculo para agujeros negros de Schwarzschild/Anti-de Sitter, la contribución
proviene del término del bulk, dado que los términos de frontera decaen rápidamente en el
infinito [12]. A diferencia de este último caso, donde la ausencia de los términos de frontera es
algo meramente coyuntural, en el formalismo Palatini estos no aparecen debido el principio
variacional funciona correctamente sin necesidad de introducirlos. La acción eucĺıdea y finita
será entonces

SfinitaE = SE − S0 = − 1

2κ2

(∫
d4xE

√
|gE|f (R)−

∫
d4xE0

√
|gE0 |f (R)

)
(59)

donde el sub́ındice cero denota las coordenadas y la métrica del “fondo”que se sustrae a la ac-
ción eucĺıdea para obtener un resultado finito. Para un agujero negro de Schwarzschild/Anti-
de Sitter

(
dsE
)2

=

(
1− 2M

r
− Λ

3
r2

)
dτ 2 +

1

1− 2M
r
− Λ

3
r2
dr2 + r2dΩ2 (60)

(
dsE0
)2

=

(
1− Λ

3
r2

)
dτ 2 +

1

1− Λ
3
r2
dr2 + r2dΩ2 (61)

De acuerdo con los resultados de las soluciones de curvatura constante en el vaćıo, se verifica
R0 = R0, por tanto f (R) no interviene en la integración. Se debe tener en cuenta que la
relación entre las periodicidades β y β0 de los espacios-tiempos viene dada por∫ β

0

dτ
√
|gEττ | =

∫ β0

0

dτ
√
|gE0ττ | → β0 = β

(
1− 2M

r − r3Λ
3

)
(62)

de forma que ambas coincidan en la hipersuperficie r = R cuando R tienda a infinito (ya
que ambas métricas tienen el mismo comportamiento asintótico). La integral final a calcular es

SfinitaE =− f (R)

2κ2

(∫ β

0

dτ

∫
dΩ

∫ R

rH

r2dr −
∫ β0

0

dτ

∫
dΩ

∫ R

0

r2dr

)
(63)

=
f(R)

Λ

πr2
H

(b2 + 3r3
H)

(
b2 − r2

H

)
= − log Z = βF

siendo F la enerǵıa libre de Hemholtz. Es inmediato calcular la entroṕıa, puesto que en un
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colectivo canónico

S = −
(
β
∂

∂β
− 1

)
log Z =

f(R)

Λ
πr2

H =
f(R)

Λ

A

4
(64)

La función f(R) puede escribirse en función de su derivada y del escalar de curvatura según
(46). Además, R0/2 = Λ por lo que, finalmente

S =
A

4G
fR (65)

habiendo restaurado la constante de gravitación universal. El resultado es, por tanto, la
entroṕıa de Hawking-Bekenstein multiplicada por fR, un resultado bien estudiado en la lite-
ratura [13][11]. Una interpretación posible de este resultado es asumir que, en ciertas teoŕıas,
la constante de gravitacional universal G no es la de la teoŕıa newtoniana-relativista, si no
que ha de ser sustituida por una constante gravitacional efectiva Geff que viene dada por

Geff =
G

fR
(66)

La aparición de esta constante gravitacional efectiva restringe los posibles valores de fR. En
efecto, al estudiar la variación de Geff con R, queda patente la necesidad de que fR > 0. De
lo contrario, un crecimiento en R implicaŕıa un incremento de Geff , desestabilizando aśı la
teoŕıa [14].

La expresión final (79) es consistente con los resultados obtenidos mediante el uso del método
de la carga de Noether [13] en las teoŕıas escalar tensor. En efecto, la expresión alĺı obtenida es

S =
A

4G
φ (67)

De acuerdo a lo expuesto en el apartado 1.3, las teoŕıas escalar-tensor con ω = −3/2 son
equivalentes a las teoŕıas Palatini siempre que se identifique φ = fR, por lo que ambas
expresiones para la entroṕıa son idénticas.

3.2.2. Las ecuaciones del movimiento como ecuaciones de estado

La presión P y la densidad de enerǵıa ρ son variables fundamentales en termodinámica.
Además, son las componentes del tensor enerǵıa-momento. Si se asume que las fuentes de los
sistemas termodinámicos y la gravedad son las mismas [15], entonces existe una equivalencia
entre estas dos variables. Dado que la temperatura del horizonte de sucesos está bien definida,
es posible escribir una ecuación de estado en el horizonte a través de la ecuación radial de
Einstein. Dada una métrica (37) con Φ = 0, la ecuación radial de Einstein es

κ2T rr = Gr
r =

rHAr (rH) + A (rH)− 1

r2
H

(68)
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Teniendo en cuenta la definición de temperatura (53) y que T rr = P se obtiene la siguiente
ecuación de estado

P =
T

2rH
− 1

κ2r2
H

(69)

La temperatura está determinada por la geometŕıa del espacio-tiempo, por lo que es inde-
pendiente de la acción gravitatoria. Por otro lado, la presión está definida mediante el tensor
enerǵıa-momento. En consecuencia, parece razonable escribir la ecuación de estado

P = D (rH) + C (rH)T (70)

donde las funciones D (rH) y C (rH) son determinadas por la teoŕıa gravitatoria que se con-
sidere.

La ecuación del movimiento de una teoŕıa en el formalismo Palatini (6) se escribe en función
del tensor de Einstein como

Rab −
1

2
Rgab =

κ2

fR
Tab −

RfR − f
2fR

gab −
3

2 (fR)2

[
∂afR∂bfR −

1

2
gab (∂fR)2

]
+

1

fR
[∇a∇bfR − gab�fR] (71)

Como se ha visto al estudiar el teorema de Birkhoff, la dependencia en R puede eliminarse
tomando la traza de (6). En el caso de materia conforme-invariante (T aa = 0) la función fR
es una constante, simplificándose (71) en

Ra
b −

1

2
Rgab =

κ2

fR
T ab −

f

fR
gab (72)

La ecuación de estado correspondiente es

P =
Ar
κ2rH

fR +
A

κ2r2
H

fR −
1

κ2r2
H

fR +
f

2κ2
=

fR
2rHG

T +
A

κ2r2
H

fR −
1

κ2r2
H

fR −
f

2κ2
(73)

por lo que

D (rH) =
A

κ2r2
H

fR −
1

κ2r2
H

fR −
f

2κ2
C (rH) =

fR
2rHG

T (74)

Se consideran ahora desplazamientos virtuales δrH en la ecuación (70) y se multiplica por el
volumen del horizonte de sucesos

V δP = (DrH + CrHT ) δrH + V CδT (75)
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donde DrH = ∂D
∂rH

. Partiendo de la ecuación de Gibbs

δG = V δP − SδS (76)

es posible identificar la enerǵıa libre de Gibbs y la entroṕıa. Para ello, se debe integrar por
partes, siendo las expresiones deseadas [16]

G =

∫ rH

0

V (r)D (r) dr + T

∫ r

0

V (r)Cr (r) dr (77)

S =

∫ rH

0

Vr (r)C (r) dr (78)

Dado que se ha identificado P y T con la presión y la temperatura (dado que se ha asumido
que las fuentes de la termodinámica y la gravedad son las mismas), G y S son, en fecto,
la enerǵıa libre de Gibbs y la entroṕıa. La expresión para el volumen (espacial) no es, en
principio, trivial. Sin embargo, en el caso de un agujero negro en cuatro dimensiones con si-
metŕıa esférica el volumen coincide con el volumen propio de un objeto esférico en un espacio
eucĺıdeo [17]. La entroṕıa es, por tanto

S =

∫ rH

0

Vr (r)C (r) dr =

∫ r

0

2πr

G
fRdr =

A

4G
fR (79)

Es posible relajar la restricción de trabajar con materia conforme-invariante. Cuando no es
posible dar una expresión aśı para la traza del tensor enerǵıa momento, es conveniente partir
de (71) pero escribiendo R en función de R v́ıa ecuación (45). De esta forma, la ecuación del
movimiento es

Ga
b =

κ2

fR
T ab −

R

2
gab −

5

2fR
�fRg

a
b +

f

2fR
gab −

3

2fR
∂afR∂bfR +

1

fR
∂a∂bfR (80)

Los términos determinantes para el cálculo de la entroṕıa son aquellos que vayan acompañados
de Ar, es decir, de la temperatura salvo un factor constante. Estos términos aparecen en la
ecuación de la mano de Ga

b y �fR. El operador D’Alambertiano de una función F puede
escribirse como

�F =
1√
|g|
∂a

(√
|g|gab∂bF

)
(81)

Los términos con la función Ar serán aquellos en los que aparezca ∂rg
r. El resto de términos

que provienen de la regla de la cadena se englobarán en la función D(rH)

�fR =
1

r2
Hsenθ

(
...+ r2

Hsenθ∂rg
rr∂rfR

)
=

1

r2
Hsenθ

(
...+ r2

HsenθAr∂rfR
)

(82)
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y el valor de Gr
r ya fue calculado en (68). Con todo esto en mente, la ecuación del horizonte es

P = (...) +

(
fR

2rHG
+

5

4G
∂rfR

)
T (83)

La entroṕıa es, por tanto

S =

∫ rH

0

Vr (r)C (r) dr =

∫ r

0

(
2πr

G
fR +

5πr2

G
∂rfR

)
dr =

A

4G
fR (84)

dado que en las soluciones de curvatura constante ∂rfR = 0.

4. Conclusiones

En este trabajo se han expuesto los pilares básicos de las teoŕıas de la gravitación en el
formalismo Palatini, incluyendo su equivalencia con un grupo de teoŕıas bien conocidas, las
teoŕıas escalar tensor. Se ha verificado la validez del teorema de Birkhoff, es decir, cualquier
solución de las ecuaciones del movimiento que tenga simetŕıa esférica debe ser estática en
el vaćıo. Además, se ha encontrado la expresión general del tensor métrico que describe los
agujeros negros de curvatura constante, pudiéndose identificar el caso particular de la solución
de Schwarzschild-AdS. En el sector termodinámico, se ha comprobado que la temperatura
es independiente de la expresión concreta de f (R). Además, se ha recuperado la expresión
S = A

4
fR v́ıa formalismo eucĺıdeo y v́ıa ecuación del horizonte. Como comentario final, cabe

preguntarse cómo calcular la entroṕıa de un agujero negro de Schwarzschild en Relatividad
General (acción de Hilbert-Einstein sin constante cosmológica) v́ıa formalismo Palatini ya
que, en esta formulación, el término de frontera (del que la entroṕıa proviene enteramente)
no aparece de forma natural.
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