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Introduccion

En 1975 Benoit Mandelbrot inicié6 una pequena revoluciéon en el mundo de las mate-
maticas. Hasta entonces, el foco de atencién estaba casi exclusivamente en los conjuntos
y funciones suficientemente regulares, los que podian estudiarse con geometria euclidea o
célculo infinitesimal sin mayor dificultad. Ya se conocian ejemplos de estructuras que no
encajaban con esa descripcion, como el copo de nieve de Koch, el tridangulo de Sierpinski o
la funcién de Weierstrass, pero se los consideraba meras curiosidades. Mandelbrot acuné el
término fractal (del latin fractum, que significa 'roto’) para describir a todos estos objetos
demasiado irregulares para ser estudiados con métodos tradicionales. También empezé a
defender que podian utilizarse para modelizar de forma més realista fenémenos natura-
les como las costas, las nubes o los perfiles de las montanas; y que por tanto merecia la
pena crear una teoria matematica a su alrededor. Todas estas reflexiones lag condenso en
su libro de 1982 The Fractal Geometry of Nature ([Man97| para la version espafola). La
gran influencia de esta obra hizo que matematicos provenientes de todas las ramas posibles
(desde la geometria hasta la estadistica) se interesaran por los fractales e intentaran estu-
diarlos desde sus respectivos campos. Como consecuencia la geometria fractal es atn un
campo cadtico, lleno de definiciones alternativas, pequenas incongruencias y, en general,
poco consenso. Sin ir mas lejos, a dia de hoy atn no existe una definicién formal universal
de lo que es un fractal. La definicion original propuesta por Mandelbrot (que el conjun-
to tenga dimension de Hausdorff estrictamente mayor que su dimension topologica), fue
descartada por el propio Mandelbrot por excluir conjuntos que él claramente consideraba
fractales. Autores como Falconer o Barnsley abogan por tratar esta situaciéon igual que se
trata la definicién de “ser vivo’ en biologia: mediante una lista de propiedades que carac-
terizan a los fractales, pero asumiendo que cada ejemplo concreto no necesarimente tiene
que verificarlas todas. Estas propiedades son:

1. Estructura fina: el objeto posee detalle en todas las escalas.

2. Algun tipo de autosimilitud: partes del conjunto se parecen, geométrica o estadisti-
camente, al todo.

3. Su dimension fractal (de algan tipo, por ejemplo la de Hausdorff) es estrictamente
mayor que su dimension topoldgica (de algin tipo).

4. Puede obtenerse mediante un procedimiento recursivo.
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Copo de nieve de Koch Tridngulo de Sierpinski Funcién de Weierstrass

Figura 1: Ejemplos de conjuntos fractales. Los dos primeros se obtienen mediante
procedimientos recursivos. La funcién de Weierstrass es un ejemplo de funcién continua
no diferenciable en todo punto y su grafo también se considera un fractal.



El concepto de dimensién, en sus diferentes formas, es muy importante en el estudio de
los fractales. Lo mismo ocurre con el concepto de autosimilitud o con los conjuntos que
se construyen de forma recursiva. Para este trabajo, en lugar de hablar de fractales en
general o de alguno de los aspectos que los caracterizan, decidi centrarme en un ejemplo
concreto: El conjunto de Mandelbrot. Este surgié de los estudios realizados por Benoit
Mandelbrot sobre iteracién de polinomios cuadraticos en el plano complejo. La mayoria
de los resultados que se han obtenido sobre él son recientes y emplean matematicas de un
nivel muy alto. El objetivo principal de este trabajo es el de presentar una prueba de la
conexién de este conjunto con las herramientas de variable compleja y topologia algebraica
que se pueden adquirir en el grado en matematicas. El segundo objetivo es el de dar la
interpretaciéon del conjunto de Mandelbrot como espacio de parametros para los conjuntos
de Julia conexos asociados a funciones cuadréticas.

Estructura de la memoria

Por el tema del trabajo, uno podria esperar una gran carga de dindmica compleja. Sin
embargo, los dos resultados que he marcado como meta pueden probarse con argumentos
de topologia algebraica. Por esta razén, las dos primeras secciones de la memoria son un
repaso de las nociones de grupo fundamental, espacio recubridor e indice de un lazo res-
pecto de un punto. Todos los resultados de esas secciones seran necesarios posteriormente.
La seccién tercera presenta el conjunto de Mandelbrot para, en la cuarta, discutir la de-
mostracion topoldgica de que es conexo debida a Jeremy Kahn en el ano 2001 [KahO1].
La ultima seccién trata sobre los conjuntos de Julia, para lo que se introducen algunas
nociones de dindmica compleja. Al final de la seccién se estudian las condiciones que deben
cumplir los conjuntos de Julia asociados a funciones cuadraticas para ser conexos, lo que
enlaza de nuevo con el conjunto de Mandelbrot.



1. Homotopia y grupo fundamental

FEl propésito de esta seccién es revisar algunos conceptos esenciales de topologia alge-
braica. En particular se repasaran las nociones de homotopia y grupo fundamental.

1.1. Homotopia

Definiciéon 1.1 (Homotopia). Sean f y g aplicaciones continuas de un espacio topologico
X en otro Y y sea A un subconjunto de X (es posible que A sea el conjunto vacio). Una
homotopia entre f y g relativa al conjunto A es un aplicacion continua F': X x [0,1] — Y
que verifica

1. F(z,0) = f(z) y F(z,1) = g(x), para todo x € X.
2. F(a,s) = f(a) = g(a), para todo a € A y para todo s € [0, 1].

Se dice entonces que f y g son homdtopas relativamente al conjunto A y escribimos f ~4 g
o bien f ~ g rel. A. En el caso de que A = (), decimos simplemente que f y g son homoétopas
y escribimos también f ~ g.

Una homotopia F' se puede interpretar como una deformacion continua de la aplicacion
f en g. Asi, para cada s € [0, 1] fijo, F/(—,s) es una aplicacion continua de X en Y que
hace las veces de paso intermedio en la deformacion.

g(x) \g(-x)/
F(x,s) —
_ N

Figura 2: Representacion gréfica de una homotopia (relativa al conjunto vacio)

Proposicion 1.2. Sean X e Y dos espacios topoldgicos y A un subconjunto de X. La
homotopia relativa a A es una relacion de equivalencia en el conjunto de las aplicaciones
continuas de X en Y.

Demostracion.

» Reflexividad: Sea f una aplicacion continua de X en Y. La homotopia F(z,s) = f(x)
garantiza que f ~4 f.

= Simetria: Sea F' una homotopia relativa a A entre aplicaciones continuas f y g. Es
inmediato comprobar que G(z,s) = F(z,1 — s) es una homotopia relativa a A entre

gy [

= Transitividad: Sea F' una homotopia relativa a A entre aplicaciones continuas f y g.
Sea GG una homotopia relativa a A entre g y h. Consideremos la aplicacion:

F(xz,2s) si s €[0,1/2]
H(%S)—{ G(z,2s —1) sise[l/2,1].



Como para s = 1/2, F(z,2s) = F(z,1) = g(z) = G(z,0) = G(x,2s—1), la aplicacion
H esté bien definida y es continua. Ahora es claro que H establece una homotopia
relativa a A entre f y h.

O

Proposicion 1.3. Sean X, Y y Z espacios topoldgicos y sean fo, f1, go y g1 aplicaciones
continuas definidas segin el diagrama

fo go
X=Y =37
f1 g1

Sean A C X y B CY tales que fo(A) = fi(A) C B. Si se da fo ~a f1 y 90 ~B 01,
entonces go o fo ~4 g1 © go.

Demostracion. Sea F' una homotopia relativa a A entre fy y fi v sea G una homotopia
relativa a B entre go y g1. Basta comprobar que la aplicacion H (z, s) = G(F'(z, s), s) define
una homotopia relativa a A entre gg o fo v g1 0 fi. O

Lema 1.4 (Construccion de homotopias). Sea X un espacio topoldgico e Y C R™.
Dadas dos aplicaciones continuas f,g: X — Y tales que, para todo x € X, el segmento
que une f(x) y g(x) estd enteramente contenido en Y; entonces f y g son homdtopas
relativamente a cualquier subconjunto A del conjunto {x € X | f(z) = g(x)}.

Demostracion. Basta considerar la homotopia H(x,s) = (1 — s)f(z) + sg(z). O

Definicién 1.5 (Camino). Sea X un espacio topolégico. Un camino en X es una apli-
cacion continua o : [0,1] — X. Llamamos a o(0) y o(1) punto inicial y punto final del
camino, respectivamente. Si coinciden, es decir, si 0(0) = o(1) = x(, decimos que el camino
es un lazo en el punto xg.

0.1
; o(t)
E(t) Zo
1

Figura 3: Relacion entre lazos y aplicaciones de S!

Observacion. Sea S! C C la circunferencia de radio 1 centrada en el origen. Consideremos
la aplicacion E : R — S! definida por E(t) = exp(2rit). Sea o : [0,1] — X un lazo en el
punto xg € X. Entonces existe una factorizacién dnica 0 = o FE |[0,1], donde 5 :S! — X
es una aplicacion continua que cumple 6(1) = zp.



Inversamente, si & : S' — X es una aplicaciéon continua y 0y = E(ty) € S' es un
punto tal que xy = &(y), podemos obtener un lazo o : [0,1] — X en z,. Basta definir
o(t) = 6(E(to +t)). Esta es la relacion bésica entre lazos y aplicaciones continuas de S*.

Dado un camino o en X, definimos el camino inverso o~! por o= 1(t) = o(1 —t). Né-
tese que ambos caminos tienen la misma imagen, solo cambia el sentido de recorrido.
Dados dos caminos o1 y o9 tales que o1(1) = 02(0), definimos la concatenacion de caminos
01 * 09 por:

[ a2t sitel0,1/2]
(o1 % 09)(t) = { a;(Zt —1) site[l/2,1]

La concatenacién se puede interpretar intuitivamente como recorrer ambos caminos con-
secutivamente, cada uno de ellos a velocidad doble.

Definicién 1.6 (Homotopia de caminos). Decimos que dos caminos « y [ en un
espacio topoldgico X son homdtopos como caminos si y solamente si son homotépicamente
equivalentes respecto a {0,1}.

Notese que si a y 8 son homdtopos como caminos, deben tener los mismos puntos
iniciales y también los mismos puntos finales. Si xg y z1 son respectivamente esos puntos
iniciales y finales, podemos interpretar una homotopia de caminos F' de « en 8 como una
deformacion continua del camino « en el camino 8 donde los caminos intermedios F'(—, s)
también tienen origen en zg y fin en z;.

B(t) 1
B(t)
Zo F(t,s) x1 —
a(t)
a(t) Zo

Figura 4: Representacion grafica de una homotopia relativa a {0, 1}

1.2. Grupo fundamental

Proposiciéon 1.7. Sea xo un punto del espacio X. La concatenacion de caminos induce
una estructura de grupo en el conjunto m (X, xo) de las clases de homotopia como caminos
de lazos en xg.

Demostracion. Empecemos por ver que la operacion [a][5] = [« * 3] est4 bien definida: Si
a1 ~o1} a2 (sea F' la homotopia correspondiente) y 81 ~yo13 B2 (sea G la homotopia
correspondiente), veamos que o * (1 ~(0,1} @2 * B2. Basta considerar la homotopfa:

[ F(2t,s) sitel0,1/2]
H(t,s) = { G2t —1,s) site[l/2,1]
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Sea e = x¢ el lazo constantemente igual a xp, veamos que [e] cumple la propiedad del
elemento neutro de un grupo. Dado un lazo cualquiera «, queremos probar:

lello] = lexa] =[a] vy [a]le] =[a*e] = [a].

Observemos que e * & = oo f, donde f : [0,1] — [0, 1] es la aplicacion lineal a trozos
definida por la siguiente expresion

(o sitel0,1/2]
f(t)—{Qt—l site[1/2,1]

Nétese que f(0) = f(1/2) = 0y f(1) = 1. De la misma forma, a = a o Idy . Por el
lema de construccion de homotopias (1.4) tenemos que f ~10,1} Ldjo,1)- De lo que se de-
duce, por la proposicion (1.3), que exa ~yg 1} @. Anélogamente se prueba la otra igualdad.

Dado un lazo a, veamos que la clase del lazo inverso [a~!] es el elemento simétrico de
[a], es decir:

[ella”]=laxa™] =[] y [a7']lo] =a

Observemos que a* o~ ! = a o g, donde g : [0,1] — [0, 1] es la aplicacién lineal a trozos

definida por la siguiente expresion

[ site(0,1/2]
g(?) —{ —2t+2 sitell/2,1]

Notese que ¢g(0) = g(1) = 0 y g(1/2) = 1. De la misma forma, e = « o 0. Por el lema
de construccién de homotopias (1.4) tenemos que g ~(o 1} 0. De lo que se deduce, por la
proposicién (1.3), que o x o~} ~f0,1} €- Andlogamente se prueba la otra igualdad.

Comprobemos la propiedad asociativa. Dados los lazos «, 8 y v, veamos que:

lax B[] =axBxy] y [o][B*y]=loxpB*7],
donde « * 3 * v es el camino definido por

31 sitel0,1/3]
(axBxv)(t) =< 3t—1 site[l/3,2/3]
3t-2  sitel[2/31]

Observemos que (a* )y = (ax3*7)oh, donde h : [0,1] — [0, 1] es la aplicacion lineal
a trozos definida por la siguiente expresion

B (4/3)t sit e [0, 1/2]
e = { (2/3)t+1/3  siwe(l/21]

Notese que h(0) =0, h(1/2) =2/3 y h(1) = 1.
De la misma forma, a* 8y = (a*Bx7)oldy ) y por el mismo razonamiento que en casos
anteriores tenemos (o * ) * v ~q 1 « * [ % 7. Analogamente se prueba la otra igualdad.

O

Definiciéon 1.8 (Grupo fundamental). El conjunto 71 (X, zo) con la anterior estructura
de grupo recibe el nombre de grupo fundamental o grupo de Poincaré de X en el punto xg.



De ahora en adelante cuando, dado un espacio topolégico X, queramos resaltar un pun-
to zg € X, emplearemos la notacion (X, xp). Asi mismo, f: (X,z9) — (Y, yo) denotara
que f es una aplicacion del espacio X en el espacio Y tal que f(zo) = yo.

Proposicion 1.9 (Propiedad funtorial del grupo fundamental). Sean (X, xz¢) e
(Y, y0) espacios topoldgicos y f : (X,z0) — (Y,y0) una aplicacion continua. Esta aplica-
cion induce un homomorfismo de grupos fi : m1(X, x9) — m (Y, y0). Ademds, esta corres-
pondencia entre aplicaciones continuas y homomorfismos de grupos cumple las siguientes
propiedades:

1. Es compatible con la identidad. Es decir, (Idx )« = Idy (x z)-

2. Es compatible con la composicion de aplicactones. Es decir, si se tienen aplicaciones
continuas ;
(Xa ‘TO) — (K yO) i> (Za ZO),

entonces los homomorfismos de grupos inducidos
f* *
m(X,20) == m1(Y,90) == m1(Z, 20)

satisfacen que (go f)s = g« © fs.

Demostracion. Dado un lazo « en xg, definimos f,([a]) = [foa]. Sabemos que la aplicacion
f« esté bien definida por la proposicion (1.3). Veamos que f, respeta la operacion del grupo
fundamental y asi, que se trata de un homomorfismo de grupos. Esto se deduce de las
siguientes igualdades:

fe([a][B]) = [f o (ax B)] = [(f o) x (f o B)] = fulla]) £u([5])-

La compatibilidad con la identidad es evidente. La compatibilidad con la composicién se
debe a que, dado un lazo o en x, se tiene que

(g0 f)«(lo]) =[lgo f)oa]l=lgo(foa)]=g«lfoo]) = (g0 fi)([o]).
U

La proposicion (1.9) nos permite afirmar que el grupo fundamental es un funtor cova-
riante entre la categoria de los espacios topolégicos con punto base y la categoria de los
grupos.

Al hablar del grupo fundamental de un espacio topoldgico es indispensable concretar
un punto base. Sin embargo, si xg y x1 son puntos de un espacio topolégico X que se
pueden conectar por un camino o con origen en xg y fin en x1, este camino induce un
isomorfismo entre los grupos fundamentales:

oy (X, 20) — ™ (X, 21)
(o] — [0t xax ol
Por eso, en el caso particular de un espacio conexo por caminos X, podemos hablar de la
clase de isomorfia 7 (X) de sus grupos fundamentales.

Definicion 1.10 (Espacio simplemente conexo). Sea X un espacio topologico. Se dice
que X es simplemente conezo si es conexo por caminos y 71(X) es la clase de isomorfia
del grupo trivial.



1.3. Espacios homotépicamente equivalentes

Definicion 1.11. Dos espacios topologicos X e Y son homotdpicamente equivalentes si
existen aplicaciones continuas f: X — Y y g: Y — X tales que

gof~Idx y fog~Idy.

A continuacién probaremos que espacios topoldgicos conexos por caminos y homotopi-
camente equivalentes tienen grupos fundamentales isomorfos. Esto permite calcular rapi-
damente muchos grupos fundamentales a partir de unos pocos ejemplos sencillos, como el
de la circunferencia.

Lema 1.12 (del cuadrado). Sean X un espacio topoldgico y F : [0,1] x [0,1] — X una
aplicacion continua. Consideremos los caminos dados por a(t) = F(0,t), B(t) = F(1,t),
v(s) = F(5,0) y 0(s) = F(s,1). Se verifica § ~yo13 o~ %y 3.

Demostracion. Sean xg = §(0) y z1 = 6(1). Denotaremos por ez, vy ez, a los caminos
constantemente igual a xg y x1 respectivamente. Definimos las homotopias:

To st s <t
E(s,t) = .
(5,%) {a(l—l—t—s) sis>t

G(s,t):{ﬁ(t+$) sil—s>t

T st1—s<t

Ambas aplicaciones estan bien definidas (coinciden en la zona de solapamiento) y
son continuas por serlo en cada trozo, asi que son efectivamente homotopias. Ademés
se cumple E(s,0) = a(l —s) = a (s) y BE(1,t) = a(l +t — 1) = a(t). Anidlogamen-
te G(0,t) = B(t) y G(s,0) = B(t). Esto nos permite definir una homotopia H relativa
a {0,1} entre los caminos a~! %y % B y ey, * 6 * e;, como se muestra en la figura 5.

J )
i) il
o F g — E « F 8 G
5 Q 0l b

Figura 5: Demostracion del lema del cuadrado

Y por tanto o~ ! x v % 3 ~{0,1} €xo * 0 * €x; ~{0,1} O- -

Proposicion 1.13. Sean f : X — Y y g : Y — X aplicaciones que definen una
equivalencia de homotopia entre los espacios X e Y. Dados xg € X e yo = f(xg), los
grupos fundamentales m (X, x0) y m1(Y,y0) son isomorfos.

Demostracion. Sea F' una homotopia entre Idx y g o f y G una homotopia entre Idy y
f og. Lo primero que hay que observar es que z1 = g(yo) no es necesariamente igual a zg,
pero ambos puntos estan conectados por el camino «(t) = F(zg,t). Esto nos proporciona
el diagrama:

(X, ) EiR m1(Y, y0)

Qe N\  Gx
7T1(X,{E1)

10



Como ay es un isomorfismo, si vemos que este diagrama es conmutativo podremos deducir
que f, es inyectiva y g. sobreyectiva. Sea [0] € m1(X, x9):

L (g«(f«(lo])) = [g o foo].

2. ax([o]) = [at x o *ql.

1% 0% a] usando el lema del cuadrado (1.12) con la aplicacién

Obtenemos [go foo] = [«
continua H (s, t) = F(o(s),t).
Sea ahora y; = f(z1). La aplicacion 3(t) = G(yo,t) es un camino con origen en yo y fin en

y1. Esta vez tenemos el diagrama:

m (V) 2 m(X, 1)
Bsx ¢ ar
Wl(Yayl)

Notese que fi en este diagrama representa un homomorfismo de grupos entre m1 (X, x1) y
m1(Y, y1), mientras que en el anterior diagrama representaba un homomorfismo de grupos
entre m (X, x0) y m(Y,y0). Si es el mismo homomorfismo, sin embargo, g.. De forma
analoga se prueba que el diagrama es conmutativo y por tanto g, es inyectiva. Como g,
es un isomorfismo y «, también, f, : 71 (X, z9) — 71 (Y, yo) ha de ser un isomorfismo de
grupos. O

Corolario 1.14. Sea [ : (X,z0) — (Y, y0) un homeomorfismo. Los grupos fundamentales
(X, z9) y m1(Y,y0) son isomorfos.

Demostracion. Los homeomorfismos f y f~! definen una equivalencia de homotopia entre
los espacios X e Y. O

Definiciéon 1.15 (Retraccion). Sea A un subconjunto del espacio topologico X. Una
aplicacion continua r : X — A se llama retraccion si r |4= Ids. Si existe una tal
retraccion, se dice que A es un retracto de X.

Definiciéon 1.16 (Retraccion por deformacion). Sea A un subconjunto del espacio
topolégico X y sea i: A — X la inclusiéon. Una aplicacion continua r : X — A se llama
retraccion por deformacion si es una retraccién y ademas i or ~ Idx. Si existe una tal
retraccion, se dice que A es un retracto por deformacion de X.

Observacion. Si A es un retracto por deformacion de X, ambos espacios son homotopi-
camente equivalentes. En particular para todo punto a € A los grupos fundamentales
m1(A,a) y m1(X,a) son isomorfos. Mas aun, para todo punto zyp € X los grupos funda-
mentales m (X, zo) y m1(A,r(xp)) son isomorfos.

Ejemplo: La circunferencia S' es un retracto por deformacion del espacio X = C — {0}.
Basta considerar la aplicacién r : C — {0} — S! definida por r(z) = ||in Esta aplicacion
es una retraccion porque los puntos z € S' cumplen por definicién ||z|| = 1. Ademas es
claro que la recta que une z y r(z) esta enteramente contenida en C — {0}, luego por el
lema (1.4) obtenemos Idx ~ior.

Definicion 1.17. Un espacio topolégico X es contrdctil si la identidad Idy es hométopa
a una aplicacion constante. Es decir, si el espacio retracta por deformacién sobre uno de
sus puntos.

11



Figura 6: Retraccion por deformaciéon de C — {0} en S.

Observacion. Notese que todo espacio contractil X es simplemente conexo. Sea c el punto
sobre el que retracta X y sea F': X x [0,1] — X una homotopia entre la identidad y
la aplicacién constantemente igual a c. El espacio X verifica que para cualquier z € X,
F(x,t) es un camino con origen en x y fin en c. Por lo tanto X es conexo por caminos.
Ademés su grupo fundamental respecto de uno cualquiera de sus puntos es isomorfo al
grupo trivial.

12



2. Indice de un lazo respecto de un punto

FEl objetivo de esta seccién es explorar el concepto de indice de un lazo respecto de
un punto a través de la topologia algebraica. Para ello serd necesario hablar de espacios
recubridores y del grupo fundamental de la circunferencia S'. Ademés, a la hora de exponer
las propiedades del indice, se hara énfasis en aquellas relacionadas con la homotopia. Para
la redaccion de esta seccion se han usado los libros de Greenberg [GHS81| y Fulton [Ful95].

2.1. Espacios recubridores y teoremas de elevacién

Definicién 2.1 (Espacio Recubridor). Sea X un espacio topologico. Un espacio recu-
bridor o revestimiento de X estd formado por un espacio topolégico E¥ y una aplicacion
continua y sobreyectiva F SN X, llamada aplicacion recubridora, tal que:

Cada x € X admite un entorno abierto U verificando que p~!(U) es una unién disjunta de
abiertos S;, y para cada uno de ellos p|g, : S; — U es un homeomorfismo. Un tal entorno
U se dice que esta uniformemente cubierto y a los abiertos S; se les llama hojas.

Ejemplo. Un ejemplo clasico de espacio recubridor lo da la aplicacion E : R — S! definida
por E(t) = exp(2mit).

0
>
Figura 7: Representaciéon de la aplicacion E y contraimagen por la misma del punto
1est

Recordemos que, cuando dado un espacio topolégico X, queremos resaltar un punto

zo € X, empleamos la notacion (X, zg). Asi mismo, (Y, o) N (X, z0) denota que f es
una aplicacion del espacio Y en el espacio X tal que f(yo) = zo.

Proposiciéon 2.2 (Unicidad de elevaciones). Sea (E,eq) —= (X,z0) una aplicacion
recubridora y sea (Y, o) 7, (X, z0) una aplicacion cualquiera. Supongamos que Y es un
espacio conezo. Si existe una aplicacion (Y, yo) N (E,ep) tal que po f' = f, entonces es
unica.

1!

Demostracion. Sea (Y, yo) N (E, eg) una aplicacion tal que po f” = f. Consideremos los
conjuntos:

"(y)}
"(y)}

A={yeY|f(y) =

f
B={yeY|[f'(y)#f
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Notese que Y es la union disjunta de los conjuntos A y B. Si probamos que ambos son
abiertos, como Y es conexo e yg € A, se deduce que B es el conjunto vacio.

Dado y € A, sea U un entorno de f(y) uniformemente cubierto por p. Sabemos que
el punto f'(y) = f"(y) pertenece a alguna hoja S de p~!(U). Entonces tenemos que
f7HS) N f"~1(S) es un entorno abierto de y enteramente contenido en A, con lo que A
es abierto.

Dado y € B, sea U un entorno de f(y) uniformemente cubierto por p. Sea S; la hoja de
p~1(U) ala que pertenece f'(y) y sea Sz la hoja a la que pertenece f”(y). Necesariamente
S1 # S5. Entonces tenemos que f/~(S1)N f”~1(Ss) es un entorno abierto de y enteramente
contenido en B, con lo que B es abierto.

Asi pues, f'(y) = f”(y) para todo y € Y, como queriamos demostrar. O

s . p o
Teorema 2.3 (de elevacion de caminos). Sea (E,ep) — (X, x0) una aplicacion recu-
bridora y sea o un camino en X con punto inicial xo. Existe un 1inico camino o' en E con
punto inicial eg tal que poo’ = o.

Demostracion. Una vez probada la existencia del camino o”, la unicidad se deduce de (2.2).

1. Caso 1: Supongamos que todo el espacio X estd uniformemente cubierto. Dada la

. . pls
hoja S que contiene al punto ey, sabemos que S —> X es un homeomorfismo. Sea
su inverso. 0’ = 1 o o es la elevacion deseada.

2. Caso general: Por el teorema del recubrimiento de Lebesgue, podemos tomar una
particion 0 = tg < t; < ... < t, = 1 del intervalo [0,1] de forma que para cada
i €{0,...,n—1} laimagen de [t;, t;11] esté enteramente contenida en un entorno uni-
formemente cubierto de o(t;). Por el caso 1, podemos elevar o ‘[07151] a una aplicacién
[0,1] =5 E tal que 01(0) = ep. Dado i € {1,...,n — 1}, supongamos que podemos
conseguir una elevacion o; para o [[g 4, tal que 0;(0) = ep. Sea 041 una elevacion de
o |it; i+ tal que 0i11(ti) = 0i(t;) (lo que de nuevo se puede conseguir por el caso
1). La concatenacioén de o; y 041 nos permite encontrar una elevacién de o (g4, 41]
que envia el 0 a eg. El resultado se deduce por un razonamiento inductivo.

O

Teorema 2.4 (de elevacion de homotopias). Sea (E,eq) — (X, zo) una aplicacion
recubridora y sea (Y, yo) N (X, o) una aplicacion cualquiera que admite una elevacion

(Y, 40) N (E,ep). Toda homotopia F :'Y x [0,1] — X con F(y,0) = f(y) puede ser
elevada de forma tinica a una homotopia F' 1Y x [0,1] — E con F'(y,0) = f'(y).

Demostracion. Una vez probada la existencia de la homotopia F’, la unicidad se deduce
de (2.2). La prueba consta de tres pasos:

1. Si todo el espacio X estd uniformemente cubierto, la elevaciéon se obtiene como en la
demostraciéon anterior.

2. Por el teorema del recubrimiento de Lebesgue, para cada y € Y podemos encontrar
un entorno suyo U, y una particion 0 = ¢y < t; < ... < t, = 1 de [0, 1] tales que
F envia Uy x [t;, t;+1] en un entorno uniformemente cubierto de F(y,t;). Utilizando
el paso 1 y un argumento inductivo como el de la demostraciéon anterior, elevamos
F |y, xr a una aplicacion F' : Uy x [0,1] — E tal que F'(y’,0) = f'(y) para todo
y e Uy,
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3. Apliquemos el paso anterior a dos puntos distintos yi,y2 € Y. Para caday € Uy, NU,,
hemos obtenido dos elevaciones de F' |,: {y} x [0,1] — X que coinciden en el punto
(y,0). Por el teorema de unicidad de elevaciones (2.2), que podemos aplicar porque
{y} x [0,1] es conexo, las dos elevaciones coinciden. Como esto es cierto para cada
y € Uy, NUy,, las elevaciones coinciden en Uy, N Uy, x [0,1]. Asi pues, podemos
solapar las elevaciones construidas en el paso 2 en cada punto de Y para obtener una
elevaciéon de toda la aplicacion F'.

O

Corolario 2.5. Sea (E,eq) - (X,x0) una aplicacion recubridora. Si o y B son caminos
en X con origen en xo y o ~ [3 rel{0,1}, entonces sus respectivas elevaciones con origen
en ey, o y B, verifican o ~ B’ rel{0,1}. En particular, o/ y B’ tienen el mismo punto

final.

Demostracion. Consecuencia inmediata del teorema anterior. O

2.2. El grupo fundamental de S'

Recordemos que la circunferencia S' es el subconjunto de C definido por
St={zeC | |2|=1}.

Siempre consideramos, salvo que se diga lo contrario, la topologia usual de subespacio.
Dado un punto 0y de S', definimos el lazo unidad positivo F;O :[0,1] — St en 6y por la
expresion

Ty (t) = E(t + to),

donde ty € R es cualquiera de los ntumeros reales tales que E(tp) = 0y. Este lazo es aquel
que da una vuelta a la circunferencia en sentido antihorario partiendo de 6.
El lazo unidad negativo I'y en 0o es el lazo inverso de F;O, es decir

Ty (1) = B((1 — 1)+ to) = Elto — 1),
Este lazo es aquel que da una vuelta a la circunferencia en sentido horario partiendo de 6.

Teorema 2.6 (Grupo fundamental de S!). Dado 6y € S', el grupo fundamental
m1(SY, 00) es isomorfo a Z. Ademds, tanto [F;;)] como [I'y | son generadores del grupo
71(SY, 00). Mds precisamente, son los tinicos elementos que lo generan.

Demostracion. Consideremos la aplicacion recubridora E : R — S dada por la expresion
E(t) = exp(2mit). Elijamos to € R tal que E(tg) = 6. Notese que E~1({0o}) = to + Z.
Dado un lazo o : [0,1] — S* en fp, por el teorema de elevacion de caminos (2.3), existe
una tnica elevacion suya o’ con origen en ty. Su extremo final es un ntimero real de la
forma tg + ny, ne € Z. El corolario (2.5) nos permite definir la aplicacion

¢ : ﬂ-l(Slan) —Z

[o] — ng.
Sea cg, = E(to) el lazo constantemente igual a 6. Notese que qﬁ([F;:)]) =1, ¢([I'y, ) = -1
v ¢([cg,]) = 0, ya que la propia definicion de cada uno de estos lazos nos da implicitamente

su elevacién con origen en tg. Las siguientes propiedades aseguran ahora que ¢ es un
isomorfismo de grupos:
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1. Compatibilidad con la operaciéon del grupo:
Dados [o], [7] € m1(S!, 6p), sean o’ y 7/ las respectivas elevaciones con origen en ty de
oy T;ysean m = n, y n = n,. Consideremos el camino en R con extremo inicial en
m y extremo final en n +m dado por 7"(s) = 7/(s) + m. Se verifica E o 7" = 7, por
lo que o’ * 7" es la elevacion de o x T con origen en ty. Se deduce que

¢([oll7]) = ¢(lo * 7]) = ngrern = n +m = ¢(0) + ¢(7).

2. Inyectividad: Si ¢([o]) = 0, su elevacion ¢’ con origen en ty, como camino en R, es
un lazo en ty. Como R es contractil, esto significa que o’ ~ ¢, rel{0,1}. Aplicando
E obtenemos o ~ cg, rel{0,1}, con lo que [o] = [cg,]-

3. Sobreyectividad: Para cada n € Z consideremos el camino en R dado por la expresion
o'(t) = to + nt. Entonces 0 = E o ¢’ es un lazo de S' en 6 tal que ¢(c) = n.

O

Nétese que todo isomorfismo de grupos 71(S!,8p) — Z es uno de los dos siguientes:
. w;; : 1(SY, 0p) — Z, donde zb(;; (Pgo) = 1 (Orientacion positiva de la circunferencia).

"ty 1T (S,600) — 7Z, donde Vg, (L'g,) = 1(Orientacion negativa de la circunferencia).

2.3. Indice de un lazo respecto de un punto

Consideremos el espacio C — {zy}, siendo zp un punto cualquiera, y fijemos otro punto
distinto wp. Estamos interesados en estudiar el grupo fundamental 71 (C — {20}, wo).
Sea T, la traslacion que lleva el punto zp al punto 0 (7,,(2) = z — z0). Esta aplicacion es
un homeomorfismo entre los espacios C — {29} y C — {0}, por lo que define el isomorfismo
de grupos:
Teox : T1(C — {20}, wo) — m1(C — {0}, wo — 20).

Sea r : C — {0} — S! la retracciéon por deformacién dada por r(z) = ﬁ Esta también

define el isomorfismo de grupos:
7y 2 m(C — {0}, wo — 29) — m1 (S, m(wo — 20)).

Por las propiedades funtoriales del grupo fundamental (1.9), la aplicacion r,, = r o 7,
define el isomorfismo de grupos:

T T1(C — {20}, wo) — w1 (S", 2 (wo)).

Con esto y el teorema (2.6) podemos afirmar que 71(C — {20}, wo) es isomorfo a Z. Ahora
estudiemos sus generadores.

Sea C’jo wo €l 1azo en wyp que traza una circunferencia de centro 2o en sentido antihorario a
b

velocidad constante. Podemos parametrizar este lazo por:

CF o () = lwo — 20| E(t + to) + 20,

20,Wo

donde tg es uno de los ntuneros reales tales que E(tg) = r,, (wo).

Anélogamente definimos C7 , como el lazo en wg que traza una circunferencia de centro
7

zp en sentido horario a velocidad constante, es decir, el inverso de C;g wo-
—_1t.
=TIy

Sea 0y = 12, (wp). Veamos que 7, 0 Cf

16



Tz © cH (t)

20,Wo

—2|E({@+1t —

[lwo — 20| E(t + to) + 20 — 20| 0
Como [F;O] es un generador de 71 (S, 0y) y 7., es un isomorfismo de grupos, concluimos
que tanto [C ] como [Cy, | son generadores de m1(C — {20}, wo). Més precisamente,
son los tnicos elementos que generan el grupo.

Todo isomorfismo de grupos m1(C — {20}, wo) — Z es uno de los dos siguientes:

= i m(C — {20}, wp) — Z, donde ¢} (Cf . ) =1 (Orientacion positiva).

wo,20

= Pyt T(C — {20}, wo) — Z, donde ¢, (Cy,

wo.z) = 1 (Orientacion negativa).

Definicién 2.7 (Indice de un lazo respecto de un punto). Consideremos un lazo
o :[0,1] — C — {20} en wy, el indice de o con respecto de zy es el ntmero entero

(0, 20) = @i, ([0])-

Observacién. Se puede probar que esta definiciéon de indice de un lazo respecto de un punto
coincide con la que se obtiene a través de un argumento continuo.

A continuacion veremos algunas propiedades del indice.

Proposicion 2.8. Sean «, 8 : [0,1] — C—{20} dos lazos en wy homdtopos como caminos,
entonces n(a, zo) = n(B, z0).

Demostracion. Ambos lazos definen la misma clase de equivalencia en 71 (C — {2}, wo),
luego tienen la misma imagen por el isomorfismo g0$0. O

Proposicion 2.9. El indice de un lazo respecto de un punto es invariante por traslaciones.
Concretamente, sea o : [0,1] — C — {20} un lazo en wo y sea v un wvector del plano
complejo. Entonces

n(a+ v,z +v) =n(a, 20).

donde a+ v es el lazo dado por (o +v)(t) = a(t) + v.
Demostracion. Sea T, la traslacién por el vector v. Las traslaciones son un homeomorfismo

del plano complejo en si mismo, por lo que C —{zp} y C — {20 + v} son espacios homoto-
picamente equivalentes. Esto nos proporciona el isomorfismo de grupos fundamentales

Tox : T1(C — {20}, wo) — m1(C — {20 + v}, wo + v).

que envia la clase [a] en la clase [a+v]. Como 7, conserva la orientacion de los lazos, tenemos

+ _ + . . . . .
que 7, 0 CF 0 = O3 woto Y POdemos afirmar que el siguiente diagrama es conmutativo:

Wl(C—{Zo},w()) ﬂ> Wl(C—{Zo-FU},w()-F?))

(p’l—;() \l 1/ 901-50—1—1)
Z

o lo que es lo mismo, que n(a + v, 20 + v) = n(a, 29). O

Definicién 2.10 (homotopia a través de lazos). Dado un espacio topologico X y dos
lazos «, 5 : [0,1] — X, se dice que estos ultimos son homdtopos a través de lazos si existe
una homotopia F' : [0,1] x [0,1] — X de a en f§ tal que F(0,s) = F(1,s) para todo
s € 0,1].
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F(t,s) —

«

Figura 8: Representacion grafica de una homotopia a través de lazos

Podemos interpretar una homotopia a través de lazos F' de a en 8 como una deformacién
continua del lazo « en el lazo B donde los caminos intermedios F'(—, s) son también lazos.

Proposicion 2.11. Sean «, 5 : [0,1] — C— {20} dos lazos en wg y w1 respectivamente y
sea F':[0,1] x [0,1] — C — {20} una homotopia a través de lazos entre o y . Entonces

n(a, 20) = n(B, 20).

Demostracion. Sea o el camino entre wy y wy dado por o(s) = F(0,s) = F(1,s). Aplicando
el lema del cuadrado (1.12), deducimos que 3 ~{0,1} o ' % o x 0. Asi pues el isomorfismo
de grupos inducido

o 1 m(C — {20}, w0) —> m(C — {20}, w1)

lleva la clase [ en la clase [5]. Veamos ahora que o, conserva la orientacion.
Sea G : [0,1] x [0,1] — C — {20} la homotopia dada por:

ot
G(t,s) =C (1)
Notese que G(t,0) = CF ., G(t,1) = CF v G(0,5) = G(1,s) = o(s). De nuevo por
el lema del cuadrado (1.12) deducimos que o, ([C} ) = [C ,,,]. En consecuencia el

siguiente diagrama es conmutativo:

11 (C — {2}, wo) 2 m(C— {2 +v},w)

et N\ el
Z

Y por tanto n(a, z0) = n(S, 20). O

C+

20,W1

wo

Cr+

20,Wo

Figura 9: La homotopia a través de lazos G(t,s) = C’;; o(s) (t)
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Lema 2.12 (del perro y la correa). Sean o, :[0,1] — C — {2} dos lazos tales que

|a(t) = B()| < |a(t) — 20
para todo t € [0, 1]. Entonces n(a, z0) = n(f, 20)-

Demostracion. Consideremos la aplicacion F' : [0,1] x [0,1] — C dada por
F(t,s) = (1 —s)a(t) + sp(t).

Por hipotesis, para cada t € [0,1], el segmento que une «(t) y S(t) no contiene al punto
2o (la distancia entre los extremos del segmento es menor que la de uno de los extremos al
punto en cuestion). Por lo tanto, zp no esté en la imagen de F'. Ademés F' es una homotopia
a través de lazos entre a y 3, de lo que se deduce el resultado. O

Teorema 2.13. Sea o : [0,1] — C un lazo. La funcion n(o,—), definida en C — Im(o),
es constante en cada componente conexa de su dominio de definicion. Ademds se anula en
la componente conezxa no acotada.

Demostracion. C — Im(o) es abierto, luego basta probar que n(o, —) es localmente cons-
tante. Sean zp y r > 0 tales que la bola B(zg, r) esté contenida en C—Im(o). Queremos ver
que para todo z € B(zo,7), n(o,z) = n(o, z). Consideremos el vector v = zp%. Tenemos
que:

n(o,z0) = n(oc +v,20+v) =n(oc+wv,z2).

Consideremos ahora la aplicacion F(t,s) = o(t) + sv, que es una homotopia a través de
lazos entre o y o + v. Ademés z no pertenece a la imagen de F' porque z — sv € B(z,r)
para todo 0 < s < 1. Por lo tanto:

n(o +v,z) = n(o,2).

Ahora solo queda probar que n(o,—) se anula en un punto de la componente conexa no
acotada. Sea R lo suficientemente grande como para que Imo esté contenida en la bola
B(0,R), y sea Cr(t) = RE(t) una parametrizaciéon de la frontera de B(0, R). Tomemos
zp un namero real lo suficientemente grande como para que d(zg,Im(o)) > R. Podemos
aplicar el lema del perro y la correa (2.12) para deducir que n(o,z9) = n(Cr,20). Asi
mismo, F(t,s) = (1 — s)RE(t) es una homotopia a través de lazos de Cr(t) en el lazo ¢
constantemente igual a 0 que no toma el valor zg, luego n(Cr, z0) = n(cop, 20) = 0. O

Proposicién 2.14. Sea f : S' — C continua e inyectiva, es decir, Imf es una curva
de Jordan. Sea o : [0,1] — C el lazo definido por o = f o I‘f. Se tienen las siguientes
propiedades:

1. n(o,z) =0 para todo z en la componente conezxa exterior a Imf.
2. |n(o,z)| =1 para todo z en la componente conexa interior a Imf.

Demostracion. El teorema de la curva de Jordan nos permite asegurar que solo hay dos
componentes conexas de C — Imf, con lo cual el enunciado tiene sentido. La propiedad 1
es consecuencia directa del teorema (2.13).

Sea z un punto de la componente conexa interior a Imf y wg = o(0). Para la propiedad
2 necesitamos utilizar el teorema de la curva de Jordan-Schonflies. Este nos garantiza la
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existencia de un homeomorfismo h : C — C tal que h(Imf) = S' y h(z) € B(0,1).
Tenemos el siguiente isomorfismos de grupos:

T (C — {2}, w0) 2 71(C — {h(2)}, wn)

donde w; = h(wg). Este isomorfismo lleva la clase [o] en la clase [h o o]. Notese que
g = h |1ms of es una biyeccién continua de S' en si mismo. Veamos que hoo = go E(t)
y ', = E(t+ to) (donde ty cumple E(ty) = wi) son lazos homoétopos como caminos en
C — {h(2)}. Para cada t € [0,1], sea & : [0,1] — S! el camino que recorre un arco de
circunferencia con origen en go E(t) y fin en E(t+1%o) en sentido antihorario y a velocidad
constante. Sea F : [0,1] x [0,1] — S! la homotopia dada por

F(t,s) = §(s).

Se verifica que F(t,0) = 0:(0) = hoo(t), F(t,1) = F;L'(wo) y F(0,8) = dp(s) = wy = F(1,s).
Se concluye que [hoo] = [} ]. Por otra parte como h(z) € B(0, R), por el teorema (2.13),
n(T ,h(z)) =n(T},,0) = 1. Esto prueba que el isomorfismo de grupos

w1 w1

Lp$1 Oh*
—

m1(C —{z},wo) Z

envia la clase [o] en 1. No sabemos si este es el isomorfismo ¢, 0 ¢, , pero en cualquiera
de los dos casos |n(o, z)| = 1. O
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3. El conjunto de Mandelbrot

El conjunto de Mandelbrot es uno de los ejemplos tipicos de fractal en los libros de
divulgaciéon. Los matematicos franceses Adrien Douady y John H. Hubbard lo nombraron
asf en honor a Benoit Mandelbrot, quien desperté interés por este conjunto en su articulo
de 1980 [Man80]. Irénicamente el conjunto de Mandelbrot no es un fractal para la defi-
nicion propuesta por Mandelbrot, pero su frontera si. En esta secciéon se presentaran tres
caracterizaciones del conjunto de Mandelbrot y algunas de sus propiedades.

Definicion 3.1 (Conjunto de Mandelbrot). Para cada ¢ € C, sea f.(z) = 22 + c. Se
define el conjunto de Mandelbrot como:

M = {ceC| f2(0) » oo}.

Figura 10: El conjunto de Mandelbrot

A continuacién veremos dos caracterizaciones mas del conjunto de Mandelbrot. La
primera afirma que los puntos ¢ € M son exactamente aquellos para los que la orbita
{fc(0)}n>1 esta acotada, lo que pareceria a priori mas restrictivo que simplemente pedir
f2(0) - oo. De hecho, esa misma caracterizacion nos da una cota valida para todas las
orbitas. La segunda caracterizacién estd escrita en términos conjuntistas, lo que la hace
més manejable a la hora de aplicar razonamientos topolégicos.

Proposicion 3.2. El conjunto de Mandelbrot también puede describirse como:
M={ceC|Vn>1, |f}0)| <2}
Demostracion. Dado € > 0, veamos que si |z| > maz(|c|,2)+¢€, entonces | fo(2)] > |2](1+¢€):

[fe(2)] = 2% + | > |2 = |e] > [2]* = |2] = |2](]2] = 1) > [2|(1 +¢)
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Razonando inductivamente, si para algin namero ng ocurre |f2°(z)| > maz(|c|,2), enton-
ces existe un € > 0 tal que |[f(2)| > |f2(2)](1 — €)™ para todo n > ng. De aqui se
deduce que si para algun iterante |f'(z)| > max(|c|,2), entonces fI'(z) — oo.

Sea ¢ € M. Necesariamente maz(|c|,2) = 2, pues en caso contrario tendriamos que

f200) = |e* + ¢l 2 [ef* — |e] = |el(e] = 1) > |e],

y la érbita de 0 tenderia a infinito, lo que contradice ¢ € M. Se deduce que para todo ¢ € M,
|f2(0)] < 2 para todo n > 1. La otra inclusion se debe a que si ¢ verifica | f7'(0)| < 2 para
todo n > 1, entonces la orbita del 0 por f. estd acotada. O

Corolario 3.3. El conjunto de Mandelbrot estd acotado. En particular, estd contenido en
el disco cerrado Dy de centro (0,0) y radio 2. Ademds, 2 es el menor radio para el que esa
afirmacion es cierta.

Demostracion. Para todo ¢ € M, la proposicion (3.2) nos garantiza que |c| = |f.(0)] < 2.
Por otro lado, —2 € M ya que la érbita {f*,(0)}r>0 alcanza un punto fijo en la primera
iteraciom. O

Proposicion 3.4. Para cada n > 1, sea P,(c) = f*(0). Dado R > 2, sea Dp el dis-
co abierto centrado en el origen de radio R. El conjunto de Mandelbrot también puede
escribirse como:

M= ﬂan‘l(DR»

f—
—o 4+

© 2009 Geek3, CC BY-SA 1.0, Mandelbrot-Leminiscates-1-coords.png

Figura 11: El conjunto de Mandelbrot contenido en la interseccién de los P, 1(Ds).
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Demostracion. Sea ¢ € M. Por (3.2), |P,(c)| < 2 para todo n > 1. Como hemos tomado
R > 2, se concluye que ¢ € (| P, }(Dg). Por otro lado, si ¢ € P, 1(Dg) para todo n > 1,
entonces la érbita del 0 por la funcién f,. estd acotada y, en consecuencia, ¢ € M. O

Corolario 3.5. El conjunto de Mandelbrot es compacto.

Demostracion. Sea R > 2. Veamos que para todo n > 1, P, 1(Dg) es compacto. La
imagen inversa por una aplicaciéon continua de un cerrado es cerrada. Ademés, por ser P
un polinomio, la imagen inversa por P de un conjunto acotado ha de ser también acotada.
Asi pues, todos los P, 1(Dpg) son cerrados y acotados de C, de lo que se deduce que son
compactos. Por la proposicion (3.4), M es cerrado por ser una interseccion de cerrados.

. . 1
Ademas es compacto por ser un subconjunto cerrado del compacto Py~ (Dg). O
0.7
1
0.68
0.8 d "
0.6 0.66
04 0.64
0.2 0.62 ’ 1
0 0.6
0.2 0.58
0.4 0.56
0.6 0.54
-0.8
0.52
-1
0.5
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 -0.65 -0.6
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-0.5568 -0.55675 -0.5567 -0.55665 -0.5566 -0.55669 -0.556686 -0.556682

Figura 12: Ampliaciones del conjunto de Mandelbrot.
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Vamos a aprovechar la figura 12 para introducir una breve discusion, de caricter no
técnico, sobre el tema de la autosimilitud. Al observar imigenes de conjuntos asociados
con la iteracién de funciones suele apreciarse una cierta repeticién de patrones. El hecho
intuitivo de que al ampliar la imagen para ver en més detalle una de las partes del conjunto,
esta se parezca al todo, se ha intentado formalizar de muchas y muy diversas formas bajo
el nombre de autosimilitud. Estas formalizaciones pueden agruparse en tres tipos.

1. Autosimilitud estricta: Las definiciones de autosimilitud de este tipo se basan en
que exista una familia de aplicaciones f; : X — X no sobreyectivas y que conservan
alguna propiedad geométrica tales que X = f;(X).

2. Cuasi-autosimilitud: Como la autosimilitud estricta pero permitiendo ’errores’ o
‘ruido’ en las aplicaciones f;.

3. Autosimilitud estadistica: Las definiciones de autosimilitud de este tipo se basan
en la conservaciéon de propiedades estadisticas al cambiar de escala.

Existen algunos resultados sobre autosimilitud y el conjunto de Mandelbrot. Se sabe que
el conjunto al completo no es estrictamente autosimilar, pero en entornos de algunos de sus
puntos si. Esto es algo que pasa con frecuencia: la mayoria de los resultados probados sobre
el conjunto de Mandelbrot son parciales, en el sentido de que solo sirven para determinados
puntos y no para el conjunto al completo. También hay muchas conjeturas al respecto atin
sin probar, como que es localmente conexo. Actualmente se encuentran publicados dos
resultados no parciales muy relevantes sobre el conjunto de Mandelbrot. El primero es que
es conexo y se debe a Douady y Hubbard |[DHS82|. El segundo es que su frontera tiene
dimension de Hausdorff 2 y se debe al mateméatico japonés Mitsuhiro Shishiruka [Shi98].
En la siguiente secciéon se profundizard sobre el primer resultado relevante mencionado: la
conexién del conjunto de Mandelbrot.

24



4. Conexién del conjunto de Mandelbrot

A la vista de las imagenes obtenidas computacionalmente, uno podria dudar de que el
conujnto de Mandelbrot sea conexo. El propio Benoit Mandelbrot conjeturé en su articulo
[Man80] de 1980 que no lo era. Habia conseguido imégenes con muy buena resoluciéon para
la época en las que se podian apreciar ‘islotes’ desconectados del cardiode y bulbo centra-
les. Tristemente, en las imagenes publicadas en el articulo original los editores borraron
los islotes pensando que eran motas de polvo. Con el tiempo y la obtencién de mejores
imégenes, Mandelbrot comenzé a pensar que esos islotes estaban unidos por filamentos a
la forma central.

La primera demostracion de que el conjunto de Mandelbrot es conexo se debe a Adrien
Douaddy y John H. Hubbard [DH82| y data de 1982. Usan el teorema de representacion
conforme de Riemann para probar no solo que es conexo, sino que su complementario tam-
bién lo es. Durante la demostracién introdujeron la nocién de los rayos externos, que luego
se volvio casi indispensable para avanzar en el estudio de otras propiedades.

En esta seccion se abordara la prueba presentada por Jeremy Khan [Kah01]| en 2001, que
estd basada fundamentalmente en resultados de topologia. Presentaremos la idea general
de esta demostracion y detallaremos un caso concreto. El caso general se obtiene siguiendo
las mismas lineas generales de argumentacion y aplicando resultados de isotopia en los que
no entraremos.

Repasemos algunos conceptos y notaciones: Dado ¢ € C, f. es el polinomio cuadratico
con coeficientes complejos f.(z) = 22 + c. Los puntos del conjunto de Mandelbrot son
aquellos para los que la 6rbita del 0 por f. esta acotada. De ahi que nos interese considerar
los polinomios P,(c) = fI*(0), n > 1. Noétese que

C

Po(e) = f2(0) = (fE710))* + ¢ = Pl y(c) +c

o
—
(@)
N—
I

Se ve rapidamente por induccién que cada polinomio P, tiene coeficientes enteros y grado
2n~1 Habiamos demostrado que, para R > 2, el conjunto de Mandelbrot también podia
escribirse como

M = (_]1 P, (Dg), (%)

donde Dg es la adherencia del disco centrado en el origen de radio R. De necesitar mas
adelante que alguno de estos polinomios no se anule en Cr = 0Dpg, basta considerar a
mayores que R es trascendente (por ejemplo R = ¢). Partiendo de la ecuaciéon %, probar la
conexién del conjunto de Mandelbrot se reduce a verificar que podemos aplicar el siguiente
teorema.

Teorema 4.1. Sea X un espacio métrico y {K,, | n € N} una familia de subespacios
compactos y conezos tal que K, C K,_1 para todo n > 0. Entonces el conjunto K = (| K,
wnterseccion de la familia, es también compacto y conezo.

Demostracion. Como los K, son compactos en un espacio de Hausdorfl, son cerrados. Su
intersecciéon K es un subconjunto cerrado de cada uno de ellos, por lo que es compacto.
Supongamos que K no es conexo, es decir, existen abiertos de K disjuntos A y B tales
que K = AU B. Ademas A y B también son cerrados de K, por lo que son compactos.
Como X es de Hausdorff, podemos separar A y B por abiertos: Sean U y V abiertos de
X disjuntos tales que A C Uy B C V. Dado n € N, existe z,, € K,, — (UUV) (de lo
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contrario K, seria no conexo). Como los K, estan encajados, la sucesion {zy}n>0 tiene
todos sus elementos en el compacto K. Podemos garantizar entonces que la sucesiéon tiene
una subsucesion {x,, };>0 convergente a un punto = € Ky. Dado ng € N, esta subsucesion
tiene todos sus elementos en K, a partir de un cierto 7 en adelante, por lo que x € K.
Como esto lo podemos hacer para un ng cualquiera, concluimos que el punto limite x
pertenece a K = () K,,. Ahora bien, si € K, debe ocurrir x € U o = € V. En ambos casos
nos encontramos con un entorno abierto de z que no contiene a ningin punto de {zy }n>0,
lo que entra en contradiccion con que la subsucesién converja hacia x. O

Para méas informacion sobre este resultado, consultese el libro de S. Willard [Wil04].
Veamos que la familia {P, (Dg) | n > 1} verifica las hipotesis de este teorema.

1. C es un espacio métrico.

2. Para todo n > 1, P, Y(Dg) C P, (Dg):
Sea ¢ ¢ P, (Dg), es decir, |P,—1(c)| = |f*~1(0)
demostracion de 3.2, esto quiere decir que |P,(c)| =
tanto ¢ ¢ P, 1(Dg).

> > 2. Como vimos en la
| f2(0)] > \f§_1(0)| > R. Por

C

3. Para todo n > 1, P, 1(Dg) es compacto:
La imagen inversa por una aplicacién continua de un cerrado es cerrada. Ademas,
por ser P un polinomio, la imagen inversa por P de un conjunto acotado ha de ser
también acotada. Asi pues, todos los P, '(Dgr) son cerrados y acotados de C, de lo
que se deduce que son compactos.

1.5

-2 -1 0 1 2
Figura 13: Los conjuntos P, !(Ds) paran =1,2,...,8.
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La dificultad de la demostracién de Jeremy Kahn radica en la prueba de que, para todo
n > 1, P, Y(Dg) es conexo. Esto no es elemental y requiere la teoria de topologfa algebraica
que se desarroll6 en las dos primeras secciones de este trabajo. Presentaremos con detalle
un caso simplificado del razonamiento que sirve para ver que P, 1(DiR) es conexo.

Comenzaremos con unos cuantos resultados de naturaleza topolégica concernientes a
las aplicaciones polinémicas de C en C.

Lema 4.2. Sea P € C[X] un polinomio no constante. La aplicacion P : C — C es una
aplicacion abierta.

Demostracion. La aplicacién P es holomorfa en todo C, luego podemos aplicar el teorema
de la aplicacién abierta de analisis complejo. O

Proposicion 4.3. Sea P € C[X]| un polinomio no constante de grado n. Denotemos por
A al conjunto de sus puntos criticos (aquellos z tales que P'(z) = 0) y por B al conjunto
de sus valores criticos (las imdgenes por P de los puntos criticos). Entonces (C— A, P) es
un revestimiento de P(C) — B.

Demostracion. Dado zg € P(C) — B, sea {z;, i =1,2,...,n} el conjunto de raices del poli-
nomio P(z)— zp. Para cada z;, al no ser un punto critico de P, podemos aplicar el teorema
de las funciones inversas. Conseguimos de esta forma, para cada ¢, entornos abiertos V; y
W; de los puntos z; y P(z;) = 2z respectivamente tales que P : V; — W; es una biyeccion.
Mas atan, P : V; — W; es un homeomorfismo para todo ¢, pues es una biyeccién continua
que ademés es aplicacion abierta. Como C es un espacio de Hausdorff, podemos separar
los puntos z; por abiertos. Intersecando estos con los V; obtenemos abiertos disjuntos V;
tales que P |y: V! — P(V/) es un homeomorfismo. El entorno abierto de zy dado por
N P(V/) esta uniformemente cubierto. O

Lema 4.4. Sea P € C[X]| un polinomio no constante, D C C un abierto conexo y U una
componente coneza de P~1(D). Entonces P(U) = D.

Demostracion. Supongamos que P(U) = E C D. Obsérvese que D NJE es no vacio, pues
de lo contrario E seria simultaneamente abierto y cerrado en D, que es conexo. Asi pues,
podemos tomar w € DNIE y (wy), C E una sucesion que converge hacia w. Sea (z,), C U
una sucesion de puntos tales que P(z,) = wy, para todo n > 0. Podemos suponer que esta
sucesion converge hacia un punto z € U (como P es no constante, como minimo podemos
encontrar una subsucesion convergente) y por continuidad, P(z) = w. La contradiccion a
la que vamos a llegar es que z ¢ intU y z ¢ OU: Los polinomios en C son aplicaciones
abiertas, asi que P(intU) C intE. Como w € JF, esto elimina la opcion z € intU. Como
w € D y D es abierto, por continuidad de P existe una bola V' que contiene a z y tal que
P(V) C D. Pero entonces U UV es un conexo de P~1(D) que contiene a la componente
conexa U, lo que es absurdo. O

Lema 4.5. Sea P € C[X] un polinomio no constante, D C C un abierto conexo y U una
componente coneza de P~1(D). Entonces P(OU) = dD.

Demostracion. Sabemos que P(U) = D. Dado un punto z € 9U existe una sucesion
(2n)n C U que converge hacia él. Entonces (P(z,)), converge hacia P(z) € D. Con esto
tenemos P(QU) C D. Pero ningtin punto z € OU puede ir a parar a D, ya que entonces
U U {z} seria un conjunto conexo que contiene estrictamente a U (U es abierto, asi que
z ¢ U). Esto nos da la inclusion P(QU) C 9D. La otra se debe a que dado z € 9D,
podemos tomar una sucesién de puntos en D que converjan hacia él y tomar en U una
respectiva sucesiéon de puntos en la contraimagen convergiendo hacia un punto en U. Este
punto no puede estar en U porque P(U) = D. O
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Lema 4.6. Sea P € C[X] un polinomio no constante y sea Dp el disco abierto de radio R
centrado en el origen. Fxiste un numero real R de modo que para toda componente coneza
U de P~Y(Dg), su frontera OU es una curva de Jordan diferenciable.

Demostracion. Tomemos R tal que la circunferencia C'r no corte a ningin valor critico
de P (el conjunto de valores criticos de un polinomio es finito). Fijado un punto z € 90U,
su imagen P(z) pertenece a Cg, con lo que z no es un punto critico de P. Aplicando el
teorema de las funciones inversas deducimos que AU es localmente una curva diferenciable.
Como 90U es compacto (es la frontera de un subconjunto acotado de C), podemos afirmar
que QU es unién de curvas de Jordan diferenciables. Si conseguimos ver que es conexo,
entonces podremos afirmar que es una tnica curva de Jordan.

Supongamos que QU es no conexo, entonces existen al menos dos componentes conexas
C1 y Cy de QU que son curvas de Jordan y necesariamente una estara contenida en el la
region interior o acotada de la otra (U es una componente conexa de P~1(Dg)). Sea D;
la region interior de C'y y Do la de Cs. Supongamos que Cy C Di. Aplicando el principio
del modulo méaximo a Dy, concluimos que | P| no alcanza méximos locales en D1, es decir,

|P(z)| < sup|P(z)|=R
zeCq

para todo z € Dy. Sin embargo, P(Cy) C Cr, luego |P(z)| = R para todo z € Cy C D; lo
que nos lleva a contradiccién. O

Para demostrar que el conjunto de Mandelbrot es conexo, el resultado clave en el
argumento de Jeremy Kahn es la siguiente proposicién:

Proposicién 4.7. Para todo n > 1, P, 1(Dg) es conezo.

En efecto, una vez probada la proposicion (4.7), el teorema (4.1) nos permite concluir
que el conjunto de Mandelbrot es conexo. Daremos una prueba detallada de la proposicién
4.7 para los casos n =1y n = 2, en la cual aparecen ya muchos de los ingredientes de la
prueba general, que no detallaremos puesto que contiene argumentos de isotopia de espa-
cios topoldgicos que salen del marco de este trabajo de fin de grado.

Para n = 1, puesto que Py(c) = ¢, Pl_l(DiR) = Dpg y por tanto es conexo.
Proposicion 4.8. Dado R > 2, Py '(Dg) es conego.

Demostracion. De la propiedad (4.3) y los lemas (4.4) y (4.5), deducimos la igualdad
P, Y(DR) = Py '(DgR). Supongamos que Py *(Dg) no es conexo, entonces Py *(Dg) tam-
poco lo es. De lo contrario podriamos separar por abiertos Pz_l(DR) de al menos uno de
sus puntos de adherencia. Como 0 € PQ_l(D R), existe al menos una componente conexa U
de Py ! (Dpg) tal que 0 ¢ U. Queremos deducir 0 ¢ Py(U) = Dg para llegar a contradiccion.
Como 9U es una curva de Jordan, podemos interpretar Py, como un lazo contenido en
Cr y con origen en un cierto punto Pa(cp):

[0,1] %5 oU L2 0r con o(0)=0(1) =co

donde ¢ es una parametrizacion de la curva OU. Llamemos o = P o ¢ a ese lazo. Como
a recorre todo Cr, todos los puntos z € Dpg verifican |n(«, z)| > 1. Nuestro objetivo sera
probar n(«,0) = 0.

Para empezar busquemos un lazo (3 del que si podamos afirmar n(8,0) = 0 y que esté
de alguna forma relacionado con nuestro lazo a. Como Pi(c) = ¢, 0 ¢ P;(U) = U por
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hipétesis. Entonces, para todo ¢ € U, Pi(c) # 0y P2(c) = Pi(c)? + ¢ # c. Lo que significa
que Py(c) — ¢ # 0 para todo ¢ € U (y en particular para ¢ € 9U). Sea 3 : [0,1] — C* el
lazo dado por 8 = (P, — Id) o o y con origen en (P, — Id)(cp). Sabemos que n(3,0) =0
porque (P, —Id)(0U) es una curva de Jordan y 0 no est4 en la componente conexa acotada
en la que divide el plano.

Notese que [a(t) — B(t)] = |e| y |a(t) — O] = | P2(¢)]. Como

oU c Py Y(Dg) ¢ P{*(DR) = Dr,

podemos aplicar el lema del perro y la correa (2.12) para deducir que n(«,0) = n(5,0) = 0.
Recordemos que esto significaba que 0 ¢ Py(U) = Dg, lo que es absurdo. O

Veamos ahora, sin entrar en detalle, cémo se desarrolla la prueba para el caso general.
Proposicién 4.9. Para todo n > 1, P, 1(DR) es conezo:

Demostracion. Supongamos que no es cierto, sea n el menor numero natural tal que
P-Y(Dg) es no conexo. Argumentando como en el caso n = 2, P, 1(Dg) es no conexo
y existe al menos una componente conexa U de P, '(Dg) tal que 0 ¢ U. A partir de aqui
queremos probar:

0¢ P,(U) para 1<k<n (%)

Pues esto contradice el lema (4.4), por el cual P,(U) = Dg.

La prueba del caso general consiste en probar (%) mediante un razonamiento por in-
duccion sobre k. El caso k = 1 es cierto por la hipotesis de que 0 ¢ U. Suponiendo que ()
es cierto para un valor k € [1,n — 1], veamos que es cierto para k + 1. Para ello queremos
llevar a cabo un razonamiento con el indice de un lazo respecto de un punto como el que se
hizo para el caso n = 2. Sin embargo, en lugar del lema del perro y la correa, utilizaremos
el siguiente enunciado que se puede probar mediante argumentos de isotopia:

Proposicion 4.10. Sea S es una curva de Jordan diferenciable y {Cs, s € S} una fa-
milia de curvas de Jordan diferenciables que varia diferenciablemente. Para cada s € S,
denotemos por Ds el dominio acotado tal que Cs = dDs. Si a,b, f : S — C son fun-
ciones diferenciables tales que, para todo s € S, a(s),b(s) € Ds y f(s) € Cs; entonces

n(f —a,0) =n(f—05,0).

Como f¥(0) # 0 para todo ¢ € U por hipétesis de induccion, f5+1(0) # ¢ para todo
c € U. Ahora basta aplicar el enunciado mencionado arriba tomando:

1. S =0U, que es una curva de Jordan diferenciable por el lema (4.6).

2. Cy = fF1=7(CR) para ¢ € OU. Se puede probar que forman una familia de curvas
de Jordan diferenciables que varia diferenciablemente.

3. f(c) = fE1(0). Notese que f(c) € fA+1=7(CR) para todo c € U.

4. a(c) = 0y b(c) = c. Notese que como f7~1(c) € Cr, f™(c) € Dg param < n — 1.
Entonces 0,c € f¥*1="(Dy) para todo ¢ € 9U.

O
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5. Conjuntos de Julia

En esta seccién se presentaran los conjuntos de Julia. Estos tienen su origen en la
teoria de sistemas dindmicos complejos discretos y empezaron a ser estudiados a principios
del siglo XX por los matematicos franceses Gaston Julia y Pierre Fatou. Actualmente casi
cualquier libro de dindmica compleja tiene al menos un capitulo sobre conjuntos de Julia (o
iteracion de funciones holomorfas). Para escribir esta seccién se ha usado mayormente uno
de los libros de referencia sobre fractales de K. Falconer [Fal99| que, siendo atn formal, esta
destinado a una audiencia méas general y no presupone conocimientos técnicos de variable
compleja. La informacién base obtenida de ese libro se ha complementado con textos sobre
dindmica compleja que se irdn mencionando seglin sea necesario.

5.1. Definicion a través de sistemas dinamicos

El estudio de los sistemas dindmicos entré en auge tras la aparicién de los ordenado-
res. Desde entonces coexisten los puntos de vista tanto tedrico como aplicado. Aqui solo
hablaremos de sistemas dindmicos complejos discretos desde una perspectiva tedrica.

Definicién 5.1 (Sistema dinamico complejo discreto). Sea Q C Cun subconjunto de
la esfera de Riemann y f : @ —  una aplicacién con salida y llegada en 2. Un sistema
dindmico complejo discreto es una ecuaciéon en diferencias de la forma

Tpr1 = f(or), ke N.

Denotaremos por f* el k-ésimo iterante de f, es decir, f¥ = fo k) of. Un sistema diné-
mico complejo discreto también se puede interpretar como la sucesion de iterantes { f k} k>0-
Dado z € , estamos interesados en estudiar el comportamiento de la drbita {f*(x)} x>0

Diremos que un conjunto F C £ es un atractor del sistema si es cerrado, invariante
por f (f(F) = F) y existe un abierto U que contiene a F' tal que para todo z € U,
d(f*(z), F) — 0. El mayor abierto U cumpliendo esa propiedad se llama cuenca de atrac-
cion de F' y se denota por A(F).

Diremos que un conjunto F' C £ es un repulsor del sistema si es cerrado, invariante
por f (f(F) = F) y existe un abierto U que contiene a F' tal que para todo z € U — F,
f¥(2) ¢ U a partir de un cierto valor de k en adelante.

Un punto wy € §2 es periddico de periodo p si para todo i € {0,1,...,p — 2}, el valor
f(wi) = wiy1 # woy flwp—1) = wp = wp. Como f es holomorfa, la derivada A = (fP)’(wp)
estd bien definida y se llama multiplicador de la orbita. Por la regla de la cadena se tiene
que:

A= (fF) (wo) = f'(wo) f'(wy)... ' (wp-1)

Por tanto A = 0 si y solo si uno de los puntos de la érbita periédica es un punto critico
de f. Como wg es un punto fijo de fP, deducimos que la 6rbita periddica es un atractor si
|A| <1y un repulsor si [A| > 1.

Definicién 5.2 (Conjunto de Julia). Sea f: C — C una funcién holomorfa no cons-
tante. El conjunto de Julia relleno K (f) asociado a f se define como el conjunto de niimeros
complejos z € C cuya 6rbita no tiende hacia infinito, es decir,

K(f)={z€C | f*z)» oo}.
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c=—0,1+0,651i c=0,36—0,1i

c=—0,7 c =029+ 0,01i

Figura 14: Algunos ejemplos de conjuntos de Julia rellenos. Estos estan asociados a
funciones cuadraticas de la forma f. = 22 + c.

Su frontera se llama conjunto de Julia asociado a f, J(f) = OK(f). El complementario del
conjunto de Julia recibe el nombre de conjunto de Fatou de f, F(f).

En este trabajo, por simplicidad, solo consideraremos conjuntos de Julia asociados a
polinomios de grado mayor o igual que 2 con coeficientes complejos. Se expondran algunas
de las caracteristicas topolégicas y geométricas de estos conjuntos, asi como un par de
caracterizaciones equivalentes. Al final de la secciéon profundizaremos en el caso de los
polinomios cuadréticos y mostraremos cémo se relacionan los conjuntos de Julia con el de
Mandelbrot.

Lema 5.3. Sea f(2) = ap2™ + ... + a1z + ag € C[X] un polinomio de grado mayor o igual
que 2, es decir, n > 2 y a, # 0. Existe r > 0 tal que, si para algin m > 0, |f™(z)] > r,
entonces f¥(z) — oo. Por tanto, la érbita {f¥(2)}rs0 o0 bien tiende a infinito o bien estd
acotada.

Demostracion. Se puede tomar r lo suficientemente grande como para que, si |z| > r, se
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den simultaneamente las dos desigualdades siguientes:
Slanll2I" 2 212
—lan||z z|.
2 n -
_ 1
Janall2["" + ..+ Jao] < Slan]|2[".
Entonces, si |z| > r, se tiene que
n n—1 1 n
= |Un - n—1 0|) = =|Qn = .
[f(2)] 2 lanll2]" = (Jan-1ll2]""" + ... + aol) 2 Flan|2]" 2 2[]

Por un argumento inductivo, si |f™(z)| > r para algtn m, entonces f*(z) — oo. O

Lema 5.4 (de invarianza). Sea f una funcion holomorfa. El conjunto J = J(f) es
invariante por f en el sentido de que J = f(J) = f~1(J).

Demostracion. Sea z € J, entonces fF(z) - oo. Como J = OF(f), podemos tomar
una sucesién de puntos {wy,},>o convergente hacia z tal que f*(w,) — oo para todo
n. f¥(f(z)) » oo, luego f(z) € K(f). Por otro lado f*(f(wn)) — oo para todo n, luego
f(wy) € F(f) para todo n. Por continuidad de f podemos tomar los f(wy,) tan proximos
a f(z) como queramos, por lo que f(z) € J. Con esto obtenemos la cadena de inclusiones
f()ycJc = f) c ).

Sea zp tal que f(z9) = z. Por las propiedades de los polinomios en C, podemos encontrar
una sucesion de puntos {v,}n>o tal que f(v,) = wy, y v, — zp. Entonces se tiene que
f¥(z0) = f*1(2) » oo, luego 2o € K(f). Por otro lado f*(v,) = f* 1 (w,) — oo para to-
do n, luego v, € F(f) para todo n y entonces zg € J. Esto nos da la cadena de inclusiones

fTHI) cTc () C f(J). O

Lema 5.5 (de iteracion). Sea f(z) € C[X]| un polinomio de grado mayor o igual que 2.
J(f) = J(fP) para todo p > 0.

Demostracion. Sea z € C, por el lema (5.3), f¥(z) — oosiysolosi (fP)k(z2) = fP¥(2) — 0.
Se deduce que K(f) = K(fP) para todo p > 0. Tomando fronteras en cada igualdad se
obtiene J(f) = J(fP) para todo p > 0. O

¢ = —0,1227 + 0,7545i c=—0,1+0,7i ¢ = —0,12565651 + 0,6572i

Figura 15: Los K(f) para f. = z? 4+ ¢ que tienen esta forma suelen llamarse Conejos de
Douady.
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Proposicion 5.6. Sea f(z) € C[X] un polinomio de grado mayor o igual que 2. Los con-
guntos J(f) y K(f) son compactos no vacios tales que J(f) C K(f). Ademds, el conjunto
de Julia J(f) tiene interior vacio.

Demostracion. Por el lema (5.3), existe r > 0 tal que K(f) C B(0,r), luego tanto K(f)
como su frontera J(f) son acotados. Por otro lado, dado z ¢ K (f), |f™(z)| > r para algin
m. Por continuidad de f existe un entorno U de z tal que, para todo w € U, |f™(w)| > r
(y entonces UNK(f) = (). Deducimos que C — K (f) es abierto, luego K (f) cerrado. J(f)
es la frontera de un cerrado, luego J(f) C K(f). Ambos conjuntos son compactos por ser
subespacios cerrados y acotados de C. Veamos que son no vacios. La ecuacion f(z) = z
debe tener al menos una solucion zy (f(z) — z es un polinomio con coeficientes en C),
luego K (f) es no vacio. El segmento que une zg y un punto cualquiera de C — K(f) debe
cortar a la frontera J(f), luego ella tampoco es vacia. Por tltimo, supongamos que J(f)
no tiene interior vacio. Entonces existe U abierto tal que U C J(f) C K(f). Como U es
un abierto contenido en K (f), esta contenido en el interior de K (f). Pero entonces U debe
tener interseccion vacia con la frontera de K(f), lo que nos lleva a contradiccion. O

5.2. Definicion a través de familias normales

La definicién que hemos dado de conjunto de Julia es intuitiva, pero poco manejable a
la hora de obtener propiedades. Es por esto que en libros de nivel méas avanzado como el
de J. W. Milnor [Mil06| se opta por una definicién que requiere herramientas técnicas de
variable compleja. A continuacion introduciremos los conceptos y resultados estrictamente
necesarios para dar esa definicién y seguir avanzando en las propiedades de los conjuntos
de Julia.

Definiciéon 5.7 (convergencia uniforme). Sea U C C. Una sucesion { f,, }n>0 de funcio-
nes holomorfas en U converge uniformemente hacia una funcién f: U — C si

lim sup |fn(2) = f(2)] =0

n—oo zeU

Se dice que {fn}n>0 converge uniformemente hacia infinito si para cada M > 0 existe un
nays tal que |fn(2)] > M para todon >npy y z € U.

Definicién 5.8 (familia normal). Sea U C C un dominio (un abierto conexo) y sea
F =A{fr : U — C | k € N} una familia de funciones holomorfas en U. Se dice que F
es una familia normal en U si para cada sucesiéon de elementos de F existe o bien una
subsucesiéon que converge uniformemente a una funcién limite f en cada compacto de U, o
bien una subsucesién que converge uniformemente hacia infinito en cada compacto de U.
Sea zg € U. Se dice que F es una familia normal en el punto zg si existe un entorno abierto
y conexo V de zp tal que F es una familia normal en V.

Notese que por el teorema de convergencia uniforme de Weierstrass, la funcion limite
f de la definicién anterior, de existir, es holomorfa en U.

Teorema 5.9 (Test Fundamental de Normalidad de Montel). Sea F una familia de
funciones holomorfas en un dominio U que omiten todas los mismos dos valores a,b € C,
entonces F es una familia normal en U.

La demostracion de este resultado escapa del marco de este trabajo de fin de grado,
pero se puede encontrar en el libro de J. L. Schiff [Sch93|. Son necesarios conocimientos
sobre la funcién eliptica modular j de Klein.

34



Corolario 5.10. Sea F una familia de funciones holomorfas no normal en un dominio
U. Entonces para todo valor w € C excepto quizds uno, existen f € F y z € U tales que

f(z) = w.
Demostracion. Es exactamente el contrarreciproco del enunciado del teorema de Montel.
O

Ahora que ya tenemos las nociones de anélisis complejo necesarias, veamos cudl es la
definicién usual formal de conjunto de Julia y comprobemos que es equivalente a la que
hemos dado.

Proposicion 5.11. Sea f(z) € C[X]| un polinomio de grado mayor o igual que 2 y sea
F = {f*} x>0 la familia dada por sus sucesivos iterantes.

J(f)={2€C | F noesnormal en z}

Demostracion. Si z € J(f), en cualquier entorno U de z habrd puntos w cuya érbita
f¥(w) — oo. Mientras tanto la 6rbita de z permanece acotada en .J(f). Esto significa que
ninguna subsucesion de {f*},~o converge uniformemente en V', por lo que la familia F no
es normal en z.

Si z ¢ J(f), puede darse uno de dos casos. Si z pertenece al interior de K(f), existe
un entorno suyo V contenido en el interior de K(f). Consideremos el radio r del lema
(5.3). Para todo w € V, la 6rbita {f*(w)}rso estd contenida en B(0,r). Esto significa que
podemos aplicar el Test Fundamental de Normalidad de Montel (5.9) para deducir que la
familia F es normal en z. Por otro lado, si z € C — K(f), |f™(2)| > r para algan m > 0.
Por continuidad de f existe un entorno U de z tal que, para todo w € U, |[f™(w)| > r.
Esto significa, de nuevo por el lema (5.3) , que F converge uniformemente hacia infinito
en cada compacto de U y que por tanto es normal en z. O

Para mayor generalidad, esta definién se puede extender a funciones f holomorfas en
una, superficie de Riemann cualquiera. Asi se pueden definir también conjuntos de Julia
asociados a funciones racionales en la esfera de Riemann C, por ejemplo.

Lema 5.12. Sea f(2) = anz"+...4+ag € C[X] un polinomio de gradon > 2 y sea w € J(f).
o
Dado U un entorno cualquiera de w, para cada j = 1,2, ..., el conjunto W; = | fEU) es
k=j

todo C excepto quizd un punto. Ese punto no estd en J(f) y no depende de la eleccion de
wol.

Demostracién. Tenemos que la familia {f¥}1~0 no es normal en w. El corolario (5.10) nos

oo
garantiza que, para todo j = 1,2, ..., el conjunto W; = |J f¥(U) es todo C excepto quizd
k=j

un punto. Fijado j, supongamos que existe un tal punto v ¢ W;. Consideremos z tal que
f(z) = w. Como f(W;) C Wj, se deduce que z ¢ W;. Pero como W; es todo C menos el
punto v, necesariamente z = v. Entonces el polinomio f(z) — v tiene grado n y una tnica
raiz en C, es decir, f(z) — v = an(z — v)™. Si z pertenece a un entorno lo suficientemente
pequenio de v, { f*(2) —v}rs>o converge uniformemente a 0, con lo que la familia { f*}~0 es
normal en v y por tanto v ¢ J(f). Veamos que v no depende de U: Si la familia { f*}1~0 es
no normal en w, serd no normal en cualquiera de sus entornos. Podemos aplicar el corolario
(5.10) a cualquiera de ellos, con lo cual debemos encontrar siempre la misma excepcion v.
Veamos ahora que v no depende de w: Si la familia {f*};~0 no es normal en w ni en wo,
no es normal en un entorno U que los contenga a ambos. Ahora que ya sabemos que la
eleccién del entorno no influye en v, deducimos que la eleccién del punto w tampoco. [
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c=025 c=—i c=—0,48 — 0,53i

c=0,26 c=—0,8i c=—0,485 — 0,53

Figura 16: Notese como ligeras perturbaciones en el pardmetro ¢ modifican la estructura
del conjunto K(f.)

Corolario 5.13. Sea f(z) € C[X] un polinomio de grado n > 2 y sea U un abierto que
corta a J(f). Entonces, para todo z € C excepto quizds un punto, f~%(2)NU # () para una
infinidad de valores de k.

Demostracion. Dado z € C, mientras este no sea la excepcion del lema (5.12), z € Wj.
Entonces z € f*(U) para al menos un valor k. Si solo estuviera en f*(U) para un nimero
finito de valores de k, tomando n estrictamente mayor que todos ellos obtendriamos que
2 & W, lo que contradice el lema. Asi pues, f~%(2) NU # () para una infinidad de valores
de k. O

Corolario 5.14. Sea f(z) € C[X] un polinomio de grado n > 2. Si z € J(f), entonces
J(f) es la adherencia de | f~(z).

Demostracion. Por la proposicion (5.4), f~%(z) € J(f) para todo k& > 0. Por tanto
Uf%x) c J(f) vy, puesto que J(f) es cerrado, su adherencia también est4 contenida
en J(f).

Por otra parte, dado un w € J(f) cualquiera y un entorno abierto suyo U, por el corolario
(5.13), U f%(2) corta a U (notese que como z € J(f), no puede ser la excepcion del
enunciado). Asf pues J(f) esta contenido en la adherencia de |J f~(z). O

Proposicion 5.15. Sea f(z) € C[X]| un polinomio de grado n > 2. J(f) es un conjunto
perfecto (cerrado y sin puntos aislados). En consecuencia es no numerable.

Demostracion. Seav € J(f)y U un entorno cualquiera de v. Queremos ver que U contiene
al menos otro punto de J(f) distinto de v. Consideraremos tres casos:
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1. El punto v no es fijo ni periédico por f. Por el corolario (5.14) y el lema de invarianza
(5.4), U contiene al menos un punto de la forma f~*(v) € J(f). Este punto es distinto
de v porque este no es fijo ni periodico, es decir, f*(v) # v para todo k > 0.

2. El punto v es fijo, es decir, f(v) = v. Si la ecuaciéon f(z) = v solo admitiera la
solucién v, entonces razonando como en la demostracion del lema (5.12) llegariamos
a que v ¢ J(f). En consecuencia, existe un punto w # v tal que f(w) = v. Por el
corolario (5.14), U contiene un punto u de la forma f~*(w) = f~*~1(v) para algin
k > 0. Sabemos que u € J(f) por el lema de invarianza (5.4) y que u # v porque

fHu) = w # fF).

3. El punto v es periddico, es decir, existe p > 1 tal que fP(v) = v. Por el lema de
iteracion (5.5), J(f) = J(fP). Esto nos permite aplicar el caso 2, ya que v es un
punto fijo para fP.

Se concluye que J(f) no tiene puntos aislados, asi que es perfecto. Finalmente, es bien
sabido que todo conjunto perfecto es no numerable. O

Se puede probar que si f(z) € C[X] es un polinomio de grado n > 2, solo hay un nimero
finito de puntos peridédicos no repulsores de f. Una demostracién se puede encontrar en
[For13]. El siguiente resultado, que usa este hecho, es de gran importancia ya que aporta
otra caracterizacién de los conjuntos de Julia.

Teorema 5.16. Sea f(z) € C[X] un polinomio de grado n > 2. J(f) es la adherencia del
conjunto de puntos periddicos repulsores de f.

Demostracion. Sea w un punto periddico repulsor de f de periodo p y sea A su multipli-
cador. Entonces w es un punto fijo repulsor de ¢ = fP. Como |A| > 1, ninguna sucesion
de iterantes de g puede converger uniformemente a una funciéon holomorfa en un entorno
de w, pues (¢")'(w) = A" — 00, lo que contradiria el teorema de convergencia uniforme
de Weierstrass. Por otro lado, ninguna sucesiéon de iterantes de g puede converger unifor-
memente a infinito tampoco porque ¢g*(w) = w para todo k. Se concluye que la familia
{g* | k> 1} noes normal en w., luego w € J(fP) = J(f). Esto nos da que la adherencia
del conjunto de puntos periddicos repulsores de f esté contenida en J(f).

Sea E={we J(f) | Iv#wcon f(v)=wy f'(v) #0}yseaw € E. Por el teorema de
la funcién inversa, existe un entorno abierto V de w en el que se puede definir la inversa
f~1:V — C—V tal que f~!(w) = v # w. Consideremos la familia de funciones {h x>0
holomorfas en V' dada por:

k

mlz) = L2

f7(z) =2
Para cualquier entorno abierto U de w contenido en V', como w € J(f), la familia {hx} x>0
no es normal en U por no serlo la familia { f¥},-¢. Por el corolario (5.10), o algtin elemento
de la familia {h}r>o toma el valor 1 o alguno toma el valor 0. En el primer caso, existen
k> 0y z¢€U tales que hy(z) = 1, lo que implica f~1(z) = f¥(z), luego f**1(z) = 2. En
el segundo caso, existen k > 0y z € U tales que hi(z) = 0, lo que implica f*(z) = z. En
ambos casos el entorno U contiene un punto periédico de f. Como solo hay una cantidad
finita de puntos periédicos no repulsores, todo w € E pertenece a la adherencia del conjunto
de puntos periédicos repulsores de f. Como f es un polinomio, £ contiene todos los puntos
de J(f) salvo un ntmero finito; y como J(f) no contiene puntos aislados, J(f) = E. Por
tanto J(f) esta contenido en la adherencia del conjunto de puntos periddicos repulsores de

I O
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Lema 5.17. Sea f(z) € C[X] un polinomio de gradon > 2 y sea w un punto fijo atractor de
f. Su cuenca de atraccion A(w) cumple que OA(w) = J(f). Por otro lado, 0A(c0) = J(f)

también.

Demostracion. Sea z € J(f). La orbita de z por f permanece siempre contenida en J(f)
por el lema de invarianza (5.4). Como w ¢ J(f) por definicién, z ¢ A(w). Ahora bien,
para cada entorno U de z, por el lema (5.12) existe un k tal que f*(U) contiene puntos de
A(w). Esto significa que podemos tomar puntos arbitrariamente proximos a z cuya orbita
va a converger a w. Se deduce que z € 0A(w).

Supongamos ahora que z € dA(w) pero z ¢ J(f). Entonces z posee un entorno abierto
conexo V en el que la sucesion {f¥};~¢ tiene una subsucesion uniformemente convergente
en los compactos de V' o bien a una funcién holomorfa o bien a co. Esa subsucesion debe
converger a w en V N A(w), que es un abierto no vacio. Se deduce que la convergencia
uniforme de la subsucesioén es hacia una funcién holomorfa g : V. — C que es constante
en VN A(w). Por tanto g es constante en V', ya que una funcion holomorfa es constante en
un conexo si lo es en uno cualquiera de sus sunconjuntos abiertos. Deducimos que todos
los puntos de V' acaban llegando a A(w) tras sucesivas iteraciones de f, luego V C A(w),
lo que contradice z € JA. O

En resumen, los conjuntos de Julia J(f) asociados a polinomios complejos tienen la
siguiente caracterizacion topolégica: Son la frontera de cada cuenca de atraccion de un
punto fijo atractor de f, incluyendo el punto del infinito co. Y ademas son la adherencia
del conjunto de puntos periédicos repulsores de f.

c = —1,2392255 4 0,4126021816% c = —1,543689 c = —0,228155 + 1,1151425¢

Figura 17: Estos conjuntos de Julia son dendritas (compactos y conexos con interior vacio
que no separan el plano). Verifican que K(f.) = J(fe).

5.3. Funciones cuadraticas y relacién con el conjunto de Mandelbrot

Vamos a centrarnos en el estudio del caso en que f(z) es un polinomio cuadrético. A
priori los conjuntos de Julia asociados a f van a depender de tres parametros (los tres
coeficientes del polinomio), pero vamos a probar que en verdad solo dependen de uno.

Definicion 5.18 (Conjugacion topolégica). Sean X e Y dos espacios topologicos. Sean
f: X — Xyg:Y — Y funciones continuas y h : X — Y un homeomorfismo. Si
g=h"1o foh, decimos que fy g son conjugadas y que h es una conjugacion entre f y g.

Proposicion 5.19. Sea X un espacio topoldgico. La conjugacion define una relacion de
equivalencia en el espacio de las funciones f: X — X continuas y sobreyectivas.
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Demostracion. Comprobemos que se dan las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva:
1. f=1Idxo foldx.
2. g=hlofoh= f=hogohL
3.9=hlofoh y d=h"1logoh=d=(hoh')"tofo(hok).

En consecuencia, la conjugacion define efectivamente una relacion de equivalencia. O

En vista de este resultado podemos hablar de la clase de conjugacion de una funcién
f continua y sobreyectiva. Notese que si f y ¢ son conjugadas a través del homeomor-
fismo h, sus respectivos iterantes también: ¢g* = h~! o f¥ o h para todo k > 0. Esto nos
dice que una orbita {g*(2)}r>0 para un cierto punto z no es mas que la imagen por h~*
(un homeomorfismo) de la orbita {f*(h(z))}r>0. En particular, ¢*(z) — oo si y solo si
f¥(h(z)) — oo. Por tanto, desde un punto de vista topoldgico, todas las funciones de una
clase de conjugaciéon comparten el mismo comportamiento dindmico.

Veamos que todo polinomio cuadratico f(z) estd en la misma clase de conjugaciéon que
uno de la forma f.(z) = 22 + ¢. Tomemos el homeomorfismo h(z) = az + 3, entonces

a2 +2aBz+ B2 +c—p
@

B (felh(2)) = — 02?4282+

B*—B+c
e

Podemos seleccionar los valores de «, 8 v ¢ para que esta expresion sea el polinomio cua-
dratico f(z) que queramos. De esta forma, el conjunto de Julia asociado a f tiene las
mismas propiedades topologicas que el asociado al correspondiente f.. Mas aan, puesto
que el homeomorfismo h es la composicion de la homotecia u(z) = az con la trasposicion
73(2) = z + B (una isometria), es una semejanza. Por tanto, el conjunto de Julia asociado
a f tiene las mismas propiedades geométricas que el asociado al correspondiente f.. Con-
cluimos que nos basta con estudiar los conjuntos de Julia asociados a funciones cuadraticas
de la forma f.(z) = 22 + ¢, que solo dependen de un parametro.

Como se puede apreciar en las multiples figuras que han ido apareciendo en esta seccion,
algunos conjuntos de Julia son conexos y otros no. Nuestro iltimo objetivo de la memoria
serd discernir qué condiciones ha de cumplir el pardmetro ¢ para que el conjunto de Julia
asociado a la funcion cuadratica f.(z) = 2% + ¢ sea conexo.

En los dos siguientes resultados llamaremos interior de una curva cerrada o ala o las
componentes conexas acotadas de C — 0. Anédlogamente, llamaremos ezterior de o a la
componente conexa no acotada.

Lema 5.20. Sea C C C una curva de Jordan y f.(z) = 2° + c.

1. Si c pertenece al interior de C, f.1(C) es también una curva de Jordan. Ademds, la
imagen inversa por f. del interior de C es el interior de f;1(C).

2. Si c pertenece al exterior de C, f71(C) es la union disjunta de dos curvas de Jordan.
Ademds, la imagen inversa por f. del interior de C es la unidn de los interiores de
esas curvas. Mds aiun, la imagen por f. del interior de cada una de esas curvas es el
interior de C.
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3. Sice C, f71(C) es una curva cerrada en forma de ocho que se autointerseca en el
punto 0. Ademds, la imagen inversa por f. del interior de C es el interior de f1(C).
Mds aiin, la imagen por f. de cada componente coneza del interior de f71(C) es el
interior de C.

Si a mayores C es una curva de Jordan diferenciable, f71(C) conserva esa diferenciabilidad
en todo punto que no sea de autointerseccion.

Demostracion. Notese que 0 es el iinico punto critico de f. y que ¢ es su tnico valor critico.
Entonces, por la proposicion (4.3), C—{0} LN P(C)—{c} es un espacio recubridor. Fijado
un punto z, f;'({z}) = {£(z — ¢)'/?}. Si tomamos un entorno de z # ¢ uniformemente
cubierto podemos construir, con llegada en cada una de las dos hojas, sendas funciones
inversas dadas por f71(z) = +(z — ¢)"/2 y f1(2) = —(2 — ¢)'/2. Esto nos garantiza que
f-Y(C) es localmente una curva (que a mayores sera diferenciable si lo es C). Sea wy € C
y sea 7y : [0,1] — C una parametrizacion de C tal que v(0) = v(1) = wq (~y define un lazo
que recorre C partiendo de wy).

1. Sea ¢ perteneciente al interior de C. Sea ~' la elevacion de v al espacio C — {0}
con origen en (wy — ¢)'/2. El extremo final de 7/ es —(wo — ¢)/2. Analogamente
el extremo final de la elevacion 7" con origen en —(zwo — ¢)'/2 es (wo — ¢)'/2. Se
deduce que f;1(C) es una curva cerrada. Ademés no puede intersecarse a sf misma
porque f. es una aplicaciéon recubridora, con lo que f.1(C) es una curva de Jordan.
Como f, es una aplicacién continua y polinémica que envia los puntos de f;*(C) (y
solo esos) en C, el interior de f.}(C) debe transformarse por f. en el interior de C
y andlogamente, el exterior de f-!(C) debe transformarse en el exterior de C. En
consecuencia, la imagen inversa por f. del interior de C es exactamente el interior

de f71(C).

2. Si ¢ pertenece al exterior de C, n(v,c) = ¢ ([7]) = 0. Entonces, como ¢, es un
isomorfismo de grupos, se deduce que v ~yg 1} cu, en C — {c}. Por el teorema de
elevacion de homotopias, el camino 7' elevado de v con origen en +(wy — c)l/ 2 es

homotopo como camino al lazo constantemente igual a +(wp — ¢)'/? en C — {0}. En

particular, /(0) = 7/(1) = 4+(wo — ¢)/2, 4/ es un lazo que no se interseca a si mismo

y 0 pertenece a su exterior. Lo mismo se puede decir del camino 7" elevado de v con

origen en —(wo — ¢)'/2. Se concluye que £, (C) es la union de dos curvas de Jordan

diferenciables. Que esta unién es disjunta, que la imagen inversa por f. del interior
de C es la unién de los interiores de esas curvas y que la imagen por f. del interior
de cada una de esas curvas es el interior de C; se debe a que f. es una aplicacién

recubridora.

3. Sice C,0 e f. Utilizando las funciones inversas que mencionamos al principio (son
validas para todo punto menos c¢), vemos que f; !(C) forma una curva cerrada que
se autointerseca en el punto 0. De nuevo porque f. es una aplicacién recubridora, la
imagen inversa por f. del interior de C es el interior de f.!(C) y la imagen por f.
de cada componente conexa del interior de f,1(C) es el interior de C.

O

Teorema 5.21. Sea f.(z) = 2%+ c. Entonces J(f.) es conexo si y solo si f¥(0) » oc.

Demostracion. Fijemos ¢ € C y notemos que 0 es el Ginico punto critico del polinomio f..
Es también el unico punto donde f. no define una biyeccion local (véase la proposicion 4.3).
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Veamos primero que si la 6rbita {f¥(0)}1>0 estd acotada, entonces J(f) es conexo.
Tomemos una circunferencia, C' de radio lo suficientemente grande como para que tanto
f1(C), como todos los puntos de la 6rbita {£¥(0)}x>o estén contenidos en el interior de
C; y que ademas todo punto del exterior de C' itere hacia el infinito por f.. Por el lema
(5.20), £ 1(C) es una curva de Jordan diferenciable contenida en el interior de C. Ademss,
fe(c) = £%(0) pertenece al interior de C por hipétesis, luego ¢ pertenece al interior de
f=Y(C). De la misma forma se prueba por induccién que para todo k > 0, f7%(C) es una
curva de Jordan diferenciable contenida en el interior de f. (k-1 (C) y tal que ¢ pertenece
a su interior. Consideremos el conjunto K definido como sigue:

K={z€cC | Vk >0, z pertenece a f.*(C) o a su interior}.

Si z € C — K, existe algin ko > 0 tal que f*0(z) pertenece al exterior de C, por lo que
fk(2) = oo. Se deduce que A(o00) = C — K y que K = K(f). Ahora solo queda probar
que OK (= J(f)) es conexo. Sea K, la unién de la curva f-%(C) y su interior. Notese
que K = () K,, por lo que es la interseccién de una familia de conjuntos compactos y
conexos tales que K1 C K, para todo n > 0. Por el teorema (4.1), K es conexo. Por
otro lado, C — K,, € C — K41 para todo n > 0, por lo que C — K = |J(C — K,,) es
también conexo (es union de conjuntos conexos con un punto en comin). Como K es co-
nexo con complementario conexo, se deduce que su frontera 0K = J(f) también es conexa.

Veamos ahora que si f¥(0) — oo, entonces J(f) es no conexo. Tomemos una circun-
ferencia C' de radio lo suficientemente grande como para que f. '(C) esté contenido en el
interior de C', todo punto del exterior de C' itere hacia el infinito y, ademéas, C' pase por un
punto f£(0) tal que todos los iterantes anteriores estén en el interior de C'y todos los poste-
riores en el exterior. Razonando como en el caso anterior llegamos a que f. (@ _1)(0) es una

curva de Jordan diferenciable, pero esta vez ¢ € fc*(pfl)(C) (porque f271(c) = f2(0) € C).
Aplicando el lema (5.20) a este caso, E = f. ’(C) es una curva cerrada en forma de ocho
contenida en el interior de fcf(pfl)(C). El conjunto de Julia J(f) debe estar contenido en
el interior de FE, pues los demdas puntos acaban iterando hacia infinito. Ahora solo queda
probar que hay puntos de J(f) en ambas componentes conexas del interior de E para ver
que es no conexo, pero esto se debe a que fL(J(f)) = J(f). O]

Es posible demostrar que si J(f.) es no conexo, es totalmente desconectado. Esto
significa que los conjuntos de Julia J(f.) no conexos son homeomorfos al conjunto de
Cantor (son espacios métricos, perfectos, compactos y totalmente desconectados).

Corolario 5.22. El conjunto de Mandelbrot es exactamente el conjunto de puntos c € C
tales que el conjunto de Julia asociado a f.(z) = 2> + c es conevo. Es decir:

M ={ceC | J(f.) es conexo}
Demostracion. Consecuencia inmediata del teorema anterior. O

Esta fue, de hecho, la primera definicién de conjunto de Mandelbrot. Ademas, la posi-
cién del pardmetro ¢ dentro de M revela informacién sobre la geometria del conjunto de
Julia asociado J(f.). Por ejemplo, se pueden probar las siguientes afirmaciones:

1. Si ¢ pertenece al cardioide principal, f. tiene un punto fijo atractor y el conjunto de
Julia J(f.) es una casi-circunferencia.
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2. Si ¢ pertenece a alguno de los bulbos, f. tiene una 6rbita periédica atractora cuyo
periodo p solo depende del bulbo. Ademas, el conjunto de Julia J(f.) presenta puntos
‘de pellizco’ a todas las escalas v en cada uno de ellos se encuentran exactamente p
regiones del conjunto.

3. Si c pertenece a uno de los filamentos, la 6rbita del 0 por f. alcanza un punto periédico
tras un namero finito de iteraciones y el conjunto de Julia J(f;) es una dendrita.

4. Sic ¢ M, f. no tiene orbitas atractoras y los conjuntos de Julia J(f.) son homeo-
morfos al conjunto de Cantor.

Se pueden encontrar ejemplos de cada una de estas afirmaciones en la figura 18.

La familia {f.(z) = 22 +c¢ | ¢ € C} es el ejemplo mas famoso de familia parametrizada
de funciones. Como acabamos de ver, el conjunto de Mandelbrot forma una particion in-
teresante de su espacio de parametros (aquellos que dan lugar a conjuntos de Julia conexos
y aquellos que no). Otros conjuntos de tipo Mandelbrot se pueden construir de la misma
forma considerando las familias parametrizadas {f.(z) = 2" +¢ | ¢ € C} paran > 3.

Me gustaria resaltar, como reflexiéon final, que una parte muy importante de la diné-
mica compleja es el estudio de familias parametrizadas de funciones y de sus respectivos
espacios de parametros. Esto se debe a que el estudio de propiedades en el espacio de pa-
rametros a veces se puede traducir a propiedades de los sistemas dindmicos asociados. Por
ejemplo, el articulo de M. Shishikura [Shi98] mencionado anteriormente no solo prueba que
la dimensién de Hausdorff de la frontera OM del conjunto de Mandelbrot es dos, sino que
también demuestra que existe un subconjunto denso de OM tal que sus puntos generan
conjuntos de Julia con dimensién de Hausdorff dos. Los trabajos sobre conexién local de
matematicos como Hubbard, Branner o Yoccoz también se basan en fenémenos similares.
Son estas interesantes relaciones las que justifican el estudio del conjunto de Mandelbrot
(v otros espacios de pardmetros) en la esfera de la investigacion.
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Figura 18: Conjuntos de Julia rellenos K (f.) para varios puntos ¢, todos menos ¢z
pertenecientes al conjunto de Mandelbrot. Bajo cada uno de ellos puede leerse su nombre

popular y su parametro c.
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Anexo I: Miscelanea de teoremas

Durante la memoria se han utilizado algunos resultados de cultura general matemética.
Los enunciados estdn escritos en este anexo por no romper la continuidad temaética de la
seccion en la que aparecen. Ademaés, nos limitaremos a exponer los teoremas, no a dar sus
demostraciones.

Teorema 5.23 (del recubrimiento de Lebesgue). Sea K un espacio métrico compacto.
Para cada recubrimiento por abiertos de K, existe 6 > 0 tal que todo subconjunto de
didmetro menor que § estd contenido en alguno de los abiertos del recubrimiento. Se dice
que 0 es un numero de Lebesgque del recubrimiento.

Probado en la asignatura "Topologia General’.

Teorema 5.24 (de las funciones inversas). Sea A un abierto de R" y sea f: A — R"
una funcion de clase C* (k > 1) en A. Si a € A werifica que f'(a) es regular, entonces
existe un abierto V' que contiene a a, y otro abierto W que contiene a f(a), tales que f

aplica biyectivamente V en W. Ademds, la aplicacion inversa f~1 : W — V es también
de clase C*.

Probado en la asignatura ’Anélisis Matematico’.

Teorema 5.25 (de convergencia uniforme de Weierstrass). Sea U un abierto de C
y sea { fn}n>0 una sucesion de funciones holomorfas en U que converge uniformemente en
los compactos de U o una funcion f: U — C. Entonces f es holomorfa en U y para todo
k> 1, la sucesion {f(k)n}nzo converge uniformemente a f'k) en los compactos de U.

Probado en la asignatura 'Variable Compleja’.

Teorema 5.26 (de la aplicacion abierta). Sea U un abierto conezo de C y sea f una
funcién holomorfa y no constante en U. Entonces f es abierta en U, es decir, para cada
abierto V.C U se tiene que f(V') es abierto.

Probado en la asignatura 'Variable Compleja’.

Teorema 5.27 (Principio del médulo maximo). Sea U un conexo de C y sea f una

Juncion holomorfa en U. Si |f| alcanza un mdzimo local en U, entonces f es constante en
U.

Probado en la asignatura 'Variable Compleja’.

Teorema 5.28 (de la curva de Jordan). Sea v C C una curva de Jordan. La curva vy
divide al plano en dos componentes conexas disjuntas que tienen a la curva como frontera
comin. Una de estas componentes estd acotada y la otra es no acotada.

Hay muchas pruebas, ninguna de ellas elemental. Se entender como corolario del teo-
rema siguiente.

Teorema 5.29 (de la curva de Jordan-Schoénflies). Sea v C C una curva de Jordan.
Eriste un homeomorfismo h : C — C tal que h(y) = S', y en particular aplica la compo-
nente acotada de C —~y en el interior del disco unidad D1, y la componente no acotada en
su exterior.

Hay diferentes pruebas para diferentes tipos de curva v, ninguna de ellas es elemental.
En el articulo de M. Brown [Bro60| se encuentra la demostracion de una version generali-
zada del teorema.

45



46



Anexo II: El algoritmo de tiempo de escape

Todas las imagenes del conjunto de Mandelbrot y los distintos conjuntos de Julia relle-
nos que aparecen en esta memoria (y no estan debidamente atribuidas) son originales y se
han obtenido con Matlab. Para ello se ha utilizado el algoritmo de tiempo de escape, que se
detallara a continuacién. También se adjuntara el codigo comentado con la implementacién
de dicho algoritmo en Matlab.

El algoritmo de tiempo de escape

Sea f : R? — R? una funcién cualquiera, W una region de R? y R > 0 un namero
real. El algoritmo de tiempo de escape proporciona una imagen (pixelada) de W donde
el color de cada punto codifica cudnto ha tardado su 6rbita por f en ’escapar’ de la bola
B(0, R). Para ello, representamos la region W mediante una malla de puntos M de tamafo
n x m. Cuanto més fina sea, mayor resolucién tendré la imagen, pero mas tiempo tardara
el algoritmo en computarla. Hay que decidir también una tolerancia y una coloracién. La
tolerancia es el niimero maximo de elementos de la érbita a calcular durante el algoritmo.
Debemos asignar un color por cada nimero entre 1 y la tolerancia, preferiblemente siguien-
do algin tipo de graduacién cromética. Asi, un punto z serd pintado del color n; si i es el
menor nimero tal que |f*(z)| > R. Se suele reservar el color negro para los puntos cuya
orbita permanece en la bola B(0, R) para todas las iteraciones calculadas.

A continuacion el pseudocodigo del algoritmo de tiempo de escape:

Input: Una malla de puntos M de tamano nxm,
Una funcién f,
Un radio R,
Una toleracia tol,
Un vector de colores col de tamafio tol.
Output: Una imagen I de nxm pixels

for i from 1 to n do

for j from 1 to m do

xi= f(M[L,j]);

itr:=1;

while |z| < R and itr<tol do
xi=f(M[i,j]);
itr:=itr+1;

end

Pintar I[i,j| del color collitr];

end

end

A continuacién veremos coémo aplicar el algoritmo de tiempo de escape para compu-
tar imagenes de conjuntos de Julia y del conjunto de Mandelbrot. Primero describiremos
las ideas fundamentales y posteriormente adjuntaremos el coédigo de dicho algoritmo en
Matlab.

47



Implementaciéon en Matlab
Conjuntos de Julia rellenos

Sea f una funcion polinémica compleja y K(f) el conjunto de Julia relleno asociado.
Como z € K(f) siy solo si su orbita por f estd acotada, podemos escribir un algoritmo
basado en el de tiempo de escape que, dada f, obtenga una imagen de K (f). Sencillamente,
para una tolerancia tol lo suficientemente grande, supondremos que los puntos que no han
escapado tras tol iteraciones pertenecen al conjunto de Julia relleno y los pintaremos de
negro. Kl resto de puntos seran pintados en una escala de grises. Asumimos también que
puntos que no estan en K(f) pero se quedan cerca tardan mas en escapar que puntos
alejados del conjunto. Esto significa que, como la imagen obtenida por el algoritmo solo
considera una malla de puntos, zonas de un gris muy oscuro probablemente formen parte
de K(f) también. Esto es especialmente relevante en casos en que el conjunto de Julia es
una dendrita o totalmente desconectado. Eso si, antes de aplicar el algoritmo de tiempo de
escape, necesitamos determinar un radio de escape R en funcién de f. Aqui mostraremos
como hacerlo para funciones de la forma f(z) = 2" +c:

Si encontramos un R > 0 tal que para todo z con |z| > R, |f(z)| > |z|, hemos acabado.
Notese que
[f(2)] = [2" +¢f 2 ["] =[] > R" =[]

Por tanto, basta tomar R > 0 tal que R™ — R > |c|. Esto siempre es posible porque la fun-
cién real P(x) = 22 — x es continua, P(0) =0y xlggo P(x) = co. Nuestro algoritmo tendra
que calcular un tal R numéricamente con un bucle while antes de aplicar el algoritmo de
tiempo de escape.

Conjunto de Mandelbrot

El algoritmo de tiempo de escape también se puede utilizar para computar imégenes del
conjunto de Mandelbrot: ¢ € M si y solo si la 6rbita del 0 por f.(z) = 2% +c est4 contenida
en la bola B(0,2). Para una tolerancia tol lo suficientemente grande, supondremos que los
puntos para los que esa 6rbita no ha escapado tras tol iteraciones pertenecen al conjunto
de Mandelbrot y los pintaremos de negro. El resto de puntos seran pintados en una escala
de grises. De nuevo, como la imagen obtenida por el algoritmo solo considera una malla
de puntos, zonas de un gris muy oscuro probablemente formen parte de M también (por
ejemplo, los multiples filamentos). El algoritmo de base es practicamente el mismo que para
conjuntos de Julia. Sin embargo, como este solo sirve para obtener imagenes de un conjunto
concreto, se ha intentado mejorar su eficiencia teniendo en cuenta las dos propiedades
siguientes:

1. El conjunto de Mandelbrot es simétrico respecto del eje real. Dependiendo del cua-
drante de C a representar, esto puede ahorrarnos la mitad de los célculos.

2. La ecuacién del cardiode principal se conoce explicitamente:
Un punto z = a + bi pertenece al interior del cardiodide si verifica la desigualdad

[(2a —0,5) + (2a — 0,5)* + (2b)*]* < [(2a — 0,5)* + (2b)?]
Finalmente, observemos que en Matlab es posible crear una imagen directamente a
partir de una matriz con valores en el intervalo [0, 1]. El color asignado a cada entrada

de la matriz serd un tono de gris (el 0 representa el color negro y el 1 el color blanco).
Teniendo todo esto en cuenta, adjuntamos los cédigos de Matlab a continuacién.
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Codigo para representar conjuntos de Julia rellenos asociados a funciones f(z) = 22 +¢:

function J = julia(a,b,xmin,xmax,xres ,ymin,ymax, yres, tol ,contrast ,filename)
% Dibuja el conjunto de Julia relleno asociado a f(z)=z"2+c

%a, b: Partes real e imaginaria del parametro c

% xmin, xmax : Rango en el eje real

% xres : Numero de coordenadas reales a tener en cuenta

% ymin, ymax : Rango en el eje imaginario

% yres : Numero de coordenadas imaginarias a tener en cuenta

% tol : Numero maximo de iteraciones por punto

% contrast: Controla el gradiente de blancos y negros en la imagen
% A mayor valor, mayor contraste

% filename: Archivo donde guardar la imagen (p.e. ’julia.png’)

% Se recomienda png o bmp en lugar de jpeg

% La imagen guardada con filename esta a maxima resolucion
% (al contrario que al guardarla desde el visor de Matlab)

% Inicialiazcion de la matriz J y los vectores de coordenadas

J = zeros(xres,yres);
xspan = linspace (xmin,xmax, xres);
yspan = linspace (ymin,ymax, yres);

% Definicion del parametro ¢ y el radio de escape R

¢ = complex(a,b);

R = 0.1;

while (R+«R - R) < abs(c)
R=R+ 0.1;

end

for i = 1l:xres

for j = 1l:yres

% Comprobamos si el punto f c"n(z) escapa del
% disco de radio R tras tol iteraciomnes

z = complex(xspan(i),yspan(j));

itr = 1;

7Z — Z%x7Z + C;

while (abs(z)<R && itr<tol)
Z = z%¥zZ + C;

itr = itr+1;

end

% Asignamos valor de 0 a 1 en funcion de lo rapido que escapa
J(i,j) =1 - ((itr-1)/(tol-1))~(contrast);

end

end

% Mostrar la imagen por pantalla (con los ejes)

%y guardarla en un archivo (sin los ejes)

img = J’;

figure

imshow (img,[0 1], X’ ,xmin:1e-6*(xmax-xmin):xmax, 'Y’ , ymin:1e-6%(ymax-ymin):
ymax) ;

set (gca, ’YDir’, ’normal ’);

set (gca, ’LineWidth’,2);

set (gca, FontSize’,20);

axis on

flip (img,1);
imwrite (img, filename) ;

end
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Codigo para representar el conjunto de Mandelbrot:

1| function M = mandelbrot (xmin,xmax, xres ,ymin,ymax, yres , tol ,contrast ,filename)
2| % Dibuja el conjunto de Mandelbrot

3| % xmin, xmax: Rango en el eje real

4| % xres: Numero de coordenadas reales a tener en cuenta

5| % ymin, ymax: Rango en el eje imaginario

6| % yres: Numero de coordenadas imaginarias a tener en cuenta

7| % tol: Numero maximo de iteraciones por punto

8| % contrast: Controla el gradiente de blancos y negros en la imagen
9 % A mayor valor, mayor contraste

10| % filename: Archivo donde guardar la imagen (p.e. ’julia.png’)

11| % Se recomienda png o bmp en lugar de jpeg

12| % La imagen guardada con filename esta a maxima resolucion
13| % (al contrario que al guardarla desde el visor de Matlab)
14

15| % Inicializacion de la matriz M y los vectores de coordenadas
16|M = zeros(xres,yres);

17| xspan = linspace (xmin,xmax, xres) ;
18| yspan = linspace (ymin,ymax, yres) ;
19

20| % Detecta si la imagen va a ser simetrica respecto del eje real. De ser
21| % el caso se puede aprovechar la simetria del conjunto.

22| if ymin =— -ymax

23| mirror = 1;

24| else

25| mirror = 0;

26| end

27
28| for 1 = 1:xres

29| for j = l:yres

30|a = xspan(i); b = yspan(j);

311 if (mirror==1 & b>0)

32| % Si el punto esta en el semiplano superior, copiar

33| % el resultado del semiplano inferior

34IM(1,j) =M(i,yres-j+1);

35| elseif (2%a-0.5+(2%a-0.5)"2+4+(2xb)"2)"2<((2%a-0.5) "2+(2xb) "2)

36| % Si el punto esta en el cardiode, esta en el conjunto

37IM(1,j) = 0;

38| else

39| % Comprobamos si f c¢"n(0) escapa del disco de radio 2 tras tol iteraciomnes
40| ¢ = complex(a,b);

41|z = complex (0,0);

42| itr = 1,

43|z = z*z + c;

44| while (abs(z)<2 && itr<tol)

450z = zxz + c;
46 itr = itr+1;
47| end

48| % Asignamos valor de 0 a 1 en funcion de lo rapido que escapa
49|M(i,j) =1 - ((itr-1)/(tol-1)) (contrast);

50| end

51| end

52| end

53
54| % Mostrar la imagen por pantalla con ejes y guardarla en un archivo sin ejes
5olimg = M’;

56| figure

57| imshow (img ,[0 1],’X’, xmin:1e-6%(xmax-xmin) :xmax, 'Y’, ymin:1e-6%(ymax-ymin):
ymax) ;

58| set (gca, 'YDir’ , ’normal ’);
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set (gca, 'LineWidth’,2);
set (gca, ’FontSize’,20);
axis on

flip (img,1);
imwrite (img, filename) ;
end
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