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Resumen

Se trata de presentar diversos resultados acerca de la prolongacion analitica
de la funcién suma de una serie de potencias, con radio de convergencia finito y
positivo (y, por simplicidad y sin pérdida de generalidad, centrada en 0), més alld
de su disco abierto de convergencia. Se presentara el concepto de punto barrera,
y se probara su existencia en la circunferencia frontera del disco de convergencia.
Se estudiaran ejemplos de series lacunares, para las que dicha frontera es la fron-
tera natural, es decir, todos sus puntos son barrera. Finalmente, se describiran
los procedimientos de sumacién de Borel y de Mittag-Leffler, que proporcionan la
prolongacién analitica de la funcion suma de una serie de potencias a, respectiva-
mente, su poligono de Borel y a la denominada estrella de Mittag-Leffler, conjunto
maximal (con respecto de la contencién) entre aquellos estrellados con respecto de
0 para los que la prolongacién es posible.

The aim is to introduce several results about the analytic continuation of the
sum of a power series having a positive finite radius of convergence (for simplicity
and without loss of generality, centred at 0), beyond its circle of convergence.
We will introduce the concept of barrier point, and we will prove its existence
in the boundary of the circle of convergence. We will study some examples of
lacunary series, whose circumference of convergence is a natural boundary, that
is, all its points are barrier points. Finally, we will describe the procedures of
the Borel summability and Mittag-Leffler summability of a power series, which
provide the analytic continuation of the sum of a power series in, respectively, the
Borel polygon and the so-called Mittag-Leffler star, maximal set (with respect to
inclusion) among the star-shaped sets with respect to 0 for which the continuation
is possible.
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Introduccion

Actualmente en el Grado en Matematicas se hace una introduccién al anélisis
complejo en la asignatura de “Variable Compleja”. Uno de sus objetos de estudio
son las series de potencias centradas en un punto zy vistas como representacion
local de una funcién definida y holomorfa en un cierto abierto 2 del plano complejo
que contenga a dicho punto. Es decir, dada f : 2 — C holomorfa en 2 y dado
zop € Q, existen r > 0 y una serie de potencias de la forma Y~ a,(z — z)",
convergente en el disco B(zg,r) C € tal que para cada punto de dicho disco

f(z) = Z an(z — 20)".

Las funciones que admiten dicha representacion en todo punto del abierto €2
se denominan funciones analiticas en €2, y resulta que coinciden con las funciones
holomorfas en dicho abierto. De hecho, la serie de potencias centrada en un punto
del abierto €2 que representa a la funcion es el desarrollo de Taylor de la funcién
en torno al punto en cuestion,

< §) (4,
f(z) = Z f—(')(z —20)", z € B(z,7).

n

De cara al estudio que sigue supondremos ademas, sin pérdida de generalidad,
que las series que estudiaremos estan centradas en zy = 0 por simple comodidad.

De forma natural, se puede plantear el problema inverso: dada una serie de
potencias » - a,z" con radio de convergencia positivo R, determinar la expre-
sién de la funcién f que coincide con la suma de la serie en B(0, R) y prolonga
analiticamente dicha suma al mayor abierto estrellado respecto del origen posible.
Obsérvese que el principio de identidad garantiza la unicidad de la funcién f que
se busca determinar.

La memoria se estructura en tres capitulos, cuyo contenido pasamos a describir.
El primero de ellos gira en torno a la conocida funcion Gamma de Euler. Comen-
zaremos presentando algunos resultados relativos a la factorizacion de funciones
enteras que nos permitan definirla con los requisitos deseados, y una vez hecho



esto estudiaremos sus propiedades y algunas definiciones alternativas. Cabe desta-
car aqui las dos relaciones fundamentales de la funciéon Gamma, que nos serviran
a modo de herramientas a lo largo de todo el trabajo, y la integral de Hankel,
que constituye una representacién de la inversa de la funcién Gamma en forma de
integral.

En el segundo capitulo vamos a introducir la funcion de Mittag-Leffler, para
lo cual haremos uso de los resultados anteriores. Ademds estudiaremos también
algunas de sus propiedades, tales como una representaciéon de la misma en forma
de integral y el comportamiento asintético de la funcién en el infinito.

El dltimo capitulo del trabajo aborda el problema planteado. En él, gracias a
los estudios de sumabilidad llevados a cabo por el matematico francés Emile Borel
(7 de enero de 1871 - 3 de febrero de 1956) y por el matemadtico sueco Gustaf
(Gosta) Mittag-Leffler (16 de marzo de 1846 — 7 de julio de 1927), contemplamos
cémo definir ciertos abiertos, que contengan al disco abierto de convergencia de
una serie de potencias en los cuales sea posible definir la funciéon que coincida con
la suma de la serie en dicho disco y ademés sea holomorfa en todo el abierto. De
hecho, proporcionaremos también una expresion integral de dicha funcién con la
ayuda del estudio realizado en los capitulos anteriores. La conclusién del trabajo
vendra dada por un resultado que nos proporcionara una funcion holomorfa en un
abierto que denominaremos “estrella de Mittag-Leffler”, y que prolongue de forma
analitica a una serie de potencias dada.

Se recogen en sendos apéndices las nociones y resultados elementales que se han
necesitado en el trabajo acerca de los productos infinitos de funciones holomorfas
y el concepto de orden exponencial de una funcién entera y su calculo a partir de
los coeficientes del desarrollo de Taylor de la misma en el origen.

Para la elaboracion de la memoria se ha empleado basicamente el libro de
Sansone-Gerretsen [6] y para los apéndices, el Ash-Novinger [1] (para los productos
infinitos) y el Markushevich [4] (para el orden exponencial).
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Capitulo 1

La funcion Gamma de Euler.

El objetivo principal del capitulo es presentar la funcion Gamma de Euler,
lo cual haremos de tres formas distintas todas ellas equivalentes: en forma de
producto infinito, en forma de limite y en forma de integral. Comenzaremos por
definir dicha funcién en forma de producto infinito, la que permite explicar de un
modo bastante ilustrativo la motivacién de dicha funcién. Seguidamente daremos
una expresion en forma de limite que nos permitird, principalmente, obtener dos
relaciones denominadas relaciones fundamentales de la funcion Gamma. Una vez
obtenidos todos estos resultados podremos expresar dicha funciéon en forma de
integral, lo cual nos sera de gran ayuda para estudiar la funcién de Mittag-Leffler
que definiremos en el siguiente capitulo. Para concluir el capitulo ampliaremos la
formula de Stirling para nimeros naturales a todos los niimeros reales positivos,
resultado que utilizaremos también a continuacion.

1.1. Definicién y primeros resultados.

Antes de dar la definicion de la funcién Gamma en forma de producto infinito
necesitamos conocer una serie de resultados previos que nos permitan encontrar
funciones enteras, expresadas como un producto infinito, que se anulen precisamen-
te en una sucesién de nimeros complejos dada, a1, as, ... con 0 < |ai| < |ag| < ...
y |a,| = oo, donde cada cero aparece tantas veces como indique su orden de mul-
tiplicidad. El teorema de Weierstrass nos proporciona dicha expresion, pero para
demostrarlo son necesarios unos conocimientos previos.

Proposicion 1.1.1. Si g es una funcion entera que no se anula en ningin punto,
esta ha de ser de la forma exp ¢, donde ¢ es una funcion entera.

Demostracion. Bajo las hipotesis del enunciado se tiene que la derivada logaritmica

11



/ s .7, . .7
de g, % es también una funcién entera. Definimos la funcién ¢ por

4 /
o(z) :a—i-/ de, z € C,
o 9(w)
donde la integral se calcula a lo largo del segmento que va desde 0 hasta z y
a € C debe ser uno de los logaritmos de g(0) (a = log g(0), es irrelevante escoger
una determinacién u otra). Es bien conocido que ¢ es una funcién entera, cuya
gg/((j)). Si denotamos ahora f(z) = g(2)e %), se

f'(2) = expp(2) (9'(2) — g(2)¢'(2)) = 0

de donde se deduce que f es constante y por tanto

derivada viene dada por ¢'(z) =
tiene que

expp(z)  expp(0) _1

g(z)  g(0) ’

como queriamos probar. O

z € C,

Corolario 1.1.2. Si g es una funcion entera con un numero finito de ceros y
denotamos por p un polinomio que tiene los mismos ceros que g (con la misma
multiplicidad) entonces

9(2) = p(2) exp p(2)

donde ¢ es una funcion entera.

Demostracion. Los ceros de g son, por hipétesis, aislados. Sea zy uno los ceros de
g, podemos escribir por tanto p(z) = (z — 20)"po(2) vy 9(2) = (2 — 20)"go(2z) donde
Po vV go son funciones holomorfas en un entorno de zy que no se anulan en zy y
m es la multiplicidad de zy como cero de p y ¢g. Entonces en dicho entorno de z
tenemos

9) (= 2)"90(2) _ gol2)

p(z)  (z—=20)"po(2)  po(2)

y por tanto la funcion }’% posee una singularidad evitable en zy, por lo que pode-
mos prolongarla a una funcién holomorfa dandole en z; el valor del limite en dicho
punto, que es distinto de cero puesto que go(z9) # 0.

Haciendo lo propio en cada uno de los ceros obtenemos una funciéon holomorfa
en todo el plano complejo que no se anula en nigiin punto. Como consecuencia de

la proposicién anterior deducimos que

]% = exp p(2)

donde ¢ es una funcién entera. O]
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Definicién 1.1.3. Llamaremos factores primarios a las funciones enteras
L, L4
E(z0)=1—2z; E(z;k)=(1—2)exp z—|—§z +"'+EZ (1.1)

stendo k un entero positivo.

Proposicion 1.1.4. El logaritmo de un factor primario, escogiendo la determina-
cion principal, satisface la desigualdad

[log (2 )] < 212+ (12)
siempre que |z| < %

Demostracidn. Sean |z| < 1y k> 1, se tiene

1 1
log E(z; k) =log(1 — z) + log (exp (z + 522 +...+ E2k>) :

Para asegurar esta igualdad es necesario justificar que la suma de los argumentos
principales de los complejos 1 — z y exp (z + %ZQ +...+ %zk) permanece en el
intervalo (—m, ).

Observamos que la parte imaginaria de (z + %zQ +...+ %z"‘) es uno de los
argumentos de exp (z + 322 4+ ... + +2"). Ademds tenemos que

k k n
1 1
zk§]2\+]z2\++|zk|§2\z]”§2(§> :1_2_k§1
n=1 n=1

y por lo tanto la parte imaginaria esta entre 1 y —1, con lo que coincidira con el
argumento principal de exp (z + 322 + ... 4 12).

Puesto que |z] < 1/2 se tiene que (1—2) € B(1,1/2). Por razones trigonométri-
cas deducimos que para cada z € B(1,1/2) se tiene que el argumento principal
de z pertenece al intevalo (—%, ¥). En efecto, si trazamos las dos rectas tangentes
desde el origen a la circunferencia de centro 1 y radio 1/2 observamos que el seno
del angulo que forman con el eje real es el radio de la circunferenica dividido entre
la distancia del centro al origen, es decir, 1/2. Por tanto se tiene que dichos dngulos
son ¢y —¢ (figura 1.1).

En conclusion, la suma de los respectivos argumentos principales de 1 — z y
exp (z 4+ 322 + ... + 1z*) pertenecerd al intervalo (=5 —1,5+1) C (—m, ),y serd
el argumento principal de F(z; k). Podemos concluir entonces que

12
2—1—52 4+ ...+

e

2~

| =

1
log E(z; k) :log(l—z)+z+§z2+...+

13



=Y

1/2

Figura 1.1: arg(1l — 2)

Teniendo en cuenta que el desarrollo de Taylor de la determinacién principal
del logaritmo en el abierto |z| < 1 es

o0 Zn
log(1 — z) ——
sl-2) =) —
n=1
y sustituyendo en la anterior igualdad, obtenemos

1 1
log E(z; k) Z ——:——zk+1——zk+2—...

Bl k+1 k42

y por tanto

1 1
log B(z; k)| < |2 —
o8 E(:i | < 14 (i + o1+

<M+ [P+

k+1 1 1 2 k+1

El resultado es también cierto para k = 0 ya que E(z;0) = 1 — z, luego si

14



2| < 3, se tiene que

= |Z’n_ 1 Lo
|10g(1—2)\§n§17—|2\ L+ glel+ gl +
1 /1\?
1+§+ 5 —|—... :2|Z’.

Estamos por tanto en condiciones de dar la demostracion del teorema de
Weierstrass, que nos permite encontrar una funciéon entera g cumpliendo lo pe-
dido al inicio de la seccién.

IN

2]

O

Teorema 1.1.5 (de Weierstrass). Dada una sucesion {a,}2, de nimeros com-
plejos no nulos que tiende hacia infinito, es decir, 0 < |ay| < |az] < ... y a, — o0,
entonces existen una sucesion de enteros no negativos {k,}°°, tal que la serie

o0 = kn+1

Qn

n=1

es convergente para todos los valores de z, y una funcion g holomorfa en todo el
plano complejo, que se anula precisamente en cada uno de los puntos de la sucesion
{a,}52, y que se escribe de la forma

o(2) —expgo(z)ijl (1 _ G—Zn) exp{a—zn +% (i)2+...+é (%)k} (1.3)

para cada z € C, donde ¢(z) es una funcion entera. El sequndo factor exponencial
se omite cuando el correspondiente k, = 0.

Demostracion. Por la proposicién 1.1.1 sabemos que exp ¢ es una funcién entera
que no se anula, por lo que es suficiente probar que el otro factor de (1.3) es una
funcién entera con los ceros pedidos. En vista de (1.1) podemos representar dicho

factor como .
z
f(z) :HE (a—n;kn) (1.4)

y de acuerdo con (1.2) se tiene que

log £ (i,kn)‘ <2
a

n

kn+1

Qn

(1.5)
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siempre que < 1, es decir, cuando |a,| > 2|z|, lo cual se consigue tomando un

£
a

n suficientemente grande ya que la sucesion de los a,, tiende hacia infinito. Ademés
kn+1
sea convergente para

n+1

z

. 00 oo
la serie {k,}72 se puede escoger de forma que >, =

z

an

todo valor de z. En efecto, supongamos que k, = n, entonces la serie >~

converge de hecho uniformemente en los compactos de C puesto que si |z| < M
para cierto M > 0, existe un ng € N tal que |a,| > M para cada n > ng y se tiene

que
[e'e) p n4+1 o) 7‘ ( n+1
—— |an — [
n=no n=no

que es una serie geométrica de razén menor que 1 y por tanto convergente; basta
aplicar el criterio M de Weierstrass para concluir.
Escogemos entonces una tal sucesién y se tiene por tanto que

- z
;logE <a;kn>

es absolutamente y uniformemente convergente en los compactos de C. Teniendo
en cuenta que para w € C tal que |w| < 1/2 se tienen las desigualdades elementales

1
5wl < [log(1 +w)]| < 2|uwl,

es claro que podemos aplicar la proposicién A.0.8 para deducir que el produc-
to (1.4) converge absolutamente y ademads converge uniformemente en cualquier
conjunto compacto, por lo que representa una funcion entera.

Los ceros de la funcién f vienen dados por aquellos puntos z en los que

E(i;kn> —0, n=1,2,...

por lo que dichos ceros, dada la expresién (1.1), han de ser los puntos de la sucesion
{an}n,. O]

En la soluciéon obtenida en el teorema de Weierstrass suponemos a; # 0. Si
queremos que el origen sea un cero de nuestra funcién g basta con escribir

g9(z) = 2" f(2) exp p(2)

donde f es la funcién de (1.4).
Consideremos ahora el caso en el que queremos obtener una funcién entera que
se anule dnicamente en los puntos z = 0,—1,—2,... Tenemos que encontrar la

16



., : kn+1 :
(e’ [e.e] z mn

sucesion {k,}o2; tal que la serie Y7 | =| converja. Observamos que basta

con escoger k, = 1. Por lo visto hasta ahora podemos escribir dicha funcién como

o) =z o) [ (14 ) exw (~2)

donde ¢ es una funcién entera. Nos interesa particularmente el caso en el que
©(z) = 7z, siendo 7 una constante escogida de forma que g(1) = 1.

Definicién 1.1.6. El inverso de dicha funcion g se denomina funcion Gamma de
Euler y se denota por I'(z), es decir

1
['(2)

:ewzﬁ <1+§> exp (—%) seC\{0,~1,-2,..}%.|  (L6)

Proposicion 1.1.7. La funcion Gamma es meromorfa en todo el plano y sus
singularidades las encontramos en los puntos z = 0,—1,—2,... donde presenta
polos simples. Ademds la funcion Gamma no se anula en ningun punto.

Demostracion. Sabemos que g es una funcién entera que tiene ceros de orden

uno en los puntos z = 0, —1,—2,... Por tanto é es una funcién meromorfa y sus

singularidades son los ceros de g.
Por otro lado la funcién é no se anula ya que el numerador es siempre distinto
de cero. O

Proposicién 1.1.8. El valor de la constante v (o constante de Euler) es

1 1
v = lim (1+—+...+——10gn). (1.7)
n

n—o0 2

Demostracion. Por definicién tenemos que I'(1) = 1, luego

lo que equivale a

Tomando logaritmos

=2 (s (5) )

n
, 3 n n+1 1 1
= lim 1 log -5-...-r+log e 1+-+...+-

=N

n—o0



n+1

y como log = tiende a cero cuando n — oo tenemos

1 1
v = lim <1—|———|—...+——logn).
n

n—oo 2
O
Proposicién 1.1.9. La constante de Euler (1.7) cumple
0<y <.
Demostracion. Sabemos que
1 e 1
ES / T
de donde se deduce 1 il 1
——] < log <. (1.8)

3

Como paran > 1, logn:log%-Q-...-L—log%—i—log%—f—...—i—log# se tiene

n—1 "~

1 1
1+=-+...+——logn
2 n
2 1 3 1 n 1
VAR U E ST ) U A SRR
—\17 %1 SRR Y A PO R Pl

De acuerdo con (1.8) se tiene que log "TH — #1 >0y % — log "TH > (, por lo que

suprimiendo algunos términos de (1.9) se obtienen las desigualdades

1 1 1
1—(log2—=|>1+-+4+...+——logn>1-—log2,
2 2 n

y teniendo en cuenta la férmula (1.7) se deduce que
0<y<Ll
m

Corolario 1.1.10 (fé6rmula de Gauss). Para cada z € C\ {0, —1,—-2,...} se tiene

que
nln?®

r(z) :7}1—{20 2(z+1)---(24+n) (1.10)

18



Demostracion. Una vez conocido el valor de la constante v tenemos que

! =1 1+1 +1 1
F(/g)—nl_)rgoexp z 2+... n—ogn z

— I ey 2143 (142
_nlggoexp(—zlogn) 2g<1+k> _nlggo -
_ g 2O (B) g, DD k)

1.2. Relaciones fundamentales.

A partir de la formula de Gauss (1.10) podemos obtener dos relaciones para la
funcion Gamma, la primera de ellas en forma de ecuacién funcional y la segunda
es la denominada férmula de los argumentos complementarios.

Proposicién 1.2.1 (primera relacién fundamental para I'). La funcién Gamma
satisface la siguiente ecuacion

I(z4+1)=2I'(2), z€ C\ {0,-1,—-2,...}. (1.11)
Demostracion. De acuerdo con la féormula de Gauss (1.10) se tiene
n!nz—I—l

Pt = e G rnt D)

z

i nn n
= lim .
n—oo (z+1)(z+2)---(24+n) (z4+n+1)
[P
=z lim ik R I L —— 2I(z).

nooo z(z4+1)(z+2)---(z4+n) noo(z4+n+1)
[

Corolario 1.2.2. La funcion Gamma coincide con el factorial cuando la variable
toma valores enteros mayores o iguales que cero, es decir

I'(m+1) =m!
para cada m > 0.

Demostracion. Teniendo en cuenta (1.11) se obtiene

Fm+1)=mI'm)=m(m—-1Im—-1)=...=m!l'(1) =m!

19



Corolario 1.2.3. El residuo de I' en los polos vale

Res(I', —m) = (="

m!
param =0,1,2, ...
Demostracion. Como consecuencia de la ecuacién (1.11), para m = 1,2,... se
tiene
Fz+m+1)=CE+mT(z4+m)=...=(z+m)---(z2+1)zI'(2).
Esto equivale a
I'(z+m+1)

(= +m)(z) =

2(z+1) - (z+m—1)
y por tanto se tiene
r(1) ()"

Jm E+m)U) = = ey T

El resultado también es cierto para m = 0 ya que

lim 2T'(z) = lir% I'(z+1)=I(1)=1.
z—

z—0

]

Para demostrar la segunda relacion fundamental necesitamos obtener previa-
mente una expresion de las funciones 7 cot 72z y sen 7z en forma de suma y producto
infinito, respectivamente. Comencemos por 7 cot 7wz, la cual vamos a utilizar para
obtener la expresion de sen7z.

Lema 1.2.4. Sea ¢ una funcion meromorfa en C cuyas singularidades son polos
simples en los puntos z = a,a+1,a+2,... (a € R) con Res(p,a+k) = ay, k € Z.
Sea C,, una sucesion de curvas cerradas simples tales que:

(1) inf{|z| : z € C} > cyn para una cierta constante ¢; > 0, donde C} denota
el soporte de C,.

(1) long(C,) < can para una cierta constante co > 0.

(111) atk estd dentro de C,, siy solo si 0 < k < n, y ninguno pertenece al soporte
de la curva.

(iv) Existe M > 0 tal que |p(z)| < M para todo z € C’,n € N.
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Sea f una funcion meromorfa en C y tal que zf(z) — 0 cuando z — oco. Entonces

se tiene que
o0

Z apfla+k)=—-A

k=—0c0
a+k no es singularidad de f

donde A denota la suma de los residuos de f - ¢ en las singularidades de f.

Demostracion. Observamos que, como lim, ., zf(z) = 0, se tiene que dado 6 > 0
existe R > 0 tal que si |z| > R, entonces |zf(z)| < J. Por lo tanto f(z) es acotada
en C\B(0, R), luego sus singularidades deben estar todas situadas en B(0, R).
Deducimos entonces gracias a la condicién (i) impuesta a las curvas C,,, que existe
ng € N (bastaria tomar ng > g) tal que todas las singularidades de f se sitian en
el interior de C), para todo n > ny.

Tomemos n > ng. Al ser C,, un camino cerrado simple, sabemos que el indice
n(Cy, z) es 1 para todos los puntos z en el interior de C,,, luego por el teorema de
los residuos sabemos que

fw)p(w)dw = 2mi Z Res(f - ¢, 2)

Cn z singularidad de f-p

n

= 27 Z Res(f - p,a+ k) + 2miA

k=—n
a+k no es singularidad de f

donde A denota la suma de los residuos de la funcién f - ¢ en las singularidades
de f, todas ellas situadas en el interior de C,,. Por tanto podemos deducir que

n

1
3 Res(f - o,k +a) = —,/ f@)p@)dw — A (1.12)
= 21 Jo,
a+k no es singularidad de f

Veamos que la integral de la parte derecha de la igualdad tiende a cero cuando
hacemos tender n a infinito.

Dado € > 0, se tiene que si |z| es suficientemente grande entonces |z f(2)| < e,y
por tanto escogiendo n suficientemente grande, puesto que para cada z € C,,, |z| >
cin, se tiene que

| wt@e)

n

flw)e(w)dw
Cn

1
< long(Cy) sup |=f(2)p(=)| < =M

ZECTL Cln

21



luego el médulo de la integral tiende hacia cero cuando n — oco. Observamos que
si a + k no es una singularidad de f, Res(f - ¢,a + k) = aif(a + k). Por tanto,
tomando limites en (1.12) cuando n — oo se tiene que existe

n

Z apf(a+ k) = lim Z Res(f - ¢,k + a)
e

n—00
=—00 k=—n
a+k no es singularidad de f a+k no es singularidad de f

=—A.
[l

Lema 1.2.5. La funcion mwcotwz se puede expresar en forma de suma infinita
como
1 2z
meotmz = — + ——, 2 C\ Z.
PR Dy \

oo
k=1

Demostracion. Denotemos por f(z) = ﬁ donde s no es un entero. Sus singula-
ridades las encontramos en z = sy z = —s. Los residuos de la funcién 7 f(z) cot w2z

en dichos puntos valen ambos =522
R ( f( ) t ) ik ( )7TCOt7TZ , —Tmcotmz —mcotms
es(mf(z)cotmz,s) =1lim(z — s)—5—— = lim _
’ 2—s (32 — 22) z2—s (3 + Z) %25 )
meotmz T cot Tz
—5) = If — I
Res(rf (2) cotnz, —s) = lm (2 + )55 = Jm 7=
__mcot—ms  —mcotms
B 2s N 2s

Ademas es claro que lim, ,, zf(z) = 0.
Veamos que si denotamos ¢(z) = mcot 7z y para cadan € N definimos C,, como

el rectangulo de vértices a,, = (n + %) +1in, b, = (n + %) —in, c, = — (n + %) —in
yd, = — (n + %) + in (figura 1.2), se cumplen las condiciones pedidas en el
lema 1.2.4.

En efecto ¢ presenta polos simples en los puntos z = 0, &1, &2, ... y a mayores

tenemos que

, T COSTZ . z—k
Res(¢, k) = lim(z — k)———— = wcosn lim
gy senmz z—k Sen mz
1 mcos Tk

= 7w cosmn lim = =
z—k TCOSTZ  mWcosTk

para k =0,+1,42, ..., es decir, ay, = Res(p, k) = 1 para cada k € Z
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Figura 1.2: C,

En cuanto a las curvas C), se tiene que inf{|z| : z € C'} = n, long(C,,) = 8n+2
y que *+k esta dentro de C), si y solo si 0 < k < n y en ningtn caso se da que k
pertenezca a C. Nos falta verificar la ultima hipdtesis sobre las curvas C,,, la que
exige que exista una constante M > 0 tal que |p(z)| < M paratodo z € Cf,n € N.
Sabemos que si z = x + iy se tiene que

sen z = sen x cosh y + 7 cos x senh v,

cos z = cos x coshy — isen z senh y,
y por lo tanto
|sen z|*> = sen? x cosh? y + cos? z senh? y = sen? 2(1 + senh? y) 4 cos® z senh? y

= sen® x + senh®y,

| cos z|? = cos? z cosh? y + sen® z senh? y = cos? (1 + senh? i) + sen” z senh? y
= cos? x + senh?y,
luego
2 2 h? 1 h?
o(2)[? = 72 | cos mz| 2C08" T +senh” Ty ., + senh” 7y
()0 = = < .
| sen mz|? sen? 7z + senh? 1y sen? 2 + senh? 1y
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Observamos que para cada n € N, los puntos del segmento horizontal de C,
contenido en el semiplano superior son de la forma z = x 4 in y por tanto se tiene
que

1+ senh®mn 1+ senh®7mn 1 1
2 < 2 - 2 +1<
sen? mx + senh” mn senh” mn senh” 7n

——— + L.

senh? 7

De manera andloga se demuestra que esta misma cota es véalida para los puntos
del segmento horizontal contenido en el semiplano inferior, puesto que el seno
hiperbdlico es una funcién impar. Para los puntos del segmento vertical de C,,
cuya parte real es positiva se tiene que z = (n + %) + 1y y por lo tanto

1 + senh? 7y s senh? 7y B

= = 1.
sen? (n + %) +senh?7y 1+ senh?my

Lo mismo ocurre en el segmento vertical situado a la izquierda del eje imaginario,

puesto que el seno es una funcién impar.

1
senh? 7

Se deduce entonces que |p(z)] < 7T( + 1)1/2 para cada z € C;,n € Ny

por tanto recapitulando se tiene que

wecotms
A= ———,
s
o0 o0 o0
1 1 2
Zakf(k)_zs2 2 2 232_k2
k=—00 k=—o00 =
y sustituyendo s por z se tiene que
mecotmz 1 > 2
— =7 Z 2 _ 12"
z z e~ 2% — k

Obtenemos asi la férmula

I X 2z
meotmz = ;+ kgl m
O

Lema 1.2.6. La funcion senrz se puede expresar en forma de producto infinito
como



Demostracion. La funcién senmz es una funcién entera que se anula en z =
0,£1,£2,... y como la serie

es convergente, por el teorema 1.1.5 se sabe que los ceros son de orden 1 y que
existe una funcién entera ¢ de modo que

senmz =exp(z) -z H (1——>exp —, zeC.

n;ﬁO

Reordenando los factores y agrupando (ver teoremas A.0.7 y A.0.9) se tiene

oo 2
senmz = exp p(z) - 2 | | (1 - Z—2>
n

n=1

Ahora queremos determinar la funcién ¢(z). Para ello tomamos la derivada lo-

garitmica (ver corolario A.0.10) y, denotando por ¢g(z) = zexpp(z) v fu(z) =
2 .

1 — %5, se tiene que

resrs_ g(e) | §5 A _ ()ewels) +ewe()
senmz  g(2) — fu(2) B zexp p(z)
1 — 22
p— / —_—
_QP(Z)_‘_Z ;ng_zz

Obtenemos por tanto la igualdad

1 2z
tmz = - -
7 cot Tz 4,0(2)—1—24—7;:1 pER—

de donde deducimos, por el lema 1.2.5, que ¢'(z) = 0, por lo que ¢(z) es una
constante y como consecuencia exp ¢(z) es también una consante. Como sabemos

que lim,_,q =2 =1 se deduce que
2
senmz  oPe(z) -2l ( F) exp p(0)
lim = lim = =1,
z—=0 Tz z—0 Tz ™
por lo que exp p(z) = m como querfamos probar. O
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Proposicién 1.2.7 (segunda relacién fundamental para I' o férmula de los argu-
mentos complementarios). La funcion Gamma satisface

IF(z)(1—z2)=mcscmz, z€ C\ Z. (1.13)

Demostracion. La férmula de Gauss (1.10) es equivalente a

nln?

G ey pey e

z2eC\{0,-1,-2,...}.

Ademss , si z € C\ {1,2,3,...}

nln'=* ,
€T s By prpu g Sl  w T pes wuy pry

y por tanto, siz € C\ Z,

I (n!)?
()T(1 - 2) = L (1—22)(22 = 22)--- (n? — 22)
12
= lim I (nZ)Z . =
, 1
= lim = — -
oo (1=F)(1—=5)- (11— %)
Por el lema 1.2.4 se tiene que
D(2)T(1—2) = I = il il
Z — %)= lm 2 2 RN 0 2N )
noooz(1-2)1—%)---(1—-2%) wmz[[2,(1-%) senmwz
como queriamos probar. O

1.3. Integral de Hankel.

En esta seccién trataremos de encontrar una expresion de la funcién Gamma
en forma de integral. Para ello tomamos a un nimero real positivo, n un entero
mayor que a 'y 5 < ¢ < m. Definimos el camino L, (a, ) formado por los segmentos
{zeC:a<|z]|<nargz=¢p}y{z€C:a<|z| <n,argz = —p} y por el arco
de circunferencia {z € C: |z| = a,—p < argz < ¢}, recorrido en sentido positivo
(figura 1.3).

Ademas haremos uso del conocido teorema de holomorfia bajo el signo integral,
cuya demostracién podemos encontrar en el libro de J. Dieudonné [2].
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Figura 1.3: L, (a, ¢)

Teorema 1.3.1 (de holomorfia bajo el signo integral). Sea U un abierto de C, sea
A un subespacio medible de R™ y f : U x A — C. Supongamos que:

(i) Para todo z € U la funcion f, : A — C definida por f.(z) = f(z,z) es
medible Lebesgue.

(i) Para todo © € A la funcion f, : U — C definida por f.(z) = f(z,x) es
holomorfa en U.

(111) Para todo zy € U existe un entorno V' de zy contenido en U y una funcidn
h:A—[0,00) integrable Lebesque en A tal que

|f(z,2)| < h(z) para todo (z,z) € V x A.
Entonces, la funcion F : U — C dada por

F(z) = / f(z,z)dz
A
es holomorfa en U, y ademds

_ [of

F'(z) = : g(z,x)dx

para cada z € U.
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Lema 1.3.2. Consideramos la funcion f(z) = e*z7%,s € C, tomando la determi-
nacion principal del logaritmo para definir la potencia z—°. Denotamos por F, ,(s)
la integral de f(z) a lo largo de L,(a, ). Entonces lim,_,o limg,_,. F), ,(s) define
una funcion F(s) holomorfa en todo el plano complejo. Esta funcion limite es

F(s) =2i sinﬁs/ e”rsdr+/ e't*dt
a C

donde C' denota la circunferencia de centro 0 y radio a recorrida en sentido posi-
tivo.

Demostracion. La funcién f(z) es holomorfa en el abierto principal Q = {z € C:
z + |z| # 0}, es decir, todo el plano complejo salvo el semieje real negativo. Por
lo tanto, denotando por C, el arco de circunferencia del camino L, (a, ) se tiene
que

Fn,%’(s) = —a f(reiw)dr + i f(Z)dZ n /_—n f(re_w)dr

—n

:/ ere_w(re_i‘p)_sdr—i—/ 6tt_sdt—/ erew(rew)_sdr
a C a

©

n n
i —ip _ _q i _
= e’s‘p/ e r Sdr+/ eltdt — e ”“”/ e rTdr.
a C a

73

Si ahora hacemos el limite cuando ¢ — , el teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue indica que

n n
lm F, o(s) = ems/ e~ "r=%dr + / et dt — e_ﬂs/ e "r—dr
a C a

=T
— (eﬂ'is _eﬂis>/ errsdr+/ ettfsdt
a C

n
:2isin7rs/ e_rr_sdr—i—/ elt4dt.
a C

Denotaremos dicho limite por F,(s).

Se tiene que ¢ : Q x [a,n] — C, definida como ¥(s,7) = e "r~°, es una
funcién continua y que para cada r € [a,n|, la funcién ¢ : Q@ — C, definida por
o(s) = ¥(s,r), es holomorfa en 2. Luego sabemos por el teorema de holomorfia
bajo el signo integral que la funcién que envia s — fan (s, r)dr = fa" e "r~*dr es
holomorfa en 2. De manera andloga se prueba que |, c elt~sdt, vista como funcién
de s € 2, es holomorfa en €2, parametrizando la circunferencia C' como t = ae",r €
[0, 27]. Por lo tanto deducimos que F,(s) es una funcién holomorfa.

Ademds, {F),}°, es uniformemente convergente en cada conjunto compacto K
de C, como vemos a continuacién. Existe M > 0 tal que —M < Re s < M para
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todo s € K. Dado € > 0, y puesto que la integral faoo e "rMdr es convergente,

existe b > a tal que
[o¢]
/ e "rMdr < e.
b

Si tomamos m,n € N tales que m > n > b, se tiene que para cada s € K,

m
/ e "r*dr
n

De acuerdo con el teorema de convergencia de Weierstrass la sucesién F,(s)
converge hacia una funcién limite F'(s) holomorfa en todo el plano complejo. Esta
funcién es igual a

|Fn(s) — Fu(s)] =

m
g/ e "rMdr <.
n

F(s)=2i sinws/ e "rdr +/ et 5 dt.
a C
[

Lema 1.3.3. La funcion F(s) del lema previo, que denotaremos por F(s) =
fL(a) e't=5dt, no depende de a.

Demostracion. Basta probar que an(b ) f(z)dz = an(a ) f(2)dz para a # by,
puesto que F'(s) es el limite de dichas funciones, se tendria entonces que f L(b) ett=sdt
= L(a) e't~*dt. Supongamos a < by consideremos la funcién

G(s) = / et dt — / et 5 dt.
Ln(by@) Ln(a#P)

Dicha funcion es una integral a través del camino cerrado formado por los arcos
de circunferencia S, = {z € C: |z| = b, | arg z| < ¢} recorrido en sentido positivo

v S, ={z € C: |z]| =a,|argz| < ¢} recorrido en sentido negativo, y por los
segmentos {z € C:a < |z| < bargz =}y {z € C:a < |z| < bargz = —p}
(figura 1.4).

Puesto que dicho camino esta contenido en un abierto simplemente conexo y el
integrando en G(s) es una funcién holomorfa en dicho abierto, podemos concluir
que G(s) = 0 y pasando al limite se tiene que an(byeo) f(z)dz = an(a,so) f(2)dz
como queriamos probar.

Lema 1.3.4. Eriste una tnica funcion F(x) definida en el eje real positivo que
satisface:

(i) F(1) = 1;

(ii) F(x+1) = xF(x), para todo x > 0;
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Figura 1.4: L, (b, ) — L, (a, )

(i) Hm,, o % =1, para todo x € (0,1).

Demostracion. La funcién Gamma cumple las tres condiciones, siendo la tercera

de ellas la menos evidente, que se deduce a partir de la férmula de Gauss (1.10).

Siz e (0,1)
I'(z+n)

lim ——~2 =T I
Ty~ @) i eI P

z@+1)---(z+n—1) :F(m)izl.

Por tanto solo resta probar la unicidad.
Supongamos que F'(z) es una funcién que cumple las condiciones del enuciado.
Por (i) se tiene que

Flz4+n)=z(x+1)---(x+n—-1)F(x), >0,
y teniendo ademads en cuenta (7)
Fn)=n-1)!'=T(n), n€N,

luego F' y I' coinciden en N. De (iii) deducimos que para cada x € (0,1) se tiene

que
.. Fl+n) .z +1)---(x4+n—1) F(z)
L=l —rmy — F@) i ——— - = T(a)

luego necesariamente F'(z) = I'(x) en (0,1). Por tltimo, si y € (1,00) \ N, escribi-
mos y = x + n, donde n es la parte entera de y, y z = y — n € (0,1). Entonces,
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sabemos ya que F(x) = T'(z), luego

Flyy=F(@x+n)=zx+1)---(x+n—1)F(z)
=z(x+1)---(z+n—1)T(z) =T(x+n) =T(y),

y F y IT" coinciden en todo (0, 00). O

Proposicion 1.3.5. La funcion Gamma se puede expresar como
['(z) = / e 't*71dt, Re z > 0.
0
Demostracion. Debido al principio de identidad, es suficiente probar la igualdad
para x € (0, 00).
En lo que sigue vamos a denotar F(z) = [~ e/t 'dt y probaremos que F(x)

satisface las condiciones del lema 1.3.4 para obtener asi F(x) = I'(x) en (0, 00).
Sustituyendo en la férmula se obtiene facilmente que

F(1) = /Oo et — [ — 1.
0
Integrando por partes obtenemos
Flz+1)= /OO e "trdt = [—e )L + /OO we 't dt
0 0
=z /OO e 'l dt = o F(x),
0

luego queda probado (i1).
Falta tinicamente por probar (iii). Se tiene que, six >0y n € N,

F(z+n)= /OO e "t Ldt,
0
y sustituyendo ¢ por nt,
F(zx+n)= /OO e " (nt)"t " Indt = n=t" /00 e "Lt
0 0
Ademas, utilizando nuevamente la integracién por partes se deduce que
F(n) = / Tty — [—e "2 + (n— 1) / Tty —
0 0
=mn—1)Fn-1)=---=(n-1)'=T(n).
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Por lo tanto

F(r +n) _ n" /OO oty tn=1 gy
F(n)n* — T'(n) Jo

El objetivo ahora es mostrar que el limite del lado derecho de la igualdad vale
1 cuando n — oo. Tenemos las igualdades

F(n):/ et F(n—l—l):/ e 't dt,
0 0

luego sustituyendo al igual que antes ¢ por nt obtenemos

n‘”F(n):/ e " ldt, (1.14)
0

n "I'(n) :/ e "M dL. (1.15)
0

Integrando la igualdad
1d
—nttn—l - —nttn _ — —nttn
e e - dt(e )

entre 0 y 1 tenemos que

1 1
1 -
/ e "Mt — / e " dt = —[eT""IS) = n e
0 0 n

Restando a la ecuacion (1.14) la anterior igualdad obtenemos
00 1
/ e " dt + / e "t"dt =n""T'(n) —n te " (1.16)
1 0
y sumando la ecuacién (1.15) a la misma igualdad se deduce que
1 o0
/ e "M dt + / e ""dt =n""T'(n) +n"te " (1.17)
0 1

Suponiendo que 0 < z < 1, para 0 < t < 1 se tiene que
tr < Tl <t
mientras que para t > 1 se tiene
AR R S A
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Por tanto si en los integrandos de (1.16) y (1.17) remplazamos ¢" y t"~! por t**"~1
se obtienen las desigualdades

n"T(n) —n"le™" < / e Mgt < pT"D(n) +nte ™,
0

Multiplicando ahora cada miembro por % se tiene que

1— < g < 14
n! ['(n) /0 ‘ n!
y como ademas
lim 5 — o,
n—oo  nl
podemos concluir que
n" [
lim —— Tl = 1.
no0 T(n) /0 ‘
Luego queda finalmente probado (7ii) del lema 1.3.4. O

Teorema 1.3.6. La inversa de la funcion Gamma se puede expresar en forma de
integral como sigue:

1 1
= —/ et *dt, z € C. (1.18)
L(a)

(z) 2mi

Esta expresion se denomina integral de Hankel.

Demostracion. Consideramos la funcién

F(z)= 2isin7rz/ e"“r‘zdr+/ 6tt_zdt:/ et dt,
a C L(a)

que por los lemas previos sabemos que es holomorfa en todo el plano complejo y
no depende de a. Escribiendo z como z = z + iy se tiene que

/ et
c

< 2masup |e't™?| = 2wasup |||t Y|
teC teC
< 2mae® sup |(ae”)7%||(ae”)"| = 2mae® sup |a Te ||a” Ve
s€[0,27] s€[0,27]

< 2mae®a ¥ < 2xql T e t2mlvl,

33



Suponiendo ademas que x = Re z < 1 se tiene que

lim 27al e t2m W — 272 11 o1 —% = ().
a—0 a—0

Ya que F' no depende de a podemos hacer tender a — 0 y por la proposicién 1.3.5
obtenemos que

F(z) = 2isin 7TZ/ e 't %dt = 2isinmzl(1 — 2).
0

Por la férmula de los arguentos complementarios (1.13) se tiene que

211
F(z)==—
es decir,
]' 1 ty—2z
= — et *dt,Re z < 1,
[(z) 2w Jp
y se concluye por el principio de identidad. O

1.4. Formula de Stirling.

Es bien conocida la formula de Stirling para nimeros naturales que nos dice
que
Ii ! 1, neN
im ———==1, neN.
n—oo ne="y\/2mn, 7
Debido a la relacion entre el factorial y la funcion Gamma, serfa logico plantearse
la existencia de una féormula similar para dicha funcion evaluada en = real. En
efecto, la proposicién 1.3.5 nos permite demostrar la existencia de dicha férmula.
Para ello nos basamos en ideas extraidas del libro de Galindo, Sanz y Tristan [3]
que a su vez detallan el desarrollo realizado en un articulo de R. Michel [5].

Proposicién 1.4.1 (férmula de Stirling para ntimeros reales). Se tiene la relacion

I
lim L3 F2)

T—00 pTe=T\/2Ty

También se suele reescribir esta relacion como

=1, zeR.

D1+ o) ~ V2rz (f)x
e
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Demostracion. Sea x > 0 un ntmero real, la proposicion 1.3.5 nos dice que
I'l+zx)= / e 'trdt.
0
Realizando el cambio de variable ¢ = y\/x + x se tiene que

I[(1+z)= / e” WV (y[1 + ) ady
0

T _—x > Y ’ —yv/T
=zx"e \/E/ (——i—l)ey dy.
_vE \VT

Por tanto, para y € R , definimos la funcién g,(y) como

B (1 + \%)xe_yﬁ sty > —+/,
0 siy < —y/x,

y, puesto que z > 0, tenemos por tanto
rl+x) [
rre=t\/r )

Para probar el resultado vamos a estudiar lo que ocurre con la integral

/_ N (gx(y) — e/ 2) dy

o

92 (y)dy. (1.19)

cuando hacemos tender z — oo. Para cada = > 0 podemos escribir

‘/Z (gx(w - 6—92/2> dy‘ - /Z

Va2 )
=/ Galy) —e V2 dy+/
Va2 lul>VE/2

puesto que las integrales impropias involucradas son convergentes. Acotemos cada
uno de estos sumandos por separado.

Comenzamos por el primero de ellos. Observamos que si |y| < v/x/2 podemos
escribir

92 (y) — e—yz/Q‘ — ’ <1 + %) e UVT _ o122

T
e (

x log 1+i —y\/5+y—2
Vv 2

dy

)
gw(y) —e? /2

)
9:(y) — eV ?| dy,

emlog(1+y/\/5)—y\/5 _ e—y2/2‘

)

2
< V22 1 142 ) _ v
<e xog( +\/E y\/5—|—2
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donde la iltima desigualdad se deduce de que para cada para a,b € R se tiene que
e — eb| < €’|a — blel*~PL.

Por otro lado, a partir del desarrollo de Taylor del logaritmo es sencillo probar
que, para |t| < 1 se tiene que

1
log(1+1t) —t+ =t*

ko1
<) <z
<3 <5y

2
k=3
de donde se deduce que
x log 1+— —y\/_—l— =z |log 1+i —i+1 y_2 2
Vi Vi) Vro 2\
3
S Vel 1 P

31—|y/val  3va—1lyl

Adem4s, teniendo en cuenta que habfamos supuesto que |y| < /x/2, en esta
tltima expresién podemos acotar el denominador de dos maneras, \/z — |y| > 31/
v vz — |y| > |y|. Recapitulando obtenemos por tanto

_ _ 1 |?J|3 1 |?/|3
2/2 2/2 -+
gm(y) —e Y / < e Y g
3\/__ |?J| 3\/_— Y]
‘?J| 2 |?J|3 —y2/2 42 ]y|3 2
< z < W —v?/2 —y?/3 _ 191 _—y?/6
e 3\/_exp 3|y| \/Ee e \/56

luego podemos acotar el primer sumando por
Vz/2 Vz/2 |y\3 , Vz/2
/ dygf eV /0dy <—/ ly[Pe /"
/a2 p v VE/2
Este ltimo término tiene sentido puesto que la correspondiente integral impropia
es convergente y ademas observamos que su limite es 0 cuando x — oo.
Vamos con el segundo sumando. Tenemos que para cada x > —1 se verifica que
5 ¢
62+t

desigualdad que se deduce facilmente de un estudio de la monotonia de la funciéon
que resulta al restar ambas expresiones. Teniendo en cuenta esta relacion, para
y > —+/x podemos deducir la desigualdad siguiente

log (9.(y)) = xlog (1 + 7) —yVa

. (log (1+%) —%) < —g%.
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Si ademds |y| > /x/2 resulta que 5|y| > 21/ + |y|, con lo que se obtiene

lyl 5yl ly| 2/ + |y] |y Y|
1 . _2 A9 AV W P e < =2
80 S =G S e atyvE T 6V S T

y tomando exponenciales a ambos lados de la desigualdad se tiene que

Por lo tanto se deduce que

/|y|>\/5/2

2
gac(y>_e v/2

dy < / 9:(y)dy + / eV 2dy
ly|>+/x/2 ly|>vz/2

§/ ey|/6dy—|—/ eV 2dy.
ly|>v/z/2 ly|>+//2

Puesto que las integrales [~ e~/6dy y [ e~¥*/2dy son convergentes, se tiene
que el ultimo termino de la desigualdad converge hacia 0 cuando x — oo.
Hemos probado por lo tanto que

o0

lim (gx(y) — e’yQ/Z) dy = 0.

z—oo [ o

Para concluir, de la igualdad (1.19) deducimos que

I'(1 ° o 2
lim (1+) = lim gm(y)dy:/ eV 2dy = or

T—00 :L‘xe_xﬁ I .

y dividiendo por v/27m obtenemos el resultado deseado. [
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Capitulo 2

Funcion de Mittag-LefHer.

En este capitulo presentaremos la definicién de la funcién de Mittag-LefHer, asi
como una representacion de esta en forma de integral y algunas propiedades, en
especial el comportamiento asintético de la funcién. Estos resultados nos serviran
mas adelante para poder definir la sumabilidad de Mittag-Leffler y obtener una
prolongacién analitica de la suma de una serie de potencias dada fuera de su disco
de convergencia.

2.1. Definicion

Definicién 2.1.1. Sea a € C, la funcién de Mittag — Leffler se define como:

E.(2) :ii zeC. (2.1)

I'(1+an)’

n=0

En particular vamos a interesarnos en el caso en que « toma valores reales
positivos.

Observamos ademds que para « = 1 se tiene que E;(z) = expz y para o = 2,
Ey(z) = cosh /.

Necesitamos a continuaciéon obtener informacion acerca del crecimiento expo-
nencial de la funcion de Mittag-Leffler cuando z tiende hacia infinito. Para ello,
referimos al lector al apéndice B, en el que se introduce el concepto de orden ex-
ponencial de crecimiento de una funcién entera, y cémo calcularlo a partir de los
coeficientes del desarrollo de Taylor de la misma en el origen.

Proposicién 2.1.2. La funcién de Mittag-Leffler (funcion (2.1)) es una funcion
entera de orden é
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Demostracion. La férmula de Stirling para ntimeros reales (proposicién 1.4.1) nos
dice que dado x € R

I'(1+x)~z%e "V 2rx.
Sustituyendo x por na se obtiene que I'(1 4+ na) ~ (na)"*e "*v/2mna y por tanto
aplicando el criterio de Cauchy-Hadamard se tiene que el radio de convergencia de
la funcién E,(z), que denotaremos por R, es

, 1
= lim sup

e ((na)r@e—mey/2rna)

— = lim sup ¢
R n—o00 b

S|=

1
‘F(l + an)
1

nos (na)@e=e(2mna)
Por tanto obtenemos que R = oo, es decir, que E,(z) es una funcién holomofa en
todo el plano complejo.
Para calcular el orden de la funcién E,(z) aplicamos la férmula (B.1) del
apéndice B:

i nlogn i nlogn
— lim sup = lim sup
n—00 1 n—00 1 I'1
Y k| e g T na)
, nlogn
= lim
n—oo naclogna — na + logy/2mna
, nlogn 1
= lim - = —.
n—oo (na+ 3)logna — na +logv2r
Luego el orden de la funcién E,(z) es L. O

2.2. Representacion de la funciéon E, en forma
de integral.

Para realizar el estudio de la funcién de Mittag-Leffler vamos a considerar la
integral de Hankel, obtenida en el capitulo precedente, como representacion de la
funcién gamma. Para ello, dados a > 0y § < ¢ < 7, vamos a modificar ligeramente
el camino L, (a, @) sustituyendo los segmentos de longitud n—a por las semirrectas
{t e C:a < |t|,argt = ¢} y {t € C: a < |t|,argt = —p}. Denotaremos este
nuevo camino por L(a, ) (figura 2.1).

Teorema 2.2.1. La funcion de Mittag-Leffler se puede expresar en forma de in-
tegral como sigue:

1 ot 1
Ea(z)——/ ¢ dt .-t <p<m, a>0, (2.2)
Liag) " =% 2




Figura 2.1: L(a, ¢)

escogiendo a de forma que a® > |z|.

Demostracion. Vamos a fijarnos en la parte del camino L(a, ) contenida en el
plano superior. Sea A un arco tal que [t| = Ry ¢ < 0 =argt <7 con R > a, se
tiene que

o , 4
/ettsdt—/ eRele(Rew)’sRiewd@.
A s

Tomando moédulos y teniendo en cuenta que %71’ < ¢ < 7y por tanto cosf es

negativo y estrictamente decreciente en el intervalo [¢, 7], observamos que

eReie (Reie) _SRieie

/ ett_sdt' < (m— )R sup
A

O€lp,m]

< (ﬂ' _ (p)GRCOS @RZ—Re s sup |€—i30‘
0€(p,m

término que converge a 0 cuando R — oo.

Esta misma integral es igual a cero integrando a lo largo del camino cerrado
formado por dos arcos de circunferencia de radios a y R respectivamente y tal que
¢ < |argt| <0,y por los dos segmentos que los unen (figura 2.2). En efecto dicho
camino esta contenido en un abierto simplemente conexo y el integrando es una
funcién holomorfa en el mismo.

Este mismo razonamiento es valido para la parte del camino contenida en el
plano situado por debajo del eje real. Por tanto podemos reescribir la integral de
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Figura 2.2: Camino auxiliar.

Hankel de la siguiente forma

1 1 / fe
D(z) 27 Sy

Por tanto tenemos que

E ( ) io: 2" / tt_an_ldt 1 / €t io: < z >ndt
a\Z) = b e = — — —a .
s 211 L{a,) 211 L{a,) t s t

Para justificar el cambio en el orden de sumaciéon e integracién observamos que
para cada t en el soporte de la curva, se tiene que |t| > a y por lo tanto [t*| > a®.
Puesto que hemos escogido a de forma que a®* > |z|, existe un r < 1 real positivo

tal que
z

te
luego podemos aplicar el criterio mayorante de Weierstrass ya que

<r

o0

Zr"<oo

n=0

y concluir por tanto que la serie converge uniformemente.
Por otro lado se tiene

2./ z\n 1 t*
Z(ﬁ) T1-z g

n=0 te™
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Por lo tanto

2.3. Comportamiento asintético de la funcién.

En esta secciéon vamos a denotar r = |z| y § = argz. Supondremos ademas
r > 1 ya que queremos estudiar el comportamiento de E,(z) cuando |z| toma
valores grandes. Consideremos dos posiciones de L(a, ), en la primera tomamos

a =1y en lasegunda, a > (2r)a.

Lema 2.3.1. Sea K = {k € Z : —ar < 0+ 2krw < farn} (con la posibilidad de
que K = 1), entonces

Eo(z)=E(2)+ > Ry (2.3)

donde

Ry — leTl/aei(9+2kﬂ')/a'

«
Demostracion. Observamos que el integrando, visto como funcién de ¢, presenta
polos simples en los puntos en los cuales t* — z = 0. Si escribimos z = re dichos
polos son pp = ri/@e@*+2km/a cyyo médulo es |py| = '/, por lo que tomando
a > (ZT)é nos aseguramos de que ninguno de ellos pertenece al soporte del camino
L(a, p).

Escojamos ahora un ¢ de modo que esté lo suficientemente préximo a 3 y
adecuado para que el camino L(1, ¢) tampoco pase por ningin polo del integrando.
Para ello denotemos por H el complementario en Z del conjunto K y tomemos ¢
de modo que 0 < ¢ — F < dist (MT”H, [—g, g})

Consideremos por tanto el abierto U limitado por la parte no comun de los
soportes de ambos caminos mencionados anteriormente (figura 2.3) y observamos

que

Eu(z) — B(z) = —— /8 "

2 Jo t — 2

Por el teorema de los residuos se tiene que

1 ettafl 1 ettafl
dt = — | 2mi R
21 Jy tr — z 271 ( mg es (to‘—z’pk>>
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Figura 2.3: Abierto U.

teniendo en cuenta tinicamente los p; contenidos en U. Como hemos supuesto que
r > 1, se tiene que 1 < |pi| = ri/e < (2r)1/°‘. Por tanto, para que estos pertenezcan
a U nos falta exigir que | argt| < ¢, que habiamos elegido préximo a %7?. Es decir,
se necesita que —3m < (6 + 2km)/a < i

Para concluir solo resta calcular el valor de los residuos en cada polo contenido
en U.

etta—l etta—l
Res ( ,Pk> lim (¢ — py)

t* —z t—=py e —z
et 4 (= pr)eft T 4+ (t — pr)et (o — 1)t 2
= lim
t—=pk ate—1
ePk 1 pl/agi(0+2kT)/a
= — = —€
o o
aplicando la regla de L’Hopital en la segunda igualdad. O

Proposicién 2.3.2. El mddulo de zE(z) permanece acotado cuando z tiende hacia
infinito a través de un rayo que parte del origen.

Demostracion. Las semirrectas de L(1, ¢) pueden ser escogidas de tal forma que los
puntos z'/® no pertenezcan a ellas cuando z varfa a lo largo del rayo mencionado

. . @
anteriormente, tomando ¢ de forma que |ayp| # argz. Como consecuencia,

tendrd argumento constante distinto de 0 cuando ¢ recorra dichas semirrectas.

Ademads se tiene que |[t| = 1 para todo ¢ perteneciente a la parte circular
de L(1,¢), luego [t*| = 1. Por lo tanto para |z| > R > 1 vamos a tener que
El<£<1

z|l — R '

Por lo tanto para cada t € L(1, ) se tiene que t* # z y la expresion % —1no
se anula. De hecho ‘% — 1‘ estd acotado inferiormente por una constante m > 0.
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En efecto, si M, R > 0 son nimeros reales tales que |%’ > R > 1 para [t| > M se

tiene que |= — 1| > 1 — £ > 0. Ademds, la parte de L(1, ) tal que [t| < M es un

compacto de C, por lo que |% — 1‘ alcanza un minimo que ha de ser forzosamente

mayor que 0 ya que hemos visto que dicha expresion no se anula en ningtin punto
de L(1, ).

Ademés . i
2EB(z) = — / teat—dt
2 Jrae) 5 — 1

y el médulo del integrando estd acotado superiormente por el médulo de el

que es una funcién integrable. Aplicando entonces el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue se tiene que

1 tol 1 1
lim zE(z) = —/ lim fa—dt =—— et it = ————
oo 270 Jrqp) 2 5 - 271 Jr10) Ll —a)
donde reconocemos rapidamente la integral de Hankel. O

Proposicién 2.3.3. Si 0 < a < 2 se tiene que:

(i) Si am < |argz| < 7 entonces zE,(z) es acotada. En particular

lim E,(z) =0.

|z]—o0

(i) Si |argz| < am entonces E,(z) se comporta como expz'/® para valores

gandes de |z|. En particular

lim ae_zl/aEa(z) =1.
|z|—o00

1/

(iti) Si argz = £3am entonces Eo(z) se comporta como expz*/* para valores

gandes de |z|. En particular

1
lim |E.(z)| = —.
a

|z]—o0

Demostracidn. (i) Veamos que si sar < |argz| < 7 el conjunto K del le-
ma 2.3.1 es vacio. Puesto que 0 < o < 2 se tiene que [—%om, %om] C [-m, 7]
estrictamente. Supongamos que argz > 0. Como argz < m se tiene que

arg z — 2m < —m. En el caso en que arg z < 0 se razona de forma analoga.

Por lo tanto la funcién E,(z) coincide con E(z), luego se tiene que

lim FE,(z) = lim E(z) =0.

|z]—o0 |z]—o0
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(i7) Cuando |argz| < %mr solamente & = 0 cumple la condicién requerida para
pertenecer al conjunto K. Por tanto se tiene que E,(z) = F(z)+ iezl/a luego

lm ae " "E,(z) = lim (oze_zl/aE(z) + 1> =1

|z]—o00 |z|] =00

(77i) En las semirrectas arg z = j:%cwr tenemos que, al igual que en el caso anterior,
solamente k = 0 pertenece al conjunto K. Ademds, denotando por r = |z|
se tiene que

1/«
iL iL .
Zl/a — (Teztzzom> — Tl/aeizzw _ :l:Z?”l/a.

1/ irl/ -1 .
Por tanto e *'" = et = (COS r1/® 4+ sen rl/a) , luego se tiene que

1/

‘1|1'm e " Ey(2) = lim afcos Y £ senr/)TLE,(2)
z|—o0 r—00
= lim a(cosr/* £ senr/*)E(z) + 1 = 1.
r—00
Ademés observamos que |a(cosr/* £ senrt/*) " E,(2)| = a|E4(2)| y por

tanto 1
i E, = —.
fm | (2)| =

|z| =00

Proposicion 2.3.4. En el caso en que o = 2 se tiene que:

«

(i) Si argz # 7 la funcion E,(z) se comporta como exp 2"/ cuando |z| toma

valores grandes.
(ii) En el semieje real negativo la funcion E,(z) es acotada.

Demostracion. El caso a = 2 no ofrece dificultades ya que como vimos al comienzo
del capitulo se tiene que Es(z) = cosh+/z.

(i) Siargz # m estamos en el caso (ii) de la proposicién anterior con a = 2, por

lo que
lim 26_21/2E2(Z) =1.
|z]—o0
(77) En el semieje real negativo, se tiene que z = —r, con r > 0 real, luego
tenemos

cosh v/—r = coshiv/r = cos/T.
Por lo tanto E,(z) es acotada.

O

Podemos concluir por tanto que para valores grandes de |z| la funcién E,(z) se
comporta como exp 2/ si —2ar < argz < Lam y en caso contrario tiende a cero.
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Capitulo 3

Sumabilidad de Borel y de
Mittag-Lefller.

Una vez llegados a este punto tenemos la informacién suficiente para abordar
el objetivo principal del trabajo: prolongar analiticamente la funcion suma de
una serie de potencias centrada en 0 por una funcién holomorfa en un conjunto
estrellado, mediante los métodos de Borel y Mittag-LefHer. Este estudio se podria
ampliar al de cualquier serie de potencias.

Comenzaremos por dar algunas definiciones sobre lo que entendemos por pro-
longacion analitica y prolongacién analitica radial de una serie, asi como por estre-
lla principal y punto barrera. Presentaremos también algunos ejemplos para poder
comprender y asentar bien estos conceptos, entre los que se encuentra el de la serie
geométrica, que destaca por su sencillez y el amplio conocimiente que se tiene de
ella.

Una vez adquirido este conocimiento comenzaremos a estudiar la sumabilidad
de Borel, que es un caso particular de la sumabilidad de Mittag-LefHer, el cual nos
ayudard a introducir y enteder esta tltima. Para ello definiremos primero la suma
y el poligono de Borel, acto seguido estudiaremos la sumabilidad de Borel a través
de segmentos y veremos cémo obtener una prolongacién analitica radial de una
serie de potencias, y por ultimo daremos un resultado que nos permite prolongar
analiticamente una serie de potencias, esta vez globalmente en todo el poligono de
Borel.

Para finalizar el capitulo y con ello el objetivo del trabajo, realizaremos estos
mismos pasos con la sumabilidad de Mittag-Leffler, introduciendo conceptos anélo-
gos a los de suma y poligono de Borel, pero esta vez en un ambiente mas general.
Estudiaremos también la sumabilidad a lo largo de un segmento y la prolonga-
cion analitica radial. Para concluir, daremos un resultado que resumira el modo
de prolongar de forma analitica una serie de potencias a un conjunto maximal
denominado estrella de Mittag-Leffler.
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3.1. Estrella principal de una funcion.

3.1.1. Prolongacion analitica radial.

Sea f una funciéon holomorfa en un abierto conexo R que contiene al origen y
que admite un desarrollo en serie de potencias de la forma

Z a, 2" (3.1)

n=0

con un radio de convergencia positivo. El principio de identidad nos asegura que
es la unica funciéon holomorfa definida en R que coincide con la suma de la serie
(3.1) en un entorno del origen. Por tanto las propiedades de f estdn totalmente
determinadas por las de la serie.

Definicién 3.1.1. (i) Se dice que la funcion f es una prolongacién analitica de
la serie (3.1) en el abierto R.

(1i) Se denomina estrella principal de la serie (3.1) (o de la funcion cuyo desa-
rrollo de Taylor en el origen es el dado por dicha serie) al mayor abierto
estrellado respecto del origen que contiene el disco abierto de convergencia
de la serie (3.1) y tal que existe una funcion holomorfa en dicho abierto que
coincida con la suma de la serie dentro del disco abierto de convergencia.

(11i) Se dice que un punto a € C es un punto barrera de la serie (3.1) (o de la
correspondiente funcion f) si no pertenece a la estrella principal de la serie
y la semirrecta que parte del origen y pasa por a cumple que si z es un punto
contenido en dicha semirrecta que se encuentra mas proximo al origen que
a, entonces z pertenece a la estrella principal de la serie.

(iv) Sea z # 0 un punto de la estrella principal o un punto barrera. Una funcion
holomorfa en todos los puntos del segmento (O,z) = {tz : t € (0,1)}, es
decir, en un abierto que contiene dicho segmento, que coincide con la suma de
la serie (3.1) en la interseccion de dicho abierto con un entorno del origen se
denomina una prolongacion analitica radial de la serie a través del segmento

Oz.

Proposicion 3.1.2. No es posible extender una serie radialmente mas alld de un
punto barrera.

Demostracion. Sea z = a un punto barrera de la serie y f una prolongacién analiti-
ca radial de la serie a través del segmento Oa. Si dicha prolongacion se extendiera
mas alla de a, existiria una funcién ¢ holomorfa en el punto a y en todos los puntos
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Figura 3.1: Punto barrera

entre el origen y a que coincidiera con f en un entorno del origen, y podriamos
definir una funcién g que coincidiera con f dentro de su abierto de definicion y
con ¢ en el abierto en el cual ¢ es holomorfa.

Tomando un disco lo suficientemente pequeno centrado en a, podemos ampliar
la estrella principal por un abierto convexo (que se superpone a la estrella princi-
pal), delimitado por las tangentes al disco trazadas desde el origen y por un arco
de circunferencia que contiene puntos que no pertenecen a la estrella (figura 3.1),
en contra de la definicion de estrella principal.

O

Proposicién 3.1.3. Supongamos que el radio de convergencia R de la serie (3.1)
es real y positivo. Sea zy un punto de la circunferencia de convergencia (es decir,
de la frontera del disco abierto de convergencia) tal que

llE)I} (Z an(rzo) ) = 71}_13 f(rz) = oo,

n=0
entonces zg es un punto barrera.

Demostracion. Supongamos que zg no es un punto barrera. Entonces existe un
e > 0 y una funcién h holomorfa en B(zy,¢) que coincide con f en los puntos de
B(0, R) N B(zp,¢). Por lo tanto para r suficientemente préximo a 1 se tiene que
rzo pertenece al disco B(zg,¢€) y por tanto

11_1;1% f(rzo) = 11_13 h(rzo) = h(z) € C,
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Figura 3.2: Estrella principal de la serie geométrica: C \ [1, 00)

lo cual es absurdo ya que habiamos supuesto que dicho limite valia oco. O

Nota 3.1.4. De aqui en adelante, siempre que escribamos disco de convergencia,
estaremos refiriéndonos al disco abierto y escribiremos circunferencia de conver-
gencia para referirnos a la frontera del disco abierto de convergencia.

3.1.2. Estrella principal de la serie geométrica.

Encontramos un ejemplo muy sencillo de estrella principal en la serie geométrica

oo
g 2",

n=0

Esta serie converge en el disco |z| < 1, y su suma,

1
f(z) = T—2 2] <1,
tiende hacia infinito cuando z — 1 a través del segmento que parte del origen, por
lo que la proposicion 3.1.3 nos asegura que el punto z = 1 es un punto barrera.
En particular, toda prolongacién analitica de la serie tiende hacia infinito cuando
z — 1 desde el interior del disco unidad.

Ademas, la funcién f es obviamente holomorfa cuando se la considera definida
en todo el plano complejo salvo el punto barrera z = 1, por lo que concluimos que la
estrella principal de la serie geométrica coincide con el plano complejo excluyendo
la semirrecta que va desde 1 hasta +oo (figura 3.2).

Ejemplo 3.1.5.
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Cabe destacar que en un punto barrera situado en la circunferencia de conver-
gencia de una serie, dicha serie no es necesariamente divergente. Es el caso de la

serie

o0 n

¥4
n=1

que es convergente en z = 1 pero su derivada
e Zn—l
>

n=1

tiende hacia infinito cuando z — 1 en el segmento que une 0 y 1. La serie (3.2)
puede ser extendida en la misma estrella que la serie geométrica por la funcién

1 1
/—log dw
0 W l-w

siendo el camino de integracion el segmento Oz, con z un nimero complejo no
perteneciente a la semirrecta real que parte de 1 hacia +oo. En efecto, para todo
nimero complejo tal que |z| < 1 se tiene que

o0

on
_1Og(1 - Z) - Z g7
n=1

donde log es la determinaciéon principal del logaritmo. Por tanto deducimos que la
derivada de la serie (3.2) es

n—1

= 2 1 1 1
= —(=log(1—2))==1
> ~(~log(1 —2)) = ~log -

9
n —Z

2 < 1,

n=1

férmula que hace evidente la afirmacion anterior acerca del limite de la serie deri-
vada en el punto 1. Ademads, se deduce que la serie (3.2) es igual a

[e.9] n

1 1
22—220—1—/ —log dw,
n 0 W l-w

n=1

donde la integral se calcula sobre el segmento de extremos 0 y z, y donde C' es el
valor de la serie cuando evaluamos en z = 0, luego se tiene que C' = 0 y por tanto

concluimos que
22" 1 1
E — = —log dw.
n 0 W 1l—w
n=1

La funcién a la derecha de la igualdad es de hecho holomorfa en C\ [1,00), lo que
prueba que este conjunto es la estrella principal de la serie (3.2).
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3.2. Existencia de puntos barrera.

3.2.1. Existencia de al menos un punto barrera.

Veamos que no es posible extender una serie de potencias en cada punto de la
circunferencia de convergencia.

Proposicion 3.2.1. Supongamos que la serie de potencias

i anz" (3.3)
n=0

tiene radio de convergencia finito y no nulo. Entonces tiene al menos un punto
barrera en su circunferencia de convergencia.

Demostracion. Sea R > 0 el radio de convergencia de la serie, f la funcién suma
en B(0, R), y supongamos que no existe ningiin punto barrera tal que |z| = R.
Veamos que, entonces, existe una prolongacion analitica de f en un abierto que
contiene a la circunferencia de convergencia. Por hipétesis, en todo punto zy de
la circunferencia la funcién f puede ser prolongada analiticamente por una serie
de potencias de z — z, de radio de convergencia R(zg) > 0. Asi, la circunferencia
|z| = R puede ser recubierta por un conjunto de discos abiertos y, puesto que es
un conjunto compacto, se puede extraer un subrecubrimiento finito. La frontera
del abierto obtenido ampliando el disco |z| < R por el interior de estos discos
estd separada de la curva |z| = R por una distancia estrictamente positiva, ya su
complementario es un cerrado y la curva |z| = R es un compacto, y son conjuntos
disjuntos. Por lo tanto podemos encontrar un abierto |z| < R’ con R’ > R donde la
prolongacién analitica de f es holomorfa. Como consecuencia la serie de Taylor de
f en z =0, que coincide con la de su prolongacion, tiene un radio de convergencia
superior a R, en contra de la suposiciéon inicial de que el radio de convergencia de
la serie (3.3) era igual a R. O

Como consecuencia del resultado previo podemos deducir el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2 (de Pringsheim-Vivanti). Si el radio de convergencia de la serie
(3.3) es la unidad y todos los coeficientes son nimeros reales no negativos, entonces
z =1 es un punto barrera.

Demostracion. Supongamos, razonando por rediccién al absurdo, que z = 1 no es
un punto barrera y denotemos por f(z) la suma de la serie (3.3). Por tanto existe
r > 0 tal que f admite una prolongacién analitica al conjunto B(0,1)U B(1,7), el
cual contiene un disco centrado en 3 y de radio R > 5 (figura 3.3).
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Figura 3.3: Conjunto de prolongacién de f a través del punto 1.

Por lo tanto el desarrollo de Taylor de f centrado en % es de la forma

> f(n)(l) 1\"
; n!2 (2_5)

y es convergente para |z — 3| < R con R >

Vamos a probar que para cada punto de la circunferencia centrada en 0 de
radio %, z= %ela con 0 < 6 < 2m, el radio de convergencia de la serie de Taylor de
f centrada en %e“’ es al menos R. Como todos los coeficientes de la serie son no

negativos, tenemos que

(|-

k .
(n+k)!1 2 giko

(n+k)!1 oiko
Zan+k X Apk— 7 X ok

7 <2
k=0

- (n + k) 1
Anyk k! 9

k=0

Deducimos por tanto que para cada 6 € [0, 27) la serie

=0 () (1
Z n! (Z_?e )

n=0

es convergente en el abierto |z — 1e™| < Ry, con Ry > R > 1.
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Puesto que € es un punto de dicho abierto, deducimos que no es un punto

barrera de f. Al ser 6§ arbitrario, llegamos a una contradicciéon con la proposi-
cién 3.2.1 [

3.2.2. Frontera natural.

Definicién 3.2.3. Un arco formado unicamente por puntos barrera se denomina
una frontera natural.

A continuacién, vamos a presentar algunos ejemplos de series de potencias que
tienen a la circunferencia de convergencia como su frontera natural. El primero
de ellos pertenece a la clase de las llamadas series de potencias lacunares, que se
caracterizan por presentar muchos coeficientes nulos en su desarrollo y que tienen
esta propiedad de frontera natural siempre que se espacien adecuadamente los
términos no nulos.

Lema 3.2.4. Los puntos barrera de la circunferencia de convergencia son un ce-
rrado en la misma. En otras palabras, todo punto de acumulacion de puntos barrera
es barrera.

Demostracion. Para probar este aserto vamos a demostrar que el complementario
del conjunto de puntos barrera en la circunferencia de convergencia es un abierto.

Sea z un punto de la circunferencia de convergencia que no es un punto barrera.
Existe entonces > 0 tal que la serie en cuestion se puede prolongar analiticamente

a través del disco B(z,r), y por tanto dicho disco no contiene ningtin punto barrera.
]

Proposicion 3.2.5. La circunferencia de convergencia de la serie
o0
n
§ 2 (3.4)
n=0

es una frontera natural.
Demostracion. Observamos que el radio de convergencia de dicha serie es 1 por la

férmula de Cauchy-Hadamaard. Denotemos por f(z) la suma de la serie (3.4), la
cual satisface la ecuacion

flz) =) 2+ f(z") (3-5)



para m un entero positivo. En efecto,

m—1 m—1 0o " m—1
SRR EED IEES MEEED DEED IR
n=0 n=0 n=0 n=0
m—1 [e's)
= 22"+ Z 2 Zz2n.

Aplicando el teorema 3.2.2 observamos que la serie (3.4) presenta un punto ba-
rrera en z = 1, por lo que todos los puntos de la forma z = e con 6 = 22’“—m7r,
k=1,2,3,...,2" ! para todo m entero positivo son puntos barrera. En efecto,
sabemos que lim,_,; f(r) = oo, por lo que teniendo en cuenta la relacién (3.5) se

tiene que

r—1 r—1 r—1

lim f(re®) = lim (Z(TeiG)Q + f((re) ) Z )+ lim f(r*") = o0

y la proposicién 3.1.3 nos dice que z = € es un punto barrera.

Deducimos que el conjunto de puntos barrera es denso en la circunferencia de
convergencia y por el lema anterior sabemos que todo punto de acumulacion de
puntos barrera es un punto barrera, por lo que la circunferencia de convergencia

de la serie (3.4) es una frontera natural. O

Corolario 3.2.6. La estrella principal de la serie (3.4) es el interior del disco
unidad.

En el segundo ejemplo vamos a presentar la serie de potencias denominada
serie de Lambert, dada en este caso por una serie no lacunar.

Lema 3.2.7. Se tiene la igualdad entre series

oo o
zZ" n
> =D T
1—zn

n=1 n=1

donde T, denota el niumero de divisores positivos de n.

Demostracion. Si denotamos f,(z) = > 1, %, se tiene que para cada m € N,
fm es holomorfa en el disco de centro el origen y radio la unidad, y la sucesion
(fm)So_, converge uniformemente en todos los compactos de dicho disco.

En efecto, sea r < 1, si |z| < r se tiene que

= > =z >1—r"=1—-r">1—7
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y por tanto

Tk

< .
—1-r

Aplicando el criterio M de Weierstrass deducimos que la sucesion (f,,)>_;
converge uniformemente en los compactos del disco unidad hacia una funcién f y
en virtud del teorema de convergencia de Weierstrass deducimos que la funcion f
es holomorfa en el disco |z| < 1. Dicha funcién es

z
1— 2k

Lk
1— 2k

f(z) = lm fu(z)=>
k=1

Ademas, para cada k natural se tiene la igualdad

z 1 =
_ 1= wk
1—zF 12k 1_ZZ '

p=1

Por tanto podemos escribir

> -3 (2)

k=1 k=1 \p=1

Escribamos esta tltima serie en términos de 2". Dado n € N, tenemos que
calcular el coeficiente 7, de 2", que es igual al nimero de veces que se da la
igualdad puk = n para pu,k € N. Si fijamos k£ € N, se tiene que existe un unico
1 € N tal que uk = n si, y solo si, k es un divisor de n. En caso contrario no existe
un tal p. Por tanto 7, es igual al nimero de divisores positivos de n. O]

Proposicion 3.2.8. La circunferencia de convergencia de la serie

i 2", (3.6)
n=1

donde 1, denota el numero de divisores positivos de n, es una frontera natural.

Demostracion. Para |z| < 1 denotemos

&= 1%

n=1

que sabemos gracias al lema 3.2.7 que coincide con la suma de la serie (3.6).
Veamos que 2y = €2™/9 es un punto barrera de la serie para ¢ > 1 entero y p
entero positivo, primos entre si, probando que f(z) — oo cuando z — zp a través
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del segmento Oz,. Para ello vamos a considerar z, = 7e*™/9 con 0 < r < 1y
vamos a demostrar que

lim (1~ 1) (=) = oc.

Para cada z en el disco unidad escribamos

f(z) = f(z7) +9(2)

donde f(2?) incluye todos los términos de la serie tales que n es un multiplo de ¢ y
por lo tanto g(z) engloba el resto, es decir, los términos de la serie correspondientes
a valores de n no divisibles por ¢. Consideremos primero la expresién (1 —r)f(z9).
Como 2! = r? tenemos que

S8 rqn (1 o T) oo (1 . ’]"q)
_ N — (1 — N — (1 — E — § qn
(1 T)f(zr) - (1 r>f((r ) - (1 T) n=1 1 —ram B (1 — rq) n= 1 —ram r
1 ™ L oarm 1 1
~ Nal kZ n—1 qk>_ _:—logl_q—H)O
PRy el Dy 4.3 " q r

cuando r — 1.
Por otro lado, si ¢ no divide a n se tiene que

n|2 n 2mipn/q|? n 2mpn ? n: 2mpn ?
11— 2 = [1— "™ = (1= 1" cos + | 7" sin

q q
2mpn 2mpn 2mpn
—1— 2" cos 2P + 72" cos? “men + 2" sin? P
q q q
2 2
= 147" — 2r" cos e _ (1 —7™)2 4+ 2r™ — 21" cos en
q q
2mpn n
=(1—r")?+2r" (1 — cos 2 ) > 4" sin? 20
q q

Ademas podemos encontrar un entero A, tal que np = \,q+1% con 0 < t < g, luego

An t t
2 —W( a+) = 47" sin? i > 4r™ sin? T

|1 — 2"|* > 47" sin
q q q

y por tanto deducimos

oo

rn 1—1r 1

1—7)g(z)| < (1- : =5 >

[(1=r)g(z)| < ( 7ﬂ>z:2r§ sin  2sinZ ZT
0 q q n=0
1—r 1—1—\/; 1

L N A
2(1—\/?)Sin§ 2sin? "~ sin 7
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Deducimos entonces que f(z,) = f(2) + g(z,) tiende hacia co cuando r — 1y
por la proposicién 3.1.3 tenemos que todos los puntos de la forma z = e2™/ son
puntos barrera, los cuales constituyen un conjunto denso sobre la circunferencia
|z| = 1. Podemos concluir por tanto que la circunferencia de convergencia de la
serie (3.6) es una frontera natural aplicando el lema 3.2.4. O

3.3. Sumabilidad de Borel de una serie de po-
tencias.

3.3.1. La suma de Borel.

La definicion habitual de la serie de potencias

i a,z" (3.7)
n=0

no tiene sentido fuera del disco de convergencia. Sin embargo, es posible dar una
definicion alternativa que asocia determinados valores a ciertos puntos situados
fuera del disco y ademds conserva los mismos valores que la definicién habitual
para los puntos situados en el disco de convergencia.

En particular vamos a considerar un método debido a Emile Borel estrecha-
mente relacionado con la teoria de la prolongacién analitica radial. Dicho método
se basa en la asignacion de valores a la suma de la serie (3.7) mediante una integral.

Sea u € R, denotemos

a(zu) = Z an(an!)”’

asumiendo que dicha suma existe para ciertos valores de z y todos los valores
positvos de u. Entonces el método de Borel propone que

o0

Y a2 = /0 b e “a(zu)du. (3.8)

n=0

Veamos mediante un sencillo calculo que esta asignaciéon es razonable. Razonando
de manera formal, lo que permite el intercambio de serie e integral sin considerar
su justificacion, observamos que

/0 e_“a(zu)du:/o e‘“( > an(zs!) )du:Zan%/o e “u"du.

n=0
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Ademas sabemos que esta ultima integral coincide con el valor de la funcion Gam-
ma y por lo tanto

/ e “u"du =T(14+n)=n!,
0

luego podemos concluir que

e 00
Zanz” = / e “a(zu)du.
n=0 0

Definicién 3.3.1. Se dice que la serie (3.7) es By —sumable en los puntos en los
que la integral (3.8) tiene sentido. Nos referimos al valor de la integral (3.8) como
B; — suma o suma de Borel de la serie (3.7) en el punto z.

Nota 3.3.2. En numerosos casos la integral (3.8) solo tiene sentido en ciertos
puntos fuera del disco de convergencia.

Ejemplo 3.3.3.

Un ejemplo instructivo es el dado por la serie geométrica

WE
Nﬁ

i
o

a la que asociamos la serie

n

a(zu) = Z (zu)

n!

zZU
= € >

n=0

valida para todo u positivo y todo punto del plano complejo.
Veamos que dicha serie es B; - sumable en el semiplano complejo Re(z) < 1.
Para ello veamos cuédles son los puntos en los que converge la integral

/ e “a(zu)du.
0

Suponiendo que z # 1, se tiene que
oo (o] 1 U— 00
/ e “a(zu)du = / e~ (I=20u gy, = {_e(z—l)q _
0 0 z—1 w0

Como




\

/ ‘

\

P \

Figura 3.4: Semiplano Re(z/2) < 1.

la integral converge si Re(z) —1 < 0, es decir, si Re(z) < 1, y vale

o 1
“efdu = . 3.9
/0 e™teMdu = (3.9)

Mas generalmente, se tiene que para zg # 0, la serie

es By - sumable en el semiplano Re(z/zp) < 1. En este abierto se tiene que

00 U— 00
i ezge"du:i[ ! e<;0_1>u] L % L

20 Jo 20 | 2 202 —20 20—2%2

20 u=0

El semiplano Re(z/z9) < 1 es el definido por los puntos que se encuentran en
el mismo lado que el origen al dividir el plano complejo mediante una recta L,
perpendicular al segmento Oz, y que pasa por z; (figura 3.4).

En efecto, sean z = x + iy y z9 = a + b, se tiene que

2z #z% _ (e+iy)la—ib)  za+yb .ya—zxb

2 w2 a? + b2 a? + b? a2+ b

Por tanto Re(z/zp) < 1 equivale a

a’ +b* —yb
a

b
za+yb<a®+b &< sr<a——(y—b).
a

60



o

Figura 3.5: Definicién del conjunto B; (2o representa un punto barrera).

3.3.2. El poligono de Borel.

Sea f una funcién holomorfa en el origen (es decir, en un abierto que lo contiene)
y sea B la estrella principal de la serie de potencias (3.7) que representa f en un
entorno del origen. Consideramos el conjunto B; formado por los puntos P tales
que el interior del disco de didmetro OP esta contenido en B (figura 3.5).

Proposicion 3.3.4. By es un conjunto estrellado respecto del origen y su interior
estd contenido en B.

Demostracion. Sea P € By, veamos que todos los puntos del segmento O P también
estan en By. Si P’ pertenece a dicho segmento, se tiene que el disco de didmetro
OP’ esta contenido en el disco de didmetro OP, y por lo tanto también lo estd en
B, luego P’ € B;.

Veamos ahora que el interior de By esté contenido en B. Para ello tomamos P
en el interior de By y elegimos r > 0 tal que el disco B(P,r) esté contenido en
B;. Entonces todo punto P’ € B(P,r) cumple que el disco de didmetro OP’ estd
contenido en B. En particular, si tomamos P’ situado en la recta que une el origen
con P de forma que esté mas alejado del origen que el punto P, se tiene que P
pertenece al disco de didmetro OP’ y por lo tanto, pertenece también a B. O

Ademas, se puede probar que si el nimero de puntos barrera es finito B; es un
poligono.

Borel probé que la integral de (3.8) es convergente en el interior del conjunto
By, y Phragmén completo6 el resultado probando que dicha integral no converge
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en todo punto del interior del complementario de By, resultados que veremos mas
adelante.

Definicién 3.3.5. El conjunto By se llama poligono de sumabilidad de Borel de
la serie (3.7).

Nota 3.3.6. La frontera del poligono de sumabilidad de Borel no tiene por qué
estar compuesta de segmentos rectilineos. De hecho, cuando la circunferencia de
convergencia es una frontera natural, By coincide con la adherencia del disco de
CONVETrgencia.

Ejemplo 3.3.7.

Sean m € Ny z, # 0 para cada n = 1,2,...,m, consideramos la serie de
potencias en términos de potencias de z cuya prolongacién analitica viene dada

por la funciéon
m

flz) =)

n=1

by

PR

Cada uno de los sumandos de dicha suma es B; - sumable en un semiplano, que se
puede determinar mediante un cambio de variable a partir del estudio de la serie
geométrica. En consecuencia, la funcién suma sera B - sumable en la interseccion
de la familia finita de semiplanos, que constituye un poligono convexo (figura 3.6).
Esta interseccién se puede reducir, por ejemplo, a un dngulo (si estd delimitada
por dos rectas secantes), una banda (si esta delimitada por dos rectas paralelas),
o un semiplano (si estd delimitada por una sola recta).

3.3.3. Sumabilidad a lo largo de un segmento rectilineo.

Establezcamos estos hechos de forma mas rigurosa, comenzando por demostrar
un teorema relacionado con la sumabilidad de Borel a través de un segmento. Para
ello vamos a necesitar dar algunos resultados relacionados con la transformada de
Laplace de una funcién compleja definida para valores reales.

Definicién 3.3.8. Sea a : [0,00) — C tal que siempre tenga sentido calcular la

integral fOT e *ta(t)dt para todo T > 0,s € C. Entonces se define la transformada
de Laplace en s de la funcion a por

L(a)(s) = lim e *a(t)dt = /000 e *a(t)dt

T—o0 0

cuando dicho limite exista y sea finito.
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Figura 3.6: Poligono de Borel para m = 5.

Lema 3.3.9. Sea a(t) una funcion compleja cumpliendo las condiciones de la
definicion anterior, se tiene que si la transformada de Laplace estd bien definida
para sg € C, entonces también lo estd para cualquier valor de s tal que Re(s) >

Re(so).

Demostracion. Vamos a probar primero que la integral de Laplace converge uni-
formemente en un sector angular definido por

™

. (3.10)

larg(s — so)| <0 <

para un cierto 6 € (0, %) (figura 3.7). Esto nos permitira deducir la convergencia
de la integral deseada.
Denotemos por

para x > 0. Observamos que
R'(z) = —e~*%a(x).

Por lo tanto para cada s € C se tiene que, integrando por partes,

/e_Sta(t)dt:/ e~ (580t =50l g (1)t

e TR R() 4 e R(z) — (s — ) / e~ (=0 R (1) dt.

x
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So

o

Ademas, dado £ > 0 podemos encontrar un xq > 0 tal que para cada = > xg
se tiene que |R(x)| < €. Por lo tanto, suponiendo que w > = > xy y que Re(s) >
Re(so), o equivalentemente Re(s — s9) > 0, obtenemos

/ e_(S_SO)tR(t)dt‘ < 5/ e tRe(s=s0) gt < 5/ e~ tRe(s=s0) gt
T x x

Figura 3.7: Sector angular (3.10).

_ € —zRe(s—s0) € )
Re(s — so) ~ Re(s — so)
Entonces, suponiendo que se cumple la condicién (3.10) deducimos que
¢ —st —wRe(s—s0) —xzRe(s—sp) €
e a(t)dt| < ce + e + |5 — so| =—/—=
[ ea R ey
|s — so|
<e|(24 ———— | <e(2+sech).
- ( Re(s —s9) ) — ( )
La ultima desigualdad se deduce de que si z = e’ entonces %('Z) = ﬁ = sec

y ademas la secante es una funcién creciente en el intervalo (—m, 7).

Acabamos de acotar el médulo de la integral de Laplace por una expresion que
no depende de s, por lo que se tiene la convergencia uniforme de dicha integral en
el sector angular indicado.

Ademas observamos que para cada s € C tal que Re(s) > Re(sg) se tiene que
|arg(s — so)| < 5 y por lo tanto existe un § de modo que |arg(s — so)| < 6 < 7,
luego la integral de Laplace es convergente en s de acuerdo con lo anterior. O]
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Teorema 3.3.10. Dada una serie de potencias del tipo (3.7), la cual puede tener
o no disco de convergencia, Supongamos que:

(i) Existe un valor zo # 0 tal que la serie asociada
3 0, 0" (3.11)
—~ n!

es convergente para todo u positivo. Denotaremos por a(zyu) la suma de dicha
Serie.

(i) La integral
/ e “a(zou)du (3.12)
0
es convergente.
Entonces la integral es convergente en todo punto del segmento Oz.

Demostracion. Vamos a parametrizar el segmento Ozg como z = vzp para 0 <
v < 1. Para v = 0 se tiene que a(rzy) = a(0) = aop, luego el resultado es evidente.
Por tanto vamos a suponer 0 < v < 1.

Por hipétesis, la integral

/ e‘“a(zu)du:/ e “a(vzou)du
0 0

es convergente para v = 1. Para v fijo, hacemos el cambio de variable t = vu (y
por tanto u = f) y denotamos s = % La integral se transforma en

o . 1 oo
/ e va(zot)—dt = s/ e *a(zot)dt.
0 v 0

Esta integral es convergente para sg = 1, luego por el lema previo podemos deducir
también que es convergente para s > sy = 1, es decir, para cada 0 < v < 1. O

Corolario 3.3.11. Si la serie (3.7) es By - sumable en z = zy, entonces es By -
sumable en z = vzy para 0 < v < 1, y su By - suma para dichos valores de z estd
dada por una funcion holomorfa en el disco cuyo diametro es Oz (figura 3.8).

Demostracion. La By - sumabilidad de la serie en los puntos z = vz, es conse-
cuencia directa del teorema anterior. Ademas, en la demostracién de este mismo
teorema hemos visto que la B; - suma en el segmento Oz, esta definida por la
funcién

o(s)=s /OOO e *a(zot)dt
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Figura 3.8: Abierto Re(zp/z) > 1.

para s > 1 real. De hecho, el teorema de holomorfia bajo el signo integral nos ase-
gura que esta funcion esta bien definida para valores complejos de s y es holomorfa
en el abierto Re(s) > 1. En efecto, sabemos que la integral converge para so = 1.
Tomando s = z/z podemos considerar ¢(s) como una funcién de z

20

h(z) = / e~/ 2 q (2ot )dt

z Jo

y teniendo en cuenta el lema 3.3.9 podemos deducir que h(z) estd bien definida en
el abierto Re(zo/z) > 1. Veamos que este abierto es el disco de didmetro Oz.
En efecto, sean zg = a +1by z = x + 1y, se tiene que

2o (a+ib)(z —1iy) av+by br—ay

1 .
P x2_’_y2 I2+y2 I’2+y2

Luego Re(zp/z) > 1 equivale a

ar +by > 2> + 2<:>(:c—a>2—a2—|— —b 2—b2<:>
Y y 2 1 "\ 3 1

a\ 2 b\?  a? + b2 20\ 2
@(“5) +(y‘§> <T:(’_20’> -

Deducimos por tanto que nuestro abierto coincide con el disco de centro %3 y radio

|zo0]

5, es decir, el disco cuyo didmetro es Oz. n
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3.3.4. Prolongacion analitica radial.

Asumamos ahora que la serie (3.7) posee un radio de convergencia R finito y
positivo. Se tiene por tanto el siguiente resultado.

Teorema 3.3.12. Si la integral

/000 e (i an, (Z:!)n> du

es convergente en z = zy, entonces representa una funcion holomorfa dentro del
disco de diametro Ozy y nos proporciona una prolongacion analitica de la serie
(3.7) a lo largo del segmento Ozy. En todo punto de dicho segmento la serie es By
- sumable.

Demostracion. Si denotamos por R el radio de convergencia de la serie (3.7), el
criterio de Cauchy-Hadamard nos dice que

1
— = lim sup {/|ay|-
n—oo

R

Aplicando este mismo criterio a la serie

o0

ZTL
>y
"0 n.

se obtiene que

0

, 1 " 1 1 " 1 1 i e
Jim nl T Ruvoe Ynl | Ruose 3pme nvonn | Bowooen X/2an
aplicando la férmula de Stirling en la segunda igualdad, que nos dice que n! ~
n"e "/ 2mn. Por tanto el radio de convergencia de dicha serie es 0o, lo cual quiere
decir que representa una funcién entera. Se cumplen entonces las hipdtesis del teo-
rema 3.3.10 ya que la serie (3.11) converge para todo u positivo y hemos supuesto
que la integral (3.12) converge para z = 2.

Solo nos queda probar que dicha itegral nos proporciona una prolongacién
analitica de la serie (3.7). Supongamos que z estd dentro del disco de convergencia
de la serie y veamos que el valor de la integral coincide con el de la suma.

En primer lugar se tiene que la serie a(zu) converge uniformemente (respecto
de u) en los compactos de [0, 00), es decir, en [0, w| para cada w > 0. Por lo tanto
se tiene la igualdad

| (i 0 <z§!>n> =3 (o [Cevem). G
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En segundo lugar, pongamos

gn(u}) — anZ / e_uundU, w > 0.
0

n)

Teniendo en cuenta que u es real positivo se tiene que

para todo w > 0. Puesto que hemos supuesto que z esta en el disco de convergencia,
la serie (3.7) converge absolutamente en z. Por lo tanto podemos aplicar el criterio
M de Weierstrass y obtenemos la convergencia uniforme de la serie Y~ g, (w).
Como cada sumando tiene limite cuando w — oo podemos asegurar que

Jggo;gn(w> = ;gggogn(w> =X (a% /OOO B ”du) Zan

n=0

Por lo tanto, haciendo el paso al limite cuando w — oo en la igualdad (3.13),

obtenemos que
) e’} (ZU)” N B 00 .
/0 ( E an . e “du = T?:O An?

n=0

como queriamos probar. ]

3.3.5. Sumabilidad dentro del poligono de Borel.

Recordamos que el poligono de Borel de la serie (3.7), que denotamos By, estd
formado por los puntos z; tales que el disco de didmetro Oz, esta incluido en la
estrella principal.Como se ha visto en la demostracion del cororario 3.3.11 podemos
definir By de manera equivalente como el conjunto de puntos zy tales que el abierto
Re(z/2z9) < 1 estd contenido en la estrella principal, puesto que Re(z/z) < 1
coincide con el disco abierto de didmetro el segmento Ozy. Veamos que la integral
(3.12) es convergente en el interior de dicho poligono y no es convergente en ningfun
punto situado fuera de B;.

Proposicién 3.3.13. La integral (3.12) no puede ser convergente en un punto zo
situado en el interior del complementario de B;.

Demostracion. Si zp es un punto interior al complementario de B; quiere decir
que el disco abierto de didmetro Oz, contiene algtin punto barrera z;. Segun el
teorema 3.3.12, si la integral es convergente en z; entonces representa una funcién
holomorfa dentro del disco abierto de didmetro Oz, y nos proporciona una pro-
longacién analitica de la serie (3.7). Dicha prolongacién existiria también en un
entorno de z;, puesto que esta definida en todo el disco abierto, en contra de que
z1 es un punto barrera. O

68



Q/
- _—i\\
// \\ /
. < P
N
4 \
’ Q \
/ \
/ C \
/7 P \
! \
1 \ed
1 \
1 / 1
I v |
1 1
\ ]
\ 1
\ /
\ /
\ /
/
! /
" ,
v O -
\ -
Il S~z —”

Figura 3.9: Camino C’.

Vamos a probar ahora un resultado que nos servira a modo de reciproco del
teorema 3.3.12.

Teorema 3.3.14. Denotemos por f la prolongacion analitica de la serie (3.7). Se
tiene que para todo z en el interior de By la integral

/ e ‘a(zu)du
0

es convergente, y su valor coincide con el de f(z).

Demostracion. Sea P un punto z interior de By y sea C' el disco de diametro OP.
Por la proposicién 3.3.4, P pertenece a la estrella principal de la funcién f, luego
esta es también holomorfa en un punto P’ situado més alla de P en la recta OP
y a distancia n de P, con 7 suficientemente pequeno. Podemos describir por tanto
un contorno C’ ligeramente més grande que interseca la recta OP en el punto P’y
que esté incluido en la estrella, construyéndolo de la siguiente manera. Si () es un
punto de C' alargamos el segmento OQ) por un pequeno segmento Q@' de longitud
7. Encontramos por tanto un arco que puede ser completado, hasta convertirlo en
una curva cerrada, por una semicircunfuerencia de radio n y centro O (figura 3.9).
Sea & un punto de C’; denotando por 1 el angulo formado por Oz y O se tiene
que
= B ‘z|61argz B Mez‘w

£ [elerse ]
69



Cuando ¢ se encuentra en la semicircunferencia tenemos que 3 < ¢ < 37“ y por

tanto
Re <§) = %comp <0.

En caso contrario tenemos

R (E>_m w_OP-cosw_OQ_ oQ
“\e) 71T T o T o T 0@+
_q__n __n 4
=1 OQ+77§1 OP + 1 L=

donde § es un nimero positivo. Por tanto para todo £ € C’ tenemos que Re(z/£) <
1.

Veamos que ademéds podemos escoger 1 de modo que f sea holomorfa en todo
punto de C’ y del abierto que encierra. Denotando el complementario de B en C
por B¢ = C\ By puesto que C' es un compacto contenido en el abierto B, se tiene
que la B¢ es un cerrado y por tanto la distancia d = dist(C, B°) es estrictamente
positiva. Ademas, como 0 € C, se tiene que d es menor o igual que el radio de
convergencia de la serie. Por lo tanto, tomando n < d nos aseguramos de que
(" esté contenido en la estrella principal de la serie (3.7) y por tanto que f sea
holomorfa en todo punto de C".

Teniendo en cuenta la relacién (3.9) y la féormula integral de Cauchy, se tiene

R BN S B B
f(z>_%/,§——zd§_2m' o € 1—§d§

siendo la ultima integral convergente ya que hemos probado que Re(z/£) < 1.
Veamos que podemos invertir el orden de integracion y que haciendo algunas ma-
nipulaciones adiciones obtenemos el resultado deseado.

En primer lugar vamos a integrar respecto de u en el compacto [0, w| con w > 0
y vamos a denotar por g,(z) dicha integral. En virtud del teorema de Fubini,
puesto que estamos integrando en un producto de compactos, se tiene que

I B Ay ey e ([ )
gw(Z)_Qm'/, : (/Oe e 5alu)df—/oe (2m’ g fe 5d§>du.

Por tanto, denotando por C” la circunferencia centrada en 0 con un radio menor
que 7 y lo suficientemente pequeno como para que esta esté contenida en el disco
de convergencia de la serie (3.7), podemos intercambiar C’ y C” como caminos
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de integracion puesto que son dos caminos hométopos en un abierto en el cual el
integrando es holomorfo, y obtenemos por lo tanto

Y e O N A A

A G| > (zu/E)"
_ / . (ﬁ f<§>2< /6 d£> "

C// n:O

_ /O e (i (Z:;!)n% / ) %dﬁ) du

Para justificar el cambio en el orden de sumacién e integracion en la tercera igual-
dad observamos que la exponencial es una funcion entera y por lo tanto su disco
de convergencia coincide con todo el plano complejo. Puesto que C” es un compac-
to contenido en C \ {0}, la serie converge uniformemente respecto de £. Ademas,
puesto que % es una funcién holomorfa en C”, dicho factor estd acotado y por
lo tanto no afecta a la convergencia uniforme.

En segundo lugar vamos a probar que

1 [ (h’m /w e‘“ez“/gdu) d§ = lim L [1E) </w e‘“e’z“/gdu) dg.
0 0

271 ol f Ww—00 w—r00 2771 c g

Teniendo en cuenta que anteriormente hemos probado que para cada & € C’ se
tiene que Re(z/£) < 1 — § para cierto § > 0 podemos deducir que

‘e—uezu/§| — e—ueuRe(z/ﬁ) < e—ueu(l—(ﬂ — 6—6u.

Luego se tiene convergencia uniforme respecto de £ y por lo tanto podemos extraer
el limite fuera de la integral, como queriamos probar.
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Recapitulando obtenemos finalmente

f(z) = - /, a (/0 e e gdu) d¢
I A3 PR L,
_zm’/, ¢ (3520/06 ¢ gd“>d5

i =[SO
_wh_{gozﬂ_i S (/{; e e 5du> d§

w

= lim g¢,(z) = lim e“a(zu)du:/ e “a(zu)du.
w—r00 0

w—r00 0

Por lo tanto obtenemos que la serie (3.7) es By - sumable en cada punto z dentro
de By, siendo f(z) su Bj - suma. O

3.4. Sumabilidad de Mittag-Leffler de una serie
de potencias.

3.4.1. Introduccion.

En la relaciéon (3.9) hemos visto cémo representar la funcién 1/(1 — z) en
forma de integral. Mittag-Leffler observé que es posible representarla de forma

mas general como
1

1—2z
Esta representacion es valida en el abierto Re(z'/%) < 1, siendo E,(2) la funcién
de Mittag-Leffler (2.1). Nos limitaremos al caso més interesante en el que o < 2.

Mas adelante veremos que el abierto de convergencia es aquel que contiene al
origen y esta limitado por la curva

:/ e "Eo(zu®)du, a > 0. (3.14)
0

rcos® — =1
«Q

conr =|z|y —%om <argz < %om. Cuando « < 1 dicha curva se asemeja a una
hipérbola, para o = 1 obtenemos una recta vertical y para a = 2 la curva es una
pardbola (figura 3.10).

El abierto de convergencia tiende a la estrella principal de la serie geométrica
Yo 52" cuando o — 0.

Es natural por tanto extender el método de Borel de la siguiente manera.
Consideremos la serie

ZanEa(zua) = Zan% (3.15)
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Figura 3.10: Abiertos de convergencia de la integral (3.14).

y denotemos por a,(zu®) la suma de dicha serie. Supongamos que la serie es
convergente para todos los valores positivos de u cuando z es un niimero complejo
elegido adecuadamente y también la integral

/ e ag(zu®)du (3.16)
0
es convergente.

Definicién 3.4.1. En este caso se denomina suma de Mittag — Leffler o B, — suma
de la serie (3.15) en un punto dado z al valor de la integral (3.16).

Para a@ = 1 la definicién se reduce a la suma de Borel vista en la seccién
precedente.

3.4.2. Sumabilidad a lo largo de un segmento rectilineo.

El siguiente teorema es una extension del teorema 3.3.10.

Teorema 3.4.2. Dada una serie de potencias del tipo (3.7), la cual puede tener
o no disco de convergencia, supongamos que:

(i) Existe un valor zo # 0 tal que la serie asociada

o0

; n riioi cln) (3.17)

es convergente para todo u positivo. Denotaremos por aq(zou®) la suma de
dicha serie.
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(11) La integral
/00 e aq(zou®)du (3.18)
es convergente. O
Entonces la integral es convergente en todo punto del segmento Ozy.

Demostracion. Sea z = vzy con 0 < v < 1. Para v = 0 se tiene que a,(vz) =
a,(0) = ag, luego el resultado es evidente. Consideremos entonces 0 < v < 1. La
integral

/ e_“aa(zuo‘)du:/ e ay(vzou®)du
0 0

converge para v = 1 por hipdtesis. Para v fijo, hacemos el cambio de variable

t* = vu® (y por tanto u = Vlt/a) y denotamos s = Vll/a. La integral se transforma
en

o0 o 1 oo
/ e /= aa(zota)l—/dt = s/ e ag (20t®)dt.
0 v 0

Esta integral es convergente para sog = 1, luego por el lema 3.3.8 podemos deducir
también que es convergente para s > sy = 1, es decir, para cada 0 < v < 1. O]

Corolario 3.4.3. Si la serie (3.7) es B, - sumable en z = 2y, entonces es B, -
sumable en z = vzy para 0 < v <1, y su B, - suma para dichos valores de z estd
dada por una funcion holomorfa en el abierto

1/a 1 1
Ra(z0) = {z € C:Re <@> > 1, —gam <arg < §a7r} (3.19)
z z

incluyendo también los puntos interiores al segmento Oz.

Demostracion. La B, - sumabilidad de la serie en los puntos z = vzy es conse-
cuencia directa del teorema anterior. Ademas, en la demostracion de este mismo
teorema hemos visto que la B, - suma en el segmento Oz, esta definida por la
funcion

o(s) = s/ e ag (20t®)dt
0

para s > 1 real. Si consideramos s un nimero complejo, entonces ©(s) es una
funcién holomorfa en el abierto Re(s) > 1. Si escribimos

20 1/a
s=|—
z
la funcién ¢(s) puede ser considerada como una funcién

20 l/a

h(z) = / et/ ot
0

z
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Figura 3.11: Curva (3.20).

la cual es holomorfa en el abierto

1/a
Re (ﬁ) > 1.
z

Dependiendo de la determinacién que se escoja para los argumentos, van apare-
ciendo diferentes “pétalos”, pero nosotros nos quedamos tinicamente con aquel tal
que

1 20 1

§O{7T < arg; < 50677'
donde se supone que 0 < a < 2. Cuando z = vz, 0 < v < 1, la funcién coincide
con la integral (3.18). O

Vamos a describir el abierto 9R,(z9) para comprender mejor dénde estamos
definiendo la funcién h(z). Veremos que esté delimitado por la curva

r = 1rocos® v (3.20)
o
con —fam < 1 < sam, donde ¢ es el dngulo entre Oz y Oz, r = |2| y 19 = ||
(figura 3.11).
En efecto, se tiene que

@ _ @ei(argzofargz) _ @ew

z r r

1/a 1/a . 1/«
Re (@> = Re (E) el = (E) cos v
z r r a
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y por tanto
<7’0>1/a Y o o

cos — =1« — cos =1&rgcos® — =r.
o r o

Nos referiremos al segmento Ozg como diametro de la curva.

3.4.3. Prolongacién analitica radial.

Asumamos ahora que la serie (3.7) posee un radio de convergencia R finito y
positivo. Se tiene por tanto el siguiente resultado:

Teorema 3.4.4. Si la integral

00 » o (zua)n
/Oe (;anm) du

es convergente en z = zy, entonces representa una funcion holomorfa en el abierto
MR (20) ¥ nos proporciona una prolongacion analitica de la serie (3.7) a lo largo
del segmento Ozy. En todo punto de dicho segmento, la serie es B, - sumable.

Demostracion. Vamos a aplicar el criterio de Cauchy-Hadamard a la serie

Za 1—|—om

Como ya vimos en la prueba de la proposicién 2.1.2 se tiene que I'(1 + na) =~

(na)™e~"\/2mna, por tanto

a a
lim sup ‘"/—n = lim sup p -
n—00 F(l + an) n—o0 \/nanaena, /2rna

1
lim =0.

R n—oo (na)®e=(2mna)l/?n

Asi el radio de convergencia de dicha serie es 0o, lo cual quiere decir que es una
serie entera, luego se cumplen las hipdtesis del teorema 3.4.2. Solo queda probar
que dicha integral nos proporciona una prolongacién analitica de la seri (3.7). Para
ello supongamos que z esté en el disco de convergencia y veamos que el valor de
la integral coincide con el de la suma.

En primer lugar se tiene que la serie a,(zu®) converge uniformemente (respecto
de u) en los compactos de [0,00) puesto que hemos probado que su radio de
convergencia es oo. Por lo tanto, dado w > 0 se tiene la igualdad

/ <Z "I'(1+ an) ) e du = nf’: (“nr(%nom)/ow 6_“u°‘"du) . (3.21)

=0
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En segundo lugar, pongamos

n

gn(w) = : ) / e “u"du, w >0,
0

anF(l + an

y teniendo en cuenta que u es real positivo se tiene que

(o0}
/ e “u"du
0

para todo w > 0. La pentltima igualdad es consecuencia de la proposiciéon 1.3.5.
Puesto que hemos supuesto que z esta en el disco de convergencia, la serie (3.7)
converge absolutamente en z. Por lo tanto podemos aplicar el criterio M de Weiers-
trass y obtenemos la convergencia uniforme de la serie ), g,(w). Como cada
sumando tiene limite cuando w — oo podemos asegurar que

) [es) 0 ) o) Zn 00 e B o) .
U}H}glonzzogn(w) = nzzowh_{glogn@) = Z <anm/0 e u du) = nzzoanz .

n=0

|anz"|
T an)| = o

lgn(w)] < _lanz"|
IT(1 4+ an)|

Por lo tanto, haciendo el paso al limite en la igualdad (3.21), obtenemos que

[ (S rn- o

como queriamos probar. O]

Definicién 3.4.5. El conjunto de los puntos zy tales que el abierto R, (zo) (ver
(3.19) ) esta contenido en la estrella principal de la serie (3.7) se llama estrella de
Mittag — Leffler para el valor a > 0. Vamos a denotarlo por B,.

Observamos que cuando a = 1 la estrella de Mittag-Lefler coincide con el
poligono de Borel B;.

Proposicion 3.4.6. B, es un conjunto estrellado respecto del origen y su interior
estd contenido en B.

Demostracion. Sea P € B,, veamos que todos los puntos del segmento O P también
estan en B,. Si P’ pertenece a dicho segmento, se tiene que el abierto R, (P’) estd
contenido en el abierto R, (P), y por lo tanto también lo esta en B, luego P’ € B,,.

Veamos ahora que el interior de B, estd contenido en B. Para ello tomamos P
en el interior de B, y elegimos r > 0 tal que el disco B(P, ) esté contenido en B,,.
Entonces todo punto P’ € B(P,r) cumple que R, (P’) esta contenido en B. En
particular, si tomamos P’ situado en la recta que une el origen con P de forma que
esté mas alejado del origen que el punto P, se tiene que P pertenece al R, (P’) y
por lo tanto, pertenece también a B. O
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Proposicién 3.4.7. La integral (3.18) no puede ser convergente en un punto z
situado en el interior del complementario de B,,.

Demostracion. Si zy pertenece al interior del complementario de B, quiere decir
que el abierto R, (zg) contiene algtin punto barrera z;. Segin el teorema 3.4.4, si
la integral es convergente en zy; entonces representa una funcién holomorfa dentro
del abierto MR, (z0) y nos proporciona una prolongacién analitica de la serie (3.7)
en un entorno de zq, en contra de que z; es un punto barrera. O

3.4.4. Caso de la serie geométrica.

Consideremos en particular la serie geométrica. La correspondiente integral
(3.16) es

1 o (zu®)" <
= v ———du = v “du. 22
. / e nE @ an)du /0 e " Eq(zu®)du (3.22)

Gracias al estudio realizado en la seccién 2.3 sabemos que, si —%om <argz <
%om, la funcién FE,(z) se comporta como exp z/® para valores grandes de |z|.
En este caso particular estamos considerando la funcién E,(zu®) con z fijo y
u € [0,00), luego se tiene que dicha funcién se comporta como exp (uzl/ O“) cuando
u toma valores grandes. De este modo observamos que el integrando se comporta
como exp (u(z"/* — 1)) cuyo médulo es

eRe(u(zl/a—l)) _ €u<Re(z1/°‘)—1>

y por el criterio de comparacion deducimos que la integral es convergente cuando
Re (2!/*) =1 < 0, es decir, en el abierto Re(z!/*) < 1.

Ademsds, en el caso en que |argz| > 1o la funcién E,(z) tiende a 0 cuando
|z| — o0, luego para u a partir de un cierto M > 0, se tiene que de |E,(zu®)| < 1
y por tanto el médulo del integrando es menor que e™*.

Deducimos por lo tanto que dicha integral representa la funcién 1/(1 — z) en
el abierto Re(2'/%) < 1.

Observamos que, fijado z € C \ [1,00), es posible determinar « > 0 de modo
que Re(z'/?) < 1, y por lo tanto, la representacién (3.22) es siempre valida si se

escoge para cada z en la estrella principal un valor de o > 0 acorde.

3.4.5. Sumabilidad dentro de la estrella de Mittag-Leffler.

Estamos ya en condiciones de completar la solucién a nuestro problema de
prolongar de forma analitica la serie (3.7) a través de una funcién f holomorfa en
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un abierto lo mas amplio posible de forma que contenga el disco de convergencia
de la serie y coincida con esta dentro de dicho disco. La solucién al problema viene
dada por el siguiente teorema.

Teorema 3.4.8. Denotemos por f la prolongacion analitica de la serie (3.7). Se
tiene que para todo z en el interior de B, la integral

/ e tan(zu)du
0

es convergente, y su valor coincide con el de f(z).

Demostracion. Sea P un punto z interior de B, cuya distancia al origen vamos a
denotar por r. Sea ) otro punto de B,, denotaremos por p la distancia entre el
origen y Q) y por ¥ el angulo entre OP y OQ). El conjunto de puntos () tales que

p = rcos® v (3.23)
a

con —%onr <Y< %om, es una curva que delimita un abierto incluido en la estrella
principal y en el cual la funcién f es holomorfa (ver corolario 3.4.3 y curva (3.20)).
Como P es un punto interior a B, la proposicién 3.4.6 nos dice que P € B luego
f también es holomorfa en un punto P’ situado méas alld de P en la recta OP y
a distancia n de P, con 7 suficientemente pequeno. Podemos por tanto describir
un contorno C” donde f(z) sea holomorfa, ligeramente mas grande que (3.23) y
que interseca la recta OP en el punto P’, construyéndolo de la siguiente manera.
Si @ es un punto de la curv (3.23), alargamos el segmento O@) por un pequeno
segmento de longitud 7. Encontramos por tanto un arco que puede ser completado,
hasta convertirlo en una curva cerrada, por un arco de circunferencia de radio 7 y
centro O (figura 3.12).

Sea & un punto de (', se tiene que
P l/a |z|€argz l/a |Z|1/a v
— = = e,
3 [€exes €[4/
Cuando ¢ se encuentra en el arco de circunferencia se tiene que || > %om, y por

tanto 1
e} 1/a
Re (E) :’zl—lcos% < 0.
3 [SRAe!

En caso contrario se tiene que

1@<E)MizkﬂfaB%:ﬁOPVm0“%::(OQ)UQZ(_EEL)”Q
) TR e oy~ o 0Q+1

1/a 1/
:O__i_) S@__i_) _1s
0Q +n OP +n
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Figura 3.12: Camino C".

donde § es un niimero positivo. Por tanto para todo ¢ € C’ tenemos que Re(z/&)V/ <
1.

Veamos que ademds podemos escoger 7 de modo que f(z) sea holomorfa en
todo punto de C’ y del abierto que encierra. Denotando el complementario de B
en C por B¢ = C\ By puesto que C' es un compacto contenido en el abierto B, se
tiene que B¢ es un cerrado y por tanto la distancia d = dist(C, B°) es estrictamente
positiva. Ademas, como 0 € C, se tiene que d es menor o igual que el radio de
convergencia de la serie. Por lo tanto, tomando 7 < d nos aseguramos de que C’
esté contenido en la estrella principal de la serie (3.7) y por tanto que f(z) sea
holomorfa en todo punto de C".

Teniendo en cuenta la relacién (3.22) y la férmula de Cauchy, se tiene que

27 E—z2 > 2miJo € l—g

LI ([ () )

siendo la tltima integral convergente ya que hemos probado que Re(z/&)V* < 1
para cada £ € C'. Veamos que se puede invertir el orden de integracién en esta
ultima integral y que haciendo algunas manipulaciones adicionales obtenemos el
resultado deseado.

En primer lugar vamos a integrar respecto de u en el compacto [0, w] con w > 0,
denotando dicha integral por g,(z). En virtud del teorema de Fubini, puesto que
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estamos integrando en un producto de compactos, se tiene que

%(Z)—%/l%(/ow e E, (zz >du>d§
- [ (o LI () )

Por tanto, denotando por C” la circunferencia centrada en 0 con un radio menor
que 7 y lo suficientemente pequeno como para que esta esté contenida en el disco
de convergencia de la serie (3.7), podemos intercambiar C’ y C” como caminos
de integracion puesto que son dos caminos hométopos en un abierto en el cual el
integrando es holomorfo y obtenemos por lo tanto

o0

I A (zu”/&)"
9(2) _/ c omi o Z ['(1+ an) ) du

1 f&) o (zu/o)"
/ 2mi Jon € ;r(1+an)d5>d

()" 1 f©)
[ Zmz—m/wﬂdf)d“

S A
—u d
/0 ‘ ZF 1+om al

n=0

- n du = “Yag (zu®)du.
/0 Zafl—{—anu /Oe ao (zu®)du

n=0

[e=]

[e=]

Para justificar el cambio en el orden de sumacion e integracién en la tercera igual-
dad observamos que la funcion de Mittag-Leffler es una funciéon entera y por lo
tanto su disco de convergencia coincide con todo el plano complejo . Puesto que
C" es un compacto contenido en C\ {0}, la serie converge uniformemente respecto
de &. Ademas, puesto que % es una funcién holomorfa en C”, dicho factor esta
acotado y por lo tanto no afecta a la convergencia uniforme.

En segundo lugar vamos a probar que

ot L€ (i [ () )

2m'/, 3 Jlféo/o Ea ¢ du | d¢
o1 f& (¢ . zu
g [ ([ () ) o

Como ya mencionamos en el estudio de la serie geométrica, la funcién E,(z) se
comporta como exp z"/* para valores grandes de |z|. Por lo tanto, en nuestro caso
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se tiene que existe una constante M > 0 tal que

2u® 2ut\ Y
E,|— )| <Mlexp|—
(6)‘< ep(§>

para valores grandes de u. Ademads, anteriormente hemos probado que para cada
¢ € C' se tiene que Re(z/€)/® < 1 — § para cierto § > 0. Por lo tanto deducimos
que

u® )l/a

_= MeRe( 3 )1/Q

—u zu® - 1-48 -6
e “E, [ = )| < Me e"17%) = Me0",
3
Luego se tiene convergencia uniforme respecto de £ y por lo tanto podemos extraer
el limite fuera de la integral, como queriamos probar.

Recapitulando obtenemos finalmente

om0 () )
1 “ zu®
1 ([ oo () )

V" f() R 2u®
g [0 ([ () )

w

= lim g¢,(z) = lim e‘“aa(zuo‘)du:/ e “aq(zu”)du.

Por lo tanto vemos que la serie (3.7) es B, - sumable en cada punto dentro de
B, siendo f(z) su B, - suma. O

Si zp es un punto de la estrella principal de la serie (3.7) y dado el cardcter
abierto y estrellado respecto del origen de dicho conjunto, es posible probar que
se puede encontrar a > 0 de modo que z; sea interior a la estrella de Mittag-
Leffler B,, y por lo tanto, la representaciéon de f(z) mediante la integral dada en
el teorema 3.4.8 siempre es posible en cada punto de la estrella principal.

En la figura 3.13 podemos ver de manera mas detallada cémo escoger un «
adecuado. Al ser la estrella principal un abierto, podemos tomar un disco abierto
centrado en 2y y de radio € > 0 contenido en dicha estrella. Debido al caracter
estrellado respecto del origen, para cada punto P del disco, se tiene que el segmento
OP también esta contenido en la estrella principal. Se deduce de aqui que el abierto
delimitado por el disco (incluido) y las tangentes a este trazadas desde el origen esta
contenido en la estrella. A la vista de la expresion (3.19) y mediante consideraciones
geométricas, basta tomar un valor de « > 0 suficientemente pequeno (sujeto a la

condicién o < Zarcsen (= )) y un punto z = Az, con A > 1 y sucientemente
w |20l
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Figura 3.13: El punto z, pertenece a R,(z), contenido en 5.

préximo a 1 (en particular, ha de ser A < 1+ |;—0‘) para garantizar que zg € Ry(2),
y que ademas este conjunto esta contenido en el abierto del dibujo, y por lo tanto

en la estrella principal.
Veamos por tultimo cémo deducir la condicién o < %arc sen (ﬁ) impuesta

anteriormente. Observamos que, por la definicién de R, (z), para cada w € R, (2)

se tiene la condicién
1 - z - 1
——am < arg — < —Qam
2 &0 2%

donde sabemos que arg £ es el angulo que forman los segmentos Oz y Ow, que
denotaremos 1. Por tanto, para que w pertenezca a nuestro abierto, el angulo v ha
de ser menor que el angulo formado por el segmento Oz y la tangente al disco, que
denotaremos por . Se obtiene asi la condicién ¥ < %om < 0, de donde deducimos
que basta con imponer

2
a < —0.
T

Finalmente, observamos que por razones geométricas, se tiene que sen ) = |Z’3—0|, de

donde se deduce que # = arcsen <|z8_0|> Mostramos una representacion grafica de

este razonamiento en el caso mas extremo en el que w se encuentra en la fronetra

de R, (z) (figura 3.14).
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Figura 3.14: Condicién o < % arc sen (L>

|zo]
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Apéndice A
Productos infinitos.

Recogemos en este apéndice algunos resultados relativos a productos infini-
tos de numeros y funciones complejas, necesarios para demostrar el teorema de
Weierstrass y para obtener una expresion de la funcion sen7z en forma de pro-
ducto infinito que utilizaremos en la prueba de la segunda relaciéon fundamental
para I'.

Definiciéon A.0.1. Sea {z,}:°, una sucesion de nimeros complejos, se llama
n — ésimo producto parcial al producto P, = [[,_, zn. Se dice que el producto
. . o0 . -z o0 . ’
infinito [[o—, zn converge si la sucesion {P,}2, es convergente hacia un nimero
complejo P, y en ese caso escribimos P =[]0 zn.

Lema A.0.2. Sea {2,}5°, una sucesion de nimeros complejos con z, # 0,n =
1,2,... Entonces [ [, zn converge si, y solo si, la serie’y .~ log z, converge (don-
de log z toma la determinacion principal del logaritmo, es decir, —m < argz < 7).

Demostracion. Denotemos por P, = [[,_, 2k v Sn = > p_,logz,. Si S, — S
cuando n tiende hacia infinito, entonces P, = e — €5 # 0.

Reciprocamente, supongamos que P, — P # 0. Notemos que z, = P,,/P, 1 —
P/P = 1. Sea 0 el argumento de P, tomamos 6 # 6, de manera que la funcién
argy (determinacién del argumento que toma valores en el intervalo [0, 0 + 27)) es
continua en P. De este modo obtenemos que

logy P, = In|P,| + iargy(P,) — In|P| + iarg,(P) = log, P

cuando n — oo, por continuidad de ambas funciones.
Por otro lado, como e = P,, se tiene

Sp = logy P, + 2mil,
para algun entero [,. Ademas sabemos que

Sn - Snfl = 10g<2n) - log(1> =0
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puesto que, como hemos visto anteriormente, z, — 1. Por tanto,
Sy — Sp_1 =logy P, —logy P, + 27mi(l, — l,—1) — 0.
Como la determinacién del logaritmo log, es continua en P sabenemos que
log, P,, — logy P,—1 — logy P —logy P = 0.

Ademas [, — l,_1 € Z, luego ha de ser igual a cero a partir de un cierto ny € N en
adelante, es decir, a partir de dicho ng, [,, es constante, digamos que con valor [.
Se deduce entonces que

Sp — logy P + 2mil,

con lo que la serie converge como queriamos probar. O

Lema A.0.3. Sea {a,}>° | una sucesion de niimeros reales con a, > 0,n =1,2,...
Entonces [[,_,(1 + a,) converge si, y solo si, la serie Y -, a, converge

Demostracion. Puesto que 1 + z < € para todo x € R, se tiene que para cada
neN

Y asi se obtiene lo que se querfa probar, pues la acotacién (y por tanto la conver-
gencia) de las sumas parciales de Y~ | a,, equivale a la acotacién (y convergencia)
de los productos parciales de [[°2,(1 + a,). O

Definicién A.0.4. Se dice que el producto [~ ,(1+ z,) converge absolutamente
si [[02, (14 |2n]) converge.

Por lo tanto, gracias al lema A.0.3, deducimos que la convergencia absoluta
del producto [[2,(1 + z,) es equivalente a la convergencia absoluta de la serie

ZZL Zn.-

Lema A.0.5. Si el producto infinito [[,—,(1+ z,) converge absolutamente, enton-
ces converge.

Demostracion. Puesto que [[77 (1 + |z,|) converge, el lema A.0.3 nos asegura
que la serie Y 7 |z,| converge. Por tanto, se tiene que |z,| — 0, luego podemos
suponer que |z,| < 1 para todo n € N.

Ademés para cada z € C con |z] < 1 sabemos que

log(1 + 2) = Z(—mﬂ% = 2h(2),
n=1 :
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donde

e n—1 2 3

. 1% z Zz z
h(z) =) (-1) e legt g e <L

n=1

Entonces para 0 < m < p tenemos que

Zlog 1+2,)| < Z llog(1 + 2,)| = Z 2| A (2.

n=m
Como {h(z,) : n € N} es un conjunto acotado (puesto que si z, — 0 entonces
h(z,) — 1),y D77, |za| converge y por tanto verifica la condicién de convergencia
de Cauchy, se tiene que

Z log(1+ z,)

n=m

— 0, m,p — 0.

Asi se obtiene, de nuevo por la condicién de Cauchy, que > 7 log(1l + z,) es
convergente, lo que implica por el lema A.0.2 que [[°2,(1 + z,) converge, como
queriamos demostrar. O

El siguiente lema nos servird como herramienta para probar el resultado que
presentaremos a continuacion.

Lema A.0.6. Sean wy, ..., w, valores complejos cualesquiera. Se verifica entonces
que

ﬁ1+wk -1

Demostracion. Razonemos por induccion para n € N. Para n = 1 es obvio, pues
se tiene:

<H 1+ |wgl|) —
k=1

Supongamos que se verifica para n, veamos que entonces se cumple para n+ 1. En
primer lugar, tenemos que

n+1 n
[T+ we) =1 = ][O+ we) (1 + wnpr) — 1
k=1 k=1
= H(l +wg) — 14wy H(l + wy,)
k=1 k=1




Por hipdtesis de induccion, la anterior expresion sera menor o igual que

k=1

TTC+ fwrl) = 14w
k=1

n n n+1
< T+ i) + Iwn+1|H Lt Jwgl) = 1 =TT+ Jwg]) -
k=1 = k=1
con lo que se concluye. O]

Teorema A.0.7. Si el producto ], (1 + z,) converge absolutamente, entonces
cualquier reordenacion del mismo también lo hace, y ademds hacia el mismo limite.
Es decir, st [[,—,(1 + |zn]) converge y P = [[,_,(1 + z,) entonces para toda
permutacion k — ny se tiene que [ o (1 + z,,) también converge hacia P.

Demostracion. La convergencia absoluta del producto implica la convergencia de
[, (14]2n]), v esto a su vez implica que >~ | |z,| también converge (lema A.0.3).
Ahora sabemos, en el caso de series de niimeros reales, que cualquier reordenacion
k +— ny de la misma converge y, de nuevo por el lema A.0.3, T[;—, (1 + |z,,])
converge.

Veamos ahora que ambos 10 hacen al mismo limite P. Para ello denotamos
P=TI,(1+2) vy Q = [[i_;(1 + 2,,). Dado € > 0, elegimos un indice N lo
suficientemente grande como para que » > . |2,| < ey un J tal que para cada
j > J se cumpla que {1,2,...,N} C {ny,ng,...,n;}. Entonces para j > J se
tiene que

Q= P| <|Q; — Pyl +|Py = P|=[Py|| [] 0 +20) 1|+ [Py — P

k<j
ng>N

Aplicando el lema A.0.6, obtenemos que

Q= Pl < |Px|| [T (14 20) — 1| + [Py — P| < |Py|(e* = 1) + | Py — P|.
k<j
ng>N
Observamos que, tomando ¢ suficientemente pequeno y /N suficientemente grande,
podemos hacer esta iltima expresion tan pequena como queramos. Deducimos
entonces que (); — P, como querfamos probar. O

Proposicién A.0.8. Sea {g,}52, una sucesion de funciones acotadas con valo-
res complejos, definidas en un conjunto S C C. Si la serie Y~ |gn| converge
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uniformemente en S, entonces el producto [[7_ (1 + g,) converge absoluta y uni-
formemente en S. Ademds si f(z) = [[.—,(1 + g.(2)),z € S, entonces f(z) =0
para algun z € S si, y solo si 1+ g,(2) =0 para algin n € N.

Demostracion. Como Y > | |gs| converge, el lema A.0.3 nos asegura que el pro-
ducto [[72, (1 + |gn|) converge, es decir, el producto [[,~, (1 + g,,) converge abso-
lutamente.

Por otra parte, si 22021 |gn| converge uniformemente en S, existe un N tal que
para n > N se tiene que |g,(z)| < 1 para todo z € S. Por tanto para r > N se

tiene
T T

[T+ ga(= H L+ gn(2)) [T+ 9n(2)).

n=1 n=N

Procedemos como en la demostracién del lema A.0.5: tomamos la misma funcién
h y dos naturales 0 < m < p, y se tiene que

< Z\gn )7(gn(2))] = 0

uniformemente en S cuando m,p — oo. Luego Y~ log(1 + g,(z)) converge uni-
formemente en S. Como las funciones gy, gni1,... estdn acotadas en S, la serie
Yoo N 10n(2)[|P(gn(2))| estd acotada en Sy por la desigualdad anterior también
lo esta Y \log(1l + gn(2)). Puesto que la funcién exponencial es uniformemente
continua en los conjuntos acotados de C, tenemos que

exp (Z log(1 + gn(z))> — exp (Z log(1 + gn(z))> #+0

uniformemente en S cuando r — oo. Esto prueba la convergencia uniforme en S
de TI% (1 + ga(2)).

Ademds 1+ g, (z) nunca es 0 en S paran > N, luego si f(z) = [[—,(1+gn(2)),
entonces f(z) = 0 para algin z € S'si, y solosi, 14+g,(z) = O paraalginn < N. O

Teorema A.0.9 (teorema M de Weierstrass). Sea {f,}°°, una sucesion de fun-
ciones holomorfas en un abierto conexo €2 € C, ninguna de las cuales es idénti-
camente nula. Supongamos que la serie Y - |1 — f,| converge uniformemente en
los compactos de ). Entonces la funcion F(z) = [[.—, fa(2) estd bien definida y
es holomorfa en Q. Ademds se cumple que dado z € Q, F(z) = 0 si, y solo si,
fu(2) =0 para algin n € N.

Demostracion. La proposicion A.0.8 aplicada a las funciones g, = f, — 1, nos
asegura que el producto [[°,(1+¢g.(2)) = [[,—; fa(2) converge uniformemente en
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los subconjuntos compactos de 2. Por lo tanto el teorema de Weierstrass garantiza
la holomorfia de F' en ().

El dltimo enunciado del teorema es de nuevo consecuencia de la proposi-
cién A.0.8. O

Corolario A.0.10. Sea F' : Q — C como en el teorema anterior y Z(F) = {z €
Q: F(z) = 0} el conjunto de ceros de F. Para cada z € Q\Z(F) se tiene que la
deriwada logaritmica de F' es

Fiz) &)
F) 2= )

Demostracion. Calculando la derivada de F' en el punto z € Q\Z(F') obtenemos
que

Fiz)=3 | =) ] 1)
" K2n

Dividiendo ahora entre F'(z) se tiene que

F(z) [1iZ fe(2) — fn(2)

n=1

como queriamos porbar. O
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Apéndice B

Orden exponencial de una funcién
entera.

El objetivo de este apéndice es introducir el concepto de orden exponencial
de una funciéon entera, y obtener una férmula para su cdlculo a partir de los
coeficientes de la serie de Taylor de dicha funcién centrada en el origen.

Definicién B.0.1. Se dice que una funcion entera f tiene orden exponencial finito
si existe p € R positivo y una constante R(p) > 0 tales que para todo r > R(1)

méx | f(z)] < €™

|2|=r
Se define el orden de crecimiento exponencial de f como el infimo de todas las
constantes p con dicha propiedad.

Lema B.0.2. Sean K y pu numeros reales positivos. Sea ademds, para cada n

natural
eKT“

gn(r) = ,para r > 0.
rTL

Entonces se tiene que

n/p Krk
el e
( ) < ga(r) = .

n

Demostracion. Vamos a probar que, de hecho

) (e,uK)n/“
min g,(r) = .

r>0 n

Se trata por lo tanto de un sencillo problema de optimizacion. Hacemos uso de la
derivada logaritmica para obtener la condiciéon que deberdn cumplir los candidatos
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a extremos relativos. Dicha condicién es
B n
pKrtt — — =0
r

Puesto que r > 0 podemos multiplicar por r a ambos lados de la igualdad y
obtenemos la condicién vKr#~! —n = 0. Observamos que claramente se trata de
un minimo y que despejando y sustituyendo en cada una de las g,, el valor que
toma g, en su minimo correspondiente es el valor que queriamos obtener. O

Lema B.0.3. Sea f una funcion transcendente, es decir, entera y no polinomial,
cuyo desarrollo de Taylor es

f(z) = Z anz".
n=0

Supongamos ademds que existen K, >0 y N € N, tales que

K n/p
la,| < (e,u > , para cada n € N.
n

Entones para todo € > 0, existe R. tal que para r > R. se tiene que
M(r) < eEter
donde M (r) = max|. = | f(2)|.

Demostracion. Vamos a separar en tres sumas la serie de Taylor de f y a acotar
cada una de ellas convenientemente utlizando las siguiente observaciones.
Es inmediato, comparando con cualquier serie geométrica convergente, que para

K y u fijos, la serie
n

n=1

es convergente. Por ello existird N; = N(u, K') que supondremos mayor que el N
del enunciado, N; > N, cumpliendo que

(] n/
> <e[§u) H<1.

n=N1

Ahora, por el lema anterior y por la hipétesis sobre los coeficientes a,, tendremos
que, para n > N, se cumple que

n/p Krh

e e
|an| < ( ) S gn(r) = -
n r
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Es decir, que para cada n > N tenemos que |a,|r" < ek,
Teniendo en cuenta todas las observaciones anteriores y suponiendo que r > 1
se tiene que

o0

M N
M(r) < Z lan,|r™ + Z la, |r™ + Z |a,|r"
n=Ni+1 n=N+1 n=0

N

<14 (N, — N)e&™” —|—7“NZ\an\ <

n=0

N
< i [Nl — N e 5 <1 —|—7"NZ |an\)] .

n=0

Ademas observamos que fijado € > 0 existe un R, > 1 tal que la expresion que
figura entre corchetes es menor que e para r > R..
Concluimos por tanto que, efectivamente, existe R, tal que

M(r) < ™ esr" = eE+er”
para cada r > R.. O

Proposiciéon B.0.4. Sea f una funcion transcendente cuyo desarrollo de Taylor
es

n=0

Entonces su orden exponencial viene dado por la formula

(B.1)

Demostracion. Por comodidad vamos a denotar

) nlogn
a = — lim sup ———.
e ™" Togla

Sea p el orden exponencial de la funcién f, probaremos que:
(1) Si p es finito, entonces a también lo es y se tiene que p < a.
(ii) Si « es finito, entonces p también lo es y se tiene que o < p.

Por tanto si uno de dichos valores es finito, el otro también lo es y ademads coinciden.
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(i) Supongamos que f es de orden finito u. Por definicién, para todo p > p existe
R(p) tal que M(r) < e, siempre que r > R(p). En virtud de las desigualdades de
Cauchy tenemos que para r > R(p)

M(r) e

anl < 2 < S = gu(r)

Hacemos ahora uso del lema anterior para refinar lo maximo posible la desigualdad
anterior. Este nos da los puntos en los que las funciones g,(r) alcanzan sus valores
minimos y el valor que toma la funcién g,(r) en ellos. Es decir, denotando por m,,

dichos puntos, se tiene que
ep\"n/r
In(mn) = (_>

n
1/p
donde m,, = (%) . Notemos que esta informacién solo nos sera de utilidad cuando
se cumpla que m,, > R. No obstante, vemos que la sucesién de los m,, tiende hacia
infinito cuando n — oo y podremos encontrar un indice N, que dependera de R(p),
tal que m,, > R(p) paran > N.
En definitiva, tendremos que

jar] < ()"
" n

para cadan > N. Despejamos ahora p en la desigualdad anterior teniendo en cuen-
ta que, puesto que f es una funcion entera, por el criterio de Cauchy-Hadamard

se tiene que lim, ., {/|a,| = 0 y por tanto

n
im ——— =0.

n=roc log |an|

Ademas, |a,| < 1 para n suficientemente grande y por consiguiente tendremos

que log|a,| < 0. Como a continuacién vamos a tomar el limite superior cuando

n — oo podemos suponer que la desigualdad se invertira cuando multipliquemos

por el factor log |a,|. Obtenemos por tanto

nllog(ep) — log(n)]

>
P log |ay|

Finalmente tomando limite superior nos queda precisamente que

, nlogn
p > — lim sup =«
n—o0 log ’an’

Como todo lo anterior es valido para cualquier p > p obtenemos lo que buscaba-
mos, es decir, ;4 > « y vemos por tanto que si u es finito entonces o también lo
es.

94



(ii) Supongamos ahora que « es finito. De la definicién de o deducimos que
dado cualquier p > a, existe N = N(p) tal que

1
_Lg(n) < p,para todo n > N.
log |an|

De nuevo, por ser f entera en todo el plano complejo podemos asegurar que
existe N = N(f) tal que logla,| < 0, para todo n > N. Es decir, para indi-

ces suficientemente grandes, n > N(p, f), podremos despejar |a,| obteniendo la
desigualdad

n/p

1

la,| < (—) , para todo n > N(p, f).
n

En virtud del lema anterior tomando N = N(p, f) v epK =1, es decir, K = 1/ep
podremos asegurar que para todo € > 0, existe R. tal que para cada r > R, se
tiene que

M(r) < B+,

Deducimos por tanto que f tiene orden finito 4 < p y como esto es véalido para
cualquier p > a obtenemos la desigualdad buscada p < a. Por lo tanto si a es
finito, entonces p también lo es. O
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