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Introduccion

El objetivo de este Trabajo Fin de Grado es presentar una introduccién de la
teoria de la Transformacién de Laplace, tanto de funciones como de distribucio-
nes o funciones generalizadas, desde el punto de vista del Andlisis Matématico
moderno.

Aunque existen una gran cantidad de textos en la literatura que hacen refe-
rencia a la Transformada de Laplace, debido principalmente a sus aplicaciones
a la hora de resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales, esta se
suele presentar en el marco de la integral de Riemann y definiendo axiomati-
camente las distribuciones y postulando sus propiedades, con el fin de estar
al alcance de estudiantes de otras disciplinas sin conocimientos avanzados de
andlisis matematico. La referencia méas importante en esta disciplina es un li-
bro escrito por el matematico aleman Gustav Doetsch [Doe74], cuya primera
edicién data de 1937. Aunque en este texto ya se tratan la mayoria de los pro-
blemas de la Transformada de Laplace, se evita por completo la utilizacién de
la integral de Lebesgue, limitdndose a indicar en algunos casos que las prue-
bas se pueden simplificar utilizando técnicas mas avanzadas. En este trabajo
se pretende desarrollar la teoria utilizando técnicas propias del Andlisis Real,
como la integral de Lebesgue, y del Anadlisis Funcional en el que se apoya la
teoria de distribuciones, lo que permite probar de forma mas directa muchas
de las propiedades tratadas.

En el primer capitulo se desarrolla la teoria de la Transformada de Laplace
clasica, esto es, de funciones en el sentido ordinario. Se comienza definiendo de
forma precisa la transformacién de Laplace para funciones medibles y proban-
do sus propiedades bésicas. Se muestran algunos ejemplos de transformadas de
funciones elementales habituales en las aplicaciones y se ejemplifican las pro-
piedades anteriores. Posteriormente, en la prueba de resultados relativos a las
transformadas de convoluciones, derivadas, holomorfia de la transformada, etc,
es cuando se comienza a hacer patente la utilidad de la integral de Lebesgue y
su potencia y versatilidad frente a la integral de Riemann. Se cierra el capitulo
con el estudio del problema de la inversion, de importancia central en las apli-
caciones practicas. Ademads del texto de Doetsch mencionado anteriormente,
para este capitulo también se utilizan [Sch99] y [Gall9] .

El segundo capitulo se dedica a extender al espacio de funciones generaliza-
das las propiedades de la transformacién de Laplace estudiadas en el capitulo
anterior. Aunque se presentan dos definiciones alternativas, tratadas respec-
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tivamente por [Doe74] y [Zui91], se opta por la primera por ser més facil de
operar y parecida a la de funciones clésicas. A continuacion, se demuestran las
propiedades de la transformada para distribuciones, en muchos casos, exten-
diendo las ya conocidas en el caso funcional y se muestran algunos ejemplos
sencillos. En la dltima seccién del capitulo se calculan las transformadas de
las pseudofunciones asociadas a las potencias t", un resultado que aunque se
utiliza en [Doe74] en varias ocasiones aparece sin demostracion.

En el 1dltimo capitulo, se realiza una breve exposicién de la aplicacion de la
transformada de Laplace en el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias
que culmina con el estudio de las soluciones fundamentales de las ecuaciones,
en las que juegan un papel primordial las distribuciones y, en particular, la
delta de Dirac. Se concluye con tres ejemplos que tratan de poner en valor la
utilidad de las técnicas estudiadas en la resolucién de ecuaciones diferenciales.

En los apéndices que siguen a la teoria se exponen algunos resultados utili-
zados en el desarrollo del texto. En el primero se mencionan resultados propios
del analisis real y de la transformacién de Fourier, mientras que en el segundo
se enuncian la definicién y las propiedades m&s importantes de las funciones
generalizadas.

Desarrollo histérico de la transformada de Laplace

La versiéon moderna de la transformada de Laplace se atribuye a los traba-
jos del matematico aleman Gustav Doetsch, tras la publicacién de su Theorie
und Anwedung der Laplace Transformation en 1937 se establecieron las bases
de una teoria que sigue siendo aceptada en lo esencial hasta el dia de hoy.
Los trabajos que conducen al establecimiento definitivo de la teoria han sido
exhaustivamente estudiados por Michel Deakin en [Dea81] y [Dea82].

Dada una funcién f, su transformada de Laplace, que serd un funcién de
variable compleja, se define como

ef () = /0 Tty d,

y resulta de gran utilidad, entre otras cuestiones, en la resolucién de ecuaciones
diferenciales ordiarias, pues permite tratar el problema mediante métodos al-
gebraicos. Sin embargo, la utilizacion de férmulas integrales que involucran al
ntcleo integral e~*! se remontan a los trabajos de Leonard Euler en la primera
mitad del siglo XVIII.

En de constructe aequationum y Institutiones Calculi Integralis, Euler busco
soluciones a ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

z(x;a) = /033 ez (t)dt,

donde a es un parametro real. Sin embargo, las traté de una forma poco sis-
tematica y desde un punto de vista lejano al de los trabajos modernos sobre
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Transformacién de Laplace 7

transformadas integrales. Adn existe cierta controversia acerca de si se pueden
considerar auténticas transformadas de Laplace.

En 1759, Joseph-Louis Lagrange public6 un articulo sobre la propagacion
del sonido (lo que en la actualidad se conoce como ecuacién de ondas) en el
que transformé una ecuacion en derivadas parciales en una ecuacién diferencial
ordinaria mediante técnicas similares a la transformacién de Laplace, aunque
no profundizé en su estudio.

Mucho mas avanzé Pierre Simén Laplace, quien da nombre a la transfor-
mada, a partir de su trabajo Mémoire sur les approximations des formulas qui
sont functiones de trés grandes nombres de 1782, en el que pasé de buscar
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias y en diferencias en forma de

series de potencias como
o
y(s) = 3 ans”
n=0

a considerar el parametro continuo

os) = [ e o)

donde la integral es indefinida y los limites, en principio, no se especifican. A
medida que avanzé en su investigacion repard en la utilidad de considerar 0 y
oo como limites de integracién.

En Memoire sur les integrales definus et leur application aux probabilités,
consideré integrales de la forma

/000 f(x)e ™ dx

evaluando un gran ntmero de expresiones de este tipo mediante métodos inge-
niosos. En este trabajo, por ejemplo, se resuelve la ecuacién

oUu ou  0*U

— =2U+4+2v—+ —

or + gy * ov?
mediante el uso de la transformacién de Laplace. Aunque la esencia del método
ya se encontraba en los trabajos de Euler, fue Laplace quién hizo un trata-
miento mas general y profundo, destacando explicitamente el papel de nicleo
integral e~*¢.

En el ano 1800, el francés Lacroix, escritor de libros por excelencia de la épo-
ca, incluy6 en su Traité des différences et des series parte de los trabajos de
Euler y Laplace contribuyendo a su difusién, destacando la diferencia entre am-
bos enfoques. A lo largo de este siglo, Fourier y Poisson también contribuyeron
indirectamente al desarrollo de la teoria en sus trabajos sobre la transmisién
del calor. Mucho més relevante fue la aportaciéon de Cauchy, que incorpora el
calculo de residuos, una importante cantidad de anélisis y aplicaciones de la
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8 Introduccion

transformada de Fourier y trabaja en métodos simbdlicos. Aunque en la to-
talidad de sus obras se entrevee el cuerpo de una nueva teoria no realizé un
tratamiento sistematico de la transformada de Laplace.

El primer intento sistematico de exploracién de las propiedades de la trans-
formada de Laplace se puede atribuir a un trabajo pdéstumo de Abel escrito
en los anos 1820. Reconocié la transformacién como un operador lineal (en el
lenguaje actual) y demostré muchas propiedades relevantes, aunque su trabajo
pasé muy desapercibido.

Posteriormente, Petzval escribié un libro en dos tomos, Integration der li-
nearen Differentialgleichungen mit constanten und verinder lichen Coefficienten
que recoge gran parte de lo estudiado hasta 1860. Duplicé y fue mas alla del
trabajo de autores como Laplace y Lobatto e incorporé otras influencias como
Lioville y, en parte, de Cauchy, aunque no exploté completamente el potencial
del célculo de residuos. Fue un alumno suyo, Spitzer, quién empezé a denomi-
nar método de Laplace a esta serie de técnicas. Fue Poincaré quien introdujo la
denominacién definitiva de transformada de Laplace e investigd la integral en
contornos mas generales.

El ingeniero britanico Oliver Heaviside juegd papel muy destacado en el
desarrollo de la transformada de Laplace en la segunda mitad del siglo XIX.
Estando fuera de la drbita de la investigacién matematica de vanguardia de su
época, desarrollé unos métodos para resolver ecuaciones diferenciales, el cdlcu-
lo operacional, en los que procede tratando los operadores diferenciales como
variables algebraicas. Aunqué su uso se extendié rapidamente y gozé de una
gran popularidad, el método fue criticado por muchos matematicos de la época
por su falta de rigor, pero motivo el trabajo posterior de matemaéticos como
Bromwich y Van der Pol que trataron de buscarle una justificacién rigurosa.

Ya en el siglo XX, Lerch incluyé en su Acta Mathematica de 1903 la de-
mostracién del teorema sobre la unicidad de la transformaciéon de Laplace, que
ahora lleva su nombre, en su versién mas fuerte (1.48). Bromwich, Carson y
Wagner produjeron diferentes versiones de la tranformada de Laplace en su
intento de hacer riguroso el cédlculo operacional de Heaviside. El trabajo més
relevante de estos tres autores es el de Bromwich, que estudié el problema de
la inversion, esto es, de encontrar la funcion original dada su transformada de
Laplace; mediante integrales sobre diferentes caminos en el plano complejo. La
férmula mas importante, que ahora lleva su nombre, establece que para una
funcién continua f se cumple que

1 4100 .
t) = — e*'F(z)dz.
=50 [ )
relacion que se demostrarda en 1.52. Durante la primera mitad del siglo XX,
Gustav Doetsch 1llevé a cabo una sintesis de todo lo anterior publicando en
1937 su Theorie und Anwedung der Laplace Transformation, donde toma la
forma con la que se la conoce hoy en dia.

Universidad de Valladolid



Capitulo 1

La teoria clasica de la
transformada de Laplace

En este capitulo se desarrolla la teoria de la transformacién de Laplace
clésica, esto es, de funciones en el sentido ordinario, asi como la prueba de
sus propiedades fundamentales. Se presenta siguiendo la pauta de la teoria de
Bromwich, con argumento complejo, mucho més fructifero que el caso real,
que es el que se suele presentar en las aplicaciones habituales en Ecuaciones
Diferenciales.

1.1. Definicion y primeras propiedades

El planteamiento de la transformacién de Laplace de una funcién f pasa por
por considerar la existencia de la siguiente familia de integrales:

oo
/ e #Lf(t) dt, z e C.
0

Considerando funciones integrables en el intervalo [0, 00) se obtendria una pri-
mera clase de funciones para las que siempre existe algin sg € C para el que la
integral anterior toma un valor finito (basta tomar cualquier sy con parte real
positiva). Esta es, por ejemplo, la clase de funciones para la que se estudia la
transformada de Fourier. Sin embargo, restringirse a la clase de funciones inte-
grables es exagerado, pues excluye a la gran mayoria de funciones ttiles en la
practica. Es por ello que se amplia el marco de trabajo a funciones integrables
en los conjuntos acotados.

Definicion 1.1. Sea ) C R" un conjunto medible. Se dice que una funcién
medible f : Q@ — C es localmente integrable si es integrable en todo conjunto
medible y acotado K C € (o, equivalentemente si ) es abierto o cerrado, en
cada conjunto compacto), esto es, si

/ F(8)] dt < oo.
K

El conjunto de las funciones localmente integrables en €2 se denota por E}OC(Q)
y es un espacio vectorial sobre C, con las operaciones habituales.
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Observaciones 1.2.

1

1. La relacién en £

(Q), f ~ g cuando f = g en , es una relacién de
C.8

equivalencia, y el espacio cociente se denota por L}OC(Q). Este espacio re-

sulta ser un espacio vectorial con las operaciones definidas entre clases de
equivalencia. Puesto que dos funciones iguales casi siempre son idénticas
a todos los efectos de integracién, este serd el espacio que consideraremos
para el estudio de la transformacién de Laplace.

2. Si f: ) — oo es una funcién continua o acotada, entonces es localmente
integrable.

3. Si feLP(Q),pe[l,o], entonces es localmente integrable.

La integral que define la transformada de Laplace solo involucra los valores
de la funcién en el intervalo Ry = [0,00), por lo que se conviene en que las
funciones definidas en R o C toman el valor 0 fuera de dicho intervalo.

Definicién 1.3. Se dice que f € L}, (R}) admite transformada de Laplace si
existe un nimero complejo z € C tal que la integral

/ h e *Lf(t) dt

0

existe. La integral anterior se denomina integral de Laplace de f en z.
Dado el conjunto

L= {ZEC:/OOOf(t)etht<oo}, (1.1)

se denomina abscisa de convergencia de la transformada de Laplace de f al
valor oy =inf LNR € [00, 00).

Observacion 1.4. Las integrales de las funciones en las definiciones anterior
se entienden como integrales en el sentido de Lebesgue. En estas condiciones,
conviene recordar que la integrabilidad de una funcién f en el sentido de Le-
besgue equivale a la integrabilidad de su médulo |f].

Ademds, si la funcién t € [0,00) — e *!f(t) es integrable, el Teorema de la
Convergencia Dominada garantiza que

T

lim e A f(t)dt = /OO e L f(t)dt.

T—>00 0 0

Por otro lado, si s =Rz y

T
lim |f(t)| e 5 dt < oo,

T—00 0

el Teorema de la Convergencia Mondtona asegura que |f(t)| e™*! es integrable,
por lo que también lo es f(t)e >t

Universidad de Valladolid



Transformacién de Laplace 11

Antes de definir la funcién transformada conviene estudiar el conjunto de
numeros complejos para los que la integral anterior existe, que determinara el
dominio donde estara definida la transformada de Laplace de una funcion.

Proposicién 1.5. Sea f € L} _(R}) que admite transformada de Laplace con

abscisa de convergencia oy. El conjunto L definido en (1.1) de f es o bien un
semiplano abierto: z > o, o bien un semiplano cerrado: ¥z > o; admitiendo
la posibilidad de que oy = —oo0.

Demostracién. En primer lugar, veamos que si itz > oy, entonces z € L.
Si Rz > oy, de la definicién de oy se deduce que existe s € R, Rz > s >
of, tal que existe la integral de Laplace de f en s. En estas condiciones la
acotacion |e# f(t)| = |e™ = f(t)] < e |f(t)| y el criterio de comparacién
para integrales permiten concluir que la funcién ‘eiZt f(t)‘ es integrable en
[0,00) y, por 1.4, se tiene que z € L.

A continuacién, se prueba que si Rz < oy, entonces z ¢ L. Se supone que
existe z con $z < o tal que la integral de Laplace de f converge en z. Entonces,
se verifica que ‘e‘z’f f (t)| = ‘e_mt f (t)’ y, puesto que la integrabilidad de una
funcién equivale a la de su médulo, la integral de Laplace de f converge en Rz.
Pero esto es absurdo, puesto que entonces ®z € LNR y Nz < inf L, por lo que
no existe z con tal propiedad.

Finalmente, si Rz = o se verifica que e f(£)| = e ™' | f(¢)| y, puesto que
la integrabilidad de una funcién equivale a la de su médulo, todas las integrales
tienen el mismo cardcter (esto es, o todas existen o no existe ninguna). |

Corolario 1.6. Sean f € L} (R,), v € R. Si la integral de Laplace de f en s

loc
existe para todo s € R, s > v, entonces oy < 7.

Observacion 1.7. En algunos textos se desarrolla la teoria de la transforma-
cién de Laplace sin hacer referencia a la integral de Lebesgue, considerando las
integrales que aparecen como integrales impropias de Riemann. En este con-
texto la integrabilidad impropia de una funcién no equivale a la de su médulo,
por lo que el estudio de la abscisa de convergencia es més complicado: se pue-
de definir una abscisa de convergencia absoluta y otra de convergencia simple.
Este es el camino que se sigue, por ejemplo, en el libro de Doetsch [Doe74].
Nos limitaremos a estudiar el caso senalado en la proposicién 1.5, pues es mas
adecuado para tratar con la integral de Lebesgue, aunque se adopta la denomi-
nacién clésica de abscisa “de convergencia” en vez de utilizar el término, quiza
mas apropiado, de abscisa “de integrabilidad”.

Ejemplo 1.8. Se muestran ejemplos de funciones para las que el conjunto L
es abierto y cerrado, respectivamente.
Para la funcién f(t) = 1/(1 + t?) se verifica que

0 e—zt
/ 5 dt <o & Rz >0,
o 1+t

por lo que oy = 0 y la integral converge para todo z € C con itz = 0.
Tomando la funcién f(t) = 1, se tiene que

[o@)
/ e dt < 0o e Nz > 0.
0

Carlos Arranz Simén



12 Capitulo 1. La teoria clasica de la transformada de Laplace

En este caso oy = 0, pero la integral no converge para ningin z € C con itz = 0.

Definicién 1.9. Si f € L}, (Ry) admite transformada de Laplace y o es su
abscisa de convergencia, se denomina dominio de convergencia de la transfor-

mada de Laplace de f al conjunto
Df={2€C:Rz>o0y}.

Si oy = —o0, entonces Dy = C. En cualquier otro caso Dy es un semiplano
abierto.

Se define la funcién transformada de Laplace de f como £f : Dy — C tal
que

Lf(z) = /00 e *Lf(t) dt.

0
La transformada de Laplace de f se denotard por £f o £[f(t)].

Ejemplo 1.10 (La funcién de Heaviside). Es habitual en los textos de
fisica e ingenieria llamar funcion de Heaviside (o escalon unidad) a la funcién
caracteristica del intervalo [0, c0), que se denota por H. Explicitamente,

0 si t<O
H(t) = .
1 si t>0.

Si z € C con Rz > 0, entonces

LH(z) = / e dt = 1,
0

z

mientras que si Rz < 0 la integral anterior no existe. En consecuencia, H admite
transformada de Laplace con abscisa de convergencia o =0y

LH(z) = ! si Rz>op.

Ademas, la funcion de Heaviside resulta de gran utilidad a la hora de manipular
funciones trasladadas o desfasadas. Por ejemplo, si f : [0,00) — C, la funcién
trasladada por ty de f

0 si t <ty
g(t)Z{ .

f(t—t()) si t Zto

se puede escribir, de forma mas sencilla, como g(t) = H(t — to) f(t — to). Esta
ventaja de notacién se aprovecha, por ejemplo, en la proposiciéon siguiente.

A continuacion se muestran algunas propiedades fundamentales de la trans-
formada de Laplace de una funcién.

Universidad de Valladolid



Transformacién de Laplace 13

Proposicién 1.11 (Propiedades de la transformada de Laplace). Sean
f v g funciones que admiten transformada de Laplace con abscisas de conver-
gencia oy y o4, respectivamente. Se verifican las siguientes propiedades:

1. Linealidad. Sean o, f € C\.{0}. Entonces a.f + 5¢g admite transformada
de Laplace y 04f4pg < méx {of,04}. De hecho, si 05 # 04 se alcanza la
igualdad en la desigualdad anterior. Ademas,

Llaf+ Bg] (2) = alf(z) + BLy(2), si Rz > méx{oyf,04}.

Si B = 0, las afirmaciones anteriores son ciertas con la salvedad de que
Oaf = 0F.

2. Escalado. Sean a > 0y h(t) = f(at) para cada ¢t > 0. Entonces h admite
transformada de Laplace, oj, = aoy, y se verifica

£h(z)z%£f< >, si Rz > oy,

z
a

3. Desfase. Sean ty > 0y h(t) = H(t—to)f(t—to) para cadat > 0. Entonces
h admite transformada de Laplace, o), = o, y se verifica

Lh(z) = e 7L f(2), si Rz > op.

4. Modulacién. Sean zg € C y h(t) = e®! f(t) para cada t > 0. Entonces h
admite transformada de Laplace, o3, = oy + Rz y se verifica

Lh(z) = L£f(z — 20), si Rz > op.

Demostracion. Para probar (1), basta observar que, si Rz > max {0, 0,4},

/OO e *af + Bg)dt = a /OO e f(t)dt+ B /°° e Mg(t)dt € C,
0 0 0

por lo que af 4+ g admite transformada de Laplace y 045y < méx{oyf,04}.
Ademas, si 05 # 04 (se supone sin pérdida de generalidad que oy < o), existe
z € Ccon oy < Rz < 0y, por lo que [;° e = f(t)| dt < oo, [§~ e *g(t)] dt =
00 y se tiene que fooo ‘e*Zt(af + Bg)‘ dt = oo; ya que de lo contrario e*Bg(t)
seria integrable por ser suma de funciones integrables, lo que es absurdo. Por
tanto, oa 489 > 09 = max{oy,04} y finalmente o471 = 0y.

Noétese que si f es tal que oy € R, tomando g = f, a = —f3 se tiene que
af + B89 =0y oapipg = —00. Pero entonces 04434 # 0 = 04. No siempre se
alcanza la igualdad en la desigualdad anterior.

La afirmacién (2) se prueba utilizando el cambio de variable v = at en la
integral de Laplace de h,

/000 e *h(t) dt = /000 e f(at) dt = /000 %e_zu/af(u) du,

Carlos Arranz Simén



14 Capitulo 1. La teoria clasica de la transformada de Laplace

que prueba que la primera y la dltima integral tienen el mismo caracter. Por
tanto Nz > o), & Rz/a > oy, lo que demuestra que h admite transformada de
Laplace con 05, = aoy. La ecuacién anterior, para los z € C tales que Rz > oy,
prueba la relacién entre las transformadas de f y h que se queria probar.

La prueba de (3) pasa por utilizar el cambio de variable u =t — o,

oo oo oo
/ e *'h(t) dt = / e f(t — to) dt = ' / e " f(u) du,
0 to 0
que prueba que la primera y la dltima integral tienen el mismo caracter. Por
tanto Rz > o0y, & Nz > oy, lo que demuestra que h admite transformada de
Laplace con o}, = oy. De nuevo, la tltima ecuacién, para los z € C tales que
Rz > op, prueba la relacién entre las transformadas de f y h que se queria
probar.

Finalmente (4) es consecuencia de

/ e_Zth(t)dt:/ e_ZteZOtf(t)dt:/ e~ (=20)t £ (1) dt,
0 0 0

que prueba que la primera y la Ultima integral tienen el mismo caréacter y que
Rz > o, & Nz — Rzg > oy, lo que demuestra que h admite transformada de
Laplace con oj, = oy + $zp. La ecuacién anterior, para los z € C tales que
Rz > oy, prueba el apartado (4). [ |

El siguiente corolario muestra que las propiedades 1.11.2 y 1.11.3 se pueden
combinar adecuadamente.

Corolario 1.12. Sea f una funcién que admite transformada de Laplace con
abscisa de convergencia of; a,b > 0y h(t) = H(t — b/a)f(at — b) para cada
t > 0. Entonces h admite transformada de Laplace con oj, = aoy y ademds

Lh(z) = %e*(b/“)zﬂf (2) st Rz > oy,.

Demostracion. Basta aplicar sucesivamente las propiedades 1.11.2 y 1.11.3 a
las funciones g(t) = H(t — b)f(t —b) y h(t) = g(at) = H(t — b/a)f(at — b),
definidas para cada ¢t > 0. |

La transformada de Laplace de una funcién desfasada h como en el apartado
(3) de 1.11 tiene una expresién sencilla en términos de la de la funcién original
f debido a que h toma los mismos valores que f pero al recorrer el intervalo
[to, 00). Si, con la notacién utilizada en la proposicién, se definiera la funcién
con tg < 0 la funcién desfasada no toma los valores de f en el intervalo [0, ¢y),
por lo que se debe incluir un sumando adicional para corregirlo.

Proposicién 1.13 (Férmula de truncamiento). Sea f una funcién que
admite transformada de Laplace con abscisa de convergencia oy, a,b > 0y
h(t) = H(t)f(at + b) para cada t > 0. Entonces h admite transformada de
Laplace con oy = aoy, y, ademds

Lh(z) = %e(b/a)z (Sf (2) — £ (2)) si Rz > oy
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Transformacién de Laplace 15

donde fi(t) = H(b—t)f(t) si t > 0. Es decir, f,(t) = f(t) parat < by
fo(t) =0 para t > 0.

Demostracion. En primer lugar, conviene notar que como f es localmente in-
tegrable y t — e~*! es una funcién acotada en todo intervalo cerrado, entonces
f» admite transformada de Laplace con oy, = —0o0. A continuacién, sib >0y
g(t) = f(t + b) se tiene que, aplicando el cambio de variable u =¢ — b,

/00 e f(t+b)dt = /OO e *ue* f(u) du =
0 b

e Ooe*wf(u)du— be*wf(u)du .
(f Jestan)

La segunda integral del dltimo miembro es finita e igual a £f,(2), por lo que
razonando como en la proposicién 1.11 se prueba que o, = oy. Ademds, si
Jz > 04 se ha demostrado que

L£9(2) = ¥ (£f(2) — £f(2)) .
Se concluye aplicando el apartado 2 de 1.11 a h(t) = g(at) = f(at + b). [ |

El siguiente teorema, de gran importancia en el estudio de la férmula de
inversion y sus consecuencias, establece que la Transformada de Laplace de
una funcién es siempre una funcién analitica. Para ello, hay que extender pre-
viamente el teorema de derivacion bajo el signo integral al caso en el que el
pardmetro es un ntimero complejo.

Teorema 1.14. Sea I un intervalo de R y X C C un conjunto abierto. Sea
f X x I — C satisfaciendo las siguientes condiciones:

(a) Para cada z € X, la funcién f,(t) = f(z,t) definida en I es medible y
f2 € L}(I).

(b) Para cada t € I, la funcién fi(z) = f(z,t) es holomorfa en X.

(c) Existe una funcién no negativa g € L1(I) tal que |f/(2)| < g(t) para todo
punto de X x I.

Entonces la funcién F definida en X por F(z) = [; f ; f(2,t) dt es holomorfa en
X vy, ademas, su derivada viene dada por
of
F' t)dt.
()= [ 55D

Demostracion. Se extiende el teorema para el caso de un pardmetro real [Apo96,
Teorema 10.39] aplicdndolo a las partes real e imaginaria de F' y utilizando las
ecuaciones de Cauchy-Riemann. Puesto que

:/]f(z,t)dt:/I?ﬁf(z,t)dt—l—i/lgf(z,t)dt:%F(z)—i—i%F(z),
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16 Capitulo 1. La teoria clasica de la transformada de Laplace

el teorema real se puede aplicar para derivar paramétricamente las integrales
de Rf(z,t) = u e If(z,t) = v respecto de sus partes real e imaginaria. Puesto
que para cada t € I f; es holomorfa, en virtud de las ecuaciones de Cauchy-
Riemann,

lus| = lvy| = [Rf| < [fi] < gl
luy| = — vzl = [SF] < | fi] < gl

donde el subindice z denota derivacion respecto de la parte real y el subindice
y derivacién respecto de la parte imaginaria. En estas condiciones el teorema
permite concluir que F es holomorfa, puesto que satisface las ecuaciones de
Cauchy-Riemann:

(RF), = / Ug dt = / vy dt = (SF),

1 1

(RF), = /Iuydt— —/vm dt = —(3F),.

1

Finalmente, la derivada de F es

F'(2) = (RE)(2) +i(SF)z(2) = /ux(z,t) dt—|—i/vm(z,t) dt:/lgﬁ(z,t) dt.

1 1

Teorema 1.15 (Holomorfia de la transformada de Laplace). Sea f €
LlloC (R4+) que admite transformada de Laplace con abscisa de convergencia o.
Entonces, la funcién £f es holomorfa en el semiplano Rz > oy. Ademds, si

§RZ>O’f,

()™ (2) = /0 Tty de = (1) [ F (D). (1.2)

Demostracion. La definicién de la transformacién de Laplace como una integral
paramétrica permite hacer uso del teorema de derivacién bajo el signo integral
1.14 para comprobar que es una funcién holomorfa. Dado zg con Rz > oy,
basta acotar la derivada del integrando respecto del parametro por una funcién
integrable en un entorno de zg. Sea 6 > 0 tal que Rzg — & > 0. Entonces, para
z con Rz € (20 — 0,20 + 6),

0

e {e—ztf(t)}‘ =t ‘G_th(t)| < <t6—9?(z—zo+5)t) ‘e—(zo_a)tf(t) ’

donde el primer factor es una funcién acotada para ¢t > 0, pues R(z—z9+9) > 0,
y el segundo es una funcién integrable ya que f admite transformada de Laplace
y 20— 6 € Dy. Por tanto el producto es integrable y, por aplicacién del teorema
de derivacion, £f es analitica en zg y su derivada es

(1) (0) = /ooo Sl it = /OOO —te W f(t)dt = L [t/(1)] (z0)
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Transformacién de Laplace 17

siempre que $z9 > oy. Finalmente, procediendo por induccién,

(CH ™ (z0) = =Lt (~1)"t"F (1)) (20) = (=)™ L [T f(1)] (20).
[ |

Corolario 1.16. Si f € L} (Ry) admite transformada de Laplace con abscisa
de convergencia oy, entonces t" f(t) también. Ademds, se cumple la ecuacién

(1.2).

1.2. Transformadas de Laplace de algunas funciones

En esta seccion se estudian las transformadas de Laplace de algunas funcio-
nes elementales sencillas con las que se pretende ejemplificar los resultados de
la seccién anterior. La primera proposicién muestra el caso méas simple.

Proposicion 1.17. Si f es localmente integrable y de soporte compacto, su
transformada de Laplace £f es una funcién entera.

Demostracion. Puesto que f es de soporte compacto, existe tg > 0 tal que
f(t) = 0 siempre que t > tg. Por tanto, para cada z € C se tiene que

oo to

/ le " f(t)| dt < méx ‘eZtl/ |f(t)] dt < o0,
0 t€(0,to) 0

puesto que f es localmente integrable. Esto garantiza que Dy = —ocoy £f es

entera por 1.15. |

Ejemplo 1.18. Un ejemplo de funciéon que no admite transformada de Laplace
lo da la funcién f(t) = etz, t € [0,00). f es localmente integrable por ser una
funcién continua y ademaés, para cada z € C, se tiene que

/OO R | £(1)] dt = oo.

0

Por tanto, f no admite transformada de Laplace.

La razon por la que la funcién del ejemplo anterior no admite transformada
de Laplace es que crece mas rapido que e*! para todo s € R. Una condicién
suficiente, aunque no necesaria, que garantiza la existencia de transformada de
Laplace evitando este problema la da la definicién siguiente. Aunque la clase de
funciones de orden exponencial no engloba a todas las funciones que admiten
transformada, si incluye a muchas de las funciones empleadas habitualmente
en las aplicaciones.

Definicién 1.19. Una funcién f : [0,00) — C es de orden exponencial si
existen constantes M > 0, v € R, ty > 0, tales que para cada t > tg

f(t)] < Me.

En el caso anterior, se escribe f(t) = o (7).
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18 Capitulo 1. La teoria clasica de la transformada de Laplace

Proposicion 1.20. Si f es localmente integrable y de orden exponencial, admi-
te transformada de Laplace. Adema4s, con la notacién de la definicién anterior,

or <7.

Demostracion. Cuando Rz > 7 se tiene que

to o)
1Lf(2)] < / e f(t \dt+ Me~ Rzt gy

< max ’e zt‘/ ()| dt + < 00,
te[0,t0] Rz
por lo que la integral existe y oy < v por 1.6. |

Corolario 1.21. Si f es localmente integrable y acotada, admite transformada
de Laplace.

Ejemplo 1.22 (Funcién de orden no exponencial). La condicién de la
proposicion 1.20 es suficiente pero no necesaria. Como contraejemplo, la funcion

2 1
e” xG(n,n—i—Tﬂ) n €N
f(z) = e

0 en otro caso

no es de orden exponencial, puesto que th'm et” /et = oo para todo v > 0, pero
— 00

el teorema de la convergencia mondtona asegura que

n—l—l/e” 0

|1£f(z ]<Z/ e_%zndt:Ze_mZ”<oo,

n=1

puesto que se trata de una serie geométrica que converge si Rz > 0; f admite
transformada de Laplace y no es de orden exponencial.

A continuacion se estudian algunas de las transformada de Laplace més
importantes en las aplicaciones. Este resultado sirve también como ejemplo de
aplicacion de las propiedades expuestas en la proposicion 1.11.

Proposicion 1.23. Sean k > 0, a € C. Las siguientes funciones, definidas en
[0,00), admiten transformada de Laplace:

—kz
I.S[H(t—k)](z):ez si Rz >0 =0.
2. £le] (2) = ! si Rz >0 = RNa.
z—a

. a .

3. L[sinat] (z) = P2 o Rz > 0 = |Sal.
z .

4. £lcosat] (z) = A o Rz > 0 = |Sal.

. a .
5. £[sinhat] (z) = 2z S Rz > 0 = |Ral.
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6. £[coshat] (z) = R si Rz > o =|Ral.

Demostracion. Las transformadas se calculan utilizando la ya conocida trans-
formada de H (prop. 1.10) y las propiedades expuestas en 1.11. Utilizando
1.11.3, se tiene que

efkt

LIH{t—K)](2) =e MEH(2) = —

y que 0 = oy = 0. La segunda afirmacién es consecuencia de 1.10 y 1.11.4:

1

Zz—aQa

£e"] (2) = LH(z —a) =

y 0 = Ra+oy = Ra. Para probar (3), notemos que sin(at) = (1/24)[e!* —e =],

Combinéndolo con la afirmacién (2) y la propiedad 1.11.1 se tiene

S[sinat]—;_(S[eat](z)—g[e_at](z))—21i< Lo >_z2j_a2'

7 z—1ia z4+1ia

Ademads, 0 = max {R(ia), R(—ia)} = max{—Sa,Sa} = |Sa|. Los resultados
(4), (5) y (6) se deducen razonando andlogamente a la (3) teniendo en cuenta
las definiciones de las funciones correspondientes: cosat = (1/2)[e?e! + e~%t],
sinhat = (1/2)[e® — e~%] y coshat = (1/2)[e® + e~%]. |

En la siguiente proposicién se muestra una de las posibles aplicaciones de la
formula de truncamiento.

Proposicién 1.24. Sean a,b > 0. Las siguientes funciones, definidas en [0, o),
admiten transformada de Laplace:

zsinb + acosb

1. ,S [Sin(at =+ b)] (Z) = W Si éRZ >0 = ‘%(I|
zcosb—asinb . N
2. £[cos(at +b)] () = iz Rz > 0 = |Sal.

Demostracion. Si f(t) = sin(at) y g(t) = sin(at+b), las funciones se relacionan
segun ¢(t) = f(t+b/a). Siguiendo lo indicado en la proposicién 1.13 se calcula
en primer lugar la transformada de la funcién truncada fy/,

a—e (/D% (z5inb+ acosb)
22+ a?

b/a
Lfojalz) = / e *'sin(at) dt =
0

y recurriendo a la proposicién, con un desplazamiento ty = b/a, y al resultado
anterior 1.23.3,

zsinb+ acosb

L9(2) = eV (£ (2) = Ly (2)) = =3 s

Ademss, 04 = oy. La otra transformada se calcula de manera andloga. |
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20 Capitulo 1. La teoria clasica de la transformada de Laplace

Proposicion 1.25. Sea b € C, ®b > —1. Las siguientes funciones, definidas en
[0, 00), admiten transformada de Laplace:

rb+1)
b _ _
S[t](z)— s, si Rz>o=0.

En particular, si n € N,

|
£[t"](z):% si Re>0=0

z) = Tl 2 si Re>o0=0

@ |:tn—1/2:|( ) @2n)lym 1

Demostracion. Cabe hacer las siguientes aclaraciones acerca de la definicion
de las funciones en anteriores. Para las potencias se escoge la rama principal
del logaritmo 20! = e(+t11og2 expresién que estd bien definida siempre que
Rz > 0. Ademss, la funcién Gamma de Euler admite la siguiente representacion
integral, si Rz > 0,

F(z):/ e 't*Lat.
0

Ademas, I' es holomorfa en el semiplano real positivo. Dado b € C con
Rb > —1, se razona en primer lugar para los s € R con s > 0. Aplicando el
cambio de variable st = u en la integral de Laplace de t**! se tiene que

e S0 dt = e " (E> “_ - e %’ du = Le+1) )7
0 0 s/ s T s, Sbt1

por lo que la funcién admite transformada de Laplace con abscisa de con-
vergencia ¢ < 0. La funcién z € {z € C: Rz >0} ~ I'(b+ 1)/2"*! es una
funcién analitica que coincide en {z € CNR: 2z > 0}, un conjunto con pun-
tos de acumulacién, con la transformada de Laplace de la funcién conside-
rada, que también es analitica en virtud del teorema 1.15. En estas condi-
ciones, el principio de identidad para funciones holomorfas (ver [Ash07, p.33,
corolario 2.4.9]) garantiza que ambas funciones coinciden. Ademads, puesto que
z € {Rz >0} — I'(b+1)/2°! no se puede extender a una funcién holomorfa
que contenga a la recta vertical {z € C : Rz = 0}, la abscisa de convergencia de
la transformacion es precisamente o = 0. Para terminar basta con particulari-
zar los valores de la funciéon Gamma en los puntos de la forma n y n+ 1/2 si
n € N. [ |

En algunas aplicaciones practicas de la transformada de Laplace, por ejem-
plo, en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales relacionados con la teoria
de circuitos, es habitual tratar con funciones periddicas. El siguiente resultado
facilita el calculo de la transformada de tales funciones.

Proposicion 1.26. Sea f € LIIOC(RJ’_) una funcién periédica con periodo T > 0,
estoes, f(t+T) = f(t) sit > 0. Entonces, f admite transformada de Laplace
con abscisa de convergencia oy < 0y para cada z € C tal que Rz > 0, se tiene
que

T
Sf() = 1_2_T/0 e F (1) dt.
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Demostracion. En primer lugar, veamos que f admite transformada de Lapla-
ce. Si z € Cy Rz > 0, se tiene que

() o0 (n+1)T
/ le™# f(t)] dt = Z/ le™# f(t)] dt =
0 n—0nT
o0 LT o0 T
Z/ ’e_z(“'mT)f(u +nT)‘ du < Ze_ERZ”T/ |f(u)] du < oo,
n=0 0 n=0 0
donde el primer paso es consecuencia del teorema de la convergencia mondto-
na, en el segundo se aplica el cambio de variable u =t — nT" en cada intervalo
(nT, (n+1)T) y el tercero se sigue de que ’e_Z“X[O’T] ’ < 1si Rz > 0y delaperio-
dicidad de f. Finalmente, la convergencia de la serie geométrica > >~ e~ RanT
para Rz > 0 y el cardcter localmente integrable de f garantizan que la integral
es finita. Por lo tanto, f admite transformada de Laplace con abscisa de conver-

gencia oy < 0. En estas condiciones, el teorema de la convergencia dominada
permite operar de la siguiente manera:

) oo (n+1)T oo T
/ eTAft)dt = Z/ e—ztf(t)dt_nzjoe—z”/o e f(t) dt

1 T
= =7 /0 e “ f(u) du.
|

Ejemplo 1.27 (La funcién onda cuadrada). La proposicién 1.26 se puede
aplicar para calcular de forma sencilla la transformada de Laplace de la funcion
onda cuadrada s definida como

1 si te€2n,2n+1) n € Ny
s(t) =

—1 si te2n+1,2n+2) n € Np.

Claramente s es una funcién periddica con periodo T = 2 y es localmente
integrable. Por lo tanto, la proposicién 1.26 asegura que s admite transformada
de Laplace con oy < 0y, ademas,

1 1 2 1—92¢e % —2z z2_1
L£s(z) = ——; </ e~ dt —/ e dt) = € +2e - ¢
1—e22 \ Jy 1 2 (1 —e27) z(e#+1)

si 8z > 0. Esta funcién se puede escribir en términos de la funcién tangente
hiperbdlica:

1
Ls(z) = 2 tanh g
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22 Capitulo 1. La teoria clasica de la transformada de Laplace

1.3. Transformadas de Laplace de primitivas, deri-
vadas y convoluciones.

La transformacién de Laplace resulta de gran utilidad en la resolucién de
ecuaciones diferenciales e integrales, puesto que convierte las operaciones de de-
rivacién e integracién respecto de la variable original en operaciones algebraicas
(multiplicaciones y divisiones) en el dominio transformado. Esta seccién se ocu-
pa de estas ideas.

1.3.1. Transformada de Laplace de la convolucion

Definicion 1.28. Sean f,g : R — C funciones medibles y € R. Se define el
producto de convolucion, o simplemente convolucién, de f con g en el punto z,
y se representa por (f * g)(z), como

(f xg)(x) = - fy)g(z —y)dy,

si dicha integral existe.

Observacion 1.29. La convolucién de dos funciones definidas en R se reduce

) (f % g)(t /f t—xdaz—/f g(t — ) dz,

puesto que si z < 0, f(z) = 0y sit < x, entonces g(t — z) = 0. Ademas,

(f*g)(t) =0sit <0 pues solo intervienen en la integral los valores de f con
: : ., t

abscisa negativa. También ocurre que |(f * g)(t)| < [, |f(z)g(t — )| dz.

Proposiciéon 1.30. Sean f,g € Llloc(RJ’_). La convolucién de f con g esta bien
definida para casi todo t € R, esto es, la integral

(f * o)t /f olt - 2)

existe para casi todo t € R. Ademsds, f*g¢ es una funcién localmente integrable.

Demostracion. Dado M € N, se tiene que

/OM(f*g)(t)dt:/OM/otf(x) t—x)dr dt = //f g(t — z) dzdt

donde A es el conjunto A = {(x,t) eRZ:0<z<t< M} La aplicacién
¢p:(zt)eA— (z,t—2)€B={(u,v) ER*:0<u,0<v,0<u+v< M}

es un difeomorfismo entre los conjuntos A y B. Por lo tanto, el teorema del

cambio de variable permite concluir que
M M
/ (f*xg)(t)dt| = ‘//f v) du dv _/ |f(u)|du/ lg(v)| dv < o0,
0 0 0

por lo que f * g es integrable en cada intervalo [0, M] con M € N, asi que fxg
es localmente integrable. En particular, f x g estd bien definida en casi todo
punto de [0, M]. Si Ay C [0, M] es el conjunto (de medida nula) para el que
no existe la integral en cada intervalo [0, M], entonces f * g estd bien definida
en R salvo, a lo sumo, en UprenAnr, que es un conjunto de medida nula. |
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Teorema 1.31 (Transformada de Laplace de la convolucién). Sean f y
g funciones que admiten transformada de Laplace con abscisas de convergencia
ory o4. Entonces f*g admite transformada de Laplace y 0.y < max{oy,o4}.
Ademés, si Rz > 0.4, se tiene que

L[f +gl(2) = £f(2)Lg(2)-

Demostracion. Se trata de aplicar el criterio de Tonelli para garantizar que fx*g
admite transformada de Laplace. En primer lugar, notemos que en virtud de
la observacién 1.29,

(f % 9)(1)] < /O F(2)g(t — 2)]| da.

Sea A = {(x,t) eR?:0<z< t}. Si s € R,s > max{oy,04}, se verifica, en
virtud de la observacién 1.29, que

/OOO e /Ot |[f(z)g(t — z)| do dt = // e3¢0 | () g(t — z)| da dt.
A

A continuacién se aplica el teorema del cambio de variable con el difeomorfismo
(u,v) : A = R?,  (u,v) = (x,t — x). Dicho teorema garantiza que la integral
anterior tiene el mismo caracter y es igual que

[[ st o= [T e sl an e o) o< oo
R2

que es finita porque s € Dy N D,. El criterio de Tonelli garantiza que la funcién
e 5t |f(xz)g(t — x)| x4 es integrable y por el criterio de comparacién, la integral
de Laplace de f * g existe si Rz > s, lo que prueba que o,y < max{oy,o4}.
Aplicando el teorema de Fubini y operando como se hizo en la ecuaciéon anterior
se establece finalmente la igualdad

L(fxgl(z) = / Zt/ f(@)g(t — ) dx dt
= [T e [T e o= 2re2e0)
para Rz > méx {of,04}. |

1.3.2. Transformada de Laplace de la primitiva

Una funcién localmente integrable admite infinitas primitivas, pues al sumar
una constante cualquiera a una primitiva se obtiene otra. A la tinica primitiva de
una funciéon f que se anula en —oo se la denomina tradicionalmente integrador
de f. Para una funcién f € Li (Ry) el integrador ¢ se escribe de la siguente

o t) = /too f(z)dz = /Ot f(z)dx

Carlos Arranz Simén
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Teorema 1.32 (transformada de Laplace del integrador). Sea f € L. (R})
que admite transformada de Laplace con abscisa de convergencia oy, y sea

o(t) = fg f(7)dr cuando ¢ > 0. Entonces:

1. La funcién ¢ admite transformada de Laplace con abscisa de convergencia
o0, <max{0,0} y se verifica

Lo(z) = %Sf(z) si Rz >méx{0,07}.

2. Si s> méx{0,0¢},
p(t) =o(e"),

esto es, la funcién ¢ es de orden exponencial.

Demostracion. En virtud de la observacion 1.29, la funcién ¢ se puede escribir
como

(1) = /0 f(r)dr = /0 T HE - ) dr = (f « H)(2).

En el ejemplo 1.10 se demostré que H admite transformada de Laplace con abs-
cisa de convergencia oy = 0. Por lo tanto, el teorema 1.31 garantiza que ¢ admi-
te transformada de Laplace con abscisa de convergencia o, < max {oy,o¢} =
méx {0,07}. Ademas,

Lo(z) = L[f * H] (z)sz(z)EH(z):%Ef(z), si Rz > méx{0,0/}.

Finalmente,

t t
o) < /0 ()] dr = /0 e |o(r)] dr
. t

<

o0
[eletmar et [© e o) ar
0 0

y como la tltima integral es finita porque s € D, se verifica que ¢ es una

funcién de orden exponencial. [ ]

La transformada de otra primitiva de f, que diferira en una constante aditiva
del integrador, se obtendra a partir del resultado anterior y teniendo en cuen-
ta la linealidad de la transformacién y que las funciones constantes admiten
transformada de Laplace.

1.3.3. Transformada de Laplace de las derivadas

Definicion 1.33. Sea I C R un conjunto abierto. Se dice que f: I — C es de
clase C* ((0,00)) a trozos si f € CF~1(I) y existe {ty},cn contn € Iy tn < tni1
tal que f*~1) es derivable en I\ {t, : n € N}

Lema 1.34. Si f es de clase C* ((0,00)) a trozos y f es localmente integrable,
entonces el limite

lim f(t) = f(07)

t—0t
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existe y es finito. Ademads, para cada t € I,

£(t) = F(OF) + /0 F'(t) dt.

Demostracién. Como f es de clase C'((0,00)) a trozos, existe {t,},cy con
tn € Iyt < tyyr tal que f*~1) es derivable en I \ {t : n € N}. Se supone
sin pérdida de generalidad que t; = 0. El Teorema Fundamental del Calculo
garantiza que para todo a, € (t,,tn+1) se tiene que

t
f(t) = f(an) +/ f'(z) du, si by <t <tpyr

f” es localmente integrable, en particular, es integrable en (¢, t,+1) v se verifica
que (ver observacién 1.4)

F(E5) = tm f(t) = fan) — [ () dr.

t—t.} tn

En particular, existe h’]%riL f(t) = f(0"). Como f es continua, f(t,) = f(t}) si
t—

n > 1. En consecuencia, para cada t € (t,, tn+1),
t an t
fe)+ | f@)de = flan) = | fla)dz+ [ f(2)de= f(t).
tn tn t’ﬂ

Por tltimo, dado t € (0,00), existe n € N tal que ¢, < t < t,41 y se tiene
que

t n=1 atpq t

100+ [ F@do=gon+ Y [ r@dns [ e -

k=1 k n
n—1

FOM) + D (f(ter) — £(tr) + tfmwm:ﬂuw—tf@Mx::fw-

k=1

Teorema 1.35. Supongamos que f es de clase C' ((0,00)) a trozos y que f(™
admite transformada de Laplace con abscisa de convergencia oy, . Entonces:

1. Existen los limites

lim f0(¢) = f9(0F), 0<j<n-1

t—0

2. f admite transformada de Laplace y oy < max {oy,,0}. Ademas, si Rz >
max {oy,,0},

e [f<”>] (2) = 2"Lf(2) — 2" 1 F(0T) — 2" 2/ (0F) — ... — 7 (0T).
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26 Capitulo 1. La teoria clasica de la transformada de Laplace

3. Las derivadas hasta el orden n — 1 de f son de orden exponencial. Con-
cretamente, si s > méx {0y, , 0},

fj(t)zo(eSt) cuando t — 00 0<j<n-1.

Demostracion. Como f(™ admite transformada de Laplace, es localmente in-
tegrable y el lema 1.34 garantiza que existe Hm+ fO=D@) = fFO=D(0F) y que,
t—0

para cada t € (0, 00),
t
£ = 00 4 [ e da
0

Para el primer sumando £ [f("~1(0%)] = f(0%)/z si Rz > 0 (las funciones
constantes admiten TL con abscisa de convergencia o = 0). El teorema 1.32
garantiza que el segundo sumando admite transformada de Laplace con abscisa
de convergencia o < max {oy,,0} y que es igual a £[f (”)] (2)/z. Finalmente,
por la propiedad de linealidad de la TL (1.11.1) se verifica que

£ [f(")] (z2) = 2L [f(”*l)} (z) — F=D0") si Rz > méx{oy,,0}.

Ademés, si s > méx{oy,,0} el teorema 1.32 asegura que f"~!(t) = o(e*)
cuando ¢t — oo. Aplicando sucesivamente el mismo razonamiento a fU), j =
n—1,n—2,...,0 y razonando por induccién se demuestran los tres apartados
del teorema. |

Observaciones 1.36.

1. Si las funciones fU), j = 0;---n son continuas en ¢ = 0 por la derecha, la
ecuacion en 1.35.2 se puede escribir de la siguiente manera:

, (n=1)(0)

Donde se pueden reconocer en la funcién entre corchetes los n primeros
términos del desarrollo de Taylor de f en torno a t = 0.

2. En el teorema 1.35, la hipdtesis de que f sea de clase C"((0,00)) a trozos
se puede sustituir por que las funciones f(i), para 0 < 7 < n, sean ab-
solutamente continuas (ver apéndice A). De hecho, el lema 1.34 prueba
precisamente para las funciones de clase C"((0, 00)) a trozos y localmente
integrables las primeras n — 1 derivadas son funciones absolutamente con-
tinuas. Esta hipdtesis mas sencilla se incluye, en primer lugar, porque no
es necesario recurrir a los métodos del Anélisis Real avanzado. En segun-
do lugar, porque las funciones regulares a trozos aparecen frecuentemente
en las aplicaciones practicas, vease por ejemplo
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Ejemplo 1.37 (La funcidén dientes de sierra). La funcién dientes de sierra
S en R esta caracterizada por ser la tnica funcién continua que toma el valor
1 en los enteros impares, 0 en los enteros pares y en el resto es lineal afin. Esta
funcién se puede expresar como

St)y=1—]t—(2n+1)| si te[2n,2n+2].

Sin embargo, se puede expresar de forma mas sencilla a partir de la funcién
onda cuadrada presentada en el ejemplo 1.27 como

t
S(t):/o s(t)dr,

basta notar que S'(t) = s(t) si t ¢ Z y que S(0) = 0 y aplicar el lema 1.34.
En estas condiciones, el teorema 1.32 prueba que S admite transformada de
Laplace con abscisa de convergencia og < 0 y que

1 1
£5(z) = ;23(2’) = ?tanhg si Rz > 0.

1.4. Valor final de la transformada de Laplace

El objetivo de esta seccién es probar que la transformada de Laplace de una
funcion localmente integrable tiende a 0 cuando el médulo de su argumento
tiende a infinito, en un sentido que se precisara.

El primer resultado muestra que la funcién transformada se anula en el
infinito cuando la variable tiende a infinito a través de ciertos sectores angulares.
En lo que sigue, se denota por arg(z) € (—m,n], para z € C, el argumento de
un ndmero complejo en su determinacién principal.

Proposicién 1.38. Sea f € L} (R.) que admite transformada de Laplace con
abscisa de convergencia oy y 20 € R con zg > oy. Entonces, para cada ¢ > 0,
existe R > 0 tal que si |arg(z — 20)| < ¢ < 7/2 y |z — 20| > R, se tiene que
[Lf(2)] <e

En particular, si {z,}, es tal que |arg(z, — 20)| <9 <7/2y nl;ngo |zn| =

+00, se tiene que lim £f(z,) = 0.
n—+o0o

Demostracion. Sea € > 0. Para cada z € C,Rz > 0, con |arg(z — 20)| < ¢ <
7/2 existe § > 0 tal que

oo 5 .
/Oye tf(t)\dtg/o 7)) dt < &

Ademas, si Rz > Rzg la funcién t — }e_(Z_ZO)t} es decreciente, por lo que
alcanza su méximo en un intervalo en el extremo inferior del mismo. Esta
funcion tiende a 0 cuando t tiende a infinito. Por tanto, se tiene que para
valores suficientemente grandes (digamos, Rz > «):

/ e E(t) dt‘ < e_m(z_zo)é/ }e_zotf(t” dt = Me R(z—20)0
19 19

N ™
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28 Capitulo 1. La teoria clasica de la transformada de Laplace

Si Rz > max {0, 2o, a} se verifica que

s | () ] +

/oo e A f(t) dt’ <e
)

Finalmente, basta ver que para cada z con |arg(z — 29)| < ¥ < 7/2 se tiene
que
R(z— 2
0 < cosyp < cos(arg(z — 20)) = |([|)) = Rz > RNzp + |2 — 20| cos 1),
zZ — 20
por lo que la primera parte del teorema se concluye tomando R de forma que si
|z — 20| > R, entonces Rz > max {0, zp, a}. La segunda parte de la proposicién
es consecuencia directa de la primera. |

A continuacién se presenta un lema importante en la teoria de series y
transformadas de Fourier: el lema de Riemann-Lebesgue. Este resultado asegura
que los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de una funcién en un
intervalo cerrado tienden a 0 cuando n tiende a infinito. También establece que
la transformada de Fourier de una funcién integrable tiende a 0 en infinito.
Aqui se enuncia una versién general del lema cuya prueba puede encontrarse
en [Bac00].

Lema 1.39 (de Riemann-Lebesgue). Para cada f € L'([a,b]), —co < a <
b < o0, y para cada funcién medible y acotada h definida en R que verifica la
condicion de promedio

1 C
Mn/h@ﬁ:Q
0

c—+oo ¢

entonces,

Observacién 1.40. Las funciones sinusoidales sin y cos satisfacen la condicién
de promedio anterior. Por ejemplo, para h(t) = sen(t):

1 C
/ sintdt‘ =
¢ Jo

razonandose andlogamente con la funcién coseno. Si f es una funcién compleja
e integrable se verifica que:

2
<— =0 cuandoc — 00,

1
—(1 —cosc)| <
]

C

lfim e“tf(t)dt =0

w—to0 0

sin mas que separar la exponencial como combinacién lineal de seno y coseno
y aplicar el resultado anterior a la parte real e imaginaria de cada integral.

FEl siguiente lema es consecuencia del Lema de Riemann-Lebesgue y su de-
mostracién, que no se incluye, se puede encontrar en [Doe74, p.144].
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Lema 1.41. Si f € L}, (R+), entonces la integral

t
/ e f(r)dr
0
tiende hacia 0 cuando y — £oo uniformemente en [0, 7], para cada T' > 0.

Proposicion 1.42. Si f admite transformada de Laplace en g € R, entonces
limy 400 £f(z + iy) = 0 uniformemente para x > .

Demostracion. Para cada T > 0 se tiene que

T
/ e F(t) dt‘ +
0

En primer lugar, para acotar el segundo sumando es claro que si z € Dy con
Rz > x(, entonces para cada ¢ > 0 existe T > 0 tal que

| e dt\ <

0

/Oo e f(t) dt‘

T

[Temwal < [Tetoras [Temtorase
T

T T

Para acotar el primer sumando, integrando por partes se sigue que

T . T T t

/ et eV f(r)] dt = e T / e f(r)dr + @ / e / e f(7)dr,
0 0 0 0

entonces

+

T
/ et dt.
0

El Lema de Riemann-Lebesgue 1.39 garantiza que el primer sumando del
lado derecho de la desigualdad anterior tiende a 0, cuando y — 400, indepen-
dientemente de x. Para el segundo término se tiene que

T . T
/ e e W f(t) dt‘ < el / e T f(r)dr
0 0

|z]  méx
0<i<T

/0 e () dr

T
\w[/ e dt =1 - e_xT‘ <1+e 2T
0

y de nuevo por el Lema 1.41 dicho sumando también tiende a 0 uniformemente
en x. ]

Teorema 1.43. Si f admite transformada de Laplace con abscisa de conver-
gencia o, para cada € > 0 existen X e Y tales que si 2z > X o [3z| > Y,
entonces |£f(z)| < e. En particular, £(z) tiende a 0 siempre que |z| — 0.

Demostracion. El teorema es consecuencia directa de 1.42 y 1.38. |
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30 Capitulo 1. La teoria clasica de la transformada de Laplace

1.5. Transformada de Laplace inversa. La férmula de
inversion.

1.5.1. Unicidad de la transformaciéon de Laplace.

El objetivo de este apartado es estudiar bajo qué condiciones dos funciones
localmente integrables tienen la misma transformada de Laplace. Claramente, si
dos funciones son iguales casi siempre en [0, c0) tendrén la misma transformada.
Lo que se persigue es probar que este es el Unico caso posible en el que las
transformadas pueden coincidir, es decir, que si £f = £g en un semiplano,
entonces f = gen [0,00). Esto es, f =g en L} (Ry).

Lema 1.44. Sea 1 € Cla, b] tal que todos los momentos de 1 en el intervalo

(a,b) son nulos, esto es, que f: x"p(z) dx = 0 para cadan = 0,1,... Entonces,
¥ =0en [a,b.

Demostracion. La condicién del enunciado garantiza que f;’ P(z)y(x)dz =0
para todo polinomio. El teorema de Weierstrass (ver, por ejemplo, [Apo96,
Teorema 11.15]) asegura que existe una sucesién de polinomios {P,} 7, que
converge uniformemente a la funcién continua 1. En estas condiciones

b b b
0= lim Pn(x)w(m)dﬂc:/ q;(x)w(x)dx:/ (@) da.

n—oo

Esto garantiza que W\Q = 0 en [a,b], y la continuidad permite concluir que
C.S.

P =0. ]

Este lema juega un papel central en la demostracion del teorema de unicidad,
pero requiere que la funcién sea continua. El resultado siguiente premite salvar
esta dificultad, pues asegura que se puede expresar la transformada de una
funcién localmente integrable en términos de la de una funcién absolutamente
continua

Lema 1.45. Sea f que admite transformada de Laplace con abscisa de con-
vergencia oy y zo € C tal que Rzg > oy. Para cada z € C tal que z > Rz se
tiene que

£f(2) = (2 — 20) / - e~ Em20)t (1) dt,
con °

t
o) = [ e gt ar
0
Demostracion. Las funciones

t t
gp(t) = / e*ZOTf(T) dr 'y e*(z—zg)t 1= —(Z _ ZO)/ ef(zfzo)T dr
0 0

son absolutamente continuas en cada intervalo compacto de R. Teniendo en
cuenta que p(0) = 0 e integrando por partes se sigue que

T T
/ eAf)dt = / e~ (F20)t 20t (1) dt =
0 0

T
= e 2T u(T) + (2 — 2) /0 e~ =200 (1) dt.
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Puesto que ¢ es una funcién continua y, por el teorema de la convergencia
dominada, th ©(t) = £f(20), ¢ es una funcién acotada.
—00

Por tanto, la funcién ¢ € [0,00) — e~ (*7%0)tx(t) es integrable, por ser pro-
ducto de una funcién acotada y otra integrable, y tiende a 0 cuando 7" — oo.
Tomando limites cuando T" — oo y utilizando de nuevo el teorema de la con-
vergencia dominada se tiene que

L£f(z) = / e #dt = (2 — 2) / e~ =20)t () dt,
0 0
como se queria demostrar. |

Teorema 1.46 (Unicidad de la transformada de Laplace). Sean f,g €
L}OC(R+) que admiten transformada de Laplace. Si £f = 0 para cada z € C tal
que Rz > o, entonces f = 0 en [0, 00).
C.S.
En particular, si £f(z) = £¢(z) para todo z € C tal que Rz > méx {of,04},
entonces f = g en [0,00).
C.S.

Demostracion. Sea zg € C con Rzg > oy. El lema 1.45 asegura que

2f(2) = (= — 20) /0 ety dr,
o(t) = /0 e f(r) dr.

Entonces, para cualquier o > 0 se tiene que
o0
Lf(z0 +no) = na/ e "to(t)dt =0 para n=1,2,3...
0

y realizando el cambio de variable t € (0,00) — x = e 7% € (0, 1),

1

1
/ 2" Yp(x)dr =0 para n=1,2,3...
g.Jo

0, equivalentemente,

1 /1
/ 2"Y(x)de =0 para n=0,1,2...
0

o
donde 9 (z) = p(—logxz/o), que es precisamente la hipdtesis del lema 1.44.
Para utilizar este resultado se requiere que la funcién ¢ sea continua, por lo
que se definen 1(0) = tllglo o(t) = £f(20) y ¥(1) = ¢(0) = 0. Asi, el lema
mencionado garantiza que ¥ = 0 y, en consecuencia, que ¢ = 0. Puesto que la
funcién ¢t € [0,00) — e *! f(t) es integrable, ¢ es absolutamente continua en
cada intervalo acotado y el teorema fundamental del calculo garantiza que es
derivable en casi todo punto de [0,00) y que, ademas,

0=¢'(t) = e L f(t) en [0,00).

Como et £ 0, se deduce que f = 0 en [0, 0).
C.S.
La segunda afirmacién se deduce de la primera y de la linealidad de la
transformacion. [ ]
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32 Capitulo 1. La teoria clasica de la transformada de Laplace

La demostracion del teorema sigue siendo vélida bajo una hipdtesis méas
débil.
Corolario 1.47. Sean f,g € L}OC(RJr) que admiten transformada de Lapla-

ce, y 20 € C tal que Rz > oy. Si £f se anula en una sucesién de puntos
equiespaciados en una recta paralela al eje real

Lf(z0+no)=0 para o>0,n€N,

entonces f = 0 en [0, 00).

En partiéﬁlar, si £f(z) = £g(z) en una sucesién de puntos equiespaciados
en una recta paralela al eje real, entonces f = g en [0, c0).
C.S.

Corolario 1.48 (Teorema de Lerch). Sean f y g funciones continuas que
admiten transformada de Laplace. Si £f(z) = £¢(z) para cada z € C tal que
Rz > max{of,04} (0, al menos, en una sucesiéon de puntos equiespaciados
paralela al eje real), entonces f(t) = g(t) para todo ¢t > 0.

Demostracion. El teorema 1.46 asegura que f = g en [0, 00) bajo las hipdtesis
C.S.

del enunciado. El hecho de que dos funciones continuas e iguales casi siempre
son iguales permite concluir. |

Corolario 1.49. Si f € L} (R,) admite transformada de Laplace y £f es una

loc
funcién periddica, entonces £f = 0.
Demostracion. Supongamos que £f es periddica con periodo o € C, Ro > 0.
Para cada z € Dy se tiene que £f(z) = £f(z + o), luego

/0 et f(t)dt — /0 " (et f(t)dt = /0 h e A (1 —e ) f(t)dt =0,

por lo que (1—e~ ) f(t) = 0. Si Ro # 0, el factor (1—e~%) solamente se anula

si t = 0; mientras que si o es imaginario puro, se anula cuando t = (27in) /o,

n € N. En cualquier caso, se trata a lo sumo de una cantidad numerable de

ceros, por lo que f = 0 en [0, 00). [ |
C.S.

1.5.2. La féormula de inversién y sus consecuencias.

Abordamos a continuacion el problema de encontrar una funcién localmente
integrable f tal que £f = F, dada una funcién F' holomorfa en un semiplano.
Este problema es de importancia central en la aplicacion de la transformacién
de Laplace a la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias, como se deta-
llara en el capitulo 3.

Ejemplo 1.50 (Funcién racional como transformada de Laplace). Sea
R(z) = P(2)/Q(z), donde P y @ son polinomios con grad P < grad Q. Se
supone que los ceros de @) son zi,..., 2, con ordenes respectivos ni,...,ng.
Entonces R se puede escribir de la siguiente manera:

o o)
_ N —1

RE =33
j=1i=1 J
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donde .
a) = lim L4 [(z=2z;))" R(2)] si r=1,...,n,.
r 2=z vl d2” J B
Esto se debe a que los coeficientes a;, son los coeficientes que acompanan a la
potencia (z — z;) ™" en el desarrollo en serie de potencias de Laurent de R

en torno a z;j. Por tanto, la funcién

es holomorfa en todo el plano complejo. Pero R(z) — 0 por hip6tesis (grad P <
Z—00

grad Q) y el segundo sumando también tiende a 0 en infinito por cémo esté cons-
truido. Por lo tanto, R* tiende a 0 en infinito, asi que es una funcién holomorfa
y acotada. El teorema de Liouville (ver [Ash07, Teorema 2.4.1]) garantiza que
R* es una funcion constante que debe coincidir con el limite de la funcién en
infinito, luego R* = 0 como querfamos demostrar.

En estas condiciones, podemos asegurar que toda fraccién racional R que
se puede escribir de la forma anterior es la transformada de Laplace inversa de
una funcién localmente integrable, puesto que, en virtud de las proposiciones
1.25 y 1.11.4, se tiene que

[ - =

asi que la funcién

k  ng
; Lt
HOED D) B (1.3)

j=1n=1

es tal que £f(z) = R(z) con o5 = max {RNzy,--- , Nz}

Definicién 1.51. Sea f € L} (R). Se llama walor principal de Cauchy de

loc
f_oooo f dx al valor del siguiente limite, si existe,

0o P
VP/ fdr= lim / fdx.
oo p—oo [,

La existencia del valor principal de Cauchy no garantiza la integrabilidad
de la funcién en R, aunque el limite sea finito. Un contraejemplo cldsico de
este hecho lo da la funcién f(z) = 27! SeN T X (0,00); que No es integrable en el
sentido de Lebesgue; pero.

P
sen T T
dr = —

P
lim f(x)dx = lim

Si la funcién es integrable en R, entonces el valor principal de Cauchy exis-
te y es igual a la integral de f en R, como consecuencia del Teorema de la
Convergencia Dominada.
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A continuacién se enuncia la férmula de inversion para la transformada de
Laplace, que permite recuperar los valores de una funcién a partir de los de su
funcién transformada. La prueba se apoya en el resultado correspondiente para
la transformada de Fourier, que se recoge en el apéndice.

Teorema 1.52 (Férmula integral de Bromwich). Sea f € L} (Ry) que

admite transformada de Laplace, £f, con abscisa de convergencia o¢. Sixz > oy,
entonces para cada t € R tal que f es de variacién acotada en un entorno de ¢,
se verifica que
JE)+ 17) =—VP e Lf(2)dz,
2 27

T—100

donde [ :E—H;)ooo denota la integral sobre el camino 7, : R — C tal que v,(t) =

r—1

x + ti.

Demostracién. Si x > oy, entonces la integral de Laplace de f en z = x +
iy existe para cada y € R. En consecuencia, la funcién t € R +— e %t f(¢)
(conviniendo en que f(t) < 0sit < 0) es integrable en R, pues [, |e™* f(t)| dt =
Jo7 le7# f(t)]| dt < oo. Por tanto, t € R — e~ f(t) admite transformada de
Fourier. Ademas, si f es de variacién acotada en un entorno de t € R, puesto que
e~*! también lo es por ser derivable con continuidad en el entorno; y también
lo es e~ *! f(t) por ser producto de funciones de variacién acotada. Por lo tanto,
la féormula de inversién para la transformada de Fourier garantiza que

+ - <

Pero la transformada de Fourier y la de Laplace se relacionan segin la férmula

o0

Fler)} () = / "W f(t) dt = £f (x +iy).

—00

Combinando las dos ultimas expresiones e introduciendo la exponencial en la
integral

+ - o ;

que coincide con la expresién enunciada en el teorema, puesto que si h es
una funcién cuyo dominio de definicion incluye al soporte de ~, se tiene que

/% h(z)dz = /_Z Wz + iy)i dy.

Observaciones 1.53.

1. Si, bajo las hipotesis del teorema anterior, f es continua en ¢, entonces la
féormula de inversién proporciona el valor f(t).

2. Sit < 0, entonces f = 0 en un entorno de t y f es una funcién de variacién
acotada en dicho entorno, por lo que la integral en 1.52 es nula.
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3. Notese que en la férmula de inversién 1.52 la integracién se puede realizar
en cualquier recta vertical #z = x, con tal de que = > 0. Este hecho, apa-
rentemente sorprendente, es consecuencia del Teorema de Cauchy y del
caracter holomorfo de £f. Dada una funcién f que admite transformada
de Laplace con abscisa de convergencia oy y x1, 72 € R con z2 > x1 > oy,
M > 0, se consideran los siguientes caminos orientados:

-y =|zy — Mi,x1 + M3

[ ]
- Ty =[z1 — Mi,zo — Mi]
- I's = [xg — Mi,zo + Mi]
- Ty = [xo + Mi, xy + Mi]

El teorema 1.15 garantiza que la funcién, para cada t € R, z € Dy
e*!£f(2) es holomorfa y en virtud del Teorema de Cauchy

/Fl e Lf(2) dz:/FQ e Lf(2) dz+/rg e Lf(2) dz+/r4 e Lf(2)dz

Ademds, teniendo en cuenta que si z € [x1 — Mi,x9 — Mi] se tiene que
}etz‘ < e < eltlr2 ) ge puede acotar la integral en T'y de la siguiente

manera:
/ e Lf(2)dz
1)

puesto que (x2 — x1) es la longitud del camino T's. El teorema 1.43 ga-
rantiza que el lado derecho de la desigualdad tiende a 0 cuando M tiende
a 00, por lo que la integral en el camino I'y se anula. El mismo razona-
miento permite concluir que la integral en I'y se anula cuando M tiende
a 0o. Por tanto:

< (zg — avl)eltlg”2 max [£f(2)]
z€l'o

lim e Lf(z)dz = lim e Lf(2)dz

M —oc0 1'\1 M—o0 1'\3
esto es,
x1+00 Z2+00
V.P. e Lf(2)dz = V.P. e1Lf(2)dz
T1—00 To—00

La observacion 1.53 es un ejemplo de como se puede modificar el camino de
integracion de la férmula de inversién. El caracter analitico de la funcién trans-
formada y el teorema de Cauchy permiten modificar dicho camino y encontrar
expresiones méas manejables para calcular la transformada de Laplace inversa
de una funcién.

En general, la transformada de Laplace de una funcion f, definida original-
mente en su dominio de convergencia Dy, no se puede extender a una funcién
analitica en todo el plano complejo. Sin embargo, en muchas ocasiones £f si
se puede extender a una funcién que es analitica salvo en un nimero finito de
singularidades aisladas. Si estas singularidades, ademas, son polos de F', se dice
que F' es meromorfa. Esta extensién ha de ser unica en virtud del principio
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de identidad para funciones analiticas. Ademds, si oy es la abscisa de conver-
gencia de f, los polos de F' tienen que estar necesariamente en el semiplano

{z€C: Rz <oy}

A continuacién se prueban una serie de resultados encaminados a obtener
férmulas maés sencillas para calcular la transformada de Laplace inversa de una
funcion.

Proposicion 1.54. Sea F' una funcién analitica en C salvo en un nimero
finito de singularidades aisladas y zo € C. Sea {py },,cy una sucesién de nimeros
reales positivos estrictamente creciente y no acotada. Se consideran los caminos
semicirculares 7, centrados en zy, de radio p, y a la izquierda de la vertical,
esto es, v, : [7/2,37/2] — C tal que v,(t) = pne® (resp. a la derecha de la
vertical, esto es, v, : [-7/2,7/2] — C tal que 7, (t) = pne'). Se supone que los
radios de las semicircunferencias son tales que no hay ninguna singularidad de
f en el soporte de las curvas.
Ademéds, se supone que existen R, M,p > 0 tales que

M
|F(2)] < P siempre que [z| >R y Rz <Rzp (resp. Rz > RNzp).

En estas condiciones, se tiene que

/ e*F(z)dz — 0 para t>0 (resp.t<0) cuando n — oo.

n

El teorema sigue siendo véalido si se utilizan porciones de las semicircuferen-
cias v, como caminos de integracién.

Demostracion. Siz=zg+0

3mw/2
/ e F(2) dz = e'* / e F (2o + 0) db,
n w/2
donde la integral de la derecha se evaltia en el camino t € [1/2,37/2] = pne®.
Puesto que la sucesion de integrales de la izquierda tiende a cero si lo hace la
de la derecha, basta probar el resultado para zy = 0. En estas condiciones, para
n suficiente grande (tal que p, > R) se tiene que

/ e F(2)dz
Tn

3r/2 T
Mpgp / etpn cos Gpnde — MP,:Z)—H / e—tpn sin ng
w/2 0

2

3r/2 ) )
< / R(tone®) ‘F(pnew)pniew‘ de <
™/

w/2 )
= 2Mp;LpJrl / e tPnSINe o
0

En el pentltimo paso de la ecuacién anterior se ha realizado el cambio de
variable ¢ = 6 — 7/2. En el intervalo 0 < ¢ < /2 la funcién seno verifica la
acotacién sin ¢ > (2/7)p, por lo que

/ R () d

n

1 — e tPn

w/2
< 9OM p+1/ —tone 4o = M P
= pn 0 € 90 pn t(2/7T)
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cuando n — oo, siempre que t > 0. Si se utilizan porciones de circunferen-
cia con el dngulo fijo 7/2 < 6; < 6 < 0y < 37w/2, la secuencia de integrales
p(pn) 0912 etPrncos0p 4 ests dominada por las integrales en las circunferencias
completas, puesto que el integrando es positivo.

Cuando las semicircunferencias estan a la derecha de la vertical, con ¢t < 0,
basta poner z = —6 y notar que

/n e F(2)dz = —/etaF(—Q) de,

donde las integrales de la derecha se evalian de nuevo en el camino t €
[7/2,37/2] — pre', por lo que se razona de la misma forma. |

El teorema anterior permite conectar la férmula integral de Bromwich con el
teorema de los residuos para el cdlculo de la transformada de Laplace inversa.

Teorema 1.55. Sea f € L} (R;) que admite transformada de Laplace con

abscisa de convergencia oy y sea 79 € R con zg > 0. Se supone que:
1. f es continua en ¢ € [0,00) y de variacién acotada en un entorno de t.

2. £f se extiende a una funcién meromorfa F' con polos {z,} 2. Se supone
que estdan ordenados de forma que |zp — zg| < |21 —xo| < - --.

3. Existen R, M,p > 0 tales que

M
|F(z)] < P siempre que [z| > R y Rz < Rzp.
z

Entonces,

f(t) = Z Res(e*F(2), z,).
v=0

Demostracion. Si v, son semicircunferencias de radio p, centradas en xg € R
como en la proposicién anterior y se consideran los caminos wy, : [—pp, pn] = C
tales que wy,(t) = o + it, esto es, los didmetros que cierran las semicircunfe-
rencias y,. Si F' es meromorfa, el teorema de los residuos establece que

iz’ /n e*F(z)dz + 1 /wn e F(2)dz = Z Res(e*F(2), z,).

2 27
seP(f)
2, €D(x0,pn)

Puesto que £f es analitica en el semiplano {z € C: Rz > o}, todos los polos
de F verifican Rz, < xo. Esto garantiza que si z, € D(xg, pn), entonces estd
encerrado en el contorno formado por la unién de los soportes de p, y wy.

Cuando n — 00, se ha demostrado que la integral de la izquierda tiende a 0
en las condiciones del teorema en 1.54, mientras que la integral de la derecha
permite obtener los valores de la tranformada de Laplace inversa mediante la

Carlos Arranz Simén



38 Capitulo 1. La teoria clasica de la transformada de Laplace

férmula de Bromwich. Como f es continua y de variacién acotada en un entrono
de t,

xo+1i00

lim 21/‘% e F(2)dz = VP/I e F(2)dz = f(t).

27 0—ioco

Puesto que p,, — oo cuando n — oo, se tiene que

7 tz tz
nlin;o Z Res(e F(z Z Res(e*F(z), zp).
seP(f
zZ GD(mo,pn)

Tomando limites cuando n — oo en la primera igualdad se concluye la prueba.
[ |

Este resultado permite representar una funcién continua y de variacién aco-
tada en términos de los residuos de su transformada de Laplace. Sin embargo, no
siempre se puede tomar la transformada de Laplace inversa término a término
en una serie infinita. El siguiente teorema anade mas informacién en el caso de
que la funcién transformada tenga un nimero finito de singularidades.

Teorema 1.56 (Férmula de inversién de la transformada de Lapla-
ce). Sea F analitica en C salvo en un nimero finito de singularidades aisladas
21, ..., 2n que se encuentran en el semiplano {z € C : Rz < a}. Se supone que
existen M, R,p > 0 tales que

M
2"

Entonces, la funcién f : [0,00) — C dada por

= Z Res(e*F(2), z,).
v=1

admite transformada de Laplace con oy < a'y £f(z) = F'(z) para cada ¢ > a.

[F(2)] <

siempre que |z| > R.

Demostracion. Sea {p,},.; una sucesién creciente y no acotada de nimeros
positivos. Para cada z € C con Rz > a y cada n € N se definen los caminos

Yo @ [7/2,37/2] = C Yn(t) = Rz + ppe’
Wn, ¢ [—pn, pn] = C wn(t) = Rz + it

T |—m/2,7/2] - C Yn(t) = Rz + ppe
Wn : [=pn, pn] = C wn(t) = Rz —it

donde I';, = 75, +wp, es una semicircunferencia centrada en fz hacia la izquierda
de la vertical y I';, = 7, + w, es una semicircunferencia centrada en Rz hacia
la derecha de la vertical. Para n suficientemente grande, las singularidades de
F estan dentro de I',, por lo que

/ e F(&)dz =2mi Yy Res(e"F(2), 2,) = 2mi f(1).

n v=1
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omi £f(2) = /OOO e </n B F () df) dt

Puesto que la curva I, estd parametrizada por un intervalo finito y F' es con-
tinua en I', para £ € I';, y t > 0 se tiene que

Por tanto,

— (=)t < (Rz—a)t
IR < e mix |F(€)].

Asi que,

SR (€) dedt < F(&)| LT,
L )dédt < o mix [F(O)] L(Ty) < o,

donde L(I';) denota la longitud de la curva en cuestién. Por tanto, la fun-
cién del integrando es integrable y se puede aplicar el teorema de Fubini para
intercambiar el orden de integracion, asi que

omi Of(2) = // F()drds = | j(fédg

_ (€ F(¢) F(
_ /n5 Zd§+/rn+1“nz—§d€_2 F()+/%+%z_

donde en la tltima igualdad se ha utilizado, en primer lugar, la férmula de
Cauchy, puesto que sopI';, C {z € C: Rz > a} donde, donde F' es analitica.

)

)

En segundo lugar, que las integrales sobre I'y, + T, y v, + 7» coinciden, puesto
que las integrales en 7, y 7, se cancelan. Finalmente, puesto que el integrando
satisface las hipotesis de 1.54, tomando el limite cuando n tiende a infinito se
llega a que

L£f(z) = F(2) si Rz > a,

como se queria demostrar. |

Corolario 1.57. Sea F' una fraccién racional, es decir, tal que existen polino-
mios P, @ tales que F' = P/Q. Se supone que grad P < grad Q, que z1,..., 2,
son las raices de Q y @ = méax{z1,..., z,}. Entonces, la funcién f : [0,00) — C

dada por
= Res(e"“F(2),2)
v=1

verifica las siguientes propiedades:

1. f es continua en [0,00) y de orden exponencial, con lo que admite trans-
formada de Laplace. Ademas, oy < o y para cada z € C con iz > « se
tiene que F'(z) = £f(z2).

2. Para cada ntimero real x > « y cada t > 0 se tiene que

f(t)=-—VP /x+ioo e F(z)dz.

—100
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40 Capitulo 1. La teoria clasica de la transformada de Laplace

Demostracion. (1) Segun lo expuesto en el ejemplo 1.50,

ng
ZZ
Z—ZJ

7j=11i=1
donde 21, ..., 2, son las raices de Q y se tiene que
B S S (14)
j=1n=1
estal que £f(2) = F(z) con oy = max {Rzy,--- , RNz, }. Por tanto, f es continua.
Ademads, como a > Rz, paracadav =1,--- | n,
tk zyt
lim = lim tFe® = =0 paratodosk=1,--- ,my_1;v =1, ,n.
t—oo | et t—o0

Por tanto, existen constantes tx, > 0y My, > 0 tales que

(V)

a, o t < My, e® si t> tg,.

—e

Finalmente, si t > Hliax tr,, se tiene que
sV

n my

FOI<2. D 1=

v=1k=1

tk 1 tzy
n(mi + -+ my) max My, e,

v

)

por lo que f es de orden exponencial.
(2) f es admite derivadas continuas para cada t > 0, por lo que es de
variacion acotada. Razonando entonces como en el teorema 1.55 se tiene que

n T+100
= ZRes(etzF(z),z ) = VP/ e F(2) dz.
v=0 x

21 — 00
]

Proposicién 1.58 (Férmula de expansién de Heaviside). Sean P y @
polinomios tales que el grado de ) es mayor que el de P. Se supone que todos
los ceros de ) son simples. Entonces, la funcién f : [0,00) — C dada por

P(z
f(t) = Z e Q/((Z))
{zeC:Q(z)=0}
es la dnica transformada inversa de Laplace de F'(z) = P(z)/Q(z) que es con-
tinua en [0, 00). Ademds,
o =max {Rz: Q(z) =0} .
Demostracion. La continuidad de f, el hecho de que admite transformada de

Laplace con abscisa o y que £f = F' se deducen del teorema anterior. Si zg es
un cero simple de @,

P(z) ) P(z)
R tz — 1 _ tz
o(ega) = oG
= P(z0)
= tZOPZ hm i 0 = zot ,
G e — et~ Q)
dando asi la expresién buscada. ]
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Capitulo 2

La transformada de Laplace
de distribuciones de orden

finito

Las distribuciones o funciones generalizadas permiten tratar con rigor al-
gunos problemas habituales en la fisica y la ingenieria a los que no se puede
dar respuesta en el marco de las funciones clésicas. El objetivo de este capitulo
es introducir la transformada de Laplace de distribuciones de orden finito asi
como sus propiedades mas relevantes.

2.1. Preliminares.

Algunos fenémenos fisicos relevantes, tales como un incremento de volta-
je de duracién extremadamente corta en electromagnetismo, o el impacto de
un martillo en mecanica, no pueden ser tratados adecuadamente mediante las
funciones en el sentido habitual. La introduccién del concepto de distribucién
en los anos 30 del sigo XX permitié tratar con rigor esta clase de problemas.
La definicion precisa y algunas propiedades relevantes de las distribuciones se
recogen en el apéndice.

Se pueden seguir dos caminos, esencialmente equivalentes, para definir la
transformada de Laplace de una distribucién. El primero hace uso del concepto
de distribucién temperada y tiene la ventaja de que se define de una forma
similar a la utilizada para las funciones localmente intregables, aunque resulta
mas dificil de manipular. El segundo, que es el que seguiremos, utiliza un resul-
tado de estructura de las distribuciones para definir la transformada de Laplace
de una distribuciéon de orden finito a partir de la de una funciéon localmente
integrable adecuada. Se enuncia a continuacién la primera definicién posible
(véase [Zuidl]).

Definicion alternativa de transformada de Laplace distribucional
Sea u € D' (R) una distribucién cuyo soporte estd contenido en R.. Si existe

un € € R tal que e ¢ es un distribucién temperada, entonces se define la
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transformada de Lapalace de la distribuciéon u mediante la férmula
Lu(z) = (u, e ")

que tiene sentido cuando z € C con Rz > £. Sea a € D (R) una funcién con
soporte en Ry e igual a 1 en un entorno del soporte de u. Para Rz > &, la
funcién a(t)e*('z*@t es una funcién de la clase de Schwartz y se puede escribir

(u,e™) = <67Ztu, a(t)ef(zfg)t> .
El lado derecho tiene sentido gracias a nuestras hipdtesis.

La otra posibilidad es utilizar el siguiente resultado de analisis funcional, que
se puede encontrar en [Rud91], que establece que cada distribucién de orden
finito es la derivada en el sentido de las distribuciones de una funcién localmente
integrable.

Proposicién 2.1. Sea u € D' (R) una distribucién de orden finito n. Existe
una funcién localmente integrable f tal que

w=D""f en el sentido de las distribuciones.

La transformada de Laplace de una de tales distribuciones se define enton-
ces inspirandose en la proposicion 1.35, que relaciona la transformada de una
funcién y su derivada. En la siguiente seccidn se precisa esta cuestion.

Ejemplo 2.2 (La delta de Dirac). Dado a € R, la aplicacién §, :— C tal
que d4(p) = ¢(tg) define una distribucién de orden 0 llamada delta de Dirac
centrada en ty. Ademas, la distribucién d, es la derivada en el sentido de las
distribuciones de la distribucién asociada a la funcién de Heaviside trasladada
por a, H, : t € R+— H(t—a). En efecto, dada ¢ € 6 (R) con sop ¢ € [-M, M],
se tiene que

(Ho ) = /0 T H(t - a) o/ (t) dt = (M) — p(a) = —p(a) = — {a )

por lo que DH(t — a) = d,, puesto que ¢ es una funcién test arbitraria. Este
ejemplo muestra que el orden de derivacién n 4+ 1 en la proposicién 2.1 no se
puede reducir.

De hecho, si u = D"t f también v = D" *H1F, donde F}, es una k-ésima

primitiva de f,
Be= [ [ ]r

Si se toma k = 1 se tiene que u es la derivada débil de orden n + 2 de una
funcién continua Fi, que ademaés es absolutamente continua en cada compacto.
Razonando asi, se puede expresar v como la derivada m + 2 + k-ésima de una
funcién con k derivadas continuas independientemente del orden de la misma.
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2.2. Definicién y propiedades de la transformada de
Laplace de una distribucion.

De la misma forma que en al tratar las funciones clasicas solo se tenian en
cuenta las funciones definidas en el intervalo [0, 00), al estudiar la transforma-
cion de distribuciones se consideran aquellas que, de acuerdo con la proposicién
2.1, se pueden escribir como la derivada distribucional de cierto orden de una
de tales funciones.

Definicién 2.3. Se define D{(R) como la clase de distribuciones de orden
finito en R tales que existe f localmente integrable con sop f C [0, 00) y tal que
u = D**1f en el sentido de las distribuciones, siendo k € Ny el orden de w.

Proposicién 2.4. Sea u € D’ (R) una distribucién de orden finito. Si existen
f, g localmente integrables con sop f,sopg C [0,00) y tales que u = DFFLf =
DFtlg en el sentido de las distribuciones, entonces f = ¢ en R.

C.S.

Demostracion. Puesto que D*1(f —g) = 0 en D’ (R), la proposicién B.18
garantiza que existe ag € C tal que D*(f — g) = ag en D' (R), esto es,
D¥(f — g) = ag es la distribucién de tipo funcién asociada a la funcién h = ag.
Puesto que para las distribuciones de tipo funciéon las derivadas distribucionales
coinciden con las clésicas, se tiene que, dado a} € C

D (D*1(f = g) = (st +ay)) = DF(f = 9) —ag = 0

en D' (R). Aplicando de nuevo la proposicién, existird ¢ € C tal que DF~1(f —
g) = apt + a) + ¢ = apt + a1 en D’ (R). Razonando por induccién, se demuestra
que existen cop, ¢y, ..., c, € C tales que

f—g=co+ecit+---+cpt* enD (R).

Puesto que se trata de una igualdad entre distribuciones de tipo funcién, la
proposicion B.6 garantiza que f—g = cg+cit+-- -+ c,t” en R. Por hipétesis,
f(t) —g(t) =0sit <0, por lo quc'e&O = ¢o+cit+ -+ cut" en (—00,0),
pero un polinomio con infinitas raices hacgé ser idénticamente nulo, por lo que
finalmente f =gen R. |

Proposicién 2.5. Si u € D{(Ry ), entonces sopu C [0, 00).

Demostracion. La proposicién se sigue de la definicién de Di(R) y del hecho
de que si u = D¥v en D’ (R), entonces sopu C sop v. |

A continuacién se define la transformada de Laplace de las distribuciones de
la clase D{(R ) a partir de la transformada de funciones localmente integrables.
Esta definicién estd motivada por la proposicién 2.1 y el teorema 1.35.

Definicién 2.6. Sean u € D{(R;) una distribucién de orden finito y k£ € N. Si
fe Ll (Ry)estal que u = DFf en D' (R) y admite transformada de Laplace

loc
con abscisa de convergencia oy, se dice que u admite transformada de Laplace.
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Se define la transformada de Laplace de u como la funcién Lu : Dy — C dada
por
Lu(z) = 2"Lf(2) si Rz > oy

En este caso diremos que el dominio de convergencia D,, de la TL de u contiene
a Dy o que la abscisa de convergencia o, es menor o igual que oy.

Observacién 2.7. La proposicién 2.4 garantiza que las definiciones anteriores
no dependen de la funciéon f € L}OC(R+) elegida. En efecto, otra funcién g €
L} (R.) verificando u = D*g en D’ (R) debe ser igual a f en casi todo punto
de R, por lo que tendra la misma transformada de Laplace. Ademas, el dominio
de convergencia y la abscisa de convergencia de f y g deben coincidir al ser dos
funciones iguales casi siempre.

Ademsds, podria ocurrir que para ciertas f,g € L}OC(R+) se verificase D¥f =
D'g = u en el sentido de las distribuciones, con k > I. En este caso la definicién
tampoco da lugar a ambigiiedades, pues se tendria que D' (Dk_l f) =Dlg=u
en D' (R), y la proposicién 2.4 garantiza que DF!f es la distribucién de tipo
funcién asocidada a un funcién que es igual casi siempre a g en R. De hecho,
se tiene que

Lu(z) = 2FLf(2) = 21 Lg(2).
En este caso, se tiene que o, < min{oy,0,}.

Ejemplo 2.8 (La Delta de Dirac). En el ejemplo 2.2 se demostré que la
distribucién Delta de Dirac §, es la derivada en el sentido de las distribuciones
de la distribucion asociada a la funcion H,. De acuerdo con la proposicién 1.23,
la distribucién §, admite transformada de Laplace con abscisa de convergencia
o5, <0y

L0a(2) = 2LHy(2) = e

si Rz > 0. En particular,

Lo(z) =1 si Rz>0.

Para las derivadas de orden n € N de la distribuciéon Delta, se tiene que (5,5(:) =

D"s, = D" H,, por lo que también admiten transformada de Laplace en el
sentido de las distribuciones y

260 (2) = 2"HILH, (2) = 2"

si Rz > 0. Las transformadas precedentes ponen de manifiesto que las transfor-
madas de Laplace de distribuciones no satisfacen las mismas propiedades que

las de funciones en el sentido cldsico. Por ejemplo, los limites lim 25&”)(2),
Jz—+oo

que en el caso de las transformadas de funciones son 0 por el teorema 1.43, ni
siquiera existen en este caso. De hecho, si a = 0, ni siquiera se verifican las tesis
de la proposicién 1.38.

Algunas propiedades de la transformacion de Laplace cldsica se extienden
de forma sencilla al caso distribucional.
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Teorema 2.9 (Holomorfia de la transformada de Laplace distribucio-
nal). Sea v € D{(Ry) que admite transformada de Laplace con abscisa de
convergencia o,. Entonces, la funcién £u es holomorfa en el dominio D,,.

Demostracién. Sea f € L (R) que admite transformada de Laplace y tal que
u = D¥f en D' (R). En estas condiciones,

Lu(z) = 28Lf(z) si Rz > agf > 0y

El teorema 1.15 asegura que £f es una funcién holomorfa, asi que £u también
lo es por ser producto de funciones holomorfas. |

Teorema 2.10 (Transformada de Laplace distribucional de derivadas).
Sea u € D/, (R) que admite transformada de Laplace en el sentido de las distri-
buciones con abscisa de convergencia o,,. Entonces, la distribucién D*u también
admite transformada de Laplace en el sentido de las distribuciones con abscisa
de convergencia o, y, ademas,

£ [Dku} (2) = 2" Lu(z)

Demostracién. Bajo las condiciones del teorema, existen f € L} (Ry) que

admite transformada de Laplace con abscisas oy y | € Ng tal que u = D!f.
Ademas,
Lu(z) =2'L8f(2) si Rz > oy

En estas condiciones, D*u = D**Lf por lo que
£ [Dku} (z) = ML f(2) = X Cu(z) si Rz > o,

Observacién 2.11. El teorema anterior difiere del teorema de diferenciacién
clésico 1.35 en la ausencia de valores iniciales. De hecho, no tiene sentido hablar
de valores iniciales en este contexto pues no se puede definir el valor de una
distribucién en un punto. Una funcién f, considerada como distribucién de
Di(Ry), tiene asignado el valor 0 para ¢t < 0, por lo que todos los limites por
la izquierda en t =0 de f, f/,..., f*) son nulos. Si f, f/,..., f*) existen como
funciones cldsicas y tienen limites f(0%), £/(0%),..., f#)(0), entonces, por la
férmula de los saltos B.13, se tiene que

D f = f 4 fOTDO0F)5 4o 4 f(0F)s Y.

En consecuencia, si f( admite transformada de Laplace en el sentido cldsico
también la admite en el distribucional y se tiene que, utilizando 2.10 y 2.8,

2f(2) = £ [f7] (2) + FOTVOF) + o F(0F)2

Este es el resultado andlogo al 1.35.
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Definicién 2.12. Sean u € D' (R), f: R — C, ty € R. Se definen:

1. La funcion trasladada de f por to, 1,f : R — C, mediante 7, f(t) =
f(t —tg) para cada t € R.

2. La distribucidn trasladada de u por to, T,u : D (R) — C, como la unica
distribucién tal que (r,u, ) = (u, 7_¢, ) para cada ¢ € R.

Las dos definiciones coinciden para las distribuciones de tipo funcién:

(unpsee) = [ s t)prde= [~ Fett o)t = tug. )

para toda ¢ € D (R), por lo que ur, ;= 7,uy en D' (R).

Proposicién 2.13. Sean u,v € D/, (R) que admiten transformada de Laplace
en el sentido de las distribuciones con abscisas de convergencia o, 0,, respec-
tivamente. Se verifican las siguientes propiedades:

1. Linealidad. Sean «, 5 € C\ {0}. La distribucién au + Sv admite trans-
formada de Laplace en el sentido de las distribuciones con abscisa de
convergencia 0ay+4 8y < max {0,0¢,04}. Ademads,

Llau+ Bv] (2) = alu(z) + BLu(z) si RNz >méax{0,0f,04}

2. Desfase. Sean tg > 0, w = 7,u. w admite transformada de Laplace en
el sentido de las distribuciones, o,, = o, y se verifica

Lw(z) =e % Lu(z) si Rz > oy,

3. Modulacién. Sea zg € C, w = e*'u. w admite transformada de Laplace,
ow < 0y + R2zg y se tiene que

Lw(z) = Lu(z — z9) si Rz > oy,

Demostracion. En primer lugar, existen f,g € Llloc(]RJr tales que u = DFf y
v = Dlg, se supone que k > [. En estas condiciones,

Lu(z) = 2X8f(2) si Rz > o, Lu(z) = 2'8g(2) si Rz > oy,
Para la prueba de (1), se definen las funciones

t
go=9 gi(t)Z/gi—1(»’6)d~”c para i =1,....k—1.
0

Por el teorema 1.32, las funciones g; admiten transformada de Laplace con
04, <max{0,04} y se tiene que

1
Lgi(z) = ;,Qg(z) si Rz > max{0,0,} parai=1,....k—1L.

Ademéds, Dg; = gi—1 en D’ (R) para cada i = 1,...,k —[. Segin la proposicién
1.11.1, la funcién af + Bgx—; admite transformada de Laplace con o4ryy <
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max {0,0¢,04} y ademas se tiene que D* (af + Bgu_1) = au + Bv en D' (R).
Finalmente,

Slou+Bo](2) = 2FElaf+ Bgr—i] (2) = az"£f(2) + BF Lgpi(2)
= a"Lf(2) + B2Lg(2) = alu(z) 4+ BLu(2),

siempre que Rz > max {0,0¢,04}.

Para la prueba de (2), se observa que si ¢ € D (R) se tiene que
(rigus @) = (DM forsp) = (“DF (£ (r00) ) =

— (1 /0 T e+ toydt = (<1 [ F(t— o)™ (t) dt

to

= 0 [ pe - e de = (D () 0).

por lo que 7you = DF (14, f) en D’ (R). La proposicién 1.11.3 garantiza que 7, f
admite transformada de Laplace con abscisa de convergencia oy, por lo que w
admite transformada de Laplace en el sentido de las distribuciones y o, = oy,.
Ademas,

Lmou] (2) = 2FS[H(t — to) f(t — to)] = 2Fe 07 Lf(2) = e 0% Lu(2),

siempre que Rz > oy,.

Para demostrar la afirmacién (3) se observa que, para cada ¢ € D' (R),

(et g) = (u,eip) = (Drf,eto) = (<1)F (£, DF () )

- <—1>'“Zijo L7 (5) s et
k

= Y s () o (DR ] ),

n=0

por lo que

ety = Zk: (k) (=20)"DF " [e*'f] en D' (R).

n
n=0

La proposicién 1.11.4 asegura que la funcién ¢t € R +— e*!f(t) admite trans-
formada de Laplace con abscisa de convergencia #zg 4 oy. Por linealidad, la
distribucién w admite transformada de Laplace con abscisa de convergencia
ow < Rzp + 0y y se tiene que

k

el = 3 ()t re e )

n=0
= (2 —20)"&f(z — 20) = Lu(z — ).

En la penultima igualdad se ha utilizado la férmula del binomio de Newton. W
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Teorema 2.14 (Unicidad de la transformada de Laplace distribucio-
nal). Sea v € D{(Ry) que admite transformada de Laplace con abscisa de
convergencia o,,. Si Lu(z) = 0 para cada z € D,,, entonces u = 0 en D' (R).
En particular, si u € Di(R,) es otra distribucién que admite transformada de
Laplace con abscisa de convergencia o, y £v(z) = Lu(z) para cada z € D,ND,,
entonces u = v en D’ (R).

Demostracion. Sea f € Llloc(R) que admite transformada de Laplace y tal que

u= DFf en D' (R). Para cada z € C con Rz > gy, se tiene que
Lu(z) =2"Lf(2) =0=Lf(2) =0 si z#0.

El teorema 1.46 asegura que f = Oen R, por lo que u = 0 en D’ (R). La segunda
C.8

afirmacién es consecuencia de la primera y de la linealidad de la transformacién.
[ |

La convolucién de dos distribuciones de D’ (R) puede no estar bien definida
en general. Sin embargo, cuando las dos tienen soportes contenidos en [0, c0)
siempre se puede realizar esta operacién.

Lema 2.15. Si u,v € D/, (R) la convolucién de u y v esta bien definida y se
tiene que u x v € D/, (R).

Demostracion. En virtud del teorema B.17, basta comprobar que el conjunto
M, = {(x,y) € sopuU X SOpv : T +y € B(O,r)}

es compacto en R. M, es un conjunto cerrado porque la aplicacién f : (z,y) €
R? — x 4+ y € R es continua, el soporte de una distribucién siempre es un
conjunto cerrado y M, = f~1([0,7]) N (sopu x sopv). M, es acotado porque si
(z,y) € sopu X sopwv, se tiene que z,y > 0, porloque [z| =z <x+y<ry
entonces M, C B(0,+/2r). Ademés,

sop (ux*v) C sopu+sopv C [0,00) + [0,00) C [0, 00)
]

Teorema 2.16 (Transformada de Laplace distribucional de convolucio-
nes). Sean u,v € D/, (R) que admiten transformada de Laplace con abscisas de
convergencia oy, y 0y, respectivamente. Entonces la distribucién uxv € D/ (R)
también admite transformada de Laplace en el sentido de las distribuciones,
Ousv < {0, 00} v se tiene que

Lluxv](z) = Lu(z) Lv(z) si Rz > {oy,00}.

Demostracién. Sean f,g € L}, (R:) que admiten transformada de Laplace con
abscisas oy = 0, y 04 = 0y, respectivamente, verificando u = DFEf v = Dlgen

D', (R). De acuerdo con B.17.5, se tiene que

wiv=D*f«Dlg=DF (f«Dlg) = D*D!(f + g) = DF(f  g).
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El teorema 1.31 asegura que la funcién f * g admite transformada con o,y <
{ow,0y}. Por tanto, u x v admite transformada de Laplace en el sentido de las
distribuciones y oy = 0fvg < {0u, 00 }. Ademads,

luxv] (2) = #HL[f % g (2) = 2F£F(2) #2g(2) = Lu(z) Lo (),
como se queria demostrar. [ |

Para terminar esta seccién se enuncia un teorema que establece una condi-
cién necesaria y suficiente para que una funcién holomorfa en un semiplano sea
la transformada de Laplace de una distribcién. La prueba puede encontrarse
en [Doe74, Cap. 21].

Teorema 2.17 (Condicién necesaria y suficiente de representabilidad).
Seana € Ry F:{z € C: Rz > a} — C una funcién holomorfa. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

e Existe una distribucién u € D (R) tal que Lu(z) = F(z).

e Existe un polinomio P con coeficientes reales tal que |F'(z)| < P(|z|) para
cada z € C con Rz > a.

Observacion 2.18. El teorema 1.43 imponia una condicién necesaria a una
funcién F' para ser la transformada de Laplace de una funcién localmente inte-
grable. Esta condicion no se aplica a las transformadas de distribuciones, prueba
de ello lo da el ejemplo 2.8, en el que las funciones transformadas £d (n) (z2) = 2"
tienden hacia co cuando |z| — co. Sin embargo, no crecen mas réapido que una
potencia de |z|. El teorema anterior estable que esta es la unica posibilidad.

2.3. Las distribuciones parte finita de ¢ ".

Cada funcién localmente integrable se puede identificar con una distribucién
y, puesto que estas admiten derivadas de todos los 6rdenes en el sentido de las
distribuciones, tiene sentido hablar de las derivadas de una funcién localmente
integrable aunque no sea derivable en el sentido cldsico. Ademads, si la funcién
es derivable su derivada distribucional serd la distribucién de tipo funcién aso-
cidada a su derivada en el sentido habitual.

Sin embargo, ocurre que una funcién localmente integrable puede tener una
derivada que no sea localmente integrable y, por tanto, no se le pueda asociar
una distribucién. Este es el caso de la funcién logaritmo.

Proposicién 2.19. La funcién ¢ € (0,00) — Int es localmente integrable,
admite transformada de Laplace con abscisa de convergencia ¢ = 0 y se tiene
que

log z + 7y

Llnt](z) = .

si Rz >0,

donde vy = — fooo e Tlnxdr =0,577215... es la constante de Euler-Mascheroni.
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Demostracion. Puesto que tlnt ﬁ 0, para cada M > 0 se verifica
—

M
/ Intdt =MInM — M,
0

asi que la funcion es localmente integrable. Ademads, si s > 0

Lllnt = _%tltdt:h/ —ep, (T) &F
Int] (s) /0 e *In ; e n(s) .

= 1[/ exlnxdx—lns/ e‘rdm}:—lns*—w.
S 0 0 S

Puesto que las funciones z € {z € C: Rz > 0} — —(logz +7)/z y £f son dos
funciones holomorfas que coinciden en la semirrecta real positiva, un conjunto
con puntos de acumulacién, el principio de identidad garantiza que son iguales.
Ademas, como la funcién no se puede extender a una funcién holomorfa en un

dominio que contenga a la semirrecta {z € C: Rz = 0}, necesariamente o =
0. [

Aunque la proposicién prueba que la funcién logaritmo es localmente inte-

grable, '
mn

& rogt = (- !
sus derivadas no son localmente integrables asi que no se puede definir una dis-
tribucién utilizando B.6. Pero se puede modificar adecuadamente esta férmula
para, coloquialmente hablando, quedarse con la parte no divergente de la in-
tegral. Las distribuciones asociadas a funciones no localmente integrables se
llaman tradicionalmente pseudofunciones: las distribuciones asociadas a las de-

rivadas de la funcién logaritmo son un ejemplo de esto.

si t>0,

Observacién 2.20. Si ¢ es una funcién test, se denota por P,(¢,a)(t) al
polinomio de Taylor de orden n en torno al punto a € R. Se tiene que

() (4
o Po(p,0) = 9(a), Palp,a)(t) = Pu_s(p,a)(t) + 2 nf )t — ay.

o Pu(p,a)(t) = Pu1(¢,a)(t)

,ﬁmgmmy@—&wmw
t—a (x—a)m

=0.

e (Teorema de Taylor) Dado ¢t € R, existe £ perteneciente al intervalo de
extremos a y t tal que

‘P(t) - Pn((/?, a)(t) = <‘0(W;1')(€)(t _ a)n'H.

Proposicién 2.21. Las aplicaciones Pft~" : D (R) — C definidas para cada
n € N como

—1 _ 1Ma; m@x si n=
Pft (w)/0 d+/1 de sl m=1,

x T

Pty / ple) = For(p0e) [ i) Focslp ),

xh ™
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si n > 2, definen una distribucién de orden finito de D' (R) que se denomina
distribucion parte finita (de Hadamard) de t~". Ademds, sop Pft~" C [0, 00).

Demostracion. La linealidad se deduce de la linealidad de la integral y del
polinomio de Taylor. Dados K > 0, ¢ € D(R) con sopy C [—K, K] se tiene
que

‘go(t) — Pu-1(e, 0)(t>‘ _
m

Por tanto,se deduce que

[Pft ()| < 1 1 sup ’go(”)(t)’ dt+/K sup ‘go("*l)(t)’ dt
0 " ek .K] 1 (=D etk k] t
————  sup t
(n =D ek K ‘SO ( )’
0<m<n

y de acuerdo con la proposicién 3, la aplicacién es continua y de orden a lo
sumo n. Ademds, si sop ¢ C (—00,0), se tiene que Pft~"(y) = 0, por lo que
sop Pf¢t=" C [0, 00). [ |

Proposicién 2.22 (Derivadas de la distribucién logaritmo). Se verifica
que

P! = [lnt] en D'(R) si n=1
S ey 0 (n-1)
pre = S (0 4 v )
%inlwwM+MMH@]enI”M,sinzz
donde
¢m&=1+2+~-+géi.

Demostracion. Se demuestra por induccién sobre n. Para n = 1, dada ¢ €
D (R) se tiene que

Pitl(p) = M11ﬂﬁ;ﬂmﬁ+[mﬁwﬁ

e—=0 /.
1

= lim (p(e) — ¢(0))Ine — hm o' (t) Intdt — /100 o' (t) Intdt

e—0

= hmap (&)elne — hm/ t)Intdt = / ¢/ (t) Int dt,
0

donde en el primer paso se ha integrado por partes y en el segundo se uti-
liza el teorema del valor medio. Esto prueba que Pft~! = D[Int] en D’ (R).
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Suponiendo cierta la igualdad para n — 1, se tiene que

Pft_n(@) — lim ! QO(t) — Pn*l(@a 0)(t) dt + /oo So(t) — Pn72(90a 0)(t) dt
1

e—0 J, xn n

L)~ Paal, 0)(0)

@(€) — Pa—1(¢,0)(0)

- lg% (n—1)en1 + !g% 0 (n — 1)tn—1 ¢
+ Km Pn72((10a 0)(t) Pnfl(sO? 0)(t) - Pn—2(§07 0)(t)
t—oo (n— 1)1 n—1
0o — P, 0 - .
. / 0 <t>(n_ 1;(:01 )®) o L (sO(n 1() ) 4 P )>
1 n1 (21 ) (n-2)
C (oo CU ]
_ _1\n—2
- - _11D [((nl_) ol (D"—l In ] + (¢(n ~1)+ - ! 1) 55"”)]
_1\n—1
_ ((nl_) or (D"t + womay ™).
como se queria demostrar. |

Proposicién 2.23. Las distribuciones parte finita de t"~! admiten transfor-
mada de Laplace con abscisa de convergencia ¢ = 0 y se tiene que

—(n+1) (=)t .
S[Pft }(z):Tz (logz —w(n+1)+4) si Rz>0,

donde 1
Y1) =0 Yn+1)=142++— si n>1,

Demostracion. La demostracién es inmediata teniendo en cuenta el teorema
anterior y la definicién de transformada de una distribucién. ]
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Capitulo 3

Aplicaciones de la
transformada de Laplace

En este capitulo final se muestra como aplicar la transformacion de Lapla-
ce en la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden arbitrario,
tanto el caso de funciones clasicas como en el de distribuciones. Finalmente, se
detallan tres ejemplos de aplicacion de la teoria desarrollada.

Para ilustrar la utilidad de la transformacién de Laplace en la resolucién de
ecuaciones diferenciales ordinarias se resuelve el siguiente problema de Cauchy

{y'(t) +cy(t) = H(t —a)
y(0) = yo

donde ¢ € Ry a > 0. Si se supone que la funcién solucién y admite transformada
de Laplace Y y se transforman ambos lados de la ecuacién, por 1.35, se tiene
que

2Y(z) —yo + cY(z) = ,

reagrupando,

Por un lado, se tiene que

mientras que

elta-enmo|o-1(1- 1) - ot

c c\z z+c z(z+c¢)

Utilizando la propiedad de desfase 1.11.3 y juntando lo anterior se obtiene una
funcién y tal que Ly =Y

y(t) = yoe “H(t) + % (1 — efc(tfa)) H(t—a).
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De forma explicita se puede escribir

ct

Yo~ 0<t<a
t — 1 ac
y() - — <e—y0) et t>a.
c c

Esta ecuacion diferencial se puede resolver utilizando ténicas elementales de
resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias sin hacer uso de la transfor-
macién de Laplace. Sin embargo, pueden aparecer algunos problemas practicos
en la resolucion.

Por un lado, el procedimiento habitual de resoluciéon de ecuaciones dife-
renciales ordinarias consiste en obtener la solucién general de la ecuaciéon ho-
mogénea y sumar una solucién particular de la ecuaciéon no homogénea. Para
ecuaciones de orden alto no existe un método directo sencillo para encontrar la
solucién particular. Al utilizar la transformacién de Laplace el problema pasa
a ser el de encontrar la transformada inversa de la funcién solucién; un pro-
blema que, aunque tampoco tiene un método unico, se ha abordado de forma
sistematica.

Ademds, tratar con funciones definidas a trozos en el término independiente
como en el ejemplo supone en la préactica aplicar el procedimiento anterior
en cada intervalo en el que cambia la funcién. Estas funciones aparecen en
multitud de aplicaciones practicas y utilizando la transformada de Laplace se
pueden resolver de una forma mucho mas cémoda.

3.1. El problema de Cauchy en E.D.O. con coeficien-
tes constantes

En esta seccién se estudia la resolucién del problema de valores iniciales
{W) (8) + a1y V(0 + .+ coy(t) = F(1)
y(0%) = o, .. .y I(OF) =y

donde f es una funcién localmente integrable y continua a trozos con saltos
finitos (esto es, para cada t > 0 existen los limites laterales f(¢7), f(t*) y son
finitos) mediante la utilizacién de la transformacién de Laplace.

(3.1)

Definicion 3.1. Se considera una solucién del problema 3.1 a aquella funcién
y:(0,00) = R tal que:

1. Verifica las condiciones iniciales del problema.
2. Las funciones y) son continuas para cada 0 < j <n — 1.

3. Satisface la ecuacién diferencial para cada t > 0, al menos, por la derecha
y por la izquierda:

Yy (ET) + oy EN) + oyt = f(ET)
YD) + ey VA )+ eytT) = f(E)
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Observacién 3.2. Las condiciones 2 y 3 anterior garantizan que los saltos
en la derivada n-ésima coinciden con los del término fuente f, pues restando
ambas ecuaciones se tiene que

y M) =y ™M) = fET) - f(E).

Proposicién 3.3. Sea y la solucién del problema 3.1. Suponiendo que f y y(™
admiten transformada de Laplace (por 1.35, Yy con0<j<n-—1 también) y
denotando por p(z) = 2" + Cno12" L -+ 12+ co al polinomio caracteristico
de la ecuacion se tiene que

Y(z) = F(z) , e 12" 2 ezt
p(2) p(z)
N y 22y 12" o
° p(z)
(3.2)
y(n—?) Z 4 Cp—1
0 p(2)
(-1 1
+ Y —.
* p(2)
Demostracion. Transformando ambos lados de la ecuacion se tiene que
[z”Y(z) — ozt — yéz”_2 - ... yg_l]
teno1 [V (2) — o2 R 2" — L yg
+ ... (3.3)

+e1 [2Y(2) — ol
+eo Y (2) = F(2)

y reordenando términos se tiene la expresién del enunciado. De nuevo, los valo-
res iniciales se incorporan autématicamente a la solucién a través de su trans-
formada. |

Observacién 3.4. Los polinomios en los numeradores leidos sucesivamente,
empezando por el iltimo término, son las etapas sucesivas de la evaluacién de
p(z) mediante el algoritmo de Horner.

En lo que sigue, separaremos el problema en dos partes

1. Ecuacién homogénea (f = 0) con valores iniciales arbitrarios

2. Ecuacién inhomogénea con valores iniciales nulos
Para construir una solucion de 3.1 basta con sumar las soluciones de los pro-
blemas anteriores correspondientes.
3.1.1. Ecuacion homogénea con valores iniciales arbitrarios

La teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias garantiza que las soluciones
de la ecuacién homogénea son de la forma t'e®, de forma que estas funciones
y sus derivadas admiten transformada de Laplace.
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Definicion 3.5. Denotamos por g a la solucién del siguiente problema de
valores iniciales

{W () + ey V(W) + .. coy(t) =0
1

=0, ..,y =0y""=1

(3.4)

La ecuacion 3.2 para este problema se escribe

V() = p(lz) = G(2).

Es decir, la funcién g es tal que

Esta funcién se denomina funcion de Green de la ecuacion diferencial ordinaria
(no depende de los valores iniciales).

Si se expande G en suma de fracciones simples (ver 1.50) se puede expresar
la funcién g como

1
g(t) = Zp/(a )e%t si «a, simple
p=1 .
i d dy,
g(t) = Z <d’“ + L'Qt 4+ .+ k”'tk/‘_1> ent si Qy k,u — muiltiple.
2\ T (k= 1)
(3.5)

Proposicién 3.6. La solucién y del problema arbitario de valores iniciales se
puede escribir en términos de la funcién g y de sus derivades hasta el orden n:

y(®) = 90 [9" VO +en1 g™ DO+ + g (1) + 1 g(0)]

+ y() [Q(niz) (t) + en1 9(n72) )+ +co g(t)} (3.6)
+
+ u' V()
Demostracion. Utilizando el teorema de derivacion 1.35 se tiene que
1
Lg(z) = —
) p(z)
) J
elgW](z)= == j=1,...,n—1 3.7
= =t (3.7)
™) (5= 2 _
elg ()=
y se concluye utilizando la férmula 3.2. |
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3.1.2. Ecuacion inhomogénea con valores iniciales nulos

Proposiciéon 3.7. La solucién del problema con valores iniciales nulos y término
fuente f

o) (3.8)

{y(”) (8) + a1y V(@) + o+ eoy(t) = f(1)
yozov"'ayo :O’y

n—1
=

se puede expresar de la siguiente manera en términos de la funcién de Green g

y(t) = (g F)(t) = / ot — ) f(r) dr. (3.9)

Demostracion. Para la ecuacién con término fuente f (con £f = F'), se escribe
Y(z) = () = GR)F(2),
p(z)
por lo que el teorema de convolucién permite concluir. |

Se puede comprobar directamente que la funcién y es solucién del problema
inhomogéneo con valores iniciales nulos utilizando que

y'(t) = g(0)f(t) + (¢" = £)(®), (3.10)

sustituyendo en la ecuacién diferencial y utilizando las propiedades que carac-
terizan a la funcién g.

3.2. La ecuacidon diferencial lineal ordinaria en el es-
pacio de distribuciones

En este apartado se estudian las soluciones de la ecuacién diferencial ordi-
naria lineal de orden n en el espacio de distribuciones. Dada una distibucién
u € Di(Ry), se trata de encontrar y € Di(R4) tal que

D"+ cp 1 D" Yy 4+ 1Dy +coy = u (3.11)

en el sentido de las distribuciones. En ocasiones, se utilizara la notacién p(D)y
para denotar el lado izquierdo de la ecuacién anterior.

Observaciones 3.8.

1. Noétese que en este contexto no tiene sentido hablar de valores iniciales,
puesto que no esta definido de ninguna forma el valor de una distribucion
en un punto. Incluso al tratar con distribuciones de tipo funcién no tiene
sentido considerarlo, pues al modificar el valor de una funcién en un
conjunto de medida nula no se altera la distribucién que define esta.

2. Cuando u o f representan distribuciones de tipo funcién, las funciones

clasicas correspondientes deben ser tales que se anulen en casi todo punto
de (—00,0).
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58 Capitulo 3. Aplicaciones de la transformada de Laplace

Proposicién 3.9. Una distribucién y € D{(R4) es solucién del problema 3.11
si, y solo si,

<5<n> b 160D 4y 605) fy=u (3.12)

Demostracion. Basta observar que por B.17.4, para cada distribucién y €
D{(Ry) se cumple que
Diy = 6U) %y,
[ |

Utilizando la notacién habitual £y =Y, £u = U y tomando transformadas
de Laplace en ambos lados de la igualdad 3.11 se tiene que

(2" + cno12" 4 ez o) Y(2) = Ul), (3.13)
con la notacién del apartado anterior
1
Y(2)=—U(z) = G(2)U(z2). 3.14
(2) p@)() (2)U(=) (3.14)

Observacion 3.10. Para considerar la funciéon de Green g como una distribu-
cién de Di(R4) se debe extender con el valor 0 a la semirrecta t < 0, de forma
que

9(07) =g'(07) = =g""Y(07) =0
g0 =g (0") = =¢g"207)=0, ¢V =1
Utilizando la férmula de los saltos B.13, se tiene que
Dg =g
Dl — g (3.15)
D"g =g +3,

y como g es solucion de la ecuacién homogénea en el sentido clasico, esto ga-
rantiza que

p(D)g =9,
por lo que la funcién g también recibe el nombre de solucidn fundamental de
la EDO.

Teorema 3.11. Si la distibucién u € D}(R; ) admite transformada de Laplace,
la solucién del problema 3.11 es la distribucién y de D{(R4) definida como

=gxu

Demostracion. La transformada de Laplace de la distribucién solucién satisfa-
ce la relacion 3.14, por lo que el teorema de convolucién para la transformada
de Laplace de distribuciones garantiza que la funcién asi definida es solucién
del problema.

También se puede comprobar directamente utilizando B.17.4, ya que

p(D) (g xu) = (p(D)g) xu=0d*xu=u
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3.3. Ejemplos de aplicacion

3.3.1. Fuerza impulsiva instantanea

Consideramos una masa m en reposo que se ve sometida a la acciéon de una
fuerza instantdnea en el instante ¢ = 0, es decir, F(t) = Fyd(t). La ecuacién
del movimiento es, segtin la segunda ley de Newton,

{ my'(t) = Fya(t) 10

y(0) =0, ¥'(0) =0
Aplicando la transformacién de Laplace

F
2 0
£ ==L = —7.
mz*Ly(z) 0 y(z) )

Por lo que tomando la transformada de Laplace inversa

Fy / Fy
1) =20 = /(1) = =2
oty = oty = 0

Por lo que la fuerza ha transferido instantdneamente un momento lineal Fy a
la particula. A pesar de su simplicidad, este ejemplo muestra como se puede
utilizar la delta de Dirac para modelizar fuerzas intantdneas y la sencillez con
la que se resuelven estos problemas al usar la transformada de Laplace.

3.3.2. Oscilaciones forzadas y resonancia

A continuacién se aplica la transformada de Laplace a la resolucién de la
ecuacion diferencial ordinaria que rige el comportamiento de un oscilador for-
zado en mecénica. Esta ecuacion es idéntica a la que describe las fluctuaciones
de la corriente eléctrica en un circuito de corriente alterna con una resistencia,
una bobina y un condensador.

Si m es la masa del oscilador, b un pardmetro que da cuenta de la magnitud
de la fuerza de friccién (fuerza proporcional a la velocidad del oscilador y de
sentido contrario), k la constante eldstica del muelle y f(¢) la fuerza externa
que se aplica a este en cada instante; la ecuacién es la siguiente

{my"(t) +oy'(t) + ky(t) = f(t)
0

(3.17)

y(0) =0, y'(0) =
en la que se toman condiciones iniciales nulas. Para resolverla se busca una
solucion fundamental, es decir, una funcién que verifique, en el sentido de las

distribuciones, la siguiente igualdad:

k
—9
m

(t) = 5(t).

Para esto, se supone que la soluciéon fundamental y sus derivadas admiten trans-
formada de Laplace y se toman transformadas a ambos lados de la ecuacién.
Se obtiene:

g0+ L)+

m

2 _ —
(mz? 4+ bz + k) £9(z) = m = £g(z) = e Sy Ny
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60 Capitulo 3. Aplicaciones de la transformada de Laplace

Introduciendo el pardmetro w? = k/m — b%/4m? que se supone w? > 0 (esta
condicion se conoce en la literatura como “condicién de oscilador débilmente
amortiguado”) y completando cuadrados en el denominador se puede expresar
la transformada de la solucién como

1 w?
’Sg(z) = 35 )

w2 b\ 2
<22 + ) + w?
2m

que es la transformada de la funcién coseno modulada por una exponencial,
concretamente,

g(t) = —QH(t)e*b/thcos(wt).

Ahora, la solucién de la ecuacion 3.17 se puede expresar mediante la convolucién
del término fuente con la solucién fundamental

t
y(t) = ﬁ /0 F(t —7)e 27 cos(wr) dr. (3.18)

Aunque el problema general 3.17 esta resuelto, nos fijamos en el caso parti-
cularmente interesante, desde el punto de vista fisico, de las funciones de la
forma f(t) = Acos(yt) con A,y > 0, que corresponden a aplicar una fuerza
que varia sinusoidalmente con el tiempo con frecuencia . La solucién para
estas funciones tiene una expresién complicada

A t
y(t) = poac /0 e~ cos(yt — yT) coswr dT
o 1(w=7) (sen~yt + e~ b/2mt gen wt) — b/2m (cos~t + e~ b/2mt cos wt)
2 b2 /4m? + (w — )2
N 1 (w—") (sen~yt + e~b/2mt gen wt) — b/2m (cosyt + e~ b2t cog wt)
2 b2 /Am? + (w + v)? ’

pero permite explicar un fenémeno caracteristico de estos sistemas: la resonan-
cia. A medida que la frecuencia de oscilacién de la fuerza externa -y se acerca a
la frecuencia propia del oscilador w, que a su vez depende de los tres parame-
tros del problema m, k, b; el denominador del primer sumando tiende a 0 por
lo que la amplitud de oscilaciéon puede crecer arbitrariamente.

Este fenémeno se observa en la experiencia cotidiana, por ejemplo, al colum-
piar acompasadamente a un nifio en un columpio. Si se le empuja acompanando
la oscilacion natural del mismo, la altura maxima que alcanza en cada vuel-
ta aumenta rapidamente, mientras que si se hace lo contrario se entorpece el
movimiento del columpio. Un famoso ejemplo arquetipico de este hecho lo da
asimismo el derrumbamiento del puente de Tacoma Narrows, en la localidad
estadounidense de Tacoma, el 7 de noviembre de 1940, debido a que los vientos
moderados que lo aquejaban produjeron un aleteo aeroelastico que coincidia
con la frecuencia natural del puente.
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3.3.3. La ecuacién del calor en una semirrecta

La transformacién de Laplace también se puede utilizar como herramienta
en la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales (EDPs). Mientras que en
el caso de las EDOs la transformada de Laplace convertia la ecuacién dife-
rencial en una ecuacién algebraica, en este caso una ecuacion diferencial que
contiene derivaciones con respecto a dos variables se convierte en una ecuacién
diferencial ordinaria con respecto a una de las variables.

Para el problema que se presenta se requiere calcular una nueva transfor-
mada.

Lema 3.12. La funcién f : (0,00) — R dada por

2
ae—T /4t

con a > 0, admite transformada de Laplace con oy < 0 y se tiene que

Lf(z)=eV* si Rz>0.

Demostracion. f es una funcién acotada, pues es continua y lim f(¢) = 0. Una
t—ro0

primitiva de f, F', se puede expresar en términos de la funcién error de Gauss,

erf,
a/2\/£
F(t)=1—erf<a) :1—2/ e da
2Vt ™ Jo

como se puede comprobar directamente aplicando la regla de la cadena y el teo-
rema fundamental del cdlculo. La funcién transformada de F' se puede calcular
siguiendo lo expuesto en [Gall9, Cap. 8, Prob. 8.7] y es

LF(z) = le*aﬁ si Rz > 0.

Puesto que
lim =1— limerf(t) =1—-1=0,

t—0t t—o00

el teorema 1.35 garantiza que
Lf(2) = 28F(2) — F(0Y) = e ®? i Rz>0,
como se queria demostrar. |

El problema que trataremos como ejemplo es la ecuacién del calor ho-
mogénea en una semirrecta con valores iniciales nulos y condicién frontera dada
por una funcién h del tiempo,

ur(t, ) — uga(t,x) = 0 si t>0,2>0
u(t,0) = h(t) si t>0 (3.19)
u(0,x) = 0 si x>0
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62 Capitulo 3. Aplicaciones de la transformada de Laplace

Ademas, buscamos una solucién que sea acotada. Esta condicion garantiza que
u admite transformada de Laplace con respecto a t para cada x > 0,

Llu(t,z)] (z) = /000 u(t,z)e ' dt = U(x, 2) si x>0, Rz > 0y

También se supone que la transformada de Laplace puede ser intercambiada
con la derivacién con respecto a la variable espacial x, es decir, que

0

£ ltaa(t,2)] (2) = 5

o0
/ u(t, x)e "t dt = Upp(z, 2) si x>0,
0
hipétesis que se puede comprobar una vez encontrada la solucién. Aplicando la
transformacién de Laplace a cada lado de 3.19 se tiene, para cada = > 0, Rz >
Ou,s

2U(x,2) —U(0,2) — Upy(z, 2) = 0.

Conviene expresar la condicién frontera en términos de la funcién transformada
(los valores iniciales estan implicitos en la ecuacién anterior, como ocurria en
el caso de las EDOs)

U0, 2) = /O (0, e dt — /0 T (et dt = £h(2).

El problema en el dominio transformado es

{ZU(a:, z) = Upy(z, 2) = 0 si >0, Re>o0y (3.20)

U0,z) = £h(z) si Rz > oy

que se trata de una familia uniparamétrica de ecuaciones diferenciales ordina-
rias en la variable x. La solucién general de la EDO es

Uz, 2) = a(z)eV™ + B(z)e V™,

si Rz > 0, tomando la raiz en su determinacién principal. Puesto que U debe
ser una funcién acotada por 1.43, tomamos el coeficiente o(z) = 0. Imponiendo
la condicién frontera

U(0,2) = B(z) = £h(2),

por lo que
Uz, z) = Lh(z)e V?™,

Utilizando el lema anterior 3.12 y el teorema de convolucién 1.31 se tiene que
la funcién w : (0,00) x (0,00) — R definida por
t l.e—$2/4(t—7')

; 7%”(75 — h(T) dr

es la transformada de Laplace inversa de U(z,z) para cada = > 0y es, por
tanto, la soluciéon buscada de 3.19.

u(z,t) =
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Apéndice A

Algunos resultados de Analisis
Real y Armonico

En este apéndice se recogen algunos resultados utilizados en el desarrollo del
trabajo. En primer lugar, se introduce el concepto de continuidad absoluta, que
permite enunciar el teorema fundamental del célculo de una forma mas general
que la expuesta en los cursos de introduccién al Célculo. Después, se definen
las funciones de variacién acotada, necesarias para abordar el problema de la
inversion en las transformadas de Fourier y Laplace. La referencia fundamental
para estas primeras secciones es [Fol99]. Finalmente, se exponen sin demostra-
cién algunos resultados necesarios para la prueba de la férmula de inversion de
la transformada de Fourier, tal como se encuentran en el estudio completo que
se realiza en [Bac00].

A.1. Continuidad absoluta. El teorema fundamental
del Calculo

Definicion A.1. Sean I un intervalo cerrado de Ry f : I — C. Se dice que F
es absolutamente continua en I si se verifica que para cada € > 0, existe § > 0
tal que cualquiera que sea la familia de intervalos disjuntos (a1,b1), ..., (an,by)
contenidos en I con » 7, (bj — a;) < d se tiene que Y7, [F(b;) — F(a;)| <e.

Proposicién A.2. Sean I un intervalo cerrado de Ry f: I — C.

1. Si F es absolutamente continua en I, entonces F' es uniformemente con-
tinua en R.

2. Si F es absolutamente continua en I, entonces F' es de variacién acotada.
3. Si F € CY(I), entonces F es absolutamente continua.

Teorema A.3 (fundamental del Célculo para la integral de Lebesgue).
Sean [a, b] un intervalo compacto de R y F': [a,b] — C. Son equivalentes:

1. F es absolutamente continua en [a, b].

2. Existe f € L' ([a,b]) tal que F(z)—F(a) = [ f(t) dt para cada x € [a, D).
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3. F es derivable casi siempre en [a,b], F' € L' ([a,b]) v F(z) — F(a) =
[ F'(t) dt para cada z € [a, b].

El concepto de continuidad absoluta permite enunciar una versién mas ge-
neral del teorema fundamental del Calculo que la expuesta en los cursos de
introduccion al Calculo Infinitesimal basada en la integral de Riemann. Colo-
quialmente hablando, el teorema dice que las funciones absolutamente continuas
son exactamente las primitivas de las funciones localmente integrables. Sin em-
bargo, cabe hacer énfasis en que no toda funcién derivable en casi todo punto
de un intervalo compacto de R es absolutamente continua, la integrabilidad de
la funcién derivada es una condicién necesaria y suficiente.

El resultado siguiente extiende la férmula de integracién por partes al marco
de las funciones absolutamente continuas. La prueba hace uso del teorema
Fundamental del Célculo y del teorema de Fubini.

Teorema A.4 (Férmula de integracién por partes). Si F'y G son abso-
lutamente continuas en [a, b], entonces

b b
/ F(2)G () dz + / F(@)G(z) dz = F(O)G(b) — F(a)G(a)

A.2. Funciones de variacion acotada

Las funciones de variacién acotada seran de utilidad a la hora de abordar el
problema de la inversién en las transformadas integrales de Fourier y Laplace.
En este apartado se definen y se demuestran algunas propiedades necesarias
para el estudio de las transformadas.

Definicién A.5. Sea f : [a,b] — C. Se dice que f es de wvariacion acotada
en [a,b] si existe M > 0 tal que para cualquier secuencia finita de puntos
intermedios rg = a < x1 < -+ < xp_1 < xp = b, se tiene que

> I f(@r) = flae—1)] < M.
k=1

Proposicion A.6. Se verifican las siguientes propiedades:
1. Si f es de variacién acotada en [a,b], entonces f es acotada.
2. Si f es mondtona en [a, b], es de variacién acotada en [a, b].
3. Si f € CY([a,b]), es de variacién acotada en [a, b].
4. Si fy g son de variacién acotada en [a, b], entonces f + g y fg también.

Demostracion. 1. Sea x € [a,b], entonces |f(x) — f(a)|+]|f(b) — f(x)| < M,
)|

por lo tanto [ f ()| < 2[f ()| < [f(z) = f(b) + F(O)|+]f(x) — f(a) + f(a)]
< M+ |f(a)| + |f(b)], por lo que f estd acotada.
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2. Supongamos que f es creciente, si es decreciente se razona de forma
analoga. Dados 29 = a < 1 < -+ < xp—1 < x, = b, se tiene que
Dot [ f(ak) = f(e—1)l = 205y f(2) — f(zp—1) = f(b) — f(a), por lo

que f es de variacién acotada en [a, b].

3. Dados 7p = a < 21 < -+ < Ty_1 < T, = b, como f € €([a,b]), el
teorema del valor medio garantiza que existen & € (z;—1,2;) v f(zk)
f(zk—1) = f' (&) (zp—x_1). Como f es continua en un compacto | f/(&)|
M Vk. Portanto: 3¢y |f(zk) — f(we—1)] = 2j—q [f' (&) (wp—2k-1)
M(b— a), por lo que f es de variacién acotada en [a, b].

<
<

4. Dados zp =a < x1 < - < Zp—1 < p, = b, como f y g son de variaciéon
acotada,

n

7 f @) + g(zk) — fze—r) — glar—1)| <

=1
S 1f k) = Fla-))+ Y lg(ar) — g(zr-1)| < My + M,,
k=1 k=1

luego f + g es de variacién acotada. Para ver que lo es fg, como f y g
son acotadas por (1), se tiene que f(zx) < Ky y g(z) < Ky si @ € [a,b].
Entonces,

NE

|f(xr)g(@k) — flzr-1)g9(zr—1)| =

>
Il
—_

M=

|f(zr)g(zk) — f(zr)g(me—1) + f(or)g(h—1) — f(Th-1)9(TR=1)| <

b
Il
—

NE

(@) (g(xn) = g(ar-))| + Y lg(ar—1)(f(2r) = fl@r1))| <
= k=1

KfMg "‘Kng’

o
Juy

por lo que fg es de variacién acotada.

Proposicién A.7. Si f : [a,b] — R, entonces son equivalentes:
1. f es de variacién acotada.

2. f es la diferencia de dos funciones crecientes y acotadas.

A.3. La transformada de Fourier

La transformacién de Fourier es una herramienta de gran utilidad para abor-
dar problemas relacionados con las ecuaciones diferenciales y el tratamiento de
seniales. En esta seccion se define la transformada y se incluyen dos resultados
utilizados en la prueba de la férmula de Bromwich. Los detalles de la prueba,
muy laboriosa, de la férmula de inversiéon pueden encontrarse en el ya mencio-
nado libro de Bachman [Bac00].
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Definicién A.8. Sea f € L'(R). Se define la transformada de Fourier de f
como la aplicacién f : R — C definida por

o0

fw) = / e F (1) dt.

La transformada de Fourier de f se denota por f o F(f).

Proposicién A.9 (Relacién entre la transformada de Laplace y la de
Fourier). Sea f € L}, (RT) una funcién que admite transformada de Laplace
con o < 0. Denotemos por f* a su extensiéon por 0 a toda la recta (es decir,
f*(t) = 0sit < 0,yf" |0,00)= f)- Entonces, la funcién f* es integrable en R y
para cada nuimero real w se tiene que

F(f)(w) = frw) = £f (iw).

En general, si a > o7 y se define g(t) = e % f(t) (entonces o, = o5 — a < 0),
se tiene que
F(g")(w) = Lg(iw) = £f (a + iw).

Teorema A.10 (Férmula de inversién para la transformacién de Fou-
rier). Sea f € L'(R). Si f es de variacién acotada en un entorno de t € R,

entonces B N ~
f(t)—;f(t) = %V.P. /_OO ¢! fw) dw
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Apéndice B
Distribuciones

Este apéndice recoge algunas propiedades relevantes de las funciones gene-
ralizadas o distribuciones que se utilizan en el desarrollo de la teoria. Aunque
la definicién precisa del espacio de distribuciones requiere de la utilizacién del
concepto de Espacio Vectorial Topoldgico, se omiten estos detalles, que pueden
encontrarse en [Rud91], para enumerar las propiedades relevantes para el tra-
bajo. Una exposicion detallada de las propiedades de las distribuciones puede
encontrarse en [Mit18].

Definicion B.1. Sea €2 C R"™ un conjunto abierto y K C {2 un conjunto com-
pacto. Se denota por Dk (£2) al espacio vectorial topolégico de las funciones
{f €C>(Q):s0p f C K} con la topologia inducida por la familia de seminor-

mas {PKm} e,

pEm : Dr(2) — C
Y = max  [0%p(x)|.
zEK,@Km | ( )|

Se define el espacio de las funciones test en €2, que se denota por D(€2), como el
conjunto {f € C(Q2) : sop f € 2} equipado con la topologia de limite inductivo
estricto de los espacios Dg (2) (ver detalles en [Rud91]).

Definicién B.2. Se dice que u : D(2) — C es una distribucion en Q si u es
lineal y continua, esto es, si u pertenece a D'(Q2), el espacio dual topoldgico de
D(Q). Si p € D(Q), se denota por (u, ) a la imagen de ¢ por w.

Aunque la definicién de la topologia del espacio de funciones test no es
sencilla, la proposicién siguiente permite determinar si un funcional de D({2)
es continuo, es decir, si es una distribucion.

Proposicién B.3. Sea u : D(2) — C una aplicacién lineal. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. w es una distribucion.

2. Para cada compacto K C Q existe k € Ng y M > 0 tal que

{u, )| < méx [0%(x)| paracada ¢ € D(Q).
zeK,|a|<m
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3. Para cada sucesion {g;}; .y C €27 (€2) con lim ¢; =0 en D(Q2), se tiene
j—00

que lim (u, p;) = 0.
j—00

Definicion B.4. Sea u una distribucién en €. Si el entero k en B.3.2 se puede
escoger independientemente del compacto K, se dice que u es una distribucion
de orden finito.

Si u es una distribucién de orden finito, se define el orden de u como el
menor entero k tal que w satisface la condicién de continuidad en B.3.2.

Definicion B.5. Se dice que una distribucién u en 2 es de tipo funcion si
existe una funcién f localmente integrable en 2 tal que para cada ¢ € C2° (Q)
se tiene que

(u, ) = /Qf(w)go(x) dx.

En estas condiciones, se dice que u es la distribucién asociada a la funcion f y
se denota por uy.

1

Proposicién B.6. Para cada funcién f € L, .(€), la aplicacién

ur: @ € D(Q) — /Qf(a;)go(a:) dx

es una distribucién de orden finito en 2. Ademas, si existe g localmente inte-
grable tal que uy, = uy, entonces f = g casi siempre en 2.

La proposicién anterior establece que cada funcién localmente integable! en
) se puede identificar con una distribucién en €. Sin embargo, existen dis-
tribuciones que no son de tipo funcién, lo que justifica que también se llame
funciones generalizadas a las distribuciones.

Ejemplo B.7. Sea zy € Q. La aplicacién
Oz = 0 € D(Q) = p(0)

se denomina delta de Dirac centrada en xg y es una distribucién de orden 0 en
Q) que no es de tipo funcion.

El espacio de distribuciones D'() tiene estructura de espacio vectorial sobre
C con la suma y la multiplicacién por escalares habituales de aplicaciones linea-
les. Ademads, este espacio se puede dotar de una topologia de espacio localmente
convexo mediante la familia de aplicaciones lineales {p¢}¢€D,(Q) definidas como

po(u) = (u, @) para cada u € D'(§2), que se denomina topologia débil*.

Proposicién B.8. D'(Q) es un espacio topoldgico localmente convexo sobre C.
Adem3s, una sucesion {¢;}; y en D' (Q) converge a u € D'(QQ) cuando j — oo
en D'(Q) si, y solo si lim (u;, ¢) = (u, ) para toda ¢ € C° (Q).

J—00

estrictamente hablando, cada clase de equivalencia de funciones localmente integrables
iguales casi siempre.
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Proposicién B.9. D'(Q2) es un espacio completo, en el sentido de que si una
sucesion {¢;};y en D'(2) es tal que lim (u;, ) existe para toda ¢ € C° (1),
J]—00

entonces el funcional u : D(§2) — C definido por (u, p) = lim (u;, ¢) para cada
j—o0
v € C () es una distribucién en .

Algunos conceptos habituales de la teoria de funciones como la multipli-
cacién por una funcién, la diferenciacién y el soporte se extienden al espacio
de distribuciones. En todos los casos la definicién clasica y la distribucional
coinciden para las distribuciones de tipo funcién.

Proposicién B.10. Sean u € D' () y a € C* (2). La aplicacién au : D () —
C definida por

(au)(p) = (u,ap), paracada ¢ € C(Q)

es una distribucién en 2, denominada multiplicacion de a por u. Si existe f €
L} () tal que u = uy, se verifica que aus = u,y.
Proposicién B.11. Sean u € D' () y a € Njj. La aplicacién D% : D (Q) —
C  definida por

(D*u) () = (1)1 (u, D*¢), para cada € C (Q)
es una distribucion en (2, denominada derivada de orden o de u. Si existe
[ €C®(Q) tal que u = uy, se verifica que D%y = upay.

Observacién B.12. En lo sucesivo utilizaremos la notacién de Cauchy, D¥f,
para desginar la derivacién débil, mientras que con la de Lagrange, f',..., f (k).
significaremos la derivacién ordinaria.

La proposicién extiende el concepto de derivacién al espacio de distribuciones
y garantiza que toda distribucién admite derivadas de cualquier orden en el
sentido precisado. Ademds, de acuerdo con los comentarios que siguen a la
proposicién B.6, esto permite hablar de las derivadas de una funcién localmente
integrable aunque no esta no sea derivable en el sentido clasico. En particular,
se tiene una férmula explicita para el caso en el que la funcién es derivable
salvo en un punto en el que presenta discontinuidades de salto finito.

Proposicién B.13 (Férmula de los saltos). Sea f € L}, (R) tal que f*)(¢)
existe para todo t con la excepcion del punto t = a y representa una funcién
localmente integrable. Ademads, se supone que existen los limites

fla=), f'a=), ..., f¥ V(=)
flat), flat), .. f¥D(at)
existen. Entonces, se tiene que
DFf =% 4 [fED(at) — fED(a—)] b
[P D (at) = fE D (@) 8,

+ [F5 D (at) = 5D ()] 85
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Definicién B.14 (Soporte de una distribucién). Sea u € D' (Q). Se deno-
mina soporte de u, denotado por sop u, al conjunto de los puntos ¢t € R” tales
que para cada € > 0 existe ¢ € D (R) con sop e C B(t,€) y (u, ) # 0.

Se dice que u se anula en el abierto V' si (u,¢) = 0 para cada funcién test
sop ¢ C V. El soporte de u se define equivalentemente como el complementario
del mayor abierto de anulacién de u, por lo que siempre es un conjunto cerrado.

Proposicién B.15. Sea f € L}, (), entonces sop us = sop f2, donde uy es la
distribucién asociada a la funcién f como en B.6.

Teorema B.16. Sean m,n € N, U un conjunto abierto de R, V' un conjun-
to abierto de R™. Sean u € D' (U) y v € D' (V). Se verifican las siguientes
propiedades:

1. Existe una tnica distribucién u ® v € D' (U x V), llamada producto ten-
sorial de u y v, con la propiedad de que

(u®@ v, 01 ® @) = (u, 1) (v, 2)
para cada @1 € C° (U), w2 € C° (V).

2. Para cada ¢ € C° (U x V), la accién de la distribucién v ® v viene dada
por

(u®w,¢) = (u(x), (v(y), e(z,y))) = (v(Y), (u(z), ¢(z,y)))

Para definir la convolucién de distribuciones, se observa como se comporta
la distribucién de tipo funcién asociada a f x g, siendo f,g € Li (R"). Si
v € C°(R™), se tiene que

(Ufrg: ) = /Rn o flx—y)g(y)p(z)dz dy = /n . f(2)9(y)p(y + 2)dz dy,

lo que sugiere definir la funcién ¢ : R"” x R™ — C tal que ¢*(z,y) = p(z +y)
para as{ definir la convolucién de distribuciones como (u * v, p) = (u ® v, p®).
Sin embargo, no se puede afirmar en general que la funcién ¢”? tenga sopor-
te compacto en R™ x R™. A pesar de esto, bajo ciertas condiciones sobre los
soportes de las funciones v y v indicadas en el teorema siguiente, la distribu-
cién u ® v se puede extender a un funcional lineal sobre la clase de funciones
P € C®(R™ x R™) tales que sop ¥ N (sopu & sopv) es compacto en R™ x R™,

—_—

denotado por u ® v. Para més detalles, vedse [Mit18, Teoremas 2.60,2.92].
Teorema B.17. Sean u,v € D' (R") tales que para cada r > 0 el conjunto
M, = {(a:,y) €sopu X Sopv:x+y€E B(O,r)} es compacto en R" x R™.

Entonces, la aplicacién u v : D (R™) — C definida por

(u*xv,p) = <u®v,g0A>

es una distribucién en R™ que se denomina convolucion de u con v. Adem4s,
se verifican las siguientes propiedades:

Zsop f denota el soporte esencial de f. Este se define como el complementario del abierto
de anulacién c.s, un conjunto abierto que es la unién de todas las bolas abiertas B tales que
f = 0 para casi todo punto de B.
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1. Si f,g € L} (R™) son tales que u = up, v = vy la compacidad de M,

loc
para cada r > 0 garantiza que f *x g € L}OC(R”). Ademas, se tiene que

Uf * Vg = Wig-
2. sop (u*v) C supu + sopv.
3. uxv="0vx*u.
()

4. Dado a € N, se tiene que d; * * u = D%u. En particular, dp * u = u.

5. Dado a € N, se tiene que D (u* v) = (D%) * v = u * (D)

Proposicién B.18. Sea I un intervalo abierto de Ry sea ug € D’ (I). Entonces:
1. La ecuacién u’' = ug en D’ (I) admite al menos una solucién.
2. Siwug,ug € D' (I) son tales que (u1)' =ugen D' (I)y (uz) = ug en D' (I),

entonces existe ¢ € C tal que uy —ug = c en D’ (I).

Proposicién B.19. Sean I un intervalo abierto de R, g € C®(I) y f € C*(I)
para algin k € Ny. Si ug € D’ (I) satisface v’ + gu = f en D’ (I), entonces
u € CF(I).

Carlos Arranz Simoén






Bibliografia

[Apo96] T. M. Apostol. Andlisis matemdtico. Reverté, 1996.
[Ash07] R. B. Ash, W. P. Novinger. Complex Variables. Dover, 2007.

[Bac00] G. Bachman, L. Narici, E. Beckenstein. Fourier and Wavelet Analysis.
Springer, 2000.

[Dea81] M. Deakin. The developmento of the Laplace transform, 1737-1957, I.
FEuler to Spitzer, 1737-1880. Archive for History of Exact Science volume
25, pages 343-390 (Springer, 1981).

[Dea82] M. Deakin. The development of the Laplace Transform, 1737-1937
1I. Poincaré to Doetsch, 1880-1937. Archive for History of Exact Science
volume 25, pages 343-390 (Springer, 1982).

[Doe74] G. Doetsch. Introduction to the Theory and Application of the Laplace
Transformation . Springer-Verlag, 1974 .

[Fol99] G. B. Folland. Real Analysis. Modern Techniques and Their Applica-
tions. Wiley Interscience, 1999.

[Gall9] F. Galindo, J. Gémez, J. Sanz, L. A. Tristdn. Guia Prdctica de variable
compleja y aplicaciones. Ediciones Universidad de Valladolid, Universidad
de Ledn; 2019.

[Mar96] J. E. Marsden, M. J. Hoffman. Andlisis Bdsico de Variable Compleja.
Editorial Trillas, 1996.

[Mit18] D. Mitrea. Distributions, Partial Differential Equations and Harmonic
Analysis. Springer, 2018.

[Rud91] W. Rudin. Functional Analysis. McGraw-Hill, 1991.

[Sch99] J. L. Schiff. The Laplace Transform. Theory and Applications. Springer,
1999.

[Wid59] D. V. Widder. The Laplace Transform. Princeton University Press,
1970.

[Wil70] S. Willard. General Topology. Dover, 1970.

[Zui91] C. Zuily. Problems in distributions and Partial Differential Equations.
North-Holand, 1991.

73



