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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Objetivo del trabajo

La presente memoria constituye el Trabajo de Fin de Grado que presenta el interesado
para optar a la titulacion de Graduado en Matemadticas. Estd organizado como la primera
parte matematica de un trabajo coordinado entre el Grado en Fisica y el Grado en Ma-
tematicas. La idea es tratar el formalismo de las teorias gauge en este trabajo, para poder
estudiar posteriormente algunos ejemplos y casos practicos en el trabajo de Fisica.

1.2. Breve resena historica sobre las teorias gauge

Existen cuatro interacciones fisicas fundamentales en la naturaleza: la gravedad, el elec-
tromagnetismo y las fuerzas nucleares fuerte y débil. En 1915, Einstein publica una serie
de articulos que culminan con sus ecuaciones de campo describiendo la primera fuerza fun-
damental: la gravitacién [5]. Esta teoria, conocida cominmente como Relatividad General,
es de naturaleza geométrica. Es decir, en ella la gravedad no se interpreta como una fuerza
en el sentido usual, sino como la curvatura de una variedad 4-dimensional que represen-
taria el espacio-tiempo en el que vivimos. En 1918, H. Weyl introduce lo que mas tarde
serfa un prototipo de teoria gauge [13]. Esta teoria pretendia unificar el electromagnetismo
con la gravedad a través de un enfoque geométrico, similar al que hizo Einstein. Aunque el
planteamiento original de Weyl se probd incorrecto, més tarde se descubrié que una nueva
idea de invarianza gauge podia explicar la simetria de isospin. En un articulo clédsico [22],
C.N.Yang y R.L. Mills propusieron que la fuerza nuclear fuerte se pudiese describir como
una teoria gauge con grupo de simetria SU(2). Esto resucit6 el interés en las teorias de
gauge, que en la actualidad constituyen nuestro marco de entendimiento méas profundo y
unificado de las fuerzas fundamentales. En particular, el electromagnetismo, y las interac-
ciones nucleares fuerte y débil se han unificado en una tnica teoria de gauge con grupo de
Lie SU(3) x SU(2) x U(1). Esta teoria constituye el conocido como Modelo Estidndar de
particulas elementales. Con el descubrimiento, en 2012, del bosén de Higgs [I] parece
quedar confirmada la validez de este modelo y también el hecho de que la naturaleza de las
interacciones fundamentales deberia venir descrita por una gran teoria unificada de gauge.
Por desgracia, no todas las fuerzas fundamentales estan unificadas en una tnica teoria: la
gravedad parece resistirse a los intentos de estos ultimos anos. Esto no quiere decir que la
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7 1.3. NOCION INTUITIVA DE TEORIA GAUGE

gravedad no haya sido formulada en términos de teorias gauge. En 1956, R.Utiyama, en su
articulo [19] demuestra que la gravedad puede entenderse como una teoria de gauge donde
el grupo de simetrias fuese el grupo de Lorentz. No obstante, todavia queda por formular
una teoria gauge que tenga al grupo de Poincaré (que es el grupo completo de simetrias de
la Relatividad General) como grupo de simetrias locales. Intentos recientes [20],[21] lograron
describir satisfactoriamente la gravedad en 2+1 dimensiones como teoria gauge. Es mas,
estas teorias probaron mas tarde ser resolubles analiticamente. Aun con todo, el caso en 4
dimensiones continia siendo un misterio. Resulta curioso que esta interaccion, formulada en
el lenguaje abstracto de la geometria diferencial por Einstein y que comparte tantas ideas
con las teorias gauge actuales, escape atin a dicho formalismo.

1.3. Nocién intuitiva de teoria gauge

Esté clara, pues, la importancia de las teorias de gauge, pero ain no se ha presentado
qué es exactamente una teoria gauge. Las teorias gauge son una clase de teorias fisicas que
describen la interaccién de los campos fundamentales de la naturaleza en términos de una
conexion en el espacio-tiempo cumpliendo ciertas propiedades, que se interpreta como un
potencial en el sentido clasico, y una curvatura midiendo la intensidad de dicha in-
teraccién. La forma usual de llegar a una teoria gauge en fisica es observar la invarianza
de un cierto Lagrangiano con respecto a una transformacion global, que no depende del
espacio-tiempo y promocionarla a una transformacién local que si que dependa. En este
proceso, para conservar la invarianza, se ha de postular la existencia de un objeto matemati-
co que transforme de acuerdo a una reglas determinadas, de manera que se pueda construir
una variable dinamica -que sera una derivada covariante- que sea invariante con respecto a
la transformacion local. Este objeto, que en fisica se llama potencial de gauge, resulta
tener las mismas propiedades de transformacién que una 1-forma local de conexidon en
un fibrado principal, una vez escogida una seccion del fibrado. La fuerza de la interaccién
mediada por este potencial, que fisicamente puede construirse usando derivadas del mismo,
en analogia a como se hace en el electromagnetismo con el tensor electromagnético, ma-
tematicamente se corresponde con un objeto llamado 2-forma de curvatura. Los campos
fisicos de materia se acoplan con la derivada covariante en lo que en fisica se conoce como
acople minimo (minimal coupling). Este acople da lugar a términos de interaccién en los
Lagrangianos representados por diagramas de Feynman.

1.4. Planteamiento matematico de las teorias gauge y
estructura del trabajo

Desde el punto de vista matematico, pues, el estudio de las teorias de gauge es el de los
fibrados principales, fibrados vectoriales asociados, conexiones, curvaturas, deri-
vadas covariantes, etc. De este modo, auna muchas ramas interesantes de la geometria
diferencial y la topologia en una unica y hermosa teoria. En este trabajo, se pretende dar
una introduccion de todos estos topicos desde un punto de vista riguroso en el contexto de la
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 8

geometria diferencial. Los teoremas y resultados que se van a abordar son los clasicos en el
estudio de este tipo de teorias y suponen una introduccion a un amplio campo que todavia
es foco de actual investigacién. Como este trabajo estd coordinado con el correspondiente
trabajo de Fisica, la idea serd presentar el maximo numero de resultados orientados a la
formalizacién de las teorias gauge. Asi, en la posterior memoria de dicho trabajo, se podra
exponer el mayor niimero de ejemplos posible de interés en el &mbito fisico. En vista de esto,
la estructura del trabajo seré:

1. Grupos de Lie: Primero, hay que hacer un estudio de los Grupos de Lie, ya que son
los grupos de simetria que aparecen de manera natural en Fisica. Mateméaticamente,
estos no son mas que grupos con una estructura de variedad diferenciable que hace que
el producto sea una aplicacién diferenciable. Sobre estos grupos, existe una estructura
muy rica, que es la de algebra de Lie, un espacio vectorial con la misma dimension
que el grupo y formado por campos de vectores invariantes por el push-forward de
las multiplicaciones por la izquierda. A este espacio vectorial se le suma, ademas, una
operacién interna que cumple ciertas propiedades y que se denomina «corchete de
Lie». Lo mas fascinante del dlgebra de Lie es que es capaz de parametrizar el grupo, al
menos en un entorno de la identidad, a través del mapa exponencial. Las propiedades
globales de este mapa (sobre todo la sobreyectividad) no se estudian en este trabajo,
ya que suelen llevar asociadas una gran cantidad de resultados previos. No obstante,
si que se menciona el resultado clésico sobre la sobreyectividad en grupos compactos y
conexos y se dan referencias adecuadas. Por otro lado, en la préactica, los grupos de Lie
aparecen sobre todo como grupos lineales (también llamados grupos matriciales),
que son subgrupos cerrados del grupo GL(n,R). Por ello, se hace un breve estudio
de cémo la matriz exponencial sustituye al mapa exponencial en estos casos y por
qué el corchete de Lie no es ni mas ni menos que el conmutador de matrices. Para
terminar, se abordan algunos casos de interés practico.

2. Teoria de representaciones: Después de haber introducido los grupos de Lie, se
revisan sucintamente algunos conceptos bésicos de la teoria de representaciones.
Estas son de relevancia en Fisica, ya que seran la manera en que los grupos de simetria
actuaran sobre espacios vectoriales. De todas las representaciones, hay una de especial
importancia, que es la representacién adjunta. El estudio de la representacién
adjunta y de las métricas invariantes serd de importancia en el trabajo de Fisica,
ya que proporcionara resultados que garantizan cuando se pueden definir términos
cinéticos en el Lagrangiano de Yang-Mills que sean invariantes por transformaciones
gauge.

3. Accién de grupo: En este capitulo, se presentan la teoria elemental de las acciones
de grupo. Si las representaciones se pueden entender como una forma «lineal» de ac-
tuar de un grupo, las acciones se pueden entender como una generalizacién «no lineal».
En este sentido, las acciones seran la forma natural en que los grupos podran operar
sobre las variedades diferenciables. Se estudian los campos de vectores fundamen-
tales que jugardn un rol importante, junto con la forma de Maurer-Cartan, a la
hora de hallar la diferencial de una accién de grupo. Se termina estudiando el espa-
cio de 4rbitas, que es de gran relevancia a la hora de definir los fibrados vectoriales
asociados.
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4. Fibrados: Se estudia, principalmente, la teoria de los fibrados principales, fibra-
dos vectoriales y los fibrados vectoriales asociados. Aparece por primera vez el
término de gauge, que se usa para refererirse a una seccién del fibrado principal en
cuestiéon. La libertad de gauge, en este sentido, se traduce en la libertad de escoger
una seccion para el fibrado principal. Se termina con tres ejemplos clasicos: la banda
de Mobius, la fibracion de Hopf y el fibrado tangente.

5. Conexién y Curvatura: El ultimo capitulo trata las conexiones y las curvaturas,
que estan definidas en ciertos fibrados y que seran las que se interpretaran como cam-
pos de gauge y fuerzas de interaccién. Es de gran relevancia, desde el punto de vista
fisico, ver que estos objetos transformen adecuadamente al cambiar de gauge. Por ello,
se estudian las transformaciones de gauge y como estas afectan a la 1-forma de
conexion y la 1-forma de curvatura. En este apartado también se aclara por qué en
algunos textos se refieren a las transformaciones de gauge como automorfismos de fi-
brados y otros se refieren como funciones definidas en un abierto de la variedad base
y con valores en el grupo (transformaciones de gauge fisicas). Para terminar, se
presentan algunos ejemplos de relevancia en el &mbito fisico: comenzando por la teoria
del electromagnetismo de Maxwell, que es la teorfa de gauge mas simple (por tener
un grupo de simetria abeliano) para concluir con un analisis sobres los monopolos
magnéticos, un ejemplo sencillo en el que intervienen fibrados no triviales. Este ejem-
plo servird como base en el trabajo de Fisicas para introducir las clases caracteristicas,
que seran la base del estudio de las teorias de Chern-Simons.

Conviene notar que, durante el desarrollo del trabajo, se consideraran siempre variedades
diferenciables que son de clase C*°, como es costumbre en numerosos textos.

Las referencias principales son el libro de Mark J.D. Hamilton, Mathematical gauge theory
[6] v los dos tomos de G. Rudolph y M.Schmidt Differential Geometry and Mathematical
Physics [15] y [16], que tratan los temas anteriormente mencionados con aras a una posterior
aplicacion en teorias Fisicas. Para algunas cuestiones genéricas sobre el estudio de variedades
diferenciables, se consult6 sobre todo la referencia clésica de Jeffrey M. Lee, Manifolds and
Differential Geometry [9]. En los tltimos apartados, en los que se exponen ejemplos de
relevancia en el contexto fisico, se usaron las referencias: los dos libro de G.L. Naber, Topolgy,
Geometry and Gauge Fields: Foundations y Interactions [11] [8], de J. Baez y J. P. Muniain
Gauge fields, knots and Gravity [2], de M. Nakahara Geometry, Topology and Physics [12], y
de Y.M. Shnir Magnetic Monopoles [18], principalmente. Otras referencias se usan en casos
particulares, especificandose en cada seccién.
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Capitulo 2

Grupos de Lie

2.1. Primeras definiciones:

Observacién 2.1.1. Como ya se ha mencionado en la Introduccién, aqui siempre se con-
sideraran variedades que son de clase C*™. Por ello, «diferenciable», «C*>» y «regular» se
usaran indistintamente (smooth).

Definicién 2.1.1 (grupo de Lie). Un grupo de Lie es un grupo que ademds tiene
estructura de variedad diferenciable y en el que la aplicaciéon:

GxG — G

(2.1.1)
(gh) — g-h7"
es regular (es C*).
Observacion 2.1.2. Como se demuestra en [7], basta con que la apliacién
GxG — G
(2.1.2)

(g:h) — g-h
sea regular para que el grupo sea de Lie.

Ejemplo 2.1.1. Algunos ejemplos de grupos de Lie son: el grupo de rotaciones en el plano
SO(2) (esta claro que es un grupo. Para verlo como variedad diferenciable basta verlo como
una subvariedad de dimensién 1 en R*, parametrizada por el 4ngulo de la rotacién. Adem4s,
por la observacién anterior, basta con ver que el producto de dos elementos es una aplicacion
regular) o el grupo U(1) de nimeros complejos de médulo 1. Este ultimo se puede identificar
con la circunferencia de radio unidad, una subvariedad de dimensién 1 de R2.

<>

Como siempre que se estudia una estructura en matematicas, es conveniente definir lo que
es una «subestructura» de la anterior. Obsérvese que no todo subgrupo de un grupo de Lie
tiene por qué ser grupo de Lie, ya que podria no ser variedad diferenciable. Formalmente:
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11 2.2. ALGEBRAS DE LIE:

Definicién 2.1.2 (subgrupos de Lie). Dado G, un grupo de Lie:

1. Un subgrupo de Lie inmerso en G es la imagen de una inmersién inyectiva
¢ : H — G de un grupo de Lie H de manera que ¢ sea un homomorfismo de grupos.

2. Un subgrupo de Lie embebido en G es un subgrupo inmerso que ademas verifica
que ¢ es homeomorfismo sobre su imagen.

Recordatorio 2.1.1. El concepto de inmersion y submersion es el siguiente. Dada F :
M — N, con M y N variedades diferenciables:

» F'es inmersion si es una aplicacién diferenciable (C*) y su diferencial es inyectiva en
todo punto de M.

= F es submersion si F' es diferenciable y su diferencial es sobreyectiva en cada punto de
M.

Observacion 2.1.3. La nocién intuitiva de lo que deberia ser un subgrupo de Lie es la de
subgrupo embebido, ya que, en este caso, la estructura topoldgica del subgrupo es la misma
(por ser ¢ homeomorfismo) que la que heredaria por ser subespacio topoldgico de G.

<>

Estudiado el concepto de la estructura matematica y sus subestructuras, el siguiente
paso es establecer cuando una funcién preserva dicha estructura. Es decir, cuando se puede
hablar de un «homomorfismo de grupos de Lie». Obviamente, la definiciéon tendré que hacer
referencia a la dos estructuras que tiene un grupo de Lie: la de grupo y la de variedad
diferenciable.

Definicién 2.1.3 (homomorfismo de grupos de Lie). Sean G y H dos grupos de Lie.
Una aplicacién ¢ : G — H se dice que es un homomorfismo de grupos de Lie si:

1. La aplicacién entre variedades diferenciables es regular.
2. Es un homomorfismo de la estructura de grupo.

Una aplicacién que sea, ademas, un difeomorfismo, se dice que es un isomorfismo de
grupos de Lie. Un isomorfismo de grupos en el que H=G se dice que es un automor-
fismo de G.

2.2. Algebras de Lie:

Asociado al concepto de grupo de Lie estd el de algebra de Lie, de gran relevancia en
fisica, ya que permitirdn parametrizar los grupos de Lie (asumiendo que sean compactos y
conexos) por medio de la aplicacién exponencial y los llamados «generadores del grupo».
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CAPITULO 2. GRUPOS DE LIE 12

Definicién 2.2.1 (4lgebra de Lie). Un espacio vectorial V, junto con una aplicacion:
[, ]:VXxV:i=>V (2.2.1)

se llama algebra de Lie si verifica las siguientes propiedades:

1. [-,] es bilineal.
2. [+, ] es antisimétrica.
3. [+, ] satisface la siguiente identidad:
[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =0, Vu,v,w € V (2.2.2)

conocida como identidad de Jacobi.

En este caso, a la aplicacion de (2.2.1)) se le llama Corchete de Lie.

Ejemplo 2.2.1. Todo espacio vectorial V' con el corchete trivial: [u, v] = 0, Vu,v € V es un
algebra de Lie. Si el corchete de un algebra es el trivial, se dice que el algebra es abeliana.

Ejemplo 2.2.2. Los espacios de matrices, como V = Mat(n x n,K) sobre un cuerpo K con
el corchete siendo el conmutador: [A, B] = A- B — B+ A es un algebra de Lie. Como se vera
mas adelante, las dlgebras de Lie de los grupos lineales tienen como corchete al conmutador.

Para una cierta algebra de Lie, el concepto de subdlgebra es:

Definicién 2.2.2 (subdlgebra de Lie). Sea (V,[,]) un dlgebra de Lie. Dado un subes-
pacio W C V, se dice que es una subdlgebra (con el corchete restringido al subespacio)
cuando el corchete de dos elementos de W vuelve a ser un elemento de W. Esto es:
YVwy, wy € W, [wy, ws] € W.

Por otro lado, el concepto de homomorfismo de algebras es:

Definicién 2.2.3 (homomorfismo de dlgebras de Lie). Sean (V. [, ]v), (W, [, |lw)
algebras de Lie. Una aplicacion lineal ® : V' — W se dice que es un homomorfismo de
algebras de Lie si:

[D(u), ®(v)]w = ([u,v]y), Vu,v € V (2.2.3)

El homomorfismo serda un isomorfismo cuando ® sea biyectiva. Un isomorfismo sera
automorfismo cuando V=W.

<>

Al ser el corchete una aplicacién bilineal, queda completamente determinada por los que
se llaman factores de estructura (notacién muy usada en Fisica):
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13 2.3. EL ALGEBRA DE LIE FORMADA POR LOS CAMPOS DE VECTORES:

Definicién 2.2.4 (factores de estructura). Sea (V,[-,-]) un dlgebra de Lie, donde V
es un K-espacio vectorial. Dada una base {1}, ...,T,,} de V, se puede escribir:

(T, To) =) faneTe (2.2.4)
c=1

Los coeficientes fu. € K se llaman factores de estructura asociados con la base
{11, ..., T,,}.

Los factores de estructura tienen varias propiedades interesantes que se derivan de las pro-
piedades del corchete. En particular:

= Son antisimétricos en los dos primeros indices. Esto es: fupe = — frac-
= Verifican la identidad de Jacobi: fupqface + focd fdae + feadfave = 0.

Los factores de estructura determinan por completo el algebra a través de la ecuacion ([2.2.4)).

2.3. El algebra de Lie formada por los campos de vec-
tores:

Como se discute en [9], existen varias formas equivalentes de ver el espacio tangente a
una variedad. Una de ellas es ver cada vector v € TpM como una derivacién:

v:C®(M) — R
(2.3.1)
f — dfp(v)

siendo lineal y cumpliendo la regla de Leibniz del producto.
Consecuentemente, se puede ver un campo de vectores X € X(M) en la variedad como
una aplicacién:
C*(M) — C>(M)
(2.3.2)
fo = (XUN)(P) = Xp(f)

que sea lineal y que cumpla también la regla de Leibniz. En base a esta identificacién se
define el concepto de derivada de Lie:

Definicién 2.3.1 (derivada de Lie). Dado X € X(M), se define la derivada de Lie
Lx como la aplicaciéon:

Ly :C®(M) — C=(M)
(2.3.3)
f — (X(f)(P) = Xp(f) =dpf(Xp)
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<>

La derivada de Lie es un operador de derivacién; esto es, es un operador lineal que
satisface la regla del producto de Leibniz. Usando la derivada de Lie, se puede definir
el concepto de conmutador de dos campos:

Definicién 2.3.2 (conmutador de dos campos). Sea M una variedad diferenciable,
X(M) su campo de vectores. Se define el conmutador en X(A) como:

[ ] : X(M) x X(M) — X(M) —_
(X,Y) — X YI() = X(Y(f) - Y(X(P) a

Esto es tanto como decir que la derivada de Lie del conmutador de los campos sea el
conmutador de las derivadas de Lie: Lixy; = Lx o Ly — Ly o Lx.

<>

Con el conmutador anterior, el espacio de campos de vectores en la variedad M es un algebra
de Lie. Este algebra de Lie es, en general, infinito-dimensional.

2.4. Algebras de Lie asociadas a un grupo de Lie:

Recordatorio 2.4.1. Dadas dos variedades M y N y un difeomorfismo ¢ : M — N, el
morfismo estrella es un morfismo entre las algebras de Lie X(M) y X(N), definido como:
(X)) = dp(X,). Este morfismo, en la literatura anglosajona se suele llamar el push-
forward de ¢. Para poder definir este morfismo correctamente (y que el resultado de aplicarlo
sea un campo diferenciable), es necesaria la hipdtesis de que ¢ sea difeomorfismo.

Asociada a una variedad diferenciable M arbitraria, se tiene un algebra de Lie infinito-
dimensional formada por los campos de vectores X(M) regulares con el conmutador (2.3.4)).
Este algebra es demasiado grande (en dimensién) para ser manejada con comodidad. Por
tanto, se construye un nuevo algebra mas chica con el siguiente procedimiento:

Definicién 2.4.1 (campos invariantes por difeomorfismos). Seal' C {¢p: M — M
tal que ¢ es difeomorfismo}. Asociado a T', se define el conjunto de campos invariantes

por I' como Ap(M) ={X € X(M) : ¢.(X) = X,Vp € I'}.

Proposiciéon 2.4.2 (Ar(M) es subdlgebra). Sea I' C {¢ : M — M tal que ¢ es
difeomorfismo}. El conjunto Ap(M) es una subdlgebra de X(M).

Demostracion. Hay que ver varias cosas:

1. Ap(M) es un subespacio lineal de X(M): Dados X,Y € Ap(M), a,b€ Rysea¢p €T
arbitrario, por la linealidad del morfismo estrella: ¢, (a X +bY) = a X +bY = a X +bY €

Ar(M).
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2. Dados X,Y € Ap(M), [X,Y] € Ar(M): sea ¢ € I' y p € M arbitrario. Entonces:
¢ [ X, V() (¢(p)) = (dop(Xp))(Y(S)) — (d¢p( »))(X(f)). Por ser X e V" invariantes,
se tiene que dpy(Xp) = (0:X)gp) = Xp v dop(Vy) = (¢ )4 = Yy, por lo que:

P X, Y()((p)) = X, (Y(f)) = Y, (X(f)) = [X, Y](f)(p) v listo.
O]
>

En el caso de un grupo de Lie G, se tiene un conjunto de difeomorfismos especial, (que
requiere de la estructura de grupo) que son las multiplicaciones por la izquierda:

L, G — G

N g (2.4.1)

y las multiplicaciones por la derecha:

Ry: G — (G

N heg (2.4.2)

para un cierto g € G. Estas aplicaciones son difeomorfismos porque la multiplicaciéon en
un grupo de Lie es regular y las inversas vendrian dadas por £,-1 y R,-1. Entonces, la
proposicion motiva siguiente definicién:

Definicién 2.4.3 (dlgebra de Lie asociada con un grupo de Lie G). El dlgebra
de Lie asociada con un grupo de Lie G es el dlgebra Ap(G) donde I' = {L, : g € G}.
Se denota por g.

Observacion 2.4.1. El haber escogido los difeomorfismos de multiplicacion por la izquierda
es solo un convenio. Todo se podria hacer exactamente igual con la multiplicacién por la
derecha.

Lo importante de haber escogido esta dlgebra es que es finito dimensional:

Teorema 2.4.4 (g es isomorfo a T.G). La aplicacién evaluacion:

ev: g — T.G

X — x (2.4.3)

es un isomorfismo de espacios vectoriales. En particular, el algebra de Lie es finito-
dimensional y de la misma dimensién que la dimension de G como variedad. Es mas,
todo campo invariante por la izquierda estd univocamente determinado por su valor en
el elemento unidad e.

Demostracion. Esta claro que la evaluacién es una aplicacion lineal. Para construir la inversa,
se toma un v € T,G y se define el campo X que en el punto h € G vale X}, = d.Lp(v).
Este va a ser el candidato para ev™!(v). Obsérvese que, como £, = Id y como ev(d.L.(v)) =
d.Id(v) = v, este es un buen candidato para inversa. Hay que comprobar dos cosas:
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1. Para empezar, hay que ver que X es un campo de X(M). Para esto, como el producto:

pw: GxG@ — G

2.4.4

(h,g) — h-g 244)

es una aplicacién regular, cuya diferencial es justamente: d gypt(Yn, Xp) = dgLin(X) +

dpRy(Y'); entonces, se tiene que la aplicacion h — dn,e)pt(0p,v) = deLp(v ) X, es
regular.

2. Ahora hay que ver que X es un campo invariante por la izquierda. Para ello, se toma un
he€Gyunpe Gy se calcula: Ly (deL.(v))z, ) = dpLlr(deL.(V))p = de(Ly o Ly(v)) =
dL.(v))pp v listo.

2.5. Homomorfismo inducido

En el caso de grupos de Lie, el morfismo ¢, de se define de una manera alternativa,
de modo que no haga falta que ¢ sea un difeomorfismo, aunque se conserva la notacién
empleada para el push-forward:

Definicién 2.5.1 (morfismo inducido). Dados G y H grupos de Liey ¢ : G — H un
homomorfismo de grupos, el morfismo inducido se define como ¢.(X), = d.¢(X,),
para cada elemento X € g.

Observacién 2.5.1. Con la definicién anterior, esta claro que ¢.(X). es un elemento del
algebra de Lie de H, h (basta con usar el teorema [2.4.4)).

En las condiciones de la definicion [2.5.1] el morfismo estrella induce un homomorfismo entre
las algebras de Lie. Para probarlo, primero se introduce el concepto de campos ¢-relacionados.
Se siguen las directrices de [15]:

Definicién 2.5.2 (campos ¢-relacionados). Sean M y N variedades diferenciables y
¢ : M — N una aplicacién regular. Se dice que Y € X(N) estd ¢-relacionado con
X € X(M) si

=d,p(X,), Ype M (2.5.1)

Lema 2.5.3 (derivadas de Lie de campos ¢-relacionados). En las condiciones de
la definicién anterior, si Y € X(N) estd ¢-relacionado con X € X(M), entonces:

(Lyf)od=Lx(fod), VfeC¥(M) (2.5.2)

Demostracion. Si Y estd ¢-relacionado con X, entonces: Yy, = d,¢(X,). Sea f € C*(M)
arbitraria. Entonces: Yy, (f) = dp¢(X,)(f). El lado izquierdo de esta ecuacién seria, por la
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17 2.5. HOMOMORFISMO INDUCIDO

definicién [2.3.1) (Ly f)(¢(p)). El lado derecho de la ecuacién seria, usando el hecho de que

la diferencial se puede ver como una derivacion:

do(Xp)(f) = Xp(fod) = Lx(fod)p)

por

]

Empleando este lema, ya se puede probar una propiedad que hard mucho més sencillo ver
que el morfismo inducido es un homomorfismo de élgebras.

Proposicion 2.5.4. Sean M y N variedades diferenciables y ¢ : M — N una aplicacién
regular. Supongamos que X' estd ¢-relacionado con X e Y’ lo esta con Y. Entonces,
[X', Y] esta ¢-relacionado con [X,Y].

Demostracion. Hay que ver que d,¢([X,Y],)(f) = [X", Y4 (f), Vf € C*(M). Lo primero

es, por 2.3.1, Lixyi(f o #)(p) vy lo segundo es (Lixy1f)(¢(p)). Ahora, como la derivada de
Lie del conmutador de dos campos es: Lix,y] = Lx o Ly — Ly o Lx, se deduce que:

= Lo primero serfa: Lixy|(fo®)(p) = (Lx o Ly)(fod)(p) — (Ly o Lx)(fod)(p) o T3
(Lx o ((Ly f)o))(p) — (Ly o ((Lx:f) o ¢)(p)-

» Lo segundo seria: (Lx: o Ly/(f))(od(p)) — (Lyr o Lx:(f))(P(p)) - (Lx o ((Lyf)o
9))(p) = (Ly o ((Lx1f) 0 $))(p).
Y de esto se ve que lo primero es igual a lo segundo, como queria demostrarse. O

Usando esta propiedad, ya se llega al resultado fundamental de esta subseccién:

Proposicién 2.5.5 (homomorfismo inducido). El morfismo ¢, : g — b es un homo-
morfismo de algebras.

Demostracion. Recordando la definicion [2.2.3], hay que probar que se verifica la propiedad de
la ecuacién (2.2.3). Esta propiedad se puede reescribir asi: dados X, Y € g, [d,¢(X,,), d,0(Y,)] =
dpd([X,, Yy]) 0 ¢(p). Es decir, que [d.¢(X.),d.¢(Y.)] esté ¢-relacionado con [X,Y]. Para ello,
basta con probar, por la proposicién anterior, que (¢.)q.) = d.¢(X.) esta ¢-relacionado con X
y lo mismo para el campo Y. Las demostraciones son analogas, asi que solo se detallara la de
X.Como X,Y € g, para probar la propiedad basta verla en p = e. Allf, (¢,)gp(e)=e = ded(Xe),
luego estan ¢-relacionados, como queria verse.

]

Como corolario, se puede deducir que un subgrupo de un grupo de Lie genera una subalgebra
del algebra de Lie asociada:

Corolario 2.5.6 (subdlgebras de los subgrupos de un grupo de Lie). Sea H C G
un subgrupo embebido o inmerso. El dlgebra de lie de H, h es una subalgebra de g.

Demostracion. Basta con observar que el homomorfismo inducido por la inclusiéon i : H — G
induce un homomorfismo inyectivo entre las algebras de Lie. O
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2.6. La aplicacion exponencial

La aplicacién exponencial es muy relevante en los grupos de Lie, pues permite parame-
trizar el grupo en el caso de que este sea compacto y conexo. Para empezar, se introducen
algunas nociones y resultados, a modo de repaso, sobre la teoria general de las curvas inte-
grales:

Definicién 2.6.1 (curva integral). Sea M una variedad diferenciable y X € X(M) un
campo. Sea « : (a,b) — M una curva diferenciable. Se dice que « es una curva integral
de X si:

Xa(t) = O/(If), Vt € (a, b) (2.6.1)

El siguiente resultado es crucial:

Teorema 2.6.2 (de existencia de curvas integrales). Sea M una variedad diferencia-
bley X € X(M) un campo. Para cada p € M, existe y es tinica la curva v, : (a(p), b(p)) —
M, verificando:

1. v, es curva integral del campo X.

2. 0 € (a(p),b(p)) vy el intervalo es maximal: es decir, es el mayor intervalo en el que
la solucién esta definida.

3. La curva pasa por p a tiempo 0: ,(0) = p.

Observacion 2.6.1. Dadas dos curvas que pasan por un punto; si son curvas integrales,
han de ser idénticas por la unicidad. Ademds, por cada punto pasa una curva integral, para
cada campo diferenciable escogido. Es decir, las curvas integrales de un cierto campo llenan
toda la variedad y nunca se intersecan.

Definicién 2.6.3 (completitud). Un campo X € X(M) se dice que es completo si,
Vp € M, 7, esta definida en todo R.

Proposicién 2.6.4. Sea v, curva integral del campo X que pasa por el punto p a tiempo
0. Entonces:

Vot + 8) = Y1) () (2.6.2)
siempre y cuando t,s y s+t € (a(p),b(p))

Demostracion. Sea [(s) = 7,(t + s). Entonces: §'(s) = 7,(t + s) Zr] Xo(tts) = Xp(s)s
por

luego (3 es una curva integral de X que pasa por el punto 7,(s) en t=0. No obstante, tambien
Y, () () €s curva integral de X pasando por v,(s) en t=0. Por la unicidad (teorema [2.6.2)),
se deduce que: 3(s) = 7,,()(s), como se queria probar. O
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<>

Hasta aqui, no se estaba trabajando con ninguna variedad en especial. Ahora, se toma
M = G un grupo de Lie. Entonces:

Teorema 2.6.5. Sea GG un grupo de Lie y v : I — G una curva integral de un cierto
campo X que es invariante por la izquierda. Es decir: X € g. Se supone que I es maximal
y que ¥(0) = e. Esta curva se denotard por vx(¢). Entonces:

1. v estd definida en todo R (es decir, los campos invariantes por la izquierda son
completos)

2. v: R — G es un homomorfismo de grupos de Lie (con la estructura de grupo
de (R,+)). Esto es: v(s+t) =y(s) - v(¢), Vs,t € R.

3. Ysx(t) =vx(s-1t), Vs,t € R.

Demostracion. La prueba se hace por apartados:

» Apartados 1 y 2: Supdngase que vx(t) es la curva integral en las condiciones del
enunciado. Entonces, a - v(t) también es una curva integral, Va € G. En efecto:
L.3(1) = a-71(t) = (a-71) = d)(La(y' (1) = (Lax(X)anrty = Xangy (en el
ultimo paso, se ha usado que X es un campo invariante por la izquierda). Entonces,
a-v(t) es curva integral de X. Como esto ocurre para cada a € G; en particular, Vs € I,
v(s) - y(t) sigue siendo curva integral que, en t = 0 pasa por y(s). Como (s + t) tam-
bién es curva integral que pasa por y(s) en t = 0, se deduce que y(s +t) = v(s) - y(¢).
Con este metodo se puede ampliar el intervalo de definicion I tanto como se quiera,
ya que si v estd definida en (a,b), entonces Y(t + b) = ~(t) - v(b) sigue siendo curva
integral, pero definida ahora en el intervalo (a,b 4 b). Por unicidad, tienen que ser la
misma curva, pero como [ era maximal, se deduce que I = R. Ademas, ya ha quedado
probada la férmula del apartado 2.

» Apartado 3: Usando la regla de la cadena: 7/(s-t) = s7/(s-t) = (5X)(s.t), luego y(s-t)
es curva integral de sX.

]

Del teorema anterior, se desprenden dos definiciones. La primera es la de subgrupo uni-
paramétrico:

Definicién 2.6.6 (subgrupo uniparamétrico). El homomorfismo vx : R — G dado
por el teorema anterior se llama subgrupo uniparamétrico asociado a X € X(G).

Y la segunda es la de aplicacion exponencial, que es la més importante:

Definicién 2.6.7 (aplicacién exponencial). Sea vx : R — G la curva integral de
X € g pasando por e € GG a tiempo t = 0. Entonces, se define la aplicaciéon exponencial
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como:
exp: g — G
(2.6.3)

Visualmente, esto se muestra en la Figura [2.1

Figura 2.1: aplicacién exponencial. Es la curva integral de un campo X € g que pasa por e
at =0 evaluada en t = 1. Imagen extraida de [6]

Lo interesante de la aplicacién exponencial son sus propiedades:

Proposicién 2.6.8 (propiedades de la exponencial). La aplicacién exponencial

verifica:
1. exp(0) =e.
2. exp((s +t)X) = exp(sX) - exp(tX).

3. exp(—X) = exp(X)~ L.

Demostracion. La demostracién se basa en el teorema 2.6.5

1. Por el teorema [2.6.5] vsx(t) = ~yx(st). Entonces: exp(sX) = vx(t = 1) = vx(s).
Entonces, haciendo s = 0, se deduce que exp(0) = vx(0) = e, ya que la curva pasa por
eent=0.

2. Por definicién, exp((s +t)X) = Y14 x(t' = 1). Usando la tercera propiedad del 2.6.5|
se deduce que lo anteriore es: yx((s+t)-1). Usando ahora la propiedad 2 del teorema,
vx((s +t) - 1) = vx(s) - vx(t) y volviendo a usar la propiedad 3, lo anterior queda:

Ysx (' =1) - yx(t' = 1) = exp(sX) - exp(tX) y listo.

3. Si s = —t, entonces por 2 y por 1: exp(0) = e = exp(—tX) exp(sX) = exp(—tX) =
exp(tX)~ 1.
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<>

Un concepto importante asociado con las curvas integrales es el de flujo de un cierto campo
a través de un punto:

Definicién 2.6.9 (flujo de un campo a través de un punto). Sea X € g. Se
denomina flujo de X a través del punto p € G y se denota por 7 (p) a la curva v
verificando:

L () =p
2. &i=s(3*(0)) = X3y Vs €R,

Observacién 2.6.2. Es decir, el flujo 7 (p) no es mds que una aplicacién que, en cada
punto p € (G, da la curva integral a X que, en ¢t = 0 pasa por p.

Proposicién 2.6.10 (relacién entre flujo y exponencial). Sea G un grupo de Lie,
X € g. Para ahorrar notacion, se tomaré el flujo de X a través de p como ;(p). Entonces:

Y(p) = p - exp(tX) = Rexpiex)(p) = Lp(exp(tX))

La prueba de lo anterior es un simple calculo, y estd detallado en [6].

<>

Una propiedad interesante es que la aplicacién exponencial es un difeomorfismo local en
el 0 eg:

Corolario 2.6.11 (la aplicacién exponencial es un difeomorfismo local). Bajo las

identificaciones candnicas:
Tog=g, T.G=g

se tiene que la diferencial de la aplicacién exponencial:
doexp:g— ¢

es la aplicacion identidad. En particular, existen entornos abiertos V' C g, con p € V' y
U C G, con exp(0) = e € G tales que:

exply : V—=U
es un difeomorfismo.
Demostracion. Para hallar dg exp(X), con X € g, basta con tomar una curva vy : (—¢, €) —

g

tal que v(0) = ey 7/(t = 0) = X. La curva y(t) = tX vale. Entonces: dyexp(X) =

Ll—oexp(tX) = X, ya que exp(tX) =__~(e), luego es curva integral de X. O
por [2.6.10
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Observacién 2.6.3. La aplicacién exponencial, en general, no es un difeomorfismo global.
Mas que sea un difeomorfismo, interesa especialmente que sea una aplicacién sobreyectiva,
ya que esto garantizaria que se tiene una parametrizacion del grupo a través de los elementos
del algebra. Esto tampoco es lo que ocurre en el caso general, y solo se puede garantizar
en ciertas situaciones. Un caso de especial interés se da cuando el grupo es compacto y
conexo.

Teorema 2.6.12 (aplicacién exponencial es sobreyectiva en grupos compactos
y conexos). Sea G un grupo de Lie compacto y conexo. Entonces, la aplicacién
exponencial es sobreyectiva.

La prueba del teorema se puede encontrar en textos més avanzados, como [17] (Mazimal
Torus Theorem). Por suerte, el caso de grupos compactos y conexos se da en numerosos
casos practicos de grupos matriciales. En la seccién [2.9] se verdn ejemplos en los que la
compacidad permite garantizar la sobreyectividad de la aplicaciéon exponencial. A lo largo
de este texto, por norma general, no se tomaran hipotesis adicionales sobre la compacidad
del grupo G, a no ser que estas sean necesarias.

2.7. La matriz exponencial

Para espacios de matrices, es comun encontrar una definicién de exponencial que es:

Definicién 2.7.1 (matriz exponencial). Sea A € Mat(n x n,K). Se define la expo-
nencial de A como: .
>
k=0

| —

AF (2.7.1)

o

!

La matriz exponencial estd intimamente relacionada con la aplicaciéon exponencial, cuando
se consideran grupos de matrices:

Teorema 2.7.2 (propiedades de la matriz exponencial). En las condiciones de la
definicién anterior:

4 converge con la norma matricial: | Al = sup ||Ax||

l[xl<1

1. (Convergencia de la serie) e

A A

A+B — ¢4eB En particular, e = e4.

2. Si Ay B conmutan, entonces e
3. Para cada A € Mat(n x n,K), se denota v4 : t — e*4. Entonces, 74 es regular y

7(0) = 1d, %‘t:s’m(t) =va(s)A, Vs € R.

4. (Relacién entre matriz exponencial y aplicacién exponencial) Sea gl(n, K) el dlgebra

de Lie del grupo lineal general GL(n, K), que es isomorfa a Mat(n xn, K). Entonces,

exp(A) = e,
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Demostracion. Por apartados:

1. El espacio de aplicaciones lineales de R™ en R" con la norma matricial es un Banach
por serlo R™. Entonces, basta con demostrar que la serie es de Cauchy. Para ello, hay
que ver que, dados p < ¢ naturales:

<€

q
Lok
> A
k=p
Pues bien, usando la desigualdad triangular:
q
Loy
> A
k=p

Como A es una aplicacién lineal, existe una cota M > 0 de modo que: [|Ax|| < ||A||x =
M ||z||. En particular: ||A*x|| < [|A[|* x = M* ||z||. Por tanto, lo anterior es:

q

1
<>

k=p

q

1 N
DT PU D PESY
k=p

k=p

Pero lo anterior es < € por la exponencial una funcién analitica.

2. Es un simple célculo, usando la férmula del binomio de Newton (que solo se puede
aplicar si A y B conmutan):

A+B oolk k: | pk—1 OOkll 1 k—I
A=Y Y () A = Y A

(kil)!B’“*l, entonces se tiene que, para [ fijo, Zzo:l Akl = 7 2_k=0 &
A_B

= ;A'e®. Sumando para cada [, se obtiene por fin: e?e

Al © 1 pk

Si se denota ay; = %,Al

3. Se toma v4 = e, que es regular por ser la exponencial una funcién analitica. Adema4s,
74(0) =€’ =1y

d esA+hA _ 6sA €5A<€hA _ 1) 6hA -1
- i T g CT Ty
dt|,_, 7alt) T h por 2 T h T
Usando el desarrollo de €4, se llega a que el limite anterior es A+370, % Akpl—1 h_>0:
: —
A, luego
d
g 7alt) = et A= ra(s) A

justo como queria verse.

4. El algebra de Lie del grupo lineal se puede hallar facilmente calculando el espacio
tangente a la identidad y usando el teorema [2.4.4 Como Gl(n,K) es un abierto de
Mat(n x n,K) = K", Como este tltimo es un espacio vectorial, su espacio tangente
a la identidad es isomorfo a si mismo. Por tanto, gl(n,K) = Mat(n x n,K). Con esto

en mente, como exp(A) = v4(t = 1), usando el apartado anterior, se concluye que:
exp(A) = e
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]

Para concluir con esta seccidn, se presenta una féormula til para calcular el determinante de
la exponencial de una matriz:

Proposicién 2.7.3 (determinante de la exponencial). Sea A € Mat(n x n,K), con
K =R o C. Entonces:
det(e?) = "™

Cuya demostracion es un simple célculo, y se encuentra detallado en [6].

2.8. El algebra de Lie de los grupos lineales

Un caso particular de grupos de Lie que aparecen con frecuencia son los grupos lineales,
que no son mas que subgrupos cerrados del grupo lineal general Gl(n,R). Para estos grupos,
es interesante que el corchete de Lie no es mas que el conmutador de matrices. Para demostrar
esta propiedad, primero hay que demostrar algunos lemas técnicos:

Lema 2.8.1. gl(n,R) = Mat(n x n,R) (el espacio vectorial de matrices cuadradas con
n filas y coeficientes reales, que también se suele denotar simplemente como Mat(n, R))
y, ademads, si X € Mat(n,R), entonces el campo de vectores X e gl(n,R) asociado por
el isomorfismo es )?A =AX, VAeG.

Demostracion. El hecho de que gl(n,R) = Mat(n x n,R) ya se probé en la demostracién
del teorema [2.7.2] Para probar que el isomorfismo es el que dice el lema, hay que usar el
teorema [2.4.4] En efecto, dada X € Mat(n x n,R) = Ty4(Gl(n,R)), el campo asociado por
este isomorfismo es X = ev!(X) = d.L.(X). En particular, X4 = d.L4(X). Tomando
ahora una curva vx(t) tal que vx(0) = Id y 7% (0) = X, se deduce que:

Ta= g Caom)= 5| (Amx) =470 =4
0

Lema 2.8.2. Dados X , Y campos de vectores definidos en un cierto abierto U C R", si
Y5 ¥ Yy son curvas tangentes a estos campos en p € U, entonces:

X0 (2.8.1)

t=0

~ d
V. oy — —

[X, Y]P = — % (t) dt

dt

t=0

- £ . . . =5 N =~
Demostracion. Se toma una base ey, ..., e, del espacio euclideo y se escribe: X = >"." | Xyep
~ N~
eY =5, Yier. Como [eg, ¢] = 0, resulta que:

n n

X,Y] = D (X)) = Vil Lo X))er = > (LgYi— Ly X))er

k=1 =1
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donde L£;Y; = ek(?}). Usando la regla de la cadena, se puede ver que: %‘t:o ﬁg(t) =
Yoy L5 (Y)er, y 1o mismo para X. Por tanto, %‘tzo Y, ) — %‘tzo Xyoty = 2 (LY —

517)2[))61 = [X,Y], como querfa verse. O

Teorema 2.8.3 (el corchete de Lie en grupos lineales es el conmutador de
matrices). El corchete de Lie del algebra gl(n, R) = Mat(n x n,R) es el conmutador de
matrices:

X,Y]=X-Y-Y X, VX,Y € gl(n,R) (2.8.2)

Demostracion. Basta con usar los dos lemas anteriores. Como GL(n,R) es un abierto del
espacio euclideo R", se puede aplicar el lema [2.8.2

~~ d

~ d
X,Y)=—
[7] dt

- d d
Y=o

X =  — #(t)Y)—— s(t)-X)=XY-Y-X
- Y5 (1) por 5] dt|,_, (vx(t)-Y) dt|,_, (v (8)-X)

t=0

]

2.9. Estudio de algunos grupos de Lie particulares

El objetivo de esta seccion es presentar un estudio de algunos grupos de Lie de relevancia
en Fisica:

Ejemplo 2.9.1 (grupo ortogonal). Recuérdese que el grupo ortogonal es O(n) = {A €
Mat(n xn,R) : AAT = Id}. Mateméticamente, este grupo representa todas las transforma-
ciones lineales de R™ en R™ que preservan el producto escalar usual. Es decir, las isometrias
de R™. Es claro que este es un subgrupo del grupo lineal general. Para ver que es una
variedad diferenciable, se puede usar el teorema del valor regular, viendo O(n) dentro
de Mat(n x n,R) = R™. Para ello, se toma F : GL(n,R) — Sim(n,R), definida como
F(A) = A AT, El conjunto Sim(n,R) es el conjunto de todas las matrices simétricas de ta-
mafio n X n con coeficientes en R. Este es un espacio vectorial de dimensién n? — # = #
(n? es la dimensién del espacio de matrices, y luego hay que poner n(n — 1)/2 restricciones
de la forma a;; = a;;). Con esto dicho, resulta que O(n) = F~!(Id). Para usar el teorema
del valor regular, pues, basta con ver que daF' es una aplicaciéon sobreyectiva, para cada
A € F7Y(Id). Esto es facil de ver sin mds que tomar una curva A(t) con A(0) = Ay
A’(0) = B. Entonces: doF(B) = 4| _ (A(t) A(t)") = BA" + AB”. Para ver que esto es so-
breyectivo, dada C' € Sim(n,R), hay que ver que 3B € GL(n,R) tal que: BAT + ABT = C.
Como A € F~!(Id) = O(n) es fija, basta con tomar B = :C' A € GL(n,R). Con esto, queda
probado que O(n) es una variedad diferenciable y su dimensién no es més que (n”—n)/2 (por
el teorema del valor regular). En particular, como el producto de matrices es una expresién
polinémica en sus componentes (y, por tanto, regular), O(n) serfa un grupo de Lie.

Para hallar el algebra de Lie de este grupo ortogonal, basta, en virtud del teorema [2.4.4],
calcular el espacio tangente a la identidad. Para ello, se toma 7(t) una curva cuya imagen
esté contenida en O(n) y tal que v(0) = Id y v/(0) = A € T14(O(n)). Entonces, como ~(t)
est4 contenida en el grupo: (¢)y(t)T = Id. Derivando implicitamente en ¢ = 0 en la ecuacién
anterior se llega a que: A+ AT = 0. Es decir, T74(O(n)) = {A € Mat(nxn,R) : A+AT =0}.
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Ejemplo 2.9.2 (grupo de rotaciones). El grupo O(n) tiene dos componentes conexas,
cuya interpretacién geométrica es la de: isometrias que conservan la orientacién (giros)
e isometrias que cambian la orientacién (simetrias). El grupo de giros es SO(n) y
formalmente se define como SO(n) = {A € Mat(n x n,R) : A AT = Id, det(A) = 1}.
Estd claro que es subvariedad de O(n), ya que SO(n) = {A € O(n) : det(A) > 0} =
det™1((0,00)) N O(n), luego es un abierto de O(n). En particular, tiene la misma dimensién
que O(n).

Para hallar el algebra de Lie del grupo, basta con halllar el plano tangente a la identidad.
Para ello, se toma una curva () cuya imagen esté contenida en el grupo y tal que v(0) = Id,
7' (0) = X € Tra(SO(n)) = so(n). La curva e valdria. Entonces, como det(y(t)) = 1y
T = Id, derivando respecto a t y evaluando en ¢t = 0, se obtiene: %‘ -0 (det(etX)) o

tr(X)etX|t:0 = tr(X) = 0 por un lado y X + X' = 0. Es decir: so(n) = {X € Mat(nxn,R):
X+XT'=0y tr(X)=0}.

El grupo SO(n) es una de las componentes conexas de O(n) y por tanto es un conjunto
conexo. Ademds, es acotado si se considera como un subconjunto de R™ y se hace uso
del teorema de Heine-Borel. En efecto, empleando la norma usual: dada A € O(n),
A AT = Id, se deduce que: (A AT);; = 6;;. En particular: (A AT); = A% + ...+ A2, = 1.
Por tanto, ||A||*> = 327, 1 = n. Esto implica que O(n) estd acotado, y por tanto también
lo estara SO(n). Ademds, es claramente cerrado, ya que O(n) lo es, y es una componente
conexa del mismo (luego es abierto-cerrado). Entonces, SO(n) seria un conjunto compacto.
Por el teorema [2.6.12] se deduce que la exponencial es una aplicacién sobreyectiva en este
grupo. Esto quiere decir que el grupo se puede parametrizar usando la exponencial y los
llamados generadores infinitesimales, que no son mas que una base del algebra de Lie.
A continuacién, se hallan estas bases en ejemplos particulares:

1. Caso n=2: Como el dlgebra de Lie tiene la misma dimensién que la variedad, y esta
es 1 en el caso de n = 2, se deduce que solo habra un generador. El generador mas
sencillo que se puede escoger cumpliendo las ecuaciones del plano tangente es:

0 —1
(V)
Entonces, para cada A € SO(n), 30 € R tal que: A = ¢’*. De hecho, es facil calcular
X* ya que X? = —Id. Entonces:

b _ (—1)k/2 si k es par
T (—=1)*D/2 ik es impar

. . 0o k vk o) 02n _1\n 0o 92n+1 _1\n
Esto implica que /¥ = Y7 £20 =35~ (2(”)1!) Id+> ", @n—j(q)l!)X = cos(0) Id+
sin(f) X. Es decir:

(ol )

Que es la tipica matriz de una rotacién en el plano de dngulo 6.

2. Caso n=3: En este caso, la dimension del dlgebra es 3, y se pueden tomar los siguientes
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generadores:

-1
0
0

0 0
0 -1
1 0

0 0
0 JQI 0 J3:
0 1

o O O
o O O

Es una cuestion de cuentas probar que los generadores escogidos tienen los siguientes
factores de estructura: [J,, Jp] = €apeJe- El tensor €, es el tensor de Levi-Civita. Este
ejemplo es de especial importancia en fisica, porque las matrices J; son operadores
generalizados de momento angular. Por ello se dice que el momento angular es
un generador infinitesimal de las rotaciones en el espacio.

Ejemplo 2.9.3 (grupo de matrices unitarias). El grupo de matrices unitarias, U(n) =
{A € Mat(n x n,C) : A A" = Id}. Estas matrices conservan el producto escalar
hermitico: (v, w) = viw = >} Bpwy, con v = (v, ...,v,)T € C"y w = (wy, ..., w,,)T € C"
y siendo Z el conjugado de z. En fisica, el grupo de matrices unitarias es de gran importancia,
ya que todo operador que vaya a representar una magnitud fisica (un observable) deberia
ser un operador hermitico para conservar la probabilidad (producto hermitico) asociada a
los vectores de onda. Es sencillo probar, igual que se hizo en el ejemplo , que U(n) es
una variedad diferenciable y por tanto, un grupo de Lie. De hecho, la dimensién del grupo
es n?. Un ejemplo sencillo, aunque importante, se obtiene de estudiar el caso de n=1.

Caso n=1: Si la dimensién es 1, el grupo no es mas que el de los nimeros complejos
de médulo unidad, que es una subvariedad de dimensién 1 en R?, la circunferencia de radio
unidad., como se muestra en la Figura [2.2

Figura 2.2: Grupo U(1) como subvariedad de dimensién 1 en C = R?.

Para este grupo, el elemento unidad no es mas que la unidad real: e = 1. Entonces, el
plano tangente a la circunferencia en e no es més que la recta imaginaria iR. Una base de
este espacio puede ser el elemento ¢ mismamente. Por ser la circunferencia, ademas, una
variedad compacta y conexa, se podrda parametrizar todo elemento del grupo a través del
generador infinitesimal i. Es decir, dado z € U(1), existira un 6 € R tal que z = €, como
era de esperar.
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Este caso tan sencillo es de relevancia en fisica porque el electromagnetismo es una teoria
gauge con grupo de gauge U(1). Intuitivamente, esto tiene sentido si uno piensa que la
funcién de onda es invariante por una transformacién del tipo ¥ — W e?, que es solo anadir
un factor de fase, que no altera las probabilidades que se extraen de la funcién de onda. En
la seccion se trata el tema con mayor profundidad.

Ejemplo 2.9.4 (grupo de matrices especiales y unitarias). El grupo de matrices
especiales y unitarias es: SU(n) = {A € Mat(n x n,C) : A A" = Idy det(A) = 1}. Es facil
probar que es un grupo de Lie con dimensién n? — 1.

En el caso de n=2, el grupo es el grupo de rotaciones en el espacio del spin. Para verlo,
basta con hallar el plano tangente a la identidad, que es {A € Mat(n x n,C) : A+ AT =
0y tr(A) = 0}. Una base de este espacio es:

10— 10 -1 1/ —i0
=50 5 0 )™ 501 0 )73 0 i

Que cumplen las relaciones de conmutacion [7,,7,] = €uweTe, haciendo que la aplicacion:
s0(3) — su(2) : J, — 7, sea un isomorfismo de algebras de Lie. Fisicamente, esto quiere
decir que las matrices 7; son generadores de rotaciones, y por tanto, operadores de momento
angular. El momento angular, en este caso, es el spin.
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Capitulo 3

Teoria de representaciones

El objetivo de esta seccion es exponer los conceptos més revelantes de la teoria de repre-
sentaciones a la hora de describir las teorias gauge. Para este trabajo, lo mas importante es:
la representacion adjunta y las métricas invariantes.

3.1. Primeras definiciones

Definicién 3.1.1 (representacién). Sea G un grupo de Lie y V' un espacio vectorial
sobre los nimeros reales o complejos. Una representacion de GG sobre V' es una homo-
morfismo de grupos de Lie:

p:G— GL(V)

Notacién 3.1.1. Si la representacion p esta clara, en ocasiones se denota simplemente:

plg) - v=g-v=gv

parav €V, g € G.

Definicién 3.1.2 (morfismo de representaciones). Sean py y pw dos representa-
ciones del grupo G sobre los espacios vectoriales V' y W. Entonces, un morfismo de
representaciones es una aplicacion lineal y G-equivariante f : V — W. Es decir, una
aplicacion lineal verificando que:

flpv(g)v) = pw(g)f(v)

Vg € G, v € V. Si f es un isomorfismo, se dice que las representaciones son equiva-
lentes.

Andlogo al concepto de representacion de grupos, esta el concepto de representacion de
algebras de Lie:
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Definicién 3.1.3 (representacién de algebras). Sea g un algebra de Lie y V un
espacio vectorial sobre el cuerpo de los reales o los complejos. Una representacion de g
sobre V' es un homomorfismo de algebras:

¢:9—gl(V)= End(V)

Definicién 3.1.4 (morfismo de representaciones de algebras). Sean ¢y y ¢y dos
representaciones del algebra de Lie g sobre los espacios vectoriales V' y W. Un morfismo
de representaciones es una aplicacién lineal y g-equivariante f : V' — W. Es decir, una
aplicacion lineal verificando que:

f(@v(X)v) = ow(X) f(v)

Para cada X € gy v € V. Si f es un isomorfismo, se dice que las representaciones son
equivalentes.

La pregunta natural que surge ahora es: ;como estan relacionadas las representaciones de un
grupo y las de su algebra de Lie asociada? La respuesta la da el morfismo inducido:

Proposicién 3.1.5. Sea p : G — GL(V) una representacién del grupo GG. Entonces, el
morfismo inducido: p, : g — End(V) es una representacién de g.

Demostracion. Basta con usar la proposicién [2.5.5 O

3.2. La representacién adjunta

Dado un grupo de Lie, un conjunto de difeomorfismos muy especiales son las multiplica-
ciones por la izquierda y por la derecha, definidas por las ecuaciones ([2.4.1]) y (2.4.2). Otro
difeomorfismo muy ttil es la llamada conjugacion:

Cg:,CgORgfl . G — G

(3.2.1)
r — grg !

El homomorfismo inducido por la conjugacién (¢g). : g — g (que coincide con el push-
forward por ser Cy un difeomorfismo) serda un homomorfismo de algebras de Lie, en virtud
de la proposicién [2.5.5] Esto hace que se pueda representar de una manera natural, un grupo
sobre el grupo de isomorfismos con espacio vectorial V' = g:

Teorema 3.2.1 (representacién adjunta). La aplicacién:

Ad: G —  GL(g)
(3.2.2)
g — Ad(g) = (cg)«
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es una representacion del grupo G en el espacio g, llamada representaciéon adjunta.

Demostracion. Hay que ver:

1. Que Ad es un homomorfismo de la estructura de grupo. Para ello, basta con usar
las propiedades del push-forward: Ad(g - h) = (cgn)s = (g0 cn)e = (cg)x © (cn)s =
Ad(g)Ad(h) y listo.

2. Que Ad es una aplicacién regular. Para verlo, basta con ver que Vo € V., Ad(-)v : G — g
es regular, ya que tomando bases en g, se puede escribir Ad(-) como una matriz, luego
Ad(-)v serd un vector cuyas entradas seran combinacién lineal de funciones regulares.
Para ver que Ad(-)v es regular, basta con usar que (c4). lo es (por ser ¢, un difeomor-
fismo).

]

En el caso de grupos lineales, la representacién adjunta toma una forma familiar:

Proposicién 3.2.2 (representacién adjunta de los grupos lineales). Sea G C
GL(n,K), con K = R o C un subgrupo de Lie del grupo lineal general con algebra g.
Entonces, dada @ € G, X € g:

AdgX =Q - X -Q7! (3.2.3)

Demostracion. Como Adg(X) = (Cg)«(X) = drqCq(X), bastard con tomar una curva 7(t)
que pase por Id en t =0 y tenga a X como vector tangente. La curva e/* vale. Entonces:

Adg(X)= o (@ ¥ @ =Q X-q"
t=0

La representacién adjunta, a su vez, induce una representacién sobre las algebras:

Teorema 3.2.3 (representacién adjunta sobre las dlgebras). La aplicacién ad =
Ad, : g — End(g) es un homomorfismo de élgebras, llamado representacién adjunta
del algebra g. Ademas, verifica que:

ad(X)(Y) = [X,Y], VX,Y € g (3.2.4)

El hecho de que sea ad un homomorfismo de algebras se sigue de la proposicion [2.5.50 La
demostracién de la ecuacién (3.2.4)) se encuentra en [6].

3.3. Meétricas invariantes

Recordatorio 3.3.1. Dada una variedad M, una métrica definida sobre M es una aplicacién
s: X(M)x X(M) — C>®°(M) suave y multilineal que es simétrica y definida positiva.
En cada p € M, define una aplicacién s, : T,M x T,M — R que es multilineal, simétrica
y definida positiva, luego es una métrica del espacio vectorial T, M. En el espacio tangente
T,M se denota s,(X,Y) = (X,Y), con X,Y € T,M.
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Definicién 3.3.1 (métricas invariantes). Sea G un grupo con una métrica s. Esta
métrica se dice que es invariante por la izquierda si Ljs = s, Vs € G y se dice que
es invariante por la derecha si R}s = s, Vs € (. La métrica se dice bi-invariante si
es invariante por la izquierda y por la derecha. La métrica es Ad-invariante si verifica:
(Adyv, Adyw) = (v,w), Yv,w € g, g € G.

Las métricas bi-invariantes y Ad-invariantes estan estrechamente relacionadas:

Teorema 3.3.2 (métricas bi-invariantes y Ad-invariantes). Sea s una métrica in-
variante por la izquierda. Entonces, s es bi-invariante si y solo si, es Ad-invariante.

Demostracion. Se supone que s es invariante por la izquierda. Hay que ver si puede ser
invariante por la derecha. Para ello, se empieza por aplicar el pull-back de R, a la métrica:
dados X,Y € T,(G)...

Ry(s)(X,Y) = (Rg)«(X), (Rg)«(Y)) = ((Lpg=1)+(Ryg) (X)), (Lpg-1)+(Ry)+(Y))

(se ha usado, en la segunda igualdad, el hecho de que s es invariante por la izquierda). El
caso es que lo anterior puede escribirse como: (Adg-1 o (£,-1).(X), Ady-1 0 (L,-1).(Y)) ¥,
como X,Y € T,,G, resulta que (L£,-1).(X), (£L,-1).(Y) € T.G = g. Por otro lado, usando de
nuevo la invarianza de s por la izquierda se llega a que:

sp(X,Y) = (X, Y) = ((£p-1)«(X), (Lp1).(Y))

Entonces, se ve claramente que, para que la expresién anterior sea igual a R;(s)(X,Y’)
(y, por tanto, la métrica sea bi-invariante) ha de ser Ad-invariante. Y reciprocamente, si
R;(s)(X,Y) = s,(X,Y) (bi-invarianza), entonces ha de ser: (Ady-1 o (£,-1).(X), Adg-1 o
(Lp-1)(Y)) = ((Lp-1)+(X), (Ly-1)(Y)) (Ad-invarianza). O

El resultado mas importante de esta secciéon es que existan métricas bi-invariantes para
grupos compactos. Para demostrar esto, hay que demostrar primero que:

Lema 3.3.3 (producto escalar Ad-invariante). Sea G un grupo de Lie compacto y p :
G — GL(V') una representacion en el espacio vectorial V', que puede ser real o complejo.
Entonces, existe un producto escalar invariante por p. Esto es: (p(g)v, p(g)w) = (v, w).

Demostracion. La demostraciéon es larga y técnica, por lo que solo se dara la idea. Esta se
basa en el teorema del cambio de variable en integracion de formas. La demostracion se
haria en varios pasos:

1. Lo primero seria definir una n-forma (se supone que dim(G) = n) que sea invariante
por la derecha y no se anule, por lo que defina una orientacion . Esto se puede hacer
sin més que tomar {Xj, ..., X,,} una base de T.G y definir X;(p) = d.R,(X;),Vp € G.
Estos vectores son invariantes por la derecha, y definen un conjunto de n 1-formas
wi, ...w, (tomando la base dual). Estas 1-formas son invariantes por la derecha por
el pull-back (R,)*. Ademas, como el pull-back conmuta con el producto exterior:
P*(a A B) = *(a) A P*(5), se deduce que la n-forma o = w; A ... Aw, es invariante
por la derecha y no se anula por ser w; una base de 1-formas en cada p € G.
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2. Se toma un producto escalar (-,-) arbitrario en V' y se construye un nuevo producto
escalar de la siguiente forma:
(v,w) = / Ty w0
G

donde 7, (h) = (p(h)v, p(h)w), Yh € G. Lo importante es que esta integral estd bien
definida por ser G compacto, lo que garantiza que el integrando sea una n-forma de
soporte compacto. Habria que probar que este nuevo producto es verdaderamente
un producto escalar. Probar la bilinealidad y la simetria es sencillo, se deducen de la
definicién de 7. Probar que el producto es definido positivo es facil también ya que,
como la orientacion escogida en GG ha sido la de o, resulta que fG o > 0. Ahora bien,
como T,, > 0, de esto se deduce que el producto escalar solo puede ser 0 si 7, = 0, lo
cual ocurre si y solo si v = 0.

3. Por ultimo, habria que ver que el producto escalar es invariante por la la representacion.
Esto es facil usando el teorema del cambio de variable:

(gv,gw) = / Tgvygwo- = / R;_l (Tgv,gw0-> - / Tv,wg = <U7w>
G G G

donde, en el segundo igual se ha usado el teorema del cambio de variable y en el tercer
igual se ha usado que sigma es invariante por la derecha.

]

Del anterior resultado ya se deduce que:

Teorema 3.3.4 (métricas bi-invariantes para grupos compactos). Todo grupo
compacto GG admite una métrica bi-invariante.

Demostracion. Usando el lema [3.3.3] se tiene que existe un producto escalar que es Ad-
invariante. Con este producto escalar se construye la métrica en G: dados X,Y € T,G

sp(X,Y) = ((£p-1)«(X), (Lp1).(Y))

La métrica construida con la féormula anterior es claramente invariante por la izquierda, ya
que

(L)« (s(X,Y))p = 595 ((L£g)(X), (£g)(Y)) = ((Ligp)1)((L£9)« (X)), (Ligpy-1)((£g)(Y))) =
= ((Lp-1)e(X), (£p-2)u(Y)) = 5p(X, V)

donde, en el segundo igual y en el tltimo se ha usado la definicién de s y en el tercer igual
se ha usado la propiedad del push-forward: (x o ¢). = x« o ¢.. Con esto, la métrica que se ha
construido es invariante por la izquierda. Por el bastaria con que s fuera Ad-invariante
para ser bi-invariante. Pero esto es trivial ya que: dados X, Y € T.G = g, s.(X,Y) = (X,Y)
y como el producto escalar era ad-invariante por hipétesis, se tendria el resultado. O
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Capitulo 4
Accion de grupo

No se puede definir el concepto de fibrado principal sin haber hablado de accion de grupo.
En esta seccién, se van a introducir los conceptos esenciales sobre las acciones de grupo, que
se pueden interpretar como generalizaciones no-lineales de las representaciones. Los tépicos
que se van a tratar son: campos vectoriales fundamentales, la forma de Maurer-
Cartan y los espacios cociente. Esto tltimo sera esencial a la hora de hablar de fibrados
vectoriales asociados. Aunque la teoria es extensa, la exposicién se limitara a los resultados
fundamentales que permitan formular las teorias gauge.

4.1. Primeras definiciones y propiedades

Definicién 4.1.1 (accién por la izquierda). Una accién por la izquierda sobre el
grupo G en un conjunto M es una aplicacién:

o: GxM — M
(4.1.1)

(9,0) — g-p
verificando los siguientes axiomas:
L (g-h)-p=g-(h-p),VpeMyghed.
2.e-p=p, VpeM

El grupo G se llama grupo de transformaciones de M. Si M es una variedad dife-
renciable y GG es un grupo de Lie, y & ademas, es una funcién regular, se dice que es una
accion regular por la izquierda.

De forma analoga se pueden definir acciones por la derecha:

Definicién 4.1.2 (accién por la derecha). Una accién por la derecha sobre el
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grupo GG en un conjunto M es una aplicacion:

b: MxG — M
(4.1.2)

(9:p) — p-yg
verificando los siguientes axiomas:
Lp-(g-h)=(@p-g)-h VpeEMyghed.
2.p-e=p, VpeM

Como pasa con acciones por la izquierda, en el caso de que M sea una variedad diferen-
ciable y GG sea un grupo de Lie; si ® es una funcién regular, se dice que es una accién
regular por la derecha.

Fijando el elemento g se obtienen las multiplicaciones a izquierda y derecha:

Definicién 4.1.3 (multiplicaciones a izquierda y derecha). Sea ® : G x M — M
una accién por la izquierda. Para cada g € G fijo, se define la multiplicacién por la
izquierda como:

l °

g -

M — M

(4.1.3)
p — 9P
y si la accion @ : M x G — M es por la derecha, se define la multiplicacién por la

derecha:
i 0 M — M
(4.1.4)
g — Dp-g

Analogo al concepto de multiplicacién a izquierda y derecha esta el de aplicacién de érbi-
tas:

Definicién 4.1.4 (aplicacién de érbitas). Sea ® : G x M — M una accién por la
izquierda. Para cada p € M fijo, se define la aplicacion de orbitas como:

op: G — M
(4.1.5)
g — g9-p

Anélogamente, en el caso de que la acciéon ® : M x G — M sea por la derecha, se define
asi:
op: G — M
(4.1.6)
g — P-g

Observacion 4.1.1. Esta claro que tanto las aplicaciones de orbitas como las multiplica-
ciones (ya sean a derecha o izquierda) son regulares si la accién de grupo lo es. Es més, es
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trivial demostrar, usando los axiomas de las acciones de grupo, que las multiplicaciones
a izquierda y a derecha son biyecciones. De hecho, son difeomorfismos.

<>

Otros conceptos importantes asociados con las acciones son:

Definicién 4.1.5 (6rbitas, puntos fijos y grupos pequenos). Sea ® una accién por
la izquierda del grupo G sobre el conjunto M. Entonces:

1. La dérbita de G por un punto p € M es el conjunto:
Op=G-p={g-p:pe M}
2. El conjunto de puntos fijos para un cierto g € G es:
M?={peM:g-p=p}
3. El grupo de isotropia, o grupo pequeno (little group) de un punto p € M es:
G,={9€G:g-p=p}

Observacion 4.1.2. Los conceptos anteriores se definen de manera idéntica en el caso de
una accion por la derecha.

4.1.1. Propiedades de los grupos de isotropia

Proposicién 4.1.6 (los grupos de isotropia son subgrupos). El grupo de isotropia
G, es un subgrupo de G, Vp € M.

Demostracion. Hay que ver que se verifiquen los axiomas de subgrupo. Se hace para acciones
por la izquierda, pero es todo equivalente:

1. Clausura: Sean g,h € G,. Entonces, g - h € G, trivialmente: (g-h)-p=g¢g-(h-p) =
g-p = p (se ha usado, en la primera igualdad, el primer axioma de accién de grupo).

2. El elemento unidad esta en el subgrupo: Es trivial por el segundo axioma de las
acciones de grupo.

[]

En el caso de que M tenga una estructura adicional, se puede decir mas sobre G:

Proposicién 4.1.7 (los grupos de isotropia son subgrupos cerrados). Sea ¢ una
accion del grupo G sobre un espacio topologico M que es Hausdorff. Si & es continua,
entonces el grupo de isotropia es un subgrupo cerrado. En particular, si M es una variedad
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diferenciable y ® es regular, el grupo de isotropia es un subgrupo embebido.

Demostracion. Si M es Hausdorff, los conjuntos unipuntuales son cerrados. Como & es
continua, la aplicacién ¢,(g) = ®(g,p) : G — M también lo es. Entonces, como G, =
¢, 1({p}), se deduce que es la preimagen de un cerrado por una aplicacién continua, y por
tanto un conjunto cerrado. En el caso de que M sea una variedad diferenciable, basta con
usar el teorema de Cartan ([6], seccién 1.8) todo subgrupo cerrado es un subgrupo de Lie
embebido. O]

Otra propiedad interesante es que los subgrupos de isotropia en dos puntos distintos son
isomorfos si los puntos estan en la misma érbita:

Proposicién 4.1.8 (grupos de isotropia en distintos puntos). Sea ¢ : G XM — M
una accién por la izquierda y G, y G, los grupos de isotropia en los puntos p,q € M.
Entonces, si p y ¢ estan en la misma 6rbita (es decir, 3g € G tal que ¢ = g-p), ¢,(G,) = G,.
En particular, G, y G, son isomorfos.

Demostracion. Si g esta en la misma érbita que p, existe un g € G tal que ¢ = g-p. Entonces,
p = g ' p (trivialmente, usando los axiomas de accién de grupo). En particular, dado un
h € Gy, cy(h)-p=(ghg™)-p=g-p=q, luego ¢,(h) € G,. Reciprocamente, si b’ € G,
entonces h' - q = q. Como q = g p, se deduce que: I’ - (g-p) = g-p, luego: (¢7*-h'-g)-p = p,
lo que implica que (¢,)~!(h') € G, y con esto se habria probado que ¢,(G,) = G,. Como ¢,
es un isomorfismo de grupos, se deduce que ¢, y ¢, son isomorfos. O

4.1.2. Propiedades de las 6rbitas

Proposicién 4.1.9 (las 6rbitas son idénticas o disjuntas). Sea ¢ una accién del
grupo G sobre el conjunto M y sean p,q € M. Si g € O,, entonces, O, = O,

Demostracion. Siq € O, entonces ¢ = g-p, para algin g € G. Entonces, O, = G-q¢ = (G-g)-q
y como R, : G — G es una biyeccién, se deduce que lo anterior es G - p = O,. O
El resultado anterior motiva lo siguiente:
Proposicién 4.1.10 (relacién de equivalencia en 6rbitas). Sea ® una accién por
la izquierda del grupo G sobre el conjunto M. La relacion p ~ gq< dge G :q=9-p

define una relacion de equivalencia en M, siendo las érbitas las clases de equivalencia. En
particular, M es union disjunta de érbitas de G

El espacio que surge al tomar cocientes por la anterior relacién de equivalencia es el espacio
de orbitas:

Definicién 4.1.11 (espacio de 6rbitas). Sea ® una accién por la izquierda del grupo
G en el conjunto M. Se define el siguiente conjunto:

M/G={OpCM:pec M}
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que se llama espacio de drbitas, o simplemente espacio cociente por la accién de
grupo.

4.1.3. Propiedades de la aplicacion de orbitas

En el caso en que G sea un grupo de Lie, el grupo de isotropia guarda una estrecha
relacion con la aplicacién de érbitas:

Proposicién 4.1.12 (el algebra de isotropia y la aplicacién de dérbitas). Sea ®
una accién regular del grupo G sobre la variedad M. Sea p € M y ¢, la aplicacién de
érbitas en ese punto. Se denota g, al dlgebra de Lie del grupo de isotropia ), denominada
algebra de isotropia. Entonces, el nicleo de la diferencial d.¢, : g — T,,M es igual al
algebra de isotropia.

Demostracion. La prueba se hace para el caso de accién regular por la izquierda (idéntico
para acciones por la derecha). Se toma X € g, y se calcula exp(tX) € G,,Vt € R. Entonces:
op(exp(tX)) = exp(tX)-p = p, ya que exp(tX) € G,. Ademads, como lo anterior ocurre V¢ €
R, derivando respecto a t se llega a que: 0 = 4 ‘t:O (Dp(exp(tX))) = dexp(0)Pp(X) = depp(X).
Esto es: X € ker(d.¢,).

Reciprocamente, si X € ker(d.¢,), ello implica que de¢,(X) = o (dp(exp(tX))) = 0.
Esto implica que, por la regla de la cadena (haciendo el cambio t = s + 7:

d d ;
|, (exp(tX) p) = — . (exp(sX)-exp(TX) ) = dplexp(sx) (%

¢p<exp<tx>>) 0

7=0

Y por tanto la curva exp(tX) - p es constante en cada t € R, luego serd igual al valor en
t =0: exp(0) - p =e - p = p. Por tanto, exp(tX) € G,, Vt € R, luego X € g,. ]

<>

la aplicacion de érbitas se suele clasificar atendiendo a su sobreyectividad e inyectividad,
de la siguiente manera:

Definicién 4.1.13 (clasificacion de las aplicaciones de 6rbitas). Sea ® una accién
del grupo G sobre el conjunto M. Entonces:

1. La accion se dice que es transitiva si la aplicacion de érbitas es sobreyectivo
para cada p de M. Ello implica que M solo consiste en una érbita. Por tanto, M
se dice un espacio homogéneo para G.

2. La accion se dice libre si la aplicacién de érbitas es inyectivo para cada p de

M.

3. La accién se dice simplemente transitiva si es transitiva y libre.

La siguiente proposicién da criterios para saber de qué tipo es una determinada accion:
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Proposicién 4.1.14 (caracterizacién de la inyectividad y sobreyectividad de la
aplicacién de drbitas). Sea ¢ una accién del grupo G sobre el conjunto M. Entonces:

1. La accion es transitiva si, y solo si, la aplicacion de orbitas es sobreyectivo para
algin p € M.

2. La accién es transitiva si, y solo si, el conjunto M /G consta de un tnico punto.

3. la aplicacion de érbitas es inyectivo en p € M si, y solo si, G, = {e}. Es decir, la
accién es libre si, y solo si, G, = {e}, Vp € M.

Demostracion. Se hace la demostracion para una acciéon ® por la izquierda, aunque todo es
analogo para acciones por la derecha:

1. Supdngase que ¢, es sobreyectiva par algin p € M y sea ¢ € M otro punto distinto. Por
ser ¢, sobreyectiva, dg € G tal que g - p = ¢. Se considera la aplicacién de érbitas ¢,.
Se quiere ver que esta aplicacién es sobreyectiva. Para ello, se toma ¢’ € M arbitrario.
Por ser ¢, sobre, 3¢’ € G tal que ¢’ - p = ¢. Entonces, tomando h = ¢’ - g™, se tiene
que: ¢4(h) = (¢’ -g~*) - q y por los axiomas de accién, esto es: ¢,(h) = ¢, como querfa
verse.

2. ® es transitiva < ¢, es sobreyectiva para cada p € M. En particular, esto ocurre si, y
solo si, O, = M para cada p € M. Por tanto, todas las 6rbitas son la misma, solo hay
una clase de equivalencia por [£.1.9

3. Si ¢, es inyectivo, y g € G,, entonces g-p =p =¢€-p = ¢p(g9) = ¢ple) = g = e.
Reciprocamente, si G, es el subgrupo trivial {e}, entonces: si ¢,(g) = ¢p(w) = (W™
g)-p=p,luegow ! g€ G,y por tanto g = w.

[

Como corolario de lo anterior y de la proposicion [4.1.12] se tiene:

Corolario 4.1.15 (aplicacién de érbitas de acciones libres). Sea ® una accién regu-
lar y libre del grupo de Lie G sobre la variedad diferenciable M. Entonces, las aplicaciones
de orbitas ¢, : G — M son inmersiones inyectivas para cada p € M. Si G es, ademaés,
compacto, las aplicaciones de érbitas son embebimientos.

Demostracion. Si la accion es libre, el grupo de istropia es trivial en cada punto. Por tanto,
usando la proposicién [4.1.12] se tiene que la diferencial de la aplicacién de drbitas es inyectiva
en el punto e € GG. Para ver que es inyectiva en cualquier punto, se toma g € GG. Entonces
(se supone que la accién es por la izquierda), se tiene:

T,G 2% T M
del T polg
.G -, 7.\
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Como L, es difeomorfismo, d.¢, es inyectiva y [, es difeomorfismo, se puede asegurar que
d,¢, es inyectiva, luego ¢, son inmersiones inyectivas.

En el caso de que G sea compacto, se puede ver que son embebimientos. Para ello,
basta con demostrar que ¢, es un embebimiento topoldgico. Esto quiere decir que es un
homeomorfismo sobre su imagen. Para verlo, se demostrara que ¢, es una aplicaciéon cerrada.
Dado un cerrado F' C G, como G es compacto, I’ es compacto. Entonces, como ¢, es continua,
la imagen de F' es un compacto. Como ¢,(F’) es un compacto dentro de M, que es Hausdorf,
es cerrado, como se queria ver. Entonces, ¢, es una aplicaciéon inyectiva y cerrada, luego un
embebimiento topoldgico. O]

4.2. Campos de vectores fundamentales

Definicién 4.2.1 (campo de vectores fundamental). Sea G un grupo de Lie y M
una variedad diferenciable. Si ® : M x G — M es una accién por la derecha, y X € g es
un campo de vectores, se define el campo de vectores fundamental X como:

(p-exp(tX)) = (depp)(Xe) (4.2.1)

Si la accion es por la izquierda, el campo de vectores se define de una manera distinta:

5 d

p= | (exp(=tX) - p) = (deg)(Xe) (4.2.2)

t=0

siendo ¢/ (9) =g~ - p.

Notacién 4.2.1. la aplicacién que envia g — X(M) : X — X se denota por ¢,. Esto se
hace porque es formalmente muy parecida a la expresién del morfismo inducido de[2.5.1] No
obstante, esto no inducira a error porque, en el caso de vectores fundamentales, la aplicacién
¢ no es entre grupos de Lie, sino que es la accién de un grupo en una variedad.

Proposicién 4.2.2 (campos de vectores fundamentales para acciones libres).
Sea GG un grupo de Lie actuando sobre la variedad diferenciable M. Si la accion es libre,
entonces la aplicacion ¢, es inyectivo.

Demostracion. Es inmediato usando [4.1.12 y 4.1.14} O

Proposicién 4.2.3 (los campos de vectores fundamentales definen un homomor-
fismo de algebras). Sea G un grupo de Lie que actiia sobre la variedad diferenciable
M de manera regular. la aplicacion ¢, es un homomorfismo de algebras de Lie. Esto es:

X,Y] = [X,7] (4.2.3)
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Demostracion. Se considera el caso de una accién por la izquierda. El caso de una accién
por la derecha serfa similar. La demostracién hace uso de la proposicion [2.5.4, Usando esta
proposicion, se ve que basta con probar que dados X,Y € g, y siendo: X, Y sus imagenes,
que X esta QS;—relacionado con X y lo mismo con Y y Y. Se detalla para X y X. Lo que

se quiere ver es que )?%(G) = (da9,)(Xa), Va € G. Como X estd en g es invariante por la
izquierda, luego Xo = Xz, (o) = (La)«(X)e = de(La)(Xe). Es més, X, = exp(tX). Por
tanto:

i
dt [t=0

(da) (Xa) = (dat ) (L)

d
expltX) = (00 £) ( §

exp(tX))

t=0 t=0

En la ultima igualdad se ha usado la regla de la cadena. Ahora, si % ’ -0 exp(tX) = v, para
hallar d. (¢}, o £,)(v) basta con tomar una curva que pase por e en ¢t = 0 y sea tangente a v.
La propia exp(tX) vale, luego se tiene:

d
(¢}, 0 Lqoexp(tX)) = —

o (exp(—tX) ca”t -p) =

t=0

exp(tX)) - di

, d
de( 0 © La) (ﬂ /

t=0 t=0

= Xa-1p = Xgi(a)
Como se queria probar. O
Los campos de vectores fundamentales transforman de la siguiente manera por multiplica-

ciones a izquierda y derecha:

Proposicién 4.2.4 (multiplicaciones a izquierda y derecha sobre campos fun-
damentales). Sea G un grupo de Lie actuando sobre la variedad diferenciable M. Se
toma X €gygeG:

1. Si la accion es por la derecha, entonces:

(1 X = Ady1(X) (4.2.4)
2. Si la accién es por la izquierda, entonces:
(1): X = Ady1(X) (4.2.5)

4.3. La forma de Maurer-Cartan

Definicién 4.3.1 (la forma de Maurer-Cartan). La forma de maurer-Cartan
pe € QY(G, g) es una 1-forma con valores en g definida por:

pe: X(M) — C*(G, g)
(4.3.1)
X — (NG(X))Q = (dgﬁg*)(Xg) €9
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Observacién 4.3.1. (ue(X)), € T.G, luego el campo Y en g asociado a este vector es
Yy = deLia((pa(X))g) = deLn((dgLy-1)(X,)). Usando la regla de la cadena, lo anteriore es:
dg(Lp o Ly-1)(Xy) = dg(Lp.4-1)(Xy). En particular, si h = g, se tiene que Y, = X,. Dicho
de otro modo: “La forma de Maurer-Cartan asocia, a cada campo X € X(M), un campo de
vectores invariante por la izquierda que, en el punto g € G, coincide con X,”.

Es facil probar que pg cumple las siguientes propiedades de invarianza:

Proposicién 4.3.2 (invarianza de la forma de Maurer-Cartan). La forma de
Maurer-Cartan verifica:
(Lg)"(n) = e

(Rg)*(na) = Adg-10pg

(4.3.2)

para cada g € G.

<>

La forma de Maurer-Cartan aparece al hallar la diferencial de una accion:

Proposicién 4.3.3 (la diferencial de una accién de grupo regular). Sea G un
grupo de Lie actuando de manera regular sobre la variedad diferenciable M. Con la
identificacién candnica: T, q)(M x G) =2 T, M & T,G, la diferencial de g es:

1. Si la accion es por la izquierda, entonces es:

d(g,z)q) : TgG eT.M — Tg.x(M)
(4.3.3)
(X,Y)  — (dolg)(Y) + pa(X),y.,
2. Si la accién es por la derecha, entonces es:
d(Lg)CI) T, M TgG — Txg(M)
(4.3.4)

(XY)  — (darg)(X) + p6(Y),,

Demostracion. Se hace para acciones por la derecha, aunque para acciones por la izquierda
seria andlogo. Entonces, sea ¢, : G — M la aplicacion de érbitas: ¢,.(g) = - ¢g. Sea z(t) una
curva cuya imagen estd contenida en M y que es tangente a X en tiempo t = 0y sea g(t)
una curva contenida en GG, tangente a Y en t = 0 pasando por g. Entonces, la diferencial de
la accién de grupo seria:

d
Aiz,g)P(X,Y) = d ) (X, 0) + d(1 )@(0,Y) = pr

d

r(e(t) + 5

¢ (9(t)) =

t=0 t=0

= dy(rg)(X) + dg®,(Y')
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Como ya se vio en la prueba de [£.2.3) (alli se hizo para acciones por la izquierda pero serfa
andlogo para acciones por la derecha), X estd ¢,-relacionado con X. En particular, en este

caso: dg®.(Y) = puc(Y )y, (y) = Ha(Y ),y -

4.4. Espacio de orbitas

En esta subseccién se estudia el espacio de érbitas, definido en [£.1.11] Lo importante
es ver bajo qué condiciones M /G tiene una estructura de variedad diferenciable que haga
que la proyeccién canénica 7 : M — M /G sea una submersién. Esta parte es muy técnica,
aunque hay algunos resultados en particular que se usan en multiples demostraciones.

La razén por la cual se espera que m sea una submersién es de manera que existan
secciones locales (local gauges):

Lema 4.4.1 (las submersiones sobreyectivas admiten secciones locales). Sea
p : M — N una submersion sobreyectiva entre variedades diferenciables. Entonces, p
admite secciones locales regulares. Es decir, para cada € N, existe un entorno
abierto U C N de x y una aplicaciéon regular s : U — M tal que po s = Idy

Demostracion. La demostracion de este lema puede encontrarse en [9] (seccién 3.3.Submer-
sions). La idea que subyace es el conocido teorema de que, dada una submersion, p : M — N,
para cada 2’ € M, existe una carta (V,¢) de M con 2/ € V' y una carta (U,¥) de N con
p(@)=x € Utal que p(V) CU y (Topod ) (1, o, Tons Tmat1y ooy Tn) = (T1, ey ) =
P (T, ooy Ty T 1 oo, Tp). Tomando entornos més reducidos de ser necesario, puede con-
seguirse que ¢(V) sea de la forma A x B C R¥ x R™* y W(U) = B. Entonces, la seccién
local deseada serfa s := ¢ L oio W, siendoi: A — B: (z1,....Tm) = (T1, -, T, 0,...,0). En
efecto: Wopos=Wopogp toioW =pr,(io¥)=(pr,oi)oV¥ =10, [

El siguiente lema es de ayuda:

Lema 4.4.2. Sea p : M — N una submersion sobreyectiva. Entonces, una aplicacion
f: N — Q esregular si, y solosi, fop: M — @ es regular. Es més, f es una submersion
si, y solo si, f op es submersion y es sobreyectiva si, y solo, si f o p lo es.

M
fop
18

N — (@

<>

Definicién 4.4.3 (accién principal). Una accién regular por la derecha (andlogo para
acciones por la izquierda) del grupo de Lie G sobre la variedad diferenciable M se dice
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que es principal si es libre y la aplicacion:
vV MxG — MxM
(4.4.1)

(p,9) — (pp-9)

es cerrado.

El siguiente teorema va a ser el que permita probar el resultado importante de esta
seccién. Su prueba estd en [6], pero es extremadamente técnica y larga para reproducirla

aqui:

Teorema 4.4.4 (Teorema de Godement sobre la estructura de variedad de los
espacios cociente). Sea R una relacién de equivalencia en la variedad M. Se supone
que R es una subvariedad embebida y cerrada de M x M y que pri|p : R — M es una
submersién sobreyectiva. Entonces, existe una tnica estructura de variedad en M/R que

hace que 7 : M — M /R sea una submersién sobreyectiva.

Con esto, se llega al resultado importante:

Teorema 4.4.5 (las acciones principales definen espacios de érbitas que

son

subvariedades submersas). Sea ¢ una accién principal por la derecha (lo mismo para
izquierda) de G en M. Entonces, M/G = M/R (con R la relacién de equivalencia de
“estar en la misma 6rbita”) tiene una tinica estructura de variedad diferenciable que hace

que 7 : M — M /G sea una submersién.

Demostracion. Como la accién es libre, ¥ es una aplicacion inyectiva. La diferencial de ¥
es, usando la proposicién 1.3.3; d¢)(X,Y) = (X, dorg(X) + pe(Y),,). Entonces, si esto se

anula se deduce que X = 0, luego pug(Y),. , = 0, pero como la accion es libre, por

4.2.2

)

se deduce que pg(Y) = dygLy-1(Y) = 0. Como L,-1 es un difeomorfismo, se deduce que
Y = 0. Esto prueba que V tiene diferencial inyectiva. Ademés, como la accién es principal,
es cerrada e inyectiva, luego es un homeomorfismo topolégico. Esto, junto con el hecho de
que su diferencial sea inyectiva, pruebam que es un embebimiento, y la imagen de este
embebimiento, que es R serd una subvariedad embebida. Es més, como R = ¥(M x G), es
la imagen de un cerrado por V¥, es cerrado. Para aplicar el Teorema de Godement, todo lo

que se necesita es que pri|, sea una submersién sobreyectiva. Esto es trivial por el Lema
m

4.4.2) ya que pri|g o ¥ = prq, que es submersion.
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Capitulo 5

Fibrados

Los fibrados aparecen en fisica al describir las teorias gauge. La variedad base es el espacio-
tiempo: una variedad de dimensiéon 4 que es localmente el espacio de Minkowski. Cuando se
tienen campos vectoriales que, en cada punto, estan definidos en distintos espacios, aparece
de manera natural el concepto de fibrado. En ese caso, el fibrado es vectorial, y cada fibra
es un espacio vectorial en el que «vive» el campo en cuestion.

5.1. Fibrados en general

Definicién 5.1.1 (fibras y secciones). Sea m : E — M una aplicacién diferenciable y
sobreyectiva entre variedades diferenciables. Se denomina:

1. Fibra de 7 sobre x: al conjunto E, = 7~ !(z) = 7~ '({z}) C E. Dado un sub-
conjunto U C M, se denota Ey = 7' (U) que es unién de todas las fibras de

U.

2. Seccion de 7: Una aplicacién diferenciable s : M — E cumpliendo wo s = Idys se
llama seccion global. Si s estd definida solo en un subconjunto abierto U C M,
cumpliendo 7w o s = Idy, m se dice una seccién local.

Definicién 5.1.2 (fibrados). Sean E, F, M variedades diferenciables y 7 : E — M una
aplicacién diferenciable y sobreyectiva. Entonces, (E, 7, M; F') se dice que es un fibrado
(o una trivializacién local por fibras) y se denota as:

F——F
|
M
o simplemente: F — E 5 M, si verifica que: « para cada z € M, existe un en-

torno abierto de x, U C M, tal que 7|, admite una trivializacién; es decir, existe un
difeomorfismo ¢y : By — U X F' con pry o ¢y = w». En estas condiciones, se denomina:
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1. espacio total a E.
2. variedad base a M.
3. fibra general a F.
4. proyeccioén a 7.

5. trivializacién local o carta del fibrado a (U, ¢y).

Observacién 5.1.1. Visualmente, un fibrado es un producto cartesiano “retorcido”. Esta
forma de retorcerlo se puede eliminar localmente a través de una trivializacién local, que
hace que una cierta coleccién de fibras sea difeomorfa a un producto cartesiano usual. En la
Figura[5.1] extraida de [6], se muestra intuitivamente lo que es un fibrado:

| EL-’ |

Figura 5.1: Representacion de un fibrado. La variedad E se proyecta sobre la variedad base
M. Una coleccién de fibras Ey es difeomorfa a U x F', luego E se puede trivializar localmente.
Como se vera mas adelante, cada fibra es difeomorfa a F', de ahi que se llame fibra principal.

Proposicién 5.1.3 (cada fibra es difeomorfa a la fibra principal). Sea F — E 5
M un fibrado. Entonces:

1. La proyeccién 7 : E — M es una submersién, y por tanto E, = 7 !(z) es una
subvariedad embebida.

2. ¢y, = pra o oy g, - Po — I es un difeomorfismo entre cada fibra y la fibra general.
Demostracion. Basta con aplicar la definicién de fibrado: Sea x € M arbitrario, existe un

entorno de x, U, abierto y una funcién ¢y tal que: ¢y : Ey — U X F' es un difeomorfismo,
con pry o ¢y = w. Como la proyeccion pry : U X F'— U es una submersion, esto implica, por
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el lema que 7 es una submersion. Usando el teorema del valor regular, se tiene que F,
es una subvariedad embebida.
Por otro lado: dado p € E,, ¢y, (p) = prs o ¢y (p). Esto va asi:

E, Puley {2} x F

N lprz
F

Estd claro que pry : {#} X F' — F es un difeomorfismo. En cuanto a ¢y , para ver que

es difeomorfismo, se usa que: ¢yl : F, < E % U x F es diferenciable y su diferencial
es inyectiva (porque ¢ tiene diferencial inyectiva por ser E, subvariedad embebida y ¢y es
difeomorfismo). Por tanto, es un difeomorfismo local. Como es biyectiva, se deduce que es
difeomorfismo global. O

Ejemplo 5.1.1 (fibrado trivial). El caso més simple de fibrado es cuando el espacio total
es M x F, en cuyo caso, el fibrado se dice trivial, y admite una trivializacién global.

<>

A continuacidn, se define cudndo dos estructuras de fibrado son similares (morfismo):

Definicién 5.1.4 (morfismos de fibrados). Sean F — E 5> M y F' — FE' Ty M dos
fibrados sobre la misma variedad base M. Un morfismo de fibrados es una aplicacion
regular H : E — E' tal que: 7' o H = 7. la aplicacién se llama isomorfismo de fibrados
si es, ademas, un difeomorfismo.

Definicién 5.1.5 (fibrados triviales). Los fibrados isomorfos al fibrado trivial del ejem-
plo también se llaman fibrados triviales.

<>

Los fibrados admiten un atlas especial, en consonancia con su estructura:

Definicién 5.1.6 (atlas del fibrado). Dado un fibrado F — E = M, un atlas del
fibrado es un conjunto de cartas de fibrado: {(U;, ¢;)}eer tal que {U;}ier forman un
recubrimiento abierto de la variedad base y ¢; : Ey, — U; x F' es difeomorfismo.

Las distintas cartas de un fibrado se solapan mediante las funciones de transicion:

Definicién 5.1.7 (funciones de transicién). Sea {(U;, ¢;)}ecr un atlas del fibrado
F—E5 M. SiUNU; #0, se define la funcién de transicién como:

gbj e} ¢i_1}(UimUj)><F : (Uz N U]) X F — (Uz N Uj) x F
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Observacién 5.1.2. Las funciones de transicion son difeomorfismos, claramente. Ademaés,
preservan las fibras. Esto es, si se denota ¢;, = ¢ 5> entonces para cada x € U; N Uj, se

tiene que: @j; o ¢5t : F — F es un difeomorfismo (por .
Esto motiva que se defina:

¢jii UiﬁUj — DZf(F)
x — Bjp 0 b5

que, en ocasiones, también se denomina funcion de transicién.

5.2. Fibrados principales

Los fibrados principales combinan el concepto de fibrado con el de accién de grupo.

Definicién 5.2.1 (fibrado principal). Sea:

G —— P

|

M

un fibrado en el que G es un grupo de Lie que acttia por la derecha sobre P: P x G — P.
Entonces, se dice que lo anterior es un fibrado principal si:

1. La acciéon preserva las fibras y es simplemente transitiva en las mismas.
Esto es, la accién se restringe a las fibras: P, x G — P, (dicho de otro modo,
p-g € P.,Vp € P,,g € G) y la aplicacién de 6rbitas G — P, : g — p- g es una
biyeccion, Vo € M,p € P,.

2. Existe un atlas del fibrado que es G-equivariante. Es decir, existe un atlas {U;, @; }ier
en las condiciones de [5.1.6 que ademds cumple la propiedad:

¢i(p-g) = ¢i(p) -9, Vp € Py,,g€ G

donde se supone que, en el lado derecho de la ecuacion, el grupo GG actiia en un
elemento (x,a) € U; x G de la siguiente forma:

(iL‘,a) g = (x,a-g)
A un atlas en estas condiciones se le llama atlas principal.

El grupo G se llama grupo de estructura del fibrado.
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Notacion 5.2.1. Se suele denotar al fibrado principal:

G—— P

gl

M

de manera abreviada como G-fibrado principal P — M.

<>

Las funciones de transicion en los fibrados principales tienen una expresion especial:

Proposicién 5.2.2 (funciones de transicién de fibrados principales). Sea P — M
un G-fibrado principal y {U;, ¢; }ie; un atlas principal del fibrado. Entonces, las funciones
de transicién son elementos de G C Dif(G):

¢ji : U;N Uj — G C DZf(G)
x — ¢jx o ¢;p1

entendiendo a G como un subrupo del grupo de difeomorfismos a través de las multipli-
caciones por la izquierda. Es decir, g(h) = g- h = L,(h) = g se identifica con L,.

Demostracion. Para ver que las funciones de transicién actian como dice el enunciado,
habria que ver que, fijado un « € U; N Uj;, existe un g € G de tal modo que: para todo
h € G, ¢jz 0 ¢i(x,h) = L,(h). De ser cierta la premisa, entonces es claro que el candidato
para g deberfa ser: g = ¢;, 0 ¢;,'(z,e). Ahora se trata de usar la G-equivarianza: ¢, (p-h) =
¢iz(p) - h, Vp € P,, h € G. En particular, ¢;,'(¢i(p) - h) = p - h. Componiendo con ¢;, a
ambos lados: ¢j, 0 ¢7. (¢iz(p) - h) = ¢ju(p - h) = ¢;.(p) - h. Se toma ahora p = ¢, (7, €).
Entonces, ¢j, o ¢..' (z,h) = ¢;.(¢5.' (z,€)) - h = g-h = L,(h), que era lo que se querfa
probar. O

Para los fibrados principales, se puede construir un atlas principal con tan solo usar las
secciones locales:

Teorema 5.2.3 (atlas principal definido por las secciones locales). Sea G un grupo
de Lie y m : P — M una aplicacién regular y sobreyectiva entre variedades diferenciables.
Se suponte también que G actia sobre P con una accion regular por la derecha PxG — P.
entonces, P es un G- fibrado principal, si y solo si:

1. La accién en G preserva las fibras y es simplemente transitiva en ellas.

2. Existe un recubrimiento por abiertos {U;}ic; de M junto con secciones locales s; :
U; — P de la aplicacion .

Demostracion. Béasicamente, lo inico que hay que ver es que se puede construir un atlas con
tan solo usar secciones, ya que la condicion 1 de este resultado es idéntica a la condicion 1
de la definicion de fibrado principal |5.2.1} Entonces:
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1. =) Hay que ver que un atlas de fibrado principal define secciones locales. Para ello,
basta con usar s; : U; — P : 1 + ¢; ' (z,e). En efecto, esto es una aplicacién regular
por ser ¢; un difeomorfismo y ademés, dado # € U; C M, 7o s;(x) = w0 ¢; *(x,¢) =
pri(z,e) = x = Idy,(z), donde se ha usado que pry o ¢; = 7.

2. <) Hay que ver que las secciones locales s; : U; — P definen un atlas principal. Se
toma como atlas a {(U;, ;") }ier, donde t; estd definida asf:

t;: U; X G — PUl-
(5.2.1)
(z,9) — s(z)-g

Entonces, hay que comprobar que:

= t; es diferenciable. En efecto: t;(x, g) = ¥(s(z), g), siendo ¥ la accién. Entonces,
es composicién de la accién (diferenciable) junto con la aplicacién (s, Id) : (x,g) —
(s(x), g) que es diferenciable por serlo en cada componente.

» Es equivariante. En verdad, la funcién que tiene que ser equivariante es ¢; . La
equivarianza de t; ' es equivalente a que p - g = t;((x,a) - g), Vo € Uy,g € G,
siendo p = t;(z, a) (siempre y cuando ¢; sea biyectiva). Pero esto es trivial ya que:
ti((z,a)-g) = s(x)-ag y ti(x,a) = s(x) - ay, por los axiomas de accién de grupo:
ti((z,a) - g) = s(x) ag=(s(x)-a)-g=p-g.

= Es biyectiva. Lo es por ser la aplicacién de érbitas biyectiva en cada fibra.

» Es un difeomorfismo. Basta con probar que es difeomorfismo local (pues ya es
biyectiva). Para ello, hay que ver que la diferencial es inyectiva. La diferencial
de t; se puede calcular usando la Proposicion |4.3.3l En efecto, como la accién es

por la derecha, la diferencial serd: d(; gt(X,Y) = du(rg 0 $)(X) + pe(Y),(, ., con
X €T, (M), Y € T,(G). Se quiere probar que esto es inyectivo. La prueba es un
tanto delicada. Primero hay que definir s’ = r, 0 s. Es facil probar que s’ también
es una seccién, luego m o s’ = Idy. Usando la regla de la cadena, dado x € M:
dg ()T 0 dys' = Idrp,p. El hecho de que el lado derecho de la ecuacién anterior
sea una aplicacién biyectiva implica que d,s’ ha de ser, por lo menos, inyectiva.
Como 7 es constante en cada fibra, Ty ()P, C keT(dS/(m)ﬂ'). Ahora, como Idr, ), es
biyectiva, ha de ser I'm(d,s") N Ty )P, = {0}, ya que si hubiera una interseccién
no nula, Idp, ) tendria un nicleo no trivial.

Ahora hay que ver que: MG(Y)S(;L«). g € Ts(z) Py Para ello, basta con observar que:

1G(Y) g0y = (dg¥s(z))(Y), como ya se vio en la demostracién de la Proposicién
4.3.3 Entonces, como W se restringe a las fibras: Uy,) : G = P, : g+~ p-g. En
particular, su diferencial tiene llegada en Ty (,) P, como queria verse.

Con esto ya se remata la demostracién, puesto que /Lg(Y>S(x).g €Ty Py dy(rgo
$)(X) = d.s'(X) € Im(d,s"). Entonces, una combinacién lineal de estos vectores
solo puede ser nula si ambos son nulos. Por el resultado [4.2.2 se deduce que
pa(Y)s@).g = (dg¥qq))(Y) = 0. Usando , se deduce que Y = 0. Por otro
lado, como d, s’ era inyectiva, ha de ser X = 0.

O
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5.3. Morfismos de fibrados principales y gauges

Definicién 5.3.1 (morfismos de fibrados principales). Sean G — P > M y G’ —

P’ ™ M dos fibrados principales compartiendo la variedad base M. Sea f : G — G’ un
homomorfismo de grupos de Lie. Entonces, un morfismo de fibrados principales es
un morfismo de fibrados H : P — P’ regular que es f-equivariante. Es decir, verifica:

1. @’ o H = 7 por ser morfismo de fibrados.
2. Hip-g)=H(p)- f(g9), Yp € P,g € G por ser f-equivariante.

Si f: G — G’ es un embebimiento, entonces H se llama G-reduccién de P’ y la
imagen de H, H(P) se llama subfibrado principal de P’

El concepto de seccion es clave en la teoria gauge:

Definicién 5.3.2 (gauge). Sea 7w : P — M un fibrado principal. Un gauge global es
una seccién global de 7. El gauge es local si la seccion es local. Al conjunto de todas las
secciones locales (gauges) de un abierto U C M se las denota I'(U, P)

Observacién 5.3.1 (los gauges corresponden a trivializaciones). Por el Teorema
5.2.3] estd claro que tener secciones locales de cada entrono abierto de la variedad es equiva-
lente a construir un atlas del fibrado principal. De hecho, si las secciones son globales, esto
quiere decir que se puede construir ¢; como en la demostracién del teorema pero globalmente,
lo cual corresponderia a una trivializacién global del fibrado (fibrado trivial).

Esta idea es similar a la libertad de escoger un sistema localmente inercial en Relatividad
General. Todos los sistemas de referencia localmente inerciales deberian observar la misma
fisica, de igual manera que todas las elecciones de gauge deberian. La idea de las teorias de
gauge es la independencia de la elecciéon de un gauge (una seccién local).

5.4. Atlas formal del fibrado

En ocasiones, se tiene una variedad M, un conjunto E y una aplicacion sobreyectiva
m . E — M, pero no se tiene ninguna estructura definida en FE. Entonces, aparece la
pregunta de céomo dar estructura al conjunto £ de modo que se obtenga un fibrado. Esto
es lo que pasa, por ejemplo, si se quiere dar estructura de fibrado al conjunto de todos
los espacios tangentes a una variedad: T'M = UpE v IpM. Se podria dar una estructura de
variedad diferenciable en T'M y ver que, con ella, se obtiene un fibrado. Esta es la logica
que se sigue en [9] (pag. 83). Esto tiene la desventaja de que se ha de tener un cierto ansatz
sobre cémo construir un atlas de variedad sobre M.

En esta seccién, se usan atlas formales del fibrado, que son atlas con ciertas propiedades
especificas que no requieren de una estructura en F, pero que van a ser precursores de los

atlas del fibrado:
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Definicién 5.4.1 (atlas formal del fibrado). Sean M y F variedades, E' un conjunto
y m: E — M una aplicacion sobreyectiva. Entonces:

1. Se dice que el abierto U C M y la biyeccién ¢y : Ey — U x F verificando prio¢y =
7|y, forman una carta formal del fibrado: (U, ¢).

2. Una familia de cartas formales {U;, ¢; }ic1, en la que los subconjuntos U; formen un
recubrimiento abierto de la variedad se llamara atlas formal del fibrado.

3. Las cartas se dice que son compatibles diferenciablemente cuando las transi-
ciones: ¢;; = ¢;0 gbi_l‘(UﬂU-)xF :(UinUj) x F — (U;NU;) x F sean difeomorfismos.
ilU;

Entonces, se puede probar (aunque la demostracién es larga y muy técnica) que:

Teorema 5.4.2 (los fibrados formales definen fibrados). Sean M y F variedades, £
un conjunto arbitrario y 7 : F — M una aplicacién sobreyectiva. Se supone que {U;, ¢; }ier
es un atlas formal del fibrado formado por cartas que son compatibles diferenciablemente.

Entonces, existe una tunica topologia, y estructura diferenciable en E que hacen que
F — E 5 M sea un fibrado.

Observacién 5.4.1. La topologia definidaen E es: «A € E es abierto si, y solo si, ¢;(ANEYy;,)
es abierto en U; x F,Vi € I». Es logico definir esta topologia, ya que se va buscando que ¢
sean difeomorfismos, para lo cual también han de ser homeomorfismos. Esta topologia hace
que ¢ sea una aplicacion abierta. De hecho, es la unica topologia que hace que las cartas
sean homeomorfismos.

En cuanto a la estructura diferenciable en E, basta con dar un atlas sobre E para que
esto defina una estructura diferenciable. Luego se toman atlas maximales por la relacion de
unién de atlas (ver [9]). En este caso, para construir un atlas basta con tomar: (U, ¥) carta
de M:V:U — Y(U) CR™y (V,x) cartade F: x : V— x(V) C RP. Con esto, se construye
la carta (Eyny,, ®), definida como: ® = (¥, x)o ¢ilyy. * Eunv, — Y(UNU;) x x (V) C R™P.

5.5. Fibrados vectoriales

Definicién 5.5.1 (fibrados vectoriales). Un fibrado

Vv —— F

|

M
se dice fibrado vectorial de rango m si:
1. La fibra general V' y cada fibra E,, z € M son espacios vectoriales m-dimensionales.

2. Existe un atlas {U;, ¢;}ic; del fibrado de manera que las aplicaciones ¢, = ¢;| B, "
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E, — V son isomorfismos, para cada x € U;. A este tipo de atlas se le llama atlas
vectorial del fibrado.

Notaciéon 5.5.1. Se denota, a un fibrado como el de la definicién anterior, de manera
abreviada como: un fibrado vectorial £ — M de fibra V.

Como pasaba en el caso de fibrados principales, las funciones de transiciéon entre fibrados
vectoriales toman una forma especial:

Proposicién 5.5.2 (funciones de transicién en fibrados vectoriales). Sea £ — M
un fibrado vectorial de fibra V', un K-espacio vectorial y {U;, ¢; }ic; un atlas vectorial del
fibrado. Entonces, las funciones de transicién ¢;; actian en GL(m,K) C Dif(K").

Demostracion. Es elemental, ya que cada ¢;, es un isomorfismo lineal. O

Definicién 5.5.3 (morfismos de fibrados vectoriales). Sean V — E 8 M y W —
F ™5 M dos fibrados vectoriales, con V, W espacios sobre el mismo cuerpo. Un morfismo
regular de fibrados L : E — F' (cumple, por tanto, que mp o L = 7g) se llama morfismo
de fibrados vectoriales si la restriccién a cada fibra: L| B FE., — F, es un morfismo de
espacios vectoriales. Si este morfismo es un isomorfismo, entonces se dice que L : £ — F
es un isomorfismo de fibrados vectoriales.

Definicién 5.5.4 (subfibrado vectorial). Sea 7 : £ — M un fibrado vectorial de
fibra V, un K-espacio vectorial de dimensiéon m. Un subconjunto F' C E se dice que
es un subfibrado vectorial de rango k si, para cada punto p € M, existe un entorno

abierto p € U C M junto con una carta del atlas de fibrado: (U, ¢) verificando que:
H(EyNF)=U xKF C U x K™, donde K¥ = KF x 0m~%F ¢ K™.

5.6. Fibrados vectoriales asociados

La idea detras de los fibrados vectoriales asociados es combinar el concepto de G-fibrado
principal, con el de representacion del grupo GG para construir un fibrado vectorial asociado
a la representaciéon. En lo que sigue, K denotara el cuerpo de los niimeros reales o el de los
nimeros complejos.

Se parte de la situacién en que se tiene un G-fibrado principal:

G —— P

wPl

M

Y una representacion

p:G— GL(V)

del grupo G sobre el K-espacio vectorial V. Entonces:
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Lema 5.6.1. En la situacién anteriormente descrita, la aplicacion:

(PxV)xG — PxV
(5.6.1)
(pv,9) — (pv)-g=(p-g,p(g)"'v)

define una accién principal libre por la derecha del grupo de Lie GG en la variedad producto
P x V. El espacio cociente £ = (P x V) /G, que se denota E = P X,V es una variedad
diferenciable tal que la proyecciéon P x V' — E es una submersion.

Demostracién. Ver que la accion ¥(p,v,g) = (p- g, p(g)"'v) es una accién por la derecha es
facil usando los axiomas de accién por la derecha. Habria que ver también:

1. Que la accion es libre. Esto ocurre, por la Proposicién [4.1.14]) cuando el grupo de
istropfa G, es trivial para cada (p,v) € P x V. Para ver esto, supéngase que:
(p-g,p(g)~'v) = (p,v). En particular, p- g = p y, como la accién era libre, se deduce

que p = e.
2. Ahora se quiere probar que la accién es principal, para lo cual, la aplicacién:

Y (PxV)xG — (PxV)x(PxV)

(p,v,9) — (B, (p,v)-g)

es una aplicacién cerrada. Para verlo, se toma A C (P x V) x G un cerrado y
{(Pns Vny Gny Wy) }neny una sucesién contenida en 1 (A), que es convergente. Para ver
que ¥ (A) es cerrado, usando la caracterizacién secuencial, bastaria con ver que la su-
cesién converge hacia un punto que estd en 1(A). Coomo V¥ es libre, y la sucesién
estd contenida en 1 (A); para cada n, existen y son unicos g, € G tales que: (g, w,) =
(Prs V) G = (Pr* Gy P(Gn) " 0n), con ((pn, Un), gn) € A. Si se demuestra que la sucesién
{gn}nen converge en G, se tendréd que, tomando limites: (g, w,) "= (¢, w) € P x V,
con (q,w) = ¥((p,v),q), por ser ¥ continua, gn "= gy (Pn,vn) — (p,v). En es-
ta situacién, (q,w) € ¥(A), ya que, por ser A cerrado, la sucesion {((pn,vn), gn)}n
convergeria hacia un elemento de A.

Para ver que la sucesién {g, }, converge, se toma 7(p) = x. Se toma U entorno abierto
de x y Py su fibra. Py es entorno abierto de p (preimagen por una aplicacién continua
de U, abierto). Como p,, converge hacia p, existird un no € N de tal modo que ¥n >
ng, pn € Py. Se toma ahora ¢ : Py — U x G el difeomorfismo de la definicion
de fibrado. Entonces, ¢(p,) = (xn, h,), con h; € G, Vi € N. Por otro lado, como
(Gn>wn) = (Pn,vn) - gn v el fibrado conserva las fibras, m(q,) = 7(p,) = x,. Ademaés,
como el fibrado es principal, la aplicaciéon ¢ se puede tomar equivariante. En particular:

¢(Qn) = (T, 8n) = (xnasn) = O(qn) = O(pn - gn) = (Tn, hn) * Gn, l%e_g;ooo Sn = Zgoogn
Ahora, como p, — py ¢ es difeomorfismo, ¢(p) = (z,h), donde z,, = =z, h,, — h.
De nuevo, por ser ¢ difeomorfismo, y como ¢, "= ¢, ¢(q) = (z, 1) pero como h,, "=*

By By gn "= B, luego gn = h' - (hy - gn) que converge en G hacia g = h™' - b/, que
era lo que queria verse.
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Después, basta con usar el Teorema [4.4.5, para ver que E tiene estructura de variedad
diferenciable y que la proyeccion es una submersion. O]

Teorema 5.6.2 (fibrado vectorial asociado). Sea P un G-fibrado principal y p una
representacion del grupo de Lie G en un K-espacio vectorial V. Entonces, el espacio
cociente I/ = P x, V tiene la estructura de un fibrado vectorial sobre M, con proyeccién:

TE - E — M
(5.6.2)
p,v] — 7p(p)

y fibras E, = (P, x V)/G, isomorfas a V. El espacio vectorial en cada fibra E, estd
definido asi:
Alp, v] + plp,w] = [p, Ao + pw],Yo,w € VA p € K (5.6.3)

y mp(p) = z. Al fibrado anterior se le llama fibrado vectorial asociado al fibrado
principal y a la representacion p. El grupo G se conoce como el grupo de estructura

de E.

La demostracion se basa en ir comprobando una a una que se dan las condiciones de fibrado
principal. Como cartas de fibrado, se toman:

Vy: By — UxV
(5.6.4)
[p,v] — (7elp,v], p(Bu(P))v)

donde [y esté definida de la siguiente manera: «Si (U, ¢y/) es una carta del fibrado principal,
entonces: ¢y : Py — U X G : p— (wp(p), Bu(p)). Es decir, es la segunda componente de ¢y.
La primera esta determinada por el hecho de que, por la definicién de fibrado, ha de ocurrir:
prio ¢y =mp».

<>

Es interesante que en Fisica los campos que describen la materia en el contexto de las
teorias de gauge se puedan expresar como secciones regulares del fibrado vectorial asociado
con un cierto fibrado principal. Esto es porque, tras escoger un gauge en el fibrado principal,
una seccion del fibrado vectorial asociado se puede asociar con una funciéon f: U — V:

Proposicién 5.6.3 (las secciones de los fibrados vectoriales asociados). Sea P ™%
M un G-fibrado principal, con p : G — GL(V) una representacién del grupo G sobre el
espacio vectorial V' y sea I/ = P x, V el fibrado vectorial asociado. Sea s : U — P un
gauge local. Entonces, existe una correspondencia biunivoca entre secciones 7 : U — E
regulares del fibrado vectorial y aplicaciones regulares f : U — V dada por:

7(x) = [s(z), f(x)],Vz € U (5.6.5)
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Demostracion. Sea f : U — V una aplicacién regular. Se comienza demostrando que 7 :
U— E:xzw— [s(x), f(z)] es una seccién regular. Obsérvese que, por ser s una seccién local
regular del fibrado principal, y f una funcién regular, la aplicacién: x — (s(x), f(z)) € PxV
es regular. Como el paso al cociente es una aplicacién regular por el Lema (de hecho,
es una submersion), se deduce que 7 es regular. Para ver que es una seccién, se comprueba
que: g o 7(x) = g o [s(x), f(z)] = mp(s(x)) = z, donde se ha usado que, por la ecuacién
5.6.2) mg([p,v]) = wp(p) y el hecho de que s es seccién local.

Reciprocamente, sea 7 : U — E una seccién regular. Entonces, 7(z) € E, para cada
x € U, por lo que existen p(x),v(z) tales que 7(z) = [p(x),v(z)]. Como T tiene que ser
seccién, g o 7(x) = wp(p(z)) = p, luego p(x) € P,. Como se puede escoger el representante
de p(x) que se quiera, es licito tomar p(x) = s(x), que también estd en la fibra P,, en cuyo
caso también se ha de cambiar v a v'(x). Entonces, 7(z) = [s(z),v'(z)]. Pero este v'(x)
esta ahora univocamente determinado por ser la acciéon simplemente transitiva. Este hecho
implica que ha de existir un unico g € G tal que p(z) = s(z) - g, en cuyo caso también
este g ha de haber actuado sobre la componente v asi: v(x) = p(g)~'v'(z). Esto es tanto
como decir que existe una tnica f : U — V, que es la que antes se denotaba por v'(z) tal
que: 7(z) = [s(z), f(z)]. Se trata de ver, por tanto, que f es regular. Se toma (U, ¢y) la
carta del fibrado definida a través de la seccién local s en virtud del Teorema [5.2.3] Es decir:
¢ U x G — Py (z,9) = s(z) - g. Entonces, esta carta define una carta del fibrado Wy
como en [5.6.4 Entonces, Uy o 7(z) = Uy(s(z), f(z)] = (mp(s(z)), p(Bu(s(z)) f(z)). Por un
lado, por ser s una seccién del fibrado principal, la primera componente de lo anterior es x.
Por otro lado, recuérdese que ¢y = (7p, By). Ademés: ¢y (s(z) - g) = ¢y o oy (z,9) = (z,9).
Es decir, fy(s(x) - g) = g, luego By (s(z)) = e (sin més que tomar g = e). Esto ya termina la
demostracién, puesto que entonces: Wyyor(x) = (x, f(x)) y, como ¥y es regular y 7 también,
f(x) también ha de serlo. O

5.7. Estudio de algunos casos particulares

5.7.1. La banda de Mobius

La banda de Mobius es un ejemplo muy ilustrativo para ver cémo un fibrado se corres-
ponde con la nocién intuitiva de un producto cartesiano “retorcido” (la palabra twisted se
suele usar en los libros). Para tratar este ejemplo, se siguen las directrices de [18].

Para empezar, se comienza por definir la banda de Mdbius como una subvariedad:
M = {(e" re??): 0 [0,2n],r € [-1,1]} € S' x C

Para construir un fibrado a través de la banda de Mobius, se considera la proyeccién 7 :
M — S' definida como m = prq],,. La variedad base serd S'. El espacio total serd M y
la fibra general serd el intervalo [—1,1] = F. Visualmente, la representacién seria la de la

Figura 5.2}
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U xF

Figura 5.2: Dos fibrados con variedad base S!. Arriba, el cilindro, un fibrado trivial, ya
que es claramente difeomorfo a F' x S!. Abajo, la banda de Mobius. Aunque se puede
trivializar localmente, no admite una trivializacion global. Esto es porque estd, en cierto
sentido, “retorcida”. En la figura, se muestra la aplicacién de proyeccién 7 : M — St y la
fibra general F'. Las (U, ¢;) representan las cartas del fibrado. Imagen extraida de [I§].

La variedad base, se puede parametrizar por el angulo 6 usando dos cartas. Los abiertos
recubridores de estas dos cartas son:

Uy={e?:—<O<nt+e} U={e?:m7—e<<2n+¢}

Si se calcula la preimagen por 7 de estos dos abiertos, se obtienen My, y My,. Para ver que
hay una verdadera estructura de fibrado, se toma z € S'. Supéngase que z € U; (el caso de
U, seria anédlogo). Entonces, se quiere ver que existe un difeomorfismo: ¢r, : My, — Uy x F.
Este difeomorfismo se puede construir asi:

¢U1 : MU1 — Ul X F

(€i97rei9/2) — (eie,r)

Obsérvese que la primera componente de ¢y, no podia ser otra, si se pretendia que (pr; o
dr,) (€, re??) = ¢ = m(e? re??/?) = . Para construir la inversa de la anterior aplicacién,
uno podria pensar que vale con tomar: U; x F' — My, : (¢?,7) — (e, re?/2). Esto es tanto
como escribir: Uy x F' — My, : (z,7) — (z,7/2). Esta expresién es problemdtica ya que la
raiz n-ésima de un nimero complejo no es una funcién bien definida (es multi-valuada). Esta
inconveniencia queda salvada por el hecho de que se estéd restringiendo S' a U;. En efecto,

dado un ntdmero complejo z = €?, hay dos raices suyas, que son: z; = €/2 y 2, = /0/2+7)
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ambas en S'. La primera siempre esta en U}, para cualquier z € S! y la segunda de
ellas siempre estd en Us,, para cualquier z € S' . La cuestién es que, al restringirse ¢y, a
My, , la segunda posibilidad, z2, queda descartada, por estar en Usy. Esto hace que la inversa
esté bien definida y sea una funcion diferenciable.

Se pueden ahora calcular las funciones de transicién en las regiones de solapamiento.
Estas regiones son:

UinUy={e?:0¢c |- ufe? :0c[r—en+e}=1IgUlL

Para calcular las funciones de transicién, primero hay que ver quién es ¢p,. Para ello, hay
que continuar con el razonamiento del parrafo anterior. Puesto que la raiz z, siempre estéa
en Us, ¢y 1 Us X F— My, = (z,1) = (2,722) = (2, —r21), donde se ha usado que zp = —z.
Pero para que esta sea gba;, ha de ser:

¢U2 : MU2 — UQ x F

(ew,reieﬂ) s (eie’_m

Solo de este modo se consigue que: gb[};oqﬁUQ (e, re?/?) = gba;(eia, —r) = (e¥, —r(—e?/?)) =
(e, 7e%/2), dando la identidad como se esperaba.
Con esto, ya se pueden hallar las funciones de transiciéon como:

(z,—1) si z€lgr

Po1 = P2, 0 O7, =

(z,7) si z€lp

Este resultado se puede interpretar como el cambio de sentido que han adquirido las fibras al
dar una vuelta a la banda. Si no hubiera aparecido ese cambio, se tendria un fibrado trivial.

5.7.2. El fibrado de Hopf

En esta seccién se sigue [12],[14] y [I1]. El objetivo es describir S (espacio total) como
un fibrado principal con grupo U(1) (fibra general) y variedad base S2.

Se parte de la esfera S = {x € R* : ||z|* = 1}. Si se identifica C2 = R, se tiene que
S3 = {(21, 29) € C?: |21]* + |22]® = 1}. Entonces, se define la accién de Hopf como:

U S xUL) — 58
(5.7.1)
((21,22),2) — (z1,22) 2= (212, 222)

Es trivial demostrar que ¥ es realmente una accién regular por la derecha. S® se puede
“imaginar” con una representacion tridimensional del siguiente modo: Si se escribe 21 y 2o
en forma polar, de manera que: z; = rlewl YV 29 = T‘2€i02, entonces se ve que |7“1|2 + |7’2|2 =1,
por lo que existira un ¢ € [0, 7] de tal modo que 1 = cos(¢/2), ro = sin(¢/2) (¢ € [0, 7]
para que 71 y ro sean cantidades positivas). Entonces:

S = U Ty, con Ty = {(cos(¢/2)e” sin(¢/2)e™) : 61,0, € [0,2n]} (5.7.2)
¢€[0,7]
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Para ¢ fijo, T;, es un toro. A medida que ¢ varia, se van obteniendo distintos toros, cuyo
radio exterior es cada vez mayor a coste de su radio interior. Dado un punto p € S3, este
ha de estar en alguno de los toros anteriores. Si p € T}, entonces su érbita por la accién del
grupo también estd contenida en T}, claramente, ya que: si p = (cos(¢/2)e™" sin(¢/2)e?),
dado z = €%, p-z = (cos(¢/2)e!"17%9) sin(¢/2)e'?2T%)) € Ty. Se podria probar que, de hecho,
estas drbitas son circunferencias maximas de la esfera en R*, o cortes planos del toro Ty, lo
cual da lugar al dibujo que suele aparecer en los libros de textos sobre la fibracién de Hopf

(ver Figura [5.3).

Figura 5.3: Representacién pictérica de S* como coleccién de toros. Las drbitas, que més
tarde seran las fibras, son circunferencias maximas contenidas en un cierto toro. Imagen
extraida de [L1].

Por otro lado, la esfera S? = {z € R? : ||z||*> = 1} se puede identificar con un subconjunto
de C x R tomando (z,y, z) — (w,s). Entonces, habrfa que pedir que |w|? + s = 1.
Se considera ahora:
Uull) — S8

82
donde h es la aplicacion de Hopf, que esta definido por:
T S3 — S?

(5.7.3)
(21,22) (22129, |21]% — |22]?)

Para ver que verdaderamente h llega en la esfera, basta con comprobar que: |2z1Z5|? + (|21 |* —
|22/%)> = 1, lo cual es un sencillo célculo. Aunque esta es la forma conocida de la aplicacién
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de Hopf, este también puede escribirse usando las variables (x1, 22, x3, 24) como:

e S3 — S?
(5.7.4)
(11,20, w3,4) —  (2(x'2® + 222), 2(2%2® — 2lat), 22 + 22 — 22 — 2?)

Para darle una estructura de U(1)-fibrado a S* — S?, hay que dar, para cada x = (21, 9, 23) €
S2 un entorno abierto U de z y una aplicaciéon ¢y : Si — U x U(1). Esta aplicacién
ha de cumplir que pry o ¢y = =w. Es decir, la primera componente de ¢y deberia ser
7. La segunda componente ha de llegar sobre U(1). El ansatz mas sencillo serfa tomar:
by 2 Sp — U xU(Q) : (21,22) — (m(21,22),21/]21]) o también podria valer ¢y : Sp —
UxU(Q) : (21,22) = (m(21, 22), 22/|22]). El problema es asegurar en qué abiertos z; # 0
6 29 # 0. En [12], se usa la proyeccién estereografica de la esfera S? C R?®. Aqui se va a
hacer de manera directa, como en [16]. Si uno se fija en la ecuaciéon |5.7.3} se ve que, cuan-
do z; 6 z3 son cero, se obtiene un punto del eje Z en la esfera, luego ha de ser el Polo
Norte o el Polo Sur. En particular, si z es 0, entonces para que (z1,22) € S, ha de ser
|21|> = 1. Esto implica que 7(2,,0) = (0,1), que es el polo Norte. Si 2; es 0, entonces,
7(0, z2) = (0,—1), el polo Sur. Se toma un € > 0. Sean Uy = {(z,5) € > CC xR : s> —¢}
y Us ={(z,5) € S CC x R : s < ¢}. Estos conjuntos se representan en la Figura .

AZ Az

Figura 5.4: Recubrimiento de la esfera en dos abiertos: Ug y Uy. Obsérvese que hay un
entorno del ecuador donde los dos se solapan.

Us y Uy forman un recubrimiento de S?. Ademas, 7= (Uy) C {(z1,22) € S®: 21 #0} v
71 (Us) C {(21, 22) € S®: 25 # 0}. Por tanto, se pueden definir:

on i Sp, — Uy xU(1)
(5.7.5)
(21,20) = (w(z1, 22), 21/|21])

Y, para el abierto Ug:

¢s: Sy, — Us x U(1)
(5.7.6)
(z1,22) = (7(21, 22), 22/ 22)

Ambas son aplicaciones diferenciables. Su primera componente es una aplicacién diferencia-
ble, y la segunda es un cociente definido en un abierto adecuado de modo que el denominador
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no se anule. Sus inversas vienen dadas por:

¢ UvxU(1)CCxRxU(l) — S5

(u, s,w) > (w s+l 1 > o7

en el polo Norte y, para el polo Sur:

o't UsxU(1)CCxRxU() — SE,

— (5.7.8)
(u,s,w) ( 1/ 20— ! )

Es fécil comprobar que estas son las inversas. Por ejemplo, para[5.7.8] basta con hallar ¢g o
¢5' (u, s,w), y tener en cuenta las restricciones de que: (u, s,w) € Ug x U(1). En particular,
esto se traduce en que |w| =1y en que |u|?* + s> =1 = |u|?* = (1 — 5)(1 + s). Entonces:

2 1—
bs 0 ¢5'(u,s,w) = (u, 2(|1u]_ 52 S, ﬁ) = (u, s,w) (5.7.9)
donde se ha usado, en el tltimo igual, las condiciones de (u, s,w) € Ug x U(1) mencionadas
con anterioridad.

Las inversas definidas en y son diferenciables en cada caso. Esto es porque
w es de modulo 1 y, por tanto, nunca se anula, mientras que las raices estan definidas de
modo que no se anulen en los abiertos en los que se trabaja. Esto concluye la demostracion
de que el fibrado de Hopf es efectivamente un fibrado principal con grupo U(1). Se podrian
calcular, para terminar, las funciones de transicién. Se toma un (u, s) en la variedad base,

S2 y se calcula ¢sn = ¢s o ¢7_Lla donde ¢s = ¢S,(u,s) y ¢n = ¢N,(u,s):

Psn (U, 5,w) = ((u, s), Ew) (5.7.10)

¢sn(w) = W = El(w) (5711)
y como u/[u| € U(1), esto confirma el resultado [5.2.2]

5.7.3. El fibrado tangente

El fibrado tangente es el ejemplo prototipo de fibrado vectorial. Su definicién es: TM =
UpG v IpM, la unién de todos los planos tangentes a la variedad. La proyecciéon que se
considera sobre el fibrado es:

m: TM — M
(5.7.12)
v — ptalqueveT,M
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Para dotar a TM = M de estructura de R™-fibrado vectorial (con n = dim(M)), se usara
el Teorema [5.4.2 Para ello, se ha de construir una atlas formal del fibrado. Sea (U;, ¥;) una
carta local de la variedad base M y se considera:

TU,: (TM)y — U x R
(5.7.13)
veT,M — (p=mu(v),d,¥;(v))

hay que ver que esto da un atlas formal del fibrado. Es decir, hay que comprobar que se
verifican:

1. TV, hay que ver que es biyeccién. En efecto, si (p, d,V;(v)) = (p', dy ¥;(v")), ello implica
que p = p/, y como ¥; es un difeomorfismo, su diferencial es inyectiva luego v' = v.
La sobreyectividad la hereda de sus componentes. También hay que ver que cumple
prio ¢y = W\EU, pero esto es trivial.

2. Hay que ver que las funciones de transicién son compatibles de manera diferenciable:

\I/jO\I/i_li (UiﬂUj)XRn — (UiﬂUj)XRn
(5.7.14)
v = (p=7(v), dy(T; 0 T (v))

es claramente diferenciable por ser los ¥; difeomorfismos.

Esto prueba que lo anterior es un atlas formal del fibrado, luego el fibrado tangente es un
fibrado vectorial.
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Conexion y curvatura

En esta seccion, se exponen los conceptos de conexion, curvatura y derivada covariante.
Estos conceptos juegan un papel clave en las teorias gauge, en las que las interacciones se
median por la accién de un potencial vectorial que, en este contexto, sera una 1-forma de
conexion. Estas 1-formas se pueden interpretar, una vez escogido un gauge, como funciones
de un abierto de la variedad en un cierto espacio vectorial (un campo en el sentido usual).
La fuerza de la interacciéon mediada por el campo vendrd codificada en una 2-forma de
curvatura.

A lo largo de este capitulo, la convencion serd la de usar acciones por la derecha cuando
se hable de fibrados principales.

6.1. Transformaciones de gauge

Se comienza por estudiar los distintos gauges que se pueden escoger en el fibrado y como
estan relacionado entre si.
Se considerard, a lo largo de esta seccion, un G-fibrado principal:

G —— P

gl

M

Definicién 6.1.1 (transformacién de gauge). Una transformacién global de gau-
ge es un automorfismo de fibrados. Esto es, un difeomorfismo f : P — P verificando:

1. Conserva las fibras de P. Esto es tanto como decir que: mo f = 7.

2. Es G-equivariante. Es decir: f(p-g) = f(p) - g, paracadap € Py g € G.
Observacion 6.1.1. Con la composicion de difeomorfismos, el conjunto de todas las trans-
formaciones de gauge forma un grupo, que se denota por Aut(P). Las teorias fisicas formu-

ladas en el lenguaje de los gauges deberian ser invariantes por transformaciones de gauge,
luego tendrian el grupo Aut(P) como grupo de simetrias.
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Los automorfismos de fibrados son la forma en que los matematicos se refieren a las trans-
formaciones de gauge. Para un fisico, la transformaciéon de gauge es:

Definicién 6.1.2 (transformacién de gauge fisica). Una transformacién de gauge
fisica es una aplicacién regular 7 : U — G definido en un cierto subconjunto U C
M. El conjunto de todas las transformaciones fisicas de gauge forma un grupo con la
multiplicacién punto a punto, que es C*(U, G).

<>

Definicién 6.1.3 (funciones GG—valuadas). Se denota por C*(P,G)% al conjunto:
C®(P,G)% ={0: P — G regular :0(p-g)=c,1(c(p)) =g " a(p)-g} (6.1.1)

que tiene estructura de grupo con la multiplicacién punto a punto: (o’-0)(p) = o'(p)-o(p),
donde la aplicacion constantemente igual a e hace de elemento identidad.

Proposicién 6.1.4 (correspondencia entre automorfismos de fibrados y funcio-
nes G—valuadas). La aplicacién:

Aut(P) — C®(P,G)¢
(6.1.2)
f — af

con o(f) definida como f(p) =p-o¢(p), Vp € P es un isomorfismo de grupos. Entonces,
se puede identificar Aut(P) con C*(P, G)¢.

<>

Las transformaciones de gauge y las transformaciones de gauge fisicas estan estrecha-
mente relacionadas:

Proposicién 6.1.5 (las transformaciones de gauge fisicas definen automorfismos
de fibrados). Seas: U — P unaseccién local (gauge). Entonces, s define un isomorfismo
de grupos:
C®(Py,G)¢ — C®(U,G)
(6.1.3)

o — T,=00S
Cuya inversa viene dada por:
C=(U,G) — C=(Py,G)¢

(6.1.4)
T — o
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donde o, (s(z) - g) =g~ -7(x) - g, paracada z € U, g € G.

Demostracion. Sea o € C®(Py,G)Y y se toma 7, = o o 5. Esta claro que 7, es regular,
por ser composicién de funciones regulares y va de U = Py 5 G. Reciprocamente, dada
T € C*(U,G), se toma o, tal que o,(s(x)-g =g~ ' 7(z)-g. Hay que ver que esta estd bien
definida. Para ello:
UxG
S(x).gl or(s(x)-g)=c,—1(7(x))

PO'—7—>G

Se usa el resultado [£.4.2] Para que este lema se pueda aplicar, hay que demostrar primero
que la aplicacion: U x G — Py : (z,g9) — s(z) - g es, al menos, una submersién sobreyectiva.
Pero es que, de hecho, ya se demostré cuando se probé el , que esta aplicacion (5.2.1))
es un difeomorfismo. Por tanto, se puede aplicar el lema y se tiene que o, es regular por
serlo c,-1(7(x)). Entonces, para terminar la demostracién, habria que ver que o.(p - g) =
cg-1(0-(p)). Para ello, se toma un p € Py. Sea v = 7(p). Entonces, p = s(x). Por tanto,
or(p- 9) = 72(s(2) - 9) = g1 (7(x)) = €4+ (7((p))). Como 7,(m(p)) = o(s(x(p))) = 7(p), 50
deduce que: 0,(p - g) = cy-1(7(7(p))) = c4-1(0-(p)), como se queria ver. O

Observacién 6.1.2. El resultado anterior, combinado con la Proposicién aseguran
que, una vez fijado un gauge, hay una correspondencia biunivoca entre transformaciones de
gauge matematicas (vistas como automorfismos de fibrados) y transformaciones de gauge
fisicas (vistas como aplicaciones regulares de un abierto de la variedad base sobre el grupo

Q).

6.2. 1-formas de conexion

Se considera un G-fibrado principal:

G ——P

gl

M

Recordatorio 6.2.1. Dada una variedad M, se definen las formas de grado k£ como aplica-
ciones multilineales y alternadas: A : X(M) x ... x X(M) — C>*(M,R), donde C*(M,R) o
simplemente C*°(M) son las funciones R-valuadas diferenciables definidas sobre la variedad
M. El espacio vectorial de k-formas se denota QF(M). Aparte de las k-formas en el senti-
do usual, existen las k-formas con valores en un espacio vectorial W, que no son mas que
aplicaciones: A : X(M) x ... x X(M) — C>(M, W) multilineales y alternadas, que se deno-
tan por QF(M,W). Fijado un p € M, estas formas se pueden interpretar como aplicaciones
Ay T,M x .. xT,M —W.

Definicién 6.2.1 (1- formas de conexién). Una 1-forma de conexién, o simple-
mente una conexién para el G-fibrado principal anterior es una 1-forma A € Q'(P, g)
verificando:
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1. (rg)«+A = Ad,-1 0 A, para cada g € G.

2. A()? ) = X, para cada X € g, siendo X el campo vectorial fundamental asociado a
X (ver la Definicién [4.2.1)).

Una conexién también se denomina campo gauge sobre P.

Observacién 6.2.1. En cada punto p € P, la 1-forma con valores en g se puede interpretar
como una aplicacion lineal: A, : T, M — g. Por eso, como Ad -1 actia sobre g tiene sentido
la condicion 1.

Si se quiere poder interpretar la 1-forma como un verdadero campo sobre la variedad base,
hay que aplicarle un pull-back de manera que se pueda ver como una 1-forma sobre la misma.
Como el pull-back de una cierta funcién va en sentido contrario al de la funcién, para traer
la 1-forma a la variedad base, hay que usar una funciéon s : U — P. Es decir, una secciéon
local (gauge local) del fibrado.

Definicién 6.2.2 (1- formas de conexidn locales). Sea s : U — P un gauge local
del fibrado principal definido sobre un cierto abierto U C M. Una 1-forma local de
conexién (o campo de gauge local) A, € Q! (U, g) es una 1-forma en la variedad base
con valores en el algebra de Lie del grupo definida por:

A, =5"A (6.2.1)

Dada una carta de la variedad (U, ¢) y {0,},=1,...» una sistema local de coordenadas en
torno a U, si se define A, = A,;(0,), se puede expandir:

dim(g)

A= Ale, (6.2.2)
a=1

siendo {e,} una base del dlgebra de Lie g. Los campos Af € C*(U,R) son funciones
reales que se suelen denominar campos de gauge bosénicos locales.

<>

Estéa claro, de la definicién anterior, que la expresion de un campo de gauge local depende
fuertemente del gauge escogido. Para determinar cémo cambia una conexién al cambiar de
gauge, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6.2.3 (transformaciones de un campo de gauge local al cambiar el
gauge). Sean s; : U; — Py s; : U; — P dos gauges locales, con U; NU; # . Se
considera una 1-forma de conexion A y las 1-formas de conexién locales asociadas con
los gauges: A; = sfA, ¢ = 1,2. Sea también ug(v) = (L£L4-1)(v), v € T,G la forma de
Maurer-Cartan. Entonces:

1. Existe una funcién regular g;; : U; N U; — G (una transformacién de gauge
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fisica) tal que:
si(z) = sj(x) - gji(x), Ve € U;NU; (6.2.3)

2. Sise denota pj; = gj;ic € QN (U;NUj, g), se tiene que, los campos de gauge locales
transforman de acuerdo con la siguiente ecuacion:

Ai = Adgj—il 9 Aj T Hiji (624)

Demostracion. La prueba se hace por apartados:

1. Por el Teorema/5.2.3] se tiene que las secciones locales definen cartas del fibrado, dadas
por la ecuacién [5.2.1, que se denotaran:
g ' UyxG — Py
(6.2.5)
(xmg) — Sl<x)g

Entonces, gj; : U; NU; — G : = g, 0 g;;'(e) =t g;i(x). Ahora, sea z € U; N U
arbitrario. Se calcula: s;(x)-g;i(x) == sj(x)-g;(si(x)-e) por@gj (gi(si(x))) = si(z).

2. Recuérdese que: A; : T,(U;NU;) = T,M — g. Setoma x € U;NU;, vy Z € T, M.
El objetivo es comparar A;(Z) con A;(Z). Para ello, sea: X = d,s;(Z) € Ty, ) P.
Obsérvese que, por el apartado anterior, si ¢ denota la accion de grupo: & : P x G —
P : (p,g) — p- g, se tiene que: s; = ® o (s;,g;), por lo que se puede calcular la
diferencial de s; usando la regla de la cadena y la Proposicién [4.3.3] Esto da:

dp55(Z) = do(P 0 (55, 95i))(Z) = ds;(2)7g;1(2) (d255(Z)) + 16(d2gji(Z) ) si(a) =

—_—

= d@)7g;0(2) (X) + 15 (Z) . () (6.2.6)
Por tanto, se tiene que:

—_—— —_——

Az(Z) =A <d3j(x)r9ji(l) (X) + :uji(Z)si(r)> e A (de(m)ngz(:p ( >)+A ('uﬂ( ) i(z )> -

P

= A((rg))o(X)) + A (15(2), ) ) "B Adyy 0 A5(2) + psi(Z) (6277)
]

Observacién 6.2.2. En el caso de que G C GL(n,K) sea un grupo de matrices, se tiene
que: A; = gj_i1 - Aj g5+ gj_il - dgj;, donde gj; es una matriz, gj_i1 denotaria su inversa en
el sentido usual y dg;; es la derivada componente a componente de la matriz. Esto ocurre
porque la forma de Maurer-Cartan es p1,;(Z) = pa(d,9;(2)) = gj_i1 -dg;i(Z). Para ver esta
ultima igualdad, basta con darse cuenta de que la forma de Maurer-Cartan no es mas que
la multiplicacién por la izquierda en el caso de grupos de matrices: pg(v) = (L£4-1).(v) =

g '-v, Yo € T,G. En la literatura fisica, la transformacién de gauge se suele encontrar

escrita asi: A:L = GflAMG + G’lauG.
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6.3. Distribuciones del fibrado tangente

Como siempre, sea:
G—— P

™

M

un G-fibrado principal.

Definicién 6.3.1 (espacio vertical y horizontal). El espacio vertical V,, del espacio
total P en el punto p € P es el espacio tangente a la fibra T),(P;), con p € P,. Un
espacio horizontal H, del espacio P en el punto p € P serfa un subespacio de T,P
complementario al espacio vertical: T,P =V, ® H,,.

La unién de todos los espacios verticales en distintos puntos del espacio total es un subfibrado
del fibrado tangente. A los subfibrados de TM se les llama distribuciones:

Proposicién 6.3.2 (conexiones, espacios verticales y horizontales). Los espacios
verticales y horizontales verifican:

1. V, = ker(d,n).

2. La aplicacion:
% g — U
_ (6.3.1)
X — Xp
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

3. El conjunto de todos los espacios verticales V,, cuando p recorre el espacio total
forma una distribucién en P, que se llama fibrado vertical V. La dimensién de
cada fibra es la dimensién de G. Ademas, la distribucién admite una trivializacién
global (es un fibrado trivial) dada por:

Pxg — V
~ (6.3.2)
<p7 X) — XP
4. El fibrado es invariante por la derecha. Es decir: (14).(V,) = V)4, Vg € G.

5. Si A es una conexién, entonces H, = ker(A,) es un espacio horizontal.

6. Si H), es el espacio horizontal definido como en el apartado anterior, entonces H,
verifica: (ry).(H,) = Hp.q4, Vp € P,g € G.

Demostracion. Se demuestran uno a uno:
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. Como 7 es constante en cada fibra, esta claro que V), C ker(d,m). Ademds, como 7

es una submersién sobreyectiva, d,m : T,P — Ty, (M) es un aplicacién sobreyectiva.
Por el teorema de la dimensién: dim (M) + dim(ker(d,r)) = dim(T,P). En particular,
como dim(1,P) ? e it dim(Typy(U x F)) = dim(M) + dim(F), y como cada fibra
es difeomorfa a la fibra general, dim(F) = dim(FP,), se tiene que: dim(ker(d,m)) =
dim(T,P) — dim(M) = dim(F) = dim(FP,), luego V), es un espacio vectorial contenido
en ker(d,m) y con la misma dimensién = V,, = ker(d,n)

. Basta con usar el hecho de que ¢, es inyectiva por Como la accién se restringe

a las fibras, ¢, : P,G — P, es también una accién regular y ligre. Por el resultado
anterior, (¢;)« : @ = V, : X — X, es una aplicacién inyectiva también. Como las
dimensiones concuerdan, ha de ser un isomorfismo de espacios vectoriales.

. Se quiere probar que: g — V =% P es un subfibrado del fibrado tangente (ver [5.5.4).

Se denota R* — TP ™ P al fibrado tangente a P, que se supone que es de rango n
(la dimensién de P como variedad). Hay que ver que, para cada punto p € P, existe
una carta del fibrado entorno a p: (U, @) tal que: (T Py NV) = U x K*, siendo k la
dimensién de g. Las cartas del fibrado tangente son las de la ecuacién Si se
restringen estas cartas a V' se tiene que dp\Ili|Vp (v1) € R* trivialmente. Por tanto, se
cumple la condicién de subfibrado.

Ademas, la aplicacién dada por la ecuacién [6.3.2] restringida a cada fibra, es un iso-
morfismo por el apartado anterior. Por tanto, [6.3.2] es un isomorfismo de fibrados entre
el fibrado g — V % P y el fibrado trivial g — P x g =3 P.

.V, = g como se ha visto en el apartado 2. Entonces, dado v € V), existe un tnico
4.2.4] se tiene que

campo | fundamental X € g tal que X = v,. Usando la Proposmlon
(rg)« (X) Y, donde Y = Ady- (X ) € g. Esto es tanto como: (). (X)pg =d rg(f(,,) =
(1g) (X,). Es decir: (1) (Xp) = Y},g, y como X, € V, y Y},g € Vg, se deduce que:
(rg)«(Vp) = Vg

. Es bastante técnico de probar, la demostracién estd en [0].

. Basta con tomar v € H,. Entonces, A,,((ry)«(v)) = (1;4),(v) = Adyg-1(4,(v)) = 0.

En la pentltima igualdad se ha usado el hecho de que A es una 1-forma de conexion.
El caso es que, como todo son igualdades, esta claro que se tiene contencion en ambos
sentidos. Es decir: (ry).(Hy,) = Hp.g-

]

Observacién 6.3.1. Los subfibrados horizontales H = {J p H, del fibrado tangente cum-

pliendo (r4).(H,) = H,

pgs Vp € P, g € G se llaman conexiones de Ehresmann. El tltimo

apartado del resultado anterior liga las conexiones con los espacios horizontales. De hecho,
se puede probar que es reciproco: los fibrados horizontales cumpliendo ciertas propiedades
(conexiones de Ehresmann) dan conexiones en el sentido de la definicién [6.2.1]
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6.4. 2-formas de curvatura

Sea A una 1-forma de conexién: A € Q'(P,g). Sea H el espacio vertical asociado con
la conexién (dado por el nicleo de la misma, segin la Proposicién . Se denota 7y :
TP — H a la proyeccién sobre el fibrado horizontal. Aplicando la diferencial exterior sobre
la 1-forma de conexion, se obtiene la 2-forma de curvatura:

Definicién 6.4.1 (2-forma de curvatura). En las condiciones especificadas anterior-
mente, se define la 2-forma de curvatura asociada con la conexién A, F' € Q?(P,g) como:

F(X,Y) = dA(rg(X),ma(Y)), VX,Y € T,P,p € P (6.4.1)

Observacién 6.4.1. La diferencial exterior que se ha escrito arriba tiene sentido para k-
formas V-valuadas (véase, por ejemplo, [9], seccién 8.4) En general, dada una k-forma V-
valuada w € QF(U,V), se tiene que w se puede expandir en la base vy,...,v, de V como
wp = whe, (usando el convenio de sumacion de Einstein). Entonces, se puede interpretar la
diferencial exterior de w como la k-forma V' -valuada cuyas r componentes son las diferenciales
de las r k-formas: dw = (dw*)e,,.

<>

Al igual que ocurria con la conexién, la 2-forma de curvatura transforma a través de Ad
cuando se le aplica el pull-back de una multiplicacion por la derecha:

Proposicién 6.4.2 (pull-back de transformaciones por la derecha sobre la cur-
vatura). La 2-forma de curvatura F, definida con anterioridad, verifica la siguiente iden-
tidad:

rF'=Adg10F, Vg€ G (6.4.2)

Demostracion. No hay mas que aplicar el pull-back y usar el hecho de que los espacios hori-
zontales y verticales son invariantes por el mismo (los espacios verticales lo son por el cuarto
punto de la Proposicién , mientras que los espacios horizontales lo son por el sexto).
Entonces, como T,M =V, @& H,, se deduce que, dado v = vy ® vo € T, M, con vy € H,,
v € Vp = 7 0 (1)1 + v2) = Tul(r,).(00)) = (ry)o(v1) = (1) (ma (1)) = 70 0 740 =
Tg« © g Por tanto, si se tomanX,Y € T,P: (r; F),(X,Y) = dA(7u (rg« (X)), 7 (14:(Y))) =
(rydA)(ma(X), mu(Y')). Ahora se usa que la diferencial exterior y el pull-back conmutan y la
definicién de conexién y se obtiene: d(Ad,-10A) (7 (X), 7u(Y)) = d((cg-1).0A)(mu(X), 7u(Y))
= Ad,- o F(X,Y) (la diferencial exterior conmuta con el pull-back). O

<>

Definicién 6.4.3 (corchete de formas). Sea n € QF(P,g) y ¢ € Q(P,g). Se define el
corchete de las formas como:

1
[777 ¢] (Xh ooog) Xk—H) - W Z 59”(”)[”(-)(0(1)7 ooos) XO'(k))7 ¢(X0(k+1)7 o00g) XO'(]C-H))] (643)

€Skt
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El conmutador también se encuentra en la literatura denotado como n A ¢ o [n A ¢].

La expresion que se suele emplear en fisica para la curvatura no es|6.4.1, sino F' = dA +
(1/2)ANA, siendo ANA = [A, A]. Para demostrar esta expresion, hay que introducir algunos
lemas técnicos:

Lema 6.4.4. Sea M una variedad diferenciable y ean X e Y dos campos de vectores en
X(M). Se denota por 7; al flujo de X a través del punto p € M (véase [2.6.9). Entonces:

[X Y] (77t)*Y’Yt(P) (6‘4‘4)

dt

Lema 6.4.5. Sea w € Q%(M). Sean Xy, X1, ..., Xy € X(M). Entonces:

dw(Xo, X1, ooy Xi) = D (=1 Xi(w(Xo, ooy Ky ooy Xie))+

0<i<k

+ D (FD)™Mw([X, X, Xoy oy Xy oy Xy X5) (6.4.5)

0<i<y<k

donde X; denota que se extrae la componente i-ésima.

La prueba de estos lemas se pueden encontrar en [9] (pag. 105 y pdg. 366) y son bastante
técnicas (y necesitan, a su vez, lemas previos) por lo que no se detallardn aqui.

Teorema 6.4.6 (ecuacién de estructura). La curvatura F' asociada a la conexién A
verifica la ecuacion:

F= dA+[AA] (6.4.6)

Demostracion. La demostracion se hace calculando F(X,Y) y (dA + 3[A, A]) (X,Y), para
X,Y € T,P. Obsérvese primero que, por el [6.4.4] se tiene que, «si X = V es un campo
fundamental e Y es un campo horizontal en P, entonces el conmutador [X, Y] es horizontal»
(se denotard esta propiedad con [x] a lo largo de la demostracién). Esto se debe a que, como
\7;, = %L:O (Texp(tv)(p)), entonces vy = Tegppy) €8 flujo de V. Usando el lema, se deduce
que: [X,Y] = %‘t:ﬂ ((Teap(—tv))«(Ys,(p))- Pero, como ya se sabe de , el pull-back de las
multiplicaciones por la derecha conserva el espacio horizontal. Es decir, que el anterior vector
sigue estando en el espacio horizontal como queria verse.
Hay que diferenciar varios casos:

1. Si X eY son ambos vectores del espacio vertical. Entonces, por[6.3.2] existen V,W € g
tales que: X =V, e Y = W,. Como los vectores estan en el espacio vertical, 7y (X) =
mu(Y) =0, luego F(X,Y) = 0. Por otro lado,

aAMKHZ ([AX), AY)] = [A(Y), A(X)]) = [A(X), AY)] = [V, W] (6.4.7)

N —
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en la dltima igualdad se ha usado la definicién de conexién Si se prueba que
dA(X,Y) = —[V, W], ya se acabaria, pues se tendria que ambos lados de la ecuacién
que se quiere probar son 0. Para demostrar esto tultimo, se usara [6.4.5] En el caso de
1-formas como A, toma una expresion mas sencilla:

dA(X,Y) = X(A(Y)) - Y(A(X)) — A(X,Y]) (6.4.8)

donde, en la ecuacion anterior, se entiende que X e Y son una campo que extiende
a X y aY en el punto p. Por ejemplo, los campos fundamentales valen. Entonces,
sustituyendo X =V, Y = W, se obtiene:

dA(X,Y) = V(W) =W (V) — A(V,W)) (6.4.9)

V(W) es una derivacién. Dada f € C*(P), se tiene que W (f) es un valor real, cons-
tante porque W es un vector de T.G. Entonces, si se vuelve a derivar W (f) usando
V', se obtiene 0. Es decir, la ecuacién anterior se reduce a —A([V, W]). Usando ahora

P

4.2.3| se tiene que lo anterior es: —A([V, W]) = —[V, W], por la definicién de conexién.

2. Tanto X como Y son horizontales. En ese caso, F/(X,Y) = dA(X,Y). Por otro lado:

1
donde se ha usado el quinto punto de [6.3.2

3. Si X es vertical e Y es horizontal, entonces X = 17;,,, para algin V € g, y por tan-
to: F(X,Y) = dA(my(X),pin(Y)) = dA(0,Y) "B o También, 1[4, A|(X,Y) =
[A(X), A(Y)] = [V,0] = 0. Por tltimo:

JACX,Y) = PAT) - YT AGTYTT 0 (6.4.11)

donde se ha usado, término a término: que Y es horizontal, luego A(Y) = 0, que V
es una aplicacién constante (como en la demostracién del primer apartado) luego al

derivar con Y da 0 y que, por la propiedad [x], [XN/, Y] era horizontal, luego al evaluarlo
con A da 0.

]

<>

La ecuacién de estructura pone en manifiesto que, en general, la curvatura no es una
forma exacta. Consecuentemente, su diferencial exterior no siempre sera 0. No obstante, se
tiene que:

Proposicién 6.4.7 (identidad de Bianchi). La diferencial de la curvatura dF es 0 en
Hx H x H.
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Demostracion. Basta con aplicar la diferencial exterior sobre la ecuacién de estructura: dF =
%d[A, A]. Ahora, se denota w = %d[A, Al y seusael . Esta expresion, para el caso concreto

de 2-formas, es asi:
dw(X,Y,Z) =X (w(Y,2)) = Y(w(X,2)) + Z(w(X,Y))
—w([X,Y],2)+w([X,Z],Y) —w([Y, Z], X) (6.4.12)

0
SiV € H, entonces: w(-, V) =w(V,-) = (1/2)[A, A](-, V) = [A(-),M: 0. Es decir, todos
los términos de [6.4] son 0, luego dw(X,Y,Z) =0en H x H x H. O

<>
En fisica, en general, se suele usar la forma local de la curvatura:
Definicién 6.4.8 (2-forma local de curvatura). Sea A una 1-forma de conexién en

el fibrado principal, F' su 2-forma de curvatura asociada y s : U — P una eleccién de
gauge local. Entonces, la 2-forma local de curvatura F, € Q?(U, g), definida por:

F,=s'F (6.4.13)

Dada una carta (U, ¢) de la variedad base M en torno al punto p y {0,}, una base de
T,M, se define: F,, = F(0,,0,).

En forma local, la ecuacion de estructura toma una forma familiar en fisica:

Proposicién 6.4.9 (ecuacién de estructura). La curvatura local verifica:
F,=0,A —0,A,+[A, A) (6.4.14)

Demostracion. La ecuacion de estructura es F' = dA + %[A, A]. Entonces, aplicando el pull-
back por s:

1 1 1
SF = s dA+ os'A A = d(s"A) + 5[ A, s A] = dA, + S[A, A (6.4.15)

donde se ha utilizado que (s*[A, A])(X,Y) = [s*A, s*A](X,Y). Para demostrar esto, se usa
la definicion:
(s"[A, AN(X,Y) = [4, A)(5.X, 5.Y) D [A(s.X), A(s.Y)] L[5 A, 5" A(X,Y) (6.4.16)

Entonces, tomando coordenadas en la ecuacién se obtiene:
1 eclo.4.8
Fu = dA,(0,,0,)45[As, A.](9,,0,) 0, dAL(8,)—,dA(0,)— A0, F [ A4(0,), As(D,)] =

= 0,A, — 0,A, +[A,, A) (6.4.17)
O

<>

Se puede ver que la 2-forma de curvatura transforma de la siguiente manera bajo una
transformacion de gauge fisica (ver [6] seccién 5.6):
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Teorema 6.4.10 (transformaciones de la 2-forma de curvatura al cambiar el
gauge). Sean s; : U; — Py s; : U — P dos gauges locales, con U; N U; # . Sea una
1-forma de conexién A, F' su 2-forma de curvatura asociada y los pull-back de las 2-formas
por los distintos gauges: F; = siF, i = 1,2. Sea ug(v) = (L£L4-1)«(v), v € T,G la forma
de Maurer-Cartan, y g;; : U; N U; — G la transformacion de gauge fisica que liga s; y
s; por la ecuacién [6.2.3] Entonces, las curvaturas locales transforman de acuerdo con la
siguiente ecuacion:

F, = Adg-10 (6.4.18)

6.5. Derivada covariante

Para definir una derivada covariante, primero hay que introducir el concepto de transporte
paralelo. Como siempre, se considera:

G —— P

|

M

un G-fibrado principal. También se supone que se tiene especificada una determinada 1-forma
de conexién A en el fibrado. Esto es esencial, ya que la 1-forma fija un fibrado horizontal,
que es el que se usa para elevar curvas:

Definicién 6.5.1 (elevacién horizontal). Sea v : I — M una curva sobre la variedad
base. Una elevaciéon horizontal de v es una curva v* : I — P verificando moy* =~y
’}/*(t) € H’y*(t) Vtel.

Proposicién 6.5.2 (existencia y unicidad de las elevaciones horizontales). Sea
v : [a,b] — M una curva sobre la variedad base con y(a) = x. Sea p € P,. Entonces,
existe una tnica elevacién horizontal v, de v tal que v, (a) = p.

Definicién 6.5.3 (transporte paralelo). Seay : [a,b] — M una curva sobre la variedad
base. La aplicacion:
T Py — B
(6.5.1)
p  — ()
se llama transporte paralelo en el fibrado principal a lo largo de la curva v y
asociado a la conexion A.
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Proposicién 6.5.4 (propiedades del transporte paralelo). El transporte paralelo a
través de la curva v : [a,b] — M asociado a la conexién A verifica:

1. Es una aplicacién regular entre las fibras, que no dependen de la parametrizacion
de las curvas.

2. Sivyesunacurvade z ay (ambosen M), es una curvade y a z (también en M) y la
curva %7’ es una curva diferenciable (donde 7' denota la concatenacién de curvas.
. / . _ ’ . —

En este caso, primero recorrer vy y luego 7') entonces: 7., = 7.y o 7. Es mds, si y

denota la curva recorrida en sentido contrario, entonces: 7.~ = (7,)'. En particular,
esta ultima propiedad convierte el transporte paralelo en un difeomorfismo entre
las fibras.

3. yorg=r4071,, Vg €G.

Observacién 6.5.1. Como el transporte paralelo no depende de la parametrizacion de la
curva, se puede suponer siempre que I = [0, 1].

<>

Ahora se considera p : G — GL(V') una representacién sobre V'y £ = P x,V el fibrado
vectorial asociado al fibrado principal de partida. Se define el transporte paralelo en el fibrado
asociado como:

Teorema 6.5.5 (transporte paralelo para el fibrado vectorial asociado). Dada
una curva v : [0, 1] — M, la aplicacién:
E

By — By

(6.5.2)
[p,v] — [7(p), 0]

es un isomorfismo bien definido, llamado transporte paralelo en el fibrado vectorial aso-
ciado.

Usando estos resultados previos, cuya demostracion se puede encontrar en [6], ya se puede
pasar a definir la derivada covariante, que era el objetivo de esta seccion:

Definicién 6.5.6 (derivada covariante). Sea ® una seccién del fibrado E, x € M
un punto de la variedad base y X € T, M un vector del espacio tangente. Sea 7(t) una
curva vy : (—e€,€) — M cumpliendo: v(0) = x, 7/(0) = X. Para cada t € (—¢,€), se toma
P(y(t)) € Ey) y se transporta de forma paralela hasta £, a lo largo de 7. La derivada en
t = 0 de la curva resultante en E, es lo que se llama derivada covariante. Formalmente,
estd definida a través de la expresion:

D(q)777x7A) = (TE)_l((I)(’Y(t))) €L, (653)
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donde v; denota la curva restringida a [0, t;0.] C (—€,€).

Observacion 6.5.2. En principio, la derivada covariante depende de:

1. La conexién A (ya que esta se necesita para definir espacio horizontal y, por tanto, dar
un transporte paralelo).

2. La curva 7y que tiene a X como vector velocidad.
3. El punto x donde se calcula.
4. La seccion del fibrado, ®, escogida.

Por ello, se ha querido enfatizar eso en la notacién escribiendo D(¢,~, z, A). Se anticipa que
se va a probar que: la derivada solamente depende de la seccion ¢ y del vector X. El vector
X es el que especifica una “direccion” de derivacion, luego localmente, tomando una base del
espacio tangente, la derivada covariante se podra escribir como un objeto que actia sobre
las secciones ® del fibrado vectorial asociado y depende de la conexion A considerada.
Desde el punto de vista fisica y, en las teorias de gauge, importa que la derivada actie sobre
las secciones del fibrado vectorial asociado ya que, por [5.6.3] estas se pueden interpretar,
tras la eleccién de un gauge local, como campos definidos en la variedad base en el sentido
usual. Estos campos son los campos de materia, que describen la interaccion de la materia
(secciones del fibrado) con los bosones de gauge (conexiones del fibrado).

Teorema 6.5.7 (férmula para la derivada covariante). Sea s : U — P un gauge
local, A, = s*Ay ¢ : U — V la aplicacién definida por como ¢ = [s, ¢]. Entonces,
el vector D(®,~,z, A) € E, viene dado por:

D(®,7,z, A) = [s(z), dp(X) + p.(As(X))p(2)] (6.5.4)

Demostracion. Se halla: (.7)"1(®(y(t)) = (77) " ([so, ¢or]) por 53 (7)) ts07), p07)].
Ahora, como 7,, es un difeomorfismo entre fibras por [6.5.4] se deduce que existe una tnica
curva ¢(t), que es regular, verificando: 7.,(¢(t)) = s(y(t)). Ademas, como el dominio de 7,
es la fibra P,y = P,, se deduce que s(z) y ¢(¢) estan en la misma fibra: P,. Como es

un difeomorfismo, existe una unica g(t) tal que: ¢(t) = s(z) - g(¢). Entonces:

(m) " @ (1) = [(((7) "' 07), 0 )] = [a(t), o o v (1)] = [s(2), p(g(£))d(¥(1))]  (6.5.5)

donde, en el tltimo igual, se ha multiplicado por ¢!, dando otro representante de la clase.
Para t =0, s(z) = s(7(0)) = ¢(0), luego ¢g(0) = e. Entonces, ¢(0) € T.G = g, por lo que, si
se deriva y se usa la regla de la cadena:

d
D(¢a77x>A) =

7| 5@) pla()e(v(1))] = [s(2), p(9(0))d(2) + dd(X)] (6.5.6)

t=0

Entonces, para acabar la demostracién, bastard con hallar p,(g(0)). Por un lado:

d

il s0) = des(X) = 5.(X) ) (6.5.7)

t=0
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De la tercera propiedad de y del hecho de que: s(x) - g(t) = q(t), se deduce que:

Ty (Q<t>> = Ty, (Tg(t)(s(a:))) =Ty (T%(S(x)) (658)
Entonces, si se denota ¥ a la accién de grupo:
d d -\ porEE
— 1) =dueaoV | — ,g(0 =
Gl o) =deov (G| moe).0)
d .
= (rg)« | . 7,0 (3(2)) | + 16(9(0)),. (40 (6.5.9)

Aplicando la conexién a ambos lados de la ecuacién y usando sus propiedades, se obtiene:

A mla) = oot (5] mlsten) + 4 (elolO)  (©65.10)

La forma de Maurer-Cartan no es mas que el pull-back de la multiplicacién por la izquierda.

En el caso de g(0) € g, la forma de Maurer-Cartan no afecta al vector. Teniendo en cuenta,
ademas, el hecho de que, por la ecuacién [6.5.7, 4 1o T (q(t)) = s.(X), se obtiene:

A(s.(X)) = A (%

Y ahora se remata la demostracion usando:

t=0 t=0

rofsa))) + 4 (50, (65.11)

t=0

1. por un lado, que % | 1o T+(t)(8(x)) es horizontal por la definicién de transporte paralelo,
luego, al aplicarle A, el primer término da 0.
2. por otro lado, por las propiedades de A, A(Lc']f(\(T)S(I)) = ¢(0).
Entonces, A5(X) = ¢(0) = p«(9(0)) = p.(As(X)), lo cual concluye la demostracion al
sustituir en 16.5.6l O

<>

La ecuacion anterior demuestra que la derivada covariante depende solamente del vector
X, la conexién A y, obviamente, la seccion ®, pero no de la curva v escogida. Esto hace que
se defina una aplicacion:

V: I(UE) — QL (M, E)
(6.5.12)
o — (VO(2))(X) = VxP(z) := D(®,7,x,A)

que es la derivada covariante de las secciones ® € I'(U, E) en la direccién de X. Obsérvese
que V® se puede interpretar como una 1-forma con valores en F, ya que toma un vector
tangente X € T,M y devuelve otro vector que esta en Ey.

Escogido un gauge local s : U — P, y siendo ¢ el campo asociado con ®, se suele denotar:

VXCI) = [S,Vx¢] (6513)

siendo Vx¢ = do(X) + p.(As(X))o(z). Es decir, se habla indistintamente de la derivada
covariante actuando sobre secciones del fibrado vectorial asociado que sobre campos con
llegada en la fibra general del fibrado vectorial. El caso es que, como Vx¢ € C*(U,V), si
¢ € C®(U,V), se deduce que Vx® es también una seccién del fibrado principal.
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Proposicién 6.5.8 (propiedades de la derivada covariante). La aplicacién V is K-
lineal (con K sobre el que la fibra general V' del fibrado vectorial asociado es un espacio
vectorial) en las secciones @ y en los vectores tangentes X. Ademds, V;x® = fVx®,
para cada f € C*(M,R). También se verifica la regla de Leibniz: Vx(A®) = (Lx\)®+
AV x®, para cada funcién regular A € C*(M, K).

Demostracion. Se prueban las propiedades una a una:

1. Linealidad: Se demostrara, por ejemplo, la linealidad en los vectores tangentes X. Es
decir, hay que ver que, dados X,Y € T,M, Az),pu(x) € C°(M,K), Vaxiw® =
AVx® + uVy®. Para ver esto, se puede demostrar en la versién local. Se toma s
un gauge local y ¢ como en y se tiene que: Vaxi,y® = [s(x), dp(AX + pY) +
P (As(AX 4+ 1Y) p(x)]. Como la estructura lineal sobre el fibrado vectorial asociado es
la linealidad en la segunda componente (ver y la diferencial, el pull-back de p 'y
la 1-forma A son todas ellas lineales con respecto a las funciones regulares, es claro que
la anterior expresion es lineal en los vectores tangentes. Tomando funciones constantes
se obtiene la linealidad en el sentido usual.

2. Sea A : U — K una aplicacién regular. Se toma un gauge local s. Entonces:
Vx(A®)(z) = [s(z), d(A0)(Xa) + pu(As(Xa))(AD) (2)] =

= [s(x), d(M\)(X2)9(x) + M@)dp(X,) + pu(As(Xa))(AP) ()] =
= dA\(Xz)[s(2), o(2)] + M2)(VxP)(2) =
= (Lx, \)®(z) + A(2)(VxP)(2) (6.5.14)

<>

La linealidad con respecto a los campos garantiza que la derivada covariante quede deter-
minada con saber como actia con respecto a una base del espacio tangente. Por otro lado,
la derivada con respecto a las secciones del fibrado tangente y la regla de Leibniz la hacen
un operador de derivacion en el sentido usual. Si se toma un sistema de coordenadas local
en torno a p € M, se suele denotar:

V.9 =Vo,b=0.0+ A (6.5.15)

donde se denota A,¢ = p.(A,)¢. Esta es la expresién que uno se encuentra en los libros
de Fisica. Desde el punto de vista fisico, es de gran relevancia que, al escribir una teoria
gauge, aparezca una derivada covariante como la de la ecuacion [6.5.15, Esto se debe a que,
desde el punto de vista fisico, el segundo término, cuadratico en la conexién y el campo
de materia es lo que en fisica se interpreta como una interaccién entre bosones de gauge y
materia. Esto se debe a que la apariciéon de un término cuadratico en la derivada covariante
lleva a terminos cuadraticos en el Lagrangiano y posteriormente en los correspondientes
propagadores cuanticos. La no linealidad se denomina en los textos fisicos acople minimo.
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<>

Desde el punto de vista fisico, la denominacién covarianza siempre aparece para referirse
a un objeto que transforme de acorde a ciertas reglas. En este caso, la derivada covariante
es invariante con respecto a las transformaciones de gauge, lo cual es un tanto delicado de
probar.

6.6. El electromagnetismo

6.6.1. Invarianza gauge en el sentido usual

En esta primera subseccién se siguen, sobre todo, [3] y [2]. El objetivo es expresar la
invarianza gauge, precursora de las ideas que se han estudiado a lo largo de este trabajo, en
el contexto de las ecuaciones de Maxwell escritas en R?.

<>

Histoéricamente, Weyl introdujo las teorias de gauge para explicar la libertad de eleccion
en los potenciales electromagnéticos en la teoria de Maxwell. Dicha libertad se puede explicar
de la siguiente manera: supéngase que ® y A son el potencial escalar del campo eléctrico
E y el potencial vector del campo magnético B, respectivamente. Entonces, se verifican las
siguientes relaciones:

E = —ch—l-aa—A
¢ o (6.6.1)
B = VAA

Dados otros potenciales ' y A’, la pregunta es: jcémo se relacionan? Sustituyendo en las
ecuaciones anteriores, uno llega a que los potenciales han de verificar:

V(' —d)+ 1 M - 0
c ot (6.6.2)
VAA —A) =0

La segunda de las ecuaciones anteriores implica que A’ — A es irrotacional. Por el Lema de
Poincaré, esto implica que admite un potencial escalar ¥(x,t) tal que: A’ — A = VWU(x,1).
Sustituyendo esta ecuacion en la primera, se llega a que:

v (CD’ —o4l aqj) = (6.6.3)

Esto quiere decir que la funcién dentro del paréntesis no depende de las coordenadas espa-
ciales (el gradiente solo se toma sobre las coordenadas espaciales). Consecuentemente, existe
una funcién f(t) tal que:

@’:@—l—%{—%—%/otf(s)ds} (6.6.4)
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Si se denota A(x,t) = U(x,t) — cfot f(s)ds, se llega a que la siguiente familia de potenciales:

1 0A
= ¢_“%T

¢ ot (6.6.5)
A = A+VA

son todos ellos potenciales del campo eléctrico y el magnético, respectivamente. Usando
la notacion relativista, esta ecuacién se puede resumir incluso mas. Usando la métrica Lo-
rentziana para subir y bajar indices (y usando unidades naturales donde c=1), se puede
escribir 9, = (0;, — V). Tomando el cuadri-potencial: 4, = (P, A), la transformacion de las
ecuaciones anteriores se escribiria, de manera compacta, asi:

Al = A, + 9\ (6.6.6)

En este contexto, se puede interpretar la teoria de gauge como la libertad a la hora de escoger
un potencial de los de la familia dada por la ecuacién anterior. Escoger cualquiera de estos
potenciales no cambia la fisica del problema a nivel cldsico (ver, por ejemplo, [10], seccién
2.6, para una discusién intuitiva de la relevancia de la eleccion de gauge a nivel cuantico en
el celebrado efecto Aharanov-Bohm), ya que los campos involucrados son los mismos.

6.6.2. Reescribiendo las ecuaciones de Maxwell

Lo que se pretende ahora es reescribir las ecuaciones de Maxwell en el lenguaje de 1-
formas, pero sin hacer todavia alusién a ninguna estructura de fibrado. Se sigue [2] (capitulo

).

<>

Se considera el siguiente par de ecuaciones diferenciales:

V.-B = 0
(6.6.7)
VAE+Z2 = 0

Se considera el espacio R3. En el lenguaje de las formas diferenciables, la divergencia se con-
vierte en la diferencial exterior de una 2-forma en R?, mientras que el rotacional es también
la diferencial exterior, solo que de una 1-forma. Por tanto, se escribe B = (B,, B,, B,)" como
una 2-forma asi:

B = B,dy N dz + Bydz A dx + B,dx N\ dy (6.6.8)

Mientras que el campo eléctrico: E = (E,, E,, )T se escribe como 1-forma asf:
E =E,dx + E,dy + E.dz (6.6.9)
Ambas se pueden combinar en una 2-forma en R*, llamada tensor electromagnético:

F=DB+EANdt (6.6.10)
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Que, en coordenadas, puede escribirse como:

0 —-E, —E, —E.
E, 0 B. -B,
E, -B. 0 B,
E. B, —-B, 0

F=(F,)= (6.6.11)

Lo interesante de escribir el tensor electromagnético de esta manera es que unifica las dos
ecuaciones de Maxwell de esta seccién en una tnica condicién, que es que sea una 2-forma
cerrada:

dF =0 (6.6.12)

Para demostrar que esta ecuacion lleva a las ecuaciones de [6.6.7] se calcula:

dF =d(B+ ENdt)=dB+dE Ndt (6.6.13)
Es un ejercicio sencillo hallar las diferenciales de la expresion anterior:
dB = (0, Bydx+0,B,dt) Ndy Ndz + (0, B,dy + 0, Bydt) Ndz Ndx + (0, B,dz+ 0, B,dt) Ndx AN dy

= (0, By + 0yBy + 0,B,)dx N dy N dz + dt A (0, B,dy N dz + 0, Bydz N\ dv + 0,B,) =
=(V-B)+dtNO,B (6.6.14)

Y para el campo eléctrico, de igual modo:
dE=dtNOE+V NE (6.6.15)
Sustituyendo en la ecuacion [6.6.13] se llega finalmente a:
dF =(V-B)+ (0 B+VAE)Adt =0 (6.6.16)
El primer término no tiene componente en dt, mientras que el segundo si, luego para que

esto sea 0, han de ser cada uno de los elementos cero, con lo que se recupera

6.6.3. El electromagnetismo como teoria gauge con grupo U(1)

Se sigue, principalmente, [2] (capitulo 5) y [§] (seccién 2.2) (aunque también algunas
ideas de [3] y [14]). El objetivo de esta subseccién es intentar formular el electromagnetismo
como teorfa de gauge con grupo de simetria U(1) usando los que se ha estudiado en este
trabajo.

<>

En la anterior subseccién, se vio que las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir de forma
compacta empleando el tensor electromagnético. El hecho de que la diferencial del tensor
sea 0, por el Lema de Poincaré, asegura que F es una forma exacta. Es decir, existe una
1-forma A tal que dA = F. Esto recuerda a la ecuacién de estructura Para ello, no
obstante, deberia tenerse un corchete nulo. Por suerte, este es el caso en teorias que tienen
un grupo de simetria abeliano (en el electromagnetismo, U(1)).
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Se considera el espacio plano de Minkowski, que es R* equipado con la métrica:

1 0 0 0
0 -1 0 0

=)= 09 o -1 o (6.6.17)
00 0 -1

Se puede probar que, por ser este espacio contraible, todos los fibrados que se definan en él
son triviales (ver [0]), seccién 4.2.1). Entonces, la teoria se puede formular en base al fibrado
trivial:

Ull) —— E=R*x U(1)

R4
Como U(1) es un grupo abeliano, todos los corchetes que aparezcan en la formulacién de
conexiones, curvaturas, o cambios de gauge desaparecen. El algebra de Lie de U(1), que ya se
hallé en la seccién [2.9] no es més que iR. El hecho de que el fibrado sea trivial implica que se
puede encontar trivializaciones y, por tanto, gauges que sean globales. Sea s : R* — R*x U(1)

un gauge globalmente definido. La 1-forma A, = s* A estaria globalmente definida y seria un
elemento de 2'(R?*, g). Como R* tiene un sistema global de coordenadas, se puede escribir:

Ay = A dat (6.6.18)

donde se usa el convenio de Einstein para realizar la sumaciéon y dx* es la base de 1-formas
globales (dual de la base usual). Las funciones A, son iR valuadas. La curvatura asociada a
la conexién anterior, en forma local, se puede escribir, usando [6.4.9] y considerando que el
grupo es abeliano, como:

F,, =0,A, —0,A, (6.6.19)

Todavia no se sabe bien qué significan estos elementos de curvatura, conexion, etc. en el
contexto de la teoria del electromagnetismo y cémo se relacionan con los campos clasicos o los
potenciales. Obsérvese que la ecuacién de cambio de gauge fisica: A, = G™'A,G +G19,G,
en el caso de grupos abelianos se reduce a: A}, = A,+G719,G. Esto resuena a. Teniendo
en cuenta que G = (") es la forma més general de un cambio de gauge que esté en U(1),
lo anterior puede interpretarse como una derivacién logaritmica. Es decir:

Al = A, + 0, (log(e@)) (6.6.20)

El logaritmo complejo no es una funcién en el sentido usual, ya que es multivaluada. En
este caso, eso no da problemas, ya que todas las ramas del logaritmo esté relacionadas por
log(z) = log(|z|) + 46 + i2kw, k € Z (siendo @ el argumento). Dado que z = (") es de
modulo unidad, su logaritmo serfa: log(z) = i(A + 2km), pero, como al derivar, el 2k7 va a
desaparecer, la expresion esta bien definida:

AL =A,+10,A (6.6.21)
De hecho, como las funciones A, son ¢R valuadas, tomando A, = —tA,, se deduce que A,
son R valuadas, y su cambio de gauge es:

AL =A,+9,A (6.6.22)
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que es idéntico a[6.6.6] Esto sugiere que se pueda identificar la conexién en el fibrado con el
potencial electromagnético. Esta identificacion queda reforzada si también se toma F como
curvatura R-valuada de A y se identifica con el tensor electromagnético. En ese caso, las
ecuaciones de la curvatura devuelven las ecuaciones de Maxwell para los potenciales
electromagnéticos. Con esto queda totalmente identificada la teoria de Maxwell como teoria
gauge de grupo U(1).

Es interesante que, por el Teorema [6.4.10] la 2-forma de curvatura estd univocamente
determinada al escoger un gauge en el caso de grupos abelianos. Esto implica que F define
globalmente una 2-forma cuya diferencial es 0 por la ecuacién de estructura. Esto seria un
forma simplificada de la identidad de Bianchi y lleva a las dos ecuaciones de Maxwell que se
exponian en la subseccion anterior.

6.6.4. ;Doénde estan el resto de ecuaciones?

En las secciones anteriores, se ha demostrado que la identidad de Bianchi para la cur-
vatura que describe la intensidad del campo electromagnético (tensor electromagnético) da
lugar a las dos ecuaciones de [6.6.7. Estas no son todas las ecuaciones de Maxwell, sino que
faltan:

V- -E = p
(6.6.23)

VAB+Z =7
Estas ecuaciones son en cierto sentido duales de las de ya que aparecen al cambiar
E < B y anadir, en el lado derecho de las ecuaciones, términos inhomogéneos que expresan
las densidades de carga y corriente eléctrica. Estas ecuaciones se pueden obtener por medio
del operador dual de Hodge, o estrella de Hodge. Se sigue [2] (seccién 1.5) y también

[6] (seccién 7.2).

<>

Obsérvese que, para llegar a las ecuaciones de Maxwell en el lenguaje de 1-formas y 2-
formas, se tuvo que escribir el campo magnetico B como una 2-forma y el campo eléctrico
E como una 1-forma (ver seccién . Esto era asi porque se queria después calcular los
operadores de: divergencia y rotacional, que se podian interpretar con la diferencial exterior
en el contexto de formas. Si se quieren escribir las ecuaciones de manera similar, se
ha de poder calcular la divergencia del campo eléctrico y el rotacional del campo magnético.
Esto se puede hacer por medio del dual de Hodge, que convierte las 1-formas en R? en
2-formas y viceversa.

Para definir el dual de Hodge, se necesita emplear una métrica. Considérese, pues, M una
variedad orientada y n-dimensional con una métrica g definida sobre la variedad. La métrica,
junto con la orientacién, definen una forma de volumen candénica, que se denota dvol,,
o simplemente dvol. Para definirla, hay que decir como actia sobre n-vectores en un cierto
espacio tangente T,M, con p € M. Sea ey, ..., e, una base ortonormal del plano tangente a
M en p, que estd orientada de acuerdo con la orientacion prefijada. Entonces, se define la
forma de volumen como:

dvol(eyq, ...,e,) = +1 (6.6.24)

La forma de volumen, expresada en coordenadas locales, toma una expresion comun en los
textos de fisica:
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Proposicién 6.6.1 (la forma de volumen en coordenadas locales). Sea (U, ¢) una
carta de M compatible con la orientacion, con coordenadas locales {z*}. Entonces:

dvol = +/|gldz" A ... A da” (6.6.25)

donde |g| denota el valor absoluto del determinante de la matriz de la métrica: g, =

9(0ps 0.

Demostracion. La forma dvol es una n-forma en la variedad. Como el espacio de n-formas
en una variedad de dimension n tiene dimensién 1, en coordenadas locales, la n-forma dz!' A
... A dx™ constituye una base de dicho espacio. Por tanto, existe un A € R tal que: dvol =
Adx! A ... A da™. Para hallar A, sea ey, ..., e, una base ortonormal con respecto a la métrica
g. Aplicando ey, ..., e, a ambos lados, se tiene:

1 = dvol(ey, ...,e,) = Mdx' A ... Ada"(eq, ..., e,) = Adet(eq, ..., €,) (6.6.26)

El hecho de que la matriz F := (ey, ..., €,) tenga columnas que sean una base ortonormal de
vectores implica que:

1
ET"gE =1d= det(E)* = Tl (6.6.27)

g
En particular, sustituyendo en [6.6.26, se llega finalmente a que: A = 4+/|g|. La cuestién
ahora es que, como la carta escogida es compatible con la orientacién, A = /|g|. O

<>
El operador de Hodge se define usando la métrica asi:

Definicién 6.6.2 (operador dual de Hodge). El operador dual de Hodge es una
aplicacion lineal:
x: QFM) — QVF(M)
(6.6.28)
n — *7

donde %7 estd definida de modo que: (w,n)dvol = w A*n, Yw,n € QF(M) y (w,n) denota

el producto escalar de dos formas:

() QM) x QM) —  C®(M,R)
1 (6.6.29)
(W,n) —_— Ewﬂln-llknul’.“’#k

donde se supone que wy,,, ., = wW(0,,, ..., 0y, ) ¥ se sobrentienden las sumas sobre indices
repetidos (convenio de Einstein).

Observacién 6.6.1. Se puede probar que lo anterior estd bien definido y es una (n — k)-
forma. Por otro lado, la métrica aparece en dos sitios: por un lado, en la forma de volumen
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y, por otro, en el producto escalar. El convenio fisico es que se usa la métrica para subir y
bajar indices, del siguiente modo:

TH = g"T,,q"" (6.6.30)

Conviene observar que ¢“?, en notacion relativista, denota la inversa de la métrica. Es decir:
vp __ N 7S T _ e o
9wy’ = 52. Entonces, en verdad: wy, . ., 0" M = Wy, gM . gH RN,

<>

Volviendo al caso del electromagnetismo, se quiere ahora calcular el dual de Hodge de
F, xF. Usando la definicion, se puede calcular el dual de Hodge de la base de dos-formas
globales. Esto se muestra en el Cuadro [6.1]

Cuadro 6.1: Dual de Hodge de las dos formas en el espacio de Minkowski

Dos forma w Dual de Hodge *w

dt A\ dz —dy Ndz
dt A\ dy dx N dz
dt Ndz —dx N dy
dx A dy dt \dz
dx Ndz —dt N\ dy
dy N\ dz dt A dz

Sustituyendo, se llega al dual del tensor electromagnético:

0 B, B, B
-B, O E., —-F
*x F = (*FMV) = —By —EZ 0 Ery (6631)

-B, E, —-E, 0
Por tanto, el dual de F' es una 2-forma que se obtiene de reemplazar F; — —B; y
B; — E; en F. Esto es tanto como poner ahora E' = E,dy ANdz+ E,dz ANdx + E,dx Ndy, y
B' = —B,dx — B,dy — B.dz y haber escrito:
dxF=FE + B Ndt (6.6.32)
Entonces, como la expresion es formalmente la misma, su diferencial no serda mas que:

dxF=(V-E)+ (OE +VAB)Adt (6.6.33)

Si se denota J = jpdt, donde j = Jidx' + jodx® + jzda?, se obtiene que las ecuaciones [6.6.23
son formalmente equivalentes a:

d«F =] (6.6.34)
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6.6.5. La energia electromagnética

La densidad de energia electromagnética es, desde el punto de vista clasico:
1
§(<E, E) + (B, B)) (6.6.35)

Y el Lagrangiano en el vacio del campo electromagnético seria:

S(E.E)~ (B,B)) (6.6.36)

El objetivo de esta subseccion es ligar esto con la 2-forma de curvatura. Se sigue, de nuevo,

1.

<>

Para ligar lo anterior con la curvatura o tensor electromagnético, hay que encontrar
alguna expresion cuadratica en el mismo, de modo que aparezcan de manera natural los
productos escalares.

Primero nétese que los productos escalares de también tienen sentido en el contexto
de las formas, usando la definicién de producto escalar de formas que se dio en [6.6.2] Para
calcularlo en la practica, lo mejor es usar notacién matricial. Esto tiene la ventaja de que
subir y bajar indices es multiplicar a izquierda y a derecha por la métrica y que, para calcular
el producto escalar basta con hallar la traza de la matriz producto. Por ejemplo, el campo
magnético B se puede poner como una 2-forma ast:

0 0 0 0
o o B. -B
B=|y _p ] (6.6.37)
0 B, —B, 0

Como tiene ceros en la parte temporal, al multiplicar por la métrica va a quedar la misma
matriz. Transponiendo y multiplicando por B se obtiene:

0 0 0 0
0 B*+B?> -B,B -B,B
_ y z yPux 2Pz
B=\o ‘BB, B*+B -B.B, (6.6.38)
0 —-B.B, —B.B, B2+ B2
Tomando la traza de lo anterior y dividiendo por 2! se obtiene que: (B, B) = ||B||>. Es decir,

coincide con la norma del campo visto como vector. Lo mismo ocurre para el campo eléctrico.

Esto parece indicar que tomando productos del tensor electromagnético visto como 2-
forma, uno podria obtener un término cuadratico en los campos que se pudiese interpretar
como una densidad de energia desde el punto de vista fisico. Si se calcula el producto (F, F'),
se obtiene lo que aparece en la Figura (6.1
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-Ex? — Ey2 —E7 ByEz—BzEy -BxEz+ BzEx BxEy— BvEx
-ByEz + BzEy By + Bz* — Ex* -BxBy— ExEv -BxBz— ExEz
BxEz— BzEx -BxBy—ExEy B + B — Ey2 -ByBz — EyEz
-BxEy+ByvEx -BxBz—ExEz -ByBz—EyEz B + By2 .

2 2 2 2 2 2
2B + 2By + 2B —2Ex —2EV —1EZ

Figura 6.1: Célculo del producto (F, F') usando el software de calculo simbélico Maple. Lo
que aparece debajo es la traza. Encima, se tiene la matriz producto. El valor de (F, F) se
obtiene dividiendo la traza por 2!.

Es decir: —3(F,F) = Y((E, E) — (B, B)). Esto implica que el Lagrangiano del campo
electromagnético puede escribirse como:

Lonr = —%(F, F) (6.6.39)

Esta ecuacién es la precursora de la teoria de Yang-Mills.

6.6.6. ;Por qué una simetria U(1)?

A lo largo de esta seccién, se ha visto que el electromagnetismo puede tratarse, con el
formalismo introducido, como un teoria de gauge con grupo de simetria U(1). No obstante,
una pregunta queda atin sin responder: {por qué el grupo de simetria es U(1)? Para responder
a esta pregunta, hay que escribir el hamiltoniano de una particula cargada. Las fuerzas
que experimentan las particulas cargadas, llamada fuerza de Lorentz, conduce al siguiente
Lagrangiano dependiente de las velocidades:

7 %mf(t) () — e (¢ (1) A) (6.6.40)

siendo r(t) la posicién de la particula, m su masa, e la carga, ¢ la velocidad de la luz y ¢
y A los potenciales escalar y vectorial, respectivamente (el primero del campo eléctrico y el
segundo del magnético). En lo que sigue, se tomaran unidades naturales en las que ¢ = 1.
El momento candnico asociado con el Lagrangiano es, por definiciéon:

0Z
pi= 5 =m7ri(t) +ed, (6.6.41)
873
Por tanto, el hamiltoniano (clasico) serfa:
1
H =pii =L =5—(p- eA)’ + e (6.6.42)

Cuantizar este hamiltoniano consiste en sustituir las variables del espacio de fases por sus
correspondientes operadores a nivel cuantico. Esto es: p - P = —thV y x — X, de modo
que se obtiene la versién cudntica de la ecuacién [6.6.42| (ecuacién de Schrédinger):
1
AV = — (P —eA)’ T =ET (6.6.43)

- 2m

FisiMAT V: Trabajo de Fin de Grado Rubén Calvo Ibanez



CAPITULO 6. CONEXION Y CURVATURA 88

donde W es la funcién de onda, y F es el operador energia, que incluye la contribucién de
la energia cinética de la particula y del potencial e¢. Es decir: E = ihd, — e¢. Entonces, la
libertad de gauge clasica expuesta en la seccion [6.6.1

A5 A =A+VA
¢— ¢ =¢—0A (6.6.44)

introducida en la ecuacion de Schrodinger, hacen que la funcion de onda cambie por un
factor de fase U — W' = exp (ieA/h) V. Esto explica que haya una relacién biunivoca entre
la simetria de gauge en el sentido usual y una simetria “interna”, de caracter cuantico,
gobernada por el grupo U(1).

6.7. El monopolo magnético

El objetivo de esta seccion es describir un ejemplo fisico en el que el fibrado en con-
sideracion no sea un fibrado trivial. Este ejemplo es el del monopolo magnético, de gran
relevancia. En este caso, la no trivialidad del fibrado se ver forzada por las singularidades
que existen en el campo. Las referencias para esta parte son, principalmente: [12] (seccién
10.5.2), [8](seccién 2.2), [11](seccién 0.2), [18] y también [14].

<>

Las ecuaciones de Maxwell tienen en cierto sentido, un caracter dual, salvo en la parte
no-homogénea de [6.6.23] Estos términos, de hecho, describen dos aspectos fundamentales de
la naturaleza: que existen las cargas eléctricas puntuales y que dichas cargas, en movimien-
to, producen campos magnéticos. Para que las ecuaciones de Maxwell sean completamente
simétricas, deberian existir las cargas puntuales magnéticas, también conocidas como mono-
polos magnéticos.

Desde el punto de vista fisico, un monopolo puede describirse demandando que el campo
magnético tenga una divergencia. Es decir:

V - B = 471g6®(r) (6.7.1)
donde r = (2,22, 2%)T es el vector de posicién, §®(r) representa la delta de Dirac tri-
dimensional y la constante g seria la supuesta carga magnética. La ecuacion anterior puede
resolverse como:

r
B=g (6.7.2)

que puede interpretarse como la ecuacion de Coulomb para el campo magnético. Para el
campo anterior, un potencial vector que se puede encontrar es el siguiente:

N —g9Y N _ gr N _
A —7“(7” +a) —7“(7” T2 A 0 (6.7.3)

Este potencial vector da lugar al campo [6.7.2| excepto en el eje z negativo, donde tiene
singularidades. No obstante, para valores negativos de la coordenada z se puede tomar:

/Ly — | - (6.7.4)
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que estd ahora definido para valores negativos de z, pero no para valores positivos. El hecho
de que no se pueda encontrar un potencial vector global es una consecuencia de la ley de
Gauss y del teorema de la divergencia. Por la ley de Gauss, el flujo de un campo como el de
deberia ser 47g. Si B = V A A globalmente, por el teorema de la divergencia, su flujo
seria 0, lo cual llevaria a inconsistencias.

Ahora, se considera todo lo anterior en el lenguaje de las formas diferenciales. Tomando
E = 0 y sustituyendo en se obtiene, como tensor electromagnético:

F= %(mlde Ada?® — pdzt A da? + 2Pdat A da?) (6.7.5)
r

Como F' no depende de 2° (la coordenada temporal), F' define una 2-forma en cada seccién

2° =constante. Es més, usando el pull-back del difeomorfismo de cambio de coordenadas a

esféricas, [6.7.5] se puede escribir como:
F = gsin(p)dp A df (6.7.6)

siendo 0 y ¢ como en la Figura 6.2}

AZ

X

Figura 6.2: Coordenadas esféricas: (p,0,¢). Solo se representan las dos tultimas sobre una
esfera de radio p.

Como F no depende de la coordenada radial, se puede restringir el estudio a la esfera de
radio 1 y la seccién, por ejemplo 2° = 0. A todos los efectos, esto es estudiar el campo que
crea el monopolo en la esfera S? C R3. Entonces, se quiere describir el efecto del monopolo
en la esfera usando el hecho de que el electromagnetismo es una teoria de gauge con grupo
de simetria U(1). El primer paso serd, por tanto, considerar un U(1)-fibrado principal con
variedad base la esfera S2. Para recubrir la esfera, se pueden usar los dos abiertos de la
seccién [5.7.2} Uy y Us. En cada uno de estos abiertos, se puede definir una conexién A local
que dependerd del gauge escogido. En este caso, para construir la conexion en cada abierto,
basta con expresar los potencial-vectores hallados en N en el lenguaje de las 1-

formas. En la base de 1-formas globales de R?, estos campos pueden escribirse simplemente
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como los correspondientes duales:

r(r+ z) x—i_r(r—l—z) Y
A5 =9 9Ty 6.7.7
r(r—z)x+r(r—z)y ( )

usando que dz = sin(#) cos(p)dr+r cos(0) cos(p)dd —rsin(f) sin(p)dy y dy = sin(f) sin(p)dr
+r cos(f) sin(p)dh + rsin(f) cos(p)dyp, se llega a:

AN = g(1 — cos(f))dy

A% = —g(1 + cos())dyp (6.7.8)

Es facil comprobar, diferenciando las anteriores, que dA* = F, i = N, S. Para que las 1-
formas de conexién sean verdaderamente iR valuadas, se anade un i en AN y A% y también
en la fuerza de la interaccién. Se denota, pues:

AY =ig(1 — cos(f))dy

A% = —ig(1 + cos())dy
F =igsin(p)dp A do (6.7.9)

Si AV y A% se van a interpretar como conexiones en el sentido de las teorias gauge, en la zona
de solapamiento UyNUg en torno al ecuador, deberia existir una funcién exp(iA(60, ¢)) € U(1)

(que representa el g;; del Teorema [6.2.3) de modo que se verifique la expresién Esto
es:

AV = A% +idA = dA = —i(AY — A%) = 2gdyp (6.7.10)

A medida que ¢ se mueve por el ecuador, desde 0 — 27, A cambia por una cantidad AA
igual a:

AN = /dA = /27r 2gdp = 47g (6.7.11)
0
Entonces, para que exp(iA(6, ¢)) esté bien definida, ha de ocurrir que:
exp(i(A+ AAN)) =exp(iA) & AN =27k, k€ Z < AN2n =29 € Z (6.7.12)
Esta curiosa condicién sobre el niimero g tiene dos interpretaciones:

1. Por un lado, esta condicién se puede interpretar como la cuantizacion de la carga
magnética. Relacionando esta observacién con el hecho de cémo cambia una funcién
de onda al cambiar el gauge (ver Seccién , Dirac demostré [4] que la existen-
cia de monopolos conduciria a un hecho bien establecido en la experiencia diaria: la
cuantizacion de la carga eléctrica.

2. Por otro lado, esta condicién se puede interpretar como una condicién sobre los U(1)-
fibrados principales que se pueden construir con S? como la variedad base. La condicién
implica que g = n/2, con n € Z. Ademads, la ecuacién lleva a A = 2g¢ + ¢p.
Cambiando la definicién de la coordenada ¢ si fuera necesario, se puede eliminar el
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factor de integracién ¢y de modo que A = 2gp = np, con n € Z. Como la funcion
exp(iA) = exp(in)) es la funcién de transicién del fibrado, se deduce que: si n=0,
entonces el fibrado es trivial, ya que la funcién de transicion es la identidad. En este
caso, la carga g del monopolo es 0, lo cual es logico: sin la presencia de cargas, no hace
falta usar un fibrado no trivial para describir el campo, ya que no hay singularidades
de ningun tipo. Si n=1 o n=-1, las funciones de transicién son no triviales, y por
tanto los fibrados también lo son. De hecho, estos fibrados son los de Hopf (como se
demuestra en [§]).

Este ejemplo pone en manifiesto la importancia de la teoria matematica desarrollada, ya que
se observa que no siempre se pueden usar fibrados triviales para describir una teoria fisica.
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