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Introduccion

El prototipo de métodos espectrales para la solucién de problemas dife-
renciales es el bien conocido método de Fourier que consiste en representar
la solucién como un desarrollo truncado de una serie de Fourier, donde las
incégnitas son los coeficientes espectrales de dicho desarrollo. Ademas, la
base de Fourier es apropiada para problemas periddicos en espacio.

Asi, los fundamentos de los métodos espectrales no son tan recientes.
Durante muchos anos, antes de la aparicion de los ordenadores, los estudios
tedricos en fisica matematica, y en particular, en mecanica de fluidos, em-
plearon un extenso uso de desarrollos en serie. De este modo, dichos estudios
nos han conducido al desarrollo importante de “funciones especiales” que
constituyeron una gran parte del analisis matematico durante los siglos XIX
y primer mitad del XX.

Sin embargo, los métodos de desarrollo en serie han mostrado varias limi-
taciones debido a la dificultad para calcular la suma truncada con un amplio
nimero de términos o para tratar problemas no lineales. Esto conllevd un
mayor uso de métodos numéricos discretos tales como diferencias finitas o
elementos finitos. Sin embargo, la baja precisién de estas discretizaciones fue
un obstaculo para la representacion de flujos complejos con una estructura
muy fina. Fue en la década de los 70 cuando vimos un resurgimiento del
método de Fourier, el cual fue aplicado a una simulaciéon numérica de turbu-
lencia [15]. Dicho éxito se basé en dos hechos: el incremento de la potencia de
los ordenadores y la eficiencia del algoritmo de la Transformada Rapida de
Fourier (FFT) para el cdlculo de la serie. Estas mejoras fueron fundamentales
para el rapido célculo de los términos no lineales a través de la técnica “pseu-
dospectral”: la derivacién se hace en el espacio espectral (i.e., el espacio de
los coeficientes del desarrollo) y los productos se realizan en el espacio fisico
(i.e., el espacio de los valores de las incdgnitas en ciertos nodos discretos); la
conexién entre ambos espacios esta determinada por el algoritmo FFT.

Uno de las principales propiedades de las series de Fourier consiste en su
rapido radio de convergencia, que es exponencial para funciones infinitamente
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derivables. Esto posiciona preferiblemente su uso en lugar de diferencias fini-
tas, siempre y cuando el problema sea peridédico en espacio. En un problema
no periodico, la presencia de oscilaciones de Gibbs debido a la convergencia
no uniforme de las series de Fourier en los extremos del dominio de defi-
nicién implica el uso de otros métodos, los pseudoespectrales, como los de
Chebyshev o Legendre.

El objetivo de este trabajo es la discretizacién en espacio y tiempo de la
ecuacion de Schrodinger, tanto para términos fuentes lineales como no linea-
les. Las diferentes partes que lo constituyen son las siguientes: métodos de
Fourier para la discretizacion espacial, métodos Runge-Kutta exponenciales
para la discretizacion en tiempo, la discretizacion aplicada en la ecuacién
cubica no lineal de Schrodinger y la posible aplicacion en fibras épticas.

La solucién estd basada en algoritmos que envuelven una discretizacion
en tiempo, y para cada paso en tiempo, la solucién de un problema diferencial
elemental tales como ecuacion de Poisson, adveccién-difusion, etc. En nuestro
caso, se tratara del problema elemental del Laplaciano. Por consiguiente, la
eficiencia global requiere un esquema de discretizacion en tiempo eficiente
y, al mismo tiempo, un método espectral adecuado para la discretizacion
espacial. Por ese motivo, dado que nuestro problema sera periédico, el método
de Fourier y el método Runge-Kutta exponencial son una buena eleccion.

En el primer capitulo, se describiran los fundamentos de los métodos es-
pectrales, es decir, las diferentes formulaciones con las que se puede trabajar
con vistas a obtener una aproximacién de una funcién dada. Estos son los
métodos de Galerkin y de colocacién. También, se estudiard el método de
Fourier aplicado a ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes usan-
do dichas formulaciones. Notese nuestro interés en discretizar el Laplaciano,
donde no intervienen coeficientes no constantes.

En el segundo capitulo, introduciremos los métodos Runge-Kutta expo-
nenciales para la discretizacion en tiempo. Nuestro objetivo es estudiarlos
en problemas lineales y semilineales de la ecuacién de Schrodinger. Ademas,
probamos en ambos casos, y con las hipotesis adecuadas, que métodos de s
etapas son de orden s, y damos condiciones suficientes para alcanzar 6rdenes
s+1ys+2.

En el tercer capitulo, hallaremos la discretizacién de la ecuacién cibica
no lineal de Schrédinger, aplicando ambas discretizaciones, en espacio y en
tiempo. Adicionalmente, explicaremos el procedimiento a seguir para obtener
una posible implementacion.

En el cuarto capitulo, para observar una posible aplicacion de nuestro
estudio a la realidad, lo que haremos es deducir la ecuacion de Schrodinger
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a partir de las leyes de Maxwell del electromagnetismo. A partir de dicha
deduccion veremos, de forma directa, como la ecuaciéon de Schrodinger es
la que nos modela la transmisién de senales por las fibras opticas. Es claro
que el estudio del comportamiento tanto el analitico como el numérico de
sus soluciones nos da una informacién muy importante con respecto a la
construccién tanto de receptores como de amplificadores a la hora de utilizar
las fibras opticas en la transmisién de senales en telecomunicaciones. En
este sentido, nuestros desarrollos también permitirian hacer un estudio mas
preciso de la distancia maxima a la que podemos poner un receptor con
respecto a un emisor.



INDICE GENERAL



Capitulo 1

Métodos espectrales

1.1. Fundamentos de los métodos espectrales

El objetivo de esta seccion es presentar, en términos generales, los méto-
dos espectrales en sus diferentes formulaciones: Galerkin y colocacién. Galer-
kin se basa en el producto escalar en el espacio en el que estamos trabajando,
que en este caso involucra el calculo de ciertas integrales. El método de colo-
cacion se construye a partir de la interpolacién de aquella funcién que vamos
a aproximar en ciertos nodos.

En primer lugar,introducimos el producto escalar entre dos funciones u(x)
y v(z) definidas en [o, 8] y con una funcién peso w(x):

(U, 0)y = /juvwdx. (1.1)

Para empezar, vamos a considerar que tenemos una funcién u que puede
ser desarrollada en serie de funciones, ¢ con k € Z, (éstas dependeran del
método empleado para la discretizacién en espacio) de la forma siguiente

u(z) = Zﬂkgok(x), a<x<p. (1.2)
kez

Para llegar a construir nuestra discretizacion consideramos el desarrollo
truncado de la serie de la funcién u(x) siguiente:

/N

Um () = Urer(z), a<xz<p, (1.3)

donde las funciones base g (x) son las consideradas anteriormente y los co-
eficientes espectrales deben ser determinados posteriormente.
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En los métodos espectrales, tomamos dichas funciones base ortogonales:
en el caso del método de Fourier son las funciones trigonométricas e*** (donde
i? = —1). Por tanto, tenemos que:

(P, P1)w = Ck Ok, k.l eZ, (1.4)

donde ¢ son ciertas constantes que dependeran de la seleccion del producto
escalar y 0y, es el delta de Kronecker.

Veamos ahora cémo determinar los coeficientes @y en el desarrollo (1.3)
correspondiente al desarrollo de la funcién u. Nos referimos a [13] para una
introduccion de los aspectos tedricos basicos de la aproximacién, aunque se
pueden encontrar andlisis més detallados en [7] y [8].

Método de Galerkin

Es cierto que el residuo del desarrollo (1.3) es

Imponiendo entonces que el producto escalar (R,,, ;) se anule para | =
—m/2,...,m/2, tenemos que

(1.5)
Por tanto, obtenemos m + 1 ecuaciones para determinar los m + 1 coefi-
cientes 1. Para llevar a cabo su calculo basta con utilizar la propiedad de
ortogonalidad de las funciones base. Obtenemos entonces la siguiente expre-
sién para los coeficientes
1 B

i = — | uprpwdz, k=-m/2,...,m/2 (1.6)
Ck Jo

Método de colocacién

Sea R,, = u — u,, el residuo. Este se anulard en los m + 1 nodos de
colocacién z;, [ = 0,...,m, por tanto, la aproximacién interpola la funcién
u en dichos nodos, esto es

U (z7) = u(xy), [=0,...,m. (1.7)
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Por lo tanto,

m/2

Um () = Z U pr(Ty) = ul(zy), [=0,....m (1.8)

k=—m/2

Esto nos proporciona un sistema algebraico para determinar las m~+1 incégni-
tas ug, k = —m/2,...,m/2. La existencia de una solucién para este sistema
implica: det{py(z;)} # 0. Esta es una primera condicién que debe ser veri-
ficada por los nodos de interpolacion. De hecho, los coeficientes 1, solucién
del sistema (1.8), pueden ser hallados explicitamente sin resolver el propio
sistema. Esto se da gracias a la propiedad de ortogonalidad discreta de las
funciones base ¢, asociada al conjunto especial de nodos de interpolacion x;.
Obsérvese que el método de colocacion no es mas que una técnica de inter-
polacién basada en el conjunto de nodos x;.

Destacamos las siguientes observaciones:

» Para el indice de los sumatorios hemos elegido {—m/2,...,m/2}, dado
que nuestra funcién u(x) serd real, y en consecuencia, los dos coefi-
cientes de Fourier, con valor de k opuesto, son complejos conjugados,
le.

U_f = Ug, (19)
mientras que, obviamente, g es real.
= Asumimos que m es par, y por tanto, [%] = 2. En caso contrario,

obtendriamos m — 1 incognitas y m — 1 ecuaciones, y en consecuencia,
el procedimiento es analogo, resolviendo un sistema de tamano inferior.

1.2. Método de Fourier

Los métodos de Fourier son los métodos espectrales mas familiares, en los
cudles la base estd compuesta por funciones trigonométricas: ¢y () = e™**,

A continuacién, presentaremos las propiedades basicas de las series de
Fourier y las técnicas de resolucion asociadas a ellas. El objetivo es exponer
las herramientas que seran usadas para discretizar la la ecuacién cibica no
lineal de Schrodinger.
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Serie truncada de Fourier

Sea u(x) una funcién definida en [0, 27]. Vamos a considerar que la fun-
cién es 2w-periddica, ya que en otro caso, la convergencia de la serie asociada
podria no ser uniforme cerca de la frontera y, ademas, el fenémeno de las
oscilaciones de Gibbs altera todo el dominio. De hecho, ésta es la razén por
la que para aproximar utilizando series de Fourier, dichas series deben estar
asociadas a la representacién de funciones periédicas y regulares.

Como bien sabemos la serie de Fourier viene dada por

oo
E ﬂk ezkx7

k=—o00

con lo que la serie truncada, que ya hemos introducido en (1.3), es:

Um(x) = iy, ™. (1.10)
k=—m/2

Este desarrollo contiene m+1 coeficientes complejos como incognitas. Tal
y como ha sido mencionado anteriormente, debido al hecho de que u(z) es una
funcién real, se tiene la propiedad (1.9). A efectos practicos, esto nos permite
calcular todos los coeficientes, hallando tnicamente uy, con k = 0,...,m/2.
Nétese que (1.10) es muy préctica a la hora de aplicar la FFT, en caso de
implementacion.

A continuacién, vamos a calcular tales coeficientes espectrales. Para ello,

tomamos el producto escalar (1.1) con peso igual a la unidad w = 1 y conju-
gando la segunda componente. El producto escalar es entonces

2w
(u,v):/ uvdz.
0

Con dicho producto escalar la ortogonalidad de las funciones base se ob-
tiene de forma directa, llegando a que

<€ikr eilm) — o eikre—ilz dr = 2 sik = l> (1 11)
’ . 0 sik#L '

Ahora vamos a calcular i, kK = —m/2,...,m/2, usando el método de
Galerkin. Consideramos entonces el residuo R,, = u — u,, ¢ imponemos la
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condicién de que el producto escalar del residuo con ciertas funciones de la
base se anule

(Rp, ') =0, l=—-m/2,...,m/2.
Aplicando explicitamente el producto escalar en la expresién anterior tenemos
que

m/2

2
/ we—tr _ Z tpe’ 07| de =0, l=—-m/2,...,m/2.
0

k=—m/2

Tras tomar la integral en el sumatorio anterior y aplicando entonces la propie-
dad de ortogonalidad (1.11), lo que observamos es que todos los términos del
sumatorio son nulos excepto para k = [. Despejando entonces en la expresion
anterior se obtienen los siguientes valores de los coeficientes de (1.10),

1 21

~

Uy, ue”"™ dz, k=-m/2,...,m/2. (1.12)

Serie discreta de Fourier

Podemos hacer un razonamiento similar utilizando el método de colo-
cacion. Ahora bien, en este caso, el razonamiento se harda usando la serie
discreta de Fourier.

Lo primero que hacemos en este caso es decir cuales van a ser los nodos
de colocacion. Estos se consideran los siguientes,
2mg ,
xj = o j=0,...,m, (1.13)
de manera que o = 0y x,, = 2m. Teniendo en cuenta la periodicidad de la
funcién, se satisface u(xg) = u(x,,) e igualdades similares para las derivadas.
La serie para la aproximacién es de la misma forma que la hallada en (1.10).
La diferencia a la hora de calcularla es que en este caso se pide que el residuo
R,.(z) = u(x) — uy,(x) se anule en los distintos nodos de colocacién (1.13),
es decir,
R, (z;) = u(x;) — upm(x;) =0, j=0,...,m,

o bien
m/2

Z e = u(z;), j=0,...,m. (1.14)

k=—m/2

De nuevo, obtenemos un sistema de m+1 ecuaciones con m+1 incognitas
complejas. Ademds, la matriz M asociada al sistema (1.14) verifica M*M =
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mZ (donde M* es la transpuesta conjugada de M e Z es la matriz identidad),
y en consecuencia, det(M) # 0. Esto implica que la matriz es inversible y el
sistema (1.14) tiene solucién tnica. Ademas, es posible emplear la siguiente
propiedad de ortogonalidad discreta:

Zei(k—l)% _ {m—l—l sik—Il=pm, p=0,£1,%£2,..., (1.15)
— 0 en otro caso.
Por tanto, multiplicando a ambos lados del sistema (1.14) por e~ y

sumando, obtenemos los coeficientes deseados

1 — .
o= > ulay)e ™, k=-m/2,...,m/2. (1.16)

=0

Obsérvese que la ortogonalidad discreta (1.15), asi como la formula (1.16),
pueden deducirse directamente de (1.11) y (1.12) respectivamente, por medio
de reglas de cuadratura tales como la regla del trapecio.

Ec. diferencial con coeficientes constantes

Presentamos ahora el método de Fourier aplicado a una ecuacién diferen-
cial con coeficientes constantes. Sea

Lu=—au" +bu' + cu = f, (1.17)

donde a, b, ¢ son constantes y f = f(z) es 2m-periddica. Nos interesamos
ahora por la serie solucién de (1.17) representada por la serie truncada (1.10),
utilizando el método de Galerkin con los productos escalares. Anadlogamente
se sigue el razonamiento con el método de colocacién, que como ya hemos
comentado anteriormente, se verifica que, una vez obtenida la soluciéon con
integrales por el método de Galerkin, es posible, mediante reglas de cuadra-
tura, obtener el método de colocacién.

Sea el residuo

m/2

Ry =Luy —f= Y L™ —f. (1.18)

k=—m/2

Construimos las ecuaciones de Galerkin multiplicando por las funciones
base {e® }l";/_Qm J © igualando a 0, esto es,
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m/2

(R, ™) = Z ty (Le™® &™) — (f, ™) =0, | =-m/2,...,m/2.
k=—m/2

Teniendo en cuenta que
Le™*™ = (ak? 4 ibk + c)e™™ = Gpe™,

¥ que | A
(fa ezlm) = 27Tfl7

donde fl es el coeficiente de Fourier de f correspondiente a la frecuencia 1,
(1.19) puede ser escrita como:

m/2

2
Z Gk'&k/ ei(kil)xdl'—Qﬂ'fl =0 [ = —m/2,...,m/2.
0

k=—m/2

Finalmente, gracias a la ortogonalidad de las funciones base, obtenemos
las siguientes ecuaciones de Galerkin,

Gkﬁk—szo, k‘:—m/2,...,m/2,

donde 4y, se calcula explicitamente (asumiendo Gy # 0). De hecho, sélo es
necesario calcular 4y para k = 0,...,m/2, y después utilizar la relacién (1.9).

Obsérvese que, a pesar de la aplicacién del método de Galerkin, los co-
eficientes de Fourier del término fuente f nunca son evaluados a través de la
integral, ya que la integracion analitica es, en términos generales, imposible.
Estos coeficientes son evaluados a través de la serie discreta de Fourier y de
la FFT, por lo que, ambos métodos son numéricamente idénticos.

Asi, concluimos el Capitulo 1 donde hemos introducido los métodos numéri-
cos con los que vamos a discretizar en espacio la ecuacion de Schrodinger.
Aunque seria una cuestion muy interesante para trabajos posteriores, en este
no vamos a estudiar explicitamente la estabilidad y las cotas de convergencia
de dichos métodos ya que el Trabajo Fin de Grado estd mas enfocado al
estudio de las discretizaciones en tiempo y el estudio tanto de la estabilidad
como de la convergencia de éstas.
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Capitulo 2

Métodos Runge-Kutta
exponenciales

En este capitulo vamos a introducir y considerar los métodos Runge-
Kutta exponenciales de tipo colocacién. El desarrollo de este capitulo esta
organizado de la siguiente forma: comenzaremos por una introduccién a los
métodos numéricos relaciondandolos con otros. En las siguientes secciones, tra-
taremos los métodos exponenciales Runge-Kutta de tipo colocacion aplicados
a la ecuacion de Schrodinger lineal y semilineal. Para ello, introduciremos la
notacién que sera empleada en lo sucesivo, estudiaremos y probaremos la
existencia y unicidad de la solucién correspondiente a cada problema (li-
neal y semilineal), aplicando dichos métodos Runge-Kutta exponenciales de
s etapas internas con vistas a obtener soluciones numéricas tinicas de orden
al menos s. Ademas, anadiendo nuevas hipotesis, probaremos que el orden
para métodos de s etapas serd s + 1 o incluso s + 2.

2.1. Introduccion

Los integradores exponenciales han llegado a ser muy populares reciente-
mente para la integracién de problemas de primer orden en tiempo (ver [14]).
De hecho, se han utilizado multiples integradores exponenciales especificos
para resolver la ecuacion no lineal de Schrodinger [4], [6], [10].

Los métodos Runge-Kutta exponenciales son una las clases de integra-
dores exponenciales que nos podemos encontrar. Estos métodos han sido
derivados y analizados para problemas de Cauchy parabdlicos semilineales
[11, 12]. En este trabajo se trata con tales métodos exponenciales Runge-
Kutta de tipo colocacién aplicados a las ecuaciones lineales y semilineales de

13
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Schrodinger que son de la forma

Owu(t, z) — iAu(t,x) = f(t,x), (2.1)

Owu(t, x) — iAu(t, z) = f(t,ult, z)), (2.2)

respectivamente, donde A, representa el laplaciano con respecto de la varia-
ble espacial x y d;u corresponde a la derivada de u con respecto a la variable
temporal t.

El analisis de estos problemas es diferente del realizado para problemas
parabdlicos ya que los espectros de los operadores lineales son diferentes. Pro-
porcionamos un analisis numérico de los métodos exponenciales de Runge-
Kutta de tipo colocacién aplicado a (2.1) y (2.2) en el toro de una dimensién,
T = R/(27Z), esto es, cinéndonos a un intervalo de longitud 27, siempre y
cuando nuestra funcién u sea 2m-periddica. Mostramos que los métodos de
colocacién de s etapas son de orden s en espacios de Sobolev adecuados.
Ademas, establecemos condiciones algebraicas suficientes en los nodos de co-
locacion de un método de s etapas para lograr ordenes s + 1 y s + 2 al
resolver problemas de Cauchy de la ecuacion de Schrodinger. Légicamente,
estos resultados necesitan hipétesis adicionales sobre el término no lineal de
(2.2) que se cumplen en ecuaciones tales como la que estamos tratando, la
ecuacion cubica no lineal de Schrodinger.

Mencionamos también que existen muchos otros integradores geométricos
para integrar numéricamente los problemas de Schrodinger. Por ejemplo,
algunos de ellos aprovechan la conservacion de las propiedades del espacio de
fases considerando férmulas multisimplécticas [3].

2.2. Problemas lineales

Notacion

Sea T el toro de una dimensién R/(27Z). Para k € Z, denotamos por py
la funcién en T definida por pg(z) = €** con z € T. L*(T) (o simplemente
L?) denota el conjunto de (clases de) funciones complejas f en T tal que
[¢|f(@)]?dz < 400, dotadas de la norma || f|z2 = (& [¢|f(x)|*dz)"/2. Un
operador lineal no acotado A actuando sobre L? decimos que es diagonal si
para todo entero k € Z, pj estd en el dominio de A y existe un \, € C
tal que Apr, = M\gpr. Por ejemplo, el operador de Laplace A : L? — L2
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anteriormente mencionado, dado que esta incluido en nuestro problema de
Cauchy, es diagonal para todo k € Z, Apy = —|k|3pr. Otro ejemplo viene
dado por el operador identidad en L? denotado por Id. Para tales operadores
Ay todas las funciones ¢ : C — C, denotamos por ¢(A) el operador lineal
no acotado actuando en L? cuyo dominio es el conjunto de combinaciones
lineales de funciones (py)kez definido por

e(A)pe = (Me)pr, k€L (2.3)

Para toda funcién f € L? y k € Z, denotamos por fk el coeficiente
de Fourier 5= [1 f(z)e** dz. Para o € R", denotamos H*(T) (o simple-
mente H®) el espacio de (clases de) funciones complejas f € L? tales que
> kez (o) | fel?| k|2 < 400, dotadas con la norma

1/2

Il = [ fol2+ D Ifl?IkB

kez—{0}

Notemos que L? = H° con la misma norma. Con las notaciones anteriores,
si p: C — C acotada por M > 0 en iR, entonces para todo h > 0y o > 0,
©(ihA) es un operador lineal acotado de H* en H® con ||p(ihA)||go_ge <
M. Notemos que, por supuesto, para cada o > 0 y cada operador lineal A
de H* en H*, denotamos por

A
|Al|gapge =  sup w
vere,vzo  |[v]me

En particular, tenemos que ||e”?|| o ga = 1.

Andlogamente al razonamiento seguido en [12], definimos ahora, para todo
natural k # 0, las funciones dadas por la siguiente expresion

k—1
{ pr(z) = sz <€Z - Zp:() %) ) z#0 (2.4)
_ 1 '
ei(0) = [l

Para k = 0 tenemos que ¢y = exp. De hecho, todas estas funciones ¢y
son holomorfas en C y acotadas en iR, por lo que podemos aplicarlas a un
operador lineal diagonal no acotado como puede ser A. Su aplicacién viene
dada por las siguientes integrales:

L T
rp1(—hA) = s /0 e HdT, ke N. (2.5)
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Queremos obtener aproximaciones numéricas en tiempo del siguiente pro-
blema de Cauchy (ecuacién lineal de Schrédinger)

Ou(t,x) + Au(t,z) = f(t, x), (x,t) € T x (0,71,
uw(0,z) = wup(x), z €T, (2.6)

donde T" > 0, A = —iA, ug y f son dados. Para ello vamos a estudiar el
siguiente método numérico, llamado Runge-Kutta exponencial de tipo co-
locacién; de manera fundamental, hacemos referencia a [12] para una deri-
vacién de tales métodos para problemas semilineales basados en la féormula
de variacién de las constantes. Sean h > 0 y s € N*  consideramos tam-
bién (c1,...,c5) € [0,1)* y llamamos N = |T/h]. Asumimos ademds que
si (i,5) € {1,...,s}* son tales que i # j, entonces ¢; # ¢;. Entonces, para
todo n € {0,..., N}, tenemos que el tiempo tras n pasos es t, = nh. En
general sabemos que la aproximacion de un paso en tiempo para un método
Runge-Kutta exponencial viene dada por

Uns1 = e ", + h Z bi(—hA) f(t, + c:h). (2.7)
i=1

Ahora bien, en el método que nosotros vamos a introducir ahora, el ope-
rador b;(—hA) estd definido por

1 h
bi(—hA):E/O e~ IAL(Ddr,  ie{l,..., s}, (2.8)

donde para todo i € {1,...,s}, l; es el i-ésimo polinomio de Lagrange con

> 1/h—¢
l; — /9 2.9
(1) _H p— (2.9)
J=1,j#i
Notemos que para todo i € {1,...,s}, de la definicién de b; deducimos

que b; € span(yo, - .., @s—1). Asimismo, tenemos que b; es holomorfa en C y
acotada en 7R.

En el caso A = 0, el problema de Cauchy lineal (2.3) se reduce a un
sistema lineal de EDOs para x € T

du
E(t,x) = f(t,x), t e (0,71,
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con valores iniciales u(0, ) = ug(x). Ademads, el método exponencial Runge-
Kutta de tipo de colocacién (2.7) se reduce a un método de Runge-Kutta
clasico (o también llamado fundamental) cuyos coeficientes son (b;(0)):eq1,... 535
dado que para todo i € {1,...,s}, b;(—hA) = b;(0)Id.

Existencia y unicidad de la aproximacion numérica

En primer lugar, mostraremos el resultado siguiente: un método Runge-
Kutta exponencial de tipo colocacién de s etapas aplicado a la ecuacién
de Schrodinger (2.6) es de orden al menos s, si el término fuente en (2.6)
es lo suficientemente regular con respecto al tiempo, tomando valores en
L*(T). Este resultado natural es, en cierto modo, muy similar al obtenido
en el contexto de ecuaciones lineales parabdlicas en [12] (ver Teorema 1).
Sin embargo, en el caso de la ecuacion lineal de Schrodinger, el orden de la
constante C'no depende de T.

Teorema 2.1. Un método Runge-Kutta exponencial de tipo colocacion de
s etapas (2.7) aplicado al problema lineal (2.6) con f € C*([0,T], L*(T)) es
de orden global s, en el sentido de que existe una constante positiva C que
depende sélo de (cq, ..., cs) tal que para todo h > 0 y todo n € {0,..., N},

tn
i — u(ty)|| 2 < Ch® / 1O (7)1 (2.10)
0

Demostracién. Sea e,, = u,, — u(t,) para todo n € {0,..., N}. La férmula
de variacién de las constantes aplicada a la solucion exacta w del problema
(2.6) nos proporciona:

u(t + h) = e "u(t) + /h e~ DAL (¢ 4 5) ds. (2.11)
0

donde h € (0,T) y t € (0,7 — h]. Usando los desarrollos de Taylor de f en
(2.7) y (2.11) y las propiedades de los polinomios de Lagrange (2.9) incluidos

-----

—hA
€nt+1 = € €n

h T s—1
—(h—7)A (r—0) (s)
+/0 e /0 e feNt, + o) dodr (2.12)

h cih h — s—1
- Z / e~ (=AY (7) dT/ uf(s) (tn + o) do.
=1 J0 0 (s = 1)!
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Observemos que [ | ;2,2 = 1. Denotando 8,41 = enp1 — e e,

tenemos

tnt1
Wnsallzz < CI? / 17O (1) 2 di,
tn

para cierta constante C' que depende de (cq, ..., cs).

Esta desigualdad y la relacion

n—1

ey = E e_phA(Sn_p.

p=0

finalizan la demostracién. O

Observacién 2.2. Nétese que para todo r > 0, la estimacién (2.10) sigue
verificindose con la normaen H" y f € C*([0,T], H"(T)) en lugar de emplear
el espacio L2.

Orden s+ 1

Ahora bien, si el método Runge-Kutta fundamental es de orden s+ 1, en-
tonces el método Runge-Kutta exponencial de tipo colocacién (2.7) aplicado
al problema lineal de Schodinger (2.6) también tiene orden s + 1, asumien-
do que el término fuente de (2.6) tiene una regularidad espacial mayor que
L? (ver Teorema 2.4 para mayor precisién). Esto muestra una diferencia con
respecto al caso de ecuaciones lineales parabdlicas estudiado en [12] (ver Teo-
rema 2). En primer lugar, recordamos (ver [12], férmula (12)) que

Lema 2.3. S el método Runge-Kutta fundamental es de orden s+1, entonces

S erb(0) = (2.13)

s+1

Somos capaces ahora de establecer el siguiente resultado:

Teorema 2.4. Suponemos que r > 0, el método Runge-Kutta fundamental
es de orden s+ 1y f € C**1((0,T], L*(T)) es tal que f© € CL([0,T], H™*?).
Entonces, el método Runge-Kutta exponencial de tipo colocacion (2.7) apli-
cado al problema (2.6) es de orden s+ 1, esto es, existe una constante C' > 0
que depende de (cy, ..., cs) tal que para todoh >0 yn € {0,..., N}, tenemos

tn
lttn, — w(ty)||gr < CTRS (||f(s)(0)||Hr+2 +/ £ () || s dT) (2.14)

0
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Demostracion. Con la notacién de la demonstracién anterior, usando de
nuevo el desarrollo de Taylor de f en (2.12), denotamos

1 2
Oni1 =080 + O,

h T s—1
W _ ~hma [T (T =0)
Opin = (/0 e /0 G dodrt
s h cih s—1
B (hem)A; (eih = o) (s)
Z/ R A e e T

y, después de una integracion por partes,

con

h T . s
55521 = /0 e(hT)A/O %f(sﬂ)(tn + o) dodr (2.15)
S h cih
7 zh o s
— Z/ e~ (=AY (1) dT/ uf(sﬂ)(tn +o0)do
i=1 70 0 5
Por tanto, establecemos
n—1 n—1
ell) = Z e_phAég_)p y e = e_phAé,(f_)p.
p=0 p=0

De nuevo recordamos que |||,y = 1. Acotando la norma de los
operadores previos tenemos que

tn+1
2 s s
162, llae < Cul! / 17D () e d,
tn

con lo que podemos deducir de forma directa la siguiente cota para uno de
los sumandos de los errores

tn+1
el < 01h8+1/ LD (@) e (2.16)

to

Por otra parte, dado que

S 1 - S S
5&21 = h*t <<Ps+1(_h14) Tl Zci bi(_hA)> f( )(tn),
i=1
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la suma de Abel produce:

67(11) = hsﬂdfsﬂ

donde
ws—i-l( ) 905-&-1 ZC b

Para conocer algo més sobre esta func1on aplicando el Lema 2.3 y el
hecho de que ¢,41(0) = e +1)' deducimos que wsﬂ( ) =0, ya que el método
Runge-Kutta es de orden s 4+ 1. Ademads, 1,1 es holomorfa en C y esta
acotada en iR. Por tanto, deducimos la existencia de una funcién holomorfa
541 que estd acotada en iR tal que Vz € C,1)51(2) = 210541. Es més, existe
una constante positiva Cy dependiendo tnicamente de (cy,...,cs) tal que

HquHHHTHHT < (. Deducimos que

n—1
lefllmr < Coh®*! H—hA (Zep’“‘> £¢)(0)
p=0

n—2
+
p=0

Para todo k€ Z y pe {0,...,N — 1},

P
‘—m|k;|§ D e ihlk

=0

HT

p tnop_1
_hA (Z e—k;hA) / f(s-i—l)(T) dr
tn—p—Q

k=0

)

< (p+ Dkl < T[K]3. (2.17)

En consecuencia, para todo p € {0,...,N — 1} y u € H"2

P
—hA Z e~ Ay
1=0

Esto nos permite acotar He%l) ||. Junto con la estimacién (2.16), deducimos
la desigualdad deseada (2.14). O

< T ||u|| gr+e- (2.18)

H’l‘

Notese que la constante del resultado anterior depende de T. Esto corres-
ponde al caso del método exponencial Runge-Kutta (2.7) aplicado a proble-
mas lineales parabdlicos (ver [14], Teorema 2). En el caso del problema lineal
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de Schrodinger (2.6), si el método Runge-Kutta fundamental es de orden
s+ 1, es posible obtener un orden s+ 1 que no dependa de T, mediante una
restriccion de los valores del paso en tiempo, esto es, evitar que se produzca
el efecto de resonancia.

Orden s+ 2

Como en el caso de los métodos exponenciales Runge-Kutta aplicados a
problemas lineales parabdlicos estudiados en [14] (ver Teorema 3), si el méto-
do fundamental Runge-Kutta es de orden s + 2 y nuestro término fuente de
(2.6) es lo suficientemente regular con respecto a la variable espacial, enton-
ces el método Runge-Kutta exponencial (2.7) aplicado al problema lineal
(2.6) es de orden s+ 2. Antes de precisar un enunciado del principal teorema
de esta subseccion, nos referimos a [14] (Lemma 3) para obtener el siguiente
resultado:

Lema 2.5. Si el método fundamental Runge-Kutta es de orden s+ 2, en-
tonces:

® 1
SHLp(0) = 2.19
;Q (0) paE (2.19)

s

> e bi(0) = m (2.20)

i=1
Esto nos permite probar el siguiente:

Teorema 2.6. Suponemos que r > 0, el método Runge-Kutta fundamental
es de orden s+2 y f € C°*2((0,T), L*(T)) es tal que f©) € C?((0,T], H™**).
Entonces, el método Runge-Kutta exponencial de tipo colocacion (2.7) apli-
cado al problema (2.6) es de orden s+ 2, esto es, eziste una constante C' > 0
que depende de (c1, .. ., cs) tal que para todo h > 0 yn € {0,..., N}, tenemos

tn
ltn — u(t) e < cv%”QQu@«mmH«+/‘uﬂﬁ”vawuh

0

tn
+ wwwwmwﬁ/uwmvmwmg

0

Demostracion. Sea (57(1211 definido por (2.15). Podemos escribir entonces

2 2.1 2.2
57&#21 = 57(1+1) + 57(~b+1)
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siendo cada uno de los sumandos dados por las siguientes expresiones

1 S
57(12:1 _ 2 (aps+2(—hA) . m Z c‘f“ bi(—hA)> f(s+1)(tn),
Ti=1

y
h T _ +\s+1
522 _ / (hT)A/ (r—0) +2) (¢, + o) dod 2.21
n+1 0 € 0 (S+ 1) f ( U) gat ( )
—(h— ‘rA (Clh U)S+1 (s+2)
Facilmente deducimos que existe C' > 0 dependiendo sélo de (cy, ..., c;)
tal que

n+1
162240 < OBo*? / 17 () e d

tn

Por lo tanto,

—phA £(2:2)
p 5n_p

A

hs+22/ |FCD () | dr (2.22)

Hr tnpl

= C’”‘M/ 172 () e dr.

to
Como el método Runge-Kutta fundamental es de orden s + 2, el Lema

anterior nos garantiza que

S

St () = —

— s+ 2

(ver (2.19)). Ademas,
1

(s+2)1

En consecuencia, existe una funcién holomorfa ¢, 5 en C tal que

908+2(0) =

3 + 1 l Z 7o ¢5+2( ) - Z§s+2(z) Vz € C.

Asimismo, ¢s, o esta acotada en iR. Por lo tanto, tenemos

00 = —h AR o (—hA) FEI(8,),
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y gracias a la suma de Abel

n—1 n—1
Z e’phA(F,?_'? = h*"%¢4a(—hA) (—hA (Z ephA> FE(0)
p=0 HrT p=0

£ -na (Z ) (PO ) = 50 <tnp1>>)
p=0 k=0

Para acotar la expresién anterior aplicamos (2.17) y sabemos entonces

que existe una constante positiva C; que depende unicamente de (cy, . .., ¢s)
tal que
n—1
el < OlThS”(|\f<s+1><o>um+z (2.23)
p:0 Hr

tn—1
O TG dT) |

to

Para completar la demostraciéon, dado que el método Runge-Kutta expo-
nencial es de orden s + 2, gracias a los lemas anteriores, obtenemos

i 1
b (0) =
>0 =15

y, por otra parte,

: 1
;z (0) (s+1)(s+2)
(ver igualdades (2.13) y (2.20), respectivamente).

Por ello, existe una funciéon holomorfa s, 5 en C tal que

1 S
Ppsr(2) = 5 D e bi(z) = 2Praa(2).
Ti=1

Del mismo modo que hemos razonado anteriormente, k.o esta acotada en
tR.Adicionalmente, gracias a un razonamiento andlogo para el orden s + 1,
obtenemos

n—1 n—1
S el = hR g a(—hA) (—hA (ZephA> )
p=0
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Asi pues, usando la desigualdad (2.17), existe una constante positiva Cy

dependiendo tnicamente de (cy,...,¢;) tal que
n—1
S e Al < CoThFE (|| F(0)]| g+ (2.24)
p=0 Hr

tn—1
+ / 1D () s dT) .

to

El resultado se consigue uniendo (2.22), (2.23) y (2.24). O

2.3. Problemas semilineales

Notacion

Consideramos ahora el siguiente problema de Cauchy semilineal

Owu(t,z) + Ault,x) = g(t,u(t,x)), (t,x) € (0,T] x T,
u(0,2) = wup(z), zeT, (2.25)

donde T'> 0, A = —iA, r > 0,uqg € H"(T) y g son dadas. En la siguiente
y en muchas aplicaciones, para todo t € (0,71, g(t,u(t,x)) procede de una
funcién no lineal de C a C. Por ejemplo, para la ecuacion cibica no lineal de
Schrodinger, g(t,u) = g(t)(u) = i|ul?u.

Para resolver numéricamente el problema (2.25), consideramos de nue-
vo los métodos Runge-Kutta exponenciales de tipo de colocacién (ver [12]).
También hacemos referencia a [12] para una derivacién de tales métodos para
problemas semilinales basados en la férmula de variacion de constantes. Sea
s € N*| y consideramos tanto ¢, ..., cs € [0, 1], como kA > 0 dados. Llamamos
N = |T/h|. También suponemos que si (i,5) € {1, ..., s}* son tales que i # 7,
entonces ¢; # ¢;.

De la misma manera que en el caso lineal, denotamos para todo n €
{0,...,N}, t, = nh. Para tal n, si u, € H"(T) es una aproximacién dada
de la solucién exacta u(t,) del problema (2.25), entonces construimos una
aproximacion u, 1 de u(t, 1) resolviendo en primer lugar el sistema no lineal
que consiste en las siguientes ecuaciones, también conocidas como etapas
intermedias,

un,i = G_CihAUn + h Z CLiJ'(—hA) g(tn + th, UnJ), 1€ {1, ceey S}. (226)

=1
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Las s incognitas que tenemos que calcular son 1, ..., u, s € H"(T). Los

,,,,,

1 cih
a;;(—hA) = E/o e~ (@h=mAL (1) dr,

donde (I});eq1,....sy son los polinomios de Lagrange definidos en (2.9).

Una vez resueltas estas ecuaciones definimos la nueva aproximacién en
tiempo

Up+1 = e_hAun + h Z bz(_hA> g<tn + Ciha un,i)u (227)
i=1

De la definicién de a;; se deduce que, para todo (i,7) € {1, ..., s},
a; j(—hA) € span(pg(c;hA), ..., ps_1(c;hA))

y los coeficientes de cada combinacién lineal dependen tinicamente de la elec-

cién de los puntos (cy,. .., ¢s). Por lo tanto, cada coeficiente a; ;(2) estd aco-
tado en iR por una constante que depende sélo de la eleccién de (cy, . .., ).
En lo sucesivo, C' denota una cota en iR de las funciones (b;(2))icq1,...s} ¥
(ai;(2))@.j)eqt,....s12 dependiendo sélo de la eleccién de (cq, ..., cs).

En el caso A =0, el problema de Cauchy no lineal (2.25) se reduce a un
sistema no lineal de EDOs para x € T

%(t,x) = g(t, u(t, z)), te(0,T],

con valores iniciales u(0, z) = ug(z). Ademads, el método exponencial Runge-
Kutta de tipo de colocacién (2.26), (2.27) se reduce a un método de Runge-

.....

Para t € (0,7], denotamos f(t) = g(t,u(t)), el lado derecho de (2.25),
donde u denota la solucién exacta del problema.
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El espacio (H"(T))® dotado de la norma

1
2

(u, - us)llrs = (Z !!ujll?qrmr)) (2.28)
i=1

es un espacio de Hilbert.

Para R > 0, denotamos por B(0, R) al conjunto de u € (H"(T))*® tal que
[ulls < R.

Existencia y unicidad de la aproximacion numérica

En esta subsecciéon vamos a estudiar la existencia y unicidad de la so-
lucién numérica (ug, ..., uy) proporcionada por el método exponencial de
Runge-Kutta (2.26), (2.27), aplicado al problema semilineal (2.25) para h su-
ficientemente pequeno y con las hipdtesis adecuadas sobre la solucién exacta
y los diferentes elementos de la ecuacion de Schrodinger. Ademds, daremos
una primera cota para el error numérico cometido.

Nuestras hipétesis sobre la no linealidad de ¢ y la soluciéon exacta u de
(2.25) son las siguientes:

= Hipdtesis 1. La funcién g satisface

g(t,0)=0,  Vte|0,T].

» Hipdtesis 2. La no linealidad g, en el lado derecho de (2.25), es Lips-
chitziana, en el sentido de que existen constantes L > 0y p > 0 ta-
les que para todo t € [0,7] y para todo u,v € H"(T) satisfaciendo
lullarey < ¥ [ollsmy < p, s verifica que

lg(t,w) = g(t, )|y < Ll = vl e r). (2.29)

» Hipétesis 3. (2.25) admite una solucién exacta u : [0,7] — H"(T)
que es suficientemente regular. En particular, existe R > 0 tal que para
todo t € [0,T], se verifica que |[u(t)| gy < R.

» Hipétesis 4. La funcién f : [0,7] — H"(T) es suficientemente regular.

En las aplicaciones, la Hipdtesis 4 serd a menudo una consecuencia de la
Hipotesis 3 y de la regularidad de la funcion g.
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Obsérvese que estos supuestos se cumplen en muchos casos de interés para
la ecuacién cubica no lineal de Schrodinger. De hecho, asi sucede si conside-
ramos r > 1/2y r—1/2 ¢ N. En [6] podemos encontrar enunciados precisos
de las adaptaciones.

Bajo estas suposiciones, vamos a conseguir probar, como veremos de for-
ma inmediata, que si p es suficientemente grande y h es suficientemente
pequeno, entonces para todo n € {0,..., N} el sistema no lineal (2.26) tiene
una solucién unica (U1, - .., uns) € (H"(T))* tal que

H(un,h s 7un,s>Hr,s S 3R\/g

Ademsds, la aproximacién u,.; definida por (2.27) es tal que se verifica el
estimativo ||up1 | gy < 2R.

Lema 2.7. Supongamos que hg > 0 es tal que

1
ho < —— 2.
0= 3CLs?’ (2:30)
Y que
p > 3Ry/s. (2.31)

Entonces para todo h € (0,hy), t € [0,T —h] e y € H"(T) tal que
|yl zr-ry < 2R, el sistema no lineal

v1T = G_ClhAy -+ h ijl alyj(—hA)g(t + th, Uj),

ve = e My hYag(=hA)g(t + ¢ih,vy),
admite una solucion tunica v = (vy,...,vs) € B(0,3R/s).

Demostracién. Para h € (0, hg), t € [0,7—h], y € H(T) tal que ||y|| grm) <
2R, definimos la funcién de (H"(T))* a (H"(T))® dada por la expresién

=1

fh:t»y((vi)lgigs) — <€—cihAy + h Z ai’j(—hA)g(t -+ th, Uj)) .
1<i<s

La Hipdétesis 2 y la desigualdad (2.31) aseguran que para todos (vy,...,vs) €
B(0,3R/s), tenemos

[ frty (1, 00) = (e7M Ay, emehAy)||, o < Chs®?L(3RV/5).
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Dado que [[(e="Ay, ... e=%My)|,.s < 3Ry/s, la desigualdad triangular y
(2.30) implican que

| frzy (U1, s 0s)|lrs < 3RV .
Por lo tanto, f5+,(B(0,3Ry/s)) C B(0,3R.\/s).

Por otro lado, para v = (v1,...,v5) € B(0,3R\/s) y w = (wy,...,ws) €
B(0,3R+/s), por la Hipétesis 2 tenemos

”fh,t,y(v) - fh,t,y(W)Hr,S < CLhs|v — WHT,S’

Por lo tanto, usando (2.30), uno deduce que

h
1t (V) = Tty (W)lrs < -l = s

Dado que hhy' < 1, la ecuacién x = fj,;,(x) tiene exactamente una solucién
en B(0,3R+/s) por el teorema clésico de punto fijo de Picard. O

Ahora enunciamos un resultado cldsico de convergencia, de forma que si
ho es suficientemente pequeno, entonces, para todo h € (0, hg), el método
exponencial Runge-Kutta de tipo de colocacién dado por (2.26) y (2.27)
proporciona una solucién numérica tnica para todo n € {0,..., N} tal que

||| err (1) < 2R y | (Unts - tns) s € B(0,3R/3).

Ademas, tal método de s etapas es de orden s cuando se aplica al problema
de Schrodinger semilineal (2.26).

Teorema 2.8. Suponga que se verifican las Hipdtesis 1 a 4 anteriores junto

con (2.31). Sea
1 Cs
Fs=(s+1) (E* (3—1>!)'

Supongamos que hy > 0 satisface (2.30), y

-1

T
th < B (ke [ 1Oy r) (2.32)
0

Entonces, para todo h € (0, hy), el método Runge-Kutta exponencial expre-
sado en (2.26) y (2.27) proporciona una solucion numérica tnica tal que
para todo n € {0,..., N}, |[unlarry < 2Ry ||(Unas-- - Uns)|lns < 3Rs.
Ademds, para todo n € {0,..., N}, se verifica la siguiente cota de error:

tn
[t — w(tn) || rery < nseQCSLThS/ ||f(5) (7)|| v (my dr, (2.33)
0

con 0<t, <T.
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Demostracién. Sea h € (0, hg). Probamos el resultado por induccién.

Supongamos que n € {0,..., N — 1} es tal que ||uy| g~ < 2R. El lema
2.7 asegura que el sistema no lineal (2.26) tiene una unica solu(non

(un,h s 7un,8) € B(07 3R\/§)

Por otra parte, las Hipdtesis 3 y 4 aseguran que, para la solucién exacta,
tenemos

u(tn+1> _hA + h Z b t -+ Czh) + 6n+1’ (234)

con

h T s—1
5. = ~(h-r)A / =) bt oVdod
" /Oe TG [ (t,+0)dodr

—thi(—hA)/OCi %ﬂs (tn + ) dr,

utilizando las propiedades de las reglas de cuadratura.

Andlogamente, para cualquier ¢ € {1,..., s} tenemos
u(ty + cih) = e Muty) + 1Y ai(—hA) f(ta + ¢jh) + Ang, (2.35)
j=1

con

cih T _ s—1
A = / o~(cihr)A / =" s, + o) dodr (2.36)
7 0 0 (S - 1)

—hZa” hA/ %W(t +7) dr.

Por lo tanto, si denotamos el error de la aproximacién numérica como
en = Uy — U(Ty) Y €ni = un; — u(t, + ¢;h), entonces obtenemos

eni =€ Me, + 1Y a;j(—hA) (gltn + cih, ) — f(ta + b)) — A
j=1

(2.37)
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Ademés para todo i € {1,...,s}, tenemos que ||e"%"| g g = 1y, por lo
tanto,

Hen,i’ Hr(T) < [en]

Hr(T) hCL (Z Hen,jHHr(T)> + HAn,iHH’“(T)- (238)

Jj=1

Sumando estas s desigualdades y usando (2.30), obtenemos

Z l€njllarry < 2slenlmrery + 2 Z [ Al 7 (). (2.39)

j=1 i=1

Por otro lado, si restamos (2.34) de (2.27) se obtiene
enst =€ "en+h Y bi(—hA) (gt + cih ) — f(tn + ¢ih))—=0npr. (2.40)
Por lo tanto, se puede deducir la desigualdad siguiente

lensillar@ < leallare + RCLS lleadllarem + 1nillar@.  (241)
=1

Usando (2.39), tras aplicar (2.40) obtenemos

||6n+1||HT(T)

< llenllar(r) + 2 CL (SHenHm(T) +> IIAn,jHHr(T)) + 10nsallzrr ey

Jj=1

< (14 20CLs)llenll iy + > N1 Ans iy + 10nsa |l

j=1
< S+ Ly (zuan PP )
p=0 7j=1
n S
< Ny (Z [ An—p,jllrr ) + H5n+1pHHT(T)> :
p=0 \j=1

A partir del desarrollo de Taylor, tanto en la solucién exacta u(t,), como
en la aproximaciéon u,, podemos obtener la relacion siguiente

h
_ —hA —(h—T)A (T — U) (s) do d
€n+1 € €n 1 / A (S — 1) f ( U) o ar

e o [
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Aplicando esta igualdad junto con (2.36) para cualesquiera j € {1,...,s} y
p € {0,...,n}, obtenemos las desigualdades siguientes

1 Cs g [
180 il ) < (g + m) h / 1F Ny dr, (2:42)
. )",

-Pp

1 Cs o
orsroslire < (54 oy )2 WOOwmar, (243
: . tn—

L —p

de donde deducimos de la expresiéon anterior que

1 Cs
lewallarzy < V05 (s 4 1) (— ; )

tn+t1
s (s)
st (s=1)! h / £ () ey d.

to

A partir de (2.32), obtenemos que ||e,41| gr(r) < R. Por lo tanto, apli-
cando la desigualdad triangular tenemos

lunsillzeery < llultar)llarm + llentallarm < R+ R

y, por tanto, alcanzamos el resultado del teorema. []

Orden s+ 1

El método Runge-Kutta exponencial de colocacion, (2.26) junto con (2.27),
aplicado a la ecuacién cibica no lineal de Schrédinger (2.25) es de orden
s + 1 siempre que el método Runge-Kutta fundamental sea de orden s + 1.
Obsérvese que este resultado es muy similar al obtenido en [12] en el caso de
problemas semilineales parabdlicos. Comencemos con un Lema de Gronwall
un poco diferente,

Lema 2.9. Sea Y un subconjunto de RY. Sean T > 0 y a > 0. Euiste
una constante positiva C' tal que para todas las funciones no negativas b
definidas en'Y y todas las sucesiones (&, )nen de nimeros reales no negativos
verificando la desigualdad

n—1

en < ah Y e+ b(h),

k=0

para h € Y yn €N tal que 0 < nh < T, tenemos

en < Cb(h).
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Teorema 2.10. Bajo las hipétesis del Teorema 2.8, si f©*) € C1((0,T), H'*+?)
y el método de Runge-Kutta fundamental es de orden s+ 1, entonces existe
una constante positiva C' > 0 dependiendo solo de las constantes (cy, ..., cs),
L y T tales que para todo h € (0, hy), tenemos

[un = ultn)|[mr < Chs+1<||f(s)(0)|!m+2

T T
D (| gyrse dT ) (7
+/0||f o d+/OHf()|

H" dT) )

Demostracién. Por induccién, la relacién (2.40) se convierte en

n—1 n—1
—khA —khA
en =h ey g1 | — E e "o,
k=0

k=0

paran € {0,...,N}.

donde

s

di = Y bi(=hA) (gt + cih, urg) — [t + cih)).

i=1
Se puede probar ademas que existe una constante C'; > 0 dependiendo
solo de (cy,...,cs) tal que

n—1

E e_khA(Sn—k

k=0

Tn—1
< G (||f<s><o>|rm+z o AT dT) .
HT 0

(2.44)
Por otro lado, aplicando la Hipdtesis 2, tenemos

n—1 n—1 s
d e || < CLY Y lenillar
k=0 r

k=0 i=1
Usando ahora (2.39) se puede probar que

H

1 n—1 n—1 S
Z ekhag < 23CLZ llex|lar + QCLZ Z | Aill -
s e k=0 k=0 i=1

Las estimaciones (2.42) y (2.43) proporcionan la existencia de una cons-
tante Cy > 0 que sdlo depende de (cy,...,cs) vy de s tal que

n—1 s

tn
S5 il < ot [ £
0

k=0 i=1
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Por lo tanto, juntando las desigualdades anteriores tenemos

n—1

T
H@nHHr S QShCLZHt?kHHV +hs+1 <20L02/ Hf(s)(T)HHr dr
0

k=0 .
e (Hf<s><o>um+z i / LFE () s dT)) |

Concluimos con la ayuda del Lema 2.9, siendo en el mismo ¢, = ||e,|| g+, a =
2sCL y b igual al término multiplicado por ~h**! en la cota anterior. []

Si nos fijamos en la dependencia intrinseca de las constantes que apare-
cen en la cota del Teorema anterior con respecto a ciertos parametros del
problema es interesante dar la siguiente observacion.

Observaciéon 2.11. Notese que en este caso no lineal, la constante de orden
C que aparece en el teorema anterior depende a priori exponencialmente de
T. Esto no es lo mismo en el caso lineal.

Orden s+ 2

Con el fin de dar condiciones algebraicas suficientes sobre los coeficien-
tes del método Runge-Kutta fundamental para que el método exponencial
Runge-Kutta de s etapas de colocacién (2.26) y (2.27) sea de orden s + 2,
vamos a reforzar nuestra hipotesis sobre la regularidad de la parte no lineal
g. Suponemos entonces que la funcion g es regular en el sentido de funciones
de R? a R?2. Por conveniencia, denotamos, por ejemplo, para v € C = R2,
%(t, v) la aplicacién R-lineal de C = R? a C = R? correspondiente a la pri-
mera derivada de g(t,v) respecto de una funcién de v € R?. Para v € H"(T),
también denotamos por g—Z(t, v) la aplicacién inducida entre funciones en T
definida para una funcién w en T por

99 _ 9y

%(t,v)(w)(x) %(t,v(x))(w(x)), Vo e T.

Nuestras hipétesis adicionales sobre el término no lineal g son las siguientes:

= Hipétesis 5. Existen constantes positivas Ly y ZI tales que

0
Ha—g(t,u(t))v < Li||v||gr(r), vt € (0,T], Vv € H'(T),
Y Hr(T)
Yy
ag T r+2
Ditunl| < Billellwem, e 0,T]ve HD).
u Hr+2(T)
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= Hipodtesis 6. Existe una constante positiva Ly tal que para todo t que
pertenezca al intervalo (0, 7] y para las funciones u,v,w € H"(T) que
verifican que max{||u| g, ||v] g, ||w]|rr} < 2R, uno tiene la desigual-
dad siguiente

Jott.0) = stt.0) = S wi)|

< Lo([lu = vllar + lu = wlla) o = wl[ g

= Hipdtesis 7. Existen constantes positivas L3 y E; tales que para todo
t € (0,T] y v,w € H(T?), tenemos que las desigualdades siguientes
son ciertas
0%g
2 (Gu®)(v,w)|| - < Lsflo|lar[wllar,
6“ HT

< Lsl||v|| g,
H’F

< Ly||v|| sz ||w|| gz,
Hr+2

< allollzesa.

25 o

Hr+2

Las anteriores hipdtesis sobre g estan unidas a la siguiente, sobre la solu-
cién exacta u del problema (2.25), que refuerza la Hipdtesis 3.

» Hipdétesis 8. (2.25) tiene una solucién exacta w : [0,T] — H"™(T)
que es lo suficientemente regular. En particular, ug € H"2(T).

Notemos que las hipotesis 5, 6 y 7 se satisfacen en el caso de la ecuacion
cibica de Schrédinger cuando r > 1/2 siendo 7 — 1/2 ¢ N siempre que u sea
lo suficientemente regular.

Bajo estas hipdtesis probamos que el método exponencial de Runge-Kutta
dado por las ecuaciones (2.26) y (2.27) aplicado a la ecuacién semilineal
de Schrodinger es de orden s + 2 siempre que el método de Runge-Kutta
fundamental sea de orden s + 2.

Teorema 2.12. Supongamos r > 0. Supongamos que el método de Runge-
Kutta fundamental es de orden s + 2, y que se cumplen las hipdtesis del
Teorema 2.8, y las anteriores Hipdtesis 5, 6, 7y 8. Si f € C5T2((0,T), H™™),
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entonces existe una constante positiva C > 0 tal que para todo h € (0,hg) y
todon € {0,..., N}, uno tiene

w(tn) — tn||gr < CR¥T2.

Demostracién. Para n € {0,..., N} definimos
99
Jn = tnsu(tn)),
29 1 (1)
y

dni = g(tn + cih, un ;) — g(tn + cih, u(t, + c;h)) — Jnen.

Andlogamente a lo anteriormente realizado, restando (2.34) de (2.27) te-
nemos que

g =e " -—%H+h§:b hAJem+h§:b A)d,,.i.
Por induccién para n € {0,..., N — 1}, concluimos que
€n+1 = - Z 6_phA5n+1_p (245)
p=0

+h Y bi(—hA)D e (enpi + Duspi)  (2.46)

p —
—th Z e AT A i (2.47)

p=0

+h2b Z e PG, (2.48)

p=0

Dado que el método de Runge-Kutta fundamental es de orden s + 2,del
mismo modo que en el Teorema 2.6, se deduce que existe una constante
positiva C tal que para todo h y n,

rhA 5n+1 —-p

HT

= (llf(s)(O)HHrH + SO a2 (2.49)

T T
+ / £ () || rsa dr + / 1 £ () || s d7>.
0 0
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Lo que nos permite acotar (2.45).

Para el segundo término del error, es decir, (2.46), utilizamos (2.37) y
luego (2.39) concluimos que

S
len—ps + Anpillmr < llenpllar + CRLY  llen—pllar

Jj=1

wr +2ChL> || An e

Jj=1

< (1+2ChoLs)||en—pl

Utilizando la Hipdtesis 5 y la estimacién (2.43), concluimos que

n

DY b(=hA) Y eyl + Any)
=1

p=0

HT‘

< Chs (Z Ly ((1 +2ChoLs)|len—p|lar +2CRLY HAWJHHr))
p=0

j=1

n T
< ChsLy(1+2ChoLs) Y lleyllar + zc’ZLLmshS“/ £ (7) || g .

p=0 0

Por lo tanto, existen constantes positivas Cs y C3 tales que para todo h y n,
la norma en H" del término (2.46) estd acotada por

Coh Y llepllar + Csh**2.

p=0

Con la finalidad de acotar la norma de (2.47), llamamos
Bren2) = punn(es)™ = 2 3 as()e
i,5+1 = Ps+1\C; 3 S! 2,7 '
j=1

y escribimos entonces

Anfp,i = hs+1wi,s+1(_h~4)f(5) (tnfp) + Anfp,i
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para obtener

—h Z bi(—hA) i e PhA T A i
i=1 p=0

= —h Y bi(0)) e T, b T 1 (0) FO) (tamy) (2.50)
i= =0
Y (=AY g (s (<hA) (2.51)
i=1 p=0
_@Di,s—l-l(())) f(s) (tn—p)
—1Y(Bi(—hA) — bi(0)) (e*phAJn,phSH (2.52)
i=1 p=0

Gisr1(0)f(tn-))
+h Z bi(—hA) Zn: e AT A (2.53)

Dado que el método Runge-Kutta fundamental es de orden al menos s+ 2,
concluimos que

Zb ¢z s+1 Oa

y, por lo tanto, el término (2.50) se puede escribir de la siguiente forma

W2y ey (Zb Jisi1 (0 )f(s)(tn—p)zﬂ

p=0

-----

complejo tales que para ¢ € {1, R s} y z € C tenemos que
wi,s+1(3) - wi,s+1(0) = Z\I’z‘,sﬂ(z)-

Obsérvese que las funciones (¥, S+1)ze (..
M > 0 una cota para dichas funciones. Para cualquier ¢ € {1,...,s}, de la

5 estan acotadas en iR. Sea
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suma de Abel resulta la siguiente igualdad:

n

D e AT W (—hA)(=hA) fO) ()

p=0

B <i _phA> JO‘I/i,s+1(_hA)<_hA)f(s)(0)

p=0

£

q=0

/tnnppl% {%(tau(t» zs-i—l( hA)(—hA)f(3)<t> dt.

Por un lado tenemos

< TLi M| £0)| grs2-

H"

H (Z ephA) Jo% s+1( hA)( hA)f(S)(O)

Por otra parte, después de derivar y usar las Hipotesis 5 y 7, llegamos a
d [0dg
A)(—hA)f&
|5 [ttt crarna )]
< RLsM||f© )| grs2

+h Ls M R|| O )| grr+
+h Ly M || fED @) e,

H’r‘

donde R denota el méximo de ||u/(t)|| g+ en [0, 7] (ver Hipétesis 3). Conclui-
mos entonces de forma inmediata que existe una constante positiva C) tal
que para cualquier valor de h y n, el término (2.51) estd acotado por Cyh5T2.

Un razonamiento analogo nos permite encontrar funciones holomorfas
(6)icqu,....sy acotadas en el eje complejo tales que parai € {1,...,s} y z € C
tenemos que

bi(2) — b;(0) = 20,(2) = 0;(2)z,



2.3. PROBLEMAS SEMILINEALES 39

S n

> (0i(=hA) = 0:(0)) Y e Pyt (0)F O (tmy)

i=1 p=0

wm+ﬂ0)<§iemA)Q(—hAﬂ—hAyhf“Hm

1(556WA>9A—hAX—hA)

q=0

n

+1; s+1(0)

(]

p

[ 4 (o) o

De nuevo, denotamos por M la constante que acota a las funciones
(9i)ie{1 ,,,,, s}- Aplicdndolo al tltimo término de la igualdad anterior tenemos
que

a &

et -na-na) [ 4% 0w 0] a
tnfpfl HT
| 44 99 (5)
< [ ag o] a
" d [ (5)
< JWhlLWI(ﬁ{au@u@»f @ﬂ L

Aplicando las Hipétesis 5 y 7 deducimos que

H% [%“7 “<f>>f“)<t>] < Lo(U+ RSO () rre dt

Hr+2

Ly || FEHD (@) || e dit,

si R denota el méaximo de ||u/(z)]|| g+ en [0,T] (ver Hipétesis 7).

Concluimos entonces de forma inmediata que existe una constante posi-

tiva C5 tal que para cualquier valor de h y n, conseguimos la acotacion de
(2.52) siguiente: C5h**2.

Existe también una constante positiva Cg tal que para cualquier valor de
h y n, tenemos que (2.53) estd acotado por Cgh®™ con tan solo aplicar la
Hipoétesis 5. En consecuencia, obtenemos la siguiente estimacién para (2.47):

(Cy+ Cs + Cg)h*+2,
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Finalmente, podemos estimar (2.48) usando la Hipétesis 6. Asi, para i €

{1,...,8},h € (0,ho),n €{0,...,N =1} y p € {0,...,n}, podemos probar
que

1opillir < Lo (Hu(tn—p> .
Hlaltnsy) — ultay + cih>||m) lenpallir

Por lo tanto, obtenemos que

h Z bi(—hA) i e A,y s
i=1

p=0

HT

< CLsh Z Z(Henfp,iH%{T + Rhllen—pillar)-

p=0 i=1

Ahora usando (2.39), (2.42) y (2.43) conseguimos:

S
Z l€n—p,i %
i—1
. 2
< (Z ||€n—p,z'||Hr>
=1

< (s+1) 432||en_p||%p+4Z||An_p,z-||%p)

=1

tn—p+1
< (s 1) (4% eay o+ s [ Hf(s)(T)H%rdT>
t

n—p

tn—p+1
< (s+1) | 48*Rllen_pllur + 4sm§h25+1/ Hf(s)(r)||§p dT) .
tn

-p

Deducimos entonces la existencia de una constante positiva C; tal que
para todo h y n, tenemos la siguiente acotacién para el término (2.48)

Czh Y llepllm + Crh**
p=0

Concluimos la demostracién del teorema aplicando el Lema de Gronwall (Le-
ma 2.9). O
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Observacién 2.13. Como es légico pensar la constante C que aparece en el
anterior teorema depende tanto del valor de la coordenada espacial T final
como de las integrales de las normas de las derivadas de f sobre (0,77]. Esto
diferencia los casos lineal y semilineal (ver Teorema 2.4)
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Capitulo 3

Discretizacion del problema no
lineal

Lo que vamos a llevar a cabo en este capitulo es proponer una discretiza-
cion total, tanto en tiempo como en espacio, de la ecuacién cubica no lineal
de Schrodinger. Dicha discretizacion lleva involucrados muchos pasos que no-
sotros expondremos. La programacién de estos procesos, o bien variaciones
de los mismos, es la que nos permitiria sacar conclusiones para su aplicacién
en las fibras épticas analizando el comportamiento de los solitones que se
envian por la fibra optica.

3.1. Discretizacion

En esta section vamos a presentar la discretizacion numérica de la ecua-
cién cubica no lineal de Schrodinger siguiente:

uy = iAu + ilul*u (3.1)

Para ello, vamos a tener en cuenta las distintas etapas que hemos visto
en los dos capitulos anteriores a la hora de realizar la discretizacion.

» En primer lugar, vamos a discretizar el laplaciano (¢Au) con los méto-
dos espectrales de Fourier.

= El siguiente paso sera la discretizacién de la parte no lineal en el espa-
cio (i|u|?u). Dado que estamos en el espacio, seguiremos utilizando los
métodos de Fourier.

= Una vez completados estos dos pasos, hallamos la discretizacién en
tiempo de (3.1) con los métodos Runge-Kutta exponenciales que se

43
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han propuesto en el Capitulo 2.

Antes de continuar desarrollando cada una de estas etapas y describiendo
el proceso que se lleva a cabo cada una de ellas, vamos a precisar mas de-
talladamente el problema a discretizar, es decir, el problema de la ecuacion
cubica no lineal de Schrodinger. Sea T' > 0, vamos a buscar una aproximacion
numeérica a la solucién real u(t, z) de

ou(t,r) = iAu+ilul?u, (t,x) € (0,T] x [0, 27],
u(0,z) = wup(z), x € [0, 27], (3.2)

Para nosotros, la condicién frontera de la ecuacion es la periodicidad en
espacio de la solucién (periodo 27).

Sea h > 0 el paso fijo que tenemos en la aproximacion en tiempo. Vamos
a denotar por u,,,(t,x) la aproximacién en espacio considerando m + 1 co-
eficientes espectrales de Fourier y en tiempo tomamos t, = nh, aplicando el
método Runge-Kutta exponencial descrito en el capitulo anterior, esto es:

m/2

U (t2) = > (tn)pr(), (3.3)

k=—m/2

con pp(r) = et

Teniendo en cuenta las derivadas espaciales de (3.3) tenemos que las de-
rivadas de primer orden en la aproximaciéon anterior serian

m/2
a m,n t? . A~
u’a—;m) = k;nﬂ(@k) Uy (tn) ox(x)

y la de segundo orden (unidimensionalmente, coincide con el laplaciano)
serian

Uy (t, x Ul .
Bt r) = Pt S g2y (1,) ()
k=—m/2

Andlogamente con respecto de la derivada temporal de (3.3), tenemos

m/2
Oy (t, ) N
o Z iy, (tn) n(z).

k=—m/2
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Para la discretizacién del término no lineal tomamos la aproximacién de
Galerkin para que no se produzca el efecto denominado aliasing y la discreti-
zacion sea estable en el sentido de que se conserve la energia acotada por una
constante, posiblemente dependiente del tiempo, y la energia inicial del pro-
ceso. Pensamos ahora en el producto de la solucién al cuadrado. El producto
con la funcién u que tenemos posteriormente se realiza de manera andloga.
Comenzamos entonces calculando el indice k—ésimo para dicho producto

o 1 2m ]
(u-u), = — u - ue” "™ dy
k 2
™ Jo
1 I m/2 . m/2 . .
~ E aqequ § apezpa: e—zkx dr
2 Jo

qg=—m/2 p=—m/2
m/2 m/2

~ o~ 1 o i(q+p—Fk)x
S S (L)
g=—m/2p=—m/2 0
m/2 m/2

= E , E : UqUpOpq k-

qg=—m/2 p=—m/2

Consideramos en lo sucesivo u, = 0 para |p| > %. Entonces

m/2
—_—
(u-u), = § gy,
p=—m/2
Asi para la ecuacion que queremos
m/2
- —_—
(w-w-u), = E : tp—p(u - w)p
p=-—m/2
m/2 m/2
= E : Uk—p E : Up—qllq
p:—m/2 q:—m/2

Observacién 3.1. |u,,,| coincide la norma del vector w,,, , gracias a la
ortogonalidad de las funciones base {py(x) }x.

En consecuencia, nuestra discretizacion de la ecuacién cibica no lineal de
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Schrodinger es la siguiente

m/2 m/2
Z Uy, o — 1 Z (—k) G ox
k=—m/2 k=—m/2
m/2 m/2 m/2
BB S0 SR M [ S P
k=—m/2 p=—m/2 qg=—m/2

Debido a la ortogonalidad de las funciones base, el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias que tendriamos que resolver es el siguiente

m/2 m/2
() + ik at) — i Y () | Y g (D)ig(t) | =0,
p=—m/2 qg=—m/2

k=-m/2,...,m/2.

Una vez finalizado este proceso, ya hemos completado los dos primeros
pasos que habiamos propuesto. A continuacion, realizamos el tercer paso,
que no es otro que discretizar las ecuaciones anteriores aplicando el método
Runge-Kutta exponencial descrito en el Capitulo 2.

Para ello, procedemos de la siguiente forma. En nuestra ecuacion a dis-
cretizar, la funcién no lineal es la siguiente

m/2 m/2
glan) =i Y dnp(t) [ D dpglt)iy(t)
p=—m/2 g=-m/2

Recordemos que i, = 0 para [p| > .

Dados los coeficientes del método ¢;, i« = 1,...,s, necesitamos ademas
calcular los polinomios de interpolacién de Lagrange

Li(T) = H T/h—_cCJ

c._
j=vg#i

para definir los valores de b;(—hA) y a; ;(—hA), i,7 =1,...,s, siendo A =
idiag((—m/2)2,--- ,(m/2)?), siendo esta matriz la asociada a la discretiza-
cién del laplaciano. Estos polinomios los podemos calcular aplicando diferen-
cias divididas para alcanzar el polinomio interpolador de Newton. De hecho,
acorde con lo establecido en (2.9), dichos polinomios interpolan los nodos
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(cjh)jeq,...s}- Con este polinomio interpolador deducimos por tanto que los
coeficientes del mismo son los coeficientes para escribir tanto b; como a; ;
como combinacion lineal de ¢g, 1, ..., Ys_1.

Por 1ltimo, para llevar a cabo la implementacién, el tinico paso restante es
aproximar la solucién del problema no lineal (2.26) mediante, por ejemplo,
el método de Newton y aplicar posteriormente el paso principal del méto-
do Runge-Kutta (2.27) con los valores que obtenemos para los coeficientes
bi(—hA) y a;;(—hA), calculando entonces los valores g(u, ;) utilizados para
obtener las etapas intermedias w,, ;.

Otro procedimiento alternativo para calcular los coeficientes espectrales
del término no lineal se basa en calcular el interpolante de dicho término
no lineal: reordenamos los coeficientes espectrales de nuestra aproximacion;
aplicamos la inversa de la Transformada de Fourier (iFFT) para obtener los
coeficientes espaciales, de forma que podemos aplicar entonces el producto
cubico de esos coeficientes dado que estamos en el espacio; acto seguido,
aplicamos la Transformada de Fourier (FFT) para obtener los coeficientes
espectrales respectivos; y por ultimo, reordenamos de nuevo.
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Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo describimos el uso de solitones en comunicaciones 6pti-
cas de alta velocidad. Los solitones son un tipo de ondas que se caracterizan
fundamentalmente por la compensacién de la dispersién lineal del pulso con
la compresion lineal del mismo. Los solitones son muy apropiados para comu-
nicaciones digitales a gran velocidad o con un considerable ancho de banda.

La propagacion de la envolvente de los solitones en fibras exentas de
pérdidas puede ser descrita por la ya bien conocida Ecuacion no lineal de
Schrodinger (ENLS). Para obtener una solucién aproximada podemos em-
plear los anteriores métodos, espectrales para obtener una aproximacién en
espacio, y los Runge-Kutta exponenciales para la aproximacion en tiempo.

4.1. Introduccion

Vamos a considerar basicamente como problema la difusiéon de los cono-
cimientos existentes sobre solitones aplicados en comunicaciones épticas de
alta velocidad [5].

Actualmente, los investigadores buscan mejorar la velocidad y las dis-
tancias a las cuales es posible la transmision de informacion sin necesidad
de regenerar la senal, y por este motivo, han escogido el uso de solitones
en fibras épticas. La principal dificultad para ellos ha sido conocer la fisica
del solitén con el fin de obtener su maximo provecho en aplicaciones practicas.

Hoy en dia la informacién encontrada es dispersa y confusa; cada inves-
tigador realiza pruebas y sus publicaciones son especificas, aunque existen

algunos desarrollos en el ambito préctico.

49
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Los sistemas de comunicaciones tienen un ancho de banda (BW) cada
vez mas limitado desde el punto de vista de la cantidad de informacion que
se requiere transportar, es entonces cuando se ve la necesidad de desarrollar
diferentes métodos para incrementar dicha capacidad.

Uno de estos métodos es la implementaciéon de solitones en las comunica-
ciones opticas; dado que el ancho de banda es un parametro fijo en sistemas
de transmision, los solitones, teniendo caracteristicas peculiares, resultan ser
una buena alternativa; dichas caracteristicas incluyen aspectos tales como:
poca dispersion, baja atenuacion e interferencia nula. Lo que les da una gran
ventaja con respecto a los fotones.

4.2. Historia

Las ondas usadas en comunicaciones épticas presentan una atenuacion y
una deformacién mientras se desplazan en algin medio y a lo largo del tiem-
po. Sin embargo, existen ondas que se caracterizan por mantener su forma
mientras viajan, a éstas se les llama solitones. Su origen se remota al siglo
pasado [1] , sin embargo, su aplicacién en comunicaciones no fue propuesta
sino hasta 1973, cuando Hasewaga y Tappert vislumbraron el potencial del
solitén. De hecho, demostraron que el comportamiento de una onda solitaria
sobre el nivel del agua era de la forma

xr — vt
4h?(h+a)
3a

para una amplitud positiva a (x es la posicién, v es la velocidad de la onda
y logicamente ¢ es el tiempo). No obstante, habria que esperar hasta 1980,
cuando Mollenauer y Gordon demostraron experimentalmente el desplaza-
miento de solitones en la fibra optica.

asech

En 1988, se demostré la posibilidad de la amplificacion de solitones me-
diante el amplificador de fibra dopada con erbio, con el cual, se compensan
las pérdidas producidas por la fibra. Con este avance tecnoldgico, se abrid
la posibilidad de enviar solitones a grandes distancias sin necesidad de usar
repetidores regenerativos (elementos electro-6pticos encargados de amplificar
y dar forma a la senal).
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Los solitones son considerados los pulsos luminosos ideales para las comu-
nicaciones épticas. Son muy apropiados para comunicaciones digitales a gran
velocidad o con un considerable ancho de banda, gracias a su estabilidad en
largas distancias y permiten la multiplexacién por divisién de longitud de
onda (transmisién simultdanea de dos o més longitudes de onda), con lo cual,
el ancho de banda disponible crece de manera considerable.

En la actualidad, muchos investigadores han reportado avances considera-
bles en el alcance y en la velocidad de transmisién de solitones. Por ejemplo,
el equipo de Aubin [2] mont6 un sistema de solitones con un alcance superior
a 30.000 Km, a una velocidad de 20 Gb/s y repetidores cada 200 Km.

4.3. Solitones

Un solitén es un tipo especial de onda que se caracteriza por compensar la
dispersion que sufre en su recorrido mediante una comprensién no lineal pro-
vocada por la alta intensidad del pulso. El origen fisico del soliton es el efecto
Kerr, el cual se manifiesta mediante una constante dieléctrica no lineal, que
puede compensar la dispersién de grupo en el medio 6ptico de propagacién.

El fenémeno del solitéon puede ser usado para generar un laser soliton con
el fin de tener un dispositivo capaz de funcionar para compresion de senales
y propdsitos de conmutacién (switching). La naturaleza del solitén es muy
parecida a la del fotén, con lo cual, se intuye que comparten algunas propie-

dades.

Maés que asignar una definicion al soliton, los investigadores han centrado
sus esfuerzos en comprender las caracteristicas que lo hacen especial. Estas
caracteristicas se presentan a continuacion.

Fisica del soliton

Como hemos dicho anteriormente, la caracteristica fundamental del so-
litén, es la compensacion de la dispersion lineal del pulso mediante la com-
presion no lineal del mismo, lo cual puede ser explicado en términos fisicos.
Para describirlos, es necesario comprender dos fenémenos presentes:

= Dispersion

Hace referencia al fenémeno por el cual la senal se deforma por ensan-
chamiento a medida que se desplaza, debido a que sus componentes de
frecuencia no se mantienen constantes.
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» Modulacién de autofase (efecto Kerr)

Se refiere a la deformacién del pulso por compresién (aplastamiento)
ocasionado por un exceso de potencia en la fuente.

4.4. Analisis

En fibras dpticas, la transmisién de solitones se estudia, generalmente,
mediante la envolvente de los mismos (E(z,t)). Su propagacion en fibras
exentas de pérdidas puede ser descrita por la ENLS. Las pérdidas en la fibra
y la dispersion cromética son los principales obstaculos que afectan a la
propagacion de los pulsos de los solitones.

Ecuacién no lineal de Schrodinger

Vamos a estudiar ahora como se deduce la ecuacién ctibica no lineal de
Schrédinger a partir de las ecuaciones de Maxwell, aplicando las aproxima-
ciones oportunas a las fibras épticas . Asi tendremos el modelo del medio de
transmision.

En primer lugar, introducimos las ecuaciones de Maxwell (obtenidas a
partir de varias leyes fisicas como son las de Lorentz, Gauss, Ampere-Maxwell
y Faraday [18]) que son aquellas que relacionan las fuentes de los campos con
los campos generados. Ademads, estas ecuaciones caracterizan los campos elec-
tromagnéticos.

Para ello, diferenciamos segin el medio en el que nos encontremos. En
nuestro caso, consideramos un medio que sea isotropo, homogéneo y lineal,
en el que las ecuaciones de Maxwell son:

V- (eE+P)=V-D = p, (4.1)
V-B=V(uH+M) = 0, (4.2)
VxH = Jkx)+ 88_]15)’ (4.3)

0B

mientras que en el vacio el resultado de tales ecuaciones es:
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vV-E =2 (4.5)
€o
860E
VxH = J(X)—Fw, (47)
a/L(]H
E = - . 4.
V X By (4.8)

donde los nombres y unidades de los elementos involucrados en ella son:

» E(V/m) = Intensidad de campo eléctrico.
» H(A/m) = Intensidad de campo magnético.
» p(Cb/m?) = Densidad de carga eléctrica.

» J(A/m?) = Densidad de corriente eléctrica. En general J = J.+J,
(la libre y la que viene del campo y las cargas en movimiento).

» D(Cb/m?) = Desplazamiento eléctrico o densidad de flujo eléctri-
co.

» B(T = V.s/m?) = Densidad de flujo magnético.

» ¢(F/m) = permitividad eléctrica del medio. ¢, = 8.85 x 1072 F/m
es la del vacio.

» u(H/m) = permeabilidad magnética del medio. py = 47x10~"H/m
es la del vacio.

Ademas, segun sea el medio con el que trabajamos tenemos
» Polarizacién dieléctrica P (Cb/m?) tal que
D=¢E+P.
Si estamos en el vacio P = 0.
» Polarizacién magnética o imanaciéon M (A/m) tal que
B = pioH + oM.

Si estamos en el vacio M = 0.
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Observamos que existe una relaciéon entre E y P que se podemos des-
cribir explicitamente introduciendo la susceptibilidad. Es decir, existe una
funcién x(t) tal que

P(r,t) =€ /Oo x(t—t)E(r,t')dt'. (4.9)

[e.o]

En los medios isotropos y lineales, como es nuestro caso en las fibras opti-
cas, P es proporcional a E y estan en la misma direccién.

Queremos ahora construir un modelo cuantitativo de la Optica electro-
magnética, lo que lleva a hacer un estudio analitico y hallar la ecuacién de
propagacion.

Asi, utilizando las ecuaciones de Maxwell (4.3) y (4.4), y teniendo en
cuenta que el medio dieléctrico en el que trabajamos no tiene imanacién
(M = 0), deducimos que
1 O’°E 0’P
2or MOW’
donde ¢ = 1/(epo) y c es la velocidad de la luz en el vacio (¢ = 3 x 10
cm/seg).

VXxVXE=-— (4.10)

Es bien conocida la igualdad vectorial

VxVxE=V(V-E)—-AE.

Si ahora pensamos que tenemos cierta densidad de carga y aplicamos
(4.1) en la igualdad previa, obtenemos

VxVxE = v(2-1v.p)_aE
€0 €0
=V (ﬁ - lv. ((—:0/ x(t —t)E(r,t) dt’)) — AE,
€0 €0 —o0

donde la tultima igualdad es consecuencia inmediata de (4.9).

Uno de los primeros aspectos que podemos resaltar es que la susceptibi-
lidad en el material de las fibras épticas tiene un comportamiento local muy
restringido, de hecho, més adelante lo podremos aproximar por deltas de Di-
rac. La ecuacién (4.10) es lineal en E, de manera que podemos traspasarla
al dominio de frecuencias mediante la transformada de Fourier, siendo esta

+00

E(r,w) = / E(r,t)e ?“tdt,

—00
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donde j%2 = —1.

Si hacemos tinicamente la transformada de las derivadas con respecto del
tiempo, introduciendo la relacién entre la polarizacion y el campo eléctrico,
que no es otra cosa que una convolucion, tenemos la expresion

~ 1 O°E o*P w? ~
VXVXE=F|—-——5 —to=5 | = €(w)=5E(r,w), 4.11
< 2o Mo () c? (r,w) (4.11)
donde €(w) es la constante dieléctrica dependiendo de la frecuencia que ahora
pasamos a describir. Esta viene definida por é(w) = 1 + x(w) siendo x(w) la
transformada de Fourier de x(t) que, en general, es compleja.

Ademads, podemos relacionar € con el indice de refraccién n(w) y el
coeficiente de absorcién «o(w) mediante la relacién

fw) = (e + j““”))z

2w

Los parametros introducidos pueden ser relacionados con la susceptibilidad
por medio de las expresiones

n(w) =1+ %%()Z(w)) (4.12)
Y w
a(w) = n(w)c%(%(w)). (4.13)

La solucién de la ecuacién (4.11), por tanto, es una onda viajera de la
forma E = Eqexp(j(wt — kr)) donde k = w/c = 27/ X siendo \ la longitud
de onda y k el vector de onda. Normalmente se suele utilizar la notacién
fasorial que consiste en escribir la solucién anterior de la forma

— Jwt
E = E_ ",

siendo E. = Eqexp(—jkr) la amplitud compleja, pero teniendo siempre
presente que la senal es real de modo que una vez evaluado analiticamente

el campo debemos estimar la R(E), para obtener el campo que existe en
realidad.

Una vez obtenida esta funcién de onda, dado que estamos trabajando en
fibras dpticas, es decir, no tenemos cargas en la fibra (i.e. p = 0), llegamos
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a que la divergencia del campo eléctrico es nula. Asi, podemos simplificar la
expresion (4.11), resultando la ecuacién siguiente:

1 0%E 0P
—0= LY AR 414
2or THep (4.14)

Dividimos ahora P en una parte lineal mas otra no lineal, i.e. P =P +
Py 1. De este modo, la ecuacion anterior se convierte en

1B PPy 9P
2oz T e TH T

= AE. (4.15)

Ahora podemos considerar las siguientes aproximaciones a la hora de
tratar nuestra ecuacién

1. En las fibras opticas la parte no lineal Py producida por un campo
de luz se tratard de una pequena variacion de la parte lineal Py,.

2. Dado que estamos en una fibra éptica con las mismas caracteristicas en
todo punto, es decir, homogénea e isétropa, el campo éptico mantiene
su polarizacion a lo largo de toda la fibra. Basta con escribirlo como un
escalar multiplicado por el mismo vector para todos los casos, es decir,
si orientamos el campo y la fibra de tal forma que el vector que nos
marca la direccion del campo sea x tenemos

E(I‘,t) = )A(E(I',t), PL(I',t) = )A(PL(I',t), PNL(I',t) = )A(PNL<I'7t).

3. Se considera un campo 6ptico cuasi-cromatico, es decir, el espectro del
campo estd centrado en wy ~ 10 Hz y la variacién de las frecuencias
es tal que

Aw

— << 1.

Wo
Dado cual es wy esta ultima variacién es vélida para pulsos cuyo ancho
sea inferior a 0.1 x 10~ 2seg. = 0.1pseg..

Nuestro objetivo es estudiar la transmision de los campos, con lo que,
debido a las tres observaciones anteriores, esta transmision debe ser real y
centrada en wy. Teniendo esto en consideracién, junto con la segunda obser-
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vacién previa, la ecuacién (4.15) se escribe de la forma siguiente

1 . -
A (afc (E(r, t)e’" + E(r, t)e_wot)) (4.16)
10% (1 , _
— | == Jjwot —jwot

S5 <2x (E<r, 1)er ot 4 E(r, t)e ))
9* (1 . -
| = Jjwot —jwot

+'u08t2 <2x (PL(r, t)e’" + Pr(r,t)e ))
0% (1, ot | BT —iw

Thge (§X (Pusr.)e + Py (r1)e ‘”))

siendo E(r,t), Pr(r,t) y Pnp(r,t) los complejos conjugados de E(r,t), Pp(r,t)
y Py (r,t) respectivamente.

Ahora bien, fisicamente sabemos que la respuesta a la luz de cualquier
dieléctrico se convierte en no lineal cuando el campo electromagnético es muy
intenso, cosa que sucede en las fibras épticas . Pensando en esto, la polariza-
cion inducida en los dipolos es no lineal con respecto al campo eléctrico E.
Una forma de expresar esto segtn sea el orden de linealidad en E seria

P =¢ (x‘” "E+4+ @ EE+X<3>5EEE+---), (4.17)

donde Y1), j =1,2,..., es la susceptibilidad de orden j que, obviamente, es
un tensor de rango j + 1.

A partir de la fisica, sabemos también que en las fibras épticas los efectos
a partir del tercer orden son despreciables, con lo cual, lo que nos interesa es
lo que sucede en los tres primeros a la hora de introducirlos en la ecuacién
de ondas anterior (4.16).

(A) Empezamos estudiando lo que sucede para la parte lineal. La relacién
(4.9) proviene de una relacién entre el campo eléctrico y el campo de po-
larizacion que éste produce en el medio. Esta relacién la tenemos para el
dominio del tiempo. Sin embargo, ya observamos antes que dado que esta-
mos trabajando en fibras dpticas, los dos campos llevan la misma direccién
y hemos supuesto que es x. Podemos entonces deducir la siguiente relacion
para el caso escalar

Pr(r,t) = 60/ XDt =t E(r, t')e?o! at'. (4.18)

—00
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Aplicando la identidad de Parseval junto con alguna otra propiedad de la
transformada de Fourier (ver [17]), (4.18) se puede escribir de la siguiente
forma -

Pr(r,t) = eo/ XD (W)e ™ B(r, w — wp) dw, (4.19)

[e.e]

considerando las transformadas de Fourier de los integrandos anteriores. Asi

—_—

XM (—~w) es la transformada de Fourier de x(!) respecto de ¢’ y E la transfor-
mada de Fourier respecto de la variable ¢’ del campo eléctrico E.

(B) En cuanto a la polarizacién no lineal, por lo comentado anteriormente
Py ~ € <X<2> EE + x(3)EEEE) : (4.20)

Ahora bien, podemos observar lo siguiente:

» Desde el punto de vista fisico x?) es no nulo sélo para medios de niveles
moleculares no simétricos. Como en las fibras épticas solemos emplear
S10,, v este se trata de una molécula simétrica, es claro que en nuestro
caso

= Es claro entonces que

PNL ~ 60/ X(g)(t — tl,t — tg, t— tg)E(I', tl)E(r, tg)E(I‘, tg)dtldtgdtg
R3

(4.21)
En cuanto a este x®, fisicamente sabemos que la respuesta del dieléctri-
co es instantanea con lo que

YOt =ty t —to, t —t5) = xV6(t — 11)8(t — t2)5(t — t3).

Tras hallar la integral de (4.21) teniendo encuenta lo anterior, consi-
deramos la aproximacién como igualdad por los razonamientos ante-
riormente establecidos, y también asumimos que las expresiones son
escalares en lugar de campos en las fibras épticas. Por tanto, tenemos
que

Pyi = eoxVE(r, ) E(r, t)E(r, 1) = egens(r, 1) E(r, 1) (4.22)

siendo
3
enc(r,t) = x| E(x, 1))

que es la contribucién no lineal de la constante dieléctrica.
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Para estudiar ahora la ecuacion (4.16) observamos que todos los campos
estan en la misma direccion, es decir, todos son proporcionales a X, y ademas,
en la suma tenemos un escalar y su conjugado con lo que la ecuacién (4.16)
se puede pasar a una mas simple considerando todas las partes con exponen-
ciales positivas de la ecuacién iguales (con las negativas también se podria
hacer, igual que si consideramos parte real y parte imaginaria)

1 6” . A
o (B )e™) o & (Pu(r, t)er™")

+ 10 5z (Pyi(r, t)et) = A (E(r,t)e’™") (4.23)

Aplicando esta, (4.18) y (4.22) tenemos

1 82 jwot 1 62 ° (1) / N jwot’ g4/
?@(E(r’we )+§@ X (t—t)E(r, ")’  dt (4.24)
L LB ) = A (B(r, )t
c ot? ’ ’

Ahora bien, si empleamos (4.19) tenemos

1 82 ot 1 82 0 — =~ —dwt
B ) + O / XD (W) E(r, w — wo)e 9" duw (4.25)
1 62 E " ot — A(E ¢ Jwot
+§@ (GNL (r,t)e ) = ( (r,t)e )

Hacemos ahora la Transformada de Fourier respecto a t de expresiéon
superior teniendo en cuenta que, gracias a las propiedades de la Transformada
de Fourier (ver [17]), la transformada de f(t)e?** no es otra que f(w — wy),
esto es, la propiedad de traslacion en la transformada. Eliminamos también
la integral del producto escalar por ser muy pequeno el rango de frecuencias

con el que trabajamos. Tras estas aproximaciones, (4.25) se convierte en

1 5~ 1
ngE(r, w—wp) + C—szx(l)(w)E(r,w — wp) (4.26)

—i—c%wzeNL(r,w)E(r,w — wp) + AE(r,w —wp) =0.

Consideramos ahora, simplemente a efectos de notacion, que

y también denotamos
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Introduciendo esta notacién en (4.26), obtenemos la siguiente expresién
K2e(w)E(r,w — wp) + AE(r,w — wy) = 0. (4.27)

Nos disponemos a continuaciéon a realizar separacion de variables en esta
ecuacion. Para ello, consideramos

E(r,w —wy) = Fz,y)A(z,w — wp)e?™? (4.28)

donde A(z,w — wp) es una funcién de variacién lenta en z, ya que la parte
principal del peso del movimiento en z viene dado por la exponencial com-
pleja, dado que [ se considera el nimero de onda.

Previamente a introducir esta igualdad en la ecuacion, realizamos el desa-
rrollo siguiente

aa—; (g(z, w— wo)ejﬂoz>
52

= 52 <g(z,w - wo)) eiPoz

o /~ .
; _ jBoz
+27 Bo B (A(Za w wo)) €

— Bg g(z, W — wo)ejﬁoz.

e ., . ., 2 7
Como A es una funcién de variacién lenta de z entonces %A ~ 0, con lo
que

0? : 0 A ~ ,

E) (A(z,w - wo)eﬁoz) ~ 2‘]&]& (A(z,w - w0)> eIP07 B2 Az, w—wq)elPo?.
(4.29)

Sustituyendo (4.28) en (4.27) y teniendo en cuenta (4.29) tenemos

&(w)K2F (2, 1) Az, w — wo)e??* + (Ayy F(z, Y)A(z, w — wp) el

0 [~ . ~ .
+F(z,y) (2]’60& <A(Z7 W — wo)) &% — B A(z,w — wo)eﬂoz) =0.

Dividimos la expresién anterior por F(r,w —wp) y obtenemos

w2+ Laf @A w = w)e®:
F(z,y)A(z,w — wq)eiPo?

F(x,y) (%50% <f~1(2,w — w0)> eiboz _ ﬁgﬁ(@w — w())@jﬁoz) ;
+ e — .
F('Thy)A(Z;W — WO)ejBOZ
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Por tanto

F(z,y) Az, w — wp) -0

Ew)KE + AayF(2,y) + 2Bz Az, w — wo) — B A(z,w — wo)

Dado que los dos sumandos son de variables distintas, los igualamos a la
misma funcién — 32 que sélo depende de w, de donde deducimos las siguientes
dos ecuaciones

O*F(z,y) +@2F(w,y) N

5. e (E(w)KG + B*(w))F(x,y) = 0, (4.30)
y _
209 + (F() — A =0 (4.31)
Despejando en esta ultima,
9A ~
% - 2—50(52(&1) —B5)A
= 55 ((B@) + B)(B() — o)) A
~ 5 (2 + B)(B) — o) A

La aproximacién es posible gracias a considerar AfS fijo, sin depender
de w, dado que su valor tendra realmente muy poca variacién, y ademas,
podemos relacionarlo con los efectos de las pérdidas y las no linealidades de
la fibra. Aun asi, hallamos el desarrollo de Taylor de (w) en wy y obtenemos

B() = o+ Bu(w — wo) + el — o)’ + éﬁg(w )+

donde g
Bn - d_n |w=w0
w
Dado que Aw < wy, podemos deducir que el término cibico y los de mayor

orden son despreciables.

Tomando como exactas las aproximaciones tenemos

= (ﬂw —wp) B + %(W —wp)* B2+ j <§§0) > A.

o
0z

Hacemos la transformada de Fourier inversa y como resultado obtenemos
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OA  9A j . O*A  (AB)
0.~ or T2 ar T a5,
Ademas ApS incluye efectos de pérdidas « y no linealidades de la fibra ~y
de la forma siguiente

A.

2
j—(M) A= S A+ jylAPA.

280 2

Asi, la propagacién a lo largo de un pulso 6ptico seria

94
0z

0A § 0?’A « . )
Bla + 552@ + EA = j7|AI"A, (4.32)

donde

= 7 es el coeficiente que incluye los efectos de las no linealidades en la

fibra.

a incluye los efectos de las pérdidas en la guia.

la amplitud A estd normalizada de modo que |A|? es la potencia Gptica.

B1 esta relacionado con la velocidad de grupo, v, = ,8% Dicha velocidad
es aquella a la que se desplazan los pulsos.

By estéa relacionado con la dispersion de la velocidad de grupo. En el
caso de fibras dpticas, se trata de una dispersién andémala dado que
se trata de un medio dispersivo, en el cual la velocidad de grupo es
mayor que la velocidad de fase (aquella necesaria para mantener la fase
constante)

Con ciertos cambios de variable y, ciertas condiciones, la ecuacién (4.32)
es conocida como la ecuacién cibica no lineal de Schrodinger.

Una vez obtenida dicha ecuacién, podemos realizar un analisis de la misma
aplicando las discretizaciones en espacio y tiempo obtenidas en los capitulos
anteriores, gracias a la FFT y los métodos Runge-Kutta exponenciales, con
el objetivo de obtener una aproximacion a la solucién de (4.32). Notemos que
las tinicas modificaciones necesarias consistirian en anadir tanto el término de
orden 1, como un término lineal en A, lo cual no supone una gran dificultad,
sino un ligero incremento en el coste computacional.
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4.5. Conclusiones

Observamos en (4.32) que si las pérdidas de la fibra son minimas y la ve-
locidad a la que se desplazan los pulsos lo suficientemente grande, la ecuacion
resultante seria la siguiente:

S92

O = L0 8 v ilAPa (4.33)
la cual se corresponde con la ecuacién de Schrodinger cibica no lineal, an-
teriormente analizada. Esta ecuacién es valida siempre que la fibra optica
convencional verifique las condiciones anteriores (o ~ 0y f; ~ 0). La ecua-
cién (4.33) muestra que, a través de una adecuada combinacién entre formato
de pulso, su intensidad maxima y su anchura, las no linealidades tipo Kerr,
i.e. jy|A|*A, pueden compensar exactamente la dispersion de la velocidad
de grupo, —%ﬁg%(éﬂfl/ Ot?), lo cual significa que el pulso se propagaréd por
la fibra sin ningun cambio (distorsién). Esto se da, en parte, gracias a la
tecnologia actual de construccién de fibras épticas que ha logrado disminuir
considerablemente las pérdidas en la fibra, obteniendo valores muy proximos
a 0.

Esto implica, como ya bien hemos dicho, que la solucién (aproximacién)
de la ecuacion sea una constante, es decir, en la practica la onda se propaga
sin sufrir deformacién alguna.

Finalmente, resaltamos el hecho de que los solitones presentan una velo-
cidad de grupo extremadamente alta, lo que nos permite presentarlos como
la mejor alternativa para las comunicaciones épticas de alta velocidad y de
considerable ancho de banda.
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