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Capitulo 1

Introduccion

Las ecuaciones diferenciales son, hasta el dia de hoy, el lenguaje més natural para expresar
los fenémenos y procesos fisicos del mundo que nos rodea. Expresan variacion, relacion entre
fenémenos, suavidad o falta de ella, evolucién, transporte, etc: los ingredientes necesarios
para crear modelos que describan adecuadamente el mundo visible y poder asi predecir el
comportamiento de la naturaleza.

Es por ello que su estudio, tanto desde el punto de vista continuo como desde el punto de
vista numérico, es un campo de gran relevancia dentro de las matemaéticas actuales, presentando
gran cantidad de tipos de ecuaciones distintos, enfoques que relacionan distintas areas de las
Matematicas y multitud de peculiaridades que hacen que se trate de una materia de estudio
realmente amplia. Este trabajo se centrara en el estudio desde el punto de vista abstracto del
problema continuo de Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP’s) lineales que surgen de forma
natural asociadas a procesos fisicos de evolucién, es decir, que corresponden a caracterizacién
del estado de un sistema determinado al transcurrir un lapso de tiempo bajo la actuacion de
un cierto conjunto de leyes fisicas. En concreto, se estudiaran problemas parabdlicos.

Las EDP’s lineales suelen clasificarse en tres grandes grupos: elipticas, parabdlicas e hi-
perbolicas. Como ya se ha dicho, los resultados de este trabajo se aplican a EDP’s parabdlicas
lineales. Un vistazo a la estructura de la ecuacion del calor, que es el prototipo por excelencia
de ecuacion parabdlica lineal, va a ser de gran ayuda a la hora de definir los problemas que
se van a poder tratar con los resultados de este trabajo. Dado un dominio € suficientemente
regular, por ejemplo, se buscan funciones u : Q x [0,00) — R que para todox € Qy t > 0
verifiquen la ecuacion

ug — Au = f. (1.1)

Esta se trata de una ecuacién de evolucién temporal ligada al operador laplaciano A, en la
que u; es la unica derivada respecto de la variable ¢ que aparece. La funcién f : Q x [0, 00) —
R es habitualmente denominada dato no homogéneo. Dicha expresién rige el cambio de la
temperatura en los puntos de un dominio determinado a lo largo de un lapso temporal, donde
f representa a las fuentes dentro del dominio.

Ademads, como el problema, es la evolucién térmica desde un estado conocido, se necesitara
anadir a una condicién inicial u(z,0) = ug(z) para todo = € Q, ug : @ — R, que aqui
se ha tomado en el 0 pero mediante un desplazamiento podria ser en cualquier otro punto, y,
dependiendo de la naturaleza de €2, pueden ser necesarias también condiciones frontera.
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El laplaciano es el representante mas comun de los llamados operadores diferenciales lineales
elipticos, que son la familia de operadores que permitird definir lo que es un problema parabélico
lineal. A continuacién, se procederd a definir adecuadamente dichos operadores.

Sean € C R™ un dominio acotado de clase C™ (Definicién |A.4.5)) y A(z, D) un operador
diferencial lineal de orden m definido en €2 dado por

A(z,D)= > an(x)D* z e, (1.2)

|a|<m

donde es usual exigir que los coeficientes que acompanan a las derivadas, a, : Q2 — R,
pertenezcan a L%°(2). Se estd utilizando la notacién usual de multindices para « (Definicién
, denotando de esta forma las derivadas parciales por D®. Se llama parte principal del
operador A, y se denota como A°(x, D) a los términos del operador A que incluyen tinicamente
a las derivadas de orden méximo m,

A%(x,D) = Y aa(z)D* z €. (1.3)

loe|=m
Es la parte principal la que va a servir para definir la elipticidad del operador. Se dird que un
operador diferencial lineal como (|1.2)) es eliptico si verifica una condicién de positividad sobre

los coeficientes de su parte principal, en concreto, que para todo x € 2 y para todo £ € R™ no
nulo se verifique

K@= Y aa@)e® = Y an(@)ere g8 > 0. (1.4
|a|l=m la|=m

Para operadores con coeficientes complejos se suele definir la elipticidad fuerte pidiendo que una
condicién similar a la antes expuesta se verifique para la parte real, como se puede encontrar
en la Definicién [A-4.4] Se comprueba de forma inmediata que operadores como el laplaciano
m-~dimensional

A= Z 52’ (1.5)

o un laplaciano m-dimensional pesado con coeficientes positivos a, : @ — RT, con n €
{1,2,...,m},

Ay = Z an 8 2 > (1'6)

son operadores elipticos, ya que verifican (1.4). En el Apéndice se pueden encontrar otras
definiciones de condiciones de elipticidad semejantes a la presentada, que son necesarias en
ciertos teoremas.

Se dird entonces, por paralelismo con la ecuacién del calor (1.1)), que un problema lineal es
parabdlico si estd regido por una ecuacion diferencial de evoluciéon del tipo

ur — Az, D)u = f, (1.7)

donde A es un operador diferencial lineal eliptico. Después, una vez se haya llegado al problema
abstracto, se desgranardn las posibles dependencias del operador y el término no homogéneo,
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clasificando los problemas en funcién de ellas. El paso siguiente es transformar este problema
de EDP’s en el problema abstracto que se va a estudiar en este trabajo. Este proceso no es
sencillo y no es el objetivo de este trabajo, que ya estd enfocado directamente sobre el problema
abstracto, por lo que se presentaran unicamente las ideas principales a titulo informativo. Un
poco més adelante se referenciard donde pueden encontrarse los resultados concernientes.

Para formular un problema abstracto a partir de la EDP , se necesita lo que se
denomina una realizacion diferencial o, simplemente, una realizacion, que consiste en elegir
unos espacios de funciones adecuados donde pasar a representar la EDP. Una vez elegido un
espacio de Banach X correspondiendo a un espacio de funciones adecuado de Q en R, las
soluciones, que antes se buscaban entre las funciones €2 x [0, 00) — R con regularidad suficiente
se pasardn a buscar como funciones u : [0,00) — X, es decir, que para cada t € [0,00),
u(t) € X representa a la funcién en ese instante de tiempo. Ademds, serd necesario identificar
un subespacio lineal de X, D(A) que serd el que contiene a los elementos de X que tienen
regularidad (espacial, no puede haber otra en los elementos de X) suficiente como para que
se pueda aplicar el operador diferencial sobre ellos. De esta forma, el problema pasa a estar
formulado por un operador lineal, cerrado y no acotado A : D(A) C X — X (Seccién .
Ademas, por la necesidad de aplicarles el operador, las soluciones deberian buscarse de forma
que verifiquen u(t) € D(A) para todo t > 0. El dato no homogéneo también se convierte de
la misma manera en una funcién f : [0,00) — X. Utilizando esta metodologia el problema
abstracto lineal auténomo (con operador independiente del tiempo) queda escrito como

d
di:(t) + Au(t) = f(t), para0<t<T, 19
u(0) = wo, ug € X.

Como una de las propiedades que debe presentar el espacio D(A) es que sus elementos tienen
que tener derivadas aunque sea en un sentido generalizado, esto lleva a introducir los espacios de
Sobolev (Seccién , que precisamente estan construidos de esa manera. Es habitual entonces
que D(A) sea un espacio de Sobolev del tipo W™ P(Q) mientras que X sea LP({2). De hecho,
los Teoremas de generacién y que se presentan en el Apéndice [A.4] se refieren en
concreto a ese caso. Aunque puede parecer a primera vista que el problema abstracto lineal
auténomo s6lo sirve para tratar Problemas Puros de Valores Iniciales (sin condiciones
frontera), esto no es asi. Las condiciones frontera Dirichlet homogéneas de la EDP original
pueden introducirse en este problema abstracto dentro del dominio D(A). En ese caso

D(A) = {u € W™P(Q) : u(z) =0, Yz e dQ}. (1.9)

Aqui el operador A : D(A) C X — X es lo que se denomina una realizacion diferencial de
un operador como el de la ecuacién , en el que los coeficientes no dependen ni del tiempo
ni de la propia solucién. Este trabajo se centrard en los resultados de existencia y unicidad
de soluciones de problemas abstractos de este tipo y de los que se mostrard a continuacién,
asumiendo las hipdtesis sobre A que se derivan de las distintas realizaciones en espacios de
funciones concretos, pero sin profundizar en ellas mas alld de un primer nivel. Cuestiones sobre
cotas a priori para operadores elipticos, inclusiones continuas de espacios de Sobolev o toda
la familia de resultados de generacién de semigrupos a partir de realizaciones de operadores
quedan pues al margen de este trabajo, centrado en resultados de existencia y unicidad para
el problema abstracto. Estos y otros temas relacionados dan lugar a otro amplisimo estudio
que podria ser una de las continuaciones naturales para el estudiante. No ha de perderse de
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6 CAPiTULO 1. INTRODUCCION.

vista que los citados resultados forman la base que otorga sentido al presente estudio abstracto.

Como se ha mencionado ya, los problemas abstractos que se trataran en este trabajo seran
construidos a partir de operadores diferenciales lineales elipticos. Esta particularidad va a dotar
al operador lineal abstracto de unas propiedades que van a permitir resolver la existencia,
unicidad y dependencia con los datos de las soluciones. Los trabajos y resultados de matemati-
cos como Shmuel Agmon [3, 4], Avron Douglis [4], Louis Nirenberg [4], H. Bruce Stewart
[22], Felix E. Browder [9], Brunello Terreni [2], Paolo Acquistapace [2] y otros, garantizan,
en distintas condiciones, que los operadores lineales abstractos que provienen de operadores
diferenciales lineales elipticos son generadores de semigrupos de operadores lineales y continuos
(se estudiaran en la Seccién . Este hecho es el que dota de sentido al presente trabajo, ya
que justifica que el estudio de ecuaciones diferenciales con operadores entre espacios de Banach
que generan semigrupos analiticos es aplicable a EDP’s parabdlicas en dominios reales. Esta
serd la hipdtesis clave bajo la que se tratara el problema (1.8]), que —A : D(A) — X genere un
semigrupo analitico de operadores lineales y continuos.

El siguiente paso en la secuencia de problemas a tratar es, naturalmente, el caso no
autonomo, es decir, en el que el operador lineal abstracto A depende del tiempo, que se
corresponderia con un operador diferencial lineal eliptico cuyos coeficientes dependen del
tiempo, o con la introduccién de condiciones frontera homogéneas que provoquen que el dominio
del operador abstracto varie con el tiempo. El problema abstracto pasa a ser del tipo siguiente,
que sera tratado en el Capitulo

du
Wy + A = 1), 0<i<T: o)
u(0) = ug, up € X,

donde —A(t) : D(A(t)) C X — X es generador de un semigrupo analitico de operadores lineales
y continuos para cada t € [0,7], y el dato no homogéneo sigue siendo del tipo f: [0,7] — X.
Las hipdtesis que se requieren para resolver este problema imponen buscar soluciones en [0, 7]
en vez de en [0,00). El estudio de soluciones asintéticas, es decir, para t € [0,00) no ha sido
tratado en este trabajo. En concreto, el problema de EDP’s del que proviene se puede
escribir como

ou
at(x t) + Az, t, D)u(z,t) = f(z,1), reQ, 0<t<T,
Bj(z,t, D)u(x,t) =0, xed, 0<t<T, j=12,...,m/2,
u(z,0) = up(z), x €,
(1.11)
donde
Bj(z,t,D) = > bjs(x,t)D (1.12)

|8]<m;
son los operadores que representan las condiciones frontera, y a los cuales se les exige una
condicién de normalidad y otra complementaria (en vista a que la realizacién verifique la
propiedad de generar semigrupos analiticos), que pueden encontrarse en la Definicién y
el Teorema, A(z,t, D) es ahora un operador como , pero en el que los coeficientes
dependen del tiempo y es eliptico para cada t € [0, 7],

A(z,t,D) = Z a(z,t) D, x € Q. (1.13)

laj<m
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La condicién inicial y el dato no homogéneo tienen el mismo sentido que en (|1.1). Entonces,
para cada t € [0,T], se considera el operador lineal abstracto (A(t)u)(x) = A(x,t, D)u(x) con
dominio

D(A(t)) = {u e W™P(Q): Bj(z,t,D)u(x) =0, x € 0Q, j=1,2,...,k}. (1.14)

Resultados de generacién de semigrupos analiticos como los que se pueden encontrar en el
Capitulo 3 de [I7], y que son debidos a los trabajos antes mentados, aseguran que el operador
asi construido (con alguna imposicién complementaria que no concretaremos por ahora) es
generador de un semigrupo analitico. Por tanto, dicho problema se puede reducir al problema
no auténomo abstracto antes descrito. De esta forma, el tratamiento del problema abstracto
proporciona herramientas para demostrar existencia y unicidad de problemas de EDP’s con
condiciones frontera homogéneas. En la Seccién [4.4] se hard un inciso sobre cémo incorporar
condiciones frontera no homogéneas.

Pese a que el presente trabajo sdlo llega hasta aqui, hasta el caso lineal no auténomo, se
puede notar que la mayoria de problemas que proporcionan la fisica y la biologia son problemas
no lineales. Aunque el estudio detallado del problema abstracto en este trabajo se limite al
caso lineal, en el ultimo capitulo se comentardn algunas ideas necesarias para aproximarse a
los casos semilineal y casilineal. El problema semilineal abstracto es aquel en el que el dato
incluye dependencia con la solucién de forma f(t,u),

du
B+ Au(t) = f(t.u),  0<t<T, (1.15)
u(0) = o, ug € X,

es decir, en el que ahora se define el término no homogéneo como f : [0,7] x X — X. El
problema casilineal abstracto es aquel en el que el operador también depende de la solucién
A(t,u),

d
di:(t) + A wut) = f(tu), 0<t<T,
u(0) = up, up € X,

(1.16)

es decir, en el que el operador lineal abstracto es de la forma A(t,z) : D(A(t,z)) € X — X
para cada t € [0,7] y cada = € X. El ultimo estadio son las ecuaciones completamente no
lineales, cuya no linealidad se sale de las posibilidades antes descritas.

A continuacion, se presenta un breve resumen del contenido que desarrollan los distintos
capitulos del trabajo. El Capitulo [2| estd destinado a presentar los resultados necesarios de
andlisis real y funcional que son requeridos para el desarrollo de la teoria posterior. Estos
resultados sirven de base para lo siguiente y establecen el nexo imprescindible con los contenidos
del Grado en Matematicas. El Capitulo [3| del presente trabajo esta dedicado a desarrollar
los fundamentos de la teoria de semigrupos que antes han sido mencionados. Estos son, en
cierta forma, una generalizacion de la idea de exponencial a operadores diferenciales, de forma
que permiten resolver EDP’s mediante un tratamiento andlogo, en cierta manera, al de las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO’s). En primer lugar, se estudiardn los semigrupos
de clase Cy, que en general corresponden a problemas hiperbdlicos, y después se estudiaran
aquellos que, ademds, son semigrupos analiticos, los cuales corresponden a los problemas
parabdlicos que se van a tratar, como ya se ha explicado.
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8 CAPiTULO 1. INTRODUCCION.

El Capitulo[d]se dedica a la demostracién de existencia, unicidad de soluciones y continuidad
respecto de los datos del problema lineal auténomo abstracto. Ademas, al final del capitulo
se presenta una construcciéon que permite incorporar contribucién de las condiciones frontera
no homogéneas. El Capitulo [5| presenta el caso lineal no auténomo abstracto, en el que los
operadores y sus dominios de definicion dependen de la variable temporal. Se demuestra la
existencia, unicidad de soluciones y continuidad respecto de los datos en términos de soluciones
débiles y clésicas. Para acabar, el Capitulo [f] recoge orientaciones, referencias y comentarios
para diversos temas que no han podido ser tratados en profundidad en el presente trabajo, con
especial interés puesto en el tratamiento de ecuaciones parabdlicas semilineales y casilineales.

Para acabar esta introduccién se pasa a enumerar una serie de problemas provenientes de
distintas ramas de la fisica que hacen que el estudio de ecuaciones parabdlicas siga siendo de
gran relevancia y que se pueden encontrar desarrollados en mayor profundidad en [17, 24].
Los problemas que se van a presentar son problemas semilineales, casilineales y totalmente no
lineales; que son los que mas habitualmente rigen los fenémenos fisicos y biolégicos. Como ya se
ha mencionado antes, no hay espacio suficiente en este trabajo para desarrollar las herramientas
especificas necesarias para atacar este tipo de problemas, sin embargo, se presentan aqui porque
el estudio de los problemas parabdlicos lineales ha de tener la vista puesta en el objetivo final,
que es, en la gran mayoria de los casos resolver problemas no lineales.

Modelos de separaciéon de fases: ecuaciéon de Cahn-Hilliard

La ecuacién de Cahn-Hilliard es una ecuacién semilineal parabdlica que describe el proceso
de separacion de dos fases de un componente binario que se separa de forma espontanea. Sea
Q un abierto de R? con frontera C*. La funcién u : Q x [0,00) — (a,b) indica la concentracién
de ambos compuestos, indicando u — a la presencia inicamente del componente 1, y u — b la
del componente 2. La concentracion viene regida por la ecuacion

?;;:A(—Au—i—cp(u)), t>0, zeQ,

ou 0Au
%(l’,t)—ﬁ(fﬂ,t)—o, t>0, :CG@Q,

u(z,0) = ug(z), x €,

donde g—;’; indica la derivada normal en la frontera. En ella ¢(-) : (a,b) — R es una funcién suave
que esté relacionada con el potencial quimico de la mezcla involucrada. En otras formulaciones
pueden aparecer mas constantes, que desaparecen al adimensionalizar la ecuacion.

Modelos de reaccion-difusién en materiales semiconductores

En 1950, William B. Schockley, quien cinco anios mas tarde obtendria el Premio Nobel de
Fisica por sus investigaciones sobre materiales semiconductores y el descubrimiento del tran-
sistor, presenté un modelo de reaccion-difusion que describia el comportamiento de electrones
y huecos (cuasiparticulas correspondientes a la ausencia de electrones en una banda de energia
de un sélido).

Dado € un abierto R™ con frontera suficientemente regular, que corresponde al semiconduc-
tor, son desconocidas las funciones que describen la densidad de electrones, u : £ x [0, 00) —

[0,00), v la densidad de huecos, v : Q x [0,00) — [0,00), para cada punto de  y para
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cada instante de tiempo ¢ € [0,00). A la evolucién temporal de estas cantidades contribuyen
la difusion de ambos tipos de particulas, que viene regida por coeficientes a > 0y b > 0
respectivamente (positivos porque ambos se difunden de donde hay més densidad a donde hay
menor densidad de sus respectivas especies); el arrastre por el potencial electrostatico ¢(x,t),
que habra que resolver mediante la ecuacion de Poisson, y cuya accién estd condicionada
por las movilidades g y v de ambas particulas, también constantes; las tasas de generacion
y recombinacién, dadas por una funcién f : [0,00) — R; y otras contribuciones externas
determinadas por funciones g : 2 — R y h : Q@ — R. El conjunto de ecuaciones viene dado
por

O A=V (iV6) + ) +g(x), (1) € Qx (0,00),
O —bA0 V- (V6) + () +g(e), (1) €D x (0,00),
0=cA¢p—u+v+ h(x), (z,t) € Q x (0,00),

donde las dos primeras ecuaciones pueden entenderse como ecuaciones parabdlicas semilineales
a cada potencial fijo. A estas ecuaciones habria que anadir las condiciones frontera e iniciales
que correspondiesen al problema fisico. A priori, globalmente este no se puede considerar un
sistema parabdlico, ya que el potencial electrostatico depende de las distribuciones de electrones
y huecos, y este se relaciona por la ecuacién de Poisson, que es de naturaleza eliptica. Sin
embargo, las técnicas que se utilizan para su tratamiento son las de las ecuaciones parabdlicas
semilineales, como se puede ver en [24].

Modelos de ondas de choque en aerodinamica

Aunque la propagacion de ondas suele ser un fenémeno intrinsecamente hiperbdlico, hay
casos en los que no es asi, como en la siguiente ecuacién propuesta por H. Bateman en 1915 (ver
el articulo de Cole [I1]) que describe la propagacién de una onda de choque unidimensional
en un fluido viscoso, u : [0, L] x [0,00) — R. Se trata de una ecuacién parabdlica casilineal.
Es de especial interés observar esta ecuacién ya que tiene una apariencia extraordinariamente
sencilla: se diferencia de la ecuacién del calor en un término uu, no lineal y en la dependencia
con la solucién del coeficiente de u,,. Se escribe

ou ou 0%u
Eﬁ-u%—y(u)@, t>0, 0<z<L,

donde v(u) es una funcién relacionada con la viscosidad del fluido. De hecho, al hacer v = 0
desparece el término realmente parabdlico y queda en evidencia el mecanismo de propagacién
de naturaleza hiperbdlica. Habria que anadirle también unas condiciones frontera e iniciales.

Modelos de teoria de explosiones

En la teoria de ecuaciones completamente no lineales resulta mas complicado etiquetar
ecuaciones diferenciales conforme a la clasificacién habitual, porque, de hecho, los operadores
dejan de ser lineales y pasan a tomar formas arbitrarias. De esta forma, cada ecuacion es
completamente diferente. Se aporta un ejemplo de una ecuaciéon de evolucién tratada por
Brauner, Buckmaster, Dold y Schmidt-Lainé, que se puede encontrar en [I7], y que describe
la propagacién de un frente de ondas en una explosion, g : [0, L] x [0,00) — R. Al tratarse de
una ecuacion de evolucién, esta puede tratarse con técnicas fundamentadas en las técnicas de
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10 CAPiTULO 1. INTRODUCCION.

ecuaciones parabdlicas.

-1 1
gt(t, x) = log (exp(cggm)) — ~(g2)%, t>0, 0<z<L,
COzx 2
9z(t,0) = g.(t, L) = 0, t>0,
9(0,z) = go(z), 0<z<L.

El frente de ondas de detonacion buscado viene descrito por g = 1.

Los modelos y ecuaciones que se han mostrado aqui son tan sélo un punado de todos los
que se pueden encontrar recorriendo las distintas dreas de la ciencia y de la técnica. En el
abanico mostrado se ha pretendido poner encima de la mesa problemas con distintos grados de
dificultad y de no linealidad, que marcan simbdlicamente una meta en el aprendizaje de teoria
de ecuaciones diferenciales parabdlicas.
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Capitulo 2

Resultados preliminares

En este capitulo se presentan un conjunto de resultados de andlisis real y funcional que
seran necesarios para el desarrollo de la teoria posterior. Uno de los objetivos més importantes
sera presentar resultados que generalizan resultados de calculo y analisis en R™ a espacios de
Banach, ya que es en ellos donde se resolveran los ya propuestos problemas abstractos
y . Merece la pena destacar antes de comenzar que a lo largo del trabajo se denotara
habitualmente C' una constante positiva, que no tiene por qué ser la misma de unas ecuaciones
a otras. Esta aparecerd especialmente en los Capitulos y

En algunas de las secciones siguientes se presentaran los resultados con su demostracion y
en otras se referird a bibliografia para encontrarla. El criterio elegido para esta distincién es
presentar las demostraciones de resultados que sean mas ilustrativos para el desarrollo posterior
del trabajo o enlacen muy directamente con contenidos del Grado. Por ejemplo, en la primera
linea se enmarcarian las demostraciones de la Seccién y en la segunda, las de las Secciones

2IyRA

2.1. Espacios de Banach y operadores

Un espacio de Banach X es un espacio vectorial normado que es completo en la topologia
inducida por su norma. Estos seran los espacios en los que tendran lugar los teoremas referentes
a los problemas abstractos de EDP’s parabdlicas que se presentan en este trabajo. Se denota
por X* al dual topolégico de X, es decir, al conjunto de funcionales lineales y continuos de X
en K, siendo K el cuerpo de escalares del espacio X. Se denotard por (u,v), a la evaluacién
del funcional u € X* en v € X. A partir de ahora, a no ser que se indique lo contrario, X serd
siempre un espacio de Banach.

El propésito de esta seccion es describir brevemente las distintas formas de convergencia
en espacios de Banach, y, en especial, en espacios de operadores lineales que apareceran a lo
largo del trabajo. Se dan por conocidos teoremas fundamentales de espacios de Banach como el
Teorema de Hahn-Banach, el Teorema de Banach-Steinhaus, el Teorema del Grafo Cerrado...
los cuales se pueden encontrar en textos como [33] 37, 40, [44].

Definicién 2.1.1. Dado z € X, se dird que una sucesién {z,},—; de elementos de X,
converge fuertemente a x, y se denotard por x,, — x, cuando lo hace en norma, es decir, si

lim ||z — x| = 0.
n—oo

11
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Definicién 2.1.2. Dado z € X, se dird que una sucesién {z,},~; de elementos de X,
converge débilmente a x cuando se verifica que para todo f € X* se tiene

(fyan) = (f,2).
Proposicién 2.1.1. Sea {x,},-, una sucesién en X, entonces
(1) si x, converge fuertemente a x, entonces converge a x también débilmente.
1) six, converge débilmente a x, entonces {||z,||}o°; estd acotado y ||z|| < liminf ||z,].
n=1
(111) si , converge débilmente a x y f, — f fuertemente en X*, entonces (f,,xn) — (f, ).

Demostracién. (1) Como [(f,z,) — (f,z)| = [{f,xn — )| < || f]| ||xn — z|| = 0, ya se tiene.

(11) Por el Teorema de Banach-Steinhaus se tiene que {||zy|/} -, estd acotado, pues por
la convergencia débil para todo f € X* el conjunto {(f,zn,)} - es acotado, que es la
hipdtesis necesitada para aplicar el teorema. Pasando al limite inferior la desigualdad de
la definicién de la norma de f se tiene (la convergencia del lado izquierdo la asegura la
hipétesis de convergencia débil)

[(fszn)| < f 2l VReEN = |[(f,2)] <||f]

lim inf ||z, ]| .
n—oo
Por la caracterizacion de la norma en base al espacio dual se tiene ahora que

[zl = sup [{f, )| <liminf [z,
Ifl<1 e

(11) Se sigue de la aplicacién siguiente de la desigualdad triangular

|<fn;xn> - <f,$>‘ ’<fn,xn> - <f7$n> + <fvxn> - <f,.CU>|
= [(fo = f,zn) + {f, 20 — 2)|

[(fn = fran)| + [(f, 20 — )]

|

f
[ fn = FHlznll + [(f 20 — @)1,

donde los dos términos de la ultima desigualdad tienden hacia cero porque por el apar-

tado anterior {||z,|},—; estd acotado, luego la convergencia fuerte f, — f hace que

| fn— fll llznll = 0y [{f,zn, — x)| — O por la definicién de convergencia débil.

<
<

O]

Definicion 2.1.3. Dados X e Y dos espacios normados sobre el mismo cuerpo K se represen-
tard por L£(X,Y") al conjunto de operadores lineales y continuos de X en Y. Se define la norma
del operador A € L(X,Y) por

[All = mf{M >0 : [|Az| < M |[z]|, Vze X},

y esta es, de hecho, una norma en £(X,Y"). Cuando el espacio de llegada sea el mismo que el
espacio de partida, X, simplemente se denotard £(X).

Definicién 2.1.4. Dada {A,} - ; una sucesién de operadores lineales y continuos de X en Y,

se dice que esta converge uniformemente o en norma a A € £L(X,Y) si

A= An] = 0.

lim
n—oo

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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Definicién 2.1.5. Dada {A,} - ; una sucesién de operadores lineales y continuos de X en Y,
se dice que esta converge fuertemente a A € £(X,Y) si para todo = € X se tiene que A,z
converge fuertemente a Ax.

Definicién 2.1.6. Dada {A,} -, una sucesién de operadores lineales y continuos de X en Y,
se dice que esta converge débilmente a A € L(X,Y) si para todo x € X se tiene que A,z
converge débilmente a Azx.

Proposicién 2.1.2. Dada {A,},7; una sucesién de operadores lineales y continuos de X en
Y se tiene que

(1) si {An},7 converge en norma hacia A, entonces también converge fuertemente,
(1) si {A,},2, converge fuertemente hacia A, entonces también lo hace débilmente.

Demostracién. (1) Es inmediato que, dado =z € X,
[Anz — Az| = [[(An — A)z|| < [|An — Al [[z]] = 0,
donde ||A4,, — A|| — 0 por la convergencia en norma.

(i) Si {A,},7, converge fuertemente hacia A entonces A,z — Az fuertemente y, por la
Proposicién se tiene que A,z converge débilmente a Az, luego {A4,},~, converge
también débilmente hacia A.

O]

Los operadores lineales que aparecen en el problema abstracto de EDP’s con los que
se va a trabajar tienen como dominios de definicién espacios de funciones suficientemente
diferenciables. Es natural, por tanto, trabajar en espacios de Banach en los que estos espacios de
funciones suficientemente diferenciables estén embebidos y considerar la posibilidad de definir
operadores en los que los dominios de definicién no sean el espacio total. Esta necesidad
justifica la introduccién de unos nuevos operadores ligeramente distintos a los operadores
lineales definidos hasta ahora, que serdn llamados simplemente operadores u operadores no
acotados. Hay que tener cuidado con esta forma de denominarlos y las definiciones, ya que
estos operadores no acotados pueden ser de hecho acotados, debido a que los operadores lineales
hasta ahora estudiados estdn englobados dentro de la definicién que ahora se va a aportar.

Definicién 2.1.7. Dados X e Y espacios de Banach, se dice que un par (A, D(A)) es un
operador lineal u operador lineal no acotado de X en Y, si A es una aplicacién lineal
D(A) Y y D(A) es un subespacio lineal de X.

Ha de tenerse en cuenta que no se requiere en la definicién que D(A) sea un espacio de
Banach. En la mayoria de los casos que apareceran en el subsiguiente trabajo se tratard de
un subespacio denso en X. Por simplicidad, se podra llamar operador u operador no acotado
a la aplicacién A en vez de al par (A, D(A)), indicando debidamente el dominio. A veces se
denotard A: D(A) C X —» Y.

Los conceptos de convergencia fuerte y débil que se han dado en las Definiciones y
para operadores lineales y continuos se extienden de forma natural a operadores lineales
no acotados, simplemente considerando ahora que se tiene que cumplir la propiedad para todos
los x € D(A) en vez de para x € X.

TRABAJO DE FIN DE GRADO JESUS DUENAS PAMPLONA



14 CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES.

La importancia que tenia la continuidad de los operadores lineales acotados va a descansar
en el caso de operadores lineales no acotados sobre la propiedad de ser cerrados, que se enuncia
a continuacién.

Definicién 2.1.8. Se dird que un operador lineal A de X en Y con dominio D(A) es cerrado
si para cualquier sucesién {z},-; en D(A) con limite € X tal que existe y € Y de forma
que Az, — y se sigue que x € D(A) y ademés Az = y.

Esta definiciéon que se ha aportado es la que resulta més practica en muchos casos, pero
se puede comprobar que es, en efecto, equivalente a que el grafo de A sea cerrado en X x Y.
Esta propiedad extiende la continuidad de forma natural, ya que el Teorema del Grafo Cerrado
asegura que esta propiedad es equivalente a la continuidad en el caso de operadores lineales
definidos entre espacios de Banach.

Proposicién 2.1.3. Dados X, Y espacios de Banach, B € £(X) un operador lineal y continuo
y A: D(A) — Y un operador lineal cerrado, con R(B) C D(A) C X, entonces el operador
AB: X — Y es lineal y continuo.

Demostracién. Dados {z,},., en X con limite z € X y dado y € Y tal que ABz,, — v,
basta con ver que ABx = y para comprobar que AB es cerrado. Ahora bien, como B es
lineal y continuo se tiene Bz, — Bz, y como A es cerrado y se tiene A(Bz,) — y entonces
A(Bzx) = ABx = y como se pretendia. Por el Teorema del Grafo Cerrado se tiene que AB es
lineal y continuo ya que estd definido en todo X y es cerrado. O

Cabe preguntarse la razén para denominar a estos operadores ‘no acotados’. Para ello,
se ha de pensar en espacios de funciones habituales que toman valores en R, por ejemplo
Ls([0,1],R), y un operador tal que % como operador diferencial. Si se toma la sucesién de
funciones g, () = 2™, es claro que g, — 0 en Ly([0,1]) y, sin embargo, g/,(z) = nz"~! tiende
hacia infinito en norma Ls([0,1]). Las imédgenes de una sucesién acotada por este operador
son no acotadas. Esa es precisamente la idea de operador no acotado que motiva la definicién
anterior, aunque los tradicionales operadores lineales y continuos también queden englobados

dentro de la definicién de operador no acotado.

En el Capitulolp|se va a necesitar introducir el concepto de operador adjunto de un operador
no acotado para tratar con las soluciones débiles del problema lineal no auténomo. Ha de tenerse
en cuenta que la siguiente definicién es general y no se restringe a espacios de Hilbert.

Definicién 2.1.9. Dado A : D(A) C X — Y un operador lineal no acotado con dominio
D(A), denso en X, se define el dominio de su operador adjunto como

DA*)={veY*: 3Fc>0tal que |[(v,Au)| <c|lu|, Yue D(A)}.

Es claro que D(A*) es un subespacio lineal de Y*, ya que si v1, v € D(A*) con respectivas
constantes ¢y, ca > 0, entonces dados A1, Ay € K se tiene que para todo u € D(A)

[(Arv1 + Agwa, Au)| < [Ai| [{vi, Au)| + [Xo] [(va, Au)| < ([M]er + [Aa] e2) [Jull -

Ahora, se define la accién de A* sobre un elemento v € D(A*). Para ello, se considera la
aplicacién g, : D(A) — K por g,(u) = (v, Au) para todo u € D(A), y por tanto |g,(u)| < c||ul|
para todo u € D(A). Por el Teorema de Hahn-Banach se puede extender g a un funcional
lineal f: X — K tal que tal que |f(u)| < c|lu|| para todo u € X. Esta extension es dnica y se
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define A*v = f. Esto da lugar a la relaciéon fundamental del operador adjunto dados u € D(A)
y v € D(A"),
<UvAu>Y*,Y = <A*vﬂu>X*,X7

donde con (u, v)y-. y se ha denotado la evaluacion del funcional v € Y* en v € Y. El subindice
indicando Y* y Y podra omitirse de ahora en adelante si los espacios estan claros.

De esta definicién se desprende autométicamente que si el operador A es lineal y continuo,
el dominio de A* es Y*. Ademas en este caso A* es también un operador lineal y continuo, ya
que

[A%| = sup [(A%v,u)| = sup [(v, Au)| < [[v]| sup [[Aul| = [jo][|A].
lull<1 lull<1 flull<1

Ademas ||A*|| < || A]l.

2.2. La derivada

Al querer trasladar las nociones de derivabilidad y diferenciabilidad a espacios vectoriales
normados (Banach, en este caso) hay dos definciones que cobran especial importancia: la de la
derivada de Fréchet y la de la derivada de Gateaux; que serian las generalizaciones respectivas
de diferenciabilidad y derivabilidad direccional. Sin embargo, estas no van a ser necesarias
en este trabajo, ya que estdn construidas para aplicaciones que van de un espacio vectorial
normado arbitrario Y en otro X, mientras que las derivadas que apareceran de los capitulos
siguientes se acogeran siempre al caso mas sencillo en el que Y es un subintervalo de la recta real
(que sera habitualmente el espacio donde viva el parametro de los semigrupos de operadores
lineales que se introduciran en el Capitulo [3]). Por tanto, es posible limitarse a unas definiciones
més sencillas. Se podrd encontrar un desarrollo més extenso en el Capitulo VIII de [36] y en
Capitulo XIII de [39].

Como se ha indicado, el caso especifico que se va a necesitar va a ser aquel en el que el
espacio de partida de las aplicaciones sea un abierto del cuerpo de escalares del espacio de
Banach de llegada. En este caso va a ocurrir lo mismo que ocurria con la diferenciabilidad y
la derivabilidad en las funciones reales definidas en R: que van a ser equivalentes. La siguiente
definicién sera suficiente para abordar la derivabilidad respecto de un parametro real.

Definicion 2.2.1. Dados I un intervalo abierto de R y X un espacio de Banach, se dird que
f: I — X es derivable en x( € I si existe f'(zg) € X tal que

f(zo+h) — f(z0)

li
11m h

h—0

— f'(z0)|| = 0.

Con esta definicién se verifican las propiedades clasicas de la derivada, con pruebas anédlogas
a las que se han llevado a cabo a lo largo del Grado (se pueden encontrar en la bibliografia
indicada al principio de la seccién).

Proposicion 2.2.1. Sea [ un intervalo abierto de R, y sean X, Y y G espacios de Banach.
Entonces

(1) Sif:I — X yg:I— X son derivables en zy € I entonces f + g es derivable en zg y
(f +9)(z0) = f'(z0) + ¢'(z0)-

(1) Dadoc e Cy f: I — X, para todo punto de I donde f sea derivable se tiene (c¢f) = cf’.
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(11) (Regla de derivacién del producto). Dados una forma bilineal continua X xY — G
(que hace las veces de producto), y dos funciones f : I — X, g : I — Y, ambas derivables
en zo € I, entonces la aplicacién producto fg es derivable en zy y ademas se verifica la
regla de derivacion del producto

(f9) (z0) = f'(z0)g(wo) + f(20)g' (x0)-

(1v) (Regla de la cadena para operadores lineales y continuos). Dados f: [ — X y
A : X — Y un operador lineal y continuo, entonces si f es derivable en xy € I se tiene
que Af es derivable en zg y ademas

(Af) (x) = A(f'(x)).

(v) Dado f: I — X derivable en I y con derivada 0 en todo punto del intervalo, entonces f
es una constante en I.

Holomorfia

Debido a las necesidades de la teoria concerniente al espectro y a la aplicacién resolvente,
que se formulard poco méas adelante, hace falta también adaptar las herramientas de variable
compleja hasta ahora utilizadas para poder trabajar con funciones que toman valores en
espacios de Banach. Todos los resultados que se expondran aqui se pueden encontrar junto
con una descripcién completa del tema en el Capitulo IX del libro [36] de J. Dieudonné.
También se puede encontrar un buen resumen de resultados de holomorfia de funciones que
toman valores en espacios de Banach en el Apéndice A del libro [31].

Definicion 2.2.2. Sean U C C abierto y X un espacio de Banach. Se dice que f: U — X es
analitica en un punto a € U si existe un entorno abierto de a contenido en U tal que en él
f(2) sea igual a la suma de una serie absolutamente convergente en la variable (z — a). Se dira
que una funcién es entera si es analitica en todo C.

La definicién de la derivada en el sentido complejo presenta la misma analogia con la
derivada respecto de un pardmetro real que presentaba en el caso de funciones con valores
reales: se cambia el espacio por el que h tiende hacia 0 por un trozo del plano complejo.

Definicion 2.2.3. Dados U C C abierto y X un espacio de Banach se dird que f: U — X es
derivable u holomorfa en zy € U si existe f'(z9) € X tal que

f(z0 +h) — f(20)

1§
1m h

h—0

- f’(Zo)H = 0.
Se dice que una funcién es holomorfa (respectivamente analitica) en un conjunto abierto si
lo es en cada punto del abierto.

Proposicion 2.2.2. Una funcién analitica en un conjunto abierto es infinitamente diferencia-
ble y todas sus derivadas son analiticas en dicho abierto.

Proposicion 2.2.3. Sean U C C abierto, X un espacio de Banach y f : U — X analitica en
U. Si en un entorno de a € U toma la forma

FO =3l —a),  aneX,
n=0
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entonces su derivada respecto de z se puede escribir como

F(2) =3 nan(z - a1 = 30+ Danea(z — )",
n=1 n=0

en dicho entorno de a.

Entre los muchos resultados idénticos a los de funciones que toman valores complejos que
se obtienen destaca la férmula de Cauchy, que sera utilizada en algunas ocasiones.

Definicién 2.2.4. Sean una curva v continua, diferenciable a trozos y parametrizada en I =
[a,b] C R, un espacio de Banach X y una funcién f : U — X, con U C C abierto que continene
a y(I). Se define la integral de f a lo largo de v como

b
2)dz = "(t) dt.
Lﬂ) wawwwt

Teorema 2.2.1. (Férmula de Cauchy). Sean U € C un abierto simplemente conexo y
f : U — X analitica, con X un espacio de Banach. Entonces para cualquier curva cerrada ~
diferenciable a trozos, parametrizada en I C R, con y(I) C U, y para todo z € U \ y(I) se

tiene .
n(,2)f() = 5 [ 1€
Y

dw,

donde n(v, z) es el indice de la curva 7 respecto del punto z.

La equivalencia entre los conceptos de funcion analitica y funcion holomorfa queda com-
pletado con el siguiente resultado, que requiere, como en el caso de funciones que toman valores
complejos, de la Férmula de Cauchy para su demostracién.

Proposicion 2.2.4. Dado D C C abierto, X espacio de Banach, y f: D — X continuamente
derivable, entonces f es analitica.

Teoremas del valor medio

En la Seccién 8.5. del libro de Dieudonné [36] se pueden encontrar las dos versiones
siguientes de teoremas del valor medio para funciones que toman valores en espacios de
Banach, analogos a los ya conocidos con funciones de variable real, los cuales seran usados
en el desarrollo posterior.

Teorema 2.2.2. Sean I = [a, f] un intervalo compacto de R, f : I — X, con X un espacio
de Banach, y ¢ : I — R una funcién continua. Si existe un conjunto numerable D tal que para
cada £ € I'\ D, f y ¢ son derivables en ¢ y verifican || f/(£)] < ¢'(£) entonces

1F(8) = f(@)]l < 9(B) — ¢(a).

Teorema 2.2.3. Dado X un espacio de Banach, I un intervalo de R que contiene a los puntos
xoy xo+t. Si f:I— X es diferenciable en cada punto de I entonces

[f(zo +1) — f(zo)|l < [¢] 0281 | f/ (w0 + £1)]| -
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2.3. La integral

Integral de Bochner

Para poder desarrollar una teoria de cierto tipo de ecuaciones diferenciales en espacios de
Banach arbitrarios se necesita, en primer lugar, disponer de herramientas de andlisis capaces
de abordar estos problemas, o mas bien, comprobar que las generalizaciones naturales de las
herramientas de las que ya se dispone son aptas para lo que se requiere.

Esto es lo que se pretende hacer en esta seccién con la integral. A lo largo del Grado se ha
estudiado el concepto de integral desde distintas perspectivas para funciones que toman valores
en R o C, como se puede encontrar en [42]. Debido a que este trabajo se desarrolla en espacios de
Banach arbitrarios, se necesita integrar funciones que toman valores en dichos espacios, y, por
tanto, se requiere introducir una nueva integral: la integral de Bochner o integral generalizada.

Los resultados de esta seccién se presentan aqui sin demostracion debido al parecido que
estas presentan con las pruebas realizadas a lo largo del Grado para la integral que toma
valores en K. Las referencias principales han sido el libro [35] de J. Diestel y J.J. Uhl, asi
como el Capitulo VI del libro [39] de S. Lang. Estas ideas también se pueden encontrar
adecuadamente sintetizadas (y tratadas con una orientacién muy similar a la de este trabajo) en
el primer capitulo del libro [31]. No se presentan todos los resultados y definiciones necesarios
para demostrar los resultados objetivo de esta seccién, sino tinicamente los necesarios para
comprender los enunciados. Las integrales que apareceran a lo largo del trabajo deberan ser
entendidas en el sentido de Bochner salvo en la Seccién [4.4] o cuando se indique lo contrario.

Definicién 2.3.1. Dados (Z, 1) un espacio medible y X un espacio de Banach, se dird que una
aplicacién f: Z — X es una aplicacién escalonada si existe un conjunto £ C Z de medida
finita y una particién {E;};_, de E en conjuntos medibles tal que f es constante en cada uno
de los conjuntos E; de la particién y se anula fuera de E. Se denomina St(u) al conjunto de
todas las aplicaciones escalonadas en (Z, u).

Definicién 2.3.2. Dada f : Z — X una aplicacién escalonada respecto de la particién {A4;};_,
se define su integral como

/ =" u(An) F(Ay).
z i=1

Proposicién 2.3.1. La siguiente expresién define una seminorma (ver Definicién [2.5.7) en el
conjunto St(u) de aplicaciones escalonadas,

£l = /Z Wl =S (A (A
=1

De la misma manera que se definia la compleccién de los niimeros racionales como clases
de equivalencia de sucesiones de Cauchy, dando lugar a los niimeros reales; se define ahora el
espacio L(u) de clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en norma 1 de aplicaciones
escalonadas, y se define £!(u) como el conjunto de funciones f de Z en X tales que existe una
sucesién de Cauchy de aplicaciones escalonadas que converge en casi todo punto a f.
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Lema 2.3.1. Sean {fn},- v {9n},—; sucesiones de Cauchy de aplicaciones escalonadas de Z
en X, que convergen en casi todo punto a la misma funcién. Entonces los siguientes limites
existen y son iguales,

lim frndu = nlggo /Z gn dp.

n—0o0 A

Ademés, las sucesiones de Cauchy {fn},~; v {gn}r—, pertenecen a la misma clase de equiva-
lencia de L!(u).

Definicién 2.3.3. Para todo f € £!(u) se define su integral como

fdp =l [ fudp,

donde f, es cualquier sucesién de aplicaciones escalonadas que convergen en casi todo punto
a f. La integral es lineal. Se denominard, por tanto, a los elementos de £!(u) funciones
integrables o Bochner integrables. En los casos en que no haya lugar a confusion se podra
denotar £Y(Z, X), L' (1, X) o LY(Z).

Lema 2.3.2. Si f es integrable y {f,}.—, es una sucesién de aplicaciones escalonadas que
convergen a f en casi todo punto, entonces | f|| es integrable y || f,| converge en casi todo
punto a ||f||. En particular

L s tim [ 150 i 15l

Teorema 2.3.1. El espacio £!(1) es completo bajo la seminorma | ||, de la Proposicio’nm

Proposicién 2.3.2. Dada f € £!(¢) y dados E y F conjuntos medibles disjuntos (y se define
I} pfdp= i) » frE du, con kg la funcién caracteristica del conjunto E, es decir, que toma valor
1 en E y 0 en su complementario) entonces

EUFfduz/Efdqu/Ffdu.

Teorema 2.3.2. (de Bochner). Una funcién f: I — X es Bochner integrable si y solo si f
es medible y || f|| es integrable. Si f es Bochner integrable, para todo conjunto medible E C I
se satisface

H / fduH < [ Uflldu < 1l nE).
FE E

Teorema 2.3.3. Dados A : X — Y una aplicacién lineal y continua entre espacios de Banach
y f € LY(Z,X), entonces la aplicacion f — Ao f es lineal y continua de £(Z, X) en L}(Z,Y)

y, ademas,
)\/fduz/)\ofdu.
z z

Teorema 2.3.4. (de Hille). Sea A : D(A) C X — Y un operador lineal cerrado, con X, Y
espacios de Banach. Si f : Z — D(A) y Af son integrables Bochner respecto de una medida
(Z, 1) entonces para todo conjunto pu-medible E se tiene

A(/Efd,u> :/EAfdu.
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Teorema 2.3.5. (de la Convergencia Dominada). Sea {f,} . ; una sucesién de elementos

de £!(u). Supéngase que existe g € L£1(i,R) tal que g > 0y || fu]| < g para todo n. Supéngase
que {f,}o% | converge en casi todo punto a una funcién f. Entonces f € L(u) y ademés
{fa}o, converge L! a f.

Teorema 2.3.6. (de Fubini). Sean (Z1,u), (Z2,v) espacios medibles y X un espacio de
Banach. Dada f € £!(u®v, X) entonces para casi todo x la aplicacién fi(y) = f(z,y) estd en
L'(v). También para casi todo z la aplicacién

x — frdv
Za

estd en L£1(1) y ademas se tiene que

/lezzfd(u®u):/ fodvdu(z).

Zy J Zy

Integral de Riemann-Stieljes

Ahora bien, en la mayoria de los casos en este trabajo no se necesitard trabajar con Z
siendo un espacio de medida arbitrario, sino que serd R con la medida de Lebesgue usual,
ya que la integracién se corresponderd casi siempre con el parametro de los semigrupos de
operadores lineales y continuos que se introduciran en el Capitulo[3] Para ese caso, se presentara
a continuacién una construccién alternativa de integral.

En el caso de realizar la construcciéon de la integral directamente sobre la recta real
como integral de Riemann-Stieljes se dispondrd ademds de un teorema andlogo al Teorema
Fundamental del Calculo Integral. Esta construccién, que de nuevo se mostrard tan sélo
esbozada, se puede encontrar en el Capitulo X de [39]. Las funciones fundamentales que
permiten este tipo de construccién de la integral son las funciones de variacién acotada.

Definicién 2.3.4. Dados un intervalo [a,b] C R, una particién del mismo
A = [a = x9, 1, ..., Tp = b],

un espacio de Banach X y una funcién f : [a,b] — X se define la variacién de f respecto de
la particién A, VA(f), como

n—1
Va(f) =D I (@rea) — Flaw)ll,
k=0

y se define la variacién total de f en el intervalo [a, b] como
V(f)= SUp Va(f).

Se dice que f es de variacién acotada en [a,b] si V(f) es finito. Se denota por BV ([a,b])
al conjunto de todas las funciones de variacién acotada en [a,b]. Cuando sea conveniente, se
denotard BV ([a,b], X) para indicar el espacio de llegada de las funciones.
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Proposicién 2.3.3. BV ([a,b]) es un espacio vectorial y, de hecho, V' es una seminorma en
BV ([a,b]), es decir, que si a € C se tiene

V(If+9) <V +Vig,  Viaf)=lalV(]).

Ademas, si f € BV ([a,b],X), g € BV([a,b],Y) y se toma como producto una aplicacion
bilineal X x Y — G, con X, Y, G espacios de Banach, y que satisfaga ||uv|, < ||ullx [|v]y,
entonces su producto fg € BV ([a,b], G). De hecho, se tiene la siguiente cota

V(f9) < Ifllee V(9) + 19l V(F),

donde || f]loe = supsefa,p [1f (@)]]-

Definicién 2.3.5. Sean f : [a,b] = X, g : [a,b] — Y funciones acotadas, con X e Y espacios
de Banach, y sea un producto bilineal X x Y — G, con G espacio de Banach, que verifique
que [[uvlg < [lullx [[v]ly- Sea

A=la=2x0,21,..., Ty =D

una particién del intervalo [a, b] de tamano o(A) = méxy {xg+1 — xx} y sean ¢ nimeros que
verifican xy < ¢ < Tp41. Se define la suma de Riemann-Stieljes como

S(Poe.fog) = 3 Flew)(@lana) — a(ar)).
k=0

Se dird que f es Riemann-Stieljes g-integrable si existe L € G tal que dado € > 0 existe § >
0 tal que para cualquier particion A que verifique o(A) < § se tiene que ||S(P, ¢, f,9) — L||o <
€. El limite L se denomina la integral de Riemann-Stieljes y se denota por

/abfdg.

Se denomina RS(g) al conjunto de aplicaciones Riemann-Stieljes g-integrables.

En particular, si ¢ = x se obtiene la integral de Riemann para funciones que toman valores
en espacios de Banach y en ese caso sera llamada, como es natural, integrable Riemann.

Proposicién 2.3.4. Si f € RS(g) y g es de variacién acotada en [a,b] entonces

Proposicién 2.3.5. (Integracién por partes). Se tiene que f € RS(g) siysolosi g € RS(f)
y, ademds, se tiene la férmula de integracién por partes

b
/ fdgH < 1F1V(9).

b b
/ fdg+ / gdf = F(b)g(b) — f(a)g(a).

Proposicién 2.3.6. Si f es continua y g es de variacién acotada en [a, b] entonces f € RS(g).

Proposicién 2.3.7. Sean f continua y ¢ diferenciable respecto de su pardmetro real en [a, b]
con derivada ¢’ Riemann-integrable. Entonces f € RS(g) y

[ ra0= [ s

donde la integral de la derecha es en el sentido de Riemann.
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Proposicion 2.3.8. Dada f de variacion acotada, entonces su conjunto de puntos de discon-
tinuidad es a lo sumo numerable.

Teorema 2.3.7. (Fundamental del Célculo Integral). Dada f continuaenaybcona <b
entonces

b
£(b) — fla) = / df.

En particular, si f es diferenciable y tiene derivada integrable en el sentido de Riemann se
tiene

b
F(b) — fla) = / f(@) de.

La proposiciéon que se presenta a continuacién relaciona ambos tipos de integral que se han
presentado. Ademds, permite transportar el Teorema Fundamental del Célculo a la integral
de Bochner sobre la recta real en el caso en el que f sea continuamente diferenciable y con
derivada integrable.

Proposicién 2.3.9. Sean X un espacio de Banach, g : [a,b] - Cy F : [a,b] — X. Si F es
una primitiva de una funcién Bochner integrable f, y g es continua, entonces ff g(s)dF(s)
existe y es igual a la integral de Bochner f; g(s)f(s)ds. Si F es continua y g es absolutamente

continua, entonces f; F(s)dg(s) es igual a la integral de Bochner f:F(s)g'(s) ds.

2.4. Espectro y resolvente

A continuacién, se presentaran algunos resultados concernientes al espectro de un elemento
de un dlgebra de Banach (que en el caso de este trabajo serd siempre el dlgebra de operadores
sobre un espacio de Banach, en los cuales se centrardn directamente los resultados), es decir,
resultados concernientes a la invertibilidad de dichos operadores al desplazarlos por un ntimero
complejo A. Los resultados presentados en esta seccién han sido extraidos principalmente de
[34, 140} [44]. Como en el resto del trabajo, X e Y continuaran siendo espacios de Banach.

El objetivo de esta seccién no es desarrollar ampliamente este tema, sino sintetizar en
unos pocos resultados los conceptos fundamentales que conciernen a espectro y resolvente para
poder desarrollar sin impedimentos los objetivos de este trabajo, haciéndolo accesible a un
estudiante de ultimos cursos de grado.

Definicién 2.4.1. Dado un operador lineal A con dominio D(A) C X y rango Im(A4) C X, se
dird que A\g estd en el conjunto resolvente del operador A, p(A), si el rango de \gI — A es
denso en X y Aol — A tiene inversa continua (A\gI — A)~1, la cual se denotara por R(\g : A) y
se llamard aplicaciéon resolvente.

Definicién 2.4.2. Dado un operador lineal A : D(A) C X — X, el conjunto complementario
del conjunto resolvente p(A) es llamado espectro de A, y se denota por o(A).

Teorema 2.4.1. Dado A un operador lineal cerrado con dominio y rango contenidos en X,
entonces para cualquier A € p(A) la resolvente R(\ : A) es un operador lineal y continuo
definido en todo X.
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Demostracién. Como A € p(A), y lo que se esta definiendo es el inverso del operador AI— A, se
tiene que Im(A—A) = D((A[—A)~1), y este es un conjunto denso en X por la propia definicién
del conjunto resolvente. Ademads, por definicién, se tiene que R(A : A) : Im(A] — A) — X es
lineal y continuo bajo la norma heredada de X, de forma que existe ¢ > 0 tal que se puede
escribir

1
IR Ayl < —lyll, ¥y € Im(A — A).

Para todo z € D(A) = D(A — A) se tiene que existe y € Im(A — A) tal que y = (A — A)z,
luego se puede reescribir

cllzlf <M = Az, Yz e D(A).

Se quiere ver que Im(A] — A) = X. Ahora bien, como Im(A — A) es denso en X, dado z € X
cualquiera, existe una sucesién de elementos x,, € D(A) tales que (A — A)x,, — z. Como X
es de Banach, {(A — A)z,}; es una sucesién de Cauchy. Utilizando la desigualdad anterior
se tiene

cllezn — x| < || — A)xy, — (A — A)xy|| Vn,m € N.

Por tanto, la sucesién {z, },- ; es también de Cauchy, luego es convergente, y, por tanto, existe
r € X tal que z, — z. Como A es un operador cerrado, también lo es Al — A, luego se
tiene que x € D(A) y (Al — A)x = z. Al ser z un elemento arbitrario de X se tiene que
Im(A] - A) = X. O

Teorema 2.4.2. Dado A un operador lineal cerrado con dominio y rango contenidos en X,
entonces el conjunto resolvente p(A) es un conjunto abierto de C. Ademas, R(A : A) es una
funcién holomorfa en cada componente conexa de p(A).

Demostracién. Por el Teorema [2.4.1]se tiene que R(\ : A) es para cada A € p(A) un operador
lineal y continuo definido en todo X, permitiendo esto considerar potencias de la aplicacién
resolvente R(A : A). Se considera entonces para \g € p(A) la siguiente serie de operadores
(donde se usa como notacién que la potencia 0-ésima de un operador es la identidad)

S(A) =R A) D (Ao — A" R(Xg: A)",
n=0
la cual se quiere probar que representa a R(A : A) en un entorno de \g. Para ello, se tiene
en cuenta que |Ag — A|[|[R(M\o: A)|| < 1 para todo X en el disco de C de centro Ay y radio
1/||R(Xo : A)||. Esto garantiza la convergencia de la serie en dicho disco, pudiéndose acotar la
serie en la forma siguiente
[R(Ao = A

S| <||R(XAg: A X = A" [RNo : A" = < 0.

Ademas, por la propia definicién de S(\) esta es una funcién holomorfa en dicho entorno de
Ao. Se comprueba también que S(N\g) = R(A\g : A), y, finalmente, se compone con (A — A) por
la derecha y por la izquierda para comprobar, al obtener el operador identidad, que lo que se
ha obtenido es el desarrollo en serie de potencias de R(A : A) en un entorno de A.

(M — A)S(A) = (A — A0)S(A) + (Mol — A)S(N)

=— i()\o — A)"TR(Ag s AT 4 i(AO —A)"R()o : A)"
n=0

n=0

=1
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Andlogamente, se tiene que S(A\)(A — A) = I. Por tanto, S(\) representa a la resolvente
R(X : A) en un entorno de \g, conllevando que p(A) es abierto, pues la resolvente es holomorfa
en un entorno de cada punto de p(A), y, en consecuencia, existe un entorno de cada punto de
p(A) que también estd en p(A), teniéndose, ademds, la holomorfia pedida por el enunciado. [J

Corolario 2.4.1. Dados un operador lineal cerrado A: D(A) C X — X y X € p(A), se tiene

que

d
aR(A A) = —R(\: A%

Demostracién. Por el Teorema se tiene la holomorfia de R(\ : A) y se puede derivar
bajo la serie que se presenta en la demostracion,

d n 1 . n+l _ - n . n+2
RO A) z:: n(Ao — A" TR(\g : A) _nz:;)(nﬂ)(AOA) R(\o : A)"F2.

Para comprobar que efectivamente es —R(\ : A)? basta con comprobar que es el inverso de
—(M — A)2. Para ello, se multiplica por ambos lados, teniendo en cuenta la siguiente relacion,
que se obtiene gracias a que el operador identidad conmuta con cualquier otro,

~(M = A)? = —((Mol — A) — (Ao — NI)?
—(Nol — A)% — (Mo — N2T 42N — N (Aol — A).
A partir de la igualdad anterior, aplicindola en la derivada de la resolvente, se tiene

d
2 .
™ R(A:A)

- ( — (Mol — A)% = (Mg — N2 +2(Xo — N (Aol — A))

— (M — A)

d

aR(A : A)

o0

= > no—N"TRMg: A"

n=1

Z )\ Y n+1R()\ A)n-l—l

—2 Z n(Ao — A)"R(Xg : A)™.

n=1

Continuando la manipulacién de la expresién anterior se puede escribir

d
—(\I — A)zaR()\ : A)
= Z(n +1)(Ag = N)"R(Ng : A)"
n=0
+> (n— 1) — N)"R(Xo : A)"
n=2
-2 3 n(Ao — A)"R(Xg : A)"
n=1
= T+2M—NR(XN:A)—2(Ng— A)R(No: A)
= 1.
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Se procede andlogamente para —%R(A : A)(M — A)?, obteniéndose lo que se pretendia.
También se podria haber obtenido evaluando la serie de %R()\ : A) en Ag. O

Corolario 2.4.2. Dados un operador lineal cerrado A : D(A) C X — X y A € p(A), se verifica

d" n . n+1

Demostracién. Se procede por induccién a partir del Corolario como caso base. El paso
inductivo tiene en cuenta necesariamente que R(X : A) conmuta con su derivada debido a la
expresién para la derivada que aporta el Corolario 2.4.1] De ahi que

C;';::R(/\: )= % (;Z;LR()\ : A))
- di((—m n RO\ : A)"+1)
— (—1)"n! (n+ 1)R(A - A)"%R()\  A)
= (=1)" (n+ DIR(A - A,
que es lo que se queria probar. O

Proposicién 2.4.1. Dado un operador lineal A : D(A) C X — Y, si el conjunto resolvente
p(A) es no vacio, entonces el operador A es cerrado.

Demostracién. Si p(A) es no vacio, entonces existe z € p(A), luego (21 — A)~! es lineal y
continuo. Dados x,, € D(A) y x € X tales que x,, — x, e y € Y tal que Az, — y, para ver que
A es cerrado basta con comprobar que Az =y y que x € D(A). Si se define h,, = (21 — A)zy,
entonces

lim h, = (zxp — Axy) = zx — Y.

lim
n—oo n—oo

A continuacién, se quiere ver que (21 — A)~!(zz — ) estd bien definido y qué valor toma. Por
lo tanto, como (21 — A)~! : Im (21 — A) — D(A) es continuo se tiene que

= lim 2z, = lim (2 — A) " h, = (2I — A)7! lim h, = (21 — A) Yz — ).

n—oo n—o0 n—oo

En consecuencia, zoz —y € Im (21 — A), z € D(A) y (2I — A)x = zx — y, es decir, Az = y,
luego el operador lineal A es cerrado. O

Teorema 2.4.3. (Ecuaciones de la resolvente). Dados A : D(A) C X — X un operador
lineal y A, u € p(A), se verifica la primera ecuacién de la resolvente,

RAN:A)—R(p:A)=(pu—ANRA:A)R(u: A).

Dados, ademds, B : D(B) C X — X otro operador lineal y A € p(A) N p(B), se verifica la
segunda ecuacién de la resolvente,

RA:B)—R(A:A)=R(\: A)(B—-A)R(\: B).
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Demostracién. La primera ecuacién de la resolvente se obtiene al considerar que (ul — A)
es el inverso de la resolvente y utilizando una forma de escribir (u/ — A) similar a la que se
utiliza en la demostracién del teorema anterior: (ul — A) = (u — A\)I + (A — A);

RA:A)=R\:A)(pul —A)R(p: A)
= RO\ : A)((— NI+ (M — A)R(u: A)
=(u—ANRAN: AR(pu:A)+ R(u: A).
Para demostrar la segunda se opera de la siguiente manera
R(\: A)(B — A)R(\: B) = R(\: A)((B — M) — (A — AD))R(\ : B)
=R\:A)(B—-XM)R(A:B)—R\: A)(A—-X)R(\: B)
= R(\: B) — R(\: A).
O
Corolario 2.4.3. Dados un operador lineal A: D(A) C X — X y z, w € p(A), se tiene que
Rw:A)R(z: A)=R(z: A)R(w : A).

Demostracién. Aplicando la primera identidad del Teorema a z, wy luego a w, z se
tiene

RAN:A)—R(u:A)=(u—ANRA\: A)R(u: A)
— (Rl A) = RO\ : A))
=—A=p)R(u: AR(AN: A).
En conclusién, R(w: A)R(z: A) = R(z: A)R(w : A), como se queria comprobar. O
Se presentan a continuacién una pareja de lemas que seran utilizados durante el desarrollo

de la teoria y ejemplos posteriores, aunque no estan discursivamente enmarcados en la teoria
de espectro y resolvente que se ha presentado hasta ahora.

Lema 2.4.1. Dado A € £L(X), entonces si ||AP|| < 1 para algun entero positivo p se tiene que
I — A es invertible, y, ademas,

- _ 1 R
(I-4) 12214 ; (1 —A) 1HSWZHAJH-
n=0 =0

Demostracién. En primer lugar, se procede a probar la convergencia de la serie. Como X es
un espacio de Banach, la convergencia en norma es equivalente a la convergencia absoluta de la
misma. Se recurre a una descomposicién ingeniosa en funcién del entero positivo p, valiéndose
de que se trata de una serie de términos positivos, pudiendo asi reordenarlos,

00 00 00 oo
DA =D AP 4 D IAP Y e Y (AP
n=0 n=0 n=0 n=0
00 oo 00
<D AP AP AL+ Y AT AP

= (LAl + -+ 14771) Y a4z
n=0

T
=——— ) [[4] <o,
T
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donde, de nuevo, se ha utilizado la notacién de que la potencia 0-ésima de A es la identidad.
De esta forma, B = > A" € L(X), y, si se define By, = > " A", se tiene que B,,, converge
a B en la norma de X. Ahora bien, se comprueba al sumar telescépicamente que

m(I—A) = A" =Y A =] - A" = (I - A)B,,, m=0,12,...
n=0 n=0

Por lo tanto, al hacer tender m — oo (en norma) en la expresién anterior se obtiene, ya que
A7) <1,

(I—A)B=1=B(I-A),

de donde se concluye que B = (I — A)~! y que, ademés, se tiene la cota para la norma que
aparece en el enunciado, en virtud de la primera acotacion que se llevé a cabo antes. O

Lema 2.4.2. Dados un operador lineal A : D(A) C X — X y A € C, se tiene que si existe
una sucesién de elementos de D(A), {un},—, tales que |lu,|| =1 para todo n € N y, ademés,
Auy, — Auy, tiende hacia 0 cuando n tiende a oo, entonces A € o(A).

Demostracién. Por reduccién al absurdo, supéngase que A € p(A), luego R(\ : A) existe y
es lineal y continuo. Ademds, en ese caso, al tener conjunto resolvente no vacio, la Proposicién
2.4.1| garantiza que el operador A es cerrado. Si se denota b, = (A — A)u,, entonces se puede
escribir

Up = R(A: A)(AI — A)uy, = R(A = A)by,.

Teniendo en cuenta que el Teorema garantiza que R(A : A) es un operador lineal y
continuo definido en todo X, tomando normas en la expresién anterior se tiene que, ya que

por el enunciado ||b,|| ——= 0,

n—o0

L= [lunll = [R(A = A)ball < R = A [[bn]| —= 0,

lo cual es absurdo, luego A € o(A). O

2.5. Algunos espacios de funciones

A lo largo del estudio de ecuaciones diferenciales en el Grado, se estudié la imposicién de
diferentes condiciones a las fuentes y datos que aparecian en ecuaciones diferenciales ordinarias
para exigir existencia y unicidad de soluciones. Surgieron en ese contexto como muy impor-
tantes los espacios de funciones Lipschitzianas.

Bajo el mismo pretexto, en el desarrollo de la teoria de EDP’s parabdlicas desde un
punto de vista abstracto, surgen necesidades diferentes de regularidad en datos y fuentes,
que hacen necesaria la introduccién de nuevos espacios de funciones: espacios de funciones
Holder continuas. En esta seccién se aportara su definicién y algunas de sus propiedades que
seran necesarias en el trabajo posterior. Ademds, también se aportaran normas usuales para
espacios de funciones continuamente diferenciables. Las referencias bibliogréaficas utilizadas en
esta seccién son, principalmente, [17), 43].
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Espacios de funciones continuas

Definicion 2.5.1. Sea f: I — X, con X un espacio de Banach, e I un intervalo cerrado de
R. Se dird que f pertenece a

(1
(11

(111

(1

) B(I; X) cuando ||, = supye; | ()] < 0.

) C(I; X) cuando sea continua.

) C*(I;X) cuando sea k veces continuamente diferenciable.
V) C*°(I; X) cuando sea infinitamente diferenciable.

De los resultados estudiados en la asignatura Introducccion al andlisis funcional se conocen
los siguientes resultados [40], siendo I el espacio topolégico de partida.

Proposicién 2.5.1. Dado X un espacio de Banach, se tiene que
(1) B(I;X) es de Banach dotado de la norma || ||
(1) B(I; X)NC(I;X) es un espacio de Banach dotado de la norma || ||

(111) cuando I es un intervalo acotado B(I[; X)NC(I; X) = C(I; X) y, por tanto, C(I; X) es
de Banach dotado de la norma || ||

(1v) cuando I es un intervalo acotado C*(I; X) es un espacio de Banach dotado de la norma

I llewcrey = 1 lloe 17l 44 17O
(V) B(I; X) N Ck(I; X) es un espacio de Banach dotado de la norma 1l e irx)-

Espacios de funciones Holder continuas y Lipschitzianas

Definicion 2.5.2. Sea f: I — X, con X un espacio de Banach, e I un intervalo de R. Se dira
que f es Lipschitziana si
£ (@) = f(s)

fL' LX)y= Ssup ——F—~—— <Oo0.
[ ] ip(1:X) t,sel, s<t (t—S)

Se denominara Lip(I; X) al espacio de todas las funciones Lipschitzianas definidas de I en X.

Definicion 2.5.3. Sea f: I — X, con X un espacio de Banach, e I un intervalo de R. Dado
a € (0,1) se dird que f es Holder continua de indice « si

(&) = f(s)ll
a(l.x) = Sup ——F——— <00
[fleerx) B Sy
Se denominara C*(I; X)) al espacio de todas las funciones Holder continuas de indice « definidas
de I en X.

También se pueden definir espacios de funciones Holder continuas con mayor regularidad,
se trata, en definitiva, de funciones en las que se aplica la condicién Hoélder sobre la derivada
k-ésima. A partir de las definiciones se observa que si 0 < a < <1y C#(I; X) c C*(I; X).
En particular las funciones Lipschtizianas son Holder continuas para cualquier indice entre 0
y 1.
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Definicion 2.5.4. Sea f: I — X, con X un espacio de Banach e I un intervalo de R. Dado
a € (0,1) se dird que f es Holder continua de indice k + o con k € N si f es k veces
continuamente diferenciable, con derivada k-ésima acotada y ademds | f(k)]ca( x) < 00. Se

denominard C*T%(I; X) al espacio de todas las funciones Hélder continuas de indice k + «
definidas de I en X.

Cuando no haya peligro de confusion posible se suprimiran I o ambos I y X en la notacion
de los espacios previamente definidos. Andlogamente a como se ha definido el espacio de
funciones k veces continuamente derivables y de derivada k-ésima Holder continua se podria
definir el de funciones k veces continuamente derivables y de derivada k-ésima Lipschtziana.

Teorema 2.5.1. Las funciones Holder continuas y las funciones Lipschitzianas son funciones
uniformemente continuas. Si I es un intervalo cerrado y acotado entonces el espacio Lip(I; X)
dotado con la norma

”fHLip(I;X) = HfHoo + [f]Lip(I;X)
es un espacio de Banach, el espacio C*(I; X) dotado con la norma
[fllcarxy = 1 lloo + [floa@:x)
es un espacio de Banach y el espacio C*T%(I; X ) dotado con la norma
1 llrrarxy = I lorerx) + F®leamx)
es un espacio de Banach.
Demostracién. En primer lugar, notese que dados t,s € I, s <t
1f @) = f() < [fleaxy@ =) f @) = f() < [flripx)(E— s),

y, por tanto, las funciones Holder continuas y las Lipschitzianas son, de hecho, uniformemente
continuas. A continuacién, se verd que las aplicaciones definidas son normas. Para ello,

1f(t) = f(s) +9(t) — g(s)

[f +glcex)= sup

t,sel, s<t (t — S)O‘
t) — t) —
S Sup M —|— sup M
t,sel, s<t (t — 5)04 tsel, s<t (t _ S)a

= [flearx) + l9lcar,x)-
Ademsds, dado 8 € C se tiene

Brit)—Bf
Bflcer,x) = t,szlllgq I ((t) (s)]|

_ @) = f)ll
T S (R

= B8] [flcar:x)-

Se sabe que || ||, ¥ [ lcx(7,x) son normas en los espacios adecuados. Por tanto, se acaba de ver
que || [|ca(r,x) ¥ [ |gr+a(r,x) cumplen la desigualdad triangular y la regla de multiplicacién por
escalares. Ademas, si || f||ca(r,x) =06 [|fllcrra(r,x) = 0, entonces || f[., =06 || fllcrr,x) =0
(respectivamente) y, por tanto, f = 0. En consecuencia, || |ca(s.x) ¥ || [lc#+a(r,x) son normas.
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Con el mismo razonamiento haciendo o = 1 se tiene para las funciones Lipschitzianas.

Se verd ahora que bajo estas normas los espacios son completos. Basta hacerlo para el
espacio CF+(I; X), pues C*(I;X) es el mismo con k = 0 y Lip(I;X) con o = 1, y la
separacion de casos no afecta a la demostracién.

Sea {f,,}°° | una sucesién de Cauchy de elementos de C*T%(I; X). Se quiere ver que esta
sucesién converge hacia un elemento del mismo espacio en su norma. Por la Proposicién [2.5.],
teniendo en cuenta la completitud de C*(I; X) existe un f € C*(I; X) tal que f,, — f en norma
I HC’“(I;X)‘ Se va a ver que f, — f en norma de C*+%(I; X). Basta comprobar la convergencia

[ f,gk) —f (k)]ca( r;x) — 0, ya que la convergencia del resto de términos que componen la norma
Hoélder ya se tiene.

P = 79 (@) — (f — 9 (s)]|
(t—s)

G = A0 + i) = @) = ) = FP)(s) = (A = SN ()]
(t=s)°

175 = r®1|

< [f’r(zk) - f?grf)]Co‘(I;X) +2 (t _ S)a

Por tanto, se puede tomar el limite en m — oo en la expresién anterior. Como H féf ) fk) HOO —
0 se tiene que para cualesquiera t,s € [ cont > s

) pk)y(g) — (f0) — f)
[ = 7N = " = SOy 1709 — 100y

(t —s)> m—co

Al ser f, de Cauchy en norma Holder se tiene que dado € > 0 existe NV € N tal quesin,m > N
se tiene que [fék) — quf)](;a(j;x) < €. Por tanto, para n > N se tiene que

(" = 1)) = (17 = | _
(t=s) -

Luego | fT(Lk) —f (k)]ca( r.x) — 0y por tanto lo hace también en norma Hélder. Queda ver ahora

que efectivamente se tiene f € C*¥*%(I; X). Para ello se usa lo que se acaba de probar. Tomando
e =1, paran > N se tiene, aplicando la desigualdad triangular inversa,

17900 = 1) 1800 = 50N 157 = 190 = (17 = )@l
(t—s)0 (t—s = (t—s) o

Por tanto

1f® ) — fB(s)| 175 @) = £ ()]
t—s7 T i—se

N a(rx) = =1+ [fM]carx) < oo,

luego f € CF(I; X), ya que por definicién ya pertenecia a C*(I; X). En conclusién, los
espacios de Holder y los espacios de funciones Lipschitzianas son espacios de Banach cuando
I es un intervalo cerrado y acotado. O
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Espacios de Sobolev

Los contenidos de esta seccién se han extraido esencialmente del capitulo de resultados
preliminares de [38], ya que el resumen que aporta sobre espacios de Sobolev se ha considerado
adecuado para las necesidades de este trabajo. Otras referencias utilizadas en la elaboracién de
esta seccién y en la adquisicién de conocimientos relativos a espacios de Sobolev han sido [30),
33]. Se denota por C2°(€2) al conjunto de funciones con soporte, {x € Q | f(z) # 0}, compacto
contenido en (2 e infinitamente diferenciables.

Definicién 2.5.5. Dado un dominio 2 C R” y una funcién localmente integrable f € L} (Q),

loc
si existe una funcién g € L}, () que verifica que para toda funcién test ¢ € C2°(€2) se verifica
que

Afggdx: —/ngbdx,

entonces se dice que g es una derivada generalizada o derivada débil de f en ) con
respecto a x;. Se denotard como g = D; f.

Mi4s en general, dado un multindice o € N y h € L, (£2) entonces si para cada ¢ € C°(Q)
se tiene

[ peoax= )l [ hoax

se dird que h es una derivada generalizada o débil a-ésima de f en (). Se denotard como
h = D*f. (Se esta utilizando la notacién de multindices de la Definicién [A.4.1)).

Ademsds, dadas dos funciones g1, g2 € L}OC(Q) que sean derivadas generalizadas a-ésimas

de f € L}OC(Q), entones g1 = g2 en casi todo punto. Para comprobarlo basta tomar una funcién
test ¢ € C2° y escribir

/ (91— g2)ddx = (~1)l / (f - f)D¢dx =0,
Q Q

por lo que g; = g2 en casi todo punto. Para mas detalle [4I]. Esto garantiza que se puede hacer
la siguiente definicién sin ambigiiedad.

Definicién 2.5.6. Dados m € [1,00] y un dominio 2 C R" se definiré el espacio de Sobolev
WP (€)) como el espacio vectorial siguiente

W™P(Q) ={ue LP(Q) : Ya e Nj con |a| <m, D%u e L,(2)}.
Proposicion 2.5.2. El espacio de Sobolev es un espacio normado al ser dotado de la norma

siguiente,
1/p
Ll = ( T ||Dau|z) |

|| <m

De hecho, se trata de un espacio de Banach, y es reflexivo para 1 < p < 0o. Ademads si p = 2
se trata de un espacio de Hilbert dotado del producto interno

(U V) 0 —/ Z (D%u)(D%v) dx.

la]<m
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A continuacion, se presenta un resultado tipico de inclusiones continuas y compactas entre
espacios de Sobolev y espacios LP. Este resultado no va a ser utilizado en el desarrollo posterior,
pero se presenta aqui para contextualizar que es el trabajo a partir de este tipo de resultados el
que permite establecer las cotas a priori sobre las soluciones que garantizan que los operadores
elipticos generan semigrupos analiticos.

Teorema 2.5.2. Dado 2 un dominio acotado de R™ con frontera Lipschitz, y supdngase
pe[l,0)ykeN.

(1) Sikp <nysé€[p,np/(n— kp)| entonces
WPHQ) = L*(),

donde — indica inclusién continua y, ademds, la inclusién es compacta en el caso de que
s € [p,np/(n — kp)).

(1) Dado k € Ny p € (1,00), entonces para cualquier ¢ € [1,p) se tiene que W*P(Q) —
Wk=14(Q) con inclusién compacta.

Espacios de funciones variacion acotada

A la hora de definir la integral de Riemann-Stieljes, ha surgido la necesidad de introducir
un espacio de funciones que reuniera las minimas propiedades para poder definir una integral
lineal y continua. Estos espacios son los espacios de funciones de variacion acotada. Esta seccion
se limitard a hacer algin comentario al respecto, a titulo informativo.

En la Seccion [2.3]se han introducido espacios de funciones de variacién acotada, y su intro-
duccién quedard especialmente justificada en virtud de la Seccién Se puede comprobar
que estos espacios son, de hecho, espacios de Banach cuando se definen sobre dominios acotados
v son dotados de la norma consistente en la suma del valor en el extremo izquierdo del intervalo
y la variacion total en él. Sin embargo, en la seccion antes mencionada es necesario introducirlos
sobre el intervalo no acotado [0, o). Esto los desprovee de estructura de espacio de Banach y se
hace necesario introducir una nueva estructura algo mas débil que permita trabajar con ellos
comodamente. Se trata de los espacios de Fréchet o F-espacios. Las pruebas de los resultados
que se enuncian a continuacién se pueden encontrar en [37, [44]. Se hace necesario introducir el
concepto de seminorma, que ya ha sido mencionado antes, en la Seccion

Definicién 2.5.7. Dado un espacio vectorial X, una aplicacién p : X — [0,00) se denomina
seminorma cuando verifica, con a perteneciendo al cuerpo de escalares de X,

p(z+y) <px)+ply),  plaz)=la|p().

Proposicién 2.5.3. Sea {p, : v € I'} una familia de seminormas que verifica que para todo
x € X\ {0} existe vy € I tal que p.,(z) # 0. Dados cualquier subconjunto finito de seminormas
DryrsPryas - -+ Pyns cOny; € I' paratodo s = 1,2,...,n; y cualquier conjunto de nimeros positivos
€1,€9,...,€, se define el conjunto

U:{xeX DDy () < paratodoje{l,Q,...,n}},

y sus desplazados
ro+U={yeX :y=zp+uconueclU}.
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Si se consideran los conjuntos anteriores como familias de entornos de cada punto de X, estos
dan lugar a una topologia en X, que, ademds, hace que la suma vectorial, el producto por
escalares y cada una de las seminormas sea continua.

Definicion 2.5.8. Un espacio vectorial dotado de una familia de seminormas es denominado
espacio de Fréchet o F-espacio si la topologia asociada a la familia de seminormas es
metrizable y, ademads, hace completo a dicho espacio, es decir, en ella toda sucesiéon de Cauchy
es convergente.

En [37] se presenta que en este tipo de espacios siguen siendo vélidos resultados como
el Teorema de Banach-Steinhaus o el Teorema de la aplicacién abierta. Esto proporciona
herramientas para que se puedan manejar con comodidad.

2.6. Espacios de interpolacion

Aunque los espacios de interpolacion no se utilizan en los capitulos del presente trabajo,
se aprovecha aqui para introducirlos debido a la importancia que revisten en el posterior
desarrollo de la teoria para ecuaciones abstractas parabdlicas semilineales y casilineales. En
esos problemas, las condiciones de regularidad que han de pedirse al dato no homogéneo vienen
expresadas en funcion de estos espacios. También se utilizan para plantear resultados analogos
a los que se obtienen en este trabajo, pero en el caso en el que se prescinde de la hipétesis de
que el dominio del operador sea denso.

Siguiendo las lineas de [17,,[43] se tiene que, dados X, Y, D espacios de Banach, con D — X
(se denota < a la inclusién continua), se dice que Y es un espacio intermedio entre D y X
si
D—=Y — X.

Ademaés, si para cada T' € L£(X) tal que T'|p € L(D) se tiene T|y € L(Y), se dice que Y es un
espacio de interpolacion entre D y X. Este mismo concepto se puede definir también para
operadores entre parejas de espacios de Banach distintos si fuera necesario. De entre todos
estos espacios es de especial importancia la clase J,, con 0 < a < 1, de espacios entre X y D,
que son los espacios intermedios Y para los que existe ¢ > 0 tal que para todo x € D se verifica

1—
lzlly < cll=llp l=llx™

Estos podran ser llamados, en ciertas ocasiones, espacios de interpolacion de indice «. La cons-
truccion de estos espacios puede llevarse a cabo de diversas formas, que se pueden encontrar en
la bibliografia citada al principio de la seccién. Los espacios asi construidos son habitualmente
espacios de Banach (ver [17] para el K-método).

En [43] pueden encontrarse un gran abanico de propiedades de interpolacién entre distintos
espacios de funciones. A continuacién, se destacan algunos de estos enunciados de forma
informal y no rigurosa, a titulo informativo. Por ejemplo, se indica sin concretar para todos
los ejemplos posteriores, salvo en el teorema de Riesz-Thorin, que si el dominio de los espacios
de funciones presentados no es todo R" hace falta ademas pedir regularidad a la frontera, del
mismo orden que el espacio mas pequeno.

(1) El teorema de Riesz-Thorin fue el primer teorema de interpolacién que fue publicado,
y establece que dados 1 < py < pg < p1 < oo el espacio LP?(2) es un espacio de
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(1)

interpolacién entre LP0(Q2) y LP'(Q2). Ademas, es de clase Jp con indice 8 = (po/pp —

1)/(po/p1 —1).

Los espacios de funciones k veces continuamente diferenciables con k£ < m son espacios
de interpolacion entre el espacio de funciones m veces continuamente diferenciables y el
espacio de funciones continuas. (Y se mantiene si se restringe a espacios de funciones
acotadas).

Los espacios de funciones Holder continuas de indice 6 son espacios de interpolacion entre
el espacio de funciones Holder continuas de indice oo con 0 < 0 < o < 1 y el espacio de
funciones continuas.

Existen diversidad de relaciones concernientes a espacios de Sobolev (destdquese aqui
que se pueden construir espacios de Sobolev en el que el segundo indice toma valores
fraccionarios, y esto tiene especial interés al considerar las trazas de funciones en la
frontera de dominios) que estipulan relaciones de interpolacién entre ellos.
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Capitulo 3

Semigrupos de operadores lineales

En este capitulo se enunciaran todos los resultados concernientes a teoria de semigrupos
de operadores lineales que seran necesarios en el desarrollo de la teoria posterior. La fuente
bibliografica principal para este tema son los Capitulos 1y 2 del libro [19] de A. Pazy. En [10]
se puede encontrar una exposicion mas avanzada del tema.

3.1. Motivacion

Para acabar resolviendo el problema abstracto lineal no auténomo, y después los semilinea-
les y casilineales que se propusieron en la introduccién, hay que seguir el orden légico, es decir,
atacar sucesivamente problemas de dificultad creciente. Por ello, en primer lugar, lo razonable
es encarar el caso lineal autonomo, es decir, siendo el operador lineal independiente del tiempo,
y homogéneo, esto es, sin término f en lado derecho de la ecuacién diferencial.

Sean T' > 0 una constante, X un espacio de Banach, A : D(A) — X, con D(A) denso en
X, un operador lineal cerrado, y ug € X. El problema a resolver se va a poder escribir como

du

—(t) + Au(t) =0 0<t<T

M)+ au =0, pamo<i<T, o
u(0) = wo, ug € X,

donde se ha tomado la condicién inicial en el 0, pero esto es indiferente por una traslacién
temporal. Para intuir las lineas de resolucién de este problema, hay que ir al caso més sencillo
que se pueda pensar, el cual ya ha sido resuelto en la asignatura de Ecuaciones Diferenciales
del Grado en Matemaéticas. Se trata del caso en el que D(A) = X =R" y A € L(R"). En este
caso, el operador A es una matriz de dimensién n x n, estando, por tanto, ante un sistema
lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias.

La solucién en este supuesto es bien conocida, y es de la forma u(t) = e *ug, donde e~4
es la exponencial de la matriz A, definida por la habitual serie exponencial

4\~ (A
eh=2 i
k=0

que es convergente para todo ¢t € R. De igual manera, es razonable pensar que la solucién
al problema abstracto que se ha presentado antes conservard algunas de las caracteristicas
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fundamentales de la exponencial. Esto es lo que motiva el desarrollo del concepto de semigru-
pos de operadores: la Definicién trata de transportar algunas de las propiedades de la
exponencial al problema més general.

3.2. Definiciones generales

En la linea dada por la motivacién anterior, si se quiere construir 7'(t) : X — X como el
operador que manda la condicién inicial en la solucién a tiempo ¢t > 0 del problema abstracto
, a este se le van a requerir de forma natural las dos propiedades que va a proponer la
siguiente definicién: que la solucién a tiempo 0 sea la condicién inicial y que si se evoluciona la
condicién inicial durante un tiempo ¢ y después se evolucione un tiempo s, con condicién inicial
la solucién a tiempo ¢ del problema anterior, se obtenga la misma solucién que evolucionando
la condicién inicial  durante un tiempo ¢ + s.

Definicién 3.2.1. Dado X un espacio de Banach, se dird que una familia paramétrica T'(t) €
L(X) con t € [0,00) de operadores lineales y continuos forma un semigrupo de operadores
lineales y continuos si verifican las dos condiciones siguientes:

(1) T(0) = 1.
(1) T(t+s) =T(t)T(s) para todo t,s > 0.

FEl nombre de semigrupo de operadores lineales y continuos proviene precisamente de la
definicién de semigrupo como estructura algebraica dotada de una operacién binaria asociativa,
que en este caso es la operacion propia del dlgebra de Banach de operadores: la composicién de
operadores, y cuya asociatividad viene precisamente de la propiedad T'(t + s) = T(t)T(s)
(que se denominard de ahora en adelante propiedad de semigrupo) para todo t,s,r > 0:
T(t+ s)T'(r) = T(t)T(s + r). Puede llamar la atencién que sean denominados semigrupos
de operadores lineales y continuos cuando, de hecho, gozan de la propiedad de tener elemento
unidad 7'(0) = I, propiedad con la cual estdn dotados de una estructura algebraica de mayor
entidad, un monoide. Cabe pensar entonces que la literatura ha querido denominarlos asi en
lugar de monoides de operadores lineales y continuos para enfatizar la segunda propiedad en
detrimento de la primera, quedando el interés sobre el valor de T'(t) en t = 0 relegado a las
propiedades de continuidad que se estudiaran un poco mas adelante. También se puede deber a
que la nomenclatura no es homogénea en todos los textos y se den los nombres de otra manera
a estas mismas estructuras.

Definicién 3.2.2. Dado un semigrupo de operadores lineales y continuos 7'(t), el operador
lineal A definido en el dominio

D(A) = {:U €eX : lim T(t):;:—x existe},

t—0t+

por la expresién
T(t)x — dtT(t
A=l TWzzz AT
t—0+ t dt

)

t=0

se llama generador infinitesimal del semigrupo 7'(¢).

Obsérvese que en los limites que apareceran en las préximas paginas serd muy importante
el subespacio a través del cual se hace el limite. Téngase en cuenta que en el 0 sélo existe la
posibilidad de tomar limites por la derecha. Por otra parte, de ahora en adelante se abreviara
en numerosas ocasiones semigrupo de operadores lineales y continuos por semigrupo.
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3.3. Semigrupos uniformemente continuos

Definicién 3.3.1. Se dird que un semigrupo de operadores lineales y continuos 7'(¢) es
uniformemente continuo si

lim ||T'(t) —I|| =0.

T |7(0) 1|

El interés en los semigrupos uniformemente continuos en este trabajo es limitado, ya que
los semigrupos que dan forma a los operadores diferenciales correspondientes a ecuaciones
parabdlicas son los llamados semigrupos analiticos, los cuales no son uniformemente continuos.
Sin embargo, la caracterizacién de los uniformemente continuos, asi como de los fuertemente
continuos, que se presentaran a continuacién, arrojaran luz sobre los semigrupos analiticos.

De la definicién anterior, se desprende inmediatamente que 7'(¢) es continuo en £(X):

lim [[T'(s) =T ()| = Um [T(s—¢)T(t) = T@)| < [|T@)|| lim [[T(s —1t) —I|| =0,
s—tt s—tt s—tt

lim [[T(s) = T(0)]| = lim |T(s) = T(T(t ~ )] < [T(O)] o [Tt~ 5) = I =0.

De esta forma
lim | T(s) — T'(t)|| = 0. (3.2)

s—t

Dada la definicién del semigrupo, es resenable el procedimiento de separar el limite por uno y
otro lado, que sélo estd definido para argumentos positivos. Esto aparecerd en algunas de las
demostraciones que apareceran a continuacién, y serd abreviado notablemente. Cabe destacar
que también existe el concepto de grupo de operadores lineales y continuos, cuyas propiedades
se pueden encontrar en la Seccién 1.6. de [19], el cual estd definido por ambos lados del 0 (y
en los cuales por tanto esta separacion es innecesaria), pero que no sera tratado porque no se
aplica en el desarrollo posterior de este trabajo.

Teorema 3.3.1. Un operador lineal A es el generador infinitesimal de un semigrupo unifor-
memente continuo si y solo si A es un operador lineal y continuo.

Demostraciéon. Sea A un operador lineal y continuo en X, un espacio de Banach. Se probard
en primer lugar que A es generador de un semigrupo uniformemente continuo. Se considera la
serie

T(t) = et = i w,

|
= n
la cual es una serie convergente porque
o o0 oo
(Al
z Z CIA _ 141 < o0, viem

Dados z, y € X, la linealidad e*4(z 4 y) = e*42 + ey es evidente. Por tanto, se tiene que
T(t) es un operador lineal y continuo para todo t € [0, 00). Ademds T'(0) = I. Con la siguiente
cadena de igualdades se va a comprobar la propiedad de semigrupo.

00 t—l—SAn o0 An n n B
T(t+s)227(( n!> ) _Z<mz<k>tk5” ’“>_Z tfgs =T(t)T(s),

n=0 n=0 " k=0
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donde la penultima igualdad es de naturaleza combinatoria, al recontar las formas de obtener
cada uno de los términos en el producto de las series del término derecho. Finalmente, se va a
comprobar que el semigrupo es uniformemente continuo, y que A es su generador infinitesimal.
Para ello se considera

o

Z

I7(t) =1 =

luego el semigrupo es uniformemente continuo. Adems4s,

) -1 trlAn (t HAH (t HAH 2
POt = | < 1 Z <Al Z = ¢l el
n=2 ’
luego H T(tzfl — AH t=0" 0. Por tanto, estd probada la primera de las implicaciones.

Para la segunda, se quiere probar que el generador infinitesimal de un semigrupo uniforme-
mente continuo es lineal y continuo. Para ello se hace uso del Lema [2.4.1} En particular, como
en (3.2)) se ha visto la continuidad en norma de T'(¢), se tiene que

1 [P
lim — [ T(s)ds=T(0) =1,
p—0% P Jo
y, por tanto, existe p > 0 lo suficientemente pequeno como para que HI - %fop T(s)dsH < 1.

Haciendo uso del ya mencionado Lema|2.4.1|se tiene que + I ?T(s) ds es un operador invertible,
p JO

y, por tanto, f s) ds es invertible. De aqui que
T(h)—1 [° 1 P P
<)/ T(s)ds = — (/ T(s+h)ds—/ T(s)ds>
h 0 h \Jo 0
1 p+h h
=— (/ T(s)ds —/ T(s) ds> .
h \J, 0
Por tanto,
T(hy—1 1( [r+h h g -
Tt =1 =— (/ T(s)ds —/ T(s) ds) </ T(s) d8> .
h h \J, 0 0
Haciendo tender h — 0T en la expresién anterior se obtiene que % converge en norma, y,
por tanto, lo hace también fuertemente al operador (T fo L que es evidente-
mente lineal por construccién y continuo por ser composunon de dos operadores continuos. Se
ha obtenido el generador infinitesimal, y es lineal y continuo. O

El siguiente resultado muestra que si dos semigrupos uniformemente continuos tienen el
mismo generador infinitesimal son, de hecho, el mismo semigrupo. Esta propiedad de unici-
dad serd suficiente para la caracterizacién de los semigrupos uniformemente continuos en el

Corolario B.311

Teorema 3.3.2. Sean T'(t) y S(t) dos semigrupos uniformemente continuos de operadores

lineales. Si T s s ;
i TO =T gy, SOZT
t—0+ t t—0+ t

entonces T'(t) = S(t) para todo ¢t > 0.

9
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Demostracién. Se probara que dado T' > 0, se tiene que S(t) = T'(t) para 0 <t < T. Como
para T' > 0 fijo las aplicaciones t — ||T'(¢)|| y s — ||S(s)|| son continuas en [0,T], existe una
constante C' > 0 tal que || T(¢)||]|S(s)]| < C para 0 < s,t < T. Ademds, por la condicién del
enunciado, al pasar restando el lado derecho y juntar los limites, dado € > 0 se tiene que existe
§ > 0 tal que h=1||T(h) — S(h)|| < ¢/TC para h € [0,4].

Dado entonces 0 < t < T, se escoge n € N tal que t/n < T/n < §. Utilizando las
propiedades de semigrupo se puede escribir la siguiente cadena telescopica de desigualdades
que prueban el enunciado,

IT(t) = S@)
leyen (e sy
oot} (9) 2 (e-n2)s ()
| +T<(n—2);>5(2;>+-~~—T(O)S<ni>H
< t t t
<3 7 ((n - >S(kn>—T<(n—k—1)n)S<(k:+1)n>H
no1
_ ’;0 T<n— —1) t>T<;>S<k;>—T<(n—k—1);>s(;)s<k;>"
n—1
< 2| (e=rng) () -s GlIs (5)]
< e
< e
Por tanto, se tiene S(t) = T(t) para 0 < ¢ < T, O

La demostracién de estos dos teoremas nos proporciona la caracterizacién del generador
infinitesimal de los operadores lineales y continuos como la exponencial €4, la cual queda
reflejada en el siguiente corolario.

Corolario 3.3.1. Sea T'(t) un semigrupo uniformemente continuo de operadores lineales y
continuos, entonces

(1) existe una constante w > 0 tal que ||T(¢)|| < e*?,

(11) existe un tnico operador lineal y continuo A tal que T'(t) = e'4,

(111) el operador A anterior es, de hecho, el generador infinitesimal de T'(t),

(1v) t — T'(t) es diferenciable en norma y

ar(o)

— = = AT(t) = T(H)A.
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Demostracién. Se comienza por probar , ya que los otros apartados se deducen inmedia-
tamente de él. Dado T'(t), por el Teorema se tiene que A, su generador infinitesimal, es un
operador lineal y continuo, pero, por la demostracion del mismo teorema, es también generador
infinitesimal del semigrupo e*4 y, por tanto, por el Teorema se tiene que T'(t) = 4. Esto
prueba también (11).

Para probar (1), tomando w = ||A| > 0 se tiene

L (tA)"
> )

n=0

(¢ 14"
HT(t)H _ HetAH _ < Z ( Hn‘H) _ 6t”A” _ €Wt.

n=0

Procediendo como previamente (se usan las cotas ya obtenidas en la demostracién del Teorema
3.3.1)) se obtiene ([1v)),

- 704 < oy | 29

HT(t +h) —T(t)

h - AH < BT A2 M4 220

La segunda igualdad de se obtiene al observar que A y T'(t) han de conmutar debido a la
expresion de T'(t) como exponencial en potencias de A. O

3.4. Semigrupos fuertemente continuos

Definicién 3.4.1. Dado X un espacio de Banach y T'(¢) un semigrupo de operadores de £(X),
se dice que T'(t) es un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales y continuos
si

lim T(t)x = x, Vo € X.

t—0t
Se denominarda Cy a la clase de semigrupos fuertemente continuos de operadores lineales y
continuos.

Esta condicion es mas débil que la de semigrupo uniformemente continuo dado que se tiene
IT(t)x — x| = ||(T(t) — Dx|| < ||T'(t) — I ||z||. Asi como para los semigrupos uniformemente
continuos se habia obtenido una cota para su norma por e*!, aqui se obtendra una cota més
débil, la exponencial multiplicada por una constante positiva M > 1.

Teorema 3.4.1. Dado T'(¢) un semigrupo Cj existen constantes w > 0y M > 1 tales que
|T(#)| < Me*t para t € [0, 00).

Demostracion. Para efectuar la demostracién se busca, en primer lugar, una cota para un
intervalo finito y, después, se reduce el problema entero a la cota hallada inicialmente. Para
ello, se demostrara que existe una constante n > 0 tal que ||T'(¢)|| esté acotado para ¢ € [0, 7].
Se procede por reduccién al absurdo: si eso no es cierto existe una sucesién {t,} -, de reales
positivos tales que t,, — 0 pero, sin embargo, | 7'(t,)|| > n para todo n € N. Por el Teorema de
Banach-Steinhaus, se tiene que existe x € X tal que se verifica que ||T'(¢,)z|| es no acotado, lo
cual contradice la pertenencia a la clase Cy del semigrupo.

Por lo tanto, se tiene que || T'(t)|| < M para t € [0,7n]. Ademds, como ||T'(0)|| = 1 se verifica
que M > 1. Finalmente, se relaciona el problema global con la acotaciéon que se ha obtenido
en el intervalo [0,7n]. Con ese fin, se considera, dado ¢t > 0 arbitrario, que se puede escribir
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t = nn + ¢, efectuando una divisién, siendo n € Ny § € [0,n). De aqui que al aplicar la
propiedad de semigrupo se tenga

1T = | T(nn + 8)I| = ITET )| < NTENNT )" < M = M=/,

Ahora bien, como M > 1, entonces M *—9)/1 < Mt/M. Por tanto, basta escoger adecuadamente
w =n"tlog M > 0 para obtener la cota ||T(t)|| < Me“!, como se pretendia. O

Corolario 3.4.1. Dado un semigrupo de clase Cy, T'(t), para cada z € X se tiene quet — T'(t)x
es funcién continua de [0, 00) en X.

Demostraciéon. En este caso, de forma andloga a cuando se presenté la continuidad de los
semigrupos uniformemente continuos, es necesario trabajar por ambos lados del punto de
continuidad debido a que el argumento del semigrupo nunca puede ser negativo. Por ello,
dados 0 < h < t, se tiene

h—07t

1Tt +h)a = T(t)z| < |TOINT(R)z — || < Me*" | T(h)z — x| — 0,
IT(t — W)x — T(t)z]| < |T( — )|« = T(h)zl| < Me) o — T(R)a]| 22 0.
Por lo tanto, queda probada la continuidad por ambos lados. ]

Teorema 3.4.2. Sea T'(t) un semigrupo de clase Cp y A su generador infinitesimal. Entonces

(1) dado x € X,

(111) para z € D(A), se tiene

T(t)z € D(A), %T(m — AT(t)z = T(t) A,

(1v) para z € D(A), se tiene
T(t)x —T(s)x :/ T(r)Axdr :/ AT (7)x dT.

Demostracién. (1) Se tiene por la continuidad de T'(s)x dada por el Corolario

(11) Dados z € X y h > 0, se escribe la expresion del generador infinitesimal antes de tomar
el limite y se opera con las propiedades de los semigrupos para luego tomar el limite.

T(hl)z_l/o T(S)de:flL/o (T(s+ h)z — T(s)x) ds

1 t+h 1 h
— - T o[ :
h/t (s)xds h/o (s)xds

De nuevo, por la continuidad de T'(s)z, se tiene que al hacer h — 07 el lado derecho de la
ecuacién tiende hacia T'(t)r — =, luego f(f T(s)xdse D(A)y A fg T(s)xds =T(t)x — x.
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(111) Se procede de forma andloga, dados z € D(A) y h > 0,

— T (t)x = T(} <T(h])1_1> z,

donde al hacer h — 07 se tiene que el lado derecho tiende hacia T'(t) Az y el izquierdo
hacia AT(t)x. De esta forma, T'(t)x € D(A) y, ademés, AT (t)x = T(t)Ax. Para probar
la igualdad con la derivada se necesita comprobarla para las derivadas por la derecha y
por la izquierda (en el caso de t # 0 unicamente).

dTT(t)z ~ lim T(t+h)x—T(t)x ~ lim T(h)—1

dt h—0+ h h—0+ h

T(t)x = AT (t)x.

Para t # 0 se comprueba la derivada lateral por la izquierda, teniendo en cuenta que dado
h > 0 suficientemente pequeno, t —h > 0, para poder aplicar la propiedad de semigrupo.

—T(t)Ax

H T(t)z — T(t — h)z
h

_ HT(t “h) (T(h)hH“’ - Ax) (Tt - h)Az — T(t) Aa)

< Tt~ n) HT(h)hx_x—Ax + (Tt — h) = T(1)) Az .

Como los dos sumandos de la tltima desigualdad tienden a 0 cuando h — 0T, se tiene lo
que se pretendia.

(1rv) Se tiene por aplicacién del Teorema Fundamental del Célculo al apartado anterior, siendo
T'(7) Az funcién continua de 7.

O]

Corolario 3.4.2. Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo 7'(¢) de clase Cj, entonces
D(A) es denso en X y A es un operador lineal cerrado.

Demostracién. Se probard en primer lugar la aserciéon sobre densidad. Dado « € X, si para
t > 0 se define 2y =t 1 fg T(s)x ds, se tiene que por la parte del Teorema xy € D(A)
para todo t > 0 y, ademads, por la parte , x¢ — x cuando t — 07. De aqui que D(A) sea
denso en X, ya que se ha encontrado una sucesién de elementos de D(A) que converge a un
x € X arbitrario. La linealidad de A es manifiesta por su definicion.

Para probar entonces que es un operador cerrado se considera una sucesién {z,},.; de
elementos de D(A) tales que z,, — = y Az, — y. Por la parte del Teorema se tiene

t
T(t)xy — xp = / T(s)Axy, ds.
0

Ahora bien, como T'(s) Az, es funcién continua del pardmetro s y, ademés, Ax,, — y en norma,
se tiene que T'(s) Az, converge uniformemente a T'(s)y en los compactos. Esto permite tomar
limites en la expresion anterior e intercambiar el limite y la integral obteniendo

t t
T(t)z —z = lim (T(t)zn, —z,) = lim T(s)Ax,ds = / T(s)yds.
0

n—oQ n—o0 0
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Dividiendo esta expresién entre ¢ > 0, v haciendo ¢t — 07 se tiene

T(t)x — I
Az = lim Tt —= = lim — | T(s)yds =y,
t—0+ t t—0+ T Jo
donde en la ltima igualdad se ha vuelto a aplicar la parte del Teorema m Por tanto,
se tiene que z € D(A) y que A es cerrado, como se queria ver. ]

En particular, por el Teorema [2.4.2] se tiene que cuando A es generador infinitesimal de un
semigrupo Cp, p(A) es un conjunto abierto del plano complejo y que R(A : A) es una funcién
holomorfa en .

Teorema 3.4.3. Dados T'(t) y S(t) semigrupos Cy de operadores lineales y continuos con
generadores infinitesimales respectivos A y B, entonces si A = B se tiene que T'(t) = S(t) para
todo t € [0, 00).

Demostracién. Dado z € D(A) = D(B), de la parte del Teorema se sigue que la
funcién s — T'(t — s)S(s)x es diferenciable, y se puede obtener su derivada aplicando la regla
de la derivada del producto (composicién). Aprovechando que cada semigrupo conmuta con su
generador diferencial se obtiene

dilsT(t — $)S(8)7 = —AT(t — 8)S(s) + T(t — 5)BS(s)x
=—-T(t—s)AS(s)x +T(t — s)BS(s)x = 0.

Por tanto, s — T'(t — 5)S(s)x es una funcién constante para cada z € D(A) = D(B), y, en
particular, toma los mismos valores en s = 0y s = t. De aqui que T'(t)x = S(t)x para cada
x € D(A). Por la densidad de D(A) en X dada por el Corolario y dado que T'(¢) y S(t)
son operadores lineales y continuos, se obtiene para todo z € X. O

El siguiente paso que se da en el estudio de estos semigrupos es dar una caracterizacién
univoca en funcién de su resolvente, la cual va a ir cobrando mayor importancia a partir de
ahora. El proceso, que estd completamente descrito en [19], no se va a incluir en el trabajo
ya que requiere de algunos resultados técnicos previos que no anaden ideas relevantes para el
desarrollo posterior.

En concreto, el teorema se demuestra a partir del Teorema de Hille-Yoshida, el Teorema
3.5.1] que se presentara en la préxima seccién, un teorema que presenta la caracterizacién de
los semigrupos contractivos o semigrupos de contracciones de operadores lineales y continuos,
que son aquellos semigrupos de clase Cy que presentan M = 1 y w = 0 en la representacion
propia del Teorema [3.4.1

El procedimiento para demostrar el siguiente Teorema pasa por considerar una re-
normalizacién en el espacio de Banach que depende de la expresién de la resolvente, y que
requiere de la hipdtesis del Teorema Esta renormalizacién permite trabajar con
semigrupos contractivos y aplicar el Teorema de Hille-Yoshida. A partir de ahi, se obtiene la
caracterizacion para los uniformemente continuos y en base a ella la de los de clase Cjy. Como
ya se ha mencionado, este se puede encontrar en [19].

Teorema 3.4.4. Un operador lineal A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cy de
operadores lineales y continuos satisfaciendo | T'(t)|| < Me“! si y solo si
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(1) A escerradoy D(A) es denso en X.

(1) M > 0, el conjunto resolvente p(A) contiene al rayo (w,c0) y

M

[R(A: A" < ma

para A >w, neN.

De la condicién se tiene ademds que para cualquier A € C que verifique ReA > w
entonces A € p(A) y ademds

M

[R(A: A" < m7

para ReA >w, neN.

3.5. Resolvente y transformada de Laplace

El objetivo de esta seccién es obtener una expresién para R(A : A), la resolvente del
generador de cualquier semigrupo Cp, que se parezca a la transformada de Laplace e involucre
a Unicamente los operadores del semigrupo. Esta representacién serd fundamental para la
posterior resoluciéon de los problemas abstractos, por lo que ha de ponerse gran interés en ella.

Proposicién 3.5.1. Sea A : D(A) € X — X un operador lineal, que es generador de un
semigrupo T'(t) € L(X) de clase Cy, y sea x € X. Para todo A € C verificando que Re A\ > w,
siendo w > 0 la constante tal que |T(t)|| < Me*t, se tiene que existe R(\ : A) y viene dado
por la expresién

R(\: Az = /Doo e MT(t)x dt.

Demostracién. Se define el operador

RO\ = /O T e dt,

el cual todavia no se sabe si se corresponde con la resolvente. Habrd que comprobarlo. En
primer lugar, se verifica que estd bien definido probando la convergencia de la integral que
aparece en la expresion. Se tiene en cuenta que, por ser de clase Cj el semigrupo, existen
M >1yw >0 tales que ||T(t)]| < Me*t, luego

/ e_’\tT(t)xdtHS/ e‘tRe’\HT(t)detgM||:13||/ e ReNt gy
0 0 0

Por tanto, la expresién estd definida siempre que Re A > w. En ese caso R(\) es un operador
lineal y continuo.

Queda ahora comprobar que efectivamente se trata de un inverso de (A — A). Para ello
se opera como se ha hecho en las demostraciones anteriores: se multiplica por la definicién del
generador infinitesimal sin el limite, se opera y después se toma el limite. Dado h > 0, se tiene

T(h)— I 1

R(MN)x = 7 /OOO e M(T(t + h)z — T(t)x) dt.
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A continuacidn, en el primer sumando de la integral de la ecuacién anterior, se hace el cambio
de variable preceptivo, es decir, el desplazamiento por A, resultando en la expresion

1 [ 1 [
/ e MT(t + h)a dt — / e MT(t)x dt
h 0 h 0

1 [ 1 [
= e)‘h/ e MT () dt — / e MT(t)z dt.
h Jh h Jo

Reagrupando ahora las integrales previas, separando la parte desde 0 a h y desde h a oo, se

puede escribir
M1 oo A rh
/ e NT(Wadt — — [ e MNT(t)xdt.
hJo hJo

Al hacer h — 07 el primero de los sumandos tiende hacia AR(A)x y el segundo sumando,
por la continuidad de —e"\tT(t)x, tiende hacia el valor del integrando evaluado en 0, que es
—z. De esta forma se tiene que, para todo x € X, AR(A)x = AR(\)z — x, que se traduce en
lo que se buscaba: (AI — A)R(\) = I. A diferencia de la mayorfa de demostraciones que se
han presentado hasta ahora, la composicion por la derecha no se sigue de un razonamiento
estrictamente andlogo. Para x € D(A) se tiene que, ya que T(t) y A conmutan, por ser su
generador infinitesimal,

oo o0
R(\) Az = / e NT(t) Az dt = / e MAT (t)x dt.
0 0
Para sacar el operador A fuera de la integral se necesita que A sea cerrado por el Teorema
pero eso es justamente lo que aporta el Corolario ya que T'(t) es de clase Cj. Por
tanto, se tiene R(A\) Az = AR(\)z para z € D(A), por lo que R(A\)(A] — A)z = x a partir
de lo obtenido para la composicién por la izquierda. Como D(A) es denso en X, se tiene que
efectivamente R(A) es el inverso de (A — A), luego R(A\) = R(X : A), como se queria ver. [

La demostracién que se acaba de presentar es el nicleo de la demostracién del ya antes
mencionado Teorema de Hille-Yosida, que presenta una caracterizacién de un tipo concreto
de semigrupos de clase Cj, que son los semigrupos de contracciones, que se caracterizan por
tener M =1y w = 0 segun la caracterizacién que se habia dado de los semigrupos Cy en la
Proposicion [3.4.1

Teorema 3.5.1. (Hille-Yosida). Un operador lineal A : D(A) C X — X es generador
infinitesimal de un semigrupo de contracciones T'(t), es decir, de clase Cy y que presenta
M =1y w =0 segun la caracterizacién del Teorema [3.4.1] ¢ > 0 si y sélo si

(1) A es cerrado y D(A) es denso en X,

(11) el conjunto resolvente p(A) es cerrado, contiene a la semirrecta real positiva, y para cada
A > 0 se verifica

[1RA: A <

> =

Este tipo de semigrupos tienen gran relevancia en ciertas partes de la teoria abstracta de
ecuaciones diferenciales, de hecho, este teorema sostiene algiin otro teorema que se presentard
sin demostracion. Es de notar que los semigrupos uniformemente continuos son también semi-
grupos contractivos.

TRABAJO DE FIN DE GRADO JESUS DUENAS PAMPLONA



46 CAPITULO 3. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEALES.

La Proposicion y el Corolario [3.4.2] prueban inmediatamente la necesidad de las
condiciones en el Teorema Para probar la suficiencia hacen falta algunos lemas técnicos,
que se presentan a continuacion.

Lema 3.5.1. Dado A : D(A) C X — X un operador lineal que verifica las condiciones y
del Teorema entonces

lim AR(A: A)x =z, r e X.

A—00

Demostracién. Por la definicién de R(\ : A) se tiene que
RAN:A)NM—-A)=1, = AMRAN:A)—-I=R(\:AA.

Para todo x € X se considera una sucesién x,, € D(A), con n € N, tal que x,, — x. Por la
condicién (1), que se puede traducir en la acotacién uniforme del operador [[AR(A : A) < 1,
se puede escribir

INR(A: A)z —z|| = | AR\ - A)(x — z5) + AR(A : A)xy, — Ty + 7 — |
< (AR A +1) [l2 = @]l + [[R(A - A) Az, |

Ax
< 2la - ay | + 1221
A
que se puede hacer tan pequeno como se quiera haciendo tender A — co y n — oo. O

Definicién 3.5.1. Dado A : D(A) C X — X un operador lineal que verifica las condiciones
y del Teorema para cada A > 0 se define el aproximante de Yosida, A,, como

Ay =MAR(\: A) = XN2R(\: A) — M.

Lema 3.5.2. Dados A : D(A) C X — X un operador lineal que verifica las condiciones (1) y
del Teorema y, para A > 0, Ay sus aproximantes de Yosida, entonces

(1) para cada x € D(A)

lim Ayx = Az,
A—00

(1) Ay es generador infinitesimal de un semigrupo uniformemente continuo de contracciones,
e!4x . Ademds, para todo z € X, y A\, u > 0 se verifica

HetAAw — etA“xH <t||Ayz — Auz|l.

Demostracién. (1) Se deduce inmediatamente del Lema y la Definicién

(11) De la Definicién se sigue que A) es, para cada A > 0, un operador lineal y continuo,
luego por el Teorema se tiene que es generador de un semigrupo uniformemente
continuo. Ademds, para A > 0, por las cotas de la demostracién del Teorema [3.3.1] y la

propiedad del Teorema se puede escribir

HetAAH — ot HemR(A:A)H < o~ A AZIRO:A)| <1
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Por tanto, el semigrupo es de contracciones. Ademas, el Corolario [2.4.3] asegura que Ay
y A, conmutan, y, en consecuencia, lo hacen también ety et entre ellos y también
con los anteriores. En virtud de ello se puede escribir

HetAAx _ etAm"H _ H/l %(etsA,\et(l—s)Aux) ds
0

1
< / tHetSA*et(l_S)A“ (Ayx — A“ac)H ds
0

< t|Axz — Auz|l.
O

Demostracién. (del Teorema . Como se indicé antes, la Proposicion y el
Corolario prueban la necesidad de las hipétesis. A continuacién, se procede a probar
la necesidad. Se quiere comprobar que, bajo las hipotesis y , A es generador de un
semigrupo de contracciones. Para ello, por la parte del Lema dado = € D(A), se
tiene

HetA*w — etA“xH <t|Ax — Apz|| <t||Axe — Azx|| + t|| Az — Az||.

Esto, por la parte del Lema implica que para cada x € D(A) se tiene que ety
converge uniformemente en los compactos cuando A — oo, por la condicién de Cauchy para la
convergencia uniforme. De esta forma, si se denomina S(t) al limite fuerte, con x € D(A), de
et4x cuando A — 0o, como la convergencia es uniforme en los compactos, se tiene la continuidad
det — S(t)x paraz € D(A), y se verifican trivialmente las propiedades de semigrupo. Ademaés,
como D(A) es denso en X, se puede extender la definicién de S(¢) a todo X de forma unica.

De esta forma,

S(t)z = lim e,
A—00

para todo x € X. Ademds, el limite sigue siendo uniforme en los compactos, ya que
e — S(t)z|| < [|e" (@ — z) || + || zn — Sz | + |1SE) (@ — 20)]

y se tenfa que HetAAH < 1, con x, € D(A) para todo n € Ny x, — x. En consecuencia
t — S(t)z es continua para todo x € X, luego S(t) es un semigrupo de clase Cy. Ademas,
de HetA*H < 1y la definicién de S(t) se desprende que ||S(t)|| < 1, es decir, se trata de un
semigrupo de contracciones. Bastard, entonces, probar que A es su generador infinitesimal para
haber acabado. Dado x € D(A) se puede escribir

t t
T(t)x —z = lim (etA*a: —z) = lim e Ay dr = / S(t)Az dr,
A—00 A—00 0 0
donde en la dltima igualdad se puede intercambiar el limite y la integral por la convergencia
uniforme en los compactos. Entonces, por la continuidad del integrando de la tdltima igualdad

se tiene que el generador infinitesimal B de S(t) viene dado por
T(t)x — !
Br = 1im LWT=2 o0 [ gy Avdr = As,
t—0+ t t—0+ Jo
al menos para z € D(A). Falta ver que D(A) = D(B), de lo que ya se tiene D(A) C D(B). Para

ello, se tiene en cuenta que, por hipétesis, 1 € p(A) y, al ser S(¢) un semigrupo de contracciones,
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por la necesidad de las hipédtesis ya probada, 1 € p(B). Entonces, Im(/ — A) =Im(/ — B) = X,
por lo que, dado = € D(B), existe y € X tal que z = (I —B)~ 'y, pero como (I—A)~ 'y € D(A),
y en D(A) los operadores lineales A y B coinciden, se tiene que (I — A)~ly = (I — B) "'y, luego
x € D(A). En consecuencia, el Teorema m garantiza que A es el generador infinitesimal
de S(t), y, por tanto, estd probado que A es generador infinitesimal de un semigrupo de
contracciones. O

Se ha visto en la Proposicién que los semigrupos de clase Cy tienen generador
infinitesimal con espectro contenido en un semiplano del tipo Re A < w. Los problemas con
esta propiedad son habitualmente llamados de tipo hiperbdlico, y la forma de resolverlos es
razonablemente diferente a la de los problemas de tipo parabdlico cuya solucién se esta buscado.
Los semigrupos que dan lugar a problemas parabdlicos cuentan con mayor regularidad y por
tanto se dispone de resultados adicionales a la hora de trabajar.

La razén de este tipo de denominaciones es que los problemas que se busca estudiar bajo
la denominacién de parabdlicos son problemas de evolucién (es decir, en los que en principio
el tiempo sélo aparece involucrado como derivada primera) con operadores que de alguna
manera generalizan al laplaciano (elipticos). Precisamente, es conocido que el espectro del
laplaciano estd contenido en el eje real negativo del plano complejo, estando contenido de
forma evidente en semiplanos como los descritos antes; pero pudiendo estar contenido en conos
de la forma A(p) = {z: 7 — ¢ < argz < 7 + ¢}, los cuales dan mucha mds informacién sobre
la disposicién geométrica del espectro.

La siguiente proposicién proporciona una herramienta necesaria para abordar el teorema
fundamental de esta seccién, que se presenta a continuacién. La proposicién es presentada sin
prueba, ya que requeriria de unos cuantos resultados previos, a los cuales se ha juzgado que por
la orientacién del trabajo no se les puede dedicar un espacio adecuado. Se pueden encontrar

n [19]. Sin embargo, si que cabe destacar que la demostracién se hace a través de los ya
introducidos aprozimantes de Yosida, Definicién que aproximan a A en varios sentidos
ya introducidos:

lim Ayz = Az, sizeD(A) y Tt)z= lim ez, sizeX. (3.3)
A—00 A—00
La Proposicion [3.5.2] presenta, en definitiva, una inversién de la transformada de Laplace que
se ha presentado en la Proposicién de forma que proporciona una expresién cerrada para
el semigrupo en términos del resolvente.

Proposicién 3.5.2. Sea A : D(A) C X — X el generador infinitesimal de un semigrupo de
clase Co, T(t), que satisface | T(t)|| < Me*t. Sea v > max{0,w}. Si x € D(A?) entonces

1 Y+ioco
T(t)x = / MR A)x d.
270 )y —ico

Ademas, para cada § > 0 la integral converge uniformemente en ¢ para t € [J,1/4].

Teorema 3.5.2. (Integral de Dunford). Sea A : D(A) — X un operador lineal con dominio
denso en X que satisface las condiciones siguientes:

(1) Para algin 0 < § < 7/2 se verifica que

p(A) D X5 = {)\: larg A| < g+5} u{0}.
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(11) Existe una constante M > 0 tal que

M
|IR(A:A)| < Bk para A € X5, A # 0.

Entonces, A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cyy de operadores lineales y continuos
T'(t) que satisface ||T'(t)|| < C para alguna constante C' > 0. Ademds,

T(t) = % /F eMR(N: A)d), (3.4)

donde T es una curva diferenciable a trozos contenida en s que va desde ocoe " hasta ooe”
con /2 < § < /247§, como se puede ver en la Figura Asimismo, la integral converge
para t > 0 en la topologia uniforme de operadores. La ecuacién recibe habitualmente el
nombre de integral de Dunford.

I's

} Re z

Iy

Figura 3.1: Dibujo de la curva de integracion T

Demostracién. Se procede considerando una integral como la de Dunford, (3.4), y compro-
bando que efectivamente se trata del semigrupo de operadores lineales y continuos. Se define

1
U(t) = 5~ /F MR : A)d.

Por la cota del Apéndice se tiene que |[U(t)|| < C para 0 < t < oo. A continuacién, se
pretende probar que

RO\: A) = /0 T MU dt. (3.5)

Para ello, se toma la definicién de U(t), se multiplica por e y se integra entre 0 y 7. Se
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utiliza el teorema de Fubini y la férmula de Cauchy para obtener la siguiente expresién

T T 1
/ e MU(t) dt = / e M _— / M R(p: A)dudt
0 0 r

271

1 T
= /F/ W MNIR(p: A)dit dp
0

© 2mi

1 1
Y R S N R
o FM—A(‘“’ )R(“ )

— RO\ A) + = / (nr R 4) )

Para aplicar la férmula de Cauchy adecuadamente
Im 2 en la expresion anterior simplemente se ha tenido
en cuenta que la integral
. R(u: A) dy
r M= A
Re z

es el limite de integrales sobre curvas como las
R que se muestra en el dibujo de la izquierda, con
A R < |A] < r, cuya integral vale —R(A : A) por
el Teorema de Cauchy (porque la curva estd
orientada negativamente), y, por tanto, la curva
limite toma también ese valor bajo la condicién de
que la integral en el arco mayor I' tienda hacia 0
cuando r — oo. Se parametriza u(p) = re’¥, con
p € (—0,0).

Figura 3.2: Camino para aplicar la
formula de Cauchy.

t A “ M 2M
/R('u)du §/ %dgogie—)O, cuando r — 00.
rop—A o |re? — Al r— Al

Pero, en la expresién 1D obtenida antes para fOT e*AtU(t)dt, se tiene que sobra un término
para obtener la expresion que se buscaba, (3.5). Hay que conseguir una cota del término
sobrante que desaparezca al hacer T' — oo. Se separa la integral por partes segtin la Figura

En Ty, p(p) = pe™, con p € (R, 0),

AT . —TRe\ T cos 0
e / euTR(“'A) aull < e e /OO M Pt cos T—00
I

. d + 0, si Re A > 0,
27i w— A 2 Jr plpe @ — )| P SLRe

yva que cosf < 0. Se obtiene andlogamente para I's y I's, de forma que en el semiplano real
positivo se tiene al hacer T' — oo en (3.6)),

RA:A)= /000 e MU(t) dt.

Ademas, dado que ||U(t)]| < C, se puede derivar n — 1 veces bajo el signo integral, obteniendo,
al aplicar el Corolario [2.4.2

T R A) = (0 [ e MO dt = (<1 (n— DI R(A: A)"
St A) = (1 [Tt = (1 (0= LR A
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Por tanto, si se toma A > 0 real se tiene

n 1 > n—1_—At C /OO n—1_—\t C
. — [ = —
IR(A: A)"| H(n—l)!/o " e U(t)dtH_ oo, e dt = 17

donde la ultima igualdad es consecuencia del cambio de variable s = At y de la convergencia
de fooo s"le~%ds, renombrando la constante C. Ahora, aplicando el Teorema de carac-
terizacion de los semigrupos Cp, se tiene que A es el generador infinitesimal de un semigrupo
T'(t) uniformemente acotado por ||T'(t)|| < C. Falta ver que este semigrupo se corresponde con
la expresion de la integral de Dunford. Para ello, se toma z € D(A?), y de la Proposicién
se sigue que

1 Y+ioo

T(te = eMR(\: A)x d.

Uy y—100
Finalmente, teniendo la holomorfia R(\ : A) en X5 que dada por el Teorema [2.4.2} el cual, a su
vez, se puede aplicar por ser T'(t) de clase Cp, y, por tanto, ser A cerrado; se tiene la expresion
de la integral de Dunford para todo = € D(A?). Entonces, T(t)z = [ eMR(\ : A)zd\ para
x € D(A?), con lo que si se comprueba que D(A?) es denso en X, se tiene la expresién buscada

para todo = € X.

Para demostrar que D(A?) es denso en X se denomina D al conjunto de funciones que
toman valores en C y soporte compacto en (0, 00). Para cualquier x € X y ¢ € D se define

y(z,0) = /0°° o(s)T(s)xds.

Para h > 0 se puede comprobar inmediatamente que

Moy = [ et 1) =00 o

1 [ 1 [
= / o(s —h)T(s)xds — / o(s)T'(s)xds
h Jn h Jo
% 1 1 h
= E((p(s —h) —(s))T(s)xds — 7 o(s —h)T(s)xds.
0 0
Como el integrando del primer sumando del lado derecho converge uniformemente en [0, c0)

por ser ¢ de soporte compacto, al hacer h — 0, y el segundo tiende a 0 porque ¢(0) = 0, se
tiene que y(z, ) € D(A) para todo z € X, ¢ € D, y, ademds,

Ay(x, @) = — /OOO o' (8)T(s)x ds.

Aplicando este procedimiento de nuevo se tiene que y(z, ) € D(A?%), y

2.T = OO”S S)x as.
A2y, p) /0 ()T (s d

Si se denomina Y al subespacio lineal generado por {y(z,p): = € X, ¢ € D}, bastard con
ver que Y es denso en X para tener que lo es D(A?). Para ello, se procede por reduccién al
absurdo, se supone que no es asi. Entonces, el Teorema de Hahn-Banach garantiza que existe

TRABAJO DE FIN DE GRADO JESUS DUENAS PAMPLONA



52 CAPITULO 3. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEALES.

un funcional f € X* no nulo tal que f(y) = 0 para todo y € Y. De aqui se tiene que, aplicando
el Teorema |2.3.3

/OOO @(s)f(T(s)x)ds = f </Ooo @(s)T(s)x ds> —0,

para todo z € X y ¢ € D. Por el Lema Fundamental del Calculo de Variaciones, se tiene
que f(T(s)ac) = 0 en [0,00). En particular lo es en s = 0, luego f(z) = 0 para todo = € X.
Esto contradice que f € X™* no sea idénticamente nulo, y, por tanto, ¥ es denso en X. En
consecuencia D(A?) es denso en X y queda probado el resultado. Para acabar, nétese que este
argumento es realmente suficiente para probar algo mas fuerte, y es que ﬂZ"ZlD(Ak) es denso
en X, siendo A el generador de un semigrupo de clase Cj. O

3.6. Semigrupos analiticos

Para seguir profundizando en los semigrupos tales que el espectro de su generador infini-
tesimal es de la forma expuesta en la parte del Teorema m, ya que esta forma viene
asociada a operadores elipticos, como se comprobard para el laplaciano en la Seccién [3.6.1] se
buscan semigrupos cuyo dominio no se restrinja inicamente al semieje real positivo, pudiéndose
extender a regiones del plano complejo que contengan a dicho semieje y que tengan forma de
cono. Se denominara semigrupo analitico precisamente si es analitico en dicha regién del plano
complejo.

Definicién 3.6.1. Sea A = {z: ¢ < argz < @2, ©1 <0< 2} U{0} y, para cada z € A,
sea T'(z) : X — X un operador lineal y continuo. La familia {T'(z)},.5 es un semigrupo
analitico si

(1) z — T'(z) es analitico en A,
(11) T(0) = I y ademads lim._,, ,ea T'(2)z = x para todo z € X,

(1) T'(z1 + 22) = T'(21)T(22) para todo 21,22 € A.

Im 2

Figura 3.3: Dominio de analiticidad de un semigrupo analitico.

Dada la propiedad de la Definicién es inmediato comprobar que los que se han
definido como semigrupos analiticos son, de hecho, semigrupos de clase Cjy. Esta definicién
es muy habitual en la literatura, [10, 19 23], pero, sin embargo, impone la restriccién de

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



SECCION 3.6. SEMIGRUPOS ANALITICOS. 53

que el dominio del generador infinitesimal A del semigrupo sea denso, por el Corolario [3.4.2
Esta hipdtesis es con la que se va a trabajar en esta exposicion, por contra, no siempre es
estrictamente necesaria, como se puede ver en [I7]. En la Seccién se hard un breve
comentario al respecto.

Definicién 3.6.2. Se dird que un semigrupo 7'(t) de clase Cy es diferenciable si T'(t)x es
derivable para todo x € X y para todo t > 0.

Nétese que la Proposicion [3.4.2] garantiza que todo semigrupo Cy verifica lo que se pide en
la definicién anterior para x € D(A), con A su generador infinitesimal, pero no la verifica para
x € X\D(A) necesariamente. Es por esto que no basta con ser de clase Cy para ser diferenciable.

Se presenta a continuacion un sencillo lema previo sobre derivadas de semigrupos que se
utilizard como herramienta mas adelante.

Lema 3.6.1. Sea T'(t) un semigrupo de clase Cy diferenciable y A su generador infinitesimal.
Entonces, dados t >0y n € Z"

(1) T(t) : X — D(A™) es un operador lineal y continuo. Ademds, es infinitamente diferen-
ciable para t > 0, con derivada T (t) = A™T(t).

(11) T()(t) es continuo en norma para t > 0 y se puede escribir como

(o () - ()

Demostracién. (1) Se procede por induccién. El caso base lo dan las hipétesis del enuncia-
do. Se parte de que, al ser T'(t) de clase Cp, se tiene que T'(t)x € D(A) y T'(t)x = AT (t)x
para todo z € D(A) y t > 0. Ademads, como A es cerrado y T'(t) es lineal y continuo, por
la Proposicién se deduce que AT(t) es lineal y continuo. De esta forma, al ser T'(t)
diferenciable, se tiene que la tinica extensién posible es T'(t)z € D(A) y T'(t)x = AT (t)x
para todo = € X.

Se supone ahora que es cierto para n € N. Se tiene que para todo x € X yt > s > 0 se
verifica, aplicando que T'(t) conmuta con su generador infinitesimal A y la propiedad de
semigrupo, T (t)z = AT (t)x = T(t — s)A"T(s)z. El lado derecho de la expresién es
claramente derivable respecto de ¢, y, por tanto, T'(t) es n+ 1 veces derivable. Al derivar
ambos lados de esta expresién y reagrupar se tiene

T (e = T(t — s) A" T(s)a = AT (),

y este es, de nuevo, lineal y continuo por la Proposicién [2.1.3] Por un razonamiento como
el del caso base se tiene que T'(t)z € D(A™H1).

(11) Se procede también por induccién, comenzando por probar el caso base. Dados M > 0
tal que ||[T(t)|| <M en0<t <1,z € Xyt ts tales que 0 < t; <ty <t; + 1, entonces

to to
T(ta)x —T(t1)r = AT (s)xds = / T(s —t1)AT(t1)x ds.
t1 t1
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Como el integrando es un operador lineal y continuo evaluado en z, el Teorema [2.3.3
garantiza que, en efecto, se puede sacar la evaluaciéon en x fuera de la integral, y, como
ademads la expresién anterior es cierta para todo x € X
to
T(tQ) — T(tl) = / T(S — tl)AT(tl) ds.

t1

Acotando conforme a ||T(t)|| < M se puede escribir entonces
[T(t2) = T(t1)|| < (t2 = t) M AT (t1) ],

lo cual implica la continuidad de T'(t) para t > 0 en la topologia uniforme de operadores.
Ahora se asume que es cierto para n € N y se da el paso de induccién de forma andloga.
Se toma M > 0 tal que HT(”)(t)H <Men0<t<l,zeXy0<it <ty <it;+1.
Entonces

to to
T (ty)x — T ()2 = / AT (s)x ds = / T(s — t1)A" T () ds,
t

t1 1

y razonando de la misma manera que en el caso base
1T (t2) = T (t1)]| = (b2 — ) M| AT (1)),

con lo cual queda probado que T™ es continuo en norma para ¢ > 0. La expresién
cerrada que aporta el enunciado se prueba también por induccién sonbre n € N. Para
n = 1 ya se tiene. Se supone cierta para n, pudiendo escribir, para 0 < s < ¢,

ro = (ar () = (r(52)) o Q) =i ar ()

Derivando otra vez se obtiene

T (1) = AT(t - 5) (4T ()"

n

y evaluando ahora s = nt/(n + 1) se obtiene la expresién

et =ar (555) (o (75)) = (o (75))

como se queria probar. ]

Es evidente que la restriccién de un semigrupo analitico al semieje real positivo es un
semigrupo de clase Cy. De ahora en adelante se supondra que 0 € p(A) siendo A el generador
infinitesimal del semigrupo analitico. Esto se puede conseguir multiplicando el semigrupo por
e~ con € > 0, y no consiste méds que en conseguir w = 0 en la caracterizacién del semigrupo,
lo cual es habitualmente llamado un semigrupo uniformemente acotado. El siguiente teorema
proporciona la caracterizaciéon fundamental de los semigrupos analiticos que se necesitard
frecuentemente de aqui en adelante. Respecto a la formulacién del mismo, no se tenga como
restrictiva la hipétesis de que T'(t) sea un semigrupo uniformemente acotado, debido a que
la. multiplicacién del semigrupo por una funcién del tipo e*! no afecta a la posibilidad de
extender un semigrupo de clase Cjy a un semigrupo analitico, y esta, como se verd més adelante,
se traduce en un mero desplazamiento por la identidad del operador en el problema diferencial.
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Teorema 3.6.1. Sea T'(t) un semigrupo uniformemente acotado Cy de operadores lineales y
continuos. Dado A el generador infinitesimal de T'(t) supéngase que 0 € p(A). Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

(a) T'(t) puede extenderse a un semigrupo analitico en el sector Ay = {z : |argz| < 6}y ||[T(¢)]]
es uniformemente acotado en cada subsector cerrado Ag con ¢’ < §, de Ags.

(b) Existe una constante C' > 0 tal que para todo o > 0, 7 # 0,

|R(o+ i1 : A)| < |TC|

(c) Existen 0 < § <7/2y M > 0 tales que

p(A)DE:{)\: larg 2| <g+5}u{0},

M
|R(A:A)|| < Bk para A € X, A # 0.

(d) T'(t) es diferenciable, con T"(t)x = AT (t)x para x € X, y existe una constante C' > 0 tal
que

C
|AT(®) < = parat>0.

Demostracién. (a)=(b). Sea 0 < §' < § tal que ||T(2)|| < Cy paraz € Ay = {z: |argz| < §'}U
{0}. Para z € X y 0 > 0, por la Proposicién se tiene que

oo
R(o +ir: A) = / e~ TPz dt.
0

A continuacion, se utiliza el teorema integral de Cauchy para cambiar el camino de integracion
al rayo pe*w con 0 < p < oo para el caso de 7 > 0. Para ello, se tiene en cuenta que la
funcién f(z) = e **T(z)z es holomorfa en un abierto que contiene al camino de integracién
de la Figura de forma que su integral en ese camino es nula. Se utiliza la hipdtesis de
acotacién uniforme de T(z) en Ay para acotar las integrales en los segmentos circulares T,
parametrizado por z(0) = 7€', con § € (—¢',0),

Im z

r R Rez

0
. a0 — 0 ;
= H/ rie??e " T (ret) dz
-0/

/ e T (2)xdz
r

-9

0
< / refcrrcosécl H‘/EH 46
Y

< Te—arcosé’crld/ HxH ’

Figura 3.4: Camino de integra-
ciéon para el cambio de la recta
real al rayo pe~™’.

TRABAJO DE FIN DE GRADO JESUS DUENAS PAMPLONA



56 CAPITULO 3. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEALES.

lo cual tiende hacia 0 tanto si » — 0, como si R — oo, lo que permite hacer ese limite en
los caminos de integracion, obteniendo que, para el caso de 7 > 0,

[ee] oo Y
/ e” T dt = / e~ e (HIDPET P (pe=i )1 4,
0 0
y, en consecuencia, se puede acotar

|R(o +it: A)z|| <

/Oo e—i(s’e—(aﬂ‘r)pe*i“’ T(pe_i(sl)x de
0

0o
< / e—p(cfcos6’—i—7—sm(5’)cr1 ”xH dp,
0

e integrando y siguiendo la acotacién, aprovechando que o > 0, se tiene

) C1 ||z Ci|z] C
R A < < = =
1o +ir : A)f| < ocosd +7sind ~ Tsind T =1l

donde se ha renombrado la constante incluyendo dentro de ella el valor de sind’. Siguiendo
el procedimiento andlogo en el caso 7 < 0 con el rayo pew y 0 < p < o0, se obtiene
|R(c + it : A)x| < —C/7, y, por tanto, se deduce la cota con el valor absoluto.

(b)=(c). Al tratarse A del generador de un semigrupo Cy, por el Teorema [3.4.4] y siendo
w = 0 por hipétesis de uniformidad, se tiene que |[R(A: A)|] < M;/Re\ para todo A con
Re A > 0. De (b) se tiene que |R(A: A)|| < C/|Im A| para Re A > 0, y, por tanto, se consigue

M2 2
Al = ReAP + [ a2 < VL EC

IR A

Si se denota Cy = \/M? + C? entonces |R(\: A)| <
Cy/|A. En virtud de lo anterior, se tiene la cota
buscada para todo ReA > 0, pero falta verlo para el B
> que propone el enunciado. Para ello, dado ¢ > 0 se , \
considera la expansién en serie de Taylor del resolvente Ty \
que proporciona el Teorema [2.4.2] en torno a A\g = '
o+ Tt . /
o . i
R(A:A)= Z(O‘ 441 — N)"R(0 + it : A)"TL Re 2

n=0

la cual es convergente en norma de L(X) si
lo+it — A ||R(o +i1: A)|| < 1. Figura 3.5: Disco de convergencia del
desarrollo de R(\ : A).

Se toma entonces A = Re\ + i7, y usando la hipétesis (b) se comprueba inmediatamente
que cuando |0 — Re A| < || /C entonces la serie converge. En particular, para todo elemento
de C con Re X < 0 que verifique |ReA| /|ImA| < 1/C se tiene que existe ¢ > 0 verificando
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0 <o <1/C—|ReA|/|Im )|, y, por tanto, para algiin o > 0, estard en el abierto de convergencia
de la serie antes planteada, y, por tanto, estard en p(A). Esto ocurre para

At |<7T+ t !
Dla - arctan —
rg z 5 r nC,

luego este conjunto esta contenido en p(A). Ademds, si para un subconjunto de C se verifica
que existe un 0 < k < 1 tal que, para cada A = Re A + i7 perteneciente a dicho conjunto,
existe algun o > 0 tal que |0+ i7 — A|||R(o 4+ i7 : A)|| < k, se tendrd que la serie converge
uniformemente en dicho subconjunto de C. En particular, al utilizar la hipétesis (b) de nuevo,
esto ocurre cuando |0 — Re A| < k|7] /C. El siguiente conjunto verifica dicha propiedad,

{)\: larg z| < g+(5} C p(A)

donde § = arctank/C, con 0 < k < 1, porque se cumple que |[ReA|/|ImA| < k/C, luego
razonando igual que antes, para cada elemento del conjunto existe o > 0 tal que se cumple
o —ReA| < k|7|/C. De esta forma, en toda esta region, al acotar la norma de R(A : A) y
sumar la serie geométrica se tiene

_|[R(o +iT : A)|
N 1—k '

|IR(A:A)|| < ||R(o+iT: A Z lo+i1 — A" |R(o +iT: A)||"

n=0

Teniendo en cuenta la hipétesis (b) y que [Re A| / [Im A| < 1/C implica [A|* = |Re A*+[Im A|? <
(14 1/C?)|Im A\ se puede escribir a partir de la expresién anterior

C VCi4+1 M

RO AN g = A —m ~

Ademds, por hipdtesis se tenia que 0 € p(A), luego se obtiene (c).

(c)=(d) Si A satisface (c), entonces por el Teorema se tiene que
T(t) = = / MR(N: A)dA
211 T ' ’

donde I es una curva diferenciable en X5 que va desde coe ™™ hasta oce' con /2 < 0 < 7/244.
La integral converge en norma £(X) para ¢t > 0. Como se quiere garantizar que dicha expresién
es derivable, en primer lugar, se deriva formalmente para obtener cudl seria su derivada, y,
después, al probar que en efecto es convergente también en norma de L£(X) para t > 0 se
tendra que es efectivamente su derivada. Haciendo lo descrito se tiene

T'(t) = 1,/)\6’“}2(/\ c A)dA.
I

T

En concreto, aprovechando que 0 € p(A), y que el conjunto resolvente es abierto, al tomar el
camino diferenciable a trozos formado por los dos rayos pe? y pe™® con p variando en (0, 00)
y /2 < 0 < w/2+ 0 fijo, y usando la cota que (c) aporta por hipétesis, que es cierta salvo en
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el extremo 0 de integracién, se puede acotar

170 = 5

/F AMR(N: A) d/\H

1 o0 d 2 . o0 . —q .
= — / pe?0ere etR(pele : A)dp — / pe 20 gre GtR(,oe_Ze : A) de

271' 0 0

1 R i ) o0 ) i .
< — (‘ / pezQGepe GtR(pezG . A) de + / pe—IQGepe GtR(pe—ze . A) de)

2 0 0

1 > cos 1 * cos —1
< - (/ pet GHR(pe 9. A)H dp—i—/ pet OHR(pe 9. A)H dp>

™ \Jo 0

< 1/ Meptcos@ Cl,O

™ Jo
B M
- —mtcosf’

donde hay que tener en cuenta que cosf < 0 debido a que 7/2 < 6 < 7/2 + §. Por lo tanto,
la integral correspondiente a la derivada formal T"(¢) converge para todo ¢ > 0. Queda, por
tanto, justificada la derivada formal, luego T'(¢) es derivable para ¢ > 0. Entonces, el Lema
3.6.1| garantiza que AT'(t) = T'(t). Renombrando la constante antes hallada para ¢t > 0, se
puede escribir

4zl = || < 5.
(d)=-(a) Para demostrar que el semigrupo de operadores se puede extender a un cono del plano
complejo, se va a escribir el semigrupo en forma de serie, andlogamente al procedimiento de
construccién de la exponencial compleja a partir de la exponencial real. Para ello, se considera
la serie de potencias (se puede denominar ya T'(z) porque es inmediato comprobar que para
valores de z € RT toma los valores del semigrupo Cp definido sobre la semirrecta real)

o0
TM(t)
T(z) =T(t)+ Z T(Z -1)",
n=1
y se quiere comprobar su dominio de convergencia. Los sumandos estan bien definidos gracias
a que, como T'(t) es diferenciable para t > 0, el Lema lo garantiza, junto con la cota

HT(”)(t)H = ||T"(t/n)"|| < IT"(t/n)||". Esto, anadido a la cota que aporta (d), resulta en

. n* (C\" _ , (C\"
a5 (7)< (7)

Procediendo anédlogamente a la implicacién (b)=(c), se tiene que dicha serie converge unifor-
memente en norma de £(X) en el entorno en C de ¢ € R dado por |z — t| < k(t/eC), para cada
0 < k < 1. De ahi que T'(z) es una funcién holomorfa en

1
A= : < arctan — .
{z larg z| < arctan Ce}

Por la analiticidad de T'(z), se puede hallar T'(z1)T(22), con z1, z2 € A, haciendo el producto
de las series, y asi comprobar la propiedad de semigrupo. Se utiliza el Lema y se denota
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directamente T () = T'(t) y 0! = 1, como es habitual.

> AM)T(s o An)
T(21)T(2) = (Z AJ()(zl — 5)") (Z An!T(t)(zz — t)")

n=0 n=0

" (2 — 8)F (29 — )k
A S“Z(lm ) ((2n—3<:)!
k=0

i (”)T( )
n=0

O AT (g n
ZA];L(!—i_t)(zl + 22 — (s +1))
n=0

T(Zl + 2’2).

T(0) = I estd garantizado por estar extendiendo un semigrupo previo. Como el semigrupo es
fuertemente continuo en 0 a través de en [0, 00) por ser de clase Cy, y fuertemente continuo en
A por ser analitico, necesariamente también es fuertemente continuo en 0 a través de A.

De la hipétesis de que ||AT'(t)|| < C/t se deduce la siguiente expresion, que servira para pro-
bar la acotacién uniforme en los compactos de la forma A, = {z : |arg z| < arctan(1/Ce) — €},
usando de nuevo el Lema [3.6.1] y tomando ¢ = Re z,

Im
o0
S T (Re z) n
R TI 1T = (> (z —Rez)
I/ i \l Re n=0 n'
\Rez | ) > (AT (Rez))"
\\\‘:—’/// < Z( (n‘n )) (Imz)n
n=0
oo n
C"n" (|Im 2|
<
_nz:;] n! (|Rez|>

Figura 3.6: Disco de convergencia del
desarrollo de T'(z).

Dentro del cono en cuestion, A, se tiene que existe [Im z| /|Re z| < k/Ce con 0 < k < 1, por
lo que

ZCTL <|Imz]> Sz:n(k;) '
—~ n! |Re z| —nl \e

Aplicando el criterio de la raiz y la identidad de Stirling se tiene la convergencia de la serie de
la derecha:

i % _ i k<1

m —— = lim ——— = .

n—00 e/n) n—00 (27T’I7,)1/2n

En consecuencia, se obtiene la acotacion uniforme en los subsectores cerrados de la forma
Ac ={z: |argz| < arctan(1/Ce) — €}, por lo que la prueba estd completa. O

El resultado que se acaba de presentar muestra la equivalencia entre que el generador
infinitesimal de un semigrupo Cj sea sectorial (es decir, que el espectro esté contenido en un
cono como el que se indica en el enunciado, y con la pertinente cota para el resolvente) y que el
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semigrupo que genera sea analitico. Esto es un resultado fundamental en el desarrollo posterior.
Se presentan a continuacién una serie de resultados y cotas que nos permitirdn trabajar con
semigrupos analiticos para la resolucién de ecuaciones diferenciales.

De ahora en adelante se utilizard segiin conveniencia et y T(t) para nombrar el semigrupo
de operadores lineales y continuos cuyo generador infintesimal es A, debido a que las propieda-
des ya conocidas del semigrupo le hacen comportarse de forma similar a la exponencial comun,
y pudiendo asi escribir de forma explicita el generador infinitesimal del mismo.

Como consecuencia inmediata del resultado anterior, teniendo en cuenta el posible des-
plazamiento por w del semigrupo para hacerlo uniformemente continuo se tiene el siguiente
resultado.

Corolario 3.6.1. Sea T'(t) un semigrupo analitico, ¢ € [0,00), que verifica la desigualdad
|T(t)|| < Me*t con constantes M > 1y w > 0, entonces se tiene que

|4 = wD*T ()| < My,
donde M}, > 0 son constantes positivas para k € N.
Demostracién. Al aplicar el Teorema, a T(t)e ! se tiene que para t € [0, c0),
[H(A = wI)T(t)]| < Ce,

y utilizando el Lema se obtiene para el resto de valores de k posibles, dado que (A —
w)FT(t) = ((A - wI)T(t/k:))k. Se puede escribir

w _ (CE)*
H(A—w[)kT(t)H < (Chhest = Zpmet,
y, por tanto, tomando My =C'y M} = (C’kz)k, para k # 0, se termina la demostracién. O

Proposicién 3.6.1. Dado un semigrupo analitico T'(t), es inyectivo para todo ¢ > 0.

Demostracién. Dado ty > 0, si se comprueba que T'(tg)z = 0 para cierto z € X implica que
x = 0, entonces se tendra el resultado. Ahora bien, se tiene que para t > t( se verifica T'(t)z =
T(t—to)T(to)x = 0, y por ser T'(t)x una funcién analitica y tener un punto de acumulacién de
ceros, se deduce aplicando el Principio de Identidad que la funcién es idénticamente nula en
su dominio cénico de analiticidad. De ahi que T'(t)x = 0 para todo t > 0. Haciendo uso de la
Proposicién se consigue entonces que R(A: A)z = 0, donde R(X: A) si que es inyectivo,
y, por tanto, necesariamente x = 0, luego T'(t) es inyectivo. O

3.6.1. El ejemplo del laplaciano: realizaciéon en R

Para visualizar adecuadamente la teoria que se acaba de exponer, se va a tratar a conti-
nuacién el ejemplo del laplaciano unidimensional sobre la recta real completa R, es decir, del
operador derivada segunda. Para ello, en primer lugar, se deben de considerar los dominios
adecuados para tratar con dicho operador. Se va a trabajar en LP(R) con 1 < p < co. El caso de
los espacios de funciones continuas, p = 0o, no se corresponde con los resultados presentados en
este trabajo, como se explicard en la Seccién Los trabajos de A. Lunardi, como [17], hacen
especial énfasis en la realizacién de los operadores en estos espacios, que no seran atendidos
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en el presente trabajo. Este ejemplo y el siguiente se pueden encontrar més desarrollados en [16].

Como se va a trabajar en LP(R) con un operador diferencial de orden 2, el dominio del
operador A, serd el espacio de Sobolev W2P(IR) de funciones con dos derivadas distribucionales
en LP(R). Se define

D(A,) = W*P(R) C LP(R),  Ayu=1". (3.7)

Para comprobar que se trata de un operador sectorial y que, por tanto, genera un semigrupo
analitico de operadores lineales y continuos, antes que nada, ha de localizarse su espectro.

En primer lugar, se quiere comprobar que (—o00, 0] C o(A,). Una forma habitual de proceder
para demostrar que ciertos puntos estan en el espectro se basa en que los A € C para los que
existe u € D(Ap) no idénticamente nula tal que v’ = Au, es decir, autovalores, hacen que
(M — Ap)u = 0, y, por tanto, que Al — A, no sea inyectivo, luego A € o(4,). Sin embargo,
en este caso, si se buscan autovalores que correspondan a A € (—o0,0] C o(A4,), se obtienen
u(z) = C1 exp(izy/—\)+Cy exp(—izy/—\), pero estas funciones no pertenecen a LP(R). Para la
comprobacién que se va a realizar bastard quedarse con una autofuncién concreta, por ejemplo,

Cy =1, Cy =0, u(x) = exp(ixy/—A). Se ha de hacer uso, entonces, del Lemam

Se considera una funcién test ¢ : R — R que tenga su soporte contenido en (—2,2), que
valga < 1 en todo su dominio de definicién y que sea idénticamente igual a 1 en [—1,1], y se
define ¢, (x) = ¢(x/n) para todo n € N, obteniendo funciones test definidas en (—2n,2n) y

que valen 1 en [—n, n]. Entonces, se denomina u,, = ¢,u, teniendo asi que u, € D(A,), y que
u, se aproxima a u en algin sentido a concretar al ir aumentando n. Se pueden acotar las
normas de dichos elementos por

3=

(2n)7 < lunll, = (/R |u(@)[” o (x/n)” dw>p < (4n)'/?.

Se define entonces v, = uy,/ ||uan para tener elementos normalizados, buscando satisfacer las
hipdtesis del Lema y de ahi que

IO = A)enw)ll, iy + 20,

[unll, - [unll,

" (@/n)/n+ 2=\ (z/n)|,

nlip

1
n

Si se toma M > 0 tal que ||¢/|| ., [l
se obtiene

"o < M entonces, utilizando la cota anterior para [|up||,,

(A = A)v,||, < l(4n)1/PM(1/n+2\/_—)\)
e luall,

< l21/1”M(1/n +2V=X) =5 0.
n

Por lo tanto, en virtud del ya citado Lema [2.4.2] (—o00,0] C o(A4,). En segundo lugar, se
quiere comprobar que dado A & (—o0, 0] se verifica que A € p(A,). Para ello, se consideran las
soluciones en Wli’f(R) de \u —u” = 0, donde, si se denominan & y & las dos raices cuadradas
complejas de A, son de la forma u(z) = Aexp(&1x) + Bexp(£2x); que son C°(R), por lo que
son soluciones en un sentido cldsico, pero no pertenecen a LP(R); de forma que A — A, es
inyectivo, porque si (A — A,)u = 0 con u € W?P(R) entonces u = 0.

Se comprueba, a continuacién, que AI — A, es sobreyectivo. Dado arg A = 6 € (—m, 7], se
escribirdn las raices cuadradas de A como & = |)\|1/2 €2 y ¢ = —€. Dado f € LP(R), el
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candidato natural a resolver la ecuacién Au — u” = f serd el dado por la férmula de variacién
de las constantes como

u(z) = 2; ( / . e 1Y) f(y) dy + / 1Y) £ (y) dy) : (3.8)

el cual puede escribirse en forma de convolucién con h¢, (v) = e~&lzl/2¢) como u(z) = (f *
he,)(x). Se le aplica la desigualdad de Young, que se puede encontrar en la pagina 205 de [32],
y que enuncia que, dados 1 < p<¢g<ocoyq= (% + % — 1)L si fe LP(RY) y g € L"(R"),
entonces su convolucién estd definida en todo R™, pertenece a LI(R"™) y, ademés, se verifica que
1f*gll, < Ifll, lgll,- La demostracién de esta desigualdad se basa en una aplicacién reiterada
de la desigualdad de Holder. En este caso, aplicindola con ¢ = py r = 1 se tiene que u € LP(R)

y, ademds,
lull, < LFIl, 1Pe 1], -

Acotando ||h¢, ||,, teniendo en cuenta su definicién, se obtiene

Iy

efl‘Z'ReEl 1 1
Il = [ o = - -
R 2[&] |61/ Re&y  [A[cos(0/2)

Por tanto, [[ull,, < || fll, /Al cos(6/2), de donde se tiene, a la par, que Al — A, es sobreyectivo
y que su inversa es continua si se consigue garantizar que u € D(Ap). Que su inversa es
lineal se tiene por la forma de u(z) en la férmula de variacién de las constantes. Para acabar,
entonces, sélo falta demostrar que efectivamente u € D(A,) = WP(R). Se aprovechara para
ello resultados de densidad de funciones test.

Dado f € LP(R), se considerara una sucesién de funciones test f, € C°(R) que aproximen
a f. Las correspondientes soluciones u,, a los problemas Au,, —u!, = f,, son dadas por la férmula
de variacién de las constantes antes presentada, y dada su expresién son suaves (la convolucién
toma la mayor de las regularidades), y, por tanto, por la desigualdad de Young aplicada de
forma similar a la anterior

HU - uan < Hf - fn”p Hh‘§1H1 .

Es claro, entonces, que u,, converge a u en norma LP(R). Aplicando el mismo argumento con
la desigualdad de Young para sus derivadas débiles se tiene que

1 [T 1 [
() = —2/ e ST £ (y) dy+2/ 1Y) 1 (y) dy
converge en norma LP(R) a la funcién
L [" e L e
g@)=—5 [ ey dy+5 [ eV (y)dy.

De esta forma, g = v € LP(R) y u!! = Au, — f, converge a Au — f, por lo que Au —
f = u" € LP(R). Asf se tiene que, efectivamente, u € D(A,) = W?P(R), y, por tanto, se
ha comprobado que la realizacién del laplaciano unidimensional en cualquier espacio LP(R)
con 1 < p < oo sobre la recta real completa es un operador sectorial, ya que su espec-
tro es el semieje real negativo y se dispone de cota [[R(A: Ap)f[l, < [[fl,/|Alcos(6/2).
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Se observa que no se verifica exactamente la propiedad
pedida en el Teorema debido a que 0 pertenece
al espectro y no al conjunto resolvente. Basta, sin
embargo, con desplazar un € > (0 arbitrario el origen
del operador para estar dentro del conjunto resolvente,
y, ademads, se puede tomar cualquier 0 < § < 7/2 de
forma que exista M > 0 tal que M~ < cos((m/2 +
9)/2) y, por tanto, se tenga la cota pedida en el
apartado (]ED del Teorema siendo pues generador
de un semigrupo analitico. Cabe destacar que, en
literatura relacionada, se pide a veces una hipdtesis
diferente a la que aparece en dicho teorema: que dados Figura 3.7: Representacion del despla-
0<d<m/2y M>0en un cono zamiento en el conjunto resolvente.

Y5 = {)\: larg z| < g—ké}U{O}

se verifique

M
AA) < AEX .
[R(A: A < Dp1 PRAENs (3.9)
en lugar de exigir el habitual
M
|RON:A)| < — para A € 35, A # 0. (3.10)

Al

La cuestion es que estas dos formulaciones son equivalentes (no con la misma contante ni el
mismo cono) cuando 0 € p(A). Es inmediato que IM% < ITMI’ por lo que la primera implica la
segunda con la misma constante y mismo cono. Ahora bien, dada la segunda forma y 0 € p(A4),
sea « verificando 0 < a < §, y 7 > 0 arbitrario. Entonces, se puede tomar un sector circular

cerrado
A={N: fargzl < T +a, Prfufo),

que es compacto y estd contenido dentro del conjunto resolvente. Por tanto, existe M7 > 0 tal
que ||[R(\: A)|| < M; para A € A. Operando con C' > M se puede escribir

M__C M
N =N+ 1 C—M

<A

Haciendo r = ijM se obtiene el valor de C'= M (14 1/r), lo que quiere decir que si se toma

C =sup{My,M(1+1/r)} se tendra la cota requerida en X,. Por eso, siempre que el 0 esté
contenido en p(A) no importa cudl de las dos caracterizaciones se utilice.

Esta realizacion que se ha descrito es la adecuada para resolver el Problema Puro de Valores
Iniciales para el Laplaciano. A continuacién, se presenta también el andlisis de la realizacion
correspondiente al problema Dirichlet en un intervalo acotado de R para el laplaciano. Es
resenable que el espectro de un mismo operador diferencial cambia de una realizacion a otra,
aunque compartan siempre propiedades similares. Los espectros de las distintas realizaciones
del Laplaciano, por ejemplo, comparten siempre estar contenidos en el semieje real negativo
del plano complejo.
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3.6.2. El ejemplo del laplaciano: realizacion Dirichlet

Se considera el intervalo unidad I = (0, 1), dado que cualquier otro intervalo abierto de R se
puede reescalar a este, y, por tanto, construir un problema equivalente. Sobre este intervalo se
va a considerar la realizacién del laplaciano correspondiente al problema Dirichlet homogéneo,
es decir, aquel en el que el valor de las funciones en los extremos de I esta fijado a 0. Dado
1 < p < 00, se considera la correspondiente realizacion del operador diferencial laplaciano

D(Ap) = {u e W?P(0,1) | u(0) = u(1) =0} C LF(0,1), Apu =" (3.11)

Se quiere ver, entonces, que el operador A, : D(A,) — LP(0,1) asi definido es un operador
sectorial. En la asignatura de Fcuaciones en Derivadas Parciales, se obtuvieron los autovalores
de este problema, lo cuales se demostré que eran tinicamente —n?72, con n € N. Por esta razén
la exposicién siguiente se centrard en demostrar que el conjunto resolvente contiene a C\ (—oo, 0]
y que A, es un operador sectorial.

Dado A ¢ (—o0,0], se define de nuevo pu = \f/\~ de forma que Rep > 0. Para todo
[ € LP(0,1), se puede extender f a una funcién f € LP(R) de forma que se verifique
1/ zeo,1) = Il Lo (w), simplemente tomando f(z) = 0 para = ¢ (0,1).

Considérese ahora, andlogamente a (3.8)), @ definida por

o) = 5 | e ),

y se sabe, por la seccidn anterior, que &|[071] es solucién de la ecuacién Au—u" = f, satisfaciendo

A X [FAS 1 Wl 2o (fo,17)
< = ? .
U|[071] HLF([OJ]) - HUHLP(R) = |)\‘ COS(@/Q) ‘)\| COS(9/2)7 (3 12)

donde # = arg A. Sin embargo, de ninguna manera estd garantizado que a|[0,1] verifique las
condiciones frontera Dirichlet homogéneas en 0 y 1. Para encontrar soluciones que cumplan las
condiciones frontera se definen constantes que tomen los valores %(0) y (1),

1

_ 1 _
N —uls| — N —pl1—s| —
Yo = / e Ml f(s)ds = u(0), v = / e f(s)ds =u(1). (3.13)
21 g 2p Jr
De esta forma, como todas las soluciones de la ecuacién Au — u” = f que pertenezcan a
W2P(0,1) estan dadas por
u(z) = u(z) + crui (z) + coua(x), (3.14)

donde uj(x) = e ™" y ug(x) = e**, dos soluciones independientes de la ecuacién diferencial
homogénea. Se busca, por tanto, tratar de determinar ¢; y ¢z en (3.14]) de forma que u(0) =
u(1) = 0. Esto resulta en resolver el sistema

()= (L ) ()

que tiene solucién tinica porque el determinante es distinto de 0 (recordemos que Re > 0), v,
por tanto,

1

a=————m—-€), C2 =

N —p
ST DT ( v1+e ’YO) ) (3.15)
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Se consideran ahora las normas de los elementos involucrados restringidos a (0, 1), para con-
seguir la acotacién buscada.

1 R 1/p 1 R 1/p 1
_ —xpRep _ _ pbRep -
Hu1|[0,1]”LP([O,1]) - </0 € dw) a (pReu (1-e )> = (pRe u)/r’

1 . 1/p 1 . 1/p eRep
_ xpRe p = — (ePer _ —
HUQ‘[OvHHLP([O,I]) = (/0 e da:) = <pReM (6 1)) < (pRe M)l/P.

Por otro lado, para v y 71, se aplica la desigualdad de Holder en (3.13)), obteniendo
(teniendo en cuenta que f se anula fuera de (0, 1), se puede considerar el dominio de integracién

(0,1))

1 1

< -
|/70| = eu)l/q’

il < gl Fllzron T e

U 2O (gRe e
donde p y ¢ son exponentes conjugados, 1 = % + %. Téngase cuidado con la expresién anterior
en el caso p = 1, en el cual lo que aparece es la norma infinito de ul’[O,l]a que vale 1, y por
lo cual se obtendria |v;| < |[fll 10,1y /(2[k]), 7 = 0,1, en vez de la expresién anterior. Para
acabar la acotacién, se tiene que

eRer _ g~ Rep ‘e“ — e_“" ,

luego de (3.15),

14 eRen 1 1
eRep _ g—Rep 9 |M| HfHLP(O,l) (qReM)l/qv

ler] <

1+ eRer 1 1

< —Rep '

Como (1 + eRer)/(eRer — e=Ren) 5 1 cuando Rep — oo, existe R > 0y C > 0 tal que si
|A| > R entonces (1 + eRer)/(eRer — e~Ren) < C. De esta forma, para |\| > R, teniendo en
cuenta que en el cono alrededor del eje real positivo de dngulo 7/2 < 6y < 7 se puede escribir
A=\ e?, con 0] < 0, y Rep > | cos(60/2) v |u* = |,

1

1 1
HcluluLP([O,l]) < (pRe,u)l/pCZ ‘,UJ‘ HfHLP(O,l)

C’
W < m ”f”Lp(oJ) )

donde se han juntado todas las contantes en una sola, C’. Andlogamente se obtiene lo mismo

para HCQUQHLP([O 1))~ De esta forma, por (3-12) v (3.14), se tiene que para [A| > R en el cono de
arg A < 6y se verifica

C/
llull Lo (go,17) < oy £l e 0,1) - (3.16)

donde C” es una constante posiblemente distinta. Para acabar, falta razonar para [A\| < R. Como
A — R(A, Ap) es una funcién holomorfa en el conjunto resolvente, es, de hecho, continua. Por
tanto, como el conjunto {|A\| < R, |argA\| < 6y} estd contenido en el resolvente, bajo cualquier
desplazamiento del 0 un ¢ > 0 se tendrda que {|A\| < R, |argA| <6y} U {0} es un conjunto
compacto contenido dentro del conjunto resolvente. De esta forma, la resolvente se puede
acotar por una constante en ese conjunto, y, por tanto, se ha acabado de ver lo que se queria,
que A, es un operador sectorial, al desplazarlo cualquier € > 0, para 1 < p < oo.
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3.6.3. Potencias fraccionarias de generadores de semigrupos analiticos

Se presenta a continuaciéon un breve resumen de una de las formas tipicas de construir
espacios de interpolaciéon en problemas parabdlicos como los que se va a estudiar. Esta cons-
truccion es de interés en los casos semilineal y casilineal. El objetivo de esta seccion es, dado
un operador lineal cerrado —A : D(A) C X — X, generador de un semigrupo analitico, dar de
forma ‘natural’ una familia de espacios de Banach parametrizados entre D(A) y X de forma
que tengan las propiedades expuestas de los espacios de interpolacién en la Seccién [2.6] Utilizar
—A como generador del semigrupo analitico en vez de A, poniéndolo con el signo contrario
en la ecuacién diferencial, es una notacién usual en problemas parabdlicos, y precisamente el
propdsito es el de simplificar la notacién al utilizar potencias fraccionarias de operadores.

Debido a que estos no aparecen explicitamente en la construccién que se presenta en este
trabajo de la solucién del problema lineal no auténomo, no se presentara la construccién entera
sino unicamente las ideas principales, cuya explicacién més completa se puede encontrar en la
Seccién 2.6. de [19] o en la Seccién 2.2. de [I7]. Aunque no se utilicen en este trabajo, estos
espacios son fundamentales a la hora de resolver los mismos problemas que se tratan aqui, si
se prescinde de la hipdtesis de dominio denso, y también en la teoria posterior.

Dado un operador lineal A verificando lo previamente expuesto, se define, para o > 0, la
potencia fraccionaria de A generalizando de forma intuitiva la integral de Dunford, ((3.4)),

Ao 1

= — YA —-z2I)"td 1

donde T" es una curva en el plano complejo contenida dentro de p(A) que va desde ooe~ " hasta
o0e? (con w < 6 < ) y que evita el origen de coordenadas (como en ocasiones anteriores, no
hace falta explicitar més la forma de la curva por la holomorfia del integrando, que permite
cambiar el camino de integracién).

Se puede comprobar que los operadores antes definidos son invertibles, y se define A, con
a > 0, como (A~%)~L. Se verifica que, para n € N, los operadores asi definidos coinciden con
las potencias ‘clasicas’ de A y, ademads, para toda esta familia de operadores se consigue la
natural asociatividad en los exponentes A%*? = A*AP. Las propiedades principales de estos
operadores quedan recogidas en el siguiente teorema, y generalizan en cierta forma el Lema

y el Corolario [3.6.1

Teorema 3.6.2. Dado —A, generador de un semigrupo analitico T'(¢), si 0 € p(A) entonces
(1) T(t) : X — D(A%) paratodot >0y a > 0.
(11) para todo x € D(A®) se tiene T'(t)A% = A*T(t)z.

(11) existe 6 > 0 tal que para todo ¢ > 0 el operador A*T'(¢) es lineal y continuo y, ademés,

AT ()| < Mot~ e,

(tv) dado 0 <« <1y x € D(A*) entonces

[T (#)x — xf| < Cat® |A%2].
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Proposicion 3.6.2. Para 0 < k < n, el espacio D(Ak) dotado de la norma
|2l peary = 1A% ]| x

es un espacio de interpolacién de indice k/n (o lo que es lo mismo, de clase J;/,) entre X y
D(A™), es decir, se verifica que

1—k k
lall pary < € ey * llall iy -
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Capitulo 4

El problema lineal auténomo

4.1. El caso lineal homogéneo

El primer problema a resolver en el camino hacia el caso lineal no auténomo es aquel en el
que el operador sectorial que aparece en el problema es independiente del tiempo, es decir, el
caso auténomo. Para comenzar, dados X un espacio de Banach y —A4 : D(A) € X — X un
operador lineal que genera un semigrupo analitico, se pretende abordar un problema homogéneo
como el que se muestra a continuacién:

d
)+ Au(t) =0,  parat >0,

dt (4.1)
u(0) = o, ug € X.

Se entendera que u : [0,00) — X es una solucién si esta es continua para ¢ > 0, continuamente
diferenciable para ¢t > 0, se verifica que u(t) € D(A) para todo t > 0 y que tanto la ecuacién
diferencial como la condicién inicial dadas por se cumplen. En resumidas cuentas, las
soluciones deben pertenecer a C°([0, o), X) N C1((0,00), X) y verificar las ecuaciones (4.1)).

Teorema 4.1.1. Si —A es generador infinitesimal de un semigrupo analitico de operadores
lineales y continuos, T'(t), entonces para todo ug € X el problema (4.1)) tiene solucién.

Demostracién. Utilizando la parte (d) del Teorema se tiene que T'(t) es diferenciable
por ser —A analitico, luego si se toma u(t) = T'(t)ug se tiene que u'(t) = —AT(t)ug para t > 0,
es decir, que se verifica la primera ecuacion del problema , y, ademas, por el Corolario
T(t)up es funcién continua de ¢ para t > 0, por lo que es C°([0,00), X).

La continuidad de AT (t)ug para t > 0 se tiene por el apartado del Lema ya que
la continuidad en norma implica la continuidad fuerte. En definitiva, u(t) es continuamente
diferenciable para t > 0, es decir, es lo que se entiende por una funcién de clase C((0, o), X).
Ademids, dado que T'(0) = I se tiene también la condicién inicial. En consecuencia, existe
solucién al problema planteado. O

Este resultado es cierto, de hecho, exigiendo menos de lo que hemos pedido. Bastaria con
pedir que el semigrupo generado por —A fuera diferenciable, lo cual es menos exigente. Sin
embargo, como nuestro interés viene condicionado por los operadores sectoriales, que generan
semigrupos analiticos, no dedicaremos mas atencién a esa condicién menos exigente.
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70 CAPITULO 4. EL PROBLEMA LINEAL AUTONOMO.

Por otro lado, cabe destacar que si se hubiera pedido tan sélo regularidad Cy al semigrupo
se podria obtener existencia y unicidad para dato inicial ug € D(A) en vez de para ug € X.
Este es un reflejo del conocido hecho de que las ecuaciones parabdlicas consiguen reparar la
falta de regularidad del dato inicial en cualquier ¢ > 0, mientras que en las ecuaciones de
tipo hiperbdlico un problema en la regularidad del dato inicial (ug € X \ D(A)) no puede ser
reparado y generaria un shock o rotura cuya propagacién habria que estudiar.

Para ver que la solucion es, de hecho, tinica se requiere pedir mucho menos que la analiti-
cidad, como se enunciara en el Teorema, que viene tras el siguiente lema.

Lema 4.1.1. Dado T > 0, sea u : [0,7] — X una funcién continua. Si existe M > 0 tal que

T
/ e u(s)ds
0

entonces u(t) =0 en [0, 7.

<M, para todo n € N,

Demostracién. La clave estd en considerar la siguiente serie de potencias,

> k—1

-1
§ :(k)‘eknr -1— exp(—em),
k=1 '

y aplicar de dos formas distintas el Teorema de la Convergencia Dominada a la expresion
siguiente, donde se toma t € [0, 7], la integral existe porque el integrando es funcién continua
de s,

; 'S (_1)k_1 kn(t—T+s) : g n(t—T+s)
nh_}rrgo ; Z i u(s)ds = nh_}lrgo ; (1 —exp(—e )) u(s)ds. (4.2)
k=1

El primer lugar donde se aplica el Teorema es en el término de la izquierda de , para
intercambiar la integral y la suma, y la segunda vez es en el término de la derecha de
para intercambiar el limite y la integral. Para la aplicacién en el término de la izquierda se
tiene que efectivamente la serie converge para todo s € [0,7] y, ademas,

N k—1

—1 n(t—T+s
2 :( k;)‘ ekn(t=T+ )u(s)
k=1 )

ekn(t=T+s)
k!

<3 Tl = )] (exp (" TH) ~ 1),
k=1

donde la cota que se ha conseguido es una funcién continua de s (ya que u es continua por
hipétesis), por tanto, integrable en [0,7], y no depende de N. Con esto tenemos permitido
intercambiar la suma y la integral, obteniendo para la norma del primer miembro

Ti (_1)k_1 6kn(th+s)u(S) ds io: T (_1)k_1€k:n(t7T+s)u(S) ds
—Jo k!

|
0 = k!
— L e || [Tk
ngk!e /Oe u(s) ds

<M (exp (e"(t_T)) — 1) 72,

IN
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donde para acotar H fo eknsu(s) dsH se ha utilizado la hipdtesis del enunciado. En consecuencia,
la expresién (4.2)) se puede reescribir como

T
lfm (1 —exp(— e”(t_T+s))) u(s)ds = 0. (4.3)

n—oo 0

Se aplica ahora, de nuevo, el Teorema [2.3.5] de la Convergencia Dominada para intercambiar
el limite en n y la integral. Para ello, se tiene en cuenta que, para casi todo punto s € [0, 7]
(todos menos s =T — t), se verifica

(1= exp(=e"T) ) u(s) "= kg gy (s)u(s),
donde k4 es la funcién que vale 1 en A y 0 fuera de A. Ademas, se tiene que

| (1= exp(=e"=T) us)]| < flu(s)]l

que es integrable por ser continua, luego se aplica el Teorema de la Convergencia Domi-
nada en (4.3]) y se obtiene

T
/ u(s)ds =0, para todo t € [0, T].
T—t

Ahora, tomando un funcional lineal y continuo f € X* se tiene que, por el Teorema [2.3.3] se
puede escribir:

T T

<f,/ u(s) ds> = / (fyu(s))ds =0, para todo t € [0, 7.
T—t T—t

Por reduccién al absurdo, si existe ¢ty € [0,7] tal que (f,u(to)) # 0, entonces existe € > 0 tal

que (f,u(t)) # 0 y tiene signo constante en t € [ty — €,to + €]. En ese caso,

T T to+e

0= [ty [ (ratnds= [ (o) ds,
to—e to+e to—e

donde la ultima integral no puede ser 0 por el razonamiento anterior. Por tanto, se tiene que

(f,u) = 0 para todo f € X*, luego u = 0, como se queria probar. O

Obsérvese la gran utilidad que ha tenido la aplicacién de un funcional lineal y continuo
f € X* en la demostraciéon anterior para probar un resultado andlogo al Lema Fundamental
del Caélculo de Variaciones para funciones que toman valores en un espacio de Banach. Se
ha conseguido sortear esta dificultad. Esto ha de tenerse siempre en cuenta en situaciones
similares.

Teorema 4.1.2. Sea A : D(A) — X un operador lineal con D(A) denso en X. Si R(A: —A)
existe para todos los reales A > A\g y

limsup A" log [|R(X : —A)| <0,

A—00

entonces el problema de valor inicial (4.1 tiene a lo sumo una solucién.
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Demostraciéon. En primer lugar, se traslada el semigrupo para poder trabajar mas cémo-
damente. Andlogamente a cuando se enunciaron las propiedades de los semigrupos analiticos,
hay que ver, siendo u(t) solucién del problema , de qué problema es solucién e~0%u(t).
Es inmediato que u(t) es continua en [0, 7] y continuamente diferenciable en (0,7 si y sélo si
e~ !y(t) es continua en [0,7] y continuamente diferenciable en (0,7]. Se tiene que u(t) serd
solucién de siy solo si v(t) = e tu(t) lo es de

d
d—;}(t) + (A+ Xol)v(t) =0, para t > 0, (4.4)
v(0) = uy, ug € X,
ya que se tiene
@(t) + Aov(t) = e*AOtd—“(t)
dt o dt

Se tiene, por tanto, si se denota B = A + oI, que R(A : —B) = R(A+ X\g : —A) existe
para todos los A > 0, y, ademads, verifica la condicién propuesta en el enunciado, ya que al
desplazar por \g la expresién no se altera el limite. Si existieran dos soluciones vy (t) y va(t)
al problema desplazado ([4.4), entonces v1(t) — v2(t) serfa solucién del mismo problema, pero
sustituyendo la condicién incial v(0) = ug por v(0) = 0. Es por esto que, si se prueba que la
solucién al problema con ug = 0 es idénticamente nula, se habra conseguido la unicidad
de soluciones, porque implicaria vy (t) = va(t) para todo t € [0,00), y, por tanto u;(t) = ua(t)
ent € [0,00).

Considérese entonces v(t) solucién del problema con ug = 0. Si se toma la funcién
t — R(A: —B)v(t) con A > 0, esta es derivable para ¢ > 0 por ser composicién de un
operador lineal y continuo con una funcién derivable, luego se puede derivar y después aplicar
la definicién de resolvente, R(A : —B)(A +B) = I, para manipular la expresién, R(\ : —B)B =
I —AR(A:—B),
d
%R()\ : —B)u(t) = —R(A: —B)Bu(t) = AR(A : —B)v(t) — v(t). (4.5)
Juntando con la condicién inicial R(A : —B)v(0) = 0, se tiene un problema de valor inicial
para una Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO). Por tanto, su solucién es dnica y conocida (ver
[27] o el Teorema 7.3. de [33] para la prueba de existencia y unicidad de soluciones para EDO’s
en espacios de Banach, resultados andlogos a los ya obtenidos para R™ durante el Grado),
buscamos soluciones para g(t) = R(A : —B)v(t). En primer lugar, se resuelve la ecuacién
homogénea (se quita el término v(t) de (4.5))

%(t) =Xg(t) = g(t) = Cexp(A\t), CeX,

y, a continuacién, por variacién de las constantes se obtiene la solucién particular. Se buscan
soluciones de la forma
g(t) = C(t)exp(Xt),  C:[0,T] = X,

con C(t) suficientemente regular. Introduciendo esto en (4.5)) se tiene

C'(t)exp(At) = —v(t) = C(t) = —/0 exp(—A7)v(7) dr.
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La solucién particular asi obtenida ya cumple la condicién inicial g(0) = 0 pedida, por lo que
no hace falta sumar de nuevo la solucién general del homogéneo. En definitiva, se tiene que la

solucién de (4.5)) es

t

RO\: —B)o(t) = — / A=)y (1) dr. (4.6)
0

La hipétesis del enunciado, que recuerda a la defincion del tipo de una funcién entera de orden

1, no es més que una hipétesis sobre el crecimiento de R(\ : —B) cuando A — oo con A € R.

Se quiere ver que esta hipétesis implica que, para todo o > 0,

lim e °*||R(\ : —B)|| = 0.
A—00

Se comprueba por reduccién al absurdo. Si no fuera asi existirfan o > 0, € > 0y {\, },_ reales
tales que \, — 0o, de forma que e~ ||R()\, : —B)|| > € para todo n € N. Esto implica que
para todon € N
log||R(\ : —B)|| S loge Y
An An

Tomando limites en la expresién anterior cuando n tiende a infinito vemos que la expresion de
la derecha tiende a o > 0, y esto contradice la hipétesis del limite superior del enunciado, por
lo que se tiene que para todo o > 0,

lim e °*||R(\ : —B)|| = 0.
A—00

Multiplicando la solucién (4.6) por e=°* y tomando el limite cuando A tiende a infinito se
tiene, utilizando la expresién anterior, que

t
lim e " R(\: —B)o(t) = — lim [ 7 "y(r)dr = 0.

A—00 A—o0 Jo
De esta forma, al aplicar el Lema se tiene que v(7) = 0 para 0 < 7 < t, y como ¢ es
arbitrario, se tiene lo que se pretendia: v(t) = 0 para t > 0. ]

Juntando los resultados de los dos teoremas anteriores en uno sélo se obtiene el resultado
de existencia (Teorema |4.1.1)) y unicidad (Teorema [4.1.2)) para el problema lineal homogéneo
(4.1).

Corolario 4.1.1. Si —A es generador infinitesimal de un semigrupo analitico de operadores
lineales y continuos, entonces para todo ug € X el problema (4.1 tiene solucién tnica.

Demostraciéon. Basta probar que los semigrupos analiticos verifican la propiedad del enun-
ciado del Teorema Por la parte del Teorema se puede escribir para A € [0, 00):

1. C
fm A~! :—A)|| < lim ~log— = 0.
lim A7 [R(A: —4)] < lim S log =0

En consecuencia, se tiene la unicidad. La existencia es directa por el Teorema O

Es importante recalcar la diferencia entre el problema que se acaba de analizar y una ODE
como las que se pueden encontrar en el ya citado [27]. La diferencia fundamental es que en
el caso analizado el operador lineal A que da lugar al problema a resolver no es un operador
lineal y continuo mientras que en el caso de las ODE’s si que lo es. En este caso A se trata de
un operador no acotado, es decir, cuyo dominio no es el espacio de Banach X completo sino
un subespacio vectorial suyo D(A) C X. Esta diferencia, que a primera vista puede parecer
pequena es la que introduce las diferencias fundamentales que permiten tratar ecuaciones en
derivadas parciales mediante este procedimiento en el que parece que se esta tratando con
ecuaciones diferenciales ordinarias.
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4.2. El caso lineal no homogéneo

El siguiente paso natural es considerar el problema que se ha planteado en la seccién anterior
conjuntamente con un término fuente del tipo f : [0,7) — X, con X el espacio de Banach
donde toma valores u y en cuyo subespacio D(A) estéd definido A.

%(t) + Au(t) = f(1), para t > 0,

u(0) = o, ug € X.

(4.7)

Para resolverlo se buscara una ‘solucién débil’ construida al estilo de variacion de las cons-
tantes o principio de Duhamel, y, después, se dard con las hipétesis de regularidad necesarias
para que dicha ‘solucién débil’ sea solucién en el sentido clasico.

Definicién 4.2.1. Una funcién u : [0,7) — X es denominada una solucién clasica del
problema lineal no homogéneo (4.7)) si es continua en [0,7"), continuamente diferenciable en

(0,T), verifica u(t) € D(A) en (0,T) y, ademads, se satisface (4.7).

Definicién 4.2.2. Dada f € L'([0,T), X), y siendo T'(t) el semigrupo de operadores lineales
y continuos de clase Cy que tiene a —A como generador infinitesimal, entonces se dice que
u:[0,T) — X es una solucién débil del problema lineal no homogéneo si viene dada
por la expresién

u(t) =T (t)up + /0 T(t—s)f(s)ds. (4.8)

Efectuando una derivacién formal se comprueba que esta construcciéon es un candidato
adecuado para resolver el problema (4.7)), ya que

du

dt
Ademas, trivialmente verifica la condicion inicial. Como se anticipaba en la Seccion [2.5] va a
surgir una diferencia entre los problemas generados por semigrupos de clase Cy frente a los
generados por semigrupos analiticos, aunque en esta seccién se exploraran tnicamente estos
ultimos. Los primeros, al igual que las ODE’s, exigirdan que el término fuente sea Lipschitziano
para que la solucién sea regular, mientras que los problemas provenientes de operadores
sectoriales requerirdn una condicién méas débil: que sea Holder continua. Este es el motivo
que llevé a la introduccion de estos espacios de funciones en la Seccién [2.5

(£) = —AT (o + F(t) — /0 CAT(t — $)f(s)ds = —Au(t) + F(2).

Proposicién 4.2.1. Dada f € L'([0,T), X), si —A es generador de un semigrupo de clase Cy,
entonces para todo ug € X el problema lineal no homogéneo (4.7) tiene a lo sumo una unica
solucién clasica. Si tiene solucién clasica, su expresion viene dada por la de la solucion débil

(3.

Demostracién. Si u es solucién clésica del problema y T'(t) el semigrupo de clase Cp
generado por —A, dado t € [0,7"), entonces T'(t — s)u(s) estd bien definida para todo s € [0, ¢],
y es diferenciable para todo s € (0,t). Ademads, su derivada es conocida utilizando la regla de
la cadena, la ecuacién diferencial y la conmutatividad del semigrupo con su generador.

% (T'(t — s)u(s)) = AT(t — s)u(s) + T(t — s)u'(s)
— AT(t — s)u(s) — T(t — s)Au(s) + T(t — s)f(s) (4.9)
=Tt —s)f(s)
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Como f € LY([0,T), X), se quiere ver que T(t — s)f(s) es integrable en s € [0,t) para todo
t €0, T). Basta ver que | T(t — s)f(s)]| es integrable en s € [0,t), y, para ello, se tiene la cota

IT(t = 8)f(s)]| < M= | f(s)]| < MeT || f(s)]]

que es integrable en virtud del Teorema de Bochner, ya que f es integrable. La cota para
el semigrupo se tiene porque es de clase Cy. En consecuencia, T'(t — s)f(s) es integrable en
s € ]0,t) para todo t € [0,T).

Integrando, entonces, entre 0 y ¢ la expresién (4.9)), se obtiene que u debe verificar la
expresion de la solucién débil, y, por tanto, de existir solucién clasica al problema es tinica
porque viene dada, precisamente, por la solucién débil (4.8]). ]

La cuestion relevante a estudiar a continuacién es en qué casos el problema tiene de hecho
solucién clésica, es decir, cuando la solucién débil verifica las condiciones de regularidad
suficientes como para ser solucién clésica. Este aspecto serd estudiado considerando ya que
—A es generador de un semigrupo analitico de operadores.

Teorema 4.2.1. Sea —A un generador de un semigrupo analitico T'(t). Dada f € L([0, 7], X)
localmente Hoélder continua en (0,7 se tiene que, para todo ug € X, el problema lineal no
homogéneo (4.7)) tiene solucién tnica.

Demostracién. La Proposicién garantiza que la solucién del problema , de existir,
es Unica y tiene la forma de la solucion débil. Basta entonces tomar la solucion débil
y comprobar que bajo las hipdtesis del enunciado posee la regularidad que requiere para ser
solucién clésica. Se probard, en primer lugar, que v(t) = fg T(t — s)f(s)ds, que es el segundo
sumando de ([4.8)), pertenece a D(A) y que Av(t) es continua para t € (0,T). Para este fin, se
trata de aprovechar la Holder continuidad separando la integral, haciendo aparecer un término
relacionado con la misma,

v(t) :/0 T(t— s)(f(s) — f(t)) ds+/0 T(t—s)f(t)ds = v1(t) + va(t). (4.10)

El Teorema proporciona que v2(t) € D(A) para todo t € (0,77, y, ademas,

Ava(t) = A </OtT(t _ () ds> ! </OtT(s)f(t) ds> — (I - T®)f(2).

Como por hipétesis f(t) es localmente Holder continua, por el Teorema se tiene que es,
de hecho, continua y, por tanto, Ava(t) es una funcién continua de ¢. Se procede a continuacién
a trabajar con vy. Para ello, se trata de definir una sucesién de funciones que converja hacia
v1(t) y que permita construir convergencias uniformes de las que se deduzcan los resultados
pretendidos. Se define

V1,e(t) = /Ot_6 T(t—s)(f(s) = f(t))ds, para t > e,
v1.e(t) =0, para t < e.

De la definicién estd clara la convergencia puntual vy ((t) — v1(¢) cuando € — 0, ya que el
argumento es integrable en [0,¢] (en la demostracién de la Proposicién se demostré que
T(t—s)f(s)loes,y T(t—s)f(t) lo es por ser funcién continua de s). Dado s # ¢ se tiene que
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AT (t — s), en virtud del Lema es un operador lineal y continuo, y, ademads es continuo
como funcién de s en s < t, por ser T'(t) diferenciable. Teniendo esas dos condiciones, se puede
razonar como se hizo en la demostracién de la Proposicion aplicando el Teorema [2.3.2
para demostrar que AT (t — s)f(s) es integrable en s € [0,¢t — €¢]. Ademas, es inmediato que
AT(t — s)f(t) también es integrable en s € [0, — €], como se requerird, ya que es funcién
continua en s € [0, — €.

Aqui se pone de manifiesto la importancia de haber quitado el € al dominio de integracién.
La posible falta de continuidad de T'(t—s) en t = s (lo que se tiene asegurado ahi es continuidad
fuerte) hace que no se tenga garantizado que T'(t — s)(f(s) — f (t)) sea integrable directamente
en s € [0,t], y eso hace que no se pueda aplicar el Teorerna 4] de Hille a la integral en [0, ¢]
como se va a aplicar a continuacién en [0,¢ — €]. Recortar ese ¢ > 0 subsana el problema y
permite seguir trabajando.

Dada la integrabilidad de AT'(t — s)(f(s) — f(t)) en s € [0, — €], aplicando el Teorema
de Hille se tiene que v1 € D(A) y, ademds, para t > € se puede introducir A dentro de
la integral, obteniendo

Avy (t) = /O ATt - $)(f(s) — F(1)) ds.

Gracias a la Holder continuidad y al Teorema [3.6.1] se tiene una cota para el integrando que
es valida para todo s € (0, 1),

[AT(t = s)(f(s) = FO) < [[AT(E = s)I[ 1/ (s) = FO) < %L |t —s|* = CLJt—s|*"
(4.11)

la cual es una funcién integrable en s € [0, t]. Por tanto, se puede aplicar el Teorema de la
Convergencia Dominada para concluir que cuando € — 0 se verifica que Av; . converge hacia

lim Avy (( ):/0 AT (t — s)(f(s) — f(t)) ds,

e—0

donde la integral de la derecha es convergente. Ademds, al ser A un operador cerrado se tiene
que vi(t) € D(A) parat >0y

Avy (1) = /O AT(t — 5)(f(s) - f(1)) ds.

Queda probar que Av;(t) es funcién continua de ¢. Para ello, basta considerar en primer lugar
la continuidad por la derecha,

t+h

ATt + 1 — )(f(s) — f(t+ ) ds—/ATt—s)(f(s) £(1)) ds

0

- —1/ATt—s (s) — £(1)) ds

+/ AT (t+ h—s)(f(t) — f(t+ h))ds
0

t+h
+ AT(t+h—s)(f(s) — f(t+h))ds,
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donde el primer y el tercer sumando convergen gracias a (4.11]), y se ve entonces que desaparecen
cuando h — 0. En consecuencia, el segundo sumando ha de converger también. Utilizando la
Hélder continuidad y la cota para AT'(t), el segundo sumando se puede acotar por

L CLh t
’ </ Cds:CLhalog<1+h>h;0>O,
0

- t+h—s
por lo que se tiene la continuidad por la derecha. Andlogamente se obtiene la continuidad por
la izquierda. En definitiva, se tiene que v(t) € D(A) y que Av(t) es continua para t € (0,7).

/OtAT(t—i-h—s)(f(t) — f(t+h))ds

Para concluir, dado A > 0, falta comprobar que se cumple la ecuacién diferencial del
problema. Se considera, recordando la definicién de v(t), (4.10)),

T(h) — I
h

v o t+h
o(t) = W - ;L/t T(t + h— s)f(s) ds. (4.12)

Como v(t) € D(A), al tomar el limite cuando h — 0 en la expresién anterior, se obtiene que
v(t) es derivable por la derecha en ¢, y se satisface DT v(t) + Av(t) = f(t). Ademds, por la
expresién obtenida DV v(t) es continua en (0,T), por lo que v(t) es continuamente diferenciable
en (0,7) y v'(t) + Av(t) = f(t). Como v(0) = 0 se tiene que u(t) = T(t)up + v(t) es solucién
del problema para todo ug € X y, por tanto, queda demostrado el teorema. O

4.3. Dependencia con los datos del problema

A partir de los resultados que se han presentado hasta ahora, el estudio de la continuidad
de las soluciones con respecto al dato inicial y a la condicién no homogénea es inmediato.

Para expresar dichos resultados se utilizard la norma infinito, definida de forma natural:
dada una funcién u : I — X, con I un intervalo en R y X un espacio de Banach, se definird la
norma infinito de u en I como

[ull o = sup [u(®)]] -
tel

Teorema 4.3.1. Sea u(t) la solucién del problema dada por el Teorema conug € X
y dato no homogéneo f Holder continua en [0,7]. Se tiene que (up, f) — w es Lipschitziana
respecto del dato inicial y respecto del dato no homogéneo, cuando se toma norma infinito en
[0,T] tanto para u como para f.

Demostracién. Dadas condiciones iniciales ug, 9 € X y f Holder continua en [0,7], sea
u1(t) la solucién dada por el Teorema m para el par (ug, f), y ua(t) la solucién para el par

(i, f). Se toma ([4.8)), y se escribe
ug(t) —uq(t) = T(t) (o — up).

Como el semigrupo 7'(t) tiene una cota uniforme en 0 < t < T, en ese dominio se puede escribir
[ug(t) — ur (B[] < Clio — uoll,

y, por tanto, tomando el superior en [0, 77,

Jug — w1l < C o — uol| -
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Ahora, para el dato no homogéneo, sea u;(t) la solucién del Teorema para los datos
(ug, f1) y u2(t) para (ug, f2), donde ug € X y fi1, fo Holder continuas en [0, T]. De nuevo, por

se tiene .
w(®) = () = [ T(t=5)(5a0) ~ ils) ds.

Acotando de la misma manera que antes, se puede escribir

t
lua(t) —wa (B < /0 Clf2 = fillods < C'lIf2 = fillso -

En conclusién, tomando el superior en 0 < ¢t < T se tiene, renombrando la constante C’ por
c,
lug —wrfl o < Cllf2 = fills -

4.4. Una construccion con condiciones frontera

El objetivo de esta seccién es inicamente aportar las lineas generales de actuacién cuando
se quiere trabajar con condiciones frontera no homogéneas. En secciones anteriores se ha
comentado como se pueden introducir condiciones frontera homogéneas en el dominio del
operador a tratar, considerando distintas realizaciones del operador en cuestion. El objetivo
ahora es construir una férmula de representacion integral que incorpore la contribucién de la
condicién frontera no homogénea. En esta seccidn se requieren mas resultados previos que los
que se comentaron en el Capitulo [2| especialmente concernientes a los espacios de funciones
en los que se trabaja. Estos se comentaran de forma sucinta, sin detenerse en los detalles, ya
que lo que se pretende meramente es llegar a ilustrar la forma de construir la representacién
integral como una linea de trabajo que continiia los resultados hasta ahora presentados.

La presentacion, a modo de visién global, se cenira a resultados probados en los articulos
de C. Palencia e I. Alonso-Mallo, [5l 18], en su mayoria del segundo de los documentos. El
estudio realizado en dichos articulos trabaja con semigrupos Cy en vez de analiticos, de forma
que aunque los resultados son ciertos para semigrupos analiticos es de esperar que se pudieran
conseguir resultados mas fuertes teniendo en cuenta las hipdtesis adicionales que supone la
analiticidad del semigrupo. En estos articulos pueden encontrarse todos los resultados de los
enunciados que se dejardn sin probar, asi como mas explicaciones y precisiones al respecto.

El procedimiento en esta seccién es distinto al de las anteriores, aqui se busca caracterizar
problemas en los que la dependencia de la solucién con el dato inicial y frontera son lineales:
se parte de las propiedades de la solucién y se construye una representacién integral explicita.
Para ello, se considera X el espacio de Banach donde actia el operador diferencial del problema
e Y el espacio de Banach donde actia el operador frontera (piénsese, por ejemplo, de forma
natural en el espacio de trazas de funciones en la frontera del dominio que se estd tratando).
Se consideran, entonces, problemas cuya solucién venga dada por

u(t) =T (t)up + V(t)g, para t > 0, (4.13)

donde T'(t) € L(X) es un semigrupo Cy de operadores lineales y continuos, y V(t) : F' — X para
cada t > 0 es un operador lineal, donde F' es un espacio de funciones definidas [0,00) — Y
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que representa el espacio de posibles datos frontera, el cual serd descrito con precisién mas
adelante. g es el dato frontera no homogéneo y ug el dato inicial. Al ser u(t) continua por ser
solucién de un problema, se tiene que V(t) es fuertemente continua. Lo que se busca en esta
seccién es construir una expresién integral para V(t) que permita incluir la contribucién a la
solucién de las condiciones frontera no homogéneas como si se tratara de un término fuente
adicional g.

Como V() es el operador que refleja la contribucién del dato frontera a la solucién final,
ha de exigirsele que cumpla relacién de causalidad, es decir, que V (t)g, la parte de la solucién
que proviene de la frontera, dependa unicamente de los valores g(s) con s € [0,t]. Por otro
lado, se puede deducir una 1til relacién funcional del hecho de que la solucién u(t + s) se tiene
que corresponder con la solucion resultante de evolucionar el dato inicial primero s y luego t.
Para ello, se denomina gs al retardo temporal positivo de magnitud s de la funcién g, es decir,
gs(t) = g(t + s) para todo t > 0.

u(t+s) =T(t + s)uo + V(t+s)g = T(t)u(s) + V(t)gs = T()T(s)uo + T()V (s)g + V(t)gs,
de donde se obtiene, al aplicar la propiedad de semigrupo,
V(it+s)g=V(t)gs +T(t)V(s)g, t,s > 0. (4.14)

Ademas, como u(0) = ug se tiene que V(0)g = 0.

4.4.1. El espacio de funciones frontera SW ([0,0),Y)

Como se ha mencionado anteriormente, la forma natural de introducir en el problema el
dato frontera es mediante una funcién g : [0,00) — Y, que para cada instante de tiempo aporta
el elemento Y que corresponde al valor que debe tomar en ese instante el operador frontera.
Las diversas caracteristicas del problema en tratamiento hacen que haya que limitarse a tomar
las posibles g en un espacio de funciones determinado que retna las propiedades necesarias.

Esta seccion se limitard a dar una breve explicacién de la eleccion de este espacio, sin entrar
en mayor profundidad, ya que se escapa de los objetivos del trabajo. Se puede encontrar la
explicacién original, en el articulo [I8], que refiere a [35] para este tipo de propiedades. Las
propiedades que se requieren son

= Debido a la estructura de la forma integral que se va a obtener, parecida en cierto modo a
la presentada en el apartado anterior, se va a requerir que se pueda tomar la convolucién
de estas funciones con algin tipo de nucleo, es decir, que se pueda integrar respecto de
ellas. En la expresién integral buscada va a aparecer un término de la forma

| 7= 9010 dug o), (4.15)

donde M (zp) es un operador que ya se determinard. Como se presenté en la Seccién lo
que se va a necesitar para integrar respecto de g es que se trate de funciones localmente de
variacién acotada (es decir que sean de variacién acotada en los subintervalos compactos
de R, Seccién 1.9. de [31]). Se denomina BV ([0,00),Y) al espacio de funciones ¢ :
[0,00) — Y localmente de variacién acotada. Este espacio es, de hecho, un espacio de
Fréchet (ver Seccién dotado de la familia de seminormas definidas a partir de la
variacion total de g

mi(g) = [lg(0) [l + Vio,g (9)- (4.16)
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= Ademads, se requiere que la convolucién sea continua como funcién de ¢, y con ello no basta
con que sea localmente de variacién acotada. En el Capitulo IIT de [35] se describe las
propiedades de los espacios que tengan la propiedad de Radon-Nikodym. Esta propiedad,
en el caso concreto en que se estd trabajando, consiste en que si se denota p ¢ a la medida
asociada a cada una de las funciones localmente de variacién acotada del espacio (ver
Seccion , entonces para toda f exista una funcién medible f’ : [0,00) — Y que
verifique para todo conjunto A uy-medible

ns) = [ f'ayda, (4.17)

Esto conduce a que un buen candidato sea Wﬁ)’cl([(),oo),Y), que es el espacio de las
funciones localmente de variacién acotada g : [0,00) — Y que admiten una derivada de
Radon-Nikodym que es localmente integrable. Esta es una idea de espacio de Sobolev que
de alguna manera generaliza la idea de espacio de Sobolev en R™ que se ha presentado
en la Seccién 2.5

= En el posterior tratamiento de la férmula de variacién de las constantes se requerira
expresar la accién del operador frontera como superposicion de retardos temporales del
dato frontera. Por esta razdén, serd necesario que el espacio elegido para trabajar sea
invariante tanto por retardos temporales positivos como por negativos. El espacio de
Sobolev que se acaba de introducir lo verifica para retardos positivos pero no para
negativos. Esta es la razén para construir SW([0,00),Y) como el minimo subespacio
de Fréchet de BV ([0,00),Y") que es invariante por retardos temporales y que contiene a

1,1

Wiee ([0,00),Y).

loc

Como se comenta en la Seccién las funciones localmente de variacién acotada sobre un
intervalo acotado son un espacio de Banach dotadas de la norma consistente en la suma del
valor en el extremo izquierdo mas la variacién total. A continuacién, se conjuga esto con el
hecho de que se estan buscando condiciones en las que los problemas verifiquen continuidad
respecto del dato frontera y que el operador V (t) sea causal. Para ello, dado T' > 0, se considera
el espacio de Banach BV([0,T]) y se considera la familia de operadores V' (t), con t € [0,T].
Como se estan considerando operadores que provengan de un problema concreto, se tiene que,
para cualquier g € BV([0,T7]), su evolucién V(t)g estd acotada, por lo que por el Teorema de
Banach-Steinhaus se obtiene que existe una constante C'(7") > 0 tal que

IV()gll < C(T)mu(g), g€ SW([0,00),Y), cont € [0,T]. (4.18)
Por tanto, se puede definir una norma para los operadores de contribucién frontera como

IVA(T)|| = sup{[[V(T)gll : g € SW([0,00),Y), mp(g) <1}. (4.19)

4.4.2. La transformada de Laplace

La transformada de Laplace es de especial interés en ecuaciones diferenciales debido a
que transforma las operaciones de diferenciacion, integracién y convolucién en operaciones
de multiplicaciéon algebraica. Esta utilidad se puede vislumbrar en el siguiente ejemplo y en
los resultados que se presentan a continuacién. Considérese el problema de Cauchy para la
ecuacién %u(t) + Au(t) = 0 con condicién inicial u(0) = ug, y se considera la transformada de
Laplace de la solucién

v(\) = /O h e Mu(t) dt. (4.20)
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Formalmente se puede escribir, gracias a la expresién de la transformada de Laplace de la
derivada,

M(A) = /0 T e (1) dt + u(0) = A /0 T et dt + g,

Por tanto, se tiene que (A — A)v(A) = up, llevando a que v(A\) = R(A : A)ug. Esta relacién
dota de gran importancia a la transformada de Laplace, ya que a través de ella se intuye cémo
construir las soluciones del problema homogéneo si se dispone de conocimiento suficiente sobre
R(X : A). Esto es, en definitiva, un resumen no riguroso de lo que se ha hecho a lo largo de
este capitulo y el anterior, pero merece la pena enfatizar el hecho intuitivo.

Esta idea es la que subyace a tratar de utilizar esta transformada para la resolucién del
problema en cuestién. El objetivo de los resultados que se proponen a continuacion es construir
por medio de la transformada de Laplace los operadores que recojan la contribucién del dato
frontera a la solucién del problema. En primer lugar se pretende construir la transformada de
Laplace

W(z)g = /000 e **V(s)gds. (4.21)

El siguiente lema recoge la informacién necesaria para trabajar con ello y encontrar condiciones
necesarias para que la integral de la expresion anterior converja.

Lema 4.4.1. Dado V (¢) verificando las condiciones antes descritas se tiene que existen L > 0
y a > 0 tales que para todo g € SW([0,00),Y) y t > 0 se verifica

IV (£)gll < Le*'my(g).

Demostracién. Si se define B; = sup {||[V(s)|| : 0 < s < t}, donde ||V (s)]| es la norma cons-
truida mediante el Teorema de Banach-Steinhaus en el apartado anterior, entonces tomando
normas, s > 0 fijo y el superior de ¢ € [0,1] en la expresién (4.14) se tiene

sup {[[V(¢+s)[ - £ € [0, 1]} <sup {[V @O +ITO V()] = ¢ €[0,1]},

ya que my+s(g) < 1 implica my(gs) < 1. Con un cambio de variable » = ¢t + s en el primer
miembro y acotando (teniendo en cuenta los pardmetros w y M de las cotas habituales para
semigrupos Cp) utilizando la definicién de By

sup {[[V(r)[| = r € [s,s + 1]} <sup {IVOI + [[T@OI V() : ¢ € [0,1]} < By + Me*Bs.

Tomando una constante C' que verifique C' > méx {1, M exp(w)} y utilizando la expresién
anterior se tiene

Bsi1 <sup{Bs,B1 + CB;} = By + CBs para s > 0. (4.22)

Por induccién se procede a probar que By, < (1+C +C? +---+ C*)By. El caso base k = 1 es
trivial, y para el paso inductivo, utilizando (4.22]), se tiene

By1 <Bi+CBL,<B+C(1+C+C?*+---+CB = (1+C+C* -+ CFHB,.

Si se denota L = CB;(C — 1)~ entonces se tiene que, dado ¢t > 0 y siendo k la parte entera
de t,
Ck—i—l -1

V)| <Bran <A +C+C*4---+C*"HYB, = —

Blv
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donde, como C' > 1, se puede acotar el -1 del numerador por 0 y se sigue que

C

BC*F = LC* < LOt = Let
-1t = o

Vol <

donde se ha tomado a = log C, y esta desigualdad es equivalente a la que se queria probar. [

Dado el contenido del Lema [4.4.1], se dispone de herramientas para definir la transformada
de Laplace de V(s)g si g € SW([0,00),Y) y, ademds, t — m;(g) se pueda acotar por una
exponencial de la forma m;(g) < e con 8 > 0. Como

oo
W(z)g :/ e *°V(s)gds, (4.23)
0
se comprueba la convergencia de la integral en las condiciones estipuladas

o0 o0
IW(2)gll < /0 RO |V (s) | ma(g) ds < /0 (e H-Re2)s g (4.24)

Por tanto, W (z)g estd definido para Re z > a+f3, lo cual contiene un semiplano de C. Motivado
por la idea de que la transformada de Laplace de la derivada es la que ayudd a construir la
solucién en el caso sin dato frontera, se intenta construir un expresién andloga a

F0) = sL(£(1)(s) = L(f'(1))(5)-

Esta expresiéon, que es bien conocida en el caso real, es también vélida para funciones que
toman valores en espacios de Banach, como se puede encontrar en el Corolario 1.6.6. de [31],
bajo hipétesis para f de continuidad absoluta y diferenciabilidad en casi todo punto. Estas
hipétesis no se van a cumplir en general en el caso siguiente, y eso es lo que hace que el operador
que construye el siguiente teorema no sea idénticamente nulo, siendo asi la pieza fundamental
de la construccion buscada.

Teorema 4.4.1. Sea g € SW([0,00),Y) que tenga derivada segunda en el sentido de Radon-
Nikodym y tal que ¢’ y ¢” tengan crecimiento acotado por una exponencial. Entonces, la
funcién A(-)g: U € C — X definida por

A(z) = 2W(2)g = W(z)g
admite extensién analitica A(z)g al semiplano Re z > w, y esta extensién satisface la identidad
A(z)g = (20 — Ao)R(z : Ag)A(20)g,
donde Ag es el generador infinitesimal del semigrupo 7'(¢) del problema que se esta tratando.

Demostracién. Partiendo de la definicién de derivada de Radon-Nikodym (4.17)) y aplicando
un cambio de variable se tiene

t+s s
g(t+s)—g(s) = /t g (o)do = /0 g (t+o)do,

lo cual se puede reescribir utilizando los retardos temporales antes introducidos como

S
gs=g+/ g, do.
0
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Combinandolo con (4.14) se obtiene que, para t,s > 0,

V(t+s)g=T(t)V(s)g = V(t)gs
=V(t)g +/O V(t)gy do (4.25)

=V(t)g+ /Os (Vt+o)gd —Tt)V(o)g')do.

Sea « es la constante del exponente dada para la cota de ||V (t)g| del Lema B >0la
cota para el crecimiento exponencial de g y v es la abscisa a partir de la cual la transformada

W(z)g" de ¢’ converge (este ntimero es habitualmente denominado abscisa de convergencia,
ver Seccién 1.4. de [31]).

Considérese ahora z € C tal que Rez > max{a+ §,v}. En esa regién convergen las
transformadas de Laplace de g y ¢’. Se multiplica la ecuacién por e 2(+5) v se integran
ty s entre 0 e 0co. A continuacién, se analiza cada uno de los términos por separado. Ademss,
cabe destacar que como V(s)g es funcién continua del pardmetro s es, de hecho, localmente
integrable, el Teorema 1.5.1 de [31] garantiza que su transformada de Laplace es analitica para
z € C con Rez mayores que la abscisa de convergencia, y sabemos que sus derivadas vienen
dadas por la expresion habitual. Se procede con el primer término, aplicando un cambio de
variable 7 =t + s y r = s e integrando,

/ / Ht+s)y t—i—s)gdtds-/ / “FTV (T)g drdr

= / Te TV (T)gdr
0

d

= —£W(z)g.

Se procede de forma andloga con el resto de términos, teniendo ahora en cuenta la representa-
cién del resolvente dada por el Teorema como trasformada del semigrupo. Para el segundo

término de (4.25)),
oo o
/ / e AT (t) eV (s)gdtds = R(Ag : 2)W(2)g,
0 0

donde Ap es el generador infinitesimal del semigrupo 7'(¢). Para el tercer término de (4.25)),

/ / 2V (t)g dt ds = </OOO e ** ds) </OOO eV (t)g dt) = %W(z)g,

Para el cuarto término de (4.25) se procede integrando por partes considerando u(s) =
Jo V(t+0o)g doyv(s)=—(1/z)exp(—2(t+s)), donde u(s) es derivable porque, por hipétesis,
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V (t) es fuertemente continuo, obteniendo de esta forma

/ / #(t+s) / V(t+o)g dodtds
_/ <_1 —=(t+s) /OSV(t—I—U)g’da
= / / )Y (t 4 5) g dt ds

/ / e TV (r)g drdr

=—-—W(2)g,

zdz

o0

<1
+ / —e IV (t+ 5)g ds> dt
o Jo <

s=

donde se tiene que limg_ oo — 1 e #(t+s) f V(t + 0)g’do = 0 debido a que se ha elegido z con
parte real mayor que la absc1sa de convergencia de ¢’. Se ha utilizado el mismo cambio de
variable que antes Para el dltimo de los sumandos de (4.25)), la integracién por partes toma

conu(s) = [5T o)g doy v(s) =—(1/z)exp(—z(t + s))

/ / A+ /0 T(t)V(o)g do dtds
:/Ooo <—iez(t+8) /OS T(t)V(0)g do

= 1/ e *T(t) dt/ e *V(s)g ds
0 0

z

+/ 1ez(t+S)T(t)V(s)g’ds> dt
s=0 0o <

- %R(Ao W (2)g.

De esta forma, la ecuacién (4.18]) se convierte en

LW (2)g = Rio: )W ()g = SW(2)g — 25 W(2)g' = L R(do : )W ().

Conforme a la definicién de A(z) del enunciado se puede reescribir lo anterior como

d

T-AG)g = —R(4o: 2)A()g.

y dado que R(Ap : z) es un operador lineal y continuo, esto es una Ecuacién Diferencial Ordi-
naria, y, en consecuencia, tiene solucién garantizada por [27]. Se comprueba inmediatamente
que la solucién viene dada, en virtud del Corolario por:

A(z)g = (20 — Ao)R(Ap : 2)A(20)g.

A priori, esta solucién es vélida en un semiplano con Re z > méx {« + 3, v}. Por la analiticidad
del conjunto resolvente es inmediato que esta expresion se puede extender a todo el semiplano
Re z > w, siempre que Re zp > w para que A(zp) esté adecuadamente definido. ]

4.4.3. Representacién integral

Con las herramientas proporcionadas por la subseccién anterior se procede a construir la
representacién integral del operador V' (¢) en funcién de otros dos operadores relacionados con

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



SECCION 4.4. UNA CONSTRUCCION CON CONDICIONES FRONTERA. 85

la transformada de Laplace, a partir del operador definido en el Teorema |4.4.1

K(z)v = A(z)ho, (4.26)
M(z)v = A(z)h, (4.27)

donde hg, hi son elementos de SW([0,00),Y") construidos a partir de v como ho(t) = v y
hi(t) =tv con ¢t > 0.

Antes de presentar el siguiente teorema, se requiere aclarar que dada g € SW([0,00),Y),
se denota por ug a la medida Y-valuada asociada a la parte continua de g. Esto tiene sentido
gracias al Teorema de Descomposicién de Lebesgue ([35], Capitulo 1, Seccién 5, Teorema 9),
el cual garantiza que se puede descomponer una medida de variacién acotada en la suma de
una que proviene de una funcién continua de variacién acotada y una atémica, es decir, para
la que existe una particién numerable de R en puntos y conjuntos de medida nula.

Teorema 4.4.2. La representacion integral para el operador V (t)

V(t)g = (20 — Ao) /0 Tt — 5)K (20)9(5) ds + (20 — Ao) /0 T(t— )M (z0) dp(s)  (4.28)

es valida para cada g € SW([0,00),Y), t > 0y 2y € C verificando Re zp > w.

Demostracién. Se procederd, en primer lugar, a demostrarlo para ciertas funciones del espacio
SW([0,00),Y) y, después, se completara con argumentos de densidad. Dada g € SW ([0, 00),Y)
tres veces derivable en el sentido de Radon-Nikodym y de forma que ¢, ¢ y ¢"” sean continuas
y tales que g y ¢’ crezcan de forma acotada por una exponencial, se comienza tratando de
probar que

A(z)g = K(2)g(0) + M(z)g'(0), para Rez > w,

donde w es la abscisa de convergencia utilizada en el Teorema[4.4.1] Para comenzar, supéngase
que g(0) = ¢’(0) = 0. Al ser ¢’ continua es, de hecho, derivable en el sentido usual y, por
tanto, se van a poder utilizar los Teoremas del valor medio presentados en la 1ltima parte de
la Seccién Aplicando la ecuacién se tiene que, en un semientorno por la derecha de
0 existe C' > 0 tal que (teniendo en cuenta que g(0) = 0 para poder escribir de esa manera

mi(9)),

n—1

IV(#)gll < Cmu(g) = Csup > llg(aasr) — gzl
A o

donde aplicando el Teorema del Valor Medio a g se tiene la cota

n—1
IV(t)gll < Csup Y (w1 — k) sup ||g' (@x + E(@rsr — 21))) -
A 0<e<1
Como ||¢’(0)|| = 0 se puede trabajar en [0, a], en el que ||¢g’(0)|| sea mondtona (se interseca [0, a

con el semientorno necesario para la cota anterior), y de esta forma se puede acotar aplicando,
de nuevo, el Teorema ahora a ¢’ y utilizando que ¢'(0) = 0,

sup ||¢' (zr + E(zr — )| < |9 @)|| <t sup ||g”"(&t)|| < 2t
0<¢<1 0<e<1
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donde se recuerda que t es el extremo derecho de la particiéon y M > 0 es una cota para g”
(que es continua por hipétesis) en [0, a]. De esta forma, se tiene

n—1
IV (t)g| < Csup Z(a:k+1 — x3)2Mt = 2MCt>.
A
k=0

Usando las acotaciones anteriores en [0, al,

n—1
V()| < Csup D (wxi1 —zx) sup ||g" (zx + E(wrrs — 2))|| < CM,
A= 0<e<1

y, por tanto, se tiene que ||V (t)g|| = O(t?) y que ||V (t)g'|| = O(t) cuando t — 0T, y esto es
suficiente para que cuando, dado zy € C, se toma el limite cuando Rezy — oo en un cono
entonces (se puede encontrar el calculo detallado en la seccién del Apéndice

;1 Rezp—o0

200 (20)9 = W (20)g — 20W (20)g’ ———— 0.
Utilizando el Teorema |4.4.1| se puede escribir para Re zp, Rez > w

A(z)g = (20 — Ao)R(2 : Ag)A(z0)g
= (20 — 2+ (21 — Ag))R(z : A9)A(z0)g
= (20 — 2)R(z : Ao)A(z0)g + A(z0)g.

Por tanto, basta hacer tender Re zy hacia infinito para obtener en la expresiéon anterior que
A(z)g = 0 para Re z > w. Esto responde a la pregunta natural sobre la definicién de A, ya que
como se motivé previamente al Teorema [4.4.1] su definicién estaba intimamente relacionada
con la férmula de la transformada de la derivada. Sabiendo que entre las hipdtesis del problema
estd que V(0)g = 0 queda visto que la analogia es completa en el caso que g tenga las hipétesis
de regularidad y acotacion del crecimiento que se han exigido en esta parte.

Finalmente dada g € SW([0,00),Y") con la regularidad exigida antes, pero que no necesa-
riamente verifique ¢g(0) = ¢’(0) = 0, entonces se considera la funcién h(t) = g(t) — g(0) — tg’(0)
para t > 0, la cual si que las verifica, y se le aplica lo anterior, luego A(z)h = 0, y, por tanto,

A(z)g = K(2)9(0) + M(2)g'(0), (4.29)
como se queria probar.

A continuacién, se pasa a probar que la expresion integral del enunciado efectivamente
representa V' (t)g. Para ello, se considera zp € C de forma que Re zp > w y a partir de ello se
define para cada t > 0

7(t)g = (20 — Ao) /0 T(t - 5)K (20)g(s) ds + (20 — Ao) /0 T(t— 5)M(z20) dpi(s).  (4.30)

La definicién anterior es correcta gracias a que procediendo de forma similar a la parte
del Teorema se tiene que las integrales de (4.30)) estan en D(Ap). Ahora, siendo v > 0 la

abscisa de convergencia de ¢, se considera la transformada de Laplace W (z)g de la expresién
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anterior, intentando que la expresién que se ha obtenido antes para A(z)g garantice que la
representacion es correcta. Para Re z > w + v se considera

W()g = /0 eV (s)g ds,

y se procede a operar a partir de la expresién anterior. Teniendo en cuenta la regularidad de
g que se ha asumido al principio se puede escribir dug = g (s)dsy du;, = ¢"(s)ds y eligiendo
z = zp se tiene, utilizando (4.30)), que

W(2)g - W(2)g
= (z — Ao) /0 /0 e "T(r—s) (Ko(z)(zg(s) —g'(s)) + M(z)(29'(s) — g”(s)))ds dr.

Haciendo el cambio de variable bidimensional » — s = [ manteniendo igual la variable s y
utilizando el Teorema de Fubini se obtiene que la expresién anterior es igual a

(= o) [T e (K 0(e) ~ /(9 + M) e/ (0) —o7(5) ) ds.

Usando ahora el Teorema la primera integral se convierte en la resolvente y se anula con
el primer factor que incluye a Ay obteniendo que la expresién anterior se iguala a

| e (K e00s) — ) + M) a9/ 6) — () ) s
0

Finalmente, la regularidad (continuidad absoluta y derivabilidad en casi todo punto garanti-
zadas por las hipétesis de regularidad sobre g) que se ha asumido sobre g permite utilizar el
Corolario 1.6.6. de [31] (la férmula de la transformada de Laplace de la derivada) para concluir
que ) .

ZW(z)g — W(z)g' = K(2)g(0) + M(2)g'(0).

Por lo tanto, por la férmula (4.29), obtenida en la primera parte de la demostracién, y la
definicién de A, en el enunciado del Teorema se tiene que

W (2)g—W(z)g =2W(z)g — W(2)g.

Reagrupando se expresa como

2 (W(2)g = W(=)g) = W(2)g' — W(2)g',

Dada la expresién anterior, por induccién sobre el grado, se tiene que para aplicaciones g :
[0,00) — Y polinomiales .

W(z)g =W(z)g,
siempre que Re z > w + v, por lo que invirtiendo la transformada de Laplace (por ejemplo uti-
lizando el Teorema 1.7.7 de [31]) se obtiene que la siguiente férmula es valida para polinomios:

Vt)g=V(t)g, para t > 0.

Dado que no se han construido explicitamente los espacios de funciones g y sus propiedades
debido a que esto supondria extender notablemente la longitud de este trabajo en una direccién
distinta al tema original, se presenta el final de la prueba de forma menos detallada, dando
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Unicamente las ideas principales. A partir del resultado que se tiene para los ¢ polinomiales,
esto se extiende mediante un argumento de densidad, que no concretaremos mas aqui, al
espacio VVlloc1 ([0,00),Y). Para acabar hay que tener en cuenta que SW([0,00),Y) es el minimo
subespacio de Fréchet de BV ([0,00),Y") que contiene los retardos temporales. Esencialmente,
las funciones que se anaden son las que tienen un ntdmero finito de discontinuidades de salto,
producidas por el efecto del origen al ejecutar un retardo temporal. Basta con probar el
resultado para funciones que tengan un unico salto.

Seav €Y yg:[0,00) =Y laaplicacién que vale 0 en [0,7) y v en [T, 00). Por la acotacién
IV (t)g| < C(T)m(g) y la continuidad de ¢t — V (t)g se deduce que V (t)g = 0 para t € [0,T7],
de forma que la representacién integral es valida en el intervalo [0, 7]. Por la relacién se
tiene ademéds que para t € [T, 00)

V(t)g=V(Et-T)gr +T(t—-T)V(T)g=V(t—T)gr.

Dado que g7 € Wli’cl([O, 00),Y’), se puede aplicar la representacion integral (en la que la segunda
integral se anula por ser g constante en casi todo punto), la cual proporciona, junto con la
ecuacién anterior,

V(t)g=V(t—T)gr

t—T
— (20— Ao) /0 T(t—T — 8)K (20)gr(s) ds

— (20 — Ao) /0 T(t - $)K (z0)g(s) ds,

que es la representacion integral en el intervalo que faltaba, [T, 00). O

La representacion integral que se acaba de obtener es valida en realidad para una clase
de problemas mucho mas general que los problemas de valor inicial que se estd tratando de
analizar. Por tanto, aplicando la restriccion a los problemas que se quiere tratar, se obtiene
una notable simplificacién en la expresién integral, que va a resultar muy conveniente. Esta
consiste en que si los operadores T'(t) y V (t) provienen de la solucién de un problema abstracto
de valores iniciales:

2/ (t) = Ax(t),
z(0) = wo, (4.31)
8.%’(t) =9 t))

donde A : D(A) C X — X esun operador cerrado que genera un semigrupo Coy 0 : D(A) =Y
un operador frontera. g € SW([0,00),Y), up € D(A) son los datos del problema. Obsérvese
que en no se ha considerado término no homogéneo f(t). Esto no supondria ningin
problema anadido ya que anadiria un sumando a la expresion de la soluciéon cuya forma ya
se ha estudiado en la Seccién En ese caso, como se puede encontrar en [I§], el operador
M (zp) de la férmula es idénticamente nulo. De esta forma, la contribucién de la condicién
frontera no homogénea a la solucién se puede representar inicamente por

V(t)g = (20 — Ao) /0 Tt — K (0)g(s) ds. (4.32)

Debido a que el resultado fundamental que se queria mostrar era la representacién integral,
los resultados que se presentan a continuacién estan reflejados sin prueba, las cuales pueden
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encontrarse en el articulo antes indicado [I8]; y trabajan en la misma linea que las que ya se
han mostrado. La intencién al presentarlos es mostrar la caracterizacién final de este tipo de
problemas a la que se llega, que clarifica la aplicacién de la representacién integral.

A continuacién, se seleccionan los pares de operadores T'(t) y V () que efectivamente forman
una combinacién adecuada para tratar problemas abstractos de valores iniciales. Para ello, se
exige, ademads, que se cumpla la condicién siguiente (u otras que se demuestran equivalentes):

(1) Sige SW([0,00),Y) es derivable y existe V'(t)g para t > 0, entonces g(0) = 0.

De esta forma, para estos pares se puede construir los operadores del problema (4.31]). Para
ello, se definird D(A) como el conjunto de los z € X tales que existe algin elemento g €
SW (]0,00),Y) derivable que verifica

lm T(h)x +V(h)g — x
h—0+ h

(4.33)

En ese caso se dird que x € D(A) y g € SW(]0,00),Y) son compatibles. Ese limite se
denominard Az, de forma que se tiene A : D(A) C X — X, y se definird dx = ¢(0), de
forma que se tiene 0 : D(A) C X — Y. Se puede comprobar que el par (A, ) asi definido es,
de hecho, un operador cerrado. La propiedad exigida antes hace que sea indiferente que g
compatible se escoja, ya que

o V(G — )

=0.
h—0+ h

Los pares de operadores fuertemente continuos cuya descomposicién integral cumple M (zp) =0
y que verifican la propiedad antes nombrada se denominan de clase F,(X,Y).

Teorema 4.4.3. Dados un par (7'(t), V(t)) delaclase Ey(X,Y),up € D(A)y g € SW([0,00),Y)
compatibles, es decir, tales que duy = ¢g(0), entonces si ¢ € SW([0,00),Y) se tiene

(1) T(t)uo+ V(t)g € D(A) para todo t > 0.

(2) La funcién avanzada g; es compatible con T'(t)ug + V (t)g, es decir, para todo ¢t > 0,
(T (tyuo + V(t)g) = g:(0) = g(t).
(3) La aplicacién t — T'(t)ug + V(t)g es derivable y

%(T(t)ug LV ()g) = A(T(t)uo + V(£)g) = T(t) Auo + V(1)g'-

Se recuerda que se denomina Ay al generador infinitesimal de T'(t), se tiene la relacién
D(Ap) = {x € D(A): 0z =0}, que en definitiva es la forma del dominio que se hubiera
esperado; y Ag es una restriccién de A. El teorema anterior revela en qué sentido las soluciones
que provienen de pares (T(t),V(t)) de clase Ey(X,Y’) son solucién del problema ([4.31).

El siguiente resultado importante aporta informacién sobre quién es el operador K(zy) que
aparece en la expresion de la solucién, el cual resulta estar en estrecha relacion con el operador
R(X: A) que previamente se ha tratado.

TRABAJO DE FIN DE GRADO JESUS DUENAS PAMPLONA



90 CAPITULO 4. EL PROBLEMA LINEAL AUTONOMO.

Teorema 4.4.4. Sean (T'(t), V(t)) un par de la clase Ep(X,Y),v €Y,y A € C con Re A > w.
Entonces x = K(\)v pertenece a D(A) y es la tnica solucién del problema de autovalores:

{ Axr = A,

Jr = wv.
Por otro lado, se dird que un problema (4.31)) estd bien puesto si
(1) D(A) es denso en X y R(0) es denso en Y.

(11) Dado ug € D(A) y una aplicacién diferenciable g : [0,00) — Y que toma valores en R(0)
y tal que dup = g(0) entonces existe una unica solucién del problema (4.31)).

(1) Para cada T > 0 existe una constante C(T') > 0 tal que si ug € X, g € SW([0,0),Y) y
u: [0,00) = X es una solucién continuamente diferenciable del problema entonces

lu@®)]| < C(T)(mr(g) + luoll),  0<t<T

Con esta construccién se logra una estrecha relaciéon entre los problemas (4.31]) y los pares
de operadores fuertemente continuos cuya descomposicién integral cumple M (zp) = 0 y que
verifican la propiedad antes nombrada, es decir, de clase Ep(X,Y).

Teorema 4.4.5. Dado un par (7'(¢),V(t)) de la clase Ep(X,Y’) con generador infinitesimal
A: D(A) C X — X y operador frontera 0 : D(A) C X — Y, el problema (4.31)) estd bien

puesto.

Teorema 4.4.6. Dados A : D(A) C X - X y 0 : D(A) C X — Y un par de operadores
lineales tales que Ker(0) es denso en X, Im(0) es denso en Y y tal que el operador (A, 0) :
D(A) C X — X x Y es cerrable (existe una extensién cerrada). Si se supone que el problema
esta bien puesto, entonces existe un tnico par (T'(t),V(t)) en la clase Ey(X,Y) tal que
su generador infinitesimal A : D(A) € X — X y operador frontera § : D(A) € X — Y son
extensiones de A y 0 respectivamente.
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Capitulo 5

El problema lineal no auténomo

5.1. El caso lineal no auténomo
con dominio dependiente del tiempo

La fuente bibliografica principal de esta seccién es el Capitulo 5 del libro “Equations of
Evolution” [23], de H. Tanabe. Se tratard el problema parabdlico lineal abstracto cuando el
operador A(t) depende tiempo, y también su dominio, es decir, dado un espacio de Banach
X yun T > 0, se consideran los operadores lineales no acotados A(t) : D(A(t)) ¢ X — X
para cada t € [0, T]. El método que se va a abordar es denominado método de Levi. Pareceria
preceptivo tratar previamente el caso de dominio independiente del tiempo, sin embargo, en
el caso parabdlico, el tratamiento de uno y otro caso no difieren demasiado, por lo que se
ha pensado que con presentar el caso en el que los dominios dependen del tiempo, que es
obviamente el mas general, es suficiente y ayuda a no alargar en demasia la longitud del trabajo.
La referencia donde se podra encontrar el caso independiente del tiempo serd la Seccién 5.6.
del libro “Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential Equations”
[19], de A. Pazy. Dado el dato f : [0,7] — X, el problema del que se va a estudiar existencia
y unicidad de soluciones sera

du
S + A(u(t) = S(0) te(0,7),
(5.1)
U(O) = ug, ug € X.
Como se ha venido haciendo, sin pérdida de generalidad, se asumird que 0 € p(A(t)) para todo
t € [0,T]. Las hip6tesis sobre el problema que se utilizardn a lo largo de este capitulo serédn:

s (I). Se tratard un problema parabdlico, lo cual se traducird en que —A(t) genera para
cada t € [0, 7] un semigrupo analitico.

» (II). El conjunto resolvente p(A(t)) contiene, para ¢ € [0, ¢], un sector cerrado de la forma
Y ={\:larg)\| >0} U{0},

con 0 < 6 < 7/2, el mismo para todos los instantes temporales, y, ademds, se tiene que
(1T +|AD [[(A®t) = A) 7| € M(t) en X para cada t € [0,7T], con M(t) > 0. Se afiadira,
ademads, que esa constante M (t) se puede tomar la misma para todo t € [0,T], es decir
que existe M > 0 tal que (1+|A]) [|[(A(t) = A) 7| < M con A e Sy te[0,T).
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En particular, el Teorema |3.6.1| garantiza que de esta forma el semigrupo generado por
—A(t) estd uniformemente acotado en ciertos subsectores cerrados. Como la cota que
obtiene la demostracién de dicho teorema depende tinicamente de la constante M, la
cual es la misma para todos los generadores —A(t) con t € [0,7], la cota uniforme serd,
de hecho, la misma para todos los semigrupos, y, por tanto, existe C' > 0 tal que para
todo t € [0,T1], s € [0, 0),

lexp (sA(t))| < C. (5.2)

(III). Para cada t € [0,7] el operador A(t) es un operador lineal cerrado con dominio
D(A(t)), denso en el espacio de Banach X. (Esta hipdtesis se deriva directamente de la
Hipétesis (I), por el Corolario pero se indica explicitamente para poner en ella el
énfasis que merece.)

(IV). A(t)~! es continuamente diferenciable respecto del pardmetro t € [0,7] en norma
de £(X). A continuacién, se va a ver que esto, junto con la Hipétesis (II), implica que
(A(t) — A)~! es también continuamente diferenciable en ¢ € [0, T]. Para ello se comienza
probando su continuidad escribiendo

(A(t+h) = A) " = (At) — A

— (A(t+h)—A) (A1) - A(t+h))(A( =) (5.3)
= A(t+h) (At +h) = A)"HAE+h) T = A AW (A®) - A)
Por la Hipétesis (II) se tiene que I + A(A(t) — A\)~!t = A(t)(A(t) — A)~! es un operador

uniformemente acotado en ¥ para t € [0, T, luego se tiene que (A(t) — A)~! es continua

para t € [0, 7], por serlo A(t)~!. Utilizando la misma expresién se puede escribir

(At+h) =) = (A =N
h (5.4)

— A(t+h) (At +h) =)' A(t + h)‘; — A(t)

que revela, gracias a ser A(t)~! continuamente diferenciable y tener ya garantizada la
continuidad de (A(t) — A\)~! y, por tanto, la de A(t)(A(t) — A\)~t =T + X(A(t) — N1,
que es, de hecho, diferenciable para ¢t € [0,7T], y su derivada viene expresada por
g 1 dA®)
ot dt
De hecho, como A(t)(A(t) — A\)™! = T + M(A(t) — A\)7L, se tiene que (A(t) — )71
continuamente diferenciable en ¢ € [0, T] porque su derivada es producto de tres funciones
continuas.

(A(t) =)™ = A (A(t) = A) A()(A®®) =27 (5:5)

(V). dA(t)~1/dt es Holder continua respecto de t en la norma de £(X), es decir, existe
K >0y a <1 tales que para todo t, s € [0,T] se verifica
dA(t)~1 B dA(s)™1
dt ds

<K|t—s®. (5.6)

» (VI). Existen dos nimeros N > 0y 0 < p <1 tales que se verifica la desigualdad

N

< (G (5.7)

|50 -»
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para todo A € ¥ y todo t € [0,7T]. De hecho, a partir de la Hipétesis (IV) se puede
lograr otra cota para %(A(t) — )7L, Asi, por una parte, por la Hipétesis (II) se sabe que
A)(A() — N7 =1+ M(A(t) — A\) 7! estd uniformemente acotado para todo A € ¥ y
t € [0,T], y, por otra parte, se sabe HA(t)_1H estd también uniformemente acotado por
ser A(t)~! continuamente diferenciable en [0, T]. Se puede deducir de forma inmediata
que

9
ot

es también un operador uniformemente acotado tanto para t € [0,T] como para A € X.

(A(t) =N <O (5.8)

5.1.1. Construccién del operador de evolucion

Para obtener la existencia y unicidad, el primer objetivo es construir un sistema de evolu-
cién, es decir, un operador U(t,s) funcién de dos pardmetros que, aplicado a un elemento
de X, nos dé la soluciéon del problema con f = 0 a tiempo t, si se considera que
el elemento aportado de X es la condicién inicial a tiempo s. Para su construcciéon van
a ser necesarias acotaciones de diversa indole, y a esa tarea se encomiendan los siguientes
lemas. Por la flexibilidad exigida a la notacion, se denotard, como se sugirié en el Capitulo
como exp(—sA(t)) al semigrupo generado por el operador —A(t) evaluado en el pardmetro
s, pudiendo de esta forma indicar explicitamente ambos parametros. I' continuard siendo una
curva contenida en ¥ que conecta ooe vy ooe?, con 6 dado por la definicién de ¥ en la
Hipétesis (I1), 0 < 6 < m/2.

Téngase en cuenta que esta curva no es la curva no es la utilizada en el Teorema de
la integral de Dunford, sino su reflejo especular respecto del eje imaginario. Esto se debe a que
el generador infinitesimal aqui es —A(t) en vez de A(t), lo cual no genera ninguna dificultad
anadida. De todas formas, para no crear confusién no se utilizara la notacion de la aplicacion
resolvente R(\ : A) en este capitulo, sino que se indicard explicitamente el operador inverso
del que se estd tratando. Esta diferencia de notacién es usual en los problemas parabdlicos, y
su intencién es hacer mas sencilla la notacién de las potencias fraccionarias de operadores, que
aparecerian, aunque quedan fuera de este trabajo, en etapas posteriores de estudio de estos
problemas.

Lema 5.1.1. Los operadores exp(—tA(s)) y exp(—tA(s))A(s) son funciones Lipschitzianas del
parametro s € [0, T] para todo t > 0. En particular, son funcién continua del pardmetro s para
todo t > 0.

Recuérdese, ademas, que, dado s € [0,7], exp(—tA(s)) es diferenciable respecto de t para
t > 0 por tratarse de un semigrupo analitico, y también es fuertemente continuo en t > 0.

Demostracién. Para el primer operador, se comienza representando por medio del Teorema
de la integral de Dunford y el Teorema Fundamental del Calculo Integral de la forma
siguiente,

exp (— tA(s)) —exp (— tA(r)) = % /F e M /T ;U(A(U) — M) tdoa.

N|r—s|
[A[”

La hipétesis (VI) garantiza ademés que Hfsr %(A(a) —N)tdo| <
cando la integral del Apéndice se tiene la cota total

Hexp (—tA(s)) —exp (- tA(r))H < Clr—s|tr !,

, por lo cual, apli-
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que garantiza que exp(—tA(s)) sea funcién lipchitziana, y, por ende, continua, para t > 0. Para
el segundo de ellos se tiene en cuenta que (A(c) — A\)"1A(c) = I + A(A(o) — A\)~ !, de forma
que % ((A(o) = N)tA(0)) = )\%(A(o) — A)~L. De esta forma, representando analogamente
al operador anterior se tiene, para ¢t > 0,

exp (—tA(s)) A(s) — exp (— tA(r)) A(r) = ! /Fe/\t /T Aai(A(a) — N tdoa.

"~ 2mi
Aqui, al aplicar la hipétesis (VI) y la integral del Apéndice se tiene que
lexp(—tA(s)) — exp(—tA(r)]| < C'lr —s[t*72,

lo cual garantiza que la exp(—tA(s))A(s) sea funcién lipchitziana bajo las condiciones de los
parametros que indica el enunciado. O

Lema 5.1.2. El operador exp (— (t—s)A(t)) es diferenciable respectodety sen0 < s <t <T
y sus derivadas verifican las siguientes cotas

Hgtexp (= (- s)A(t))H <C(t—s)", (5.9)

0
Hasexp(— (t—s)A(t))H <Ct—s) . (5.10)
(Téngase en cuenta que la letra C' no es siempre la misma constante.)

Demostracién. Se comienza probando (5.10)), la segunda de las expresiones, que es inmediata
a partir de la diferenciabilidad del semigrupo analitico respecto del pardametro

Ei exp (— (t—s)A(t)) = A(t)exp ( — (t — 5)A(t)).

Se concluye la desigualdad para la norma buscada a partir expresién del Corolario (3.6.1
teniendo en cuenta que w = 0 porque se estd asumiendo que 0 € p(A(t)).

Para probar (5.9)), la primera expresion, utilizando el Teorema se efectia, en primer
lugar, una derivacién formal

—exp(—(t—s)A(t)) = —A(t)exp (— (t — 5)At)) + ﬁ /F e_’\(t_s)gt(A(t) — N ta.

Usando la expresién anterior, ([5.10)), junto con la integral del Apéndice y la ecuacién ([5.8))
de la Hipétesis (VI) se tiene que para ¢t > s

0 C’ c’ o1 C
Hatexp(—(t—s)A(t))H < + =

“t—s 2rt—s t—s

Ademsds, la derivada formal hallada es, en efecto, su derivada. Esto es, de hecho, lo que se
pretendia hallar. O

Como se describié antes de los lemas anteriores, se pretende construir un operador de
evolucion o solucion fundamental U(t, s) para el problema homogéneo. Como en el caso lineal
independiente del tiempo el operador de evolucién se corresponderia directamente con el semi-
grupo, es razonable pensar que, en este caso, va a tratarse del semigrupo més una contribucion
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adicional, inspirada en cierta forma en (4.8). La forma que se propone a continuacién estd
también basada en la forma de construirlo cuando el dominio es fijo, la cual se puede encontrar
n [19], pero no es exactamente igual. Sea, para 0 < s <t < T,

U(t,s) =exp (— (t — s)A(t)) + W(t,s), (5.11)

donde el operador W(t,s) resulta de la convolucién del semigrupo con otro operador por
determinar

W(t,s) = / exp (— (t — 7)A(t))R(T, s) dr. (5.12)

A continuacién, se procede a realizar un calculo formal que permita identificar la ecuacion
integral que hay que resolver para hallar dichos operadores y el operador R(7,s) desconocido.
En primer lugar, se obtendra el operador de evolucion para el problema homogéneo, y, después,
se construird la solucién para el caso no homogéneo mediante una convolucién con el primero.
Por tanto, se busca introducir la definicién de U (t, s) y W(t, s) en la ecuacién %% ( )+ A(t)u(t) =
0. Asi, dicha ecuacién se convierte en EU(t s)up + A(t)U(t, s)ug = 0, que es equivalente a

gtU(t, s)+ A(t)U(t,s) = 0. Se tiene entonces la siguiente igualdad formal para el operador de
evolucion,

gU(t, s)+A)U(t, s)

ot
= —A(t)exp (— (t — 5)A(t))

L YRy -l
o /F e (A1)~ X) 7 dx

b R(Ls) — / Alt)exp (- (t—T)A(t))R(T, 5) dr

/27”/ M=) Z(A(t) — \) "L dAR(T, s) dr
(t)exp( (t—S)A(t))

+ / A(t)exp (— (t — T)A(t))R(T, s) dT

=_— [ e S)a(A(t) A)7HdA + R(t, s)

271 T
—A(t—7) -1
/ 7 LT G A = ) AR )

y esta expresion es, en principio, la que, segin el célculo formal, debe anularse. Si se da nombre
al opuesto del primer sumando

Ri(t,s) = —;TiAe_A(t_s);(A(t) —N)ltdy=— (gt + i) exp (— (t — s)A(t)),

entonces la ecuacion integral queda reescrita como

R(t,s) = Ryi(t,s) + /t Ryi(t,7)R(T, s) dr. (5.13)

Ademéds, aplicando la desigualdad integral calculada en el Apéndice gracias a la ecuacion
de la Hip6tesis (VI), resulta en que Ri(t,s) es un operador lineal acotado y se tiene la
cota dada por

IR:(t, )| < C(t — )", (5.14)
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para 0 < s < t < T. Esto permite resolver la ecuacién integral por iteraciones sucesivas, al
estilo de los iterantes de Picard,

R(t,s) = f: Rin(t, ), (5.15)

m=1

donde los pasos intermedios se obtienen mediante convoluciones sucesivas

Ry (t,s) = /t Ri(t, ) Ry—1(T, s) dT. (5.16)

A continuacién, se va a probar por induccién que, efectivamente, la serie que da R(t,s) es
convergente en norma y, por tanto, convergente, gracias a las hipotesis del problema. Ademas,
la linealidad de los operadores involucrados se obtiene por construccion.

Se procede a probar por induccién que

(CT(p))" (t —s)™"

IRt )l < =P

(5.17)

donde aqui C si que es la misma constante que en (5.14)), y 0 < s < t < T. Se denota I' la
funcién Gamma de Euler, ver, por ejemplo, [45]. El caso base es inmediato por la ecuacién

(5.14). Se procede al paso inductivo usando (5.14)) y (5.17)),
Cm+1r( p)m
I'(mp)

Para manipular la expresion de la derecha se utiliza la funcién Beta de Euler y sus propiedades,
por medio del cambio de variable x = (7 — s)/(t — s),

t t
||Rm+1(t,s)||:‘ / Ru(t, ) Ron (7, 5) dr / (t— )P~L(r — sy™Ldr. (5.18)

! ! 1 1
/(t—T)p_l(T—S)mp_ldT:/O ((t— )1 — )" ((t — 8)a)™ (¢ — ) da
— (t— )™ B(p, mp)

_ (t — 5)m+Dp—1 TO)L(mp)
L((m+1)p)’

de forma que sustituyendo esa expresién en ([5.18) se obtiene inmediatamente lo pretendido,
(5.17]).

Para acabar con la deduccién de la cota de R(t,s), se aplican (5.15) y (5.17)) de la forma
siguiente,

(5.19)
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El comportamiento asintético de la funcion I', andlogo al del factorial, la hace disponer de una
féormula de Stirling I'(24+1) =~ V272 (i)z cuando z — 00, y, por tanto, aplicando dicha férmula
al criterio del cociente se tiene que

, I'(mp) ) mp — 1 mp — 1 mp=1 e P

lim ———— = 1lim T E—
m—oo ['(mp+p)  m=oo\[ (m+1)p—1\(m+1)p—1 (m+1)p—1

e p

=e? lim ( ——— | =0.
m—oo (m + 1)p -1
En consecuencia, la serie de (5.19) converge y resulta
IR(t, 5)]| < C(t =), (5.20)

para 0 < s < t < T. Ahora bien, véase que esta construccién es, en efecto, solucién de la

ecuacion integral ([5.13]). Para ello se hace uso de las ecuaciones ([5.15)) y (5.16]).
00 00 t
R(t,s) = Ri(t,s) + > Rmyi(t,s) = Ri(t,s)+ Y _ / Ry(t,7) R (7, 5) dr.
m=1 m=1"%

Por el Teorema de la Convergencia Dominada y lo visto anteriormente se tiene que

N
> Rp(7,s)

donde la cota es una funcién integrable como funcién de 7 entre s y t. Entonces, se puede
intercambiar la suma y la integral, y, por tanto, R(¢, s) es solucién de la ecuacién integral ,
como se queria ver. De esta forma, las ecuaciones y (5.12) proporcionan la construccién
del operador U(t, s) que se estaba buscando, pero todavia no se ha comprobado que el operador
construido tenga las propiedades de regularidad requeridas.

N [e's)
<Y NRu(m ) < D IR(78)| < Clr = 8)P7,
m=1 m=1

Por otro lado, dado que el semigrupo exp ( — (t — s)A(t)) tiene una cota uniforme en 0 <

s <t <Tpor , la expresién , junto con y , muestra que W (t,s) y U(t, s)
son, de hecho, operadores lineales y continuos, y se tienen cotas para ellosen 0 < s <t <T.
Ademds, como para t = s se tiene que U(t,s) = I, W(t,s) = 0, la cota se extiende trivialmente
a0<s<t<T,

IW (sl < Clt - 5)7, (5.21)

[U(t,8)] < C. (5.22)

Si nos fijamos, la Hipdtesis (V) no se ha utilizado en la construccién de U(¢, s). Esta hipétesis
sera la que garantice que el problema no homogéneo se resuelva por medio de la convolucién,
que ya se ha visto en el capitulo anterior, (4.8)),

u(t) = U(t,0)up + /Ot Ul(t,s)f(s)ds. (5.23)

El proceso para resolver el problema sera:

= Definir lo que es una solucién en el sentido débil.
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= Demostrar que la solucién débil, de existir, es tnica, y que en tal caso, toma una forma
dada a partir del recién construido operador de evolucién U (t, s).

= Demostrar que, bajo ciertas hipdtesis de regularidad del dato no homogéneo, la solucién
débil es de hecho una solucién clasica del problema.

La definicién utilizada del operador adjunto A* se puede encontrar en la Seccién la
Definicién 2.1.9

5.1.2. Soluciones débiles

Definicién 5.1.1. Se dird que una funcién v € C([0,7],X) es una solucién débil del
problema ([5.1)) si satisface

/OT (¢'(t) = A (t)p(t), u(t)) dt + /OT (p(t), f(t)) dt + (p(0), uo) =0, (5.24)
para todo ¢ que verifique
(1) @(t) € D(A*(t)) para todo t € [0, T).
(1) ¢, ¢’ y A*p son todas funciones continuas de [0, T] en X*.
(1) o(T) = 0.

El siguiente lema nos garantiza la continuidad de R(t,s) respecto del primero de sus
parametros, lo cual serd de utilidad a posteriori.

Lema 5.1.3. Sean ¢ y [ ntimeros arbitrarios que satisfacen que 0 < § < py 0 < 8 < a.
Entonces, se tiene la siguiente desigualdad para 0 < s <7 <t < T

IR(t,5) = R(r,)]| < Cas (6= 7)°(r = )77 o (= 7)P(r = )51

Demostracién. Se busca probar la desigualdad a través de la ecuacion integral (5.13)), aco-
tando cada uno de los términos que aparecen. Se comienza por Rj(t,s) considerando la
descomposiciéon siguiente, en la que se denominara I; al primer sumando e Is al segundo,

Ri(t,s) — Ry(1,s) = . /F e AMt—s) <§t(A(t) S %(A(T) — )\)‘1) d\

21

S (Y e Vs A -t
- F(e e ) A(T) = N)~tdx

=11 + I.

Por la relacién (5.5)), en la Hipétesis (IV), se puede descomponer el paréntesis dentro de la
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integral de I; de la forma siguiente, con A € X,

2 AWV~ T (A) )
— AwAm - A0 4w a - v
- A A - D Ay 4 -
= (AWDAE) - 3 - Alr)(Ae) - 27 O ) - 2
A A -0 2 (4 a) - 07 - A A -2
F A -0 (B - O a i -0,

(5.25)

Se va a ir acotando las distintas expresiones.

Se comienza utilizando la Hipétesis (VI) y la expresién A(t)(A(t)—A)~! = T+A(A(t)—)\) !
para el primer término de la dltima igualdad de (5.25)),

[ABA®) = )7 = AM)AT) = N7 = A (AR = N7 = (A = )T

= H)\/:aao_(A(O') — A Yo

(5.26)

t
< |A|/ Mﬁpda = Ot~ )

A continuacién, se necesita la siguiente relacion de acotacion uniforme, que se deriva de la
Hipoétesis (II), con A € 3, y que ya se ha utilizado en algunas ocasiones,

TA@A®) =N = [T+ MAG) =2 <1+ ‘]‘f‘ <c

Utilizando esta relacién que se acaba de escribir, junto con la ecuacién (5.26)), una cota uniforme
en t € [0, 7] para dA(t)~!/dt por la Hipétesis (IV), y la relacién (5.6 de la Hipdtesis (V), en
la ecuacién ((5.25)) se obtiene

| =27 = 2 am - v

<C(t-n'+@E-m)").
Por tanto, utilizando las integrales del Apéndice se tiene inmediatamente la cota siguiente

L] <C(t—7)(t— ST (t— 1)t — s)_l) . (5.27)

Dado que, por un lado, (t —s)?~! < (7 —s)?~!y, por otro, que de (t —7)/(t — s) < 1 se deduce
que (t—71)(t—s)"P<(t—7)°(t—5) yque (t—7)* < (t —7)(t — 5)* B, entonces, para I
se puede escribir

IRl < C (=7t =5) 7 = )~ 4 (= 1) — )27, (5.28)
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Se pasa, a continuacion, a tratar la integral I5. Procediendo de forma similar se escribe,

t—s
a —)\U 2 R !
R / / s do - (A(r) = 2)dA

0
= —— —Xo Y B 1
Co2mi ), ( /F Ae™ o (A(T) = A) d)\> do.

Utilizando la integral del Apéndice [A.3] gracias a la relacién (5.7) de la Hipétesis (VI), se
obtiene || [ Ae™*7 887 (A(1) = A)7tdM|| < C'oP72, y de aqui la desigualdad

t—s T —s 1-
12| < C// o’ 2do=C ((7’ ) L S)p_l) =C(r —s)P ! (1 — ((t — 8))1:> .

—S

Teniendo en cuenta que 7 — s <t —s, que t — 7 <t — s y operando se llega a la cota

Il < o6 -t (1-722)

t—s
= C(t—7)(t—5)" (7 — 5)P! (5.29)
<Ct—r)Y(t—s5)(r —s)PL,

Juntando (5.28)) y (5.29)) se tiene que
IRi(ts) = Ri(r )l < C (L= 7)°(t = ) =)+ (L= 1)t =) 771 ) (5.30)
Para acabar, se utiliza la ecuacion integral (5.13)) que relaciona R(t,s) y Ri(t,s), para obtener
t
|B(t,s) — R(7,s)|| < [[Ri(t,s) — Ru(7, s)|| +/ |R1(t,0) = Ri(7,0)| [|R(0, s)| do,
donde utilizando las cotas ((5.20)), (5.27) y la segunda expresién del lado derecho de (5.29)), al

hacer el cambio de variable pertinente z = (0 — s)/(t — s), que hace aparecer la funcién Beta
de Euler (ver [45]), se obtiene

/ [R1(t,0) = Ba(7, 0)[|[|R(0, )| do

<</%”“—Tﬂﬁﬂﬂ“2+u—rwu—@—ﬁwuww*dg

< Cmdx {B(p—1,p), BO, p)} (t = 7)(t — )2 + (t — 7)°(¢ — 5))
< CT?méx{B(p—1,p), B(0,p)} ((t — 7)(t — 8)PT2 4 (t—T)(t — s)_l) :

Por tanto, tomando la nueva constante C' como CTPméx{B(p —1,p), B(0,p)}, y siguiendo
los mismos pasos que llevaron de la ecuacion (5.27)) a (5.28) se obtiene

/ [R1(t, o) — Ra(7, 0)| |1 R(0, 8)[| do

<O((t-nt-9) =y 4 (=) (=",

que demuestra lo que se pretendia. O

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



SECCION 5.1. EL CASO CON DOMINIO DEPENDIENTE DEL TIEMPO. 101

Este lema garantiza que U(t,s), (5.11)), y W(t,s), (5.12]), son funciones fuertemente conti-
nuas del pardmetro ¢ en [0, 7.

Teorema 5.1.1. (Existencia de soluciones débiles para el problema lineal no auténo-
mo). La funcién u(t) dada por la ecuacién (5.23), con ug € X y f € C([0,T],X), es una
solucién débil del problema (5.1)) en [0, 7.

Demostraciéon. La principal dificultad a salvar en la demostracién serd la falta de regularidad
en el extremo del integrando de W(t,s). Este problema se soluciona haciendo un ‘corte’ al
sistema de evolucién (ya que se no tiene garantizada su diferenciabilidad en el punto t = s) de
forma que se define

Ud(t, s) = exp ( — (t — $)A(t)) +/ exp (= (t = TAW®) R(r, s) dr.

Dado que el integrando es diferenciable como funcion de ¢, se dispone de cota integrable para
su derivada por el Lema [5.1.2] y es continuo como funcién del pardmetro de integracion 7
gracias al Lema se tiene que el operador Uc(t, s), definido para t > s+ ¢, es diferenciable
en t, y que su rango estd contenido en el dominio D(A(t)) por el Teorema 4] de Hille, en
virtud de que A(t)exp ( — (t — 7)A(t))R(r,s) es integrable en (s,t — €) gracias al Corolario
y a . Si ahora se define un operador

Ye(t,s) = gUe(t, s)+ A@)U(t, s). (5.31)

ot

A continuacion, se efectia la derivada y se acotan las integrales involucradas, buscando conse-
guir una cota para Y(t,s),

Yi(t,s) = — A(t)exp ( — (t — s)A(t)) + % /F e’\(ts)gt(A(t) —N)lda

+ exp ( — eA(t))R(t —€8) — A(t) exp ( —(t— T)A(t))R(T, s)dr

s

e Ai—r) O
- -At—1) Y R
+/S 27”,/Fe (%(A(t) A)" dAR(r,s)dr

+ A(t)exp (— (t — s)A(t)) + B A(t)exp (— (t — 1) A(t))R(T, s) dr

s

:% /1“ eiA(tis)%(A(t) — At +exp (—€A@))R(t—€,s)

d
+ L / *W*T@(A(t) — N AAR(T, s)d
s 27T’L T € 8t T8 T

= (gt + ;) exp (— (t — 5)A(t)) + exp(—€A(t))R(t — €, 5)
+ /t E ( ) exp (— (t — T)A(t)) R(r,s) dr
(-

t—e

=— Ri(t,s) +exp (t))R(t —¢€,5) — Ryi(t,T)R(T,s)dr.

(5.32)

De esta forma, por ([5.14]) el primer sumando de (5.32]) estd acotado por algo proporcional a
(t—s)P~!L < (t —s—¢€)PL. Por (5.20), el segundo sumando de (5.32)) estd acotado por algo
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proporcional a (t — s — €)?~!, ya que el semigrupo estd acotado por una constante en virtud
de (5.2). Para el tercer sumando de (5.32)) se puede operar a partir de las cotas anteriores, en
busca de agrupar una funcién Beta por cambio de variable x = (7 — s)/(t — € — s), escribiendo

de forma que se tiene que

t—e
S/ (t—E—T)p_l(T—S)p_ldT

= (t—s— " 'B(p.p)
< B(p, )Tt =5 — )P,

/s T Ri(r 9 R(r.s) dr

IYa(t, s)| < C(t — s — )P~ (5.33)

A continuacién, se quiere probar que Y(¢, s) converge fuertemente hacia 0 cuando € — 0. Para
ello se comprueba, en primer lugar, que, dado u € D(A(t)), entonces exp(—€eA(t))u — u para
todo t € [0,7] cuando € — 0. Se tiene

exp (— €A(t))u—u= /06 (;i exp (— cA(t))udo = — /D6 exp (— cA(t))A(t)udo.  (5.34)

Sabiendo que el semigrupo esté acotado por una constante, se acota la expresiéon por

llexp (= €A(t))u — ul| < C [|A(t)ul| =% 0 (5.35)
Dados entonces s y ¢ tales que 0 < e < s+e <t <T, u € X,y una sucesién u, € D(A(t)) tal
que u, — R(t, s)u, a partir de ((5.32)) y teniendo en cuenta la ecuacién integral (5.13]) se puede

escribir
t—e
Yo(t, $)u = —Ri(t, s)u + exp ( — cA(E)) R(t — €, s)u — / Ru(t, 7 R(r, 8)udr

=exp (— €A(t)) (R(t — €, 8)u — R(t,s)u) + (exp ( — €A(t)) — I) (R(t, s)u — up)
t
+ (exp (= €A(t)) — I)uy + Ry(t,7)R(T,s)udr.
t—e
Se comprueba que el primer sumando tiende hacia 0 cuando € — 0 al tomar una cota uniforme
para el semigrupo por (5.2)) y usar la continuidad de R(t,s) en el primer parametro que da
el Lema Para el segundo sumando se tiene lo mismo al tomar una cota uniforme y
considerar que u, — R(t, s)u. Para el tercer sumando, por la ecuacion (5.35)), y para el cuarto,

utilizando las cotas (5.14) y (5.20]) se puede escribir

donde se ha acotado (1 — s5)P~! < (t — s — €)?~! antes de integrar. Esto quiere decir que
Ye(t,s) — 0 fuertemente cuando € — 0.

t
s/ (t— )77 — 5)7 |l dr < Ce(t — 5 — )" [l
t

—€

/tt Ri(t,7)R(T,s)udr

—€

Sea p una funcién que verifica las hipotesis de la Definicién de solucion débil. Entonces,
por el Teorema de la Convergencia Dominada podemos intercambiar el limite en € con la integral
en la expresion siguiente

T T
/0 (& (0, Ut 0)uo) dt = 1im lm | (/(8), Ui(t, 0)uo) dt. (5.36)

n—01 e—0t
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Esto se puede llevar a cabo porque para cada n > 0 se tiene que ¢'(t) es continua en [n,T]
también y U,(t,0) converge uniformemente a U(t,0) en [n, T], luego (¢'(t), Uc(t, 0)up) converge
uniformemente a (¢'(t),U(t,0)up) en [n,T]. La convergencia uniforme de U(t,0) a U(t,0) en
[, T] se tiene porque

t
IU.0) - Uelt. 0] = co [ <o
t

—€

/t exp (— (t — 7)A(t))R(7,0) dr

—€

donde se ha acotado uniformemente el semigrupo por (5.2)) y se ha utilizado la cota para R(t, s),
(5.20). A continuacién, se aplica integracién por partes sobre la expresién que hay dentro de
los limites del lado derecho de ([5.36)) para obtener

T T T )
"(t), Ue(t, 0)ug ) dt = ,U(t,0)u — , —Uc(t,0)ug ) dt.
[ 0.0y = (). U0y |~ [ (ott) G000

n

Ahora, se introduce la definicién de Y(¢, s), (5.31)), se tiene en cuenta que (p(t), A(t)Ue(t,0)ug) =
<A* (t)(p(t), Ue(t7 0)u0>7 que SO(T) =0, y se llega a que

T T
/'@wmuum@wzwmmumwm/<wmnmmwmt
n n

T
+ [ A 0p(0.0.0,0)uo) .
n

A continuacién, haciendo tender ¢ — 0%, teniendo en cuenta la cota para dominar la conver-
gencia (5.33)), la convergencia uniforme Uc(t,0) — U(t,0) en [n, T], la continuidad por hipétesis
de A*(t)p(t) y la convergencia fuerte hallada antes para Yc(t, s), se tiene

T T
n n

e—0F

Haciendo tender ahora 7 — 0T se obtiene

T T
Hmhm/'@wmuuw@wz—@@mw+/<m@ﬂmvmmwma
n 0

n—0t e—0t

lo cual, a través de ([5.36)), conduce a la expresién

T
/ (¢'(t) = A*()¢(t), U(t, 0)uo ) dt + (p(0), uo) =0, (5.37)
0
en la cual falta todavia por introducir la contribucién del dato no homogéneo.

Para ello, se trata de hacer una representacion similar de la otra parte de la solucién dada
por la ecuacién (5.23). Se aplican en primer lugar los Teoremas y de Fubini 2.3.6] De

nuevo, argumentos similares a los del caso anterior permiten intercambiar limites e integrales.

/OT <90'(t),/otU(t,a)f(a) da> dt—/OT/UT<(pl(t),U(t,a)f(g)>dtdg

T—n pT
_ s ’ s /
= Jim Jim i [ [ (S0.0 ) 0))dido
(5.38)
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Para 0 < € < d < n la integral dentro de los limites puede reescribirse de forma andloga a como
se ha hecho antes, aplicando integracién por partes y la definicién de Y,(t, s), obteniendo para
el argumento de los limites de la expresién anterior

T— T
/0 n/+5<(’0/(t)’U€(t7‘7)f(U)>dtda
T—
— _/ K (p(0+6),Uc(o +6,0)f(0)) do
0
T— T
_/ n/ (p(t),Ye(t,o) f(0))dt do
0 o+6

T—n ,pT
[ @ e o) o) dtdo,
0 o+0
Gracias a la cota (5.33)), a la convergencia uniforme de Uc(t,s) en [s + n,T], a la continuidad

de ¢(t), A*(t)p(t) y f(t) en [0,T] y a la convergencia fuerte de Yc(t, s), cuando se hace € — 0
se tiene que el lado derecho de la expresién anterior tiende hacia

T—n T—n pT
- / (oo +8),U(0 +6,0)f(0)) do + / / (A% (D)o (8), U t,0) () dt dor
0 0 o+9d

Se hace ahora tender § — 0, obteniendo

T—n pT
lim I / (& (), Uelt, 0)f (o)) dt do
o+

=01 e—=01 Jo
T—n T—n pT
_ /0 ({0, f(0)) do + /0 / (A (1) (1), U(t, 0) ()} dt do.

Para acabar, se hace tender n — 0, pudiendo escribir definitivamente, usando (5.38)),

/OT <g0/(t), /Ot U(t,o)f(o) da> dt

T T T
- /0 (@(0), (o)) do + /0 / (A*(D(t), U (t,0) (o)) dt do.

Basta sumar las ecuaciones (5.37)) y (5.39)) para obtener que en efecto u(t) construida como se
hizo anteriormente es solucién débil del problema (/5.1)). O

(5.39)

Teorema 5.1.2. (Unicidad de soluciones débiles del problema lineal no auténomo).
La solucién débil del problema ([5.1]) es dnica.

Demostracién. Por reduccién al absurdo, supéngase que existen dos soluciones débiles dis-
tintas al problema . Entonces su resta serd solucién débil del problema con dato f(t) =
0. Basta pues demostrar que este problema tiene solucién débil tinica. La demostracion se
efectuara construyendo para 0 < s <t < T un nuevo operador V (¢, s), del cual se probara que
V(t,0)up coincide con cualquier solucién débil del problema homogéneo. Procede fijarse
bien en los detalles de la construccién de este operador, ya que aunque es muy similar a la
solucién débil antes construida, es algo diferente. Se considera

V(t,s) =exp(— (t—s)A(s)) + Z(t,s), Z(t,s) = / Q(t,7)exp (— (1 — s)A(s)) dr,
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Qt,s) =Y Qmlt,s), Qi(t,s) = (gt + (,i) exp (— (t — s)A(s)),
m=1

¢
Qm(t, s) :/ Qm-1(t,7)Q1(7,s) dr.

Por la misma definicién, se pueden deducir algunas propiedades del mismo, como por ejemplo
V(t,t) = I. Del mismo modo que se obtuvieron las desigualdades (5.14) y (5.20]) se obtienen
sus analogas

1Q1(t, )] < C(t = )", lQ(t, s)ll < C(t = 5)7 . (5.40)

Gracias a estas cotas se puede hacer uso del Teorema de la Convergencia Dominada para
intercambiar integral y suma en la siguiente expresién, obteniendo una ecuacion integral

analoga a ,
Qt,s) = Qi(t,8) + Y Qmii(t,s)
mogl t
— Qi)+ / Qu(t,)Q1 (7, ) dr (5.41)
m=1"%

= Q1(t,s) + /t Qt, 7)Q1(T,s)dr.

V(t,s) es un operador fuertemente continuo en 0 < s < ¢t < T dado que es la suma de
dos operadores fuertemente continuos. El primero, exp(—(t — s)A(s)), es fuertemente continuo
porque es un semigrupo analitico y el segundo, fst Q(t, 7) exp(—(7—s)A(s))dr, dado que el Lema
se puede formular andlogamente en Q(¢, s) (resultando la continuidad de Q(t, s) respecto
del pardmetro t), es fuertemente continuo porque Q(¢,7) es continuo en t, exp(—(7 — s)A(s))
es fuertemente continuo en s y se tiene una cota integrable por y la cota uniforme para
el semigrupo ((5.2)).

Ademds, a partir del Lema[5.1.2]y de la continuidad fuerte del integrando Q(¢, ) exp(— (7 —
s)A(s)), se tiene que, para 0 < s <t < T y u € D(A(s)), V(t,s) es fuertemente derivable
respecto del segundo pardametro y tiene derivada V (¢, s)A(s)u (no se puede garantizar a priori
derivabilidad en norma porque para derivar respecto del limite de integracién se requiere
la continuidad del integrando en el extremo, y sélo se dispone de continuidad fuerte, no de
continuidad en norma). La derivada se obtiene de forma explicita al utilizar la ecuacién integral

(B-41).

;SV(t, s)u= Q1(t, s)u+exp (— (t — s)A(s)) A(s)u — Q(t, s)u

n / Qt. 7) (Ql(T,s)—l—eXp(—(T—S)A(S))A(S))UdT
=V (t,s)A(s)u

Para tratar de salvar el problema que se tiene en el extremo inferior de la integral (de que no
se dispone de continuidad del integrando en ese punto) se asume ahora e >0y s+¢e <t, y se
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considera (con las cotas de las que se dispone es inmediato comprobar que la integral converge
y por tanto V,(t,s) es un operador lineal y continuo)

t

Ve(t,s) =exp (— (t — s)A(s)) + . Q(t,7)exp (— (1 — s)A(s)) dr.

Ahora bien, esto dice que %Ve(t, s) es derivable en norma y se puede escribir como (de nuevo,
es inmediato comprobar que las cotas disponibles lo permiten)

({ive(t, s) = Q1(t,s) +exp (— (t — s)A(s))A(s) — Q(t, s + €) exp ( — €A(s))
+ [ QUuT)(Qurs) +exp (— (7 - 5)A(s) A(s) ) dr
ste
=Q1(t,s) — Q(t,s + €)exp (— €A(s)) + /+ Q(t, T)Q1 (7, s) dT + Ve(t,s)A(s),

(5.42)

y para V(t,s)A(s) se tiene

t
Ve(t, s)A(s) = exp (— (t — s)A(s)) A(s) + Q(t,7)exp (— (17— s)A(s))A(s)dr.  (5.43)
S+e€
Gracias al Corolario m y a la cota (|5.40), se verifica que la integral es convergente en
norma, lo que garantiza que V(t,s)A(s) es lineal y continuo. Finalmente, gracias al Lema
se comprueba que ambos %Vg(t, s) y Ve(t,s)A(s) son continuos como funcién de s en
0<s<t—e

Por otro lado, se tiene que A*(s)V*(t,s) coincide con (Vc(t,s)A(s))* en todo punto don-
de estd definido, es decir, en todo v € X* tal que V' (t,s)u € D(A*(s)), pero ademsds,
(Ve(t,s)A(s))* es el adjunto de un operador lineal y continuo luego es lineal y continuo. Por
tanto, A*(s)V*(t, s) se puede extender a un operador lineal y continuo, y también continuo en
s. Sea

P.(t,s) = aive(t, s) — Ve(t, s)A(s). (5.44)

Teniendo en cuenta (5.42)) y (5.43]), este operador se puede acotar en norma como

)

1Pt )] = HQ“’ 9= Qs+ exp (—eAW) — [ QUIIQu(r.s)dr

s+e

donde el término Q(t, s) estd acotado por C(t — s)P~! < Ot — s — €)P~1, el término Q(t,s +
€) exp(eA(s)) esté acotado por C(t — s —€)?~! por parte de Q(t, s+ €) y por una constante por
parte del semigrupo y para el término integral se tiene

t

Qt, 7)Q1(T, s)dT

s+e

t
<c[ @-nrie-sriar
s+e

t
<C (t—T)pfl(T—s—e)pfldT
s+e€
=C(t—s—€e)*'B(p,p)

< CB(p,p)T*(t =5 — €)1
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Por tanto, se tiene la cota
I1P:(t, )] < C(t—s—e)p_l. (5.45)

A continuacién, se procede a probar que P,(t, s) converge fuertemente a 0 cuando € — 0. Dado
u € D(A(t)), como se vio en la ecuacién (5.34), entonces exp(—€eA(t))u — u y, por lo tanto, al
ser exp(—eA(t)) lineal y continuo es asi para todo u € X, ya que D(A(t)) es denso en X. Por
la continuidad de Q(t, s) en el segundo pardametro es inmediato que, dado u € X,

P.(t,s)u=Q(t,s)u — Q(t,s + €) exp (eA(s))u — t Q(t, 7)Q1(r, s)udr 0% 0.
s+e€

Ahora se dispone definitivamente de las herramientas para abordar la prueba. Sea u(t) una
solucién débil del problema (/5.1 con dato f(t) = 0. Por definicién

T
[0 - 4 000.u0) e+ (50) 0 =0

para cualquier funcién 1) que verifique las condiciones de la Definicién de solucién débil.
Sean tg un elemento fijoen 0 < ¢ty < T y ¢ una funcién continuamente diferenciable con soporte
contenido en (0, ty) que toma valores en X*. Sea ¢ > 0 un nimero positivo mas pequeno que la
distancia entre el soporte de ¢ y to, y definase 1¢(t) como 9(t) = V*(to,t)p(t) si t pertenece
al soporte de ¢ y 1c(t) = 0 en otro caso. De esta forma 1)(t) satisface las condiciones de la
Definicién [5.1.1} y se tiene

[ (0.t tutn) a

= Iim Oto <¢’(t), Ve(to,t)u(t)> dt
=i [ (vt 00t
= Iim Oto <¢;(t) . gtv:(to, ) - np(t),u(t)> dt
T to
— liny ( | (o= aso.uya - | <<P(t),Pe(to,t)U(t)>dt>,

(5.46)

donde la dltima igualdad se ha obtenido a partir de conjugar la definicién de Pc(t,s), (b.44).
La primera integral de la tltima igualdad se anula porque u(t) es solucién débil, y la segunda
integral también se anula, por la convergencia fuerte de P.(t,s) hacia 0, gracias a que la cota
(5.45) y la continuidad de ¢(t) y de u(t) permiten dominar la convergencia. Esto demuestra
que un analogo a la derivada débil o generalizada de V (to, t)u(t) se anula en (0, ).

A continuacién, se procede a probar que eso implica que V' (tg,t)u(t) no depende de ¢ en
dicho intervalo. Para ello, se toma ¢y € C3°(]0,T],R), una funcién test que toma valores reales,
con soporte contenido en [0, ty] y cuya integral en dicho intervalo vale 1, y sea ¢ una funcién
continua en [0, 7] que toma valores en X*. Sea z € X* definido por

N
0
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Considérese a continuacion .
o) = [ wvn(s) - o(s)) ds.

que es continuamente diferenciable y, ademads, ¢'(t) = x1(t)—(t), por lo que, aplicando que ya
se habia obtenido que el lado izquierdo de (5.46)) se anula idénticamente para ¢ continuamente
diferenciable y con soporte compacto contenido en (0, ¢p),

[ (ate) - 000,V oyttt =0

De aqui que, utilizando el Teorema [2.3.3] y sabiendo que v es una funcién real se obtiene
to to to
o0t 0uo)at = [ (wvule). Vo) ae = (o [ ooV o tyate) e ).

Renombrando ¢ = foto Yo (t)V (to, t)u(t) dt, introduciendo la definicién de = y utilizando de
nuevo el Teorema se sigue que

to(cb(t),V(to,t)U(t» <¢ = /<¢ V (to, t)u(t) — ¢) dt = 0.

Para acabar se procede por reduccién al absurdo, y se supone que existe s € [0, %] tal que
[{o(s), V(to, s)u(s) — ¢)| # 0. Existe entonces un entorno U de s contenido en [0, ] tal que
dicha funcién no cambia de signo en U. Como ¢ es una funcién continua arbitraria se puede
tomar con soporte contenido en U y tal que dado = € X* se tenga ¢(s) = z, llegando a un

absurdo pues
/Oto <¢(t),V(t0,t)u(t) B C> dt’ - /Oto

donde el término de la derecha es estrictamente positivo. Esto implica que para todo x € X* se
verifica que (z, V(to, s)u(s) — ¢) = 0, por lo que se tiene V (to, s)u(s) = ¢ para todo s € [0, to].
En consecuencia, u(tg) = V(tg,0)up se obtiene haciendo tender t — 0 y t — to. Dado que tg
era arbitrario en (0,77, esto completa la prueba. ]

0=

(o(0), V(to. u(t) — )| dt.

Esta demostracion proporciona, ademds, informacién adicional porque, como ya se habia
construido previamente una solucién débil a este problema, U (¢, s)ug, ambas deben coincidir.
Por lo tanto,

V(t,s) =U(t,s),

y, ademas,
0
%U(t, s)x =U(t,s)A(s)z,

para todo z € D(A(s)).

5.1.3. Soluciones clasicas

Definicién 5.1.2. Se dird que una funcién u(t) es solucién o solucién clasica del problema
(5.1) siu € C([0,T],X)NCL(0,T],X), u € D(A(t)) para todo t € (0,T], Au € C((0,T],X) y

ademas se verifican las ecuaciones del problema.
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Teniendo en cuenta que si la funcién u(t) es derivable entonces, dada ¢(t) cumpliendo las
hipétesis de la Definicién se tiene que (p(t),u(t)) es continuamente derivable, luego se
le puede aplicar integracién por partes,

T

0

T
+/0 (' (t), u(t))dt
T
= ((0), uo) + / (& (8), u(t)) dt,

T
_/O <¢(t),u'(t)>dt = _<90(t)au(t)>‘

por lo que, utilizando lo anterior y la ecuacién diferencial del problema (5.1]),
T T
/0 () = A" (0 (), u(t) )l +/0 (), 1(1)) dt + {(0), uo)

T
= [ e~ = Ao + o)) ar
=0,

es decir, que toda solucién clasica es, de hecho, solucién débil. Entonces, el Teorema [5.1.2
implica la unicidad de las soluciones en el sentido clasico también.

A continuacién, se pretende encontrar cotas para las derivadas parciales del operador
U(t,s) del tipo de las que se han venido tratando. Con este fin, para salvar la posible falta de
continuidad del integrando en el extremo, y, por tanto, la imposibilidad de derivar respecto del
extremo, dado 0 < € < t — s, se hace la siguiente definicién,

We(t,s) = / h exp (— (t —7)A(t))R(T, s) dr.

Recordando la expresién R (t,s) = — (% + %) exp (— (t — s)A(t)) y manipulando se obtiene,

teniendo en cuenta que el integrando es continuo hasta el extremo y que es derivable en el
interior con una cota integrable,

%We(t, s)=exp (—€cA(t))R(t —¢€,5) + /s h % (exp (—(t— T)A(t)))R(T, s)dr
t—e o
= exp ( — eA(t))R(t —€68)+ / — (exp ( —(t— T)A(t))) (R(T, s) — R(t, S)) dr

.ol
+ /:_e 2 (exp (— (t=)AW) ) dr R(t,s)
— exp (— eA()R(t— €, 5) + /:_e % (exp (= (¢ = 1)A®) ) (R(7,5) - R(t,5)) dr
_ /SH Ru(t,7)dr R(t, s) — /:_E ;T exp (— (t — 7)A(1)) dr R(t, )
— exp (— eA()R(t — €, 5) + /:_E gt (exp (= (¢ = 1)A®) ) (R(7,5) - R(t,5)) dr
- /t_e Ri(t,7)dr R(t,s) —exp ( — €A(t))R(t,s) + exp ( — (t — 5)A(t)) R(t, s).

S
Los Lemas y asi como las cotas (5.20) y (5.14)) para R y R; respectivamente

garantizardan que al hacer ¢ — 0 en la expresién anterior se obtenga la derivada de W (t,s)
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respecto del parametro t. Para ello, se tendran en cuenta las siguientes cotas en los compactos
K de (s,T], en los que se mover4 la variable ¢t. Sea vx > 0 tal que v < t — s para todo t € K.
Por un lado, el Lema [5.1.3| garantiza

Hexp (—€A(t)) (R(t — €, s) — R(t, s)) H < 0(657}0{—5—1 + eB'y}X(_ﬂ_l) < O emax{of}

Finalmente, en atencién al Lema y al Lema [5.1.3

Por otro lado, las cotas (5.20) y (5.14) implican que

< Ce""yf(_l.

/ " Ri(t.r)dr R $)

—€

/ "Ry(t.r)dr R(t,s) - / T Ry(t.r)dr R(s)

| & (o (= = ma) ) (Rir.) - R, 9)) ar

<Oy (v T PP
< ' méx {66, eﬁ} .

Por tanto, %Wg(t, s) converge uniformemente en los compactos hacia la funcién
a e—0 t 8
5y Wet:9) = [ 2 (e (= (= 7)A®) ) (R o) = Rit.) dr
t
- / Ri(t,7)dr R(t,s) + exp (— (¢ — $)A(D)) R(t, )

Como, ademds, para t # s se tiene convergencia puntual We(t,s) — W(t, s), dado que

tiende hacia 0 cuando € — 07. Por lo tanto, se tiene que W (t,s) es derivable respecto del
parametro t para 0 < s <t < 7Ty, ademas,

< t C’(T—S)p_ldT:C"((t—s)p—(t—s—E)p>,

t—e

/t exp ( —(t— T)A(t))R(T, s)dr

—€

gtwu, 5) = / gt(exp (~ (t—1)AW)) (R(r.) — R(t,5)) dr -

_ / " Ri(t,7)dr R(L,3) + exp (= (t— s)A®)R(t, 5).

Gracias a esto es ahora evidente que U(t,s) es derivable respecto del primer pardmetro en

0 < s<t<T.Ademas, utilizando de nuevo las cotas (5.14)) y (5.20]), y los Lemas y

se obtiene

g < [et-n s ar

t
+ / C(t— 7')5*1(7' — s)o‘*ﬁ*1 dr

—f—/tC'(t—T)pldT(t—s)pl +C(t—s)P L.

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



SECCION 5.1. EL CASO CON DOMINIO DEPENDIENTE DEL TIEMPO. 111

Utilizando la funcién Beta de Euler como se ha hecho en ocasiones anteriores, teniendo en
cuenta que (t — s)? < TP para el tercer sumando y tomando una constante global que sea el
maximo de las constantes de cada término se obtiene

0
HatW(t, S)

< C((t )Pl (- s)afl). (5.48)

Teniendo en cuenta, ademads, que

(-9 + =) <Clt—9) (6= + - o)) < ST

se consigue la cota para la derivada respecto del primer parametro del operador de evolucidn,

H;U(t, s)|| <C@t—s)"t (5.49)

Teniendo en cuenta ahora que en la demostracién del Teorema de existencia de soluciones
débiles, se obtuvo que dado

Yot s) = DUt 8) + AWYUL(L, 5),

ot
se tiene que Y¢(¢, s) converge fuertemente a cero, entonces se tiene que R(U(t,s)) C D(A(t)) y
0= gtU(t, s)+ AU(t, s).

Ademsds, se obtiene inmediatamente la cota
AU (t,s)|| < C(t —s)7t (5.50)

Procediendo andlogamente para el operador V(t,s), como se tiene que V(t,s) = U(t, s), se
demuestra ademds que %U (t,s) es una extensién continua de U(t,s)A(s) para0 < s <t <T

<C(t—s)" (5.51)

0
‘asU(t, S)

Por tanto, se tiene que, efectivamente, U (¢, s)ug es solucién en el sentido cldsico del problema
con dato f(t) = 0. A partir de esto se establece el resultado de existencia y unicidad final.

Teorema 5.1.3. (Existencia y unicidad de soluciones clasicas para el problema lineal
no auténomo). El problema (5.1)), siendo ugp € X un elemento arbitrario y f una funcién
Hélder continua en [0, 7], tiene solucién unica, y esta viene dada por la ecuacién

w(t) = U(t,0)uo + /0 U ) (s) ds. (5.52)

Demostracién. Para probar el teorema es, de hecho, suficiente ver que

v(t)—/o U(t,7)f(r)dr

es solucién del problema
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Para salvar el problema que entrana la derivabilidad del operador de evolucién cuando sus
parametros son iguales se construyen expresiones truncando el dominio de integracion. Se
consideraran separadamente las diferentes partes. En primer lugar, se puede derivar bajo la
integral, por ser el integrando continuamente diferenciable,

0 t—e t—c 9
ot J, Wi(t,s)f(s)ds =W (t,t —e)f(t—¢€)+ /0 aW(t, s)f(s)ds,

donde el limite final ¢ — 0T se puede tomar gracias a que la cota (5.48)) hace integrable el
argumento entre 0 y ¢,

t—e

0 ‘o
dim 5 [ W) ds - /O SW(t,3)f(5) ds. (5.53)

Ademas, esta convergencia es uniforme en los compactos. En segundo lugar, siendo también el
argumento de la integral continuamente diferenciable

% /O - exp (— (t —s)A(t)) f(s) ds

— oxp (= eA))f(t —€) - /O TRyt 5) f(s) ds

_ /O At exp (= (¢ — s)A(D)) f(s) ds

= exp ( — eA(t)) (f(t —€)— f(t)) + exp ( — tA(t))f(t) — Ri(t,s)f(s)ds

0
_ /O AW exp (= (¢ — $)AWD) (F(s) - £(1)) ds.

En esta expresion, en la igualdad final se puede tomar el limite cuando € — 07 en el primer
sumando por la acotaciéon uniforme del semigrupo y la Holder continuidad de f, en el tercer
sumando por estar la convergencia dominada gracias a la cota y en el cuarto sumando
por estar A(t)exp(—(t — s)A(t)) dominado por (t — s)~! gracias al Corolario y por la
Hoélder continuidad de f. Esta convergencia también es uniforme en los compactos. De esta
forma se obtiene que

lim % /0 h exp (— (t = s)A(t)) f(s) ds

e—0t

= exp (— tA(t)) f(t) — /0 Ry(t,s)f(s)ds (5.54)

_/0 A(t) exp ( - (t - S)A(t))(f(s) — f(t)) ds.

Para acabar, se utiliza un procedimiento andlogo al anterior, teniendo ahora en cuenta, ademas,
el Teorema de Hille y que A(t)U(t,s) = —%U (t,s), para escribir las siguientes relaciones:
t—e

A(t) ; Ul(t,s)f(s)ds

_ —/tGaW(t, ) ds+ [ Rilts)f(s)ds
o Ot 0

t—e

+ ; A(t) exp ( —(t— S)A(t)) (f(s) — f(t)) ds
—exp (= tA(1)) f(t) + exp ( — €A(t)) f(1).
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Aqui también se puede hacer tender ¢ — 0 de forma uniforme gracias a los mismos criterios que
en los dos casos anteriores, y anadiendo la conocida continuidad fuerte en el 0 del semigrupo
para el dltimo término se obtiene

lim A1) /O U 5) £(s) ds

e—0t

t o ¢
:_/0 2 W (191 (s) ds—l—/o Ri(t,s)f(s)ds (5.55)

t
+ [ awen (- - 940) 76) - 500 as
—exp (— tA(1)) f(t) + f(2).

Ahora, por ser uniforme en los compactos la convergencia en los dos primeros desarrollos
y (5.54) se puede intercambiar el limite y la derivada. En el ultimo, , aprovechando que
A(t) es un operador cerrado, se puede usar el Teoremade Hille para introducir el operador
cerrado A(t) dentro de la integral, aplicar el limite y luego volverlo a sacar. Sumando las tres
expresiones que resultan de las mencionadas manipulaciones se obtiene

;5/0 W(t,s)f(s) d8+;5/0 exp (— (t —s)A(1)) f(s) ds+A(t)/0 U(t,s)f(s)ds = f(t).

Precisamente esto se puede reescribir como

o [t !
8t/0 Ut 5)f(s) ds+A(t)/0 Ut ) f(s)ds = F(£),

que es lo que se querfa probar. La funcién dada por (5.52)) es, por tanto, solucién clésica del
problema en cuestién y, de hecho, es tnica gracias al Teorema [5.1.2 O

5.2. Dependencia con los datos del problema

Gracias a los resultados obtenidos, el estudio de la continuidad de las soluciones con respecto
al dato inicial y a la condiciéon no homogénea se obtienen de forma sencilla. Se procederd como
en la Seccién pero utilizando los resultados de este capitulo.

Teorema 5.2.1. Dada u(t) la solucién del problema aportada por el Teorema
con ug € X,y un dato no homogéneo f, Holder continua en [0,7], entonces (ug, f) — u
es Lipschitziana respecto del dato inicial y respecto del dato no homogéneo, cuando se toma
norma infinito en [0, 7] tanto para u como para f.

Demostracién. Dadas condiciones iniciales up, 49 € X y f Holder continua en [0,7], sea
u1(t) la solucién dada por el Teorema para el par (ug, f), y uz(t) la solucién para el par
(tp, f). Basta tomar entonces ([5.52)), y escribir

UQ(t) - ul(t) = U(t, 0)(110 — U()).
Utilizando (5.22)), se tiene que para 0 < ¢t < T se verifica

[ug(t) — ur (B[] < Clao — uoll,
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y, por tanto, tomando el superior en [0, T,
luz = urloe < Clltio — ol -

Se comprueba ahora la condicién de lipschitzianeidad para el dato no homogéneo, sea uq(t) la
solucion del Teorema para los datos (uo, f1) y ua(t) para (ug, f2), donde ugp € X y f1, fo
son funciones Holder continuas en [0, 7]. De nuevo, por (5.52)) se tiene

t
ws(t) — i (t) = / Ut 5)(fals) — fu(s)) ds.
0
Acotando, utilizando ([5.22)), se puede escribir

t
[ug () —ur(t)]| < / Cllf2 = fillo ds < C"lI.f2 = fillos -
0
De nuevo, tomando el superior en 0 < t < T se tiene, renombrando la constante C’ por C,

Jug —u1ll, < Cllfa = fills -

5.3. Complementos, aplicaciones y comentarios

En [25], A. Yagi, construye un operador de evolucién para el problema anterior bajo unas
hipétesis ligeramente menos restrictivas que las utilizadas por H. Tanabe, que son las que
han sido expuestas en este capitulo. El operador de evolucion construido por Yagi sera el que
Amann utilizard para resolver el caso semilineal, [6l [7].

5.3.1. Dominio no denso

Cabe destacar que existen aplicaciones en las que la hipétesis de que D(A(t)) sea denso en
X no se verifica. Esta situacién aparece normalmente cuando se trata de hacer realizaciones
de operadores en espacios L>, dado que el espacio de funciones test C§° es denso en LP para
p € [1,00), pero no en L. Eliminar esa hipdtesis supone privar al semigrupo de continuidad
fuerte en el 0, la cual como se puede comprobar, ha sido imprescindible en ciertos puntos
del trabajo anterior. Este supuesto suele suponer una mayor dificultad a la hora de resolver el
problema abstracto (que impone la introduccién de espacios de interpolacién desde el principio,
que hasta ahora no han aparecido) y mayor exigencia en las hipdtesis que conciernen al dato
f(t) para que se obtengan soluciones clésicas.

Este tipo de semigrupos no encajan exactamente con los que se han descrito en el Capitulo
pero pequenas modificaciones permiten adaptar la teoria ya que son ‘semigrupos analiticos’
(en un sentido ligeramente menos restrictivo que el que se ha formulado, se elimina la hipétesis
de que sean fuertemente continuos en el 0) pero no son de clase Cj. La idea de trabajo, al menos
en el caso parabdlico, es definir los semigrupos por medio de la integral de Dunford, y comprobar
que muchas de las propiedades de estos se siguen cumpliendo a pesar de carecer de continuidad
fuerte en el 0 al haber perdido el dominio denso. Se puede encontrar la introduccién de esta
forma de trabajar en [20], incluyendo también las lineas para problemas hiperbélicos; se pueden
encontrar los resultados concernientes al problema que se ha tratado en este capitulo en [I], de
Paolo Acquistapace y Brunello Terreni; y un enfoque muy amplio de este tipo de problemas en
[17], de Alessandra Lunardi. Los resultados que estos obtienen son, evidentemente, més fuertes
que los que se obtendrian que si se aplican los aqui mostrados a la clausura de C§° en L™.
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5.3.2. Aplicacién

Aunque el objetivo principal de este trabajo es la presentacién de la teoria abstracta que
permite la resoluciéon de ecuaciones diferenciales en espacios de Banach, conviene recalcar
que esta teoria cobra su importancia en la medida en que permite dar respuesta problemas
parabodlicos en R™ a través de realizaciones en distintos espacios de los operadores diferenciales
lineales. Se presenta a continuacién el problema lineal al que se aplica la teoria anterior en
Ly(2) con 1 < p < oo. Sea © C R™ un dominio acotado con frontera de clase C™. Se busca
uw:Qx[0,00) = R.

gﬁ;(a:,t) + A(z,t, D)u(z,t) = f(x,t), x €, 0<t<T,
’LL(:II,O) = UO(x)a T € Q, (556)
Bj(x,t,D)u(x,t) =0, j=12..,m/2, x € 01, 0<t<T.

Alx,t,D) = Y aa(z,t)D*,  Bj(z,t,D)= Y bjs(z,)D?,  f:Qx[0,T] >R
lor|<m |B]<m;

(5.57)
El operador en cuestién es un operador fuertemente eliptico (Definicién , uniformemente
en t € [0,T], es decir, que se puede elegir el mismo 6y del Teorema para todo t € [0,T].
Se utiliza la notacién habitual de multindices para . Adem4s, se asume que los coeficientes
de las derivadas de orden més alto son continuas en Q y que el resto de los coeficientes son
acotados y medibles en 2. Para cada t se asume que los coeficientes satisfacen condiciones
Holder continuas de orden h uniformemente, es decir,

max sup |aa(z,t) — an(z, s)| < Lt —s|".

lo|<m zeQ
Los operadores frontera Bj(x,t, D) son de orden m; independientemente de ¢ (es decir, que
sus coeficientes de los términos de orden maximo no se anulan simultdneamente para ningin
instante temporal), y con coeficientes en C™~ ™4 (92). Supéngase que existe 0y € [0,7/2) tal
que arg A°(x,t,&) # 0 (recordar definicién de la parte principal en ) para todo ¢, z y todo
¢ # 0. Ademads para cada t € [0,7] y para cada 6 € [0y, 21 — 6] se verifican las condiciones
del Teorema Entonces el Teorema garantiza que el operador —A(t) definido a
continuacién genera un semigrupo analitico en LP(Q2) para cada t. A(t) viene dado por

D(A(t)) = {u e W™P(Q): Bj(z,t,D)u(z) =0, x € 0Q, j=1,2,...,m/s}, (5.58)

(A(t)u)(z) = A(z,t, D)u(x) para z € D(A(t)). (5.59)
En [23] se puede encontrar los lemas que garantizan que el resto de hipétesis se cumplen
también, y, por tanto, los resultados de este capitulo son aplicables al problema en cuestion.
5.3.3. El caso con condiciones frontera

De forma andloga a como se presenté en los resultados de Alonso-Mallo y Palencia en
la Seccién [£.4] en la cual se construyé explicitamente una forma integral que recogfa de
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forma separada la contribucién del término inicial y la frontera; se puede intentar hacer algo
parecido en el caso no auténomo. Desgraciadamente en este caso se pierde uno de los factores
que resultaban més ventajosos en el caso anterior: la practica total independencia entre los
términos provenientes de la condicion inicial y de la frontera. Sin embargo, se puede construir
dicha expresién, que es presentada aqui sin prueba y sin indicar rigurosamente la naturaleza
y restricciones de los distintos elementos que intervienen, siendo tomada de [12], el cual no
asume la hipétesis de dominio denso, y, por lo cual, trabaja definiendo los semigrupos como se
ha indicado en la Seccion [5.3.1} El propésito al presentarla aqui es meramente ilustrativo de
la linea a seguir.

Para s € [s, T, se considera una familia de operadores dependientes del pardmetro temporal
A(t) : D — X, donde D est4 incluido de forma continua en X. Se asume, por tanto, que todos
los operadores 2(t) tienen el mismo dominio. Dados unos operadores frontera B;(t) : X — Y,

j€1,2...,r, donde Y es el espacio de condiciones frontera, y unos datos f : [s,T] — X,
gj:[s,T] =Y, je€l,2,...,r, se intenta encontrar v : [s,T] = X que verifique
du
SR+ A(e)ult) = (1), te (s 7]
Bj(t)u(t) :g](t)? ] = 1,2,...,7", le (S,T], (560)
u(s) = up, up € X.

A estos operadores se les exigen condiciones de regularidad y acotacién en espacios de inter-
polacién adecuados. A partir de () se define en la forma usual el operador A(t) como aquel
que absorbe la parte homogénea de las condiciones frontera:

D(A(t)) ={uve D | Bj(t)u=0paraj=1,2,...,r}, A(t)u = A(t)u. (5.61)

De esta forma, los dominios D(A(t)) ya no son idénticos. Se buscan soluciones de la forma
siguiente (que se puede entender como una generalizacién natural de la forma presentada en

la Seccién

¢ Tt
u(t) = exp (= (t — s)A(s))uo + / exp ((t — o) A(0))R(c) do + Z/ Kj(o,t —0)S;j(0) do,
s j=17s

(5.62)
donde K es un operador construido como una integral similar a la de Dunford. Para ello, sea

{ @A) = ADu = f,

. (5.63)
Bj(t)u = g;, i=1,2,...,7,

el cual, por hipdtesis, se asume que tiene solucién en todo C salvo en una cuna alrededor del
semieje real positivo. Se llamara N;(\,t)g a la solucién de dicho problema con A en la regién
de C donde hay solucién garantizada con f =0, gr =0si k # j y g; = g. Se construye

1
K;(t,s)g = 2m,/re_)‘ij()\,t)gd)\. (5.64)

Las funciones R(o) y Sj(0) (que ahora no son operadores sino funciones en un espacio de
Banach) son las que hay que determinar por medio de ecuaciones integrales. Hay elementos
que aparecen en la construccién de u que no tienen el mismo significado que habian tenido
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en secciones anteriores. Por ejemplo, ahora la ecuacién integral de R(o) ya no es el mismo
operador que aparecia en secciones anteriores, de hecho, ni si quiera es un operador, es tan
s6lo una funcién en un espacio de Banach. La derivacién formal de las ecuaciones da lugar a
las ecuaciones integrales que han de resolverse. Se obtienen

R(t) =f(t) + (A(t) — A(s)) exp ( — (¢ — 5)A(s))uo

+ [ (40 - A) exp (~ ¢~ 9)4(0) Rlo) do

Z/ (A(U> . A(t))Kj(Uyt —0)8Sj(o)do,

J=1

S;(t) =g;(t) + (Bj(s) — Bj(t)) exp ( —(t— s)A(s))uo

+ / (Bj(o) — Bj(t)) exp (— (t — 0)A(0)) R(0) do
+ Z/ (Bj(0) — B;(t))Kj(o,t — 0)Sj(0) do,
j=1"%

para j = 1,2,...,r. Se puede observar que las dependencias cruzadas en las ecuaciones
integrales han roto la limpia separacion que se tenia entre la parte proveniente de la frontera y
la otra parte que se tenia en el caso lineal auténomo. Bajo ciertas hipdtesis de estilo similar a
las manejadas en apartados anteriores se puede demostrar que la solucién asi construida es una
solucién en un sentido débil analogo al de la seccion principal de este capitulo, que la solucién
débil es tnica y que bajo ciertas hipétesis es de hecho solucién clasica. No se ha prestado en la
breve exposicién de esta seccion demasiada atencién a los dominios de los diversos operadores,
que no son otra cosa que espacios de interpolacion entre los diversos espacios involucrados de
forma natural. Esto es asi debido a que las hipétesis (ver [12]) que se aportan aparecen dadas
también sobre espacios de interpolacién, a diferencia de los casos antes descritos.

TRABAJO DE FIN DE GRADO JESUS DUENAS PAMPLONA



118 CAPITULO 5. EL PROBLEMA LINEAL NO AUTONOMO.

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



Capitulo 6

No linealidad, comentarios y
conclusiones

A continuacion, se pasa a hacer una breve descripcién, a modo de pincelada, de cémo se
abordan los problemas en el caso semilineal [0, [7, [13] y casilineal [8]. Los articulos de Amann
trabajan para el caso de condiciones frontera homogéneas, es decir, que se introducen en el
dominio del operador al efectuar la realizacién pertinente; mientras que el articulo de Greiner
hace una construccién integral para tratar el caso de condiciones frontera no homogéneas.

6.1. Los casos semilineal y casilineal

La siguiente proposicién (que se puede encontrar en [7]) es la piedra angular de la demos-
tracién de existencia y unicidad locales para el caso semilineal. Se define

Ar={(s,t) eR?*: 0<s<t<T}.
Proposicién 6.1.1. Sea s € [0,T) y supéngase que

(1) dados K : Ap — L(X,Y) y & : (0,T) — R™ integrable y decreciente, se verifica que
Kt )l zxyy < &t —s) para (t,s) € Ap y, ademds, K(t,-) : [0,¢) = L(X,Y) es
fuertemente medible para cada ¢ € (0,77,

(11) D es un abierto de Y y f € C%'=([s,T] x D, X),
() a € C([s,T],Y) y a(s) € D.

Entonces existe § > 0 y un tnico u € C([s, s + d], D) tal que
t
u(t) = a(t) —I-/ K(t,7)f(r,u(r)) d, para s <t < s+ 0.

La demostracién de esta proposicién utiliza como herramienta fundamental el Teorema de
de punto fijo de Banach, el cual es el que garantiza la existencia de la solucién buscada a la
ecuacién integral. Para ello, si se define

g(u) =a(t) + / K(t,7)f(r,u(r))dr, para s <t < s+,
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hay que utilizar las hipotesis antes expuestas de la forma adecuada (junto con otros lemas
y proposiciones previos que aparecen en el articulo) para demostrar que g es una aplicacién
contractiva en el espacio de Banach adecuado. Esta es la idea que esta detrds de la existencia
de soluciones débiles en un entorno de cada punto, utilizando como operador K el operador de
evolucién U (t, s) y consiguiendo garantizar que se verifican las hipétesis del teorema a través
de las cotas que se disponen para ||U(t, s)||.

Teorema 6.1.1. (del punto fijo de Banach). Sean X un espacio métrico completo no vacio
y S : X — X una contraccion, es decir, que

d(Svi, Sve) < kd(vy,v2),

para todo v, va € X y k < 1, donde d(-,-) es la distancia de X. Entonces S tiene un tnico
punto fijo, Su = u.

En vista de la Proposicién puede entenderse, ademads, que surja un nuevo tema a
estudiar en las ecuaciones semilineales y casilineales, que es la de intervalos maximales de
existencia; ya que la proposicién tan sélo demuestra existencia en ‘semientornos’ de cada uno
de los puntos, no en el intervalo global [0,7] donde se tienen las cotas. Trabajando en los
espacios de interpolacion adecuados se consiguen probar los resultados buscados de existencia y
unicidad de soluciones cldsicas en intervalos maximales de definicién [6]. De nuevo, la condicién
a exigir para conseguir soluciones cldsicas sera la Holder continuidad del dato f.

El caso semilineal es extremadamente ilustrativo a la hora de cémo se procede a encontrar
las soluciones mediante iteracién de punto fijo. En el caso casilineal [§] el procedimiento es,
naturalmente, mas complicado; pero el punto fundamental vuelve a ser una iteraciéon de punto
fijo.

6.2. Otras lineas

Como es indicado en el libro de Yagi, [24], existen tres enfoques usuales a la teoria abstracta
de ecuaciones en derivadas parciales parabdlicas: los métodos basados en teoria de semigrupos,
los métodos variacionales y los métodos que hacen uso de ecuaciones operacionales. Este
trabajo, al igual que el libro de Yagi, ha estado centrado tinicamente en el enfoque aportado
por la teoria de semigrupos, dejando de lado los otros enfoques. Para tener una vision maés
global de las técnicas disponibles para tratar problemas parabdlicos seria interesante explorar
estas otras lineas mencionadas.

Otro trabajo que seria interesante explorar seria, en un primer lugar, profundizar mas en el
tema de las condiciones frontera no homogéneas. El estudio pormenorizado de los detalles de
[12] 18] conduciria a una mejor comprensién del tema, que sélo se ha podido tratar superficial-
mente en este trabajo. Por otro lado, seria interesante tratar de replicar resultados como los
que se han mostrado para el caso lineal auténomo y lineal no auténomo de contribucién de las
condiciones frontera no homogéneas para los casos semilineal y casilineal. De hecho, Guidetti
indica en [12] que su propésito al desarrollar la formulacién integral del problema no auténomo
con condiciones frontera no homogéneas es utilizarla para atacar el caso casilineal. Esto da idea
de por dénde continuar este estudio, aunque por motivos de profundidad, extensién y tiempo
no ha sido posible hacerlo en el presente trabajo.
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6.3. Conclusiones

Se ha presentado de forma sintética, ya que no era el centro del presente trabajo, la relacion
entre problemas de EDP’s parabdlicos y los correspondientes problemas abstractos. Esta es
la justificaciéon fundamental del interés que presenta el estudio de problemas abstractos de
ecuaciones diferenciales.

La teoria de semigrupos, que es la herramienta fundamental de la que se ha valido este
trabajo, forma parte de la continuacién natural del estudio en EDP’s parabdlicas para un
estudiante de grado y se ha mostrado muy efectiva a la hora de abordar problemas abstractos
de ecuaciones diferenciales. El trabajo con la integral de Dunford y la aplicacién resolvente
han dado cuenta de la relevancia que cobra saber resolver el problema de autovalores de un
operador a la hora de tratar ecuaciones de evolucion ligadas a ese mismo operador. Esto ya
se habia puesto de relevancia en la asignatura Fcuaciones en Derivadas Parciales. Ahora, la
integral de Dunford da una forma cerrada para el semigrupo analitico y, por tanto, aporta la
forma de construir la solucién a los distintos problemas.

A lo largo de los diferentes capitulos, se ha presentado cémo condicién indicial, dato no
homogéneo y condiciones frontera no homogéneas contribuyen en sumandos diferentes a la
solucién final en problemas abstractos lineales, y como su regularidad pone en compromiso la
posibilidad de encontrar soluciones clasicas o no.

Por otro lado, ha quedado claro que los espacios de funciones continuas crean muchos
mas problemas a la hora de resolver problemas parabdlicos que los espacios LP, ya que la no
densidad de las funciones test provoca la pérdida de la continuidad fuerte en el 0 del semigrupo,
no sirviendo la mayoria de las pruebas aportadas en este trabajo. Esto, entre otras cosas, hace
poner el interés siempre sobre las realizaciones concretas para las que se estd buscando resolver
el problema abstracto, ya que proporcionaran las hipdtesis de regularidad necesarias.

Finalmente, cabe destacar que las expresiones que se han aportado a lo largo del trabajo
son expresiones cerradas y, por tanto, son susceptibles de ser discretizadas numéricamente,
dando lugar a un posible siguiente paso que podria corresponder a la solucién numérica de las
mismas. Como en otro tipo de problemas clésicos, seria necesario discretizar separadamente en
tiempo y en espacio. La forma del resolvente del tipo de problemas que se han tratado da la idea
de cé6mo ha de ser la regién de estabilidad de los métodos elegidos para la integraciéon temporal.
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Apéndice A

Integrales y otros

A.1. Cota para una integral compleja

Dado 7/2 < # < , sea T' una curva que recorre el plano complejo desde coe™ hasta ooe®
de la forma requerida en la demostracion del Teorema de la integral de Dunford Sea U
un abierto como se describe en el enunciado del teorema, y f : U — Y una funcién holomorfa
que toma valores en un espacio de Banach Y y para la que se conoce una cota || f(\)| < & e

T

Im z
0
%
E Re z
/\

Figura A.1: Dibujo del camino de integracion.

Se quiere conseguir una cota uniforme en ¢t > 0 para la integral

1
— / eMR(\ 2 A)d).
271 T

De esta forma, para I's, se tiene la parametrizacién \(r) = re, conr e (R,0), se acota y se
utiliza el cambio de variable —rtcosf = s (y se procede de forma anéloga para Fl):

’1’/ M F(N)d H— 1/ oM gy - L [T ey
2 Jr, 2T r 2T ) _Ricoss S

En vista de la holomorffa de f(\), para I's, A(¢) = Re¥, p € (—0,0), para cada t > 0 puede
tomarse un R > 0 suficientemente pequenio, de forma que Rt <1

1 1 /? M [f
/ M) dA|| < / eFteose N T dyp < / e“5? dp < Cy.
2w Jr, 2 J_g 2m ) g
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Juntando las cotas se tiene, como se pretendia, que para todo ¢ > 0,

1 At
— : <C.
2m'/pe R() A)dAH_C

A.2. Comportamiento asintético de algunas transformadas

En el desarrollo de una representacién integral para el problema lineal con condiciones
frontera no homogéneas que se lleva a cabo en la Seccion [4.4.3| se requiere el cémputo del
comportamiento cuando Re zg — oo de ciertas transformadas de Laplace. Se quiere comprobar
que

2 > —208 > —20S / Re zp—o0
24 ; e %V (s)gds — 2 ; e %V (s)g' ds ———— 0,

bajo las hipétesis de que g y ¢’ tienen comportamiento en norma dominado por una exponencial
y de que en el 0T sus comportamientos vienen dados por ||V (t)g|| = O(t?), [V (t)d'|| = O(t).
Se procede al computo de la primera integral, separando el comportamiento en el 0 y en el co.
Sean 1, M > 0 de forma que ||V (s)g|| < Ms? para s <.

U
22 / e %V (s)gds
0

n
< ’ZO|2/ e—ReZOSMSQ ds
0

e—sReZO (SQ(RQ 20)2 + 2sRe zg + 2) !

2
= — M
’Z0| (Re 20)3 .
9 e—nReZO (nQ(Re 20)2 + 217Re z20 + 2) -2 Re zp— o0
= - ’ZO| M (Re Z[))S 0

Se procede a continuacién a acotar el entorno de oco. Se tiene en cuenta el Lema para
acotar V(t)g con constantes a, L > 0. > 0 es la constante que rige el comportamiento
exponencial de g. Se supone a + 8 < Re zg ya que luego se va a tomar el limite de Re zg a oo.

22 / e %V (s)gds
n

oo

< |z / e Rez0s Leloth)s gy
n

9 e(a—i—B—Rezo)s

:L _—_—
7ol a+ B —Rez
n

Se procede de forma andloga con la otra integral. Sean M’, 7" > 0 tal que ||V (s)g'|| < M's para
s<n.

/

ReZOS(SReZO + 1) n
(Re 20)? 0

/

n
20 / e %V (s)g ds
0

n -
< |z0]/ e *Re0 N s ds = — | 20| M’ ¢
0

Sea [ la constante que controla el crecimiento exponencial de g’. Entonces

oo , (a+B"'—Rezo)n
< |Zo’/ C_ReZUSLe(OH_B)SdS:—L|Z()’e/—_>0'
- a+ 8 — Rez

20 / e *%V (s)g ds
U

/

De esta forma se tiene lo que se queria probar.
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A.3. Mas cotas para integrales

DadoT > 0, sea f : Ux[0,7] — Y una funcién holomorfa de su primera variable, que toma
valores en un espacio de Banach Y y para la que se conoce una cota uniforme [|f(A,¢)]| < C
para (A, t) € U x [0,T]. U es un abierto que abarca todo C salvo un sector de dngulo menor
que un 0 < 6 < m/2 que rodea al semieje real positivo, quitando un entorno de 0, 0 € U. Se
trata de la disposiciéon usual en el plano complejo que ha aparecido en repetidas ocasiones a
lo largo del trabajo. Sea I' una curva que recorre el plano complejo desde coe™* hasta coe®
por dentro de U. No se requiere una descripcién mas precisa de la curva por la holomorfia del
argumento. Se busca encontrar cotas para la norma de las siguientes integrales:

Im 2
)

[4 Re z

Iy

Figura A.2: Dibujo del camino de integracion.

1 —s\ 1 —s\ / —s\
— SAFA D) dN|| <— SAF(NE) dA SAF(A ) dA
i e <o ([ e« | [ oo
0 [e'S)
Sg ( / —spcos O der/ 6—spc050 dp)
2 0
C 7sp0059 e—spcost 0
21\ scosf o scosf |,
_7750039

donde si se toma C' = C/(mwcosf) se tiene la cota C’/s. La integral anterior sélo es finita
para s > 0. Otra integral que aparecera serd la integral sobre una curva I' con los mismos
extremos pero con un problema en el 0 proveniente de la cota de f(A,t), que esta vez serd,
dada 0 < p < 1 una constante, ||f(A,¢)|| < C/|\]°. Ahora f no serd necesariamente holomorfa
en 0. Habrd que rodear el origen para integrar. El camino de integracién se encuentra en la

Figura [A73]

1 /F e A F(Nt) dX

2
i —sA —sA —sA
< o (‘/Fle f()\,t)d)\H%—‘/FQe f()\,t)d)\H—i—‘/F?)e f(A,t)dAH).
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Im 2

F2/‘f Re z

Iy

Figura A.3: Dibujo del camino de integracién.

/ e A f(N ) dA|| + ‘
I

/FB e FA D) dAH

00 p—sT cos
= <2C / —dr,
R P
donde realizando el cambio de variable srcosf = z en la integral y acotando por ampliacién

del intervalo de integracién, teniendo en cuenta que el integrando es positivo, se tiene que la
expresion anterior es igual a

R ; .
/ e_we_sre_wf(re_w, t)dr

‘ o0

/ 6296—37"6 (r6197 t) dr
R

.

2Csp1(cos0)p1/ £ dx §2Csp1(cose)p1/ £ du.
0

sRcos T xP

Dado que la integral que queda es convergente, se puede agrupar todas las constantes salvo el
pardmetro s en una tnica constante C’, escribiendo

/ e A f(N 1) d)\H + ’
'

/ e (A ) d/\H <O
I's

Andlogamente a la anterior, esta cota sélo es valida si s > 0 dado que cosf > 0, ya que si no
la integral no convergeria.

Falta analizar qué pasa con I's,

0 ; .
/ Z’Rei¢esRez¢f<Rel¢,t>d¢H
2

/FQ e A f(N 1) d)\H =

T—6
27 —6
C
< R —sRcos¢p d
< |7 RemReettag
< R'7PC2r.
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Como la curva I' se puede deformar dentro del dominio del holomorfia del integrando se tiene
que la desigualdad hallada,

es valida para cualquier valor de R > 0, y, por tanto, haciendo tender R — 0 se tiene la
desigualdad buscada, de la cual la hallada en primer lugar no es mas que un caso particular,

A.4. Operadores diferenciales

/ e A (N t) d)\H < C'sP7 ' 4+ R rC2nr,
I

/ e A f(\ 1) d)\H < C'sP7L
r

Definicion A.4.1. Un multindice n-dimensional se define como una n-upla o € NJ}, siendo
Ng el conjunto de los naturales incluyendo el 0,

a=(aj,a,...,ap).

Se define su “valor absoluto” como la suma de sus componentes: |a| = a; +ag+ -+ ayp, ¥y
su “factorial” como el producto del factorial de sus componentes: a! = ajlas!. .. a,!. De esta
forma, se denota

o 0™ oo

D% =
= ..
0x("' 0xy®  Oxp™

En ciertos casos, la condicién de elipticidad que se ha expuesto, (|1.4]), sobre el operador en
el Capitulo , es insuficiente para llegar a las conclusiones que se pretenden y se requiere
alguna otra condicién méas fuerte o anadida. A continuacion, se presentan varias definiciones
de uso comun que se usan para extender la definicion dada de elipticidad.

Definicién A.4.2. Se dice que un operador diferencial lineal, como ([1.2)), de orden m = 2k, es
uniformemente eliptico, o que verifica la condicion uniforme de elipticidad, si existe o > 0
tal que para todo x € ), y para todo £ € R" se verifica

(1F D7 aa(2)e* = (—1)F Y aa(@)Ee? . 60 > allg)*

|oo|=2k |or|=2k

Definicién A.4.3. Se dice que un operador diferencial lineal, como (1.2)), de orden m = 2k,
es propiamente eliptico si el polinomio en 7 dado por A°(x,{ + mn) para cada &, n € R,
tiene exactamente k raices con parte real positiva y k raices con parte real negativa.

Por ser A eliptico, A°(x,& + 7n), es evidente que dicho polinomio no tiene nunca raices
reales, por lo que la definicion de operador diferencial propiamente eliptico extiende a la de
operador diferencial eliptico. Por otra parte, la condiciéon no es mucho mas fuerte, ya que todo
operador eliptico es propiamente eliptico si n > 3, [4], pero no asi en n = 2, donde el operador
de Cauchy-Riemann lo contradice. En el caso de operadores con coeficientes complejos, en la
definicién de operador uniformemente eliptico debe tomarse la parte real de los coeficientes.

Definicién A.4.4. Se dice que un operador diferencial, (1.2, es fuertemente eliptico si
Re A°(x,&) > 0 para todo x € Q) y para todo vector real no nulo &.
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Definicion A.4.5. Dado 2 C R" un dominio acotado se dice que es de clase C™ o localmente
reqular de clase C™ si para cada punto z € 9 (la frontera de 2) existe un entorno U y un
homeomorfismo

p:U—={yeR": |y <1}

tal que (UNQ) ={y e R": |ly]| <1, y1 >0}, o(UNIN) ={y e R": |ly|]| <1, y1 =0} y tal
que cada componente tanto de ¢ como de ¢! sea m veces continuamente diferenciable.

Definicion A.4.6. Dado 2 C R™ un dominio acotado con region de clase C" y una familia
de operadores frontera Bj(z,D) = 3 <m, bjs(z)DP con coeficientes definidos en 90 y de

clase C™~"™i(0N) se dird que {B;(z, D)};n:/l2 es una familia normal de operadores frontera si
satisface las condiciones siguientes:

(1) j # k implica m; # my, es decir, que los 6rdenes de cada uno de los operadores
diferenciales de la familia son diferentes.

(11) Para cada j =1,2,...,m/2 la frontera 0f2 no es caracteristica respecto a Bj(z, D), esto
quiere decir que Bj(z,v(x)) # 0 para todo « € 02, donde v(x) es la normal a exterior a
0f) en el punto .

Los siguientes resultados sobre realizacién de operadores elipticos en espacios LP(€2) son debidos
a S. Agmon, y han sido extraidos de [23].

Teorema A.4.1. Dado 2 C R"™ un dominio acotado, sea A un operador diferencial lineal
propiamente eliptico A(x, D) = Z‘ a|<m Qo (x)D® con coeficientes de orden méximo continuos y

sean {Bj(z, D)};n:/l2 unas condiciones frontera normales. Entonces se define A : D(A) — LP(Q)
como
D(A) ={ue W™P(Q): Bj(z,D)u(x) =0, x € 0Q, j=1,2,...,m/s},
(Au)(z) = A(x, D)u(z) para z € D(A).
Las dos condiciones siguientes son suficientes para que

Yg={AeC: |arg \| <7 — 0} U{0}

sea el maximo sector que estd contenido en el conjunto resolvente del operador A. Y la condicién
ademads es necesaria si p = 2.

(1) arg A°(z,£) = 0 para todo = € Q y para todo ¢ # 0 real.

(1) Dado = un punto arbitrario de 952, £ cualquier vector real tangente a 9 en z, y
arg A = 6. El polinomio A°(z,§ + 7v) — A de una variable 7 tiene exactamente m/2
raices, 7,7 (&, \), 75 (€, N), . .. ,7':;/2(5, A), con parte imaginaria positiva y las otras m/2
raices tienen parte imaginaria negativa. Ademads los m/2 polinomios Bj(z,{ + Tv), con

j=1,2,...,m/2, son linealmente independientes médulo HZZ? (7‘ — T,j({, )\))

La condicién (II) del teorema anterior es de tal importancia que ha cobrado entidad propia,
pasandose a denominar genéricamente condicion de complemento.

Teorema A.4.2. Sea A(x, D) un operador fuertemente eliptico de orden m y {Bj(z, D)}Tz/l2

una familia de condiciones frontera normales. De la condicién de elipticidad fuerte se deduce
que existe un dngulo 6y € [0,7/2) tal que A°(z,&) # ¢ para todo = € Q, vector real € # 0y
0 € [0y, 2m—6)]. Si se verifican las hipStesis del Teoremapara cada dngulo 0 € [0y, 2 —06y),
el operador —A definido como en el Teorema genera un semigrupo analitico en LP(€2).
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