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Introduccion

Como alumna del doble Grado en Matematicas y Fisica, durante el estudio de la carrera
he estado verdaderamente atraida por las relaciones entre estas dos areas de conocimien-
to. En realidad, se podria elegir cualquier campo cientifico y comprobar la implicacion de
las Matematicas en casi cualquier modelo o fenémeno estudiado. Estas proporcionan una
solida base sobre la cual trabajar y conseguir explicaciones mas comprensibles y rigurosas.
Por su parte, la Fisica también ha influido en gran manera en el desarrollo de las Ma-
tematicas. Las motivacion de este desarrollo ha sido la necesidad de dar una descripcién
de ciertos fenémenos fisicos tangibles. Un ejemplo clasico de lo anterior es el desarrollo del
Célculo Infinitesimal por parte de Newton para dar una descripcién de los fenémenos gra-
vitatorios. En este sentido, se puede decir que ciertas especialidades de las Matematicas se
han creado y desarrollado motivadas por la Fisica. En otros casos, en vez de desarrollarse
teorias matematicas que se ajusten a la descripcién de una realidad fisica observable, una
teoria matematica previa es utilizada a posteriori para la descripcién de fenémenos fisicos.
Esta compenetracién ha beneficiado el desarrollo cientifico en numerosas ocasiones.

Einstein ya dijo en su libro “Mi credo humanista” lo siguiente: “ Hasta el momento ac-
tual nuestra experiencia nos lleva a creer que la naturaleza es la realizacion de las ideas
matemdticas mas simples que es posible concebir. Estoy convencido de que mediante con-
trucciones puramente matemdticas se pueden descubrir los conceptos y las leyes que los
conecten entre si, que son los elementos que nos ofrecen la clave para la comprension de
los fenomenos naturales. La experiencia es capaz de sugerir los conceptos matemdticos
adecuados, pero éstos, sin duda, no logran ser deducidos de ella. Desde luego que la ex-
periencia conserva su cualidad de criterio ultimo de utilidad fisica de una construccion
matemdtica. Mas el principio creador reside en la matemdtica.”

En este trabajo de fin de grado se va estudiar un ejemplo del iltimo caso enunciado, en el
que un modelo matemaético, en este caso la Geometria Diferencial de Riemann, es utilizado
por Einstein para explicar y describir correctamente un area de la Fisica, la Relatividad.

Para ello, el objeto principal de estudio de este trabajo serd la geometria semi-riemanniana.
Una variedad semi-riemanniana, como veremos, es una variedad diferenciable dotada con
un tensor métrico de signatura arbitraria. El libro que se ha tomado como referencia es

[5]-
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El trabajo se organizara de la siguiente manera:

En el capitulo 1, se definiran los conceptos bésicos para el desarrollo de la geometria
semi-riemanniana, centrandonos primero en las variedades diferenciables y en el analisis
tensorial después. En cuanto a la primera parte cabe mencionar la importancia del espacio
tangente, la diferencial de una aplicacion diferenciable, los campos vectoriales y las 1-
formas. En la segunda parte, se daran las ideas basicas del analisis tensorial, y se definiran
los campos tensoriales, que son aplicaciones entre la variedad diferenciable y los fibrados
tangentes sobre esta variedad. Con la nocién de campos tensoriales se generalizaran los
conceptos de funcién real, campo vectorial y 1-forma sobre una variedad.

En el segundo capitulo, se hara un estudio exhaustivo de las variedades semi-riemannianas,
para lo cual se comenzara explicando las propiedades de estas y estudiando ciertos concep-
tos como el de isometria. Posteriormente, se volvera a las variedades diferenciables para
explicar los conceptos de contraccion y de derivacion tensorial generales que se aplicaran
sobre variedades semi-riemannianas para definir los conceptos de conexion de Levi-Civita,
derivada covariante y diferencial covariante de un campo tensorial, transporte paralelo y
curvas geodésicas. El capitulo se termina con el estudio de la aplicacién exponencial, lo
cual nos permite definir los entornos normales cuyas funciones coordenadas van a ser de
gran uso en el capitulo tres.

En el capitulo tres, se hace uso de los conceptos del segundo capitulo para definir la cur-
vatura de una variedad semi-riemanniana. Definiendo los operadores de subida y bajada
de indice, las contracciones métricas y los campos de referencias, se desarrollan los con-
ceptos de curvatura seccional, curvatura de Ricci y curvatura escalar. Ademas, se anade
el estudio de ciertos operadores en variedades semi-riemannianas que generalizan algunos
de los operadores diferenciables més importantes en el célculo vectorial en R3.

Finalmente, en el capitulo cuatro, se hard un breve estudio de la relatividad especial desde
el punto de vista de la geometria lorentziana. Las variedades lorentzianas no son mas que
variedades semi-riemannianas con indice uno y dimensién mayor o igual que dos. Se partira
del estudio de este tipo de variedades y sus caracteristicas. Tras ello, se planteara como es
el espacio-tiempo de Newton, para poder compararlo con el espacio-tiempo de Minkowsi.
Se compararan también las definiciones de energia y momento correspondientes, y se
incluira un apartado referente a la observacion de las particulas.
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Capitulo 1

Conceptos Basicos

En términos generales, una variedad es un espacio topoldgico que se parece localmente al
espacio euclideo, es decir, en el cual existe un entorno de cada punto que admite un sistema
coordenado, consistente en funciones reales que determinan la posicion de los puntos en
ese entorno. A su vez, una variedad diferenciable puede entenderse como una variedad en
la cual este parecido es tal que nos permite establecer el concepto de diferenciabilidad de
funciones que a su vez nos permite decir que M es localmente difeomorfa a un abierto
de R™. De hecho, van a constituir una generalizacion del calculo diferencial en R™, y de
conceptos como plano cartesiano, recta, superficie,etcétera.

En este capitulo explicaremos algunas nociones bésicas sobre las variedades diferenciables
y los tensores sobre variables diferenciables, que seran la base para el posterior desarrollo
del trabajo. Nos centraremos principalmente en definir los conceptos necesarios y en expli-
car ciertas propiedades y proposiciones o teoremas relacionados con estos conceptos, que
apareceran sin demostraciéon. También se incluird una introduccién al anélisis tensorial,
necesaria para el desarrollo del trabajo.

1.1. Variedades y Aplicaciones Diferenciables

Durante este trabajo denotaremos por u’ a las coordenadas estandar de R™, es decir, a
las funciones v’ : R* — R, 1 < i < n, que mandan cada punto p = (py,...,p,) de R"
en su coordenada i-ésima p;. Ademas, para referirnos a una funcién diferenciable de clase
C*> diremos simplemente que es diferenciable.

Definicién 1.1. Una carta local en un espacio topolégico X es una terna (U, V, ), donde
U es un abierto de X, V un abierto de R™ y ¢ es un homeomorfismo entre U y V . Se
dice que la dimension de la carta es n.



1.1. VARIEDADES Y APLICACIONES DIFERENCIABLES CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Las funciones o' = u’ o £ reciben el nombre de funciones coordenadas de ¢. Obviamente,
E=(z',...,2"): U — R™

Con frecuencia simplificaremos la notaciéon anterior llamando carta a la funcion &, sobre-
entendiendo la existencia de U y V.

Definicién 1.2. Decimos que dos cartas locales £ : Uy — Vi y pu: Uy — V5 estéan

C°- relacionadas sin = ey, o bien U; N Uy = ), o bien los cambios de carta

Cop ™t w(UyNUs) — EULNUy) y po &1 (U NUy) — u(Up NU,) son aplicaciones
diferenciables, es decir, son difeomorfismos.

Definicién 1.3. Un atlas A de dimensién n en un espacio X es una coleccién de cartas

locales n-dimensionales en X , {(U;, V;, &)}, tales que:

1. Cada punto de X estd contenido en el dominio de al menos una de las cartas, es
decir, X = J U;.

i€l
2. Las cartas estan C°°- relacionadas dos a dos, es decir, todos los cambios de carta
son difeomorfismos.

Definicién 1.4. Una variedad diferenciable de dimension n es un espacio de Hausdorff,
M, que cumple el segundo axioma de numerabilidad junto con un atlas de dimensién n.

Observacién 1.5. A un atlas se le pueden anadir todas las cartas de M tales que los
cambios de carta sean difeomorfismos, obteniendo de esta manera un atlas maximal, que
es unico. Este atlas maximal es considerado como la estructura diferenciable de M.

Pasamos ahora a definir el concepto de aplicacion diferenciable entre variedades.

Definicién 1.6. Sean M y N variedades diferenciables y sea F' : M — N una aplicacion.
Se dice que F' es diferenciable en p € M si existen cartas locales (Uy,V1,&) de M enpy
(U, Va,&) de N en F(p) tales que F(Uy) C Uy y la expresion local de F' en estas cartas,
EoF o0&t 1 Vi — Vs, es diferenciable en & (p).

La condicién que aparece en la definicién anterior no depende de las cartas elegidas.

Proposicion 1.7. St F : M — N es diferenciable en p € M, entonces para cualquier
carta local de M en p, (U1, V1,&1), y cualquier carta local de N en F(p), (U, Va2, &), tales
que F(U) CUs, &0 F ot Vi — Vy es diferenciable en &1(p).
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CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS 1.2. ESPACIO TANGENTE Y DIFERENCIAL DE UNA APLICACION

Propiedades 1.8.

1. La aplicacion identidad es diferenciable.
2. La composicion de aplicaciones diferenciables entre variedades es diferenciable.

3. Las funciones & de las cartas locales y las funciones coordenadas x* son diferenciables
en el dominio de &.

4. 8 f,g: M — R son diferenciables, entonces f +g: M — Ry fg: M — R
también lo son.

Llamaremos F (M) al conjunto de aplicaciones reales en M que son diferenciables. Es facil
comprobar que la suma y el producto dotan a F(M) de estructura de anillo conmutativo.

Definicién 1.9. Un difeomorfismo entre variedades diferenciables es una aplicacion dife-
renciable entre variedades, biyectiva y cuya inversa es también diferenciable.

1.2. Espacio Tangente y Diferencial de una Aplica-
cién

Sea M una variedad diferenciable, y p € M. Se considera el conjunto de todos los pares
(U, f), donde U es un abierto de M tal que p € U,y f € F(U). En este conjunto se define
la siguiente relacién:

(U,f)N(V,g)@EIunabiertoWCUﬂVtalquepGWyg‘W:f‘W.

Se puede probar que la relacién anterior es de equivalencia.

Definicién 1.10. Un germen de funcion diferenciable en p es la clase de equivalencia
por la relacién anterior de un par (U, f), donde U es un abierto de M tal que p € U y
feFWU).

Denotaremos por el momento a la clase de (U, f) por [(U, f)]. En el conjunto cociente
dado por esta relacion definimos las siguientes operaciones:

[(UNOI+IV.9] =1UNV, f+g)]
(U N[V =[UNV, fg)].

Estas operaciones no dependen de los representantes elegidos, y dotan al conjunto cociente
de estructura de anillo conmutativo y unitario, donde el neutro para la suma es el germen
de p de la funcién constante igual a 0, el neutro para el producto es el germen de p de la
funcién constante igual a 1y el opuesto de [(U, f)] es [(U, —f)].

Sandra Espina Pardo 9



1.2. ESPACIO TANGENTE Y DIFERENCIAL DE UNA APLICACION CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Definicién 1.11. El anillo anterior recibe el nombre de anillo de gérmenes de funciones
diferenciables en p, y se denota como Oy, o simplemente como O, si no hay confusién.

De hecho, tiene estructura de R-algebra conmutativa y unitaria.

Es facil comprobar que el conjunto de unidades del anillo de gérmenes de funciones en p
es {[(U, h)] : h(p) # 0}. Puesto que el conjunto de no unidades m, = {[(U, h)] : h(p) = 0}
forma un ideal del anillo @, entonces es el inico ideal maximal del anillo.

Simplificaremos la notacién de la siguiente manera: un germen en p se denota como f,, o
f si no hay confusion, entendiendo que representa la clase de un par (U, f).

Definicién 1.12. Sea p un punto de la variedad M. Se llama vector tangente a M en p
a toda derivacion de O, centrada en p, es decir, a toda funcién real v : O, — R tal que
es:

1. R-lineal: v(af + bg) = av(f) + bu(g)
2. Leibniziana: v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(f)
para todo a,b,e Ry f,g € O,.

Es una comprobacién sencilla el hecho de que el conjunto de todos los vectores tangentes
a M en p con la suma y el producto por escalares es un R-espacio vectorial.

Definicién 1.13. El espacio vectorial de todos los vectores tangentes de M en p se llama
se llama espacio tangente a M en p, y se denota por T,(M).

Obsérvese que si v € T,(M), y f,g € m,, entonces v(fg) =0, ya que f(p) = g(p) = 0.

Definicién 1.14. Sea ¢ = (z',...,2") una carta de M en p, y f, € O,. Definimos,
Vi, 1 <i<mn:

o) = 25 (e

0
Entonces, la aplicacién a—(p) : O, — R es un elemento de T,(M).
x'L

0 0
Para denotar — se utilizara indistintamente —| .
oxt (p) ox''p

Utilizando el polinomio de Taylor de orden dos de una funcion de clase C* se prueba el
siguiente teorema.

Teorema 1.15. Sea & = (z',...,2") una carta de M en p. Entonces:

0 0
1. {%lp’ e %‘p} es una base del espacio tangente T,(M). En particular, la di-

mension del espacio vectorial T,(M) coincide con la dimension de M.

10 Sandra Espina Pardo



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS 1.2. ESPACIO TANGENTE Y DIFERENCIAL DE UNA APLICACION

2. Yv € T,(M), se cumple que:

n

B ;U 8x’

El siguiente resultado va a ser muy tutil para encontrar representantes de gérmenes de
funciones diferenciables definidos en todo M .

Proposicion 1.16. FExiste una funcion diferenciable y no negativa en R™, ¢, con valor 1
en el cubo cerrado C(1) y 0 en el complementario del cubo abierto C(2).

De la proposicién se deduce que esto se puede adaptar a los cubos C'(g) y C(2¢), sin mas

que tomar ¢ (z) = ¢(£).
Corolario 1.17. Sea M una variedad diferenciable, y U un abierto de M con p € U. Sea
F :U — R una aplicacion diferenciable. Entonces, existe una aplicacion F': M — R,
tal que F, = F,.

Observacion 1.18. Utilizando lo anterior, se puede considerar que un vector tangente
es una derivacién centrada en p del anillo F(M), v : F(M) — R.

Veamos que todo vector tangente viene de una derivacién de este tipo y viceversa.

» Si partimos de v : O, — R, podemos definir v : F(M) — R de la siguiente
manera: si f € F(M), se define v(f) = v(f,). Se comprueba que v es una derivacién
centrada en p.

» Reciprocamente, si partimos de v : F (M ) — R, veamos cémo definir v : O, — R.
Para ello, basta con dar la imagen por v de cualquier f, € O,. Por el corolarlo 1.17,
3 f: M — R, tal que fp f»- Entonces, definimos v(f,) = v( ), que resulta estar
bien definida (no depende de la eleccién de f ) y es un vector tangente a M en p.

Hemos visto que hay una equivalencia entre vectores tangentes y derivaciones centradas
en p del anillo F(M), por lo que en la practica usaremos ambos puntos de vista indistin-
tamente y utilizaremos la misma notacién para v que para v. A cual de las dos versiones
nos estemos refiriendo se deducira del contexto.

1.2.1. Diferencial de una aplicacién diferenciable

Sean M y N dos variedades diferenciables, y sea ¢ : M — N una aplicacion diferenciable.
Para cada p € M, la aplicacién anterior induce una aplicacién do, : Tp(M) — Typ) (V).

Sandra Espina Pardo 11



1.2. ESPACIO TANGENTE Y DIFERENCIAL DE UNA APLICACION CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Para definirla basta con decir, para cada v € T,,(M), cémo actia d¢,(v) sobre el germen
en p de una aplicacién diferenciable f definida en un entorno de ¢(p) en N. La siguiente
definicién tiene sentido, ya que fo¢ es una aplicacion diferenciable definida en un entorno
de p, por la observacion 1.18 podemos entender el vector tangente v como una derivacion
centrada en p del anillo F(M):

dgp(v)(fp) = v(f o ¢).

Se comprueba sin dificultad el siguiente resultado:

Proposicién 1.19.

1. Vv € T,(M), doy(v) € Ty (N).
2. La aplicacion de¢, : T,(M) — Ty, (N) es lineal.

Definicién 1.20. La aplicacién d¢, recibe el nombre de aplicacion diferencial de ¢ en p.

1

Proposicién 1.21. Sea & = (z,...,2") una carta de M enp, yn = (y*,..,y") una carta

de N en ¢(p), entonces Vj, con 1 < j < m:

0 ~ 9y og), 0
d¢p(%’p) = le@)a—yiu(p).

1=

Observacién 1.22. La matriz (%) es la matriz Jacobiana de la expresién local de

d¢, en las cartas £ y 7.

Observacion 1.23. En el caso particular de las funciones diferenciables f : M — R”,
se tiene df, : T,(M) — Ty (R") para p € M, y es habitual hacer la identificacién
Tt (R™) = R". Para ello se identifican la base canénica de R” y la base de las parciales

0 0 n
{W’f(p)>“'=m|f(p)} de Ty (R™).

De esta forma, si U es un entorno coordenado de p con coordenadas z!,..., 2",
0 of
df,(=—1| )= =—| €R"
fp(al'l }p) afL‘l|p

y dfy = (df1p, ..., dfn,) donde f; son las componentes de f, 1 <i < n.

Proposicién 1.24 (Regla de la Cadena). Sean M, N y P wariedades diferenciables, y
sean ¢ : M — N y 1 : M — N aplicaciones diferenciables. Entonces, Vp € M,

d(p o @), = dibg(p) © dop.
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CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS 1.3. EJEMPLOS DE VARIEDADES DIFERENCIABLES

Proposicion 1.25. Sean M y N wvariedades diferenciables, y ¢ : M — N un isomorfis-
mo diferenciable. Entonces, Vp € M,

<d¢p)71 = dﬁb(;(lp) .

Teorema 1.26 (Teorema de la Funcién Inversa). Sean M y N variedades diferenciables,
F : M — N una funcion diferenciable, y p € M. Si dF, : Ty(M) — Tpp N es
isomorfismo lineal, existe un abierto U de M, con p € U, de forma que V = F(U) es
abierto de N, y F': U — V es difeomorfismo.

1.3. Ejemplos de variedades diferenciables
En esta seccion explicaremos algunos ejemplos bésicos de variedades diferenciables.

1.3.1. Abiertos de variedades diferenciables

Sea M una variedad diferenciable y U un abierto de M. U hereda la estructura de va-
riedad diferenciable de M, porque si A = {(U;, V;, &) }ie; es un atlas de M, entonces el
conjunto Ay = {(UZ N, V},fi\(UinU))}ieI es un atlas de U.

Si llamamos ¢ a la inclusién ¢ : U — M, entonces para p € M, diy, : T,(U) — T,(M) es
isomorfismo, por lo que podemos identificar T,,(U) con T,(M).

1.3.2. Curvas diferenciables en variedades diferenciables

Definicién 1.27. Una curva diferenciable en una variedad diferenciable M es una apli-
caciéon diferenciable oo : I — M, donde [ es un intervalo abierto de R.

Como [ es un abierto de R, se puede tomar como carta de I la identidad, por lo que el
plano tangente a [ en t € I tiene como base ﬁ‘ . Ademas, este plano tangente se puede
identificar con R como en la observacién 1.23.

Definicién 1.28. Se conoce como vector tangente o vector velocidad de la curvaen t € [
a

a(t) = da(%}t) € Tow(M).

Sandra Espina Pardo 13



1.3. EJEMPLOS DE VARIEDADES DIFERENCIABLES CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Propiedades 1.29.

1. Elwvector tangente o/ (t) aplicado a una funcion f diferenciable en a(t) o a un germen
f € O estd definido por:

d(foa)
(t = ().
o) = L2 )
2. Si(x',...,2") es una carta, entonces podemos escribir:

=Y M

3. Sih:J— 1 esuna funcion diferenciable en un intervalo J, y 8 = aoh : J — M,
entonces dh

§(s) = 50(5) ' (h(s).

4. 8t ¢ M — N es una aplicacion diferenciable, entonces, Vt € I:

dép(a(t)) = (¢ 0 ) (1).

1.3.3. Espacios Vectoriales

Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensién n. Para cada base B de V, se toma
como carta la terna (V,R™, €), donde £ : V — R™ manda cada v € V' en las coordenadas
de v en la base B. Si tomamos otra base de V, el cambio de carta va a ser el cambio de
base, y como toda aplicacién lineal es difeomorfismo, los cambios de carta lo seran. Hemos
construido un atlas para V', luego V' es una variedad diferenciable de dimension n.

Definicién 1.30. Dados p,v € V, consideramos la curva a,, : R — V' definida de la
siguiente manera:
apo(t) =p + tu.

Definimos la aplicacién ¢, : V' — T,(V') de la siguiente manera:
SiveV, ¢y(v) = a,,(0) = dap,(],) € Taw(V) = T,(V).

Se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.31.
1. ¢, es un isomorfismo y depende unicamente de V' y de p.
2. pgodyt Tp(V) — Ty(V) es un isomorfismo.

En particular, para V = R", ¢,(e;) = %

observacion 1.23.

,» que es la identificacion considerada en la
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CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS 1.3. EJEMPLOS DE VARIEDADES DIFERENCIABLES

1.3.4. Variedades Producto

Sean M y N variedades diferenciables. El espacio topoldgico producto M x N es de
Hausdorff y cumple el primer axioma de numerabilidad. Si Ay = {(U;,V;,&)},c; es un
atlas de M,y Ay = {(W;, 1}, goj)}jeJ es un atlas de IV, entonces el conjunto

A={(U x W;, Vi x Tj, & x 0 : Uy x Wy — Vi X Tj)} iyerses -

es un atlas de M x N, por lo que M x N es una variedad diferenciable, llamada variedad
producto de M y N. Siny es la dimensiéon de M y ns la de N, la dimension de M x N es
ny + no.

Denotaremos 7 y ¢ a las proyecciones de M x N sobre M y N, respectivamente. Es decir,
si (p,q) € M x N, entonces 7(p,q) = p, o(p,q) = q.

Estas aplicaciones son diferenciables, y sus diferenciales son, para (p,q) € M x N:
AT (pg) : Tpg) (M X N) — T,(M)

dop,g)  Tipg) (M X N) — T,(N).

Sea U; un entorno coordenado de p en M con coordenadas & = (x!,.. ) y U2 un
entorno coordenado de ¢ en N con coordenadas & = (y*,...,y"™). Si tomamos ' =2x'om
v’ =yl oo, entonces U; X Uy es entorno coordenado de (p, ¢) en M x N, con coordenadas

E= (..M gt L gm™).

Entonces,
0 0
1 dﬂ-(Pq(g |pq)>:axi‘p'
0
2 dﬂ-(l’q(gy |pq)>:

3. dg(p,(I) (_Al | (p7q)) -

0 0
4. dU(pq) ay]|pq a_yj g

Se puede construir la aplicacién ¢ : T, o) (M x N) — T,(M) x T,(N) de componentes
(d7(p,q), A0 (pq))- Si tomamos la base anterior de T}, (M x N), se tiene que:

0 0

L. ¢(%}(p7q)) = (%‘Iﬂo)
0 0

2. (b @yy } pq <O ayj ‘q)
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1.4. ESPACIO COTANGENTE CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Como ¢ transforma una base de T(, (M x N) en una base de T,(M) x T,(N), se tiene
lo siguiente:

Proposicién 1.32. ¢ es un isomorfismo que nos permite identificar Ti, (M x N) con
Tp(M) x Ty(N).

1.4. Espacio Cotangente
Como es habitual, el dual de T),(M) se define como T (M) = Homg(T,(M),R).

m

Observacién 1.33. Se puede probar que T;(M) es isomorfo de forma natural a —’2’.
m

p

Definicién 1.34. T (M) se llama espacio cotangente de M en p. Sus elementos reciben
el nombre de covectores, y son aplicaciones lineales de T),(M) en R.

Sea U un abiertode M,pe Uy f € F(U) o f € O,. Como hemos visto en la observacién
1.23, podemos entender df,, como una aplicacion dfy, : T,,(M) — R, es decir, df, € T,;(M).

Dada una carta £ = (z!,... 2"), se tiene que dx;, o day € T;(M). Esta es la base dual
de la base %p,...,%p, ya que

.0 0
j _
dxp ( oxt ) oxt

(27) = bi;.

Por tanto, si ¢ € T (M),

9 i
0= Ze(axi |)dz'| .

En particular, se tiene:

of | i
dfp = Z 8xl }pdmpa

4 ,» como vimos en la observacién 1.23.

ya que dfy (55

_ of
p> Ozt
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CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS 1.5. FIBRADOS TANGENTE Y COTANGENTE

1.5. Fibrados Tangente y Cotangente

Veremos ahora como el conjunto de vectores tangentes de una variedad diferenciable puede
entenderse a su vez como una variedad diferenciable, a la que llamaremos fibrado tangente.
A su vez, el conjunto de covectores se puede entender como una variedad diferenciable
llamada fibrado cotangente.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n equipada con un atlas A, y sean:

T(M) =[] To(M) = {(p,v) : p € M,v € T,(M)}
T*(M) :p]_[ T (M) = {(p,7) : p€ M,7 € T(M)}.

peEM

Hay dos proyecciones naturales:
m:T(M) — M, tal que 7(v) =psiv € T,(M)
™ T*(M) — M, tal que 7*(7) = p si 7 € T;(M).

Sea (U,V,€) € A, con & = (x',...,2"). Definimos las aplicaciones ¢ 71 (U) — R*™y
& ()Y U) — R?" de la siguiente manera: para todo v € 7 Y(U) y 7 € (7*)"}(U),
con p = 7(v) = 7*(7):

~

E(w) = (z(p),-...a"(p),dxy(v), ... da}(v))

& (1) = (gjl(p)7...,:tn(p),7'(%|p), . ,T(ain |p)) :

Las primeras n coordenadas de ambas son por tanto las coordenadas del punto p en la
carta. Las segundas n coordenadas de § son las coordenadas de v en la base del espacio
tangente asociada a la carta, y las segundas n coordenadas de £* son las coordenadas de
7 en la base del espacio cotangente asociada a la carta. Ambas aplicaciones son biyectivas
en V' x R™

Los siguientes pasos muestran la construccién de una topologia y de una estructura dife-
renciable en T'(M). Para el caso de T*(M), los pasos son equivalentes.

1. Si (U1, V1,&), (Us, Vo, &) € A, entonces SAQ o 51_1 es diferenciable.
2. El conjunto {gfl(W) : W es abierto de V x R" y (U, V,€§) € A} es base de una to-

pologia en T'(M) con la cual T(M) es de Hausdorff, cumple el segundo axioma de
numerabilidad, y cada punto tiene un entorno abierto homeomorfo a un entorno de
R, va que £ : 7 H(U) — R?*" es homeomorfismo.

3. El conjunto {(W‘l(U), V x R",g) (U, V) € A} forma un atlas que dota a T'(M)
de una estructura de variedad diferenciable.
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1.5. FIBRADOS TANGENTE Y COTANGENTE CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

1.5.1. Campos vectoriales

Definicién 1.35. Un campo vectorial X en un abierto U de una variedad M es una
aplicacién X : U — T(M) tal que 7o X es la funcién identidad en U. Es decir, Vp € U,
X(p) € T,(M).

El conjunto de campos vectoriales diferenciables en U se denota como X' (U). Con las
operaciones obvias es un R-espacio vectorial y un F(U)-médulo.

Nota 1.36. Si & = (z!,...,2") es un sistema coordenado en U C M, entonces para cada
i, 1 < i < n, llamamos campo vectorial coordenado i-ésimo al campo vectorial 2 en

ox?
d )
U que lleva cada p en 55(p) = 75 . Como veremos en breves, resulta ser un campo
vectorial diferenciable en U.

Sip € U, como los vectores % RERR %}p forman una base de T,(M), existen nimeros
reales X' (p),..., X"(p) tales que X(p) = >, X*(p) 1= b

Definicién 1.37. Las aplicaciones X* : U — R reciben el nombre de componentes de
X con respecto a las coordenadas .

Definicién 1.38. Dados X € X(U) y f € F(U), se define la aplicacién X(f) : U — R
de la siguiente manera:

para todo p € U.

Para definir X (f) se ha utilizado la identificaciéon de los vectores tangentes con las R-
derivaciones de F(U) vista en la observacion 1.18. Denotaremos indistintamente a X (f)
por X f. Debido a la siguiente proposicién, X (f) es diferenciable.

Proposicién 1.39. Sea X un campo vectorial en un entorno U de M con coordenadas

a2t ..., 2" Las siguientes expresiones son equivalentes:

1. X es diferenciable.
2. Las componentes de X en U son diferenciables.

3. ¥feFU), X(f) e FUU).

Definicién 1.40. Una R-derivacion en F(M) es una aplicacion D : F(M) — F(M)
que cumple que, Vf,g € F(M)y a,b € Res:

1. R-lineal: D(af + bg) = aD(f) + bD(g)
2. Leibniziana: D(fg) = D(f)g + fD(g).

18 Sandra Espina Pardo



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS 1.5. FIBRADOS TANGENTE Y COTANGENTE

Observacion 1.41. Los campos vectoriales en U se pueden definir alternativamente como
R-derivaciones en F(U), es decir, como aplicaciones entre los conjuntos de aplicaciones
diferenciables en U.

» Dados X € X(U) y f € F(U), ya hemos definido la aplicacién de F(U) en F(U)
que lleva f en X(f). Por la proposicién 1.39 sabemos que X(f) es diferenciable, y
es sencillo comprobar que es una R-derivacion.

= Reciprocamente, si tenemos una R-derivacién X : F (U) — F(U), definiremos un
campo vectorial X. Para ello, hay que precisar X (p) € T,(M) para todo p € U.
Utilizando la identificacién de los vectores tangentes y las R-derivaciones de F(U)
de la observacién 1.18, si f € F(U), definimos:

X(p)(f) = X())p) € k.

Se comprueba que X es un campo vectorial. Como X es una R-derivacién en F (U),
X(f) e F(U) para todo f € F(U), y por la proposicién 1.39, X es diferenciable.

En la practica, denotaremos ambas interpretaciones de la misma manera, por X, quedando
claro por el contexto a cuél nos referimos. Por ejemplo, en la definicién siguiente utilizamos
la segunda interpretacion:

Proposicién 1.42. Si X e Y son R-derivaciones en F(U), entonces X oY —Y o X es
también una R-derivacion en F(U)

Denotaremos X oY —Y o X por XY — Y X.

Definicién 1.43. Sean X e Y campos vectoriales en U. Se llama corchete de Lie de X e
Y, y se denota por [X, Y], al campo vectorial diferenciable XY — Y X.

Propiedades 1.44.
1. R-bilinealidad: [a X +0Y, Z] = a[X, Z] + b)Y, Z] y [Z,aX +bY,] = a]Z, X|+b][Z,Y],
VX,Y,Z € X(U), Ya,b € R.
2. Antisimetria: [ X,Y] = —[Y, X].
3. Identidad de Jacobi: [X,[Y,Z]|+ Y, [Z,X]]+ [Z,[X,Y]] =0.
4. [fX,g¥] = fglX.Y] + f(Xg)Y — g(Y )X, ¥f, g € F(U).

De la parte (4) anterior se deduce que la funcién corchete de Lie no es bilineal en F(U).

Observacién 1.45. Si U es un entorno de M con coordenadas z',...,z", entonces

0o 0

[%, %] =0, para todo 1 <, < n.
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1.5.2. 1-formas

Definicién 1.46. Una 1-forma 6 en un abierto U de una variedad diferenciable M es una
aplicacion 0 : U — T*(M) tal que 7* 06 es la funcién identidad en U. Es decir, si p € U,
entonces 0(p) es un elemento de T;(M), por lo que serd una aplicacién del siguiente tipo
O(p) : T,(M) — R.

El conjunto de 1-formas diferenciables en U se denota como X*(U) y tiene estructura de
F(U)-médulo.

Ejemplo 1.47. Sea f € F(U). Se denota por df a la 1-forma df : U — T*(M) tal que
para p € U, df (p) = df,. Ya habiamos definido df, € T;(M) en la observacion 1.23.

En particular, si x',..., 2™ son coordenadas de U C M, llamamos 1-formas coordenadas
a las I-formas da', ... da".

Toda 1-forma 6 se puede escribir en U como:

) ,
0= Zé(aﬂ)dﬂ.

Definicién 1.48. Las aplicaciones ¢ = 9(8(;) :U — R, 1 <i < n, se llaman compo-

nentes de 6 con respecto a las coordenadas !, ..., 2"

En particular, si f € F(U), como df(-%) = 2L por la observacién 1.23, entonces:

Ozt Ozt
af .
df =) it

Proposicion 1.49. Una I1-forma 6 en un abierto coordenado U de M es diferenciable si
y solo si lo son sus componentes en U.

Observaciéon 1.50. Por otra parte, las 1-formas se pueden definir como aplicaciones

F(U)-lineales entre X (U) y F(U):

= Sea § una 1-forma. Vamos a definir una aplicacién 0:X(U)— F(U).SiX e X(U),

definimos 6(X') como la aplicacién real §(X) : U — R tal que

Se comprueba que 6 es una aplicacién F (U)-lineal.
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» Reciprocamente, partimos de una aplicacién F(U)-lineal 0. X (U) — F(U), defi-
niremos una 1-forma 6 : U — T*(M). Basta con decir cudl es 0(p) para todo p € U,
y para ello hay que decir cémo 6(p) actia sobre cualquier v € T,(M). Usando el
corolario 1.17, se puede ver que para cada v € T,(M) existe un campo vectorial X
definido en todo U tal que X (p) = v. Definimos:

0(p)(v) = 0(X)(p) € R.

Se comprueba que la definicion no depende de la elecciéon de X y es una 1-forma
diferenciable.

En la practica, denotaremos ambas interpretaciones por #, y utilizaremos una interpreta-
cién u otra segun el contexto.

Observaciéon 1.51. Utilizando que en un espacio vectorial V' de dimensién finita
(V*)* =2V, se deduce una tercera interpretacion para los campos vectoriales diferenciables
en un abierto U de M:

X(U) = Homg(X*(U), F(U)).

Es decir, podemos identificar X'(U) = (X*(U))*. Por tanto, podremos identificar a su vez
(X(U))* con el conjunto de 1-formas diferenciables en U, X*(U).

1.6. Analisis tensorial en variedades

1.6.1. Tensores

Vamos a utilizar esta seccién para hacer un breve repaso sobre tensores.

Definicién 1.52. Sean Vi, ..., V, espacios vectoriales sobre un cuerpo K.

1. Llamaremos producto tensorial de Vi, ..., V, al K-espacio vectorial V1 ® ... ®@V,, =

Multg (Vi x ... x V¥ K).

2. 81 (v1,...,0,) EViX...xV,,;sedefinev; ®...Qv, € V1 ®...®V, de la siguiente
manera;

V1 Q... @Uy(P1y--50n) = ©1(v1) - .. n(vn),
para (©1,...,pn) € VI X ... X V¥

n
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Proposicién 1.53.

1. La aplicacion @ : Vi x ... xV, — V1 ®...®V, que lleva (vq,...,v,) env;®...Q0v,
es K-multilineal.

2. Sean W un K-espacio vectorial y G : Vi x ... x Vo, — W wuna aplicacion K-
multilineal. Entonces, existe una tnica aplicacion K-lineal G : V1 ® ... @V, — W
tal que Go® = G.

Esta propiedad recibe el nombre de propiedad universal del producto tensorial.

En particular, para v ® ... v, € V1 ®...®V, se cumple que é(vl ®...QuU,) =
G(v1,...,0,).

3. El conjunto {v; @ ... @ v, /v; € V;; 1 < i < n} es un sistema de generadores de
Vi®...®V,. De hecho, todo elemento de V1 ®...®V,, se puede expresar como suma
de elementos de ese conjunto.

4. SiB; es base de V;, para todo i con'1 < i < n, entonces {ej @...®¢€}" /egj €B;, 1<
j<n}esbase de V1 ®...®V,.

La propiedad universal del producto tensorial nos permite reducir el estudio de las apli-
caciones multilineales al estudio de aplicaciones lineales.

T

En lo que sigue se utilizara la siguiente notacién: ™V =V ®...Q V.

Definicién 1.54. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean r > 0y s > 0,
con (r,s) # (0,0). Un tensor de tipo (r,s) sobre V es una aplicacion multilineal

A (V*)" x (V)* — K. Un tensor de tipo (0,0) sobre V' es simplemente un elemento de
K. El grado contravariante de un tensor de tipo (r,s) es r, y el grado covariante es s. Por
ultimo, si el tensor es de tipo (r,0) se llama tensor contravariante y si es del tipo (0, s)
se llama tensor covariante.

Denotaremos por 77 (V') al conjunto de tensores de tipo (r, s) sobre V. Este es un espacio
vectorial sobre K con las definiciones usuales de suma de funciones y multiplicacion de
funciones por elementos de K.

Teniendo en cuenta que en un espacio vectorial V' de dimensién finita (V*)* y V son
isomorfos de forma candnica, podemos hacer la siguiente identificacion:

TI(V) = (@"V) ® (V).

Ademas, el producto tensorial se puede aplicar sobre tensores de distinto tipo.
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Observacién 1.55. Sea A un tensor de tipo (r,s) en V' y B un tensor de tipo (¢,u) en
V. Entonces, A ® B es la aplicacién:

1 r—+t o 1 r r+1 r—+t
ARB(T .. T 0, Vsi) = AT oo T v, ) BT T T Uty Vst) s

donde 7 € V* paratodo 1 <i¢<r+tywv; €V paratodo1l <j<s+u.

A® B es obviamente un tensor sobre V' de tipo (r+t, s+ u), y se llama producto tensorial
de Ay B.

Ademds, sise tieneque A = 11 ®...00,0¢0'®..p° y B=w®...u¢'®... .Y,
entonces AR B=1®...0, W X..u;, Q' ®...0 0 Y @ ... @Y™

Consideramos la suma directa de todos los espacios vectoriales de tensores de tipo (r, s)
sobre V| para todo r > 0y s > 0, que serd un espacio vectorial al que llamamos T'(V):

(V)= P 1I(V).
r,5>0
T(V) con el producto definido en la definicién anterior es una K-algebra.
Debido a la parte (4) de la proposicién 1.53, se tiene lo siguiente.

Corolario 1.56. Sean {ey,...,e,} una base de V y{e',... "} su base dual.. El conjunto
de todos los tensores de tipo €;; @ ... ®e; Qe Q... ® &' forman una base de TT (V).

Si A€ T/ (V), denotando A" = A(e™, ... €7 ¢ej,,...,¢;5,), s tiene que

T yeenyl j j
A= E Ajl,...,'reil®"‘®eir®5ﬂ®"'®€]3'
Ulyeeeslr,J1yees]s

Proposicién 1.57. Sea A un tensor de tipo (r,s) en 'V y B un tensor de tipo (t,u) en
V. Las componentes del producto tensorial A @ B son:

(A® B)zi,szq—u — Alesir | Biralesingt

7"'77;7‘+t ]17"'7j5 js+17---7js+u.

Definicién 1.58. Sea A un tensor de tipo (r, s) y sean p y ¢ indices de tipo contravariante.

Se dice que un tensor es simétrico contravariante en las variables p y qsivVrl,... .77 € V*,
Yuy,...,vs € V, se cumple que:
1 P q r _ 1 q p r
AT o Pt o, ug) = Al T TP T o, ).

De forma analoga se define un tensor simétrico covariante en variables p y q.

Se dice que un tensor es simétrico contravariante si lo es para cada par de indices contra-
variantes. Un tensor serd simétrico covariante silo es para cada par de indices covariantes.

Sandra Espina Pardo 23
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1.6.2. Contracciones
Sea V' un espacio K-vectorial.

Como la aplicaciéon V x V* — K que lleva (v, ) en ¢(v) es K-bilineal, por la parte (2)
de la proposicién 1.53, esta induce una aplicaciéon K-lineal C} : V @ V* — K, que se
llama contraccién de tipo (1,1). Obsérvese que C}(¢p ® v) = p(v), para todo ¢ € V* y
vel.

En general, utilizando la identificacion (V*)* = V| si se tienen enteros positivos 7 y s
y se fijan un indice covariante ¢, 1 < ¢ < r, y un indice contravariante j, 1 < j < s,
T S

—N— —N—
podemos definir una funcién K-multilineal G : V' ... xV x V*% ... xV* — TI= (V)
de la siguiente manera:

G(Ul, vy Upy 901, ey 905) = SDj(Uz‘)'U1®~ . -®Ui—1®vi+1®- . .®?Jr®g01 .. '®¢j—1®90j+1®- . .®Q05,

para vy,...,v0. € Vy ¢1,..,0s € V™.

Como G es K-multilineal, por la propiedad universal del producto tensorial (proposicién
1.53), induce una aplicacién K-lineal C’; CTT(V) — T (V) tal que

C;(Ul@). L RURPYI. . .®Ys) = @ (V)N1®. . .®V_1 RV 1. . .QV,QP1 .. .QP;_10P;j11Q. . .RPs.

C1 se llama contraccion de tipo (r,s) en (i, ).

Proposicién 1.59. Sean {ey,...,e,} una base de V, {e',... "} su base dual de V* y
A e T[(V). Sidenotamos por A7"'7 a las coordenadas de A en la base {e;, ®. . .®e; @' ®
...®¢e%*}, entonces las coordenadas de Ci(A) en la base {e;, ®...®e;,_, @' ®@... @l 1}
son:

Ci(A)ilw-»ir—l - § :Ai1,~~-,m,~~~,ir—1
J J15-)s—1 J1yeeesMMyennsJs—17
m

donde m esta en la posicion i covariante y la posicion j contravariante.

1.6.3. Pullback

Sea f : V — W una aplicacion lineal entre espacios vectoriales sobre K. La aplicacion
f induce una aplicacién lineal entre los espacios duales f* : W* — V*. Sea A € Tj (V).
Como A : V*x...xV* — K esmultilineal y f*x...xf*: W*x...xW* — V*x.. . xV*
es lineal, entonces:

A=Ao(f*x .. xf
es multilineal, y por tanto A € 5 (W).
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La aplicacién entre T (V) y Tt (W) que lleva A en A es K-lineal.

Por otra parte, si A € T2(W), como A: W x ... x W — K es multilineal y la aplicacién
fx...xf:Vx...xV —Wx...x W es lineal, se tiene que:
A*=Ao(f x..x f)
es multilineal, y por tanto A* € T?(V).
La aplicacién entre TO(W) y T2(V) que lleva A en A* es K-lineal.

En particular, si M y N son dos variedades diferenciables, ¢ : M — N es una aplicacion
diferenciable y p € M, tenemos d¢, : T,(M) — Ty (N). Esta aplicacién induce como
antes la aplicacién R-lineal entre T (T, (N)) v TX(T,(M)) que lleva A en

A" = Ao (dp, x ... x do,).

Definicién 1.60. Dado un tensor A € T(Ty,)(N)), el tensor A* se denota por ¢*(A) y
conoce como pullback de A.

1.7. Campos Tensoriales

Definicién 1.61. Sea M una variedad diferenciable. Se define el fibrado tensorial de tipo

(r,s) sobre M como T (M) = ]e_[M TI(T,(M)).

De forma similar a lo que se hizo para los fibrados tangente y cotangente, se puede ver
que el fibrado tensorial tiene una estructura de variedad diferenciable.

Definicién 1.62. Un campo tensorial A de tipo (r, s) sobre un abierto U de una variedad
diferenciable M es un aplicacion de U en T7 (M), cuya composiciéon con la proyeccién
canonica es la identidad.

Denotaremos por 7 (U) al conjunto de campos tensoriales diferenciables sobre U.

Si A es un campo tensorial sobre M, entonces para cada abierto U de M y cada sistema
de coordenadas z!,...,2" de U se tiene que:

) o . .
_ U15eenylr J Js
A= Z; j A ®.. 85 - ®de @ @ dd”, (1.1)
U1yeenslryJ1yee0]s

donde AJ'r es la funcién real definida en U por:

0 0

v Dt 5 b

AR (p) = Alp)(da®] ... da™

.717"'7js D

).
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Proposicion 1.63. Un campo tensorial A es diferenciable si y solo si lo son las funciones
reales A3

Definicién 1.64. Dados campos tensoriales A € T/ (U) y B € T4 (U) se define el campo
tensorial A® B € 7;’3:,",(U ) de la siguiente manera:

(A® B)(p) = Alp) ® B(p)
parap € U.

Sean A € T/ (U) y B € T} (U). De las proposiciones 1.57 y 1.63 se deduce la diferencia-
bilidad de A ® B.

Proposicién 1.65. El conjunto T, (U) de todos los campos tensoriales sobre el abierto
U de M de tipo (r,s) es un F(U)-modulo.

Observacién 1.66. De forma similar a como se ha hecho para campos vectoriales y 1-
formas, los campos tensoriales diferenciables sobre U se pueden interpretar como tensores
sobre X(U), el cual es médulo sobre F(U). Por tanto, si A es un campo tensorial dife-
renciable de tipo (r, s), entonces se puede interpretar como una funcién F(U)-multilineal
A x*(U) x X(U)* — F(U) y viceversa, de la siguiente manera:

= Sea A un campo tensorial diferenciable de tipo ﬁgr, s) sobre un abierto U de M.
Vamos a definir una aplicacién F(U)-multilineal A : X*(U)" x X(U)* — F(U). Si
01,...,0, € X*(U), X',..., X* € X(U) y p e U, se define:

Abr,....0,, X", ..., X®)(p) = A)(0:(p), ..., 0.(p), X' (p),..., X (p)) €R.

Se comprueba que A es F(U)-multilineal.

= Reciprocamente, si A : X*(U)"x X (U)* — F(U) es una aplicacién F(U)-multilineal,
vamos a definir un campo tensorial diferenciable A € 7 (U). Dadosp € U, wy,...,w, €
Ty(M)y vi,...,vs € T,(M), sabemos que existen ¢; € X*(U) tales que 8;(p) = w;,
para 1l <i <7,y X? € X(U) tales que X’(p) = v;, para 1 < j < s. Definimos

Ap)(wi, ... we v, .. vs) = A0, ..., 0., X X5 (p).

Se prueba que A es campo tensorial diferenciable, y que estd bien definido, es decir,
que no depende de los campos vectoriales ni las 1-formas elegidas.
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Observacién 1.67. Entenderemos los campos tensoriales de tipo (0,0) como funciones

f e F(U), es decir, TX(U) = F(U).

Observaciéon 1.68. Los campos tensoriales de tipo (r,s) en U se pueden escribir como
suma de elementos de tipo X; ®...® X, @ 0! ®...® 0% donde X; € X(U), 1 <i<ry
¢ € X(U), 1< j <s, como consecuencia de la proposicién 1.53.

Observacién 1.69. Existe un isomorfismo de F(U)-médulos:
Multrwy (X(U)*, X(U)) = Multru)(X*(U) x X(U)*, F(U)),
debido a que existe un isomorfismo de F(U)-médulos X (U) = (X*(U))*.

Si A: X(U)* — X(U) es multilineal en F(U), se define A : X*(U) x X(U)* — F(U)
de la siguiente manera:

A0, X1, ..., X)) =0(AXy,....X,)).

Para 6 € X*(U) y X1,...,X, € X(U). Se comprueba que A es multilineal en F(U), por
lo que es un campo tensorial en U de tipo (1, s). Finalmente, utilizando X (U) = (X*(U))*
se comprueba que es isomorfismo.
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Capitulo 2

Variedades semi-riemannianas

La geometria natural del espacio eucideo R"™ se basa en su producto escalar usual. Gracias
al isomorfismo existente entre 7,,(R") y R", este producto escalar se puede implementar
en cada espacio tangente. Por tanto, se pueden llevar a cabo operaciones geométricas
bésicas tales como medir la longitud de un vector tangente o el angulo entre dos vectores
tangentes.

Analogamente, para generalizar lo anterior e introducir una geometria en una variedad
n-dimensional cualquiera, se necesita establecer una métrica (forma bilineal simétrica no

degenerada) en cada espacio tangente.
En este capitulo introduciremos las variedades semi-riemannianas, que son variedades

diferenciables dotadas con un tensor métrico de signatura constante arbitraria. Explica-
remos sus propiedades, teniendo en cuenta que nuestra finalidad es llegar a introducir
ciertos conceptos relacionados con la geometria de este tipo de variedades.

2.1. Introducciéon

Definicién 2.1. Sean V' un R-espacio vectorial y b una forma bilineal simétrica sobre V.
Se llama indice de b al mayor entero v tal que existe un subespacio W C V' de dimensién
v de forma que b |y es definida negativa.

Es conocido que toda forma bilineal simétrica se puede diagonalizar. Se llama signatura de
la forma bilineal al par (p,r), donde p es el nimero de elementos estrictamente positivos
que aparecen en una matriz diagonal de la forma bilineal y v el nimero de elementos
estrictamente negativos, que no dependen de la base elegida. El indice es entonces v.

El indice v = 0 se corresponde al caso en el que b es definida positiva, es decir, es un
producto escalar.
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Definicién 2.2. Sea b una forma bilineal simétrica sobre V. Se dice que v,w € V son
ortogonales si b(v,w) = 0, y que un vector v es unitario si su norma, |b(v,v)|"/2, es 1, es
decir, si b(v,v) = 1 . Diremos que una base es ortonormal si estd formada por vectores
unitarios que son ortogonales dos a dos.

Por tanto, la matriz de b relativa a una base ortonormal ey, ..., e, de V es diagonal, y
ademas b(e;, ej) = d;;¢;, donde €; = b(e;, ej) = £1.

Tomaremos el convenio de ordenar los vectores de la base de tal manera que los signos
negativos aparezcan primero en la n-upla (e1,...,&,).

Definicién 2.3. Un tensor métrico g sobre una variedad diferenciable M es un campo
tensorial diferenciable de tipo (0,2) sobre M, simétrico, no degenerado y de indice cons-
tante. Llamaremos indice de M al indice de g, para cualquier p € M, que no depende de

p.

Es decir, g € T (M), por lo que asigna a cada punto p de M una forma bilineal simétrica
g, en el espacio tangente T),(M). Ademads, el indice de g, es el mismo para todo p € M.

Definicién 2.4. Una variedad semi-riemanniana o variedad pseudo-riemanniana es una
variedad diferenciable M dotada de un tensor métrico g.

Por tanto, se puede entender que una variedad semi-riemanniana es un par ordenado
(M, g). Aunque dos tensores métricos en la misma variedad diferenciable dan lugar a dos
variedades semi-riemannianas diferentes, si no hay confusién denotaremos por M a la
variedad semi-riemanniana, sobreentendiendo el tensor métrico, que denotaremos gene-
ralmente por g o por ().

En lo que sigue, M sera una variedad semi-riemanniana de dimensiéon n y denotaremos
por v, con 0 < v < n, al indice de M.

Definicién 2.5. Si v = 0, entonces M recibe el nombre de variedad riemanniana y cada
g, es un producto escalar definido positivo de T,,(M). Se dice que g induce una métrica
riemanniana en M.

Siv=1yn > 2, diremos que M es una variedad lorentziana, y que g induce una métrica
lorentziana en M.

Si p € M, escribiremos (v, w) = g,(v,w) € R para vectores tangentes v,w € T,(M) y
(VW) = g(V,W) € F(M) para campos vectoriales, en cuyo caso interpretamos g como
un tensor de tipo (0,2) sobre X' (M) como se explicé en la observacién 1.66. Recordamos
que:

(VW) () = (V(p), W(p) = 9o(V(p), W(p)).
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Sea U un abierto de M con coordenadas z', ..., 2". Las componentes del tensor métrico
g en U son
g 0 .
9ij = <%7%>7 1<i,5<n.

Como ¢ es no degenerado, en cada punto p € U la matriz (g;;(p)) es inversible, y su
inversa se denota por (g(p)). Del célculo de los términos de la matriz inversa podemos
deducir que las funciones g% son diferenciables en U. Ademds, dado que g es simétrico,
gij = gji, por lo que a su vez gy =g 1<i,j<n.

Ademas, debido a la expresién 1.1, podemos escribir el tensor métrico en U como:

g= Zgijdxi ® da’.

Para campos vectoriales definidosen U, V = >~ V' ‘9 YW =SWwi2 5.7, se tendra entonces

gV.W) = (VW) = 3 gV,

Denotemos para cada p € M por ¢, a la forma cuadratica asociada a g,. De forma andloga
a la interpretacion de g, por la observacién 1.66, g se puede entender como la aplicacion
F(M)-lineal ¢ : X(M) — F(M) donde (V') = g(V, V), paraV € X(M). Esta aplicacién

recibe el nombre de elemento de linea de M,y se denota por ds?.

En términos de las coodenadas anteriores, si V' € X' (M), se tiene que en U:

g(V,V) =) gyda’ @ da? (V,V) =) gijda’ (V)da! (V) =) _ gizda’da’ (V
Por tanto:
q=ds* = Zgijdxidxj,

donde dz’dx’ denota la multiplicacién de funciones ordinaria sobre los espacios tangentes.

Ejemplo 2.6.

1. Enla observacion 1.25’ deﬁnimos un isomorfismo entre T,(R™) y R" para cadap € R
que llevaba v, = > v'5%|, € T,(R") en (v',...,v") € R™. Por tanto, en este caso, el
producto escalar de R™ da lugar a un tensor metm'co en R™ de la manera siguiente:

n
(Vp,wp) =v-w = szwl.
i=1
Se denota por R™ a la variedad riemanniana resultante, que recibe el nombre de
espacio euclideo de dimensién n.
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2. Para cada entero v, 1 < v < n, cambiando en el ejemplo anterior las primeras v
sumas por restas nos da un tensor métrico de indice v:

v n
(Up, wp) = — Zviwi + Z RT
i=1 i=v+1
Llamaremos espacio semi-euclideo R? a la variedad semi-riemanniana resultante.
Fijando la siguiente notacion:

-1 s 1<i <y
E; =
1 st v+1<:i<n

el tensor anterior se puede escribir como:
n
g= Z gidu’ @ du'.
i=1
3. Sin > 2, R} se llama espacio de Minkowsk: de dimension n.

Veamos ahora que podemos considerar el producto de variedades semi-riemannianas, y
obtener una métrica a partir de las métricas individuales.

Proposicién 2.7. Sean M y N wvariedades semi-riemannianas con tensores métricos gy
Yy gn. St y o son las proyecciones de M x N en M y N, respectivamente, entonces
definimos:

9 =7"(gm) + 0" (gn).

g es un tensor métrico de M x N, que dota a la variedad producto del cardcter de variedad
Semi-riemanniana.

Demostracion. Vamos a demostrarlo punto a punto. Debido a la definicién de pullback,
si(p,q) € M x Nywv,we Tyqa(M x N), entonces:

9(p,9) (v, w) = 9Mp<d7(p,q)<v)v AT (p,q) (w)) + qu(dU(pyq) (v), do(p,q) (w)).

La aplicacién g, q) es bilineal y simétrica, pues tanto gz, como gnq lo son, y las diferen-
ciales son lineales.

Como vimos en la proposicién 1.32, ¢ = (dm(,q),d0(pq) €s un isomorfismo entre los
espacios R-vectoriales T(, y(M x N) y Tp(M) x To(N).

Sean m y n las dimensiones de M y N, respectivamente, y sean {ey, ..., e,} una base de
T,(M) y {us,...,u,} una base de T,(IN) cualesquiera. Se tiene entonces que el conjunto
{(e1,0),...,(em,0),(0,u1),...,(0,u,)} es una base de T,(M) x T,(N). Como ¢ es isomor-
fismo, se pueden tomar & = ¢ !((e;,0)), 1 <i < m,y u; = ¢ ((0,u;)), 1 <j<mn,y
{é1,...,em t,..., Uy} es base de T, (M x N).
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Sea A = (a;;) la matriz de M en la base {e1, ..., e}y B = (b;;) la matriz de N en la base
{wi,...,u,}. Vamos a ver cudl es la matriz de g4 en la base {é1,...,€mn, 1, ..., Un},
teniendo en cuenta que gas, ¥ gng son formas bilineales simétricas:

- g(p,q)<é;> €j) = gMp(dW(p,q)(é\i)a dﬂ(p,q)(é\j)) +9Nq(d0(p,q)(é\i)a da(p,q)(é\j)) = guplei, ;) +
gng(0,0) = a;;, para todo 4,7, 1 <i,j < m.

" g(p,q)(@a@) = 9Mp<dﬁ(p,q)<@)a AT (p,q) (@))‘i‘qu(dU(p,q) (7), do(p,q) (@) = gap(0,0) +
gng(ui, uj) = b;j, para todo 7,7, 1 <4,j < n.

- g(nq)(é;v u?) = gMp(dW(p,q)(é\i)a AT (p,q) (@)) +9Nq(d0(p,q)<€i)v da(pﬂ)(@)) = gMp(eia 0)+
gng(0,u;) =0, paratodo 4,7, 1 <i<my1l<j<n.

= Gipg) (Uis €5) = grp(d(p,q) (Ui), AT (p.q) (€7)) + gg (A0 (p,0) (W), AT (,0) (€5)) = Grrp(0, €5) +
gng(ui, 0) =0, para todo 4,7, 1 <j<myl<i<n.

Debido a los calculos anteriores, la matriz de g(,,) en la base anterior tiene la siguiente

forma:
Al O
O )

por lo que g, 4) es una forma bilineal simétrica y no degenerada.

Ademas, si {e1,...,en}t y {u1,...,u,} son bases ortonormales, la matriz anterior serd
diagonal, por lo que su indice serd la suma de los indices de gar, ¥ gng, ¥ €n consecuencia

este serd constante para todo (p,q) € M x N.
]

Lo mismo se puede extender para cualquier producto finito de variedades semi-riemannianas.

2.2. Isometrias

Para definir una variedad semi-riemanniana solo se precisa de una variedad M junto con
una métrica g sobre M. Por tanto dos variedades M y N seran indistinguibles desde el
punto de vista de la geometria semi-riemanniana si hay un difeomorfismo entre ellas que
preserve la métrica.

Definicién 2.8. Sean M y N variedades semi-riemannianas con tensores métricos gys y
gn respectivamente. Una isometria de M a N es un difeomorfismo ¢ : M — N que
preserva la métrica tensorial, es decir, ¢*(gn) = gn. Diremos entonces que M y N son
variedades isométricas.
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Explicitamente, esto significa que Vp € M y Yo, w € T,(M),
INo (dPp (), ddp(w)) = gug, (v, ).

Es decir, ¢ es isometria de M a N siy solo si es un difeomorfismo y d¢, es isometria entre
los espacios vectoriales T,(M) y Ty (IN) para todo p € M.

Proposicién 2.9.

1. La aplicacion identidad en una variedad semi-riemanniana es una isometria.
2. La composicion de isometrias es isometria.
3. La aplicaciones inversa de una isometria es isometria.

Demostracion.

1. La identidad es un difeomorfismo, y la diferencial de la identidad en cualquier punto
es la identidad, que esta claro que es isometria entre espacios vectoriales.

2. La composicion de difeomorfismos es difeomorfismo. Ademas, por la regla de la
cadena (1.24), la diferencial de la composicién es la composicién de las diferenciales.
Como la composicion de isometrias entre espacios vectoriales es isometria, entonces
también lo sera la diferencial de la composicion.

3. Debido a la proposicion 1.25, la diferencial de la inversa es la inversa de la diferencial.
Como la inversa de una isometria entre espacios vectoriales es isometria, y ademas
la inversa de un difeomorfismo es difeomorfismo, se cumple que la inversa de una
isometria entre variedades semi-riemannianas es isometria.

]

2.3. Derivaciones Tensoriales. Derivada de Lie

En esta seccion vamos a suponer simplemente que M es una variedad diferenciable.

2.3.1. Contracciones

En apartado 1.6.2 estudiamos las contracciones de tensores sobre espacios vectoriales. En
esta seccién se van a definir las contracciones sobre campos tensoriales sobre M, siendo
M una variedad diferenciable. Para ello, interpretaremos los campos tensoriales como
tensores sobre X'(U), como vimos en la observacién 1.66.

Por tanto, si r y s son enteros positivos, y se toma un indice convariante 72, 1 <7 < r, y un
indice contravariante j , 1 < 7 < s, como vimos en el apartado 1.6.2, se llama contraccion
en (i, ) a la aplicacién F(M)-lineal C} : T/ (M) — T/ (M) que cumple que:
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CiX1®..0X,®00'®...00°) =
=P X)X1®..8X, 10X ®..0X, 00 .0 "0V w... 0.

Sean 1 <1 <ryl<j<s, ysea A un campo tensorial en M de tipo (r,s) cuyas
componentes respecto a un sistema de coordenadas son A;lllfs Entonces, para ese mismo
sistema de coordenadas, C}A tiene como componentes:

S Al (21)

m

donde m estd en la posicién contravariante ¢ y la posiciéon covariante j.

Proposicién 2.10. Sea A un campo tensorial diferenciable en M de tipo (r,s), y sean
1 <i<ryl < g < s. Entonces, C;(A) es un tensor diferenciable en M de tipo
(r—1,s—1).

Demostracion. Como las componentes de C’;(A) en una base dada son diferenciables
(ecuacién 2.1), debido a la proposicién 1.63, C%(A) es diferenciable. O

2.3.2. Derivaciones tensoriales

Definicién 2.11. Una derivacion tensorial en una variedad diferenciable M es un con-
junto de funciones R -lineales

D =A{D;: T/ (M) — TS (M),r 20,5 > 0},
tal que para cualesquiera campos tensoriales A y B y cualquier contraccion C":

1. D(A® B) = D(A) ® B+ A® D(B).
2. D(C(A)) = C(D(A)).

Utilizaremos indistintamente las notaciones D(A) y DA,y C(A) y CA.

Por la definicién, se tiene que D es R-lineal, preserva el tipo del tensor al que se aplica,
obecede la regla del producto leibniziana y conmuta con todas las contracciones. Merece
la pena mencionar que para f € F(M), fA= f® A, luego D(fA) = (Df)A+ f(DA).

Proposicién 2.12 (La Regla del Producto). Sea M una variedad diferenciable y D una
derivacion tensorial en M. Si A € TE(M), 6" € X*(M) para todo 1 <i <ryX; € X(M)
para todo 1 < j <'s, se cumple:
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DA, ....07, X,,...,X,)] =

=DAO',...,0", X1,.... X))+ Y _A(B',....D0",... 0" Xy, .., X,)
=1
+Y A@',.... 0, X,,... DX, X,)
j=1

Demostracion. Por simplicidad, vamos a probar lo anterior solo en el caso en el que
Ae THM).
Consideramos las contracciones C5 : T2 (M) — T,'(M) y Cf : T,'(M) — F(M). Sea
C = Cl o 2. Veamos que A(f, X) = C(A® X ® 0) para todo X € X(M), 0 € X*(M) y
Ae THM).
Como consecuencia de la linealidad de C' v la bilinealidad del producto vectorial, se puede

suponer que A = Y ®w, conY € X(M)yw € X*(M), ya que todos los campos tensoriales
de tipo (1,1) se pueden expresar como suma de campos de este tipo:

CAX®0)=C(Youw)e(X0)=CYeXewrl) =CHwX)Y ®0) =
=w(X)O(Y) = (Y @w)(0, X).

Utilizando la igualdad anterior y las propiedades (1) y (2) de las derivaciones tensoriales
se tiene que:

D(A0, X)) =DO(ARX®0)=CD(AX®0)=C(DPA® X ®0)+C(ADX ®0)+
C(A® X @ D) = DA(O, X) + A(0,DX) + A(DY, X).

Con ello queda probada la regla del producto para derivaciones de tensores de tipo (1, 1).

Para el caso general, se toma A € T (M) y se procede de forma andloga, probando que
ABY,...,0°,X,,...,X,) = C(ARX|®...0X,®0'®...®0°) paratodo §',...,0° € X*(M)
vy Xi,..., X, € X(M), donde C : T/ 5(M) — F(M) se obtiene aplicando primero s
veces la contraccién O] y luego r veces la contraccién Cf.

O

Corolario 2.13.

1. Si D es una derivacion y 6 una 1-forma, entonces:
DO(X)=DO(X)) —0(DX),

para todo campo vectorial X .
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2. 8igeTLM), y X, Y € X(M):

Dg(X,Y) = D(Q(Xv Y)) - g(DX7 Y) - g(X7DY>‘

Demostracion. La primera parte se obtiene aplicando la proposicion anterior al caso en
elquer=0,s=1y A=40, ylasegunda al casoenelquer =0, s=2y A =g.
m

Corolario 2.14. Si dos derivaciones Dy y Dy coinciden sobre funciones, campos vecto-
riales y 1-formas, entonces D1 = Ds.

Teorema 2.15. Dados un campo vectorial V' y una funcion R-lineal 6 : X (M) — X (M)

tal que:
O(fX) = (V)X + fo(X), VfeF(M),XeXxM),

existe una tnica deriwacion tensorial D en M tal que D) =V : F(M) — F(M) y
D} = 6.
Demostracion. Si D existiera, DY y D} ya estarian especificados. Por el corolario 2.13, DY
deberia ser la siguiente:

DO(X)=V(0(X)) —0(6(X)) VX € X(M), (2.2)
donde 0§ € X*(M), X € X(M), y 0(X) € F(M). Esto da la unicidad de D?.

Veamos cudl seria D%. Si A es un tensor de tipo (r,s), con r + s > 2, por la regla del
producto se tendria que cumplir que:

DAWG,...,00, X1,..., X)) = V[A@B",....07,X,,..., X,)]

=)AW@, DO 0T X X = Y A0 X 6K X)), (2.3)
i=1 j=1

donde 0 € X*(M) para todo 1 <i < sy X; € X(M) para todo 1 < j < s, con lo que
queda probada la unicidad de D:.

Para probar la existencia, definimos DY como en la ecuacién 2.2. Hay que comprobar que
DY(0) es una 1-forma, es decir, las dos condiciones siguientes:
1. DO es F(M)-lineal.

Sean f,g € F(M)y X,Y € X(M). Como 6 es F(M )-lineal y los campos V', X e Y
y la aplicacion 0 son R-lineales, entonces:

DO(fX +gY)=V(O(fX +gY)) —0(6(fX +gY)) =
= V(f0(X)) +V(g0(Y)) = 0(6(fX) +(gY)) =
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OX) + fV(0(X)) + V(g)o(Y) + gV (0(Y)) — 0(6(f X)) = 0(6(9Y)) =
FOX)+fVO(X)+V(9)0(Y)+gV (0(Y))=0[(V(f)) X+ F0(X)]=-0[(V(9))Y +

= V(NOX)+fV(0(X))+V(9)0(Y)+gV(0(Y)) =V ())O(X)—f0(6(X))=V(9)0(Y) -

= [IV(0(X)) = 0(0(X))] + g[V(0(Y)) = 0(5(Y))] = fDO(X) + gDO(Y).
2. D=DY: X*(M) — X*(M) es R-lineal.
Sia,beRy6,ne X*(M), entonces:

D(ab + bn)(X) = V((ad + bn)(X)) — (af + bn)(5(X)) = aV(0(X)) + 0V (n(X)) —
ab(6(X)) —n(6(X)) = aDO(X) + bDn(X).

Si definimos D! como en la ecuacion 2.3, se puede verificar de forma analoga que DA es
F(M)-multilineal, y por tanto es un tensor de tipo (r,s), y que D : T7 (M) — T7(M) es
R-lineal.

Falta por ver que D cumple las dos propiedades de las derivaciones:

1. Veamos que D(A® B) = DA® B+ A® DB, donde A € T (M), B € T:(M).
Para ello, tomamos @, ..., 0" n',... nt € X*(M)y X1,..., X, Y1,...,Y, € X(M).
Entonces:

DA®B)O, .00 0 0t Xus o X Y, V) =
=V[(A® B)(6,. .,0”,771,...,nt,Xl,...,Xs,Y},...,Yu)]—

> (A B)(0',....,D0",....0" 0" ... o X, X, YA, Y)—
St (A B)6Y,...,00 0 Dy X X YY) —
— 3 (A@B)O, .0t Xy 0K, XY Y~
—Y (AR B)OY, .0t X X Y8, Y.

Como V € X (M), V es Leibnitziana, por lo que:

VA B)@,....,00,0", ... 0", Xy,..., X, Y1,....Y,)] =

—VIA@Y, .. 0, X0, X B Y, Y] =
—VIA@GY,. .0, X0, X B0 YY)t
+ABY, .0 Xy, X)) VBt gt Y, Y]

Sustituyendo este valor en la igualdad anterior es inmediato comprobar que se cum-
ple la igualdad buscada.
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2. Falta probar que D conmuta con cualquier contraccion.

Para ello, si r,s > 0, hay que probar que D conmuta con una contraccion cualquiera
de tipo C% - T (M) — T.'(M). Basta comprobar que conmutan aplicados sobre
un campo tensorial de la forma A = X; ® ... 9 X, ' ® ... ® 6° € T/, con
Xi...X, € X(M) y 0'...0° € X*(M), ya que todos los campos tensoriales de
tipo (r, s) se pueden expresar como suma de campos de este tipo, como vimos en la
observacion 1.68, y las derivaciones y las contracciones conmutan con la suma.

Por comodidad, lo probaremos para C7:

Cr(A) =0 (X)X, ®..0X, 100'®...00 "
Debido a la propiedad 2 de las derivaciones:

DICIHA) = (X,) DX, ®...0X, 100" ®...00")
+D(X)NX1®..0X,1 @0 ®...00" (24)

Por otra parte:
DA)=D(X;®..8X, )X, 20'®..®0°
+X1®..9X,D0'®..00 "6
+X1®..9X,.1.9D(X,)®0'®...00°
+X1®..0X, 00 .00 D).

CI(D(A) = 0°(X,)(D(X1® ... 0 X,_1) @ 0" @...@ 0"
X & X,y 8D & © 0
+PEDXNXI®.. 90X, 100'®...® 0% 05
+('DHS)(XT)(X1®...®XT_1®Q1®‘“®98—1®95_1> _ .

(

Para que se cumpla la igualdad de las expresiones 2.4 y 2.5, es suficiente que:

D(0°(X;)) = 0°(D(X,)) + (D) (X5),

y esto es cierto porque por definicion:

0°(D(X,)) = V(0°(X,)) — 0°(6(X;)) = D(6°(X)) — 6°(D(X,.)).

Sandra Espina Pardo 39



2.4. LA CONEXION DE LEVI-CIVITA CAPITULO 2. VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS

Corolario 2.16. Dado un campo tensorial V- € X (M), existe una unica derivacion ten-
sorial Ly tal que:

» Ly(f)=V(f) para todo f € F(M)
» Ly(X) =V, X] para todo X € X(M).
Demostracion. Como Ly (fX) = [V, fX]| =V (/)X + f[V,X] =V (f)X + fLy(X), basta

con aplicar el teorema anterior.

O

Definicién 2.17. Ly se llama derivada de Lie respecto de V.

2.4. La conexion de Levi-Civita

Sean V' y W campos vectoriales en una variedad semi-riemanniana M. En esta seccién
se pretende definir un nuevo campo vectorial sobre M, al que llamaremos Dy (W), cuyo
valor en cada punto mide el cambio de W en la direccién de V,, = V(p). Hay una forma
natural de hacer esto sobre cualquier R”.

Definicién 2.18. Sean u', ..., u" las coordenadas naturalesen R*. SiVy W =Y Wi%
son campos vectoriales sobre R™, entonces el campo vectorial:

VWWFQ:WW%Q

se llama la deriwada covariante natural de W con respecto a V.

Propiedades 2.19. Sean X, Y, Z y W campos vectoriales diferenciables en R y sea f
una funcion diferenciable real, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

L V(Y +2) = Vx(Y)+ Vx(2).
2 Vs (V) = V(Y + Vi (2).
5. Vi (Y) = fVA(Y).

4. Vx(fY) = (X(f))Y + fVx(Y).

Estas propiedades se obtienen directamente de la definicion anterior.

Como esta definicion depende de las coordenadas naturales de R", la forma de extender
este concepto a una variedad semi-riemanniana cualquiera no es inmediata. Para ello, lo
que se hara es definir un operador D que asigna a cada pareja de campos vectoriales
(V, W) un campo vectorial Dy (W), que satisfaga las cuatro propiedades precedentes, las
cuales agruparemos en tres.
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Definicién 2.20. Una conezion D sobre una variedad diferenciable M es una funcion
D:X(M)x X(M)— X(M) tal que, denotando Dy W = D(V, W),

(D1) Dy W es F(M)-lineal respecto a V.

(D2) Dy W es R-lineal respecto a W.

(D3) Dy (fW) =V (/)W + fDyW Vf € F(M).

Dy (W) se llama la derivada covariante de W con respecto a V' para la conezion D.

Proposicién 2.21. Sean M una variedad semi-Riemanianna y D una conezrion sobre
M. Si dos campos vectoriales X1, Xs € X (M) cumplen que X1(p) = Xa(p), con p € M,
entonces

DXIW(p) = DXQW(p)7
con W e X(M).

Demostracion. Sea U un entorno de p con coordenadas !, ..., 2" En U podemos escribir
los campos de la siguiente manera: X; = ZX{% y Xo = EX%%. Que se cumpla
Xi(p) = Xa(p) implica que Xi(p) = Xi(p), 1 <i < n.
Debido a la propiedad (D1) de las conexiones, en U podemos escribir :
Dx,W =>" XiD o (W)
Dx,W = ngpﬁ(wy
Particularizando en p se tiene que:
Dx,(W)(p) = ) Xi(p)D 2. W (p)
Dx,(W)(p) = Y _ X3(»)D o W(p).

Como Xi(p) = Xi(p), se da la igualdad. O

Definicién 2.22. Sean v € T,,(M) y W € X(M). Se define
DUW = DVW(p),

donde V' es cualquier campo vectorial diferenciable en M tal que V(p) = v.

Proposicién 2.23. Sean v € T,(M), Wi, Wy € X(M) y f € F(M). Entonces:
1. Dy(W, + Wa) = D,W; + D,Ws.
2. Dy(fW) = (/)W (p) + f(p) D, WV
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Demostracion.
1. Utilizando (D2) y la definicién anterior, si V € X'(M) tal que V(p) =
Dy,(Wy + Wa) = Dy (W1 + W2)(p) = DyWi(p) + DvWa(p) = D,Wi + D, Wh.

2. Utilizando (D3):
Dy(fW) = Dv(fW)(p) = (V(£)W)(p) + (fDvW)(p) =
= V()W (p) + f(p) DvW (p) = v(f)W (p) + f(p) D, W.

]
Veamos algunos ejemplos de conexiones:
Ejemplos 2.24.
1. La conexion natural V en R™.
2. Sea M una variedad diferenciable de dimension n y sean x',...,z" coordenadas de
un abierto U de M. Entonces aa“ cee axi” son campos vectoriales en U tales que

para todo p € U, {52y, ..., 52 |p} es base de T,(M). Todo campo vectorial Y en U
se puede escribir como 'Y = Z YZ deﬁmmos

ZXYlaz

D es una conexion lineal en U.

3. Si en una variedad diferenciable M de dimension n existen campos vectoriales
diferenciables Xy, ..., X, linealmente independientes, es decir, campos tales que
Vpe M, Xi(p),....,Xn(p) € T,(M) son linealmente independientes, podremos de-
finir en M una conexion lineal, ya que podemos escribir de forma unica cada campo
vectorial Y en M como Y = Z YiXi, y para X € X (M) podemos definir:

ZX (Y)Xi,

resultando que D es una conexion lmeal en M.

Por lo tanto, en una variedad diferenciable M puede existir mas de una conexion lineal.
Pero vamos a comprobar que si M es semi-riemanniana y se anade alguna condicion
relacionada con la métrica, la conexion es unica.

A partir de aqui se supone que M es una variedad semi-riemanniana.

Proposicién 2.25. Sea M una variedad semi-riemanniana. Si 'V € X(M), sea V* la
1-forma en M tal que:
VH(X)=(V,X) VX e X(M).

Entonces, la funcion V. — V* es un isomorfismo F(M)-lineal de X (M) en X*(M).
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Demostracion.

Debido a las F(M)-bilinealidad de los tensores métricos, V* es F(M)-lineal, y V. — V*
también lo es. Buscando la expresién de V* en un entorno coordenado se comprueba que
es diferenciable y por tanto una 1-forma.

Para ver que es isomorfismo, probaremos lo siguiente:

1. Ya sabemos que la aplicacién es lineal, por lo que es inyectiva si y solo si el nicleo
es cero.

Hay que demostrar que si (V(p), X(p)) = 0VX € X(M)y Vp € M, entonces V = 0.
Dado que para todo elemento v de T,,(M) existe X € X(M) tal que X(p) = v, se
da la implicacién anterior porque el tensor métrico es no degenerado.

2. Dada cualquier 1-forma 6 € X*(M), existe un campo vectorial V' € X (M) que
cumple que 9(X) = (V, X) VX € X(M).

Basta con encontrar V' en cada entorno coordenado, ya que si se tienen V' y V' en
entornos coordenados U y U’ con intersecciéon no nula que cumplen los requisitos
de la proposicion, entonces (V, X) = 0(X) = (V', X) en UNU’. Por la parte (1),
V =V’ en la interseccién, por lo que el campo se definiria de forma consistente en
todo M.

Falta encontrar la expresién de V en un entorno coordenado U. Si § = > ¢'dz’ en

U, definimos V' =7, - g0 a‘; Como (g;5) v (¢%) son matrices inversas, entonces:

) Z 0
<V,@>=ng <a J 8 k Zezg g]k‘_zeélk <81'k)

4,7

Dado X € X(M), en U podemos escribir X = ZXka T

VZXk Zxk ak —erkak 0(X).

y entonces:

]

Por tanto, en la geometria semi-riemanniana podemos transformar un campo vectorial
en 1-forma y viceversa mediante el isomorfismo V +— V*. Se dice que V y V* son
métricamente equivalentes.

Teorema 2.26. FEn una variedad semi-riemanniana M existe una unica conexion que
cumple las siquientes propiedades:

(D4) [V, W] = DyW — D'V
(D5) X(V,W) = (DxV,W) + (V, Dx W)
VX, V,W € X(M).
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D se llama conexién de Levi-Civita de M, y estd caracterizada por la férmula de Koszul:

Demostracion. Dividiremos la demostracion en las siguientes partes:

Si D es una conexion en M que satisface los axiomas (D4) y (D5), para probar la
férmula de Koszul basta con aplicar (D5) a los tres primeros sumandos de la derecha
de la igualdad y (D4) a los tres iltimos. Cancelando los sumandos de signo contrario
que resultan, se obtiene 2(Dy W, X), que es la parte izquierda de la igualdad.

Por tanto, D satisface la formula de Koszul, y debido a la inyectividad de la aplica-
cién que lleva V en V* de la proposicién 2.25, Dy W esta definida de forma tnica.

Para probar la existencia de D denotaremos por F(V,W, X) al lado derecho de
la féormula de Koszul. Para VW € X (M) fijos, la aplicacion X — F(V, W, X)) es
F(M)-lineal, ya que el tensor métrico y el corchete de Lie son bilineales, por lo que es
una 1-forma, y se puede aplicar la proposicion anterior. Por tanto, existe un tnico
campo vectorial, al que denotamos por Dy W, tal que 2(DyW, X) = F(V,W, X)
para todo X € X(M). Falta ver que para Dy W se pueden deducir (D1)-(D5).

(D1): Sean f,g € F(M),y V,U W € X(M). Por las propiedades del corchete de

Lie, de los campos vectoriales y del tensor métrico:

2(DyviguW, X) =

= (fV+gU) (W, X)+ W (X, (fV +9U)) = X((fV +9U), W) = ((fV +9U), W, X]) +
(WX, (fV +gU)]) + (X, [(fV + gU), W]) =

= fV(W, X)+ (W)X V)+ WX, V) = fXV, W) = (X F)V, W) = f(V, [W, X]) +
(XN W, V)= f (W [V, X]) = (W f)(X, V)4 £ (X [V, W)+ gUW, X)+(Wg) (X, U)+
gW(X,U) —gX{U, W) = (Xg)(U,W) —g(U, W, X]) + (X g)(W,U) — g(W, [U, X]) —
(W)X, U) + g{X, [U,W]) =

= VW, X)+ WX, V)= fXV, W)= f(V, [V, X]) = f(W, [V, X]) + f(X, [V, W]) +
gU W, X) + gW (X,U) = gX (U, W) = g{U, [W, X]) — g(W, [U, X)) + g(X. [U,W]) =
= 2f(DyW, X) + 2g(DyW, X) = 2(f Dy W + gDy W, X))

VX € X(M). Por la proposicién 2.25, (DyyiquW, X) = (fDvW + gDyW, X).
(D2): Sean a,b € R, y VU W € X(M). Como tanto el corchete de Lie como el
tensor métrico son bilineales, se cumple que, VX € X'(M):

2(Dy(aW +0bU), X) =V {(aW +bU), X) + (aW +bU)(X, V) — X(V, (aW +bU)) —
(V) [(aW +0bU), X]) + ((aW +0U), [ X, V]) + (X, [V, (aW~|— bU)]) =

Al igual que antes, se deduce (D2).
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» (D3): Para campos vectoriales cualesquiera W, X' y f € F(M), como vimos en 1.44,
se cumple:

Por tanto, si V € X (M), entonces:
2(Dy (fW), X) = V(fW, X)+ fW (X, V)= XV, fW) =V, [fW, X+ (fW, [X, V])+
(X, [V, fW]) = VW, X) + VAIX, W) + XFV, V) = XV, W) + fEV, W, X) =
2((V )W + fDyW, X).
Luego se cumple la igualdad requerida.

» (D4): Operando de la misma manera:
2DyW — DyV, X) = F(V,W,X) - F(W,V,X) = (X, [V.W]) = (X, [W,V]) =
2([V, W], X).
Por lo que se cumple (D4).

» (D5): De forma similar se tiene que 2(DxV, W) + 2(V, DxW) = 2X(V, W), y por
lo tanto se cumple (D5).

[]

Definicién 2.27. Sean z',...,2" coordenadas en un entorno U de una variedad semi-
riemanianna M, y sea D la conexion de Levi-Civita de M. Los simbolos de Christoffel o
coeficientes de la conexion de Levi-Civita para este sistema coordenado son las funciones
reales Ffj en U tales que:

0 p 0 o
0
ok k
es decir, I'j; = Daii (8mj)(x ).

Nota 2.28. Como [, 52| = 0, debido a (D4) se tiene que D o (52) = D_o (52), por
ozt

79 J -
ox'? Ox D7

lo que I‘fj = Ffl Se dice por ello que la conexion es simétrica.

Proposicién 2.29. Para un sistema coordenado x*,...,z" en U:

1 k .
1. Do (S, W7 5) = 52, (45 + 5, TEW) .

k _ 1 km [ 99jm 89im __ 99ij
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Demostracion.

1. Utilizando que Dy W es R-lineal respecto a la componente W, y aplicando (D3):

D 3 (Z W]amg) ZjDai (Wjazy) :Z (asz])ama +Z WiD ‘9 (a_g) =

- ) e, W (5, ) — S (2 Wﬂ)

. Para demostrarlo aplicamos la férmula de Koszul a los campos vectoriales V' = %7
W = M y X = aa:m' Como habfamos definido g;; = <%7 %) v los corchetes son
nulos, se tiene que:

8 0 0 0 3
2D o) g m! T 7. \9im) T 275 Yim ij)- 2.6

Por definicién de los simbolos de Christoffel:

0
2D (55); axm Zr = 2Zr”gam.

En forma matricial, se tiene que para cada par (i, j) :

9im

0 0
1 ny . . — i
(szv--'arij) : <D%(8aﬂ)’ al‘m>
Inm
Es decir,
gin 0 Gin
0 0 0 0
1 ny . o : = —), — —), =
(Fzg7"'7rij> . . . (<D%(al’j)7 8$1>7’<D%(6$]), axn>)
9n1 " YGnn

Multiplicando a la derecha por la inversa de la matriz (g;;) se tiene que:

gll gln
(Tl T = UD () o D G ) | = 2 |
A
es decir,
D = YD (1), 20 g

m

Utilizando la igualdad 2.6 se obtiene el resultado buscado.
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Como sabiamos que Dy W es F(M)-lineal en la componente V', la parte (1) de la pro-
posicion anterior nos da un método para calcular Dy W en cada entorno coordenado. La
parte (2) de la proposicién determina un modo de encontrar los simbolos de Christoffel a
partir del tensor métrico.

Proposicion 2.30. La conezion natural de R™ dada en la definicion 2.18 es la conexion
de Levi-Civita para R? para todo v € {1,...,n}. Ademds, Ffj =0 para todo 1 < 1,7 <n.

Demostracion. Para ver que es la conexién de Levi-Civita falta probar que se cumplen
(D4) y (D5) de la porposicién 2.26:

(D4) Por una parte, VyW — ViV = Y V(W5 — S W (V).
Por otra, como por definicién [V, W](z') = V(W (z")) — W(V (%)) = V(W) — W (VY),

entonces [V, W] = Y (V(W*) — W (V"))52:, luego ambas coinciden.
(D5) Recordemos que en RZ, (VW) = > &, VW' dondee; = —-1si1<j<vyeg =1
siv+1<j <n. Se tiene como consecuencia lo siguiente:

X(V,W) =Y e X(VHYW + ) gV X (W) = (VxV, W) + (V,VxWV).

La condicion Ffj = 0 se deduce de la segunda parte de la proposicion 2.29, y de que los
gij son constantes (g;; = d7¢;). O

Para cada X € X (M), la derivada covariante Dy actia entre X' (M) y X' (M). La condicién
(D3) de las conexiones permite aplicar la proposicién 2.15, haciendo que tenga sentido la
siguiente definicion:

Definicién 2.31. Sea M una variedad semi-riemanniana, y sea V' un campo vectorial en
M. Llamaremos derivada covariante o derivada covariante Levi-Civita con respecto a V
a la tnica derivacion tensorial, Dy, en M tal que:

1. Dyf =V(f) para todo f € F(M).
2. La restriccion de Dy a los campos tensoriales es la conexion de Levi-Civita.

Definicién 2.32. Si M es una variedad semi-riemanniana y A es un campo tensorial de
tipo (r,s) en M, llamaremos diferencial covariante de A al tensor DA de tipo (r,s + 1)
definido por:

(DAYG,...,0", X1,...,X,, V) = (DyA) B, ....0", Xy,...,X,)
para todo V, X,..., X, € X(M) y 0',...,0" € X*(M).

Observacién 2.33.

1. La definicién anterior tiene sentido, ya que Dy (A) es F(M)-lineal en V € X (M).
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2. En el caso de los tensores de tipo (0,0), es decir, el caso de las funciones f € F(M),
su diferencial covariante es la propia diferencial de la funcién ya que, para todo
Ve X(M),

Df(V) =Dy f=V(f)=df(V).

Definicién 2.34. Se dice que un campo tensorial A es paralelo si su diferencial covariante
es nula, es decir, si Dy A = 0 para todo V € X(M).

Observacién 2.35. Por tanto, un campo vectorial V en M es paralelo si sus derivadas
covariantes para la conexién de Levi-Civita DxV son cero para todo X € X' (M).

Como la conexién de Levi-Civita es F (M )-lineal respecto a la primera componente, un

campo vectorial V' serd paralelo si y solo si en cada entorno coordenado U, D o V = 0,
ozt

Vl<i<n.

En particular, los campos vectoriales coordenados en R} son paralelos si y solo si los

simbolos de Christoffel se anulan. Por tanto, los simbolos de Christoffel se pueden en-

tender como una medida de lo no paralelos que son los campos vectoriales coordenados
correspondientes.

Proposicion 2.36. El tensor métrico g es paralelo.

Demostracion. Que g sea paralelo equivale a que VX € X'(M), Dx(g) = 0. Como Dx es
una derivacién, Dx(g) es un campo tensorial de tipo (0,2). Utilizando la interpretacién
de los campos tensoriales de la observacion 1.41, podemos afirmar que este sera nulo si
para cada par de campos vectoriales Y, Z € X (M), Dx(g)(Y,Z) = 0.

D5 se cumple, por lo que:

X((Y,2)) =(Dx(Y), Z) + (Y, Dx(2)),
es decir,

Xg(Y,2) = g(Dx(Y), Z) + g(Y, Dx(Z)).

Debido a la segunda parte del corolario 2.13, aplicando D5, y teniendo en cuenta que
g(Y.Z) € F(M):

Dx(g)(Y,Z) = Dx(g(Y, Z)) — 9(DxY, Z) — g(Y,DxZ) =
= X(9(Y,Z)) = g(DxY,Z) — g(Y,DxZ) = 0.

]
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2.5. Transporte paralelo

En esta seccion M sera una variedad semi-Riemanniana y a : I — M una curva dife-
renciable.

Definicién 2.37. Un campo vectorial X a lo largo de o« : I — M es una aplicacion
X : I — T(M) tal que m o X = a, donde 7 es la proyeccién canénica T'M — M.

Es decir, se debe cumplir X (t) € T,,;)(M) para todo t € I.
Denotaremos por X (a) al conjunto de los campos vectoriales diferenciables a lo largo de

a. Se tiene que X («) es un F(/)-mdédulo.

Ejemplo 2.38. El campo, o/ : I — T(M) que lleva t en o'(t) € Tow (M) se puede
entender como un campo en X («).

Definicién 2.39. Dados un campo vectorial V € X' (M) y una conexién D, se definen los
campos V, ¥y DoV pertenecientes a € X (a) por Vo (t) = V(a(t)) y DoV (t) = Dyw)V.

Lema 2.40. Sean U un entorno de M con coordenadas x*, ..., x" y V un campo vectorial
diferenciable en M tal que en U, V = Vi%. Entonces, en a1 (U) se tiene:

 «—d(Vica) 9 . 0
DQ/V—ZTawi‘a—i—Z(V Oa)Da/(axi).

Demostracién. Si fijo t € a~1(U), por la proposicién 2.23:

DuV(t) = DV = S0V (a(0) + 3V ale) D) =

‘o 0 ‘
_ Z d(vd—t)(t) o7 (0) + V() Daiy(5 7).

Si M es una variedad semi-riemanniana, podremos definir un campo vectorial Z’ que mida
la variacién del campo vectorial Z € X'(«) a lo largo de la curva a.

Proposicién 2.41. Sea o : [ — M wuna curva en una variedad semi-riemanniana M.
Hay una tnica aplicacion entre X (a) y X () tal que, denotando por Z' o ZZ a la imagen
de Z, se tiene que:

1. (aZy +bZy) = aZ} + bZ)),

2. (hZ) = ()7 + hZ',
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3. (Vo) = D'V,

donde a,b € R, Z, 71,7, € X(a), V€ X(M) y h € F(I). Ademds, se cumple
b (G 21, Zo) = (24, Zo) + (%0, Zs).

Esta funcion se llama derivada covariante inducida sobre «.

Demostracion. Empezamos probando la unicidad.

Supongamos que existe una aplicacién que satisface las tres primeras propiedades. Pode-
mos suponer que la curva o estd en el dominio de un sistema coordenado z', .., 2" de M.
Como Z € X(«), se tiene que:

7 = ZZ’

ZZx o 8xl‘a'

Por lo tanto,

Z(t)=>_ Z'(t) aiz‘ o

., las propiedades (1) y (2):

a7 a 0
2= G aala T 227 (Gl

Y aplicando a Z = > Z°

Bml

Debido a (3), se tiene que (32 ) = Da /(5%), luego:
dz" 0 - 0
o D, ) .
2= 2 gl T 22 P 0) (27)

En consecuencia, Z’ estd totalmente determinada por la conexién Levi-Civita D.

Veamos ahora la existencia. Como M se puede recubrir por entornos coordenados, pode-
mos recubrir [ a su vez por subintervalos tales que sus imagenes por « estén contenidos en
alguno de estos entornos de M. En cada subintervalo J tal que «(J) esté en un entorno de
M con coordenadas !, ..., z", se define Z’ con la expresién 2.7. Debido a la unicidad que
ya hemos probado, estas expresiones van a coincidir en las intersecciones de los intervalos
que recubren I, por lo que las definiciones locales de Z’ se pueden pegar para definir un
campo vectorial en X ().

Falta comprobar que se cumplen las cuatro propiedades de la proposicién. Basta con
hacerlo localmente.

Las propiedades (1) y (2) se deducen de forma sencilla. Para probar la propiedad (3), se usa

la proposicién anterior y la férmula para (V,,)’ teniendo en cuenta que V, = > (Vioa)z2:.

Probamos ahora la propiedad (4). Si Z, Zs € X(«), queremos ver que

d
E<Zl722> - <Zi,Z2> + <Z17Z§>
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Operando en las expresiones del lado derecho de la igualdad:

/ o dZi J a 7 J a 9
(Z1,Z3) = 2 EZ% m +ZZZ ),@\O)-

, dz] a ot )
(Zy,Zb) Zzl dt — +ZZZ (ax9)>

Operamos ahora en la expresién del lado izquierdo de la igualdad:

d 0
dt (21, o) = dtZZI 2 ax’ a’ @m -

dZ 0
B Z 6$Z ZZl dt 0$’

Por tanto, se dara la igualdad si se cumple:

d, o 0 o, 0 0

iy 19,
. *ZZ o )

0

01 Gl rle) = Do) o) + (ke Dor ()

Al ser D la derivada covariante Levi-Civita en o/, si f € X (M), se tiene que:
: d(f o )
Dy(f) = =
o) =a(f) =12,

por lo que:
Jg 0 ,,,0 0. d, 0 0 o d, 0 0
Da’(<%7 %» = (<%> %» = £(<%’ @> oa)= E((@‘Oﬁ %L))'

Ademads, como consecuencia de la propiedad (D5):

0,0 0, 0 0 0
@ (=0 7 1) 57 5 o) T {(File Do ()

por lo que se cumple la igualdad y queda probada la propiedad (4).

= <Do/<

Definicién 2.42. Sea Z € X(«). Diremos que Z es paralelo a lo largo de o si Z' = 0.

Proposmlon 2.43. Sean Z € X(a), U un entorno de M con coordenadas z*,... x". Si
Z=%,72'" L ena ' (U) ena™'(U), se tiene:
dz* diztoa) .| 0
7 — k. 77 2.
; dt+”(”°a) dt 9 (2:8)

en o~ H(U).
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Demostracion. Por la definicién de Z’ en un entorno coordenado dada en la ecuacion 2.7:

dzi o Z.
E@xl‘a—i_ZZD

Sea t € a~!(U). Supongamos que W = 3~ W/:L € X(M) tal que W(a(t)) = a(t). Por
d(z7oc)
@

tanto, se cumple que W7 (a(t)) = . Operamos utilizando (D1) y las expresiones de
la proposicién 2.29:

D)) = Datto() = DW%)(a(m - WJDQZJ () alt) =

= (WS rgeat) = S S o et

Sustituyendo en la ecuacion anterior la expresion de <W‘a>/ obtenemos la ecuacién bus-
cada. O

Con la férmula anterior se ve que la condicion de que Z sea paralelo en un entorno
coordenado equivale a un sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias, por lo que
aplicando el teorema fundamental de existencia y unicidad de estos sistemas se tiene lo
siguiente:

Proposicién 2.44. Sea o : I — M una curva sobre M, a € I y z € Tyq)(M). Entonces,
existe un unico campo vectorial paralelo Z a lo largo de « tal que Z(a) = z.

Definicién 2.45. Si b € I, llamaremos transporte paralelo a lo largo de o de p = «(a)
a q= a(b) ala funcion P = P’(a) : T,(M) — T,(M) que lleva z € T,(M) en Z(b) €
T,(M), siendo Z el campo de la proposicién anterior.

Proposicién 2.46. El transporte paralelo es una isometria lineal.

Demostracion. Veamos primero que es lineal. Sean v,w € T,(M), y sean V' y W los
campos vectoriales paralelos correspondientes, como en la proposiciéon 2.44. Como V + W
es también paralelo por la primera propiedad de la proposicion 2.41, es el campo paralelo
correspondiente a v + w € T,(M), y entonces P(v + w) = (V + W)(b) = V(b) + W(b) =
P(v) + P(w). Ademas, si ¢ € R, ¢V serd el campo vectorial paralelo correspondiente a
cv € T,(M), por lo que P(cv) = (cV)(b) = ¢V (b) = cP(v), luego P es lineal.

Veamos que es isomorfismo. Si P(v) = 0, entonces por la unicidad de la proposicion
2.44, V solo puede ser el campo vectorial s lo largo de o idénticamente nulo. Por tanto,
v =V(a) = 0. Luego P es inyectiva, y como los espacios tangentes de M tienen la misma
dimensién, P es isomorfismo.
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Por dltimo, veamos que se conserva la métrica tensorial. Como V' y W son paralelos:

SV = (VW) 4 (V) =

por lo que (V, W) es constante. Entonces:
(P(v), P(w)) = (V(b), W(b)) = (V(a), W(a)) = (v,w).
]

Definicién 2.47. Llamaremos aceleracion de la curva «, y la denotaremos por o”, a la
derivada covariante inducida del campo vectorial /.

Proposicién 2.48. Sean U un entorno de M con coordenadas x', ... x" y J un subin-
tervalo de I tal que a(J) C U. En J, podemos escribir:

d*(z* o ) diz'oa)d(z’oa)| 0O
no__ k
o = ; — izj(rij oa)—— | ol (2.9)
d(z* 0
Demostracion. Basta con aplicar la ecuacién 2.8 a o = ) %m € X(a).
x
[

2.6. Curvas geodésicas

En esta seccion M sera una variedad semi-riemanniana. Trataremos de generalizar el
concepto de linea recta de los espacios Euclideos para variedades semi-riemannianas .

Definicién 2.49. Una geodésica en una variedad semi-riemanniana M es una curva
~v: 1 — M tal que el campo vectorial 7' es paralelo.

Que 7/ sea paralelo equivale a que la aceleracién de la curva sea cero, es decir, v es
geodésica si y solo si v = 0.

Observacién 2.50. Sivy: I — M es geodésica de M, entonces || 7' || es necesariamente
constante, ya que:

d(| v I d(g(y.
(I g %) _ d (dt ) (") + 9o ") = 0.

Debido a la férmula 2.8 del apartado anterior se obtiene lo siguiente:
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Corolario 2.51. Sean z,...,2" coordenadas de un entorno U de M. Una curva -y sobre
U es una geodésica de M si y solo si sus funciones coordenadas x* o~y satisfacen las
siguientes ecuaciones:

J
“HZ PN oy e,

Usualmente escribiremos x* en vez de vy o 2', y Ffj en vez de Ffj o «y, para simplificar la
notacion. Las ecuaciones anteriores se escribirian entonces como sigue:

d?(x") e 4z dx® dx’
dt? Udt dt

7]

=01<k<n.

Proposicién 2.52. Sea v : I —» M una geodésica no constante. Una reparametrizacion
vyoh:J— M es una geodésica si y solo si h es de la forma h(s) =as+b, con a,b € R.

Demostracion.
voh es geodésica & (yoh)” =0.

Por el corolario 2.51, v o h es geodésica si y solo si Vk, 1 < k < n:

d(m oyoh) Z oy oh) d(z"oyoh)d(z?oyoh)

N dt a
d*(a* o) d(z' 0 y) d(a’ 0 ) d(z" 0 )
=| —— Fk h-(h)*+—"—20h-h.
( i Zj( Vg i) oW
Como v es geodésica, por el corolario 2.51 esto es equivalente a decir que Vk, 1 < k < n:
d(xk07)0h~h//:0_
dt

Como 7 no es constante y || 7' || 1o es, se tiene que +/(t) # 0 para todo t € I. Por tanto,
para todo s € J existe un k tal que (xdtov o h(s) # 0, por lo que la condicién necesaria y
suficiente para que vy o h sea geodésica es que h”(s) = 0, es decir, que h sea de la forma

h(s) = as +b.

[]

Haciendo uso del teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias
se obtiene el siguiente resultado local.

Lema 2.53. Siv € T,(M), entonces existe un intervalo I en torno al 0 € R y una dnica
geodésica v : I — M tal que v(0) =p y 7'(0) = v.
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Decimos que v es la geodésica que empieza en p con velocidad inicial v.

Lema 2.54. Sean o« : [ — M y p : I — M geodésicas. Si existe a € I tal que
ala) = B(a) y o/ (a) = '(a), entonces o = 3.

Demostracion. Vamos a razonar por reduccion al absurdo. Para ello, suponemos que lo
anterior es falso, por lo que existe un ty € I tal que a(ty) # B(to). Suponemos que ty > a,
por lo que el conjunto {t € I : t > a y «(t) # [(t)} tiene una cota inferior b con b > a. Si
tog fuera menor se razonaria de forma analoga.

Veamos que o/(b) = ['(b). Si a = b, esto se cumple directamente. Si b > a, entonces
sabemos que 'y 8 conciden en el intervalo (a,b). Las funciones t — o/(t) y t — 5'(t)
que van de (a,b) al fibrado tangente T'(M) son continuas, por lo que:

o (b) = lim o/ (t) = lim §'(t) = B'(D).
t—b t—b

Ademés, como sabemos que t — a(t +0b) y t — S(t + b) son también geodésicas por la

proposiciéon 2.52; podemos aplicar el lema anterior, por lo cual @ =  en un intervalo en

torno a b. Pero esto contradice la definicion de b, con lo que se llega a un absurdo.

]

Proposicién 2.55. Dado un vector tangente v € T,(M), existe una unica geodésica en
M, ~,, tal que:

1. Empieza en p y su velocidad inicial es v, es decir, v, (0) = v.

2. Su dominio, I, es el mayor posible. Es decir, si o : J — M es una geodésica con
velocidad inicial v, entonces J C I y o= ,|;.

Demostracion. Sabemos que por el lema 2.53 que existen geodésicas v : I, — M con
velocidad inicial v. Denotemos por G al conjunto de estas. Como las velocidades iniciales
de todas coinciden, por el lema 2.54, si dos geodésicas «, f € G, entonces coinciden en
I,N1z. Por tanto, la coleccién de G define de forma consistente una curva 7, en el intervalo

I = | I,. Es evidente que 7 tiene las propiedades requeridas.
a€cg

]

Definicién 2.56. La geodésica v, recibe el nombre de geodésica mazximal o inextendible.
Ademas, una variedad semi-riemanniana para la cual cada geodésica maximal esta definida
en todo R se dice que es completa.
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Ejemplo 2.57. En la proposicion 2.30 se vio que los simbolos de Christoffel de las coor-
denadas naturales de R}, son nulos, por lo que las ecuaciones geodésicas para ese sistema
de coordenadas son:

Por tanto, uk(y(t)) = p* + tv*, donde p* y v* son constantes arbitrarias. En notacion
vectorial esto es equivalente a escribir ¥(t) = p + tv, con p,v € R™. Como consecuencia,
las geodésicas de R}, son lineas rectas y la variedad R], es completa.

Obsérvese que v es la curva oy, definida en la seccion 1.3.3, y por tanto +'(0) = ¢,(v),
siento ¢, : R™ — T,(R™) al isomorfismo alli definido.

Es conocido que si un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden viene
dado por funciones diferenciables, entonces sus soluciones son diferenciables no solamente
en el parametro, si no simultaneamente en el parametro y en los valores iniciales, incluidos
los valores iniciales de las primeras derivadas. De este resultado se deduce lo siguiente:

Proposicién 2.58. Sea v un vector tangente a M en un punto p € M, es decir, v €
T(M). Entonces existe un entorno N de v en T(M) y un intervalo I en torno al 0 € R
tales que la aplicacion (w, s) — Y, (s) es una funcion diferenciable bien definida de N x I
en M.

Corolario 2.59. Para todo o € M eziste un entorno U de 0 en To(M) tal que Vv € U,
Yo(1) estd definido.

Demostracién. Definimos N e I como en la proposicion anterior. Sean N un entorno de
0en T,(M) y e > 0 tales que N x [—¢e,¢] C N x I. La aplicacién ¢ : T,(M) — T,(M)
dada por ¢(v) = 2 es homeomorfismo. Sea U = ¢ '(N). Este es un abierto de T,(M)
con 0 € U.

Si v € U, entonces EOS N, por lo que Yz (t) estd definida para todo t € [—¢,¢]. Sea
y(s) = vz?u(gs). Entonces, 7 es geogésica }Ef ~¥(1) = ’YQ?U(%) estd bien definida. Ademsés,

=~/ _ £ 2v

7' (s) = 572 (58), luego 7'(0) = 2 = v y ¥ = 7,. En consecuencia, Vv € U, 7, esté
definida en 1. N

2.7. Aplicacién exponencial

En esta secciéon M va a ser una variedad semi-riemanniana. Veremos como agrupar las
geodésicas que comienzan en cada punto o de M utilizando una tnica aplicacién, y las
caracteristicas de esta.
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Definicién 2.60. Si o € M, definimos D, como el conjunto de vectores v € T,(M) tales
que la geodésica inextendible +, estd definida al menos en [0, 1]. La aplicacion exponencial
es la aplicacion

exp, : D, — M

tal que exp,(v) = v,(1) Yv € D,.

Nota 2.61.

1. Por la definicion de D,, este es el mayor subconjunto de T,(M) en el cual puede
definirse exp,.

2. Si M es completa, entonces D, =T,(M) Yo € M.

Proposiciéon 2.62. La aplicacion exponencial exp, lleva rectas que pasan por el origen
de T,(M) en geodésicas de M que pasan por o.

Demostracion. Fijemos v € T,(M) y t € R. Entonces la geodésica s — 7,(ts) tiene
como vector tangente inicial ¢7,(0) = tv. En consecuencia, 7,(s) = 7,(ts) para todo s y
t tal que uno de los dos miembros, y por tanto los dos, estén bien definidos.

En particular, si tv € D,, se tiene que exp,(tv) = vy (1) = 7, (t), por lo que rectas a través

del origen son transformadas en geodésicas en M que pasan por o, ya que 7,(0) = o.
O

Proposicién 2.63. Para cada punto o € M eziste un entorno abierto U de 0 en T,(M)
en el cual la aplicacion exponencial exp, es un difeomorfismo sobre un entorno abierto U

de o en M.

Demostracion. La aplicacién exp, lleva rectas que pasan por el origen de T,(M) en
geodésicas de M. Ademds, debido al corolario 2.59, exp, estda bien definida y es dife-
renciable en un entorno abierto del 0 en 7, (M).

En la seccién 1.3.3 habfamos construido el isomorfismo ¢, : T,(M) — To(T,(M)) definido
por ¢,(vg) = v, donde v = p'(0) siendo p : R — T,(M) la curva p(t) = tuvy.
Como exp, o p(t) = exp,(tvg) = Y., (t) para todo t, entonces exp, o p = vy, por lo que:

d(exp,)|(v) = d(exp,)|,(p'(0)) = (exp, 0 p)'(0)) = 7, (0) = vo = ¢ (v).

Por tanto, d(ea:po)‘o = ¢, Ty(T,(M)) — T,(M), que es isomorfismo. El teorema de
la funcion Inversa permite afirmar que exp, es un difeomorfismo local, por lo que queda

probada la proposicién.
m

Definicién 2.64. Se dice que un subconjunto S de un espacio vectorial es estrellado en
torno al 0 si se tiene que tv € S para todo t € [0,1] y v € S.

Sandra Espina Pardo 57



2.7. APLICACION EXPONENCIAL CAPITULO 2. VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS

Definicion 2.65. Sea U un entorno abierto del o € M. Se dice que U es un entorno
normal de o si existe un entorno abierto U de T,(M) estrellado en torno al 0 tal que

dexp|  : U — U es difeomorfismo.

Proposicion 2.66. St U es un entorno normal de o € M, entonces para cada p € M
existe una unica geodésica o : [0,1] — U tal que 0(0) = o y o(1) = p. Ademads, o'(0) =
exp,t(p) € U.

Demostracion. Empecemos probando la existencia. Por definicion U es un entorno estre-
llado del 0 en T, (M) tal que expo|ﬁ es difeomorfismo sobre U. Como p estd en U, exp, ' (p)

estd bien definido. Llamamos vy = exp,'(p) € U. Como U es estrellado, el segmento de
recta p(t) = tv,, con 0 <t < 1, estd en U. Por tanto, la geodésica o = exp, o p esta defi-
nida en el intervalo [0, 1] y tiene llegada en U. Ademas, o(0) = exp, o p(0) = exp,(0) = p
y (1) = exp, o p(1) = exp,(vy) = p.

Veamos ahora que se cumple la condicién de la proposicién. En el origen de T,(M),
d(expo)| 0 = ¢, !, conservando las notaciones de la demostracién de la proposicién 2.63.
Como p'(0) = vy o = exp, o p, entonces:

0'(0) = d(exp,)|o(¢'(0)) = d(expo)|,(v) = vo = exp, (p).

Probamos por tltimo la unicidad. Supongamos que 7 : [0,1] — U es una geodésica
cualquiera que va de o a p en U. Sea w = 7/(0). Entonces las geodésicas t — exp,(tw)
y 7 tienen el mismo vector tangente inicial, w, y por tanto, son iguales. Utilizando la
igualdad que acabamos de probar, exp,(w) = 7(1) = p = exp,(c’(0)) = exp,(vp), y como
exp, es inyectiva en U , se cumple que vy = w. Por la unicidad de las geodésicas, o = 7.

[]

Veamos que en cada entorno normal U de o € M existe un sistema de coordenadas parti-
cularmente sencillo. Para ello, tomamos una base ortonormal {ey, ..., e,} de T,(M), luego
(i, ej) = 5175]-, con €; = £1. Llamaremos sistema normal de coordenadas determinado por
{er,...,e }a&=(z',... 2"), que asigna a cada punto p € U el vector de las coordenadas
relativas a {e1,. .., e} de exp;(p) € U C T,(M). Es decir, exp;'(p) = 3. 2 (p)e;.

n

Proposicién 2.67. Si 2!, ... 2" es un sistema de coordenadas normales en o € M,

entonces Vi, 7, k, 1 <1i,5,k < n:
1. gij(o) = 51']'5]'.
k() —
2. T5;(0) = 0.
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Demostracion.

1. Siv € T,(M), podemos escribir v = > a'e;. Si t € R, entonces tv = >_(ta’)e;. Por
definicién, z* o exp,(tv) nos da la coordenada i-ésima de exp, ! (exp,(tv)) = tv en el
sistema de coordenadas ey, ..., ey, que es ta'. Por lo tanto, se tiene:

7' (7,(t)) = 7' 0 expy(tv) = ta’.

Luego las coordenadas de 7,(t) en {z!,... 2"} son (ta',... ta").
d(xt o,

Ademas, por definicién v =~/ (0) = > %(0)%

)

(@) = Sat ,» bor lo que

e

o

Como consecuencia, 9ij (0) = <%

d2 (l’l o ’Yv)
dt?

o’ 8;2] 0> = <ei7€j> == 5ij5j-

2. Como z' 0 v,(t) = ta’, = 0, por lo que las ecuaciones diferenciales de las

geodésicas son:
> Th(w(t)d'a =0 V.
1]

En particular, IY(0o)a’a? = 0 se cumple para todo (a',...,a") € R". Esta
expresion se puede ver como una forma cuadratica con coeficientes en R. El hecho
de que sea nula para todo valor de R" indica que la forma cuadratica es idénticamente
nula, por lo que su matriz serd la matriz 0 en cualquier base, y Ffj (0) =0.

O

Ejemplo 2.68. Sea ¢, : R — T,(R?) el isomorfismo definido en la seccion 1.5.5.
Comprobamos en el ejemplo 2.57 que dado v € T,(R?), la geodésica por p con velocidad
inicial v es v,(t) = p + tv, con v, (0) = ¢,(v). Por tanto, exp,(¢p,(v)) = 1 (1) = p + v,
de lo que se deduce que exp, : TH(R}) — R} es la composicion de qﬁgl y de la traslacion
x — p+x en RY, por lo que exp, es isometria, considerando en T,(R}) la métrica
inducida por la de R7.
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Capitulo 3

Curvatura de una variedad
semi-riemanniana

En la teorfa de las superficies en R? desarrollada a finales del siglo XV 111, se defini6 una
nocién de curvatura que daba una descripcién razonable de la forma de las superficies
dentro de R?. Gauss demostrd, en el llamado Teorema Egregium, que tal concepto de
curvatura es un invariante intrinseco de una superficie, independiente del hecho de que
la superficie esté en R3. Este teorema condujo a Riemann a la invencién de la geometria
semi-riemanniana, cuyo objetivo principal es la generalizacion de la curvatura gaussiana
a una variedad semi-riemanniana.

En este capitulo introduciremos la nocién de curvatura de Riemann en variedades semi-
riemannianas, y estudiaremos los distintos invariantes que surgen a partir de esta nocion.

También se generalizaran los operadores gradiente, divergencia, hessiana y laplaciano
tipicos de R? a cualquier variedad semi-riemanniana.

3.1. Curvatura

Proposicion 3.1. Si M es una variedad diferenciable y Dy y Dy son derivaciones tenso-
riales en M, entonces Dy o Dy — Dy 0 Dy es una derivacion tensorial en M.

Demostracion. Esta claro que Dy oDy —Dy0D; es R-lineal en cada par de grados. Veamos
que cumple las dos propiedades de la definicién 2.11.

1. Dados dos campos tensoriales A y B sobre M:

(D10Dy —Dy0D1)(A® B)
= Dy(Dy(A) @ B+ A®@Dy(B)) — Do(D1(A) @ B+ AR Di(B)) =
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= Dl(DQ(A)) ® B+ DQ(A) & Dl(B) + D1(A) ® D2<B> +A® Dl(DQ(B))
—D2(D1(A)) @ B = D1(A) ® Do(B) — D2(A) ® D1(B) — A® Dy(D1(B)) =
== (Dl ODQ - DQ ODl)(A) X B —|—A® (Dl ODQ - DQ ODl)(B)
2. Dada una contraccion C:
(DlODQ—DQODI)OO:D10DQOC—DQOD100:
=CoDy0Dy—CoDy0D; =Co(DyoDy—DyoDy).
]

Definicién 3.2. Sean D; y D, derivaciones tensoriales en una variedad diferenciable M.
Se llama corchete de Lie de Dy y Ds, y se denota por [Dy, D], a la derivacién tensorial
Dl ODQ —DQOpl.

Proposicién 3.3. Sean M una variedad diferenciable y X,Y € X(M). Las derivadas de
Lie cumplen que Lixy) = [Lx, Ly].

Demostracion. Si W € X (M), recordemos (definicién 2.16) que la derivada de Lie de W
es la derivacién tensorial Ly, que cumple:

» Ly (f)=WI(f) para todof € F(M)
» Ly(V)=[W,V] para todo V € X(M).
Debido a la regla del producto de las derivaciones (proposicién 2.12), basta probar que la

relacién del enunciado se cumple aplicada a funciones diferenciables, a campos vectoriales
diferenciables y a 1-formas:

» Sif e F(M),
Lixy)(f) = [X,Y](f) = X(Y(f)) = Y(X(f)) = X(Ly(f)) = Y (Lx(f)) =
= Lx(Ly(f)) = Ly(Lx(f)) = [Lx, Ly](f).

» SiV e X (M),
L, Ly)(V) = L (Ev (V) — In(Lx (V) = L (¥, V]) — Ly (X, V]) =
XY,V - [V, X, V] = XYV 4+ VYX - YXV - VXY =
= XY =YX, V] =Lixy(V).

» Sif e X*(M), usando lo anterior y el corolario 2.13, para cualquier V € X (M) se
tiene lo siguiente:

Lixy)(0)(V) = Lixy)(0(V)) = 0(Lixy)(V)) = [Lx, Ly [(0(V)) = 0([Lx, Ly](V)) =
= [Lx, Ly](9)(V).
Por tanto, Lixy)(f) = [Lx, Ly](8).
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Como consecuencia de la proposicién, se tiene que si [X,Y] =0, Ly y Ly conmutan.

Sin embargo, la propiedad de la proposiciéon 3.3 no se cumple en general para la derivada
covariante Dy, y esta diferencia es lo que se va a medir con un campo tensorial que juega
un papel importante en la geometria diferencial.

Definicién 3.4. Sea M una variedad semi-riemanniana con conexion de Levi-Civita D.
Se denomina tensor curvatura de Riemann a la aplicacion R : X (M)3 — X (M) definida
por:

(X, Y, Z) — D[X’y}Z — [Dx,Dy]Z.

Vamos a justificar que R realmente es un tensor.
Proposicién 3.5. R es F(M)-multilineal.

Demostracion. R es R-lineal, ya que lo son las derivaciones y el corchete de Lie. Falta
probar que lo siguiente se cumple para f € F(M):
1. R(fX,Y,Z) = fR(X.Y, Z).
Para ello, operamos sobre cada término de R(fX,Y, Z) = Dyyx y|(Z)—[Dsx, Dy|(Z),
teniendo en cuenta la propiedad (D1) de las conexiones y que para el corchete de
Lie de campos vectoriales se cumple [f X, Y] = f[X,Y] =Y (f)X, como se vio en la
proposicion 1.44:
» Diyxy)(Z) = Dyxyi-vnx(Z) = [Dxy)(Z) = Y (f)Dx(Z).
» [Dyx, Dy|(Z) = [fDx, Dy](Z2) = f[Dx, Dy|(Z) — Dy (f)Dx(Z).
Restando, y teniendo en cuenta que Dy (f) = Y(f), se obtiene el resultado.
2. R(X,[Y,Z) = fR(X.Y, Z).
La demostracion es andloga a la del apartado (1).
3. R(X,Y,fZ) = fR(X.Y, Z).
Operamos sobre cada término de R(X,Y, fZ) = Dixy|(fZ) — [Dx, Dy|(fZ), utili-
zando las propiedades (D2) y (D3) de las conexiones:
» Dixy)(fZ2) = X Y](f)Z + [Dixy)(2).
» [Dx,Dy|(fZ) = DX( (f)Z+ fDy(Z)) — Dy(X(f)Z + fDx(Z2)) =
= Dx(Y(f)Z2)+ Dx(fDy(Z)) — Dy(X(f)Z) — Dy (fDx(2)) =
X(Y()2)+Y(f)Dx(Z) + X(f)Dy(Z) + fDx(Dy(Z))
—Y(X(f)Z) = X(f)Dy(Z) =Y (f)Dx(Z) = fDy(Dx(Z)
= [X,Y)(f)Z + f[Dx, Dy](Z).

) =
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Como es F(M)-lineal, R se puede entender como un campo tensorial diferenciable de tipo

(1,3), debido a la observacién 1.69.

]

Para campos X,Y € X (M), denotaremos por Rxy : X(M) — X(M) a la aplica-

cién F(M)-lineal dada por Rxy(Z) = R(X,Y, Z). Usaremos indistintamente la notacion

RxvZ.

La definicién de este campo de tensores se puede hacer para una conexién cualquiera,

llamandose entonces tensor de curvatura.

Proposicién 3.6 (Primera Identidad de Bianchi). Dados X,Y,Z € X(M), entonces:

RxyZ 4+ RyzX + RzxY = 0.
Demostracion. Utilizando la definicién de tensor de curvatura:
Rxy(Z) = Dixy1Z 4+ DyDxZ — DxDy Z
Ryz(X) = Dy, 5 X + D;DyX — DyDzX
Rzx(Y)=Dyzx)Y + DxDzY — DzDxY.
Sumando lo anterior y utilizando (D4) del teorema 2.26:

ny(Z) =+ Ryz(X) + RZ)((Y) =
= Dy[X,Z]+ Dx|Z,Y|+ Dz|Y, X| — Dy x)Z — Dizy1X — Dix, 7Y =

=V, [X,Z2)] + [X,[Z, Y]] + [Z,[Y, X]| = 0.

Proposicién 3.7. Si X, Y, V,W € X(M), entonces:

1. Rxy = —Ryx.
2. (RxyV,W) = —(Rxy W, V).

3. (RxyV,W) + (Ryv X, W) + (RyxY, W) = 0.
4. (RxyV,W) = (RywX,Y).

Demostracion.

1. Es consecuencia de que el corchete de Lie sea antisimétrico.

]
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2. Veamos primero que (RxyV, V) = 0.
Debido a (D5) del teorema 2.26 se tienen las dos igualdades siguientes:

1) Y<DXV, V> = <DyDva, V> + (DXV, Dyv> =
= (DyDxV,V) =Y (DxV,V) = (DxV,DyV).

1
i) X(V,V) = (DxV,V) +(V,DxV) =2(DxV,V) = (DxV,V) = §X<V, V).
Operamos haciendo uso de las dos igualdades anteriores:

(RxyV,V) = (Dixy)V + DyDxV — DxDyV,V) =
= (Dixy|V. V) + (DyDxV,V) = (DxDyV,V) =

1
= SIXYHVV) + Y(DXV,V) = (DxV.DyV) = X(DyV.V) + (DyV. DxV) =

1 1 1
— 5[X, YUV, V) + 5YX(V, V) — 5XY<V, V) =0.

Puesto que la aplicacién V' — {RxyV,V} es la forma cuadritica asociada a la
forma bilineal simétrica (V, W) — L({RxyV,W}+{RxyW,V}), y se ha visto que
la forma cuadratica es nula, entonces la forma bilineal también lo es.

Como consecuencia, { RxyV, W} = —{RxyW,V}.
3. Esta igualdad es consecuencia directa de la proposicion 3.6.

4. Del apartado 3 se tienen las siguientes igualdades

(Ryv X, W) + (RyxY, W) + (RxyV, W) =0

(RyxW,Y) + (RxwV,Y) + (RwvX,Y) =0
(RxwY. V) + (Rwy X, V) + (Ryx W, V) = 0

Sumando las cuatro ecuaciones anteriores y teniendo en cuenta la propiedad 2 se
obtiene 2(RxyV, W) — 2(Ryw X, Y), por lo que (RxyV,W) = (RywX,Y).

]

Las dos primeras partes muestran que el tensor curvatura tiene propiedades antisimétricas,
y la cuarta muestra una simetria por pares.

Veamos que como consecuencia de la siguiente proposicion, el tensor R se puede considerar
a su vez como una funciéon multilineal en vectores tangentes.
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Proposicion 3.8. Si uno de los campos X,Y, Z se anula en un punto p € M, entonces
Rxvy Z también se anula en p.

Demostracién. Sea U un entorno abierto de p en M con coordenadas ', ..., z". Vamos
a probar que si X se anula en p, RxyZ también. La demostracién para los casos en los
que Y o Z se anulan en p se harian de manera analoga, ya que R es F (M )-lineal en las
tres componentes.

Supongamos X =) . Xt aii en U. Entonces:

RxvZ = Rzixii yZ = ZXZR%YZ

oz’

Como X (p) = 0, se tiene X*(p) =0, 1 < i < n. Como consecuencia, evaluando lo anterior
en p:

RxyZ(p) = ZXi(p)R%YZ(p) = 0.

]

Proposicién 3.9. Sean M una variedad semi-riemanniana, p € M y u,v,w € T,(M).
Si U, V, W, U, V',W' € X(M) tales que U(p) = U'(p) = u, V(p) = V'(p) = v y
W(p) = W(p) = w, entonces

RyyW (p) = Ry W' (p).
Demostracion. Se tiene que:

RyyW — Ry W' = RyyW — RywW + Ry W — RywW' + Ry W' — Ry W' =
= Ry_yrywW + Ryv(W = W') + Ryry v/ W',

Como los campos vectoriales diferenciables U — U’, W — W' y V — V' se anulan en p, por
la proposicién anterior, (RyyW — Ry W')(p) = 0.
O

Esta proposicion permite dar la siguiente definicion:

Definicién 3.10. Dadosp € M y x,y,z € T,(M), se define un vector tangente a M en p,
R.,(2), de la siguiente manera. Se toman campos vectoriales diferenciables X, Y, Z tales
que X(p) ==, Y(p) =y y Z(p) = z, y se define R, () = Rxy Z(p).

Por tanto, dado p € M, y x,y € T,,(M), el operador lineal R, : T,(M) — T,(M) que
envia cada z en R,,(2) estd bien definido y se llama operador curvatura.

66 Sandra Espina Pardo



CAPITULO 3. CURVATURA DE UNA VARIEDAD SEMI-RIEMANNIANA 3.1. CURVATURA

Utilizaremos también la notacién R,,z = R, (2). Ademads, la primera Identidad de Bianchi
se puede enunciar como sigue:

Proposicién 3.11 (Primera Identidad de Bianchi). Dados p € M y x,y,z € T,(M),
entonces:
Ryyz + Ry.x + R,y = 0.

Las siguientes propiedades, que son consecuencia directa de la proposicién 3.7, reciben el
nombre de simetrias de la curvatura.

Proposicién 3.12. Si z,y,v,w € T,(M), entonces:
1. Ry = —Ry,.
2. (Ryyv,w) = —(Ryyw,v).

+ (Rypx, w) + (Ryzy, w) = 0.

= (Ryw,y).

SiZ € X(M), como R es un campo tensorial de tipo (1, 3), Dz(R) también lo serd, y por la
observacién 1.69, al igual que R, se puede entender como una aplicacién F (M )-multilineal
entre X(M)3 y X (M).

Dados X,Y,Z € X(M), denotaremos por Dz(R)xy : X(M) — X (M) a la aplicacién
F(M)-lineal dada por Dz(R)xy (V) = Dz(R)(X,Y,V). Usaremos indistintamente las
notaciones Dz (R)xyV y DzRxyV.

Al igual que con el tensor curvatura, si z € T,(M), podremos definir las aplicaciones
D.(R) : T,(M)? — T,(M) y D,(R)y, : T,(M) — T,(M).

Proposicién 3.13 (Segunda Identidad de Bianchi). Si z,y, z € T,,(M), entonces:
DZ(R)x,y + DI(R)y,Z + Dy(R)Z,x = 0.

Demostracion. Sea U un entorno normal de p con coordenadas zt,...,2". Se comprobé
en la proposicion 2.67 que los simbolos de Christoffel para este sistema coordenado son 0.

Por otra parte, si las coordenadas de un vector v € T,(M) son (vy,...,v,), se puede
definir en U el campo V = > vi%, con componentes constanﬁes. Sabemos que el campo
se puede extender en toda la variedad, es decir, que existe V € X (M) tal que V y V
coinciden en un entorno de p.

Podemos de esta forma elegir X,Y, Z € X (M) tales que X (p) =z, Y(p) =y, Z(p) =2y
tales que en un entorno V' de p contenido en U, sus coordenadas sean constantes.

Sandra Espina Pardo 67



3.1. CURVATURA CAPITULO 3. CURVATURA DE UNA VARIEDAD SEMI-RIEMANNIANA

Se deduce lo siguiente:

1. Cada corchete de Lie de dos de los campos X, Y y Z es nulo en V' porque serd de

la forma > \; ][ Rt 8%] ya que los coeficientes de los campos son constantes y el

corchete de Lie es R-lineal.

2. Cada derivada covariante en V' aplicada a uno de los vectores X, Y o Z es nula pues

se puede calcular mediante la primera férmula de la proposicion 2.29, y tanto los

simbolos de Christoffel como las derivadas parciales %, % y gz son nulos en V.

Aplicamos la regla del producto a Dz(R)(X,Y)(V) = Dz(R)xy(V):
Dz(R)xy(V) = Dz(RxyV) — Rp,xyV — Rx,p,yV — Rxy(DzV).
En p, los dos términos del medio son cero por (2). Utilizando (1) se tiene:
Dz(R)xy = [Dz, Rxy| = [Dz,[Dy, Dx]].

Como se cumple la identidad de Jacobi, si sumamos la férmula anterior en las permuta-
ciones ciclicas de X, Y, Z, se llega a que Dz(R)xy + Dx(R)yz + Dy(R)zx = 0.

O
Proposicién 3.14. En un entorno U de M con coordenadas x*,...,x", se tiene:
0 ;0
Rt (a) = 2 Ry
donde i 0 Jd . i m i m
k= it ki T il T > il = > Thnll-
Demostracion. Puesto que el corchete de Lie de las parciales es cero, se tiene que:
0 0 0
—)=D_ (D ) —D o (Do —
Bt () = P Pt gs) ~ Dot Dot )
Utilizando la proposicién 2.29:
Ra%k% 8xj az zm:FkJé? B al ;F” 8xm
z(a— 5o ) W—z( Y ) -
7 m 7 m a
= Z o7 sza 5, el +ZF U5 = D Tl O
O
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3.2. Curvatura Seccional

Definicién 3.15. Sean M una variedad semi-riemanniana y p € M. Un subespacio de
dimensién dos IT del espacio tangente T),(M) se llama seccion plana de M en p.

Para vectores tangentes v, w € T),(M), definimos:

Q(v,w) = (v, v){w,w) — (v, w)>

Una seccién plana IT es no degenerada si y solo si Q(v,w) # 0 para cada base v, w de II.

Proposicién 3.16. Sea I1 un plano tangente no degenerado de M en p. El nimero

(Rywv, w)
Qv,w)

es independiente de la eleccion de la base {v,w} de II.

K(v,w) =

Demostracion. 11 es subespacio del espacio vectorial T,(M ), por lo que dos bases {v, w}
y {z,y} estardn relacionadas por ecuaciones del tipo:

v=azxr+ by

w = cx + dy,

donde el determinante de la matriz de cambio de base ad — be es no nulo.

Usando que (,) es bilineal simétrica y que R es multilineal, una cuenta sencilla permite
probar que:

(Ryv,w) = (ad — bc)2<Rm7yx, ).

Ademas, como las matrices de las métricas en ambas bases se relacionan por semejanza,
es conocido que:

Q(v,w) = (ad — be)*Q(=,y).

Por tanto, K(v,w) = K(z,y).
[

Definicién 3.17. Dado un plano tangente II no degenerado de M en p, se llama curvatura
seccional de 11, y se denota por K (II), al nimero

(Rywv,w)

KD =50

donde {v,w} es una base cualquiera de II.
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Definicién 3.18. Se dice que una variedad semi-riemanniana es plana si el tensor de
curvatura R es nulo en cada punto de M.

Lema 3.19. Sea g una métrica en un R-espacio vectorial V', y sean x,y € V. Entonces,
eriste w € V y 0 > 0 tal que para todo &' con 0 < § < 6§, {z,y + §w} es base de una
seccion plana no degenerada.

Demostracion. Es un ejercicio de algebra lineal probar que existe un w € V tal que = y
w son linealmente independientes y Q(z,w) # 0.

Si 0 > 0, entonces con una simple cuenta se llega a que:

Q(x,y + dw) = 8°Q(z,w) + 26((z, 2)(y,y) — (z,y){z,w)) + Q(z,y).

Si Q(z,w) £ 0, la ecuacién 32Q(x, w) + 20((z, z)(y,y) — (v, y){z, w)) + Qa,y) = 0 es de
segundo grado, por lo que tiene como mucho dos raices. Por tanto, podemos tomar un ¢,
lo suficientemente pequenio como para que Q(z,y + d'w) # 0 para todo ¢’ con 0 < §' < 6.

Veamos que existe d; > 0 tal que = e y + dow son linealmente independientes para todo ¢’
con 0 < 0" < dy. Sea BB una base del espacio vectorial V 'y x = (z1,...,2,), ¥y = (Y1, -, Yn)
y w = (wy,...,w,) en esa base. Como x y w son linealmente independientes, entonces

existe un menor de la matriz
xl I2 P a’:n
wl w2 P wn

cuyo determinante es distinto de cero. Si suponemos que el menor es el de las componentes
1y 2, entonces z1wy — xowy # 0. Se tiene que:

xq X2

Y1 4 Swy ys + 0wy | 6(z1we — Tow1) + (T1y2 — Tay1)-

Como xwy —zow; # 0, entonces la ecuacion 0 (xqwe —xowy )+ (21y2 — x2y1 ) = 0 tiene como
mucho una rafz, por lo que podemos tomar 9, tal que &' (xqwe — ow ) + (T1Y2 — 22y1) # 0
para todo ¢’ con 0 < ¢ < d;.

Finalmente, basta con definir 6 = min{dy, d2}.
0

Proposicién 3.20. M es plana si y solo si la curvatura seccional K es idénticamente
nula en toda seccion plana no degenerada.

Demostracion.

= Si M es plana, entonces R es nulo en todo punto de M. Si Il es una seccién plana
de M en p, y {v,w} una base cualquiera de II, se tiene que R,,v = 0, por lo que
(Rywv,w) = 0, y lo es también K (v, w). Luego la curvatura seccional es idéntica-
mente nula en II.
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= Suponemos que la curvatura seccional K es idénticamente nula en toda seccion
plana no degenerada. Sea p € M, vamos a probar que R es nula en p. Dividiremos
la demostracién en cuatro pasos:

1. (Ryyz,y) =0V, y € T,(M).

Si {z,y} son base de una seccién plana II de 7),(M) no degenerada, entonces
K(IT) = 0, y se cumple lo anterior.

Si {z,y} no lo son, se pueden tomar como limite de pares de vectores {x;,y;}
que generan secciones planas no degeneradas, como hemos visto en el lema 3.19.
Por consiguiente, para estos vectores (R, x;, v;) = 0, y como esta funcién es
continua al ser multilineal, se tiene que (R,,z,y) = 0.

2. R,yx =0 para todo z,y € T,(M).

Para demostrarlo, tomamos z € T,(M) arbitrario, y operamos de la siguiente

manera:
<Ry+z,xy + wa) = <Ryxyax> + <Ryxza$> + <szy7$> + <sz27$>'
Por (1), tres de los anteriores se anulan, por lo que (R,,2, ) = —(R..y, x).

Por la propiedad (4) de la proposicién 3.12, se tiene que (R,,z, ) = 0. Haciendo
uso de las propiedades (1) y (2) de la proposicién 3.12, se tiene que (R,,x, z) =0
para todo z € T,(M), por lo que queda probado.

3. Ryyz = Ry,x para todo z,y, z € T,,(M).
Operando, se tiene que Rx+z,y(x +2)=Ryyr+ Ryyz + Rz + R,y 2.

Tres de los sumandos se anulan por el apartado (2), por lo que R,,z = —R,,z.
Debido a la antisimetria de R respecto a los dos primeros argumentos, queda
probada la afirmacién anterior.

4. R,z = 0 para todo z,y, z € T,(M).

Debido a la Primera Identidad de Bianchi (proposcién 3.11):
Ryyz + Ry.x + R,y = 0.
Utilizando (3) se tiene que 3R,z = 0, por lo que queda probado.

]

Ejemplo 3.21. Cualquier espacio semi-Euclideo R]. es plano, ya que los simbolos de
Christoffel son nulos para las coordenadas naturales, luego R = 0 por la proposicion 3.14.

Definicién 3.22. Decimos que una funcién multilineal F' : T,(M)* — R es de tipo
curvatura si F' cumple las simetrias enunciadas en la proposicicién 3.12 para la funcién
(v,w,z,y) — (Ryw,y), es decir:
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1. Flv,w,z,y) = —F(w,v,z,y)
2. Flv,w,z,y) = —F(v,w,y,x)
3. Flv,w,z,y)+ F(w,z,v,y) + F(z,v,w,y) =
4. F(v,w,z,y) = F(z,y,v,w).

Proposicién 3.23. Si F(v,w,v,w) = 0 para toda base {v,w} de un plano no degenerado,
entonces F' = 0.

Demostracion. Para demostrarlo, se utiliza el mismo razonamiento que en la proposicién
3.20, donde tnicamente se ha hecho uso de las mismas propiedades algebraicas que se
cumplen para F'. O

El tensor de curvatura de Riemann es un operador bastante complicado. Veamos que K,
que es una funcién mas sencilla con llegada en R, lo determina completamente.

Proposicién 3.24. Sea F' una funcion de tipo curvatura en T,(M) tal que

F(v,w,v,w)

K(v,w) = (v, v){w,w) — (v, w)?

siempre que {v,w} sean base de un plano no degenerado. Entonces,

<va$,y> = F(anaxay) Vv,w,l‘,y € TP(M)

Demostracion. Sidenotamos la funcién diferencia A(v, w, z,y) = F(v,w, x,y)— (R, y),
entonces A cumple las relaciones de simetria anteriores, luego es de tipo curvatura. Por
hipétesis, A(v,w,v,w) = 0 si {v,w} es base de un plano no degenerado, por lo que por
la observacion 3.23, A = 0. O

Definicién 3.25. Se dice que una variedad semi-riemanniana M tiene curvatura constante
si su curvatura seccional es una funcion constante.

Ejemplo 3.26. No tenemos el suficiente desarrollo teorico para probarlo, pero es intere-
sante senalar que un ejemplo de variedad semi-riemanniana con curvatura constante es
la esfera S™ de R™! de radio r.

Corolario 3.27. Si M tiene curvatura seccional constante C', entonces

Ryyz = C ({z,2)y — (2, y)z).
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Demostracion. La formula
F(z,y,v,w) = C{{(v,x)y — (v,y)x,w)
cumple las propiedades de la definicién 3.22, por lo que es de tipo curvatura. Ademas, si
{z,y} son base de un plano no degenerado,
F(z,y,2,y)

Q(x,y)

Por la proposicién 3.24, (R,yz, w) = F(z,y, z,w) = C{(v,z)y — (v, y)z, w), para todo w,
por lo cual el corolario queda probado.

K(z,y)=C =

[]

3.3. Superficies semi-riemannianas

Sea M una superficie semi-riemanniana, es decir, una variedad semi-riemanniana de di-
mension dos, y sean v y v coordenadas en un entorno U de M. Denotaremos las compo-
nentes del tensor métrico de la siguiente manera:

E = g11 = <8u70u>
F = g12 = go1 = <5’u,8v>
G = go = (81;, av)-

El elemento de linea es
ds®> = Edu® + 2Fdudv + Gdv*

Q= Q(0,,0,) = EG — F2.

Utilizando que ¢'!' = G/Q, ¢ = E/Q, ¢'* = ¢*' = —F/Q y la proposicién 2.29, se
deduce que los simbolos de Christoffel cumplen las siguientes igualdades:

T E,/2 F s | E E,/2
L=\ p B2 G QUu=|p r, g2
E, /2 F E E,/2
1 _ v 2 v
QF12_ Gu/Q G‘ QFIQ_ A Gu/2’
F,—(G,/)2) F E F,—(G./2)
1 _ 2
QF22 - Gv/2 G ' QF22 - a Gv/2 .

Y las ecuaciones de las geodésicas son:

u” + T + 2T 1,0/ + Thv? = 0
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v+ THu? + 2T u'v' + a0 = 0.

Como M tiene dimension 2, solo habrd un tnico plano tangente en p, T,,(M). Por tanto, la
curvatura seccional se convierte en una funcion real de M, y recibe el nombre de curvatura

de Gauss de M.

3.4. Contracciones métricas

En la proposicién 2.25 vimos que en cualquier variedad semi-riemanniana M hay un
isomorfismo F (M )-lineal entre campos vectoriales diferenciables y 1-formas diferenciables
sobre M, dado por:

X € X(M) = THM) — X* € X*(M) = T(M), donde X*(Y) = (X,Y) VY € X(M).

En esta seccion veremos cémo extender el isomorfismo anterior a campos tensoriales de
mayor orden.

Proposicién 3.28. Sea U un abierto de M con coordenadas z*, . .., x". El campo vectorial

en U métricamente equivalente a dx' es Zj g¥ Eet y la 1-forma métricamente equivalente

@55 e > 9vdal.
En general, si§ =", 0;dz" € X*(M) en U, su campo vectorial métricamente equivalente

* 7] el
es 0* = Zm.gjé’i@.

Demostracion. Sea X un campo vectorial cualquiera. Entonces, en U:

dr'(X) = ZX’“CM(%) = X!
(500350 = S X g ) = S = L0 = X
7.k

Como ambos coinciden, se cumple la primera parte del lema. La segunda se demuestra de
forma andloga.

Que el campo vectorial métricamente equivalente a § = > 0;dz" € X*(M) en U sea

= Zm g¥ QZ% se obtiene directamente de lo anterior.

]
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Definicién 3.29. Sean r y s enteros postivos, y a y b enteros tales que 1 < a < ry
1 < b < s. Llamamos operador bajada de indice a la aplicacién [§: T7 (M) — T3 (M)
dada por:

WA, .07 X, X)) =A@, X0 X X1, X, X)),

donde A € T/ (M), 0*,...,071 € X*(M), X1,...,Xs1 € X(M) y Xj estd en la posicién
a.

Definicién 3.30. Sean r y s enteros postivos, y a y b enteros tales que 1 < a < ry
1 < b < 5. Llamamos operador subida de indice a la aplicacion 1¢: T (M) — T (M)
dada por:

*

FANOY, . X, X)) = AL, L0 et e X0 X ),

donde A € T/(M), 0%, ...,0"" € X*(M), X1,..., X, € X(M) y 6% esté en la posicién
b.

Proposicién 3.31. Las operaciones subida y bajada de indices son isomorfismos F(M)-
lineales.

Demostracion. Que sean F (M )-lineales es inmediato por la definicién, ya que los campos
tensoriales lo son. Para ver que son isomorfismos, demostraremos que una es inversa de
la otra. Vale con probar que 1¢ (¢ (A)) = A, ya que son aplicaciones entre R-espacios
vectoriales de la misma dimension.

Si tomamos 6,...,0" € X*(M) y X1,..., X, € X(M) cualesquiera, se tiene:

g (A0, X, X)) =
=18 (AYOY, ..., 0% 0t T X, 07X
= A0, ..., 0% (07,0 0T X, X)) =
= AB',...,0", X1,..., X,).

~—

Por lo que 1§ (4§ (A)) = A.
[l

Proposicién 3.32. Sea M una variedad semi-riemanniana y sean x*

de un entorno de M. Si A € T] (M), en ese entorno:
1 \Lg (A)’ilamvir—l _ Zk; gjb7kA2'17~~-,ia—1,k»ia+1,~~:ir—1

jlv"'sz-Fl jl7~~~7jb717jb+17~”7js+1

..., 2" coordenadas

2. /I\g (A)ilv“'viT-‘-l — Zk gia,k}Ai17"'7i¢l—17iG+17"’7iT+1

JlseensJs—1 J1seeesJb—1:K:Jo+ 150 Js—1"

Sandra Espina Pardo 75



3.4. CONTRACCIONES METRICAS CAPITULO 3. CURVATURA DE UNA VARIEDAD SEMI-RIEMANNIANA

Demostracion. Solo vamos a demostrar (1), pues la demostracion de (2) se hace de manera
andloga.

ig (A)zll’,’,lj:rll :iz (A) (dxilv s ’dxiPl ) ajl’ R 78js+1) =

_ i1 * ip_1 ) ) ) ) _
—A(dx sy 0h e de Oy 304y 3 0y -0 0juyy) =

747"71 —
—A E g]b,kdx d y jl,...,ajbil,ajbﬂ,...,8j5+1)—

— Zl’ , 7f'r 1
: :gﬂbvk J1ye- :]b 1:]b+17 Js+1°

O

Definicion 3.33. Dos campos tensoriales tales que uno es obtenido a partir del otro con
las operaciones subida y bajada de indice se dice que son métricamente equivalentes.

Vimos que el tensor curvatura de Riemann R : X (M)* — X(M) se puede entender como
un campo tensorial diferenciable de tipo (1,3) debido a la observacién 1.69. Por tanto, se
puede aplicar sobre R la operacién bajada de indice |{ R obteniendo un campo tensorial
de tipo (0,4) métricamente equivalente al tensor curvatura de Riemann, denominado
tensor curvatura de Riemann-Christoffel. Sus componentes en un sistema de coordenadas
2t ..., 2" de M son:

o 0 0 0
Rijri =l (R )(§7§,ﬁ75)zzgih3ﬁp
h

En variedades diferenciables, las contracciones operan en un indice covariante y uno con-
travariante, obteniendo tensores de tipo (r — 1,s — 1) a partir de tensores de tipo (r, s).
En variedades semi-riemannianas podemos contraer métricamente dos indices covariantes
elevando uno de ellos y luego contrayendo de manera usual. Andlogamente, podremos
contraer métricamente dos indices contravariantes bajando uno de ellos y contrayendo
posteriormente de la manera habitual.

Definicién 3.34. Sil < a < b < sy r es un entero positivo, se llama contraccion métrica
covariante Cyp : TT (M) — T, a la aplicaciéon F(M)-lineal Cpp, = C}_jo 1L

Definicién 3.35. Sil < a < b < ry s esun entero positivo, se llama contraccion métrica
contravariante C® : T7 (M) — T7=2 a la aplicacién F(M)-lineal C® = C?1o |9

Proposicién 3.36. Siz! ... a" son coordenadas de M, y a € T'(M) se tiene que:
Ul5eend lk i, ,
(CabA) Zl k g .]17 ’ 3eey ’ '7js+2
ab A\l Zl: lyesksesir—2
2. (CVA) 00 =D A )

donde en ambos casos | y k estdn en las posiciones a y b, respectivamente.
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Demostracion. Vamos a probar (1). La demostracién del apartado (2) se harfa de manera
andloga.

(AT _ 1 11, i 1 klh L _
(O‘le> JZ 2 Cb 1(T ( 732 2 Z T ]17 Jb 2,K,Jbynds—2

kl 21, N _ lk ll; 7
- Zg J1se Ja LibJat1yoJb—2,K,0b55ds+2 2 :g A ~~~~~~~~~~ ky.js+2”
Lk

En efecto, [ y k estéan en las posiciones a y b.

3.5. Campos de referencias

Definicién 3.37. Un campo de referencias ortonormales es un conjunto de n campos
vectoriales { £, ..., E,}, unitarios y ortogonales entre si, tal que para cada punto p € M,
{E1(p), ..., E.(p)} es una base ortonormal del espacio tangente T,(M).

No tiene por qué existir un campo de referencias ortonormales definido en todo M, pero
veremos que si localmente.

Si Ey,...,FE, es un campo de referencias ortonormales de M y V es campo vectorial,
podemos escribir V = Y V'E;. Ademés, (V, E;) = O VIE;, E;) =Y, VI(E;, E;) = &V,
donde ¢; = (E;, E;), luego

V=Y clV,E)E; (3.1)

Por tanto,
(V,W) =" eV, E)W, E)).

En un entorno normal coordenado de un punto p, la base de las parciales es ortonormal
y los corchetes de Lie son nulos en el origen p. Pero en un entorno general, es necesario
valorar en cada caso el uso de la referencia de campos FE1, ..., E, o el uso de le R, a%.
El primero tiene como ventaja que (E;, E;) = d;5¢; frente a (2,2

5.7 3.7) = Yij> pero los
: o) o) f : 3 A
corchetes de Lie [5%, 5=| se anulan y los de los campos de referencia no tienen por qué
ox'? OxJ
anularse.

Definicién 3.38. Sea o : I — M una curva diferenciable sobre M. Un campo de
referencias ortonormales a lo largo de la curva « es un conjunto de campos vectoriales
{E1,...,E,} alo largo de a, ortogonales y unitarios.

Esta referencia de campos se puede definir sobre toda la curva, y ademas los campos
vectoriales se pueden elegir paralelos:
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Proposicién 3.39. Sia: I — M es una curva, y {ey,...,e,} es una base ortonormal
del espacio tangente Too) (M), entonces hay un tnico campo de referencias ortonormales
{E1,...,E,} alo largo de «v tal que E;(0) = e; para 1 < i < n.

Demostracion. Por la proposicion 2.44, existe un tnico campo vectorial paralelo F; en «
tal que F;(0) = e; para 1 < i < n. Sabemos que estos campos vectoriales son ortonormales
en «(0), ya que ey, ..., e, es una referencia en «(0). Como vimos en la proposicién 2.46,
las traslaciones paralelas son isometrias lineales, luego se conservan los productos (,) y
Ey, ..., E, son ortonormales en todo a(t), t € I.

m

Con lo anterior ya podemos afirmar que las referencias de campos sobre M existen local-
mente. Sea p € M. Dada cualquier referencia ortonormal ey, ..., e, del espacio tangente
T,(M), se coge un entorno normal U de p y se extiende la referencia anterior a una
referencia de campos Ei, .., E, en U por transporte paralelo sobre geodésicas radiales.

3.6. Operadores diferenciales

En esta seccién, se van a estudiar las generalizaciones a las variedades semi-riemannianas
de algunos operadores diferenciales muy importantes en el célculo vectorial en R3. Por
tanto, se supone que M es una variedad semi-riemanniana.

Definicién 3.40. El gradiente de una aplicacién f € F(M) es el campo de vectores
métricamente equivalente a la diferencial df € A*(M). Se denota como grad(f).

Por tanto, (grad(f), X) = df(X) = X(f) para todo X € X(M).

Proposicién 3.41. Sea U es un abierto de M con coordenadas x*, ..., x". En U se tiene:
" Of 0
d - Z]—.—.
grad(f) D B

ij

0 :

Demostracion. Como f € F(M), df = a—;jdﬂ en U.

Ademas, como grad(f) € X (M), su expresion en U sera de la forma grad(f) = Fj%,
x

con FV € F(M). Se tiene por tanto lo siguiente:

o 0 nOf .0 of
= (grad(f), ?> = df(%)@: ag %dx](axi) = o
= {grad(f), 55) = L F (G5 55) = K g
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Igualando las dos expresiones, y denotado por G = (g;;) a la matriz de la métrica, se
tiene:

af of
( 1 ) n)G (awlv ) axn)
Multiplicando por G~! los dos términos por la derecha:
_ L 0F f | 1
(Fy,...,F,) = (—axl,..., 8x”)G
Por lo que F; =Y g —= of
I i

]

Definicién 3.42. Sea A un campo tensorial diferenciable en M. Una divergencia de A,
denotada en general por div(A), es la contraccién del nuevo argumento covariante de su
diferencial covariante D(A) con uno de sus argumentos orginales.

Vamos a estudiar dos casos en los que existe una tnica divergencia:

Proposicién 3.43.

1. Si X € X(M), entonces div(X) = C{(DX). Si U es un abierto de M con coorde-

nadas x*,...,x", y denotamos por X* a las componentes de X en U, entonces se

tiene que en U:
div(X) = Z (W +Zr ) .

2. Sib e T (M) es simétrico, entonces div(b) = C13(Db) = Coz(Db) € X*(M). Si U es
un abierto de M con coordenadas x',...,a", y denotamos por b;; a las componentes
de b en U, entonces en U:

div(b) = Zglk (a—xé - Z(sz mj + ijblm)> dx’.

jlk m

Demostracion.

1. Como X € X(M) = T, (M), entonces DX € T;*(M), por lo que la tinica contraccién
que se puede aplicar sobre DX es C1.

Las componentes de DX son las siguientes, debido a la proposicion 2.29:

(DX)% = DX (da', ai) D X(da') = Z(ay*ZF ) dz') =

-3 (ST,

Sandra Espina Pardo 79



3.6. OPERADORES DIFERENCIALES CAPITULO 3. CURVATURA DE UNA VARIEDAD SEMI-RIEMANNIANA

Debido a la expresion 2.1, se tiene:
div(X) = IS
ZU( ) Z ( ort + Z >

Como b € T (M), entonces Db € TL(M). Por tanto, hay dos contracciones posibles
que cumplen la condicién de la definicion, C13 y Cas. Veamos que coinciden, para lo
cual comprobaremos que coinciden en cualquier entorno coordenado.

Por la proposicién 3.36, las componentes de C3(Db) son:
013 Db Zglkal]k

Veamos cudles son las expresiones de las componentes de Db, para lo que utilizamos
la regla del producto de las derivaciones (proposicién 2.12):

o 0 0 o 0
Dbij = Db(axw pr W = Da%k@(@’ o) =
8 8 8 0 E) )

8bl 6
ax/]c Z kla m’ O g a l’z kﬂaxm -

oby; m "
&E,i > (Tt + Tibim).

m

Por 1ultimo, como b y g son simétricos, se tiene:
Cas(Db); =Y g"Dbjy = > g"*Dbyji = C15(Db);,
por lo que queda probado que es la tinica divergencia posible de b.

]

Definicién 3.44. Sea f € F(M). Se llama hessiana de f a la segunda diferencial cova-
riante HY = D(Df).

Proposicién 3.45. La hessiana de f es un campo tensorial simétrico de tipo (0,2) tal

que
HI(X,Y) =X oY (f) = Dx(Y)(f) = g(Dx(grad(f)),Y).
Si U es un abierto de M con coordenadas x*,...,z", entonces en U:
of \ . .
[ k 7 j
H Zj (amﬂ era >dx ® da’.
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Demostracion. Se tiene que Df = df, ya que Df(X) = Dx(f) = X(f) = df(X) para
todo X € X(M). Aplicando la regla del producto de las derivaciones (proposicién 2.12)
se tiene lo siguiente:

DDF)(X,Y) = Dy(Df)(X) = Dy (df)(X) = Dy (df (X)) — df (Dy (X)) =
= Dy (X(f)) = Dy (X)(df) = Y (X(f)) = Dy (X)(df).

Debido a la propiedad (D4) de la conexién de Levi-Civita ([X,Y] = Dx(Y) — Dy (X))
del teorema 2.26, se da la siguiente igualdad:

D(DF)(X,Y) = X(Y(f)) — Dx(Y)(df),

y se deduce que la hessiana es simétrica.

Por la propiedad (D5) de la conexién de Levi-Civita (teorema 2.26) se tiene que:

Xg(grad(f),Y) = g(Dx(grad(f)),Y) + g(grad(f), Dx(Y)).

Como g(grad(f),Y) = df(Y) = Y(f) y glgrad(f), Dx(Y)) = Dx(Y)(f), se tiene la
ultima igualdad a probar:
X(Y(f)) = Dx(Y)(df) = g(Dx(grad(f)),Y).

Finalmente, si U es un abierto de M con coordenadas z!,..., 2", se tiene que las compo-
nentes de la hessiana de f son:

0 ﬂ): 0 0 0 o*f B - kf)_f
oxt’ Oxd ort

f_
Hj, = H(

° 0w ) ™ Paslgp V) = i — 2 Tiiger
[l

Definicién 3.46. Sea f € F(M). La laplaciana de f, Af, es la divergencia de su gra-
diente. Es decir, Af = div(grad(f)) € F(M).
Proposicion 3.47. La laplaciana de [ es la contraccion de su hessiana.

Demostracion. Como la diferencial covariante conmuta con el operador subida de indice,
y ademds 11 (df) = grad(f), se tiene que:

Af = div(grad(f)) = Cy o D(grad(f)) = Cy o Do 1} (df) = Cyo 11 oD(df) =
= OpD(df) = Cra(HY).

]
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Proposicién 3.48. Sea U un abierto de M con coordenadas z',...,a". En U, se tiene

que:
— i — k ZJ
Al) Zg (8:171'895]' - L 83:’“) )

ij

Demostracion. Como A(f) = C1o(H') € X (M), por la proposicién 3.36 se tiene:
A(f) = g"H].
ij
[l

Observacién 3.49. En el espacio R3 se obtienen los operadores clésicos, ya que los
simbolos de Christoffel son nulos, como vimos en la proposicién 2.30.

3.7. Curvatura de Ricci y Curvatura Escalar

Sea R : X(M)3> — X(M) el tensor de curvatura de Riemann de una variedad semi-
riemanniana M. Hemos visto que, debido a la observacion 1.69, el tensor de curvatura de
Riemann se puede entender como un campo tensorial diferenciable de tipo (1,3) en M.
Utilizaremos la notacién R : X*(M) x X(M)? — F(M) para distinguir las dos formas de
entender el tensor de curvatura. De esta manera, vimos que R(#, X,Y, Z) = 0(R(X,Y, Z))
para todo € X*(M)y X,Y,Z € X(M).

Vamos a estudiar una aplicaciéon necesaria para definir el tensor de curvatura de Ricci:

Sea V un K-espacio vectorial. Sea OB VXV xV*xV* — VeV*@V*@V* la aplicacién
K-multilineal dada por ¢'3(v, 1, @2, v3) = VR V3R s @ ;. Como vimos en la proposicién
1.53, esta induce una aplicaciéon K-lineal ¢ : V@ V* @ V*@V* — V@ V* @V e V*
tal que ¢ (v ® Y1 ® Yo @ P3) =V ® Y3 ® Ya @ 1.

La aplicacién ¢! es su propia inversa, por lo que es un isomorfismo. Ademds, si A € T7(V),

sus coordenadas respecto a una base cumplen que ¢13(A)§jk = Aﬁﬂji.

Definicién 3.50. El tensor de curvatura de Ricci de M, al que denotamos por Ric, se

define como Ric = C}(¢'*(R)) € TX(M).

En esta seccidn, si {V1,...,V,} es una base de X (M), denotamos por V;* a los elementos
de la base dual, y no a las 1-formas métricamente equivalentes a estos campos tensoriales.

La siguiente proposicién se cumple para una base cualquiera de X (M), sin necesidad de
que sea ortonormal.
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Proposicién 3.51. Si {Vi,...,V,} es una base de X (M) y {V}*,...,V.*} es su base dual,

entonces:
Ric;; = E R”m,

R, = W*(R<V77Vm7v;>)

ijm

donde

Demostracion. Si definimos Rﬁm

V*(R(Vi, V;, Vi), se tiene

M"/}’Vk ZRkU

Por tanto,
—l
i,9,k"

l
Rk’l]

Por otra parte, como Ric € T (M), podemos escribir:
Ric(R) = Z Ric;Vir @ V7,
(]
y por definicién, Ric(R) = C3(¢'®(R)), por lo que:

Ricij = Z zm] Z R Z Rzgm

m

]

Observacién 3.52. Se puede probar que las tinicas contracciones no nulas de ¢'*(R) son
+ Ric.

Proposicién 3.53. Respecto a un campo de referencias ortonormales {Ey, ..., E,}:

Ric(X,Y) =) em(Rx5,Y, En)

para todo X,Y € X (M), con e, = (Epm, En).

En particular, el tensor de curvatura de Ricci es simétrico.

Demostracion. Sea {Ef,..., E*} la base dual de {F},..., E,}.

Debido a la ecuacion 3.1, se tiene:

R(El, Z Rk”Ela

donde
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szy <R(E17E17Ek>>aEl>
Como Ric € T (M), utilizando las bases anteriores podemos escribir:
Ric =Y Ric;Ef ® E} =Y Rj} Ef ® E; =Y en(R(E}, B, E), E)Ef @ E;.
i ym ijm

Por tanto, si X = Y  X*E, vy Y = Y. Y*E}, debido a la a la proposicién 3.7 y a la
F(M)-multilinealidad de R y de la métrica, se tiene que:

Ric(X.Y) = em(R(Ej, En, E;), En)E; @ Ej(X,Y) =

igm

= em(Re, 5, (E), En)Ef(X)E;(Y) =) em(Rp, 5, (E:), Bn) XY =

ijm ym

:Z <RYEm Zé?m RXEm E >

De la parte 4 de la proposicion 3.7, se deduce que el tensor de curvatura de Ricci es
simétrico.

]

Definicién 3.54. Si el tensor de curvatura de Ricci de M es idénticamente nulo se dice
que M es plana de Ricci.

Como la curvatura seccional detemina R, también determinara Ric.

Definicién 3.55. La curvatura escalar S de M es la contraccién C(Ric) € F(M) del
tensor de Ricci.

En funcién de las coordenadas,
S=> g7Ric;y = g'Rl.
iJ ijk

Y respecto a un campo de referencias ortonormales:

S=2Y K(E;,E),

i<j

ya que
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S = ZngZCn = ZSZRZC(E“ EZ) = Z€i€j<REi,EjEi7 E]> =

z’;«éj
= e, K (B, E)(eie; — ((Ei, Ej))) = > K(Ei, E;)(1—6)) =Y K(E;, E))
i#j i#] i#]
=2 K(E,Ej).
1<j

La siguiente proposicion es crucial para el estudio de la relatividad general.

Proposicién 3.56.
dS = 2div(Ric)
Demostracién. Sea U un entorno normal de M con coordenadas z?,..., 2"
En esta proposicién haremos uso de la siguiente notacién. Si A € 77 (M), denotaremos
las coordenadas de DA € T, por A“’V_.’;T &

Debido a la proposicién 3.13 se cumple la siguiente igualdad:

Da(R)%i—i—Dik(R)ili—l-Dil(R)a a =0.

oz azk ? oal ox gzl 0z oz 0z’ gk
o0y _ % 0 : 2 : 0
Como D@%T(R) aak’%(ﬁ) = > ., 57> evaluando la expresién anterior en 575 se ob-
x x

tiene que:

(Rl + Rl + R, )i—o

jkl;r jlr;k grk;l axz — Y
i

luego

Ri'kl;r + R;lr;k + R;'rk:;l =0.

J

Contrayendo sobre los indices i y 7, y utilizando que R, = R%;,., (proposicién 3.7):

Z R;’kl;r + Z R;"lr;k - Z R;’kr;l =0
' T '
Y por la definiciéon de tensor de Ricci esto corresponde a:
Z R;‘kl;r + R’ile;k - RZ'Cjk;l = 0.
T

Haciendo la contraccién métrica en j y k, se obtiene:

Z gijgkl;r -+ Z gijZ'le;k — Z gijiCjk;l = 0.
7,k

r.g,k Jsk
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El tercer término corresponde a la coordenada [-ésima de la diferencial covariante de la
curvatura escalar:

Z ¢"* Ricjiy = O} (DRic;) = D(C| Ric), = D(S), = Sy,
gk

y ademés D(S) = dS, por lo que se corresponde con d.S;.

El segundo término es la coordenada [-ésima de la divergencia de la curvatura de Ricci.
Esto se justifica porque la curvatura de Ricci es simétrica y utilizando la proposicion 3.43
se tiene C3 (DRic) = div(Ric).

Operamos en el primer sumando, teniendo en cuenta la relacion entre el tensor de curva-
tura de Riemann y el de Riemann-Christoffel (3.4), al cual vamos a denotar por R:

ik pr _ ik _mr D _ mr _jk _ mr pr
E 9 Ry = E 9" 9" Rjriyr = g 9" G Rimikr = D 9" Rypigers
k

r7j7k r7j7k7m r7j7k7m T?j?
que corresponde a su vez con la coordenada [-ésima de la divergencia de la curvatura de
Ricci.
Por tanto, se tiene que 2div(Ric); = dS), por lo que se cumple la igualdad del enunciado.
) q » P q p
m
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Capitulo 4

Introduccion a la relatividad especial

A finales del siglo X IX se empezd a aceptar la existencia de varios problemas importantes
en la fisica newtoniana, relacionados con las propiedades de la luz. Muchos cientificos tales
como Lorenz o Poincaré hicieron progresos en la resolucién de estos problemas, pero el
primero que dio una soluciéon fue Einstein con la teoria de la relatividad especial. La
base de esta fue el cambio de las coordenadas espaciales y temporales. Mas adelante,
Minkowski mostré que esto se da de forma natural al intercambiar los espacios R y R
por R{. Escribié: “De aqui en adelante el espacio por s{ mismo, y el tiempo por si mismo,
estan condenados a desvanecerse en meras sombras, y solo una especie de unién de los
dos preservara una realidad independiente”.

En este capitulo introduciremos algunas nociones basicas sobre la relatividad especial
y algunos conceptos necesarios para desarrollar esta teoria en el marco de la geometria
semi-riemanniana. Nos centraremos en dar las ideas béasicas, omitiendo las demostraciones.
Este es uno de los ejemplos mas caracteristicos de las aplicaciones de la geometria semi-
riemanniana, entre los que se incluyen a su vez areas cientificas como la relatividad general
o la electrodindmica.

4.1. Geometria lorentziana

En este apartado nos centraremos en las variedades lorentzianas y su geometria, que sera
indispensable para el desarrollo de la relatividad especial.

Recordemos que una variedad lorentziana es una variedad semi-riemanniana de indice
v =1y dimensién n > 2.
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4.1.1. Caracter causal lorentziano en espacios vectoriales

Definicién 4.1. Un espacio vectorial con un producto escalar de indice uno y dimension
mayor o igual que dos se llama espacio vectorial lorentziano.

Definicién 4.2. Sea (V,g) un espacio vectorial lorentziano. El cardcter causal de un
vector v € V se define como:

1. Espacial si (v,v) > 00 v =0.
2. Nulo o luminoso si (v,v) =0y v #0.
3. Temporal si (v,v) < 0.

Se dice que el vector es causal si es temporal o nulo. Ademas, el conjunto de todos los
vectores nulos se llama cono de luz de V', y se denota por A.

Definicién 4.3. Sea (V, g) un espacio vectorial lorentziano, y sea W C V' un subespacio
de V. Se define el cardcter causal de W como:

1. Espacial si g’W es definido positivo.
2. Nulo o luminoso si g‘W es degenerado.

3. Temporal si g‘W es no degenerado de indice 1.

Esta clasificacion es excluyente. Ademas, el caracter causal de un vector v € V coincide
con el cardcter causal del subespacio Rv = {av : a € R}.

Proposicion 4.4. Sea W un subespacio de un espacio vectorial lorentziano V. Entonces:

1. W es temporal si y solo si W+ es espacial.
2. W es espacial si y solo si W+ es temporal.
3. W es luminoso si y solo si W+ es luminoso.

4. Dos vectores luz son ortogonales si y solo si son proporcionales.

Proposicion 4.5. Un subespacio W de un espacio vectorial lorentziano V' es espacial si
y solo si todos sus vectores son espaciales.

Proposicion 4.6. St W es un subespacio de un espacio vectorial lorentziano V', con
dimW > 2, entonces los tres enunciados siguientes son equivalentes:

» W es temporal.
= W contiene un vector temporal.

= W contiene dos vectores luminosos linealmente independientes.

88 Sandra Espina Pardo



CAPITULO 4. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL 4.1. GEOMETRIA LORENTZIANA

Proposicion 4.7. Si W es un subespacio de un espacio vectorial lorentziano V', los si-
guientes resultados son equivalentes:

= W es luminoso.
» W contiene un vector luz, pero ninguno temporal.
s WNA=L-0, donde L es un subespacio de V de dimension 1.

El concepto de cardcter causal en espacios vectoriales se puede extrapolar a variedades
semi-riemannianas sin dificultad de la manera siguiente. El caracter causal de un vector
tangente v a M en p se define como el cardcter causal de v en T,(M). Si P es un abierto
de la variedad semi-riemanniana M y para cada p € M, el subespacio T),(P) del espacio
tangente T),(M) tiene el mismo cardcter causal, entonces se dice que este es el cardcter
causal de P.

Definicién 4.8. Se dice que una curva diferenciable o : I — M es temporal, nula o
causal si &/ (t) es un vector temporal, nulo o causal de M para todo ¢t € I, respectivamente.

4.1.2. Conos temporales y orientacion temporal en espacios vec-
toriales

Sea (V,g) un espacio vectorial lorentziano. Denotaremos por 7 C V al conjunto de los
vectores temporales de V.
Definicién 4.9. Dado u € .7, se definen los siguientes conjuntos:

1. Cono temporal de u: C(u) ={v € 7 : g(u,v) < 0}.

2. Cono temporal opuesto de u: C(—u) = —C(u) = {v € T : g(u,v) > 0}.

3. Cono causal de u: C(u) = {v € T UA : g(u,v) < 0}.

Observacién 4.10. Siu € 7

1. Como u es temporal, u € C'(u).

2. Por la proposicion 4.4, se tiene que si u,v € 7, entones g(u,v) # 0, de donde se
concluye que 7 = C'(u) U C(—u) para cada u € 7. La unién anterior es disjunta.

3. Como C(u) y C(—u) son abiertos, .7 no es conexo.

Proposicion 4.11. Dos vectores temporales estdn en el mismo cono temporal si y solo si
su producto escalar es negativo.

Por tanto, si u,v € J y u € C(v), entonces v € C(u) y C(u) = C(v). Como consecuencia,
Z es la union disjunta de dos conos temporales.

Los conos temporales C'(u) y C(—u) son convexos, ya que si v,w € C(u), tv+ (1 —t)w €
C(u), ¥Vt € [0,1].
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Definicién 4.12. Una orientacion temporal de V es una elecciéon de uno de los dos
conos temporales de V. Si el cono temporal esta fijado, diremos que V' esta orientado
temporalmente. El cono elegido se llama futuro y el otro pasado.

Proposicién 4.13. Dados u,v € 7, se tiene que:

1| glu,v) [|Z]| w |||l v ||, lo que se conoce como desigualdad de Schwartz invertida.
La igualdad se cumple si y solo si v y w son proporcionales.

2. 51 C(u) = C(v), existe un unico dngulo ¢ > 0, al que llamaremos dngulo hiperbdli-
co, tal que g(u,v) = — [[ u ||| v || cosh(y).

3. 851 C(u) =C), |utv ||=]|ullllv] , lo que se conoce como desigualdad triangular
invertida. La igualdad se cumple si y solo si u y v son proporcionales.

4.1.3. Conos temporales y orientacion temporal en una variedad
lorentziana

Ahora vamos a proceder a definir la orientacién temporal de una variedad. Una variedad
va a ser temporalmente orientable si para cada punto puede elegirse una nocién de futuro
y pasado, que varie continuamente.

Definicién 4.14. Sea (M, g) una variedad lorentziana y p € M. Se dice que dos vectores
temporales u,v € T,(M) tienen la misma orientacion temporal si g,(u,v) < 0, es decir,
si estan en el mismo cono temporal de T),(M).

En cada T,(M), podemos elegir una orientaciéon temporal 7,, es decir, uno de los dos
conos temporales. Queremos ver si hay alguna forma adecuada de elegir las orientaciones
temporales de los espacios tangentes en cada punto de la variedad.

Definicién 4.15. Se dice que una aplicacién p — 7, que asocia a cada p € M un cono
temporal de T,(M) es diferenciable si para todo p € M existe un entorno U de p y un
campo vectorial X € X(U) tal que X (q) € 7, para todo ¢ € U.

Una aplicacion del tipo anterior se llama orientacion temporal de M. Se dice que M es
temporalmente orientable si admite una orientacion temporal y, si la orientacion ya esta

fijada, se dice que M estd orientada temporalmente. Denotaremos por 7, al cono causal
de T,(M) que incluye a 7,.

Definicién 4.16. Se dice que X € X (M) es un campo vectorial temporal si para todo
pe M, X(p) € T,(M) es un vector temporal de M.
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Proposicion 4.17. Una variedad lorentziana M es orientable temporalmente si y solo si
existe un campo vectorial temporal X € X (M).

Como consecuencia, en una variedad lorentziana temporalmente orientable, es lo mismo
elegir una orientacién temporal que fijar un campo vectorial temporal diferenciable en M,
el cual se puede tomar unitario sin pérdida de generalidad.

Ejemplo 4.18. El espacio de Minkowski es orientable temporalmente, y su orientacion

temporal usual es la dada por el campo vectorial temporal y unitario 8%0.

Definicién 4.19. Sea M una variedad lorentziana orientada temporalmente por 7. Di-
remos que:

» Un vector temporal v € T,(M) es futuro si v € Tp, y que es pasado si v € —T,.

= Un vector causal v € T,(M) es futuro si v € T, y pasado si v € —T,,.

» Una curva diferenciable o : I — M es futura si o/(t) es futuro Vt € I, y pasada si
a/(t) es pasado Vt € 1.

4.2. Espacio-tiempo de Minkowski

Es conocido que la mecénica newtoniana encaja en el marco del espacio euclideo de la
siguiente manera:

Definicién 4.20.

1. Un espacio de Newton es un espacio euclideo tridimensional F, es decir, una variedad
riemanniana isométrica a R3.

2. Se llama tiempo de Newton a R.

3. Un espacio-tiempo de Newton es la variedad semi-riemanniana producto R x F,
donde E es un espacio de Newton.

4. Una particula newtoniana es una curva diferenciable o : I — E junto con una
masa m : I — (0,00), que se determina experimentalmente.

5. El momento de « es el campo vectorial ma/ € X (a).

d(ma’)
dt

6. La fuerza en a se define como € X(a). Si m es constante, coincide con ma”.

7. La energia cinética de a es sm || o ||*€ F(a).

La fisica newtoniana trata la luz de manera relativa cuando deberia ser tratada de manera
absoluta, y trata el movimiento de manera absoluta cuando deberia ser tratado de manera
relativa.
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Recordemos que ¢ = 3-10%m /sy G = 6,7-107"'m3/(kg-s?). Sin embargo, en el estudio de
los espacios-tiempo, se utilizara el sistema de unidades geométrico, en el cual se toman la
velocidad de la luz, ¢, y la constante de gravitacion universal, G, adimensionales e iguales
a la unidad. De esta manera, tanto la longitud como la masa se miden en unidades de
tiempo.

Vamos a definir a continuacion los conceptos relacionados con el espacio-tiempo de Min-
kowski.

Definicién 4.21. Un espacio-tiempo de Minkowski es una variedad lorentziana (M, g)
conexa, 4 dimensional, orientada en el tiempo e isométrica a Rj.

Definicién 4.22. Se dice que una curva diferenciable en una variedad M, o : I — M,

estd parametrizada por la longitud de arco si o/ (t)| = |g(c/(t), 0/(25))‘1/2 =1,vVtel.

Definicién 4.23. Una particula material en M es una curva diferenciable oo : I — M,
con I C R, parametrizada por la longitud de arco, temporal y futura.

Dada la trayectoria, la condicién de que esté parametrizada por la longitud de arco fija el
parametro, y por tanto la curva. Este recibe el nombre de tiempo propio, y se denota por
T.

Cada particula material posee una masa m : I — (0,00), que se determina experimen-
talmente.

Se dice que una particula material esta en caida libre si es una geodésica.

Definicién 4.24. Una particula luminosa en M es una curva diferenciable o : I — M,
con I C R, geodésica, luminosa y futura.

Como vimos en la proposicion 2.52, la condicion de ser geodésica no fija el parametro.

Definicién 4.25. Una linea de espacio-tiempo es la imagen de una particula temporal o
luminosa en M.

Toda particula « tiene como imagen una linea del espacio-tiempo, y viceversa.

Definicién 4.26. Llamamos sistema de coordenadas lorentziano o inercial a cualquier
isometria £ : M — R} que preserve la orientacién temporal.

Es decir, una carta global £ = (2%,...,2%) : M — R* es un sistema de coordenadas

lorentziano si y solo si g;; = 6;;¢;, donde e = (—=1,1,1,1) y 8%0 es futuro.
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Proposicién 4.27. Dada una base ortonormal de T,(M), {eg,e1,e2,e3}, tal que ey es
futuro, existe un tnico sistema de coordenadas lorentziano & = (2% 2, 2% 2®) tal que
&(p) =(0,0,0,0) y , = € para todo i, 0 < i < 3.

De hecho, el tnico sistema lorentziano que cumple lo anterior es el sistema normal de
coordenadas determinado por {ey,...,e3}.

el
Ox?

4.3. Geometria de Minkowski

Un espacio-tiempo de Minkowski (M, g) es isométrico a R, por lo que:

1. Para todo p,q € M, existe una isometria lineal de T,(M) en T,(M) (el transporte
paralelo, 2.45).

2. Para cada p,q € M existe una unica geodésica o : [0,1] — M entre py ¢ , y por
lo visto en el ejemplo 2.57, o(t) = p + t(q — p). Como consecuencia, M es convexa.

3. Debido al ejemplo 2.68, para todo p € M, la exponencial exp, : T,(M) — M,
que cumple exp,(v,) = p + v, es una isometria. Por tanto, M vista desde p es
geométricamente lo mismo que T,,(M) visto desde el 0.

Para cada p,q € M, se denota p§ = d'(0) € T,(M). Es decir, e:npp(ﬁ) =q.

0

En términos de un sistema coordenado lorentziano ¢ = (2°, 2!, 22, 2%), se tiene que:

p= > (' 0) ~ 2 )

Las observaciones anteriores sugieren que la causalidad en T),(M) se va a poder trasladar
a M.

Definicién 4.28. Dado p € M, se llama cono temporal futuro (resp. pasado) de p al
conjunto de puntos g € M tales que @ es temporal futuro (resp. pasado). Anélogamente
se definen los conos luminosos y causales futuros y pasados.

Si o(t), con dominio [0, 1], es geodésica futura entre p y ¢, entonces o(1 —t) es geodésica
pasada entre g y p. Por tanto, si ¢ esta en el cono temporal futuro de p, p esta en el cono
temporal pasado de q. Para los conos luminosos y causales ocurre lo mismo. Llamaremos
cono luminoso de p, y denotaremos por A(p), a la unién del cono luminoso futuro y al
cono luminoso pasado de p.

El cono causal futuro recibe ese nombre porque un suceso ¢ € M puede ser influenciado
por g, es decir, existe alguna particula material o luminosa de p a ¢, si y solo si ﬁ es
causal futuro.

Sandra Espina Pardo 93



4.3. GEOMETRIA DE MINKOWSKI CAPITULO 4. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL

Definicién 4.29. Dados p, g € M, se define la separacion entre p y ¢ como pg = ]ﬁ| > 0.

En cualquier sistema de coordenadas lorentziano & = (2%, 2!, 2%, 2°), se tiene:

3

pg= || = (@%(q) —2°(®)* + Y _(2'(q) — 2'(p))?].

i=1

Proposicién 4.30. Sean o,p,q € M tales que @ sea espacial y @ sea temporal. Entonces,
dos enunciados cualesquiera de los siquientes implican el tercero:

1. p_cf es luminoso.

2. op L og.

3. op = o0q.

Proposicion 4.31. Sean o,p,q € M tales que p y q estan en el mismo cono temporal de
oy ﬁ) € ﬁ Entonces:

1. og® = op* — p¢’
2. op = oq cosh(p)

8. pq = oq sinh(p),

donde ¢ es el dngulo hiperbélico entre op y od definido por g(@, @) = opoq cosh(p)
(proposicion 4.13).

Observacion 4.32. Dados p,q € M, veamos cual es el significado fisico de la separacién
pq. Para ello, anticiparemos el concepto de observador que aparece en la siguiente seccion.

1. Si m es temporal futuro, entonces pg coincide con el tiempo propio transcurrido
para la unica particula material en caida libre entre p y q.

2. Si ]ﬁ es luminoso futuro, entonces pq = 0.

3. Si ]ﬁ es espacial futuro, entonces pgq es la distancia entre p y ¢ medida por un
observador en caida libre y ortogonal a p7]

Observamos finalmente que debido a las proposiciones 2.30 y 3.14, el tensor de curvatura
de Riemann del espacio-tiempo de Minkowski es idénticamente nulo, y se dice que el
espacio-tiempo es plano. Como consecuencia, también son nulos la curvatura seccional, la
curvatura escalar y la curvatura de Ricci.
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4.4. Observacién de particulas

Sea & = (2%, 2, 2%, 2%) : M — R{ un sistema coordenado lorentziano.

El eje 2°, es decir, la imagen por ¢! del eje u® de R, es una linea de espacio-tiempo de M,
luego es la trayectoria de una geodésica temporal. Ademas, el subespacio tridimensional
{20 = 0} = £ 1({u® = 0}) es isométrico a R® por 7 := (z!, 22, 2%).

Definicién 4.33. Se denomina ¢-tiempo a la funcién 2° : M — R y &-posicion a la
funcién 7 = (z',2%,2%) : M — R3 Ademss, se dice que dos sucesos p y ¢ son &-
simultdneos si 2°(p) = 2°(q).

Proposiciéon 4.34. Dada una particula material o luminosa o : I — M, la aplicacion
t=20a:I — R es un difeomorfismo sobre su imagen, a la que llamaremos J.

Definicién 4.35. Si o : I — M es una particula material o luminosa, se llama particula
newtoniana asociada a o por & a:

d=(Toa)o(x’oa)t:J— R

dal(t)
dt
La relacién entre a y o es una via para el desarrollo de la relatividad especial. El hecho

de aplicar los conceptos newtonianos a o sugiere como encontrar sus analogos relativistas
para «.

es su velocidad relativa.

y se dice que T (t) =

Proposicién 4.36. Si « es luminosa, la imagen por d es una recta y v(t) =|| 7(25) |I=1.

Vimos que dada la trayectoria, el hecho de que « sea luminosa no fija el parametro, pero
si lo fija si es material, y se llama tiempo propio.

Proposicion 4.37. Si a es material, entonces:

1. Se cumple que v(t) =| T(t) ||= tanh (p(r(t))) < 1, donde ¢ > 0 es el dngu-
lo hiperbdlico entre o y % o «, definido como vimos en la proposicion 4.13 por

cosh(p) = —g(/, 8;20 o).

2. Se verifica:
dt  d(z"o ) 9,

> 1.

1
/
—=——"=—g(a,=—oa) =cosh(p) = —— >
& @ (@ gan ) = o) = ==
La proposicion anterior tiene como consecuencia que para una particula con tiempo propio
7, cuanto mas rapido se mueva respecto al observador, es decir, cuanto mayor sea v, mas
lento se mueve su “reloj” 7 con respecto del “reloj” del observador, t.
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0

3,0, entonces su

Observacion 4.38. Si p y ¢ son &-simultaneos, es decir, tales que ]ﬁ 4
L ; ; 1/2
separacién es pg = | Y0 (2(q) — 2'(p))?| ?

Definicién 4.39. Un observador en un espacio-tiempo de Minkowski (M, g) es una
particula material.

0 0

Se ha visto que si £ = (20, 21, 2%, 23) es un sistema coordenado lorentziano, el eje x° es
una linea de espacio-tiempo de M, y por tanto es la trayectoria de un observador en caida
libre. Veamos que lo reciproco también se cumple, es decir, que se puede encontrar un
sistema coordenado lorentziano a partir de un observador en caida libre que cumpla lo
anterior.

Sea w : I — M un observador en caida libre. Como es una geodésica, va a estar definido
en el cero. Sabemos que w'(0) € Ti,)(M) es futuro. Por la proposicién 4.27, para cada
trio eq, e9, 3 € Ti,0)(M) tal que {w'(0), €1, €2, €3} es una referencia en T,y (M) existe un
sistema coordenado lorentziano & = (2%, 2!, 22, 2%) que cumple que £(w(0)) = (0,0, 0,0),
2wy = W(0) ¥y 22 |wo) = €, 1 < i < 3. Sabemos que es la carta normal global de
(M, g) asociada a {w'(0), ey, e, e3}.

Como w'(0) = Z%(O)Egﬁw(g) = 25|.(0), entonces 2% o w(t) =t y 2’ o w(t) = 0,
1< <3

Luego dado un observador w : I — M en caida libre, existe un sistema coordenado
lorentziano & = (2°, 2!, 2% %) tal que su eje z° es la trayectoria de w. Este recibe el

nombre de sistema coordenado lorentziano asociado a w.

Definicién 4.40. Seaw : I —> M un observador en caida libre, y £ su sistema coordenado
lorentziano asociado.
1. Se llama w-tiempo a la funcién &-tiempo 2° : M — R.

2. Se llama w-espacio al isomorfismo @ = (z',22,2%) : M — R3. El hiperplano
euclideo {2 = 0} es por tanto isomorfo a R3.

3. Sia: I — M es una particula material o luminosa, se llama particula newtoniana
asociada a o por w a la particula newtoniana o asociada a a por €.
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4.5. Energia y momento

En este apartado suponemos que w : I — M es un observador con sistema coordenado
0 .1 .2

lorentziano asociado & = (20, 21, 22, 23).
Definicién 4.41. Se define la energia-momento de una particula material o : [ — M
como P, = ma’ € X(«).

Definicién 4.42. Con respecto al observador w se definen:

1. La enegia de o como E, = —g(Ps, 25| ).

? 929 |

2. El momento de o« como ?a =P, —FE,.

Debido a la proposicién 4.37:

9, d(z° o @) m
1. By =—9(Pa, =—| ) = = :
e
5 ?a:Pa_Ea:md(7oa): mv '
dt V1—1?

Es decir, se tiene que P, = ?a + Ea(% o ). Ademads, como « estd parametrizada por

la longitud de arco, tomando ¢ como en la proposicién 4.37:

1L B2 =m?+ |Pa|”.

2. E, =mcosh(p).
3. ‘?a| = m sinh(yp).
4. ‘?J/Ea = tanh(yp) = v.

Definicién 4.43. Si v : I — M es una particula luminosa, definimos su energia-
momento como P, =~" € X(v).

Definicién 4.44. Con respecto al observador w se definen:

1. La enegia de v como E, = —g(FP,, 8%0 7).

2. El momento de v como ?7 =P, - FE,.

Por tanto,

d(:(:ooq/)
1. E,y - T

5 ? _ d(?o*y) mv

dt V1—02
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Y ademds P, = ?7 + Eq,(a%0 0 7).

Energia y momento tienen la misma unidad geométrica que la masa, la longitud y el
tiempo.

Con este tipo de técnicas se pueden estudiar algunos efectos relativisticos como la paradoja
de los gemelos, la suma relativistica de velocidades o la contraccion de Lorentz.
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