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Prefacio

Este trabajo Fin de Grado estuvo motivado por mi interés por los poli-
nomios ortogonales, que se introducen por primera vez en tercer curso del
Grado de Matematicas. Los polinomios ortogonales tienen una teoria muy
extensa, con ramificaciones en muchas ramas del Anélisis Matematico, y con
multiples aplicaciones a la aproximacién de funciones, y en particular, a la
aproximacion de las funciones especiales de la Fisica Matematica.

El capitulo primero es una introduccién breve y acelerada a ciertos ele-
mentos de la teoria de integracién de Riemann-Stieltjes y Lebesgue-Stieltjes,
para poner en contexto la definicién de polinomios ortogonales con respecto
a distribuciones més generales que las dadas por una funcién peso en un in-
tervalo. Se reunen en este capitulo también resultados auxiliares de la teoria
de la aproximacién que seran utilizados més adelante.

El capitulo 2 entra en materia reproduciendo algunas propiedades fun-
damentales de los polinomios ortogonales ya estudiadas en el Grado, e incor-
porando algunos resultados clasicos adicionales; en particular, la formula de
Christoffel-Darboux y los niicleos de reproduccion. Se estudian también cier-
tas féormulas relacionadas con los polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite
y las ecuaciones diferenciales que satisfacen, y algunos resultados asintéticos
sobre sus ceros y extremos. Estos resultados seran relevantes para las pro-
piedades asintéticas de convergencia de los interpolantes en dichos ceros. Se
presentan los principales sistemas clasicos de polinomios ortogonales, pero
la Memoria recoge otras clases de polinomios menos conocidos, y que estan
motivados por aplicaciones al campo de la Estadistica.

El capitulo tercero es el proyecto que motiva este trabajo, y se centra en el
estudio de las propiedades de convergencia de los interpolantes de Lagrange
de una funcién en las abscisas formadas por los ceros de un sistema de
polinomios ortogonales. El niicleo del capitulo se centra en el caso en que las
abscisas son las raices de los polinomios de Jacobi, pero también se formulan
resultados para los interpolantes en las raices de los polinomios de Laguerre.
Estos son los principales resultados de la Memoria.

La principal fuente ha sido la monografia clasica de G. Szeg6é Orthogonal
Polynomials, en su edicién de 1975 por la American Mathematical Society
de 1975. En el desarrollo de este trabajo pronto se puso de manifiesto que
una Memoria autocontenida necesitaba de un volumen de resultados previos
fuera de la dimensién de este Proyecto, por lo que la Memoria desarrolla un
discurso que remite en muchas ocasiones a referencias bibliograficas para la
prueba de los resultados.

En Valladolid, a 13 de julio de 2020
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se van a mostrar algunos resultados que resultaran utiles
a lo largo del trabajo, asi como una introduccién a las integrales de Riemann-
Stieltjes que luego extenderemos a las integrales de Lebesgue-Stieltjes. Estas
ultimas seran las que emplearemos para el estudio de la ortogonalidad de
los polinomios ortogonales cldsicos e interpolacién en sus ceros. Veremos
las definiciones y algunos resultados relativos a estas integrales, asi como
un repaso a las distribuciones y funciones peso, presentes en este tipo de
integrales.

1.1. Integrales de Stieltjes

Definicién 1.1.1. Sea C una coleccién de conjuntos se dice que es sin super-
postciones si distintos elementos de C tienen interiores disjuntos.

Definiciéon 1.1.2. Un rectdngulo en R™ es un subconjunto I de R™ que se
puede escribir como el producto cartesiano HJIV [ak, by de intervalos cerrados
[ak, br] con aj < by, para todo k € IN tal que 1 <k < N .

Definicion 1.1.3. Sea J un rectangulo y C un recubrimiento de J, se dice que
C es un recubrimiento ezacto de J si JJ = JC.

Definicién 1.1.4. Sea C un recubrimiento finito, exacto y sin superposiciones
de un rectangulo J, se llama dimension de la malla a

IIC|| = max{diam(I) : I € C},

1

siendo diam([) = (Zszl(bk - ak)2) 2

Definicién 1.1.5. Sea J = [a, b] un intervalo acotado de R, f y « un par de
funciones reales en J. Dado un recubrimiento finito, exacto y sin superposi-
ciones C de J por intervalos cerrados [ y £ € Z(C), siendo este el conjunto



de todas las aplicaciones £ : C — |JC tal que &(I) € I para cada I € C, se
define la suma de Riemann de f sobre C con respecto a « relativa a £ por

(flosC.&) = Y F(EI)Ara

IeC

Denotando como Aja a la diferencia () — a(I7) siendo I y I~ los
puntos del extremo derecho e izquierdo , respectivamente, del intervalo I.

Podemos observar que si a(x) = z,x € J entonces R(f|a;C,&) = R(f;C,¢E).
Tiene sentido, por tanto, decir que f es integrable en el sentido de Riemann
en J respecto de a o simplemente a-Riemann integrable en J, si existe un
namero A con la propiedad de que para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que

sup |R(flesC, &) — Al <e
£€Z(0)

siempre que C sea un recubrimiento sin superposiciones, finito y exacto de
J satisfaciendo ||C|| < 0. Asumiendo que f es a-Riemann integrable en J,
llamaremos al nimero A, la integral de Riemann-Stieltjes de f en J con
respecto a o'y usaremos para denotarlo

/J f(z)da(z)

Ejemplo 1.1.1. Si fe C(J) y a € C*(J) entonces se puede usar el teorema
del valor medio para comprobar que f es a-Riemann integrable en J y que

| f@ya@) = [ sy (L1)

Ejemplo 1.1.2. Si existen a = ag < a1 < ... < a, = b tal que « es cons-
tante en cada intervalo (am,—1,am,), m = 1,2,...,n, entonces para toda
f € C([a,b]) es a-Riemann integrable en el intervalo [a,b] y

F@)da(@) = 37 flam)dm,

[a,b] m=0

donde dy = a(a+) — a(a), dpy = a(am+) — a(am—) paral < m < n—1,
y dn = a(b) — a(b—). Se usa la notacién a(x+), a(x—) para referirse a los
limites por la derecha y por la izquierda de a(x) en z.

Corolario 1.1.3. Veamos un par de propiedades:

1. Si existen [ fi(z)da(z) y [; fo(z)da(z) (es decir, si fi y f2 son a-
Riemann integrable en J) entonces para todos los numeros reales v y
B, vf1 + Bfa es integrable a-Riemann en J y

[on+smw ( [ naa@)) 5 ( [ podato)



2.8 J = J1UJy con O = int(Jy) Nint(Ja) (siendo int(A) el interior
de A) y si f es integrable a-Riemann en J, entonces f es integrable
a-Riemann en Jy y Ja y

/ f@)da(z) = [ f@)da(@)+ [ flx)da(z)
J J1 Ja

Tanto los dos puntos del ejemplo como las dos propiedades del corolario
son consecuencias directas de la definicién de integrabilidad de Riemann. El
siguiente teorema también es consecuencia de ello aunque de forma no tan
obvia.

Definicion 1.1.6. Sea f una funcién acotada, llamamos norma uniforme de

f vy denotamos || f]|,, al supremo de f sobre el conjunto en el cual f esta
definida.

Teorema 1.1.4. Si f es integrable a-Riemann en J = [a,b], entonces a es
integrable f-Riemann en J y

/Oé(fv)df(ﬂf)=a(b)f(b)—Oé(a)f(a)—/f(ﬁ)da(ﬂf) (1.2)
J J

La demostracién la podemos encontrar en el teorema 1.2.7 del capitulo
1 del libro [17].
Aunque este teorema nos muestra que es natural considerar que f y « juegan
papeles simétricos en la teoria de integracion de Riemann-Stieltjes, en la
practica se suele imponer una condicién sobre a que garantice que todo
f € C(J) es integrable en sentido Riemann con respecto a a y ademds que

< Kol fllu, (1.3)

/J f(z)da(z)

para algin K, < oo y para todo f a-Riemann integrable en J. El ejem-
plo 1.1.1 nos dice que la condicién sobre « que nos garantiza la integrabili-
dad a-Riemann para toda f continua es que a € C'(.J). Ademaés, en el caso
de la ecuacién (1.1) es facil comprobar que la desigualdad (1.3) se cumple
con K, = ||/ ||(b — a).

Por otra parte, el ejemplo 1.1.2 deja claro que a no necesita ser continua, ni
mucho menos diferenciable, para que la integracion de Riemann respecto de
a tenga las propiedades anteriores. El siguiente teorema es muy importante
ya que profundiza en este aspecto.

Teorema 1.1.5. Sea o no decreciente en J. Entonces cada f € C(J) es
a-Riemann integrable en J. Ademds, si f es no-negativa e integrable c-
Riemann en J, entonces [, f(x)da(z) > 0. En particular, (1.8) se cumple
con Ko, = Aja



Demostracion. El hecho de que [, f(x)da(x) > 0 si f es no-negativa e
integrable a-Riemann en J lo obtenemos que R(f|a;C,§) > 0 para algin C
y £ € E(C), pues « es no decreciente. Aplicando esto a la funcién || fl|, — f
y usando la propiedad de la linealidad del corolario 1.1.3 podemos concluir

0< /J(Hfllu—f)daZ 11— a) —/dea

Luego tenemos que (1.3) se cumple con K, = A ja. Solo nos falta comprobar
que f € C(J) es integrable a-Riemann en J.
Supongamos que f € C(J) y definimos

U(flosC) =Y _(sup f)Ara y L(fla;C) =) (inf f)Asa
rec ! Iec

Para C y £ € Z(C). Entonces tenemos que

L(fla;C) < R(fla;C, &) < U(flasC)

para algin ¢ € Z(C). Ademds para cualquier par C; y Cy se tiene que
L(fla;C1) < U(f|a;Cz). Por dltimo, para una particién C cualquiera se
cumple

U(fle; C) = L(fle; C) < w(lIC])Asa,
con w(d) definido de la siguiente forma
w(0) =sup{[[f(y) = f@) sz, y € J y |y — x| <6} (1.4)

modulo de continuidad de f, por lo tanto llegamos a que

lim (U(f|e;C) — L(f|e; C)) =

Cll—0

Es decir, para cada € > 0 existe un § > 0 tal que
U(fla;C) = U(fle;C") S U(fle C) — L(flesC) <€

no importa como se elija C’ mientras que ||C|| < d. A aprtir de esto es claro
que

lim U(f|a;C hm L(f|o;
i U(flei€) vt L(flaiC)

existen y son iguales. O
Podemos extender este ultimo resultado con la siguiente proposicién

Proposicion 1.1.6. Sea f Riemann integrable en J respecto tanto de cy como
de ag entonces f es Riemann integrable en J respecto a o = ag — a1 y

/f )do(z /f )dao(z /f )dov (2



Demostracion. Este resultado se obtiene también como consecuencia directa
del teorema 1.1.4 combinado con la propiedad 1 del corolario 1.1.3.
Por el teorema 1.1.4

/ f(@)do(z) = a(b) f(b) — a(a) f(a) — / a(z)df (z) (1.5)
J J
Teniendo en cuenta que o = ao — a7 y la propiedad 1 del corolario 1.1.3
[ 1@dat@) = axt)t) - asx@)f(@ - [ as@a(o)
J J
~(@®s0) - a@0) - [ m@ae)

aplicando de nuevo el teorema 1.1.4 tenemos

/f )dou(z /f Ydas (z /f Ydov (z (1.6)

como queriamos probar. ]
En particular, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.1.7. Si a = ag— a1 donde a1 y as son funciones no decrecientes
en J, entonces cada f € C(J) es Riemann integrable con respecto a o y (1.3)
se cumple con Ko = Ajag + Ajas.

1.2. Distribuciones, funciones peso y ortogonalidad .

Veamos para empezar que al menos entre las a’s que son continuas por la
derecha en int(J) y tienen limite por la izquierda en cada punto en J \ J~,
las funciones a del corolario 1.1.7 son las unicas con las propiedades de
que toda f € C(J) es a-Riemann integrable en J y (1.3) se cumple para
algin K, < oo. El primer paso es dotar de una definicién alternativa a
estas funciones « en la cual puedan ser expresadas como la diferencia de dos
funciones no decrecientes. Con este fin, supongamos que « es una funcién
a:J — R y definimos

S(a;C) = |Asq (1.7)

IeC

para alguna particiéon C de J. Claramente
S(ka;C) = |k|S(a; C), VEe R (1.8)

S(Ctl—f—OJQ;C) gS(al;C)—i—S(ag;C), Vaq, ao, (1.9)

y si @ es mondtona en J

S(o;C) = |Aq| (1.10)



Ademads, si C es una particién dada y C’ se obtiene a partir de C sustituyendo
alguno de los intervalos I en C por un par de intrvalos {I1, s}, donde I =
L UIy y ademds int(I;)Nint(ly) = (), entonces por la desigualdad triangular

S(0;C") = S(:C) = |a(I) —a(Iy)|+|a(Iy) — a(ly)| = a(IT) —a(I7)[ 2 0
(1.11)
Por tanto observamos que

S(a;C") = S(;0) para C < (' (1.12)

Definicién 1.2.1. Sea v : J — R y C una particién de [a, b]. Se define como
variacion de o en J al nimero

Var(a; J) = S%pS(a;C) (1.13)

Se dice que « es de variacion acotada si existe una constante ¢ € R tal que
se cumple la desigualdad Var(a; J) < c.

Resulta claro que si a = as — a1 con o, ae funciones no decrecientes en
J, entonces « es de variacién acotada en J y Var(a;J) < Ajoq + Ajas.
También se cumple aunque de forma no tan obvia el reciproco, es decir, si
a es de variacién acotada en J se puede expresar como diferencia de dos
funciones no decrecientes. Para probarlo introducimos la notacién

Si(0:0) = S (Ara)*t

IeC
S (0;0) = (Ara)”
IeC
donde a™ = méx(a,0) y a~ = —méx(—a,0) para a € R. Usaremos esta

notacién también paras las variaciones
Vary(a;J) =sup Sy (a; C)

C
Var_(a;J) =supS_(«a; C)

C

Y las llamaremos variacion positiva y variacion negativa respectivamente.
Notemos que

28+ (a;C)) = S(e;C) £ Ay (1.14)
Si(;C) —S_(a;C) = Ay (1.15)
St(;C) +S-(;C) = S(;C) (1.16)

Podemos observar que
S+(a;C) < S+(a;C); c<c
y que

Vary(o;J) < oo <= Var(a;J) < oo <= Var_(a;J) < o0 (1.17)
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Lema 1.2.1. Si Var(a;J) < oo, entonces

Vary(o; J) +Var_(a;J) = Var(a; J) (1.18)

Vary(a;J) = Var_(a;J) = Aja (1.19)
Demostracion. Utilizando la ecuacién (1.15) tenemos que

S+(;C) =S+ (;C) £ Ay

Como
S+(;C) < Vars(as J)
entonces
S+(o;C) < Vars(oasJ) £ Aja
Por tanto

Vary(a;C) < Varg(o; J) £ Ajo

por lo tanto (1.19) queda probado. Ademas, utilizando las ecuaciones (1.19)
y (1.15) obtenemos

Vary(a; J) — Sy (o;C) = Var—_(a; J) — S—(«; C)

En particular, existe una sucesién {Cp}7° tal que St («a;Cy) — Vary(a;J)
cuando n — oo y, a la vez, S_(«;C,) — Var_(«; J). Por tanto utilizando
la relacién (1.16) obtenemos

Vary(o;J) +Var—_(a;J) < lim S(a;Cn) < Var(a; J)

n—oo

Tenemos también, por la ecuacién (1.16)

S(;C) =8+ (a;C) + S—(a;C) < Vary(a; J) + Var_(a; J)

para cada C. Combinado con lo anterior se completa la demostraciéon de
(1.18).

O]

Teorema 1.2.2. Sea una aplicacion o : J — R dada. Entonces a es de
variacion acotada en J si y solo si existen funciones no decrecientes aq vy
as en J tal que o = as — a1 . De hecho, si o es de variacion acotada en
J = [a,b] y definimos ax = Vary(a;la,z]) para © € J, entonces ay y a—
son no decrecientes y o(z) = a(a) + ax(z) — a—(x), x € J. Por dltimo,
si o es de variacion acotada en J, entonces cada f € C(J) es Riemann
integrable en J con respecto a o y

< Var(e; J)|flu

/J f(2)da(a)




Lema 1.2.3. Si o : J — R tiene limite por la derecha en R para todo
x € J\ JT y limite por la izquierda en R para todo x € J \ J~, entonces a
es acotada y

card ({z € int(J) : |a(z) — a(zV)| V|a(z) — a(z”)| = €}) < Ve >0

En particular, o tiene una cantidad a lo sumo numerable de discontinui-
dades. También, si a(z) = alx’) para x € int(J) y a(x) = a(x) con
x € {J,JT}, entonces a(x) es continua por la derecha en int(J), tiene
limite por la izquierda en R para todo x € J\ J~, y coincide con a en todos
los puntos en los que o es continua. Por tanto, si a es Riemann integrable en
J con respecto tanto de ov como de &, entonces [ f(z)da(x) = [; f(x)do(x).
Por dltimo, si f € C(J) es Riemann integrable en J con respecto a o, en-
tonces es también Riemann integrable en J con respecto a a.

Tanto el teorema como el lema vienen demostrados en el capitulo 1 del
libro [17], son el teorema 1.2.18 y el lema 1.2.20.

Llegados a este punto, cabe destacar, que como vemos en el teorema 2.9.3,
el mejor resultado sobre la existencia de la integral de Riemann-Stieltjes nos
dice que si f es continua y « es de variacién acotada en [a,b] entonces la
integral de Riemann-Stieltjes existe.

Definicion 1.2.2. Con las hipotesis de la definicién 1.1.5 llamamos integral
de Lebesgue-Stieltjes a una extension del concepto de integral de Riemann-
Stieltjes en la que se elimina la condicién de que a y b sean finitos y se
anade que si a = —00 6 b = 400 tenemos que a(—00) = limz_s_ oo () vy,
respectivamente, a(+00) = lim,_, . a(x) . Ademds se pide que f(z) sea
de clase L,(a,b). Esto ciertamente se cumple en el caso de que f(x) sea
continua, o de variacién acotada, y [a,b] intervalo acotado.

Si f es una funcién real continua y a(z) es una funcién real no decrecien-
te, la integral de Lebesgue-Stieltjes es equivalente a la de Riemann-Stieltjes.

Definicién 1.2.3. Sea « : [a,b] C R — R funcién mondtona creciente y aco-
tada, se llama punto de crecimiento efectivo a todo punto z tal que dados
dos puntos x,y cualesquiera con z < z < y se cumple a(z) < a(y).

Definicién 1.2.4. Llamaremos distribucion a una funcién « : [a, b)) C R — R
monotona creciente y acotada, con un conjunto infinito de puntos de creci-
miento efectivo y tal que f; x"dpo(z) < oo (pudiendo ser a y b respectiva-
mente —o0 y +00). Siendo p, () la medida de Lebesgue-Stieltjes engendrada
por la funcién montétona o(z).

Ademas, se puede comprobar que el conjunto de puntos de discontinuidad
de « es, a lo sumo, infinito numerable y todas las discontinuidades son de
salto (ver en [12] propiedades de las funciones monétonas).
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Nota 1.2.4. El conjunto de puntos de crecimiento efectivo se denota por S(«)
y coincide con el soporte de la medida, es decir supp(pq) = S(a) .

Nota 1.2.5. S(«) es un conjunto cerrado en la topologia usual de R.

Definicion 1.2.5. Se denomina momento n-ésimo de la distribucion «, defi-
nida en la definicién , al ntmero:

b
/ " dpe () (1.20)

cuando existe, y se denota por S,. Pudiendo ser a = —co y b = +o0.

Nota 1.2.6. Es frecuente la notacién [ g(z)da(z) en lugar de [ g(z)dpuq. Se
suele denominar como medida do, distribucion o o distribucion do.

Nota 1.2.7. Silos momentos convergen, se puede ver que «(z) es de variacién
acotada dando a n el valor 0.

Definicién 1.2.6 (Producto escalar con integral de Lebesgue-Stieltjes). Sea
a : [a,b] — R una funcién no decreciente, no constante cumpliendo las
hipotesis para la integral de Lebesgue-Stieltjes vistas en la definicién 1.2.2.
Dadas f,g : [a,b] — R dos funciones reales se define el producto escalar de

f v g como

b
mm:/f@mmmu> (1.21)

donde asumimos que f(z)g(z) es de clase L,(a,b). Esto se cumple si fy g
son ambas continuas, o de variacién acotada, y [a, b] acotado. En el caso de
ser a, b finitos y f, g continuas, estariamos definiendo el producto escalar
para integrales de Riemann-Stieltjes.

Para el caso en el que f y g son funciones con valores complejos definirfamos
el producto escalar como

b
mw—/fwmmmw> (1.22)

Definicién 1.2.7 (Ortogonalidad). Sea « : [a,b] — R una distribucién con
a v b pudiendo ser —oo y +00 respectivamente. Se dice que las funciones f
y g cumpliendo las hipétesis de la definicién anterior son ortogonales en el
sentido de Lebesgue-Stieltjes respecto de la distribucién da(z) si se cumple
(f,g9) = 0. Si anadimos las condiciones a, b finitos y f y ¢g continuas tenemos
la definicién para las integrales de Riemann-Stieltjes.

Nota 1.2.8. Si a(z) es no negativa y absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue en [a,b] tenemos que a(z) = w(x)dx y recaemos
en los polinomios ortogonales con respecto a funciones peso en los que el
producto escalar se define como (f,g) = f;f(x)g(x)w(:v)dx. Siendo w(z)
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una funciéon no negativa medible en el sentido de Lebesgue para la cual
ffw(:c)d:z > 0y a la que llamaremos funcidn peso sobre el intervalo dado.
Si a(x) es también derivable tendremos que da(x) = o/(z)dx y por lo tanto
la funcién peso serd w(z) = o/(z). Usaremos el mismo concepto de funcién
peso y de distribucién da en una curva o en un plano complejo.

Nota 1.2.9 (Funcién cero). Sea da(z) 6 w(z)dz con a < x < b una distri-
bucién fija y consideramos el espacio de las funciones f(x) que son de clase
L2 (a,b). Llamamos funcién cero a aquellas funciones que cumplen || f|| = 0,
es decir, las funciones medibles iguales a cero salvo en un conjunto de me-
dida nula.

Si a(z) es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue f
serd funcion cero si y solo si (f(z))?w(x) o, equivalentemente f(z)w(x), se
anula en todo [a, b] excepto un conjunto de medida nula de puntos.

Si w(z) y f(x) son integrables en sentido Riemann, f(z) es una funcién cero
si cumple que f(x)w(z) se anula en todo punto de continuidad.

Nota 1.2.10. En la desigualdad de Schwarz |fg| < || f||||lg|| se da la igualdad
si y solo si Af(z)+pg(x) es una cero funcién con A y p constantes adecuadas
con al menos una de ellas distinta de cero.

1.3. Aproximacion uniforme por polinomios.

Utilizaremos los resultados de aproximaciéon uniforme 6ptima por poli-
nomios de funciones continuas (teoremas de Jackson).

Teorema 1.3.1. Sea w(d) el mddulo de continuidad (definido en (1.4)) de
una funcion dada f(x), continua en el intervalo acotado |a,b],

w(d) = max | f(z") — f(z")| si |o' —2"| <6,

Entonces para cada m podemos encontrar un polinomio p(x) de grado m, tal
que en el intervalo dado de longitud | tenemos

[f (@) = pla)]| < Aw(l/m).

En el caso de tener una funcion periéodica f(0) de periodo 27, existe un
polinomio trigonométrico g(0) de grado m tal que

1£(6) = 9(0)] < Bw(2m/m).
Donde A y B son constantes.
Demostracion. La demostracién podemos encontrarla en el libro [3]. O
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Teorema 1.3.2. Supongamos que f(x) tiene una derivada continua de orden
r en el intervalo acotado [a,b], r > 1, y sea w,(9) el mddulo de continuidad
de f)(x). Entonces existe un polinomio p(x) de grado m + v tal que

|f(z) = p(z)| < C{U/m) w(I/m), (1.23)
lf(z) — p(z)] < C(l/m)r_lwr(l/m), l=b—a. (1.24)

Donde C' es una constante que depende solo de r.

Podemos obtener desigualdades similares para todas las derivadas

f@), f'(@),.... fO ().

Demostracion. La demostracién de podemos encontrar en los libros [3] y
[5] O
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Capitulo 2

Definicion de polinomios
ortogonales, ejemplos principales

2.1. Ortogonalidad

A partir de ahora a(z) es una funcién fijada no decreciente, que es no
constante en el intervalo [a,b] y tal que si a = —o0 0 b = 400 entonces
a(—o0) = lim a(z) y a(+o0) = lim «a(z), respectivamente.

T——00 T—+00

Definicién 2.1.1. Un conjunto ortonormal de funciones ¢, ¢1, ..., ¢y con £
finito o infinito, se caracteriza por la relacién

b
(s ) = / on(@)bm(@)da(z) = 6ym mm = 0,1,2, .0

Aqui ¢n(x), n = 0,1,2,...,¢ toma valores reales y pertenece a la clase
L2 (a,b).

Teorema 2.1.1. Sea el conjunto de funciones que toma valores reales

{fo, f1,--., fe} con £ finito o infinito, todas ellas de clase L?(a,b) y lineal-
mente independientes. Entonces existe un conjunto ortonormal {¢g, P1,. .., Pe}
tal que paran =0,1,2,...,¢

El conjunto {¢po, P1,...,¢e} estd univocamente determinado.
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Nota 2.1.2 (Matriz de Gram). Dado un producto escalar (.,.) y un conjunto
de funciones linealmente independientes { fo, ..., f} se define como matriz
de Gram de dicho sistema a la matriz

(fo, fo) -+ (fo, fu)
G(fo,...,fn) =
<fn7f0> <fnafn>

Por tanto, podemos observar que la matriz de Gram del sistema
{fo, f1,--., fn} esté estrechamente relacionada con la matriz de la forma
cuadratica

lluo fo(z) + ur f1(z) + ... + upfn(2)|? = f: (uo fo(2) + ... + tnfn(z))? da(x)
ya que

(fo, fo) -+ (fos fn) Ug
o ]| T -

(uofo(x) +urfi(x) + ... 4+ unfulz), uo folr) +urfir(x) + ... + unfu(x))
= Jluofo(z) +wr fi(x) + ... + upfu(2)|?

Definicién 2.1.2. Sea {#(z)}!,_, un conjunto ortonormal dado, finito o infi-
nito. A una funcién real arbitraria le corresponde el desarrollo de Fourier

f($)~f0(f)0($) + f1¢1($) + ...+ fn¢n($) + ... (2.1)

cuyos coeficientes f,, llamados coeficientes de Fourier de f(x) respecto del
sistema dado, son definidos por

b
fo = (frdn) = / f@)on(@)da(z)  n=012, ..

Teorema 2.1.3. Sean {¢(z) ﬁ:o: (), fn, n=0,1,2,... con el mismo sig-
nificado que en la definicion anterior. Sea £ > 0 un entero fijo y ag, a1, ..., ap
constantes reales arbitrarias. Si escribimos

g(x) = aogo(z) + a1¢1(x) + ... + apde(x)
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y los coeficientes aj son variables, la integral

b
| @) = g(@)Pdata)
alcanzard el minimo si y solo si ap = fr, con k =0,1,2,.... ¢4

El minimo seria
b ! !
| G@ydata) = Y g2 = 1417 - 30 1
a k=0 k=0

Como es el minimo de la integral anterior que es positiva para todo valor de
x el minimo debe ser positivo también luego:

B+ R+ 1<

y obtenemos por tanto la desigualdad de Bessel

b
B fr <= / (f(2))2d(x)

Si el lado izquierdo es una serie infinita, es convergente. El debate sobre el
signo de igualdad nos conduce al concepto de sistema ortonormal completo.

Un ejemplo clasico de desarrollos de Fourier de este tipo son las series
ordinarias de Fourier con las funciones 1, cosnz,sinnz, n =1,2,3, ... ;
—r<z<m.

Otra importante caracterizacién del conjunto ortonormal {¢g(x), ..., de(x)}
se basa en la propiedad anterior del minimo de las sumas parciales..

Para las variables Ag, A1, ..., Ap—1 la expresion
[Aofo(@) + Arfi(z) + o+ A1 fr-1(z) + fu(@)]

alcanza el minimo si y solo si

Xofo(x) + A f1(z) + oo + Ane1 fae1 (@) + ful@) = A dn(@)

Estas afirmaciones se pueden extender al caso complejo utilizando el pro-
ducto interno adecuado, definido en (1.22).
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2.2. Polinomios ortogonales

Definicién 2.2.1. Sea a(z) una funcién no decreciente fija con infinitos pun-
tos de crecimiento efectivo en el intervalo acotado o no acotado [a,bd], y
supongamos que existen para n = 0,1, 2, ... los momentos

b
cn:/ x"da(x)

Si ortogonalizamos el conjunto de las potencias sucesivas (son linealmente
independientes como veremos)

como se hace en el teorema 2.1.1 obtendremos los polinomios

po(z), p1(x), ..., pn(2),. ..
univocamente determinados por las siguientes condiciones:

1. pn(x) es un polinomio de grado n con coeficiente de z™ positivo, que
denotaremos k.

2. El conjunto {p,(x)}>°, es ortonormal respecto de la distribucién .

Demostracion. En esta demostracién veremos la independencia lineal que
comentabamos antes. Sea ¢(x) un polinomio real arbitrario, se tiene que

b
la(@)l| = / (4(x))?da(z) = 0

si y solo si ¢(x) se anula en todos los puntos de crecimiento de a(x). Puesto
que hay infinidad de tales puntos, serd idénticamnete nulo.

Si a(x) tuviera solo un numero finito de puntos de crecimiento efecti-
vo las funciones 1,z,z2,...,2" ! serfan también linealmente independien-
tes. Mediante ortogonalizacién obtendremos el sistema de polinomios py,(z)
n=20,1,2,...,N — 1 satisfaciendo las dos condiciones anteriores.

O

Por otro lado, el hecho de que los momentos existan es equivalente a que
las funciones z" sean de clase L, (a,b). En el caso en el que la distribucién
da sea con peso, es decir, del tipo w(x)dz la definicién es similar. Asumimos
que w(z) es no negativa y medible en el sentido de Lebesgue y cumple
f:w(az)dm > 0. Ademas, también existirdn los momentos f; x"w(x)dz. Los
polinomios p, serdn denominados polinomios ortogonales asociados a las
distribucién da(z) (en el caso de no ser con peso) y a la distribucién w(x)dx
(en el caso de ser con peso), o también se dice asociado a la funcién peso
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w(x)dz en este tltimo caso. Es claro que si la distribucién es del tipo w(z)dz,
el sistema
1
{pn(x)w(x)2dz} n=0,1,2,...

es ortonormal en el sentido habitual.

Nota 2.2.1. Veamos un caso particular de las aplicaciones del teorema 2.1.3
para el caso de los polinomios ortogonales.

La expansién de Fourier de f(z) en términos de los polinomios p,(x) tiene
la forma

f(@)~fopo(x) + fip1(x) + ... + fapn(x) + ...

con \
fn= / f(@)pn(x)da(x), n=20,1,2,... (2.2)

Las sumas parciales cumplen la propiedad del minimo formulada en el Teo-
rema 2.1.3.

Consideramos ahora el conjunto de todos los polinomios p(z) de grado n
con coeficiente principal 1, es decir, con coeficiente 1 en la potencia x™.
Observamos entonces que la integral

b
/ (p()?) da(z)

alcanza el minimo si y solo si p(x) = Cp,(z), con C una constante resultante
de normalizar p(z). Si denotamos al coeficiente principal de p,(z) como k,
el minimo ser4 k., 2.

La definicién 2.2.1 muestra solo una forma de normalizar los polinomios
en cuestion. A veces son apropiadas otras formas de normalizar, como por
ejemplo, fijando el valor de p,(x) en x = a 0 en x = b, o fijando el coeficiente
principal de p,(x).

Veamos ahora unos resultados basicos sobre polinomios ortogonales.

Proposicién 2.2.2. Sea {p,} un conjunto de polinomios ortonormales como
los descritos en la definicion 2.2.1 se cumple que

b
/ pn(z)zFda(z) = 0, k=0,1,....,n—1 (2.3)

y de forma mds general p,(x), n > 1, es ortogonal a los polinomios de grado
<n-—1.

17



Demostracidn. Esta demostracién es inmediata dado que z* serd combina-

cion lineal de py—1,...,p0 ¥ (Pn,pi) = 0 con i < n, i € NU{0}. A partir
de esto resulta inmediato que p,(z) es ortogonal a todo polinomio de grado
<n-1. O

Proposicién 2.2.3. Sea {p,} un conjunto de polinomios ortonormales como
los descritos en la definicion 2.2.1, si p(x) es un polinomio de grado < n y

b
| pal@p(e)data) = ¢
a
Entonces el coeficiente de x™ del polinomio p(x) es cky,
Demostracion. Suponemos que p(x) es de la forma
p(x) = apz™ + an—12" V4 ...+ ag

Entonces
b
| pal@ptoydata) -
b
= / (@) [anz™ + an_12" "t + ... + aglda(x)

b b
= / pn(z)apa"da(z) + / (@) [an_12""1 + ... 4 ag]da(x)

La segunda integral vale cero ya que f; pn(2)2Pda(z) =0, k=0,1,...,n—1
y resulta

b
/ Pn(x)anz"do(x)
a
Como a,z™ es combinacién lineal de los {p;}}_,
anx" = cpp + ... + copo

Como p,, tiene coeficiente principal k, entonces a, = ck,. Por tanto el
coeficiente de x™ del polinomio es ck,, como queriamos probar. O

Nota 2.2.4. Sea [a,b] un intervalo simétrico con respecto al origen, consi-
deramos una distribucén del tipo w(x)dx con funcién peso par, es decir,
tal que w(—x) = w(x). Por otra parte p, serd un polinomio par o impar
dependiendo de si n es para o impar, por lo tanto se cumple

Pa(=2) = (=1)"pn(2)

Este polinomio solo puede contener las potencia de x que sean congruentes
con n (mod 2).

Adems4s, tenemos que para k =0,1,2,...,n — 1 se cumple:
a a
/ po(—z)zFw(z)de = (—1)’“/ pu(@)zFw(x)de = 0
—a —a
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Hemos cogido en esta integral extremos a y —a porque es consecuencia de
que el intervalo sea simétrico respecto del origen. Por tanto p,(—x) posee
la misma propiedad de ortoganalidad que p,(x) que hemos visto en las dos
proposiciones anteriores.

Por lo tanto comparando los coeficienes de z™, llegmos a que p,(—z) =
Cpn(z) = (—=1)"pyp(x), con C' una constante.

Esto puede generalizarse, diciendo que la tranformacion lineal x = rZ + s,
con 1 # 0, transforma el intervalo [a, b] en el intervalo [a, b] y la funcién peso
w(z) en una nueva funcién peso w(rz + s). Es decir, los polinomios

1
(sgn r)"|r|2pp(rz + s)

son ortonormales en el intervalo [a, b] con la funcién peso w(rz + s)

Veamos ahora como un caso relevante la siguiente caracterizacién directa
de los polinomios ortogonales.

Proposicién 2.2.5. Sea w(z) una funcion peso en (a,b) y {on(x)}, {n(x)}
dos sucesiones de polinomios ortogonales. Entonces ¢n(x) = anihp(x),
n=20,1,2,... donde a,, es un numero real no nulo.

Demostracion. Tenemos que

P (@) = ant" — dp_1 (), Yn(2) = bna™ —1hy_4(x)

Con ap, by, #0y ¢F_1(x),¥r_;(x) de grado < n — 1. Podemos deducir gra-

n—1

cias a la proposicién 2.2.2 que an,2" — ¢;,_1(2) y (§) (b — ok _ () =

anz™ — (%)Y, _1(x) son ortogonales a todo polinomio de grado < n — 1.

Tenemos que ¢;,_;(x) y (§*)¥;_1(2) son mejores aproximaciones a a,z"

por polinomios de grado < n — 1. Como esta mejor aproximacién debe ser

Gnica tenemos que ¢,_;(x) = (32)¢;_1 () y por tanto ¢, (x) = (5)¢n(2).

Es decir, los polinomios ortogonales estan definidos salvo una normalizacion
que determine el coeficiente director (o alternativamente el valor en un pun-
to que no sea un cero, etc...)

O]

Una propiedad fundamental es que los polinomios ortogonales se pueden
generar por recurrencia.

Teorema 2.2.6. Si {p,}22, es una sucesion de polinomios ortogonales en-
tonces existen constantes ¢y, an, by, tales que

pn(z) = (en® — an)pn—1() — bppn—2(x), n=2,3,4,... (2.4)
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Reciprocamente, definiendo
po(x) =1
pi(x) =2 —ay
an = (TPn—1,Pn—1)/{Pn—-1,Pn-1), n=1,2,3,...
bp = (TPn—1,Pn—2)/(Pn—2:Pn—2), n=2,3,...
Pn = (T — an)pn—1 — bnpn—2, n=2,3,...

se genera la sucesion de polinomios ortogonales monicos.

Demostracion. Demostramos sélo el teorema directo, ya que el reciproco es
analogo. Como xp,_1 tiene grado exactamente n, se expresa como

TPp—1 = QoPo + @1P1 + - - + Qp—1Pn—1 + AnPn, Qn ?é 0
Por consiguiente, dividiendo por a,
Pn = Bopo + -+ + Bn—2Pn—2 + Bn-1Pn—1 + BaTPn—1,

para ciertos §;, y sélo hay que probar que 5; = 0 si i < n — 2. Ahora bien,
para ¢t < n — 2,

(pns i) =Bolpo, pi) + -+
Brn—2(Pn—2,pi) + Bn-1(Pn—1,Pi) + Bn{TPn—1,pi)-

El primer miembro es nulo por la hipétesis de ortogonalidad y los mismo
ocurre con todos los (p;,p;), cuando i # j. Por tanto,

0 = Bi(pi, i) + Bn{xpn—1,Dpi)-

Ahora bien, (xpn—1,pi) = (Pn—1,Zpi) ¥ Pn—1 es ortogonal a zp;, al ser el
grado de éste < n — 1. En definitiva 8;(p;, p;) =0 6 B; = 0, y resulta

Pn = (ﬁnl' + /Bn—l)pn—l + /Bn—2pn—2-
En consecuencia, ¢, = 3, y

ITPn—1,Pn—-1 ITPn—1,Pn—2
an = —Pn_1 = BnM’ by, = —fp_o = BnM
(Pn—1,Pn-1) (Pn—2, Pn—2)

Para probar el reciproco, probaremos por induccién que (py,, p;) = 0 para
todo ¢ < n. Naturalmente, cuando n = 1,

(p1,p0) = ((x — a1)po, po) = (zpo, po) — a1(po, po) =0

por la definicién de a;. Supongamos la propiedad que deseamos probar hasta
n — 1, y vedmos que (py,p;) = 0, para i < n. Primero

<pn7pnfl> = <(5L’ - an)pnfl - bnpn72apn71>
= <mpnflapnfl> - an<pn71apn71> - bn<pn72apn71> =0
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por la definicién de a, y porque el ultimo producto interno es cero por la
hipétesis de induccién. De la misma manera

<pmpn—2> = <(x - an)pn—l - bnpn—27pn—2>
= <$pn—1apn—2> - an<pn—1>pn—2> - bn<pn—2>pn—2> =0.

por la definicién de b,,, dado que el producto interno del medio es nulo por
la hipdtesis de induccién. Finalmente, si ¢ < n — 2

<pnapi> = ((‘T - an)pn—l - bnpn—2api>
= (TPn—1,Pi) — an(Pn—1,Di) — bn(Pn—2,Ps)
= (pn—1,7p;) =0

por la hipétesis de induccién. O

Vemos que (3, es el cociente entre coeficientes principales y 5,,_o se puede
escribir como
B ﬁn <xpn—1 , pn—1>
/Bn—l <pn—2 3 pn—2>

pues (Pn,Pn) = Bu(@Pn—1,Pn) = Bn(Tpn,Pn-1), para todo n. Esto evita
algunos célculos.

Propiedades 2.2.7. La relacién (2.4) se llama relacion de recurrencia de tres
términos. Gracias a ella es posible evaluar eficientemente polinomios p(x)
que vengan expresados en la forma p(z) = agpo + - - - + @ Pp-

Por completitud, notemos que si {p,}>2, es una sucesién de polinomios
ortogonales, entonces po, p1,...,py son una base de II,, (espacio de los po-
linomios de grado < n) y que la mejor aproximacién en II, a una funcién
f € L2 se escribe

— {f,pi)
)y 71
p= Di- (2.5)
; {pispi)”™
Corolario 2.2.8. Sean p,(z) = kpx™ + 5,2" 1 + --- los polinomios ortonor-

males. Entonces los coeficientes en la recurrencia

Pn = (Cnx - an)pn—l — bppn—2 (26)

estan dados por




Demostracion. Las primeras dos identidades se obtienen introduciendo p, (x) =
knz™ 4+ sp2" ' 4+ - -+ en (2.6) y comparando los coeficientes de 2" y 2™ — 1.
La tercera identidad se puede probar de la siguiente manera:

0= <pn7pn—2> = <cnxpn—1 — AnPn—1 — bnpn—2apn—2>

= Cn<xpn—17pn—2> - bn

pero
<mpn71apn72> = <pnflal'pn72> = <pn717 k’n72$n_1>
kn—Z — kn—2 kn—2
_ ke xn 1 — _ _ —
kn—l <pn 1, vn—1 > kn—l <pn 1,DPn 1> kn—l
resulta clara, ahora, la férmula para b,,. ]

Propiedades 2.2.9. Corolario. p, tiene sus n raices reales, simples y en el
intervalo (a,b).

Demostracion. Sea n > 1 fijo. Si p,(x) tuviera signo constante en [a, b],

pongamos que positivo, entonces ff pr(x)w(z)dr = (pn,po) > 0. Pero esto
contradice la ortogonalidad. Por tanto, p,(x1) = 0 para algin z; € (a,b).
Supongamos que hay un cero en z; que es multiple. Entonces % seria

un polinomio de grado n — 2. Por tanto,

2
0= (pula), L2y 1, (p(x)) )50

(x — x1)? (x — 1)

y esto es imposible. Por lo tanto, todo cero es simple. Suponemos ahora que
pn(x) tiene j ceros x1,x2,,...,x; y no otros en (a,b). Entonces,

po(z)(x — 1) (T — 22) ... (T — 7)) = Pyj( — 1) (x — 22)* ... (. — x)?

donde P,_; es un polinomio de grado n — j que no cambia su signo en
(a,b). Por tanto, (p,(z), (z —z1)(x —22) ... (2 —2;)) = (Ppj, (x — 21)*(x —
22)?...(z — z;)?). El lado derecho no se anula. Pero el de la izquierda se
anula si j < n, asi que j > n. Pero j > n es imposible, y en consecuencia
J=n O

Otra propiedad importante de los polinomios ortogonales es la siguiente:

Teorema 2.2.10. Si {p,} es una sucesion de polinomios ortogonales y f €
L2 N C(a,b) es ortogonal a po,...,pn_1 entonces 6 f es idénticamente nula
6 hay n puntos r; en (a,b) en los que f cambia de signo (es decir, hay un
entorno de r; en que 6 bien f >0 para x > r;, y f <0 para x < r;, ¢ bien
f>0,parax<r;, yf<O0 parax>r;).

22



Demostracion. La condicién (f, pg) = 0 significa

[ o) =

luego si f no es idénticamente nula, toma valores positivos y negativos vy,
siendo continua, hay cuando menos un punto en el que cambia el signo.
Supongamos que cambie el signo sélo k < n veces, y sean r; < 19 < -+ < 1)
los puntos en que lo hace. Entonces

b
/ f@)(x—ry) - (x—rg)da(z) #0

pues el integrando no cambia de signo . Pero ésto es absurdo, pues f debe
ser ortogonal a (x —ry) - (x —rg) € 1. O

Teorema 2.2.11. Si f(x) es continua en [a,b], su desarrollo finito de Fourier
en los polinomios ortogonales p(x) =" (f(x), pi(x))pi(x) interpola a f(x)
enn+ 1 abscisas de (a,b).

Demostracion. Este teorema es una consecuencia directa del teorema 2.2.10

porque p(x) — f(x) es ortogonal a po(x),p1(x),...,pn(z) y debe por tanto
cambiar de signo al menos n + 1 veces. O

2.3. La formula de Christoffel

Definicién 2.3.1. Sea {p,(z)}2 el sistema de polinomios ortonormales ob-
tenidos al aplicar Gram-Schmidt a {1,z,22,...} y sea S,f un operador

integral definido como Sy, f = > ((f, pi)p; tenemos que

nop
Suf@) = Y [ ropodatt)p
i=0 V%
b n
Sl RL)MCROTD

:/f n(t, x)do(t)

Esta funcién K, (t,z) = Y ;" pi(z)pi(t) se llama nicleo de reproduccion del
sistema ortonormal de polinomios.

Corolario 2.3.1 (La identidad de Christoffel-Darboux). Sea {p,}°2 el sis-
tema de polinomz’os ortonormales obtenidos al aplicar Gram-Schmidt al sis-
tema {1,2,22,...} y ky, el coeficiente de ™ en pp(x). La funcién nicleo del
sistema ortonormal {pn(2)}02, definida como Ky (t,xz) = >.; o pi(x)pi(t)
tiene la forma

sz D)pt) = kil DL )p”(ti_fn(x)p"“(t) (2.7)
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Demostracion. Denotaremos P, () al polinomio ménico p,(x) = k,, 1p,(z).
A partir de la relacién de recurrencia de tres términos del teorema 2.2.6

ﬁn+1($)ﬁn(t) = (:L' - (ln+1);5n(l') n(t) - bn+1]5n71($) n(t)
Prt1(t)Pn(x) = (t — an+1)Pn(t)Pn(2) — bns1Pp—1(t)Dn ()

Restando a la segunda ecuacion la primera, obtenemos

Ijn-l—l (Cc)pn (t) - ﬁn+1 (t)ﬁn (1') -

— (@ = OPn (O (@) + bt P @t () = PeOPra@)] )

Notese que k' = \/{Pn(x), pn(z)) ya que pn(z) =k, 'p,(z). A partir de la
férmula de recurrencia escrita en la forma by, 11pn—1 = Tpp () — apy1pn(x) —
Pn+1 Obtenemos, utilizando el producto interno con p,—_1(x),

b"JFlk“T:El = <$ﬁn(l’)7pnfl> = <]§n(l‘)a$ﬁn—1(l‘)>
= <]3n($),]3n(37) + anpn—1 + bnﬁn—2> = k;zl (]5—1 = 0)

Por tanto, si la ecuacién (2.8) se dividide entre k2 el resultado es

k%[pn-l—lﬁn(x) — Pn+1(t)pn(z)] =

(@ = DB OFel@) + s [Pn@Fecs(V) — P Os@)] )

Aplicando la férmula de recurrencia 2.9 para simplificar el ultimo término
obtenemos

ki [Pr41(2)Pn (t) — Pay1 (t) ()] =

= (& —1) ) Bi(@)pi(t) + k3 [pr(2)Po(t) — pr(t)po(x)]
=1

= (&= pilx)pilt)
=0

La prueba se completa escribiendo k,, 'p,(x) en lugar de py,(z).
O

A continuacién vamos a ver una forma alternativa de representar los
polinomios que se debe también a Christoffel.

Teorema 2.3.2. Sea {p,(x)} los polinomios ortonormales asociados a la dis-
tribucion da en el intervalo [a,b]. Supongamos también que

p(z) =clx —x1)(x —x2) ... (T — 2¢) c#0
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es un my (polinomio de grado menor o igual que £) que es no negativo en ese
intervalo. Entonces los polinomios ortogonales {qn(x)}, asociados a la dis-
tribucion p(z)da(x), pueden ser representadas en términos de los polinomios
pn(x) de la siguiente forma:

pn(x) pn-l—l(x) cee pn+£(x)

pu(1) Pry1(m1) - prge(m)
p(x)Qn(x) = . . . .

Pu(Te) Pr1(®e) oo Prye(wr)

En el caso de tener un cero en xp, de multiplicidad m, m > 1, hay que
cambiar las filas por las derivadas de orden 0,1,2, ..., m—1 de los polinomios

Pn(@), Pnt1(X), .., Pnre(x) en x = p.

Demostracion. Se considera, en general, ¢,(z) como no normalizado. El se-
gundo miembro de la igualdad es un 7,4, el cual es por tanto divisible entre
p(x). Tendrd la forma p(x)g,(x), donde g,(x) es un m,. Ademds serd una
combinacién lineal de polinomios p,(z), pn+1(), . .., Pnie, asi que si g(z) es
un polinomio 7,_1 arbitrario entonces

b b
/ p(x)qn(z)q(z)da(x) :/ an(x)q(z)p(x)da(z) =0

Veamos que el segundo miembro no es identicamente nulo. Para demostrar
esto, basta con probar que el coeficiente de p,.1¢, es decir, el determinante

[Pnti(xj41)], coni,j =0,1,2,...,¢—1, no se anula. Procedemos por reduc-
cién al absurdo, supongamos que si se anula, luego existen ciertas constantes
Ag, A1, A2, ..., Ar_1, no todas cero, tal que

AoPn(z) + Mpnt1 + - oo+ Ae—1pnte—1 ()

se anula para x = x1,x9,...,xy. Por lo tanto este determinante es de la
forma p(z)G(z) donde G(x) es un m,—1. Ya que como hemos visto antes
este término es ortogonal a un 7,_; arbitrario tendremos que se cumple:

b
/ p(z)G(2)G(x)da(x) =0

b
| (@) pwydata) =0
Luego la G(x) = 0 y hemos llegado a contradiccién. O

Esta representacién nos permite, por ejemplo, reducir los polinomios ul-
traesféricos en polinomios de Legendre (en el caso de a = 3) o en polinomios
de Chebyshef (en el caso o + % =p+ %) Se puede obtener otra ilustracién
que conecta con los polinomios de la siguiente seccién.
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Usando las propiedades de da(z) y de p(x) se pueden obtener simplificacio-
nes de la formula determinantal. Por ejemplo supongamos da(x) = w(z)dz,
w(z) y p(x) funciones pares y a = —b.

Obtenemos asi la representacion

pn(2)  Pnt2(x)  pngalz) .. Dpge(T)

pn(xl) pn+2(ﬂ§1) pn+4(x1) s pn—i—f(xl)
p(x)gn(z) = : : : :

pn(mg) pn+2($§) pn+4($§) v pn-‘ré(l‘g)

Siendo {+£x1,+x9,...,+x,} todos los ceros de p(z). Por ejemplo, los poli-
2

nomios ortogonales asociados con la funcién peso 1 — 22 in [-1,+1] puede ser
determinado por

1=l = | 20 D) | = ) = P

2.4. Polinomios ortogonales clasicos

Veamos algunos ejemplos de polinomios ortogonales clasicos

= a=—1,b=1, funcién peso w(z) = (1 —z)*(1+2)’, a > -1, > —1.
Estamos hablando por tanto, salvo una constante, de los polinomios
de Jacobi PL*?) (z).
Ademaés dentro de estos podemos diferenciar varios casos especiales:

e Si a = (8 estamos en el caso de los polinomios ultraesféricos.

n=1,2,3,4,5ya=3, h=3

3l \ =

-1 0.5 0 0.5 1
Figura 2.1: Polinomios ultraesféricos hasta grado 5, con oo = 3 = 3.
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e Sia=p= —%, polinomios de Chebyshev de primera especie
definidos por: T, (z) = cosnf, x = cosf .

n=0,1,2,3,4,5y a=-1/2, b=-1/2

T (%)

-4 ‘ ‘
-1 0.5 0 0.5 1

Figura 2.2: Polinomios de Chebyshev de primera especie hasta grado 5.

e Sia=p= —1—%, polinomios de Chebyshev de segunda especie
definidos por: U,, = sin((n 4 1)6)/(sin#), con = = cos .

n=0,1,2,3,4,5y a=b=1/2

'a, ;'
2 L :!\: L1
5: 0 —UO(X)
! )
)
e ,/ )
)
X)
4b
-1 1

Figura 2.3: Polinomios de Chebyshev de segunda especie hasta grado 5.

e Sia = —f =1, tenemos los polinomios Uy, = sin((n+4)8)/(sin §)

con cosf =x
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n=0,1,2,3,4,5 y a=-b=1/2

o E—

Nl

Figura 2.4: Polinomios Uy, hasta grado 10 (n = 5), con o = %, b=—

e Si o = 8 =0, estamos en el caso de los polinomios de Legendre
P, (z).

n=0,1,2,3,4,5y a=b=0

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 2.5: Polinomios de Legendre hasta grado 5.

T

» a =0, b = 400, funcién peso w(x) = e *x*, a > —1. En este caso
estamos hablando, salvo una constante, de los polinomios de Laguerre
L (x).
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n=0,1,2,3,4,5 a=0,b=+0c
L0 v S

\\; | .:, }

Figura 2.6: Polinomios de Laguerre hasta grado 5.

. 2
" g = —00, b = 400, funcién peso w(x) = e~ * . En este caso tenemos,

excepto por una constante, los polinomios de Hermite H,(z).

30—

|

20

n=0,1,2,3,4,5 a=-c0, b=+c0

H, ()

Figura 2.7: Polinomios de Hermite hasta grado 5.
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2.5. Propiedades de los polinomios de Jacobi en [—1, 1]
= Los polinomios de Jacobi satisfacen la condicién de ortogonalidad

I = 2)2(1 4 2)8 PP () P (@) da =

_ 2o+B+l  T(n+a+1)I'(n+p+1)
T 2n+ta+pB+l T(ntatB+1)n! Onm o, f>—L

Como se define, no tienen una norma unitaria con respecto al peso.
Esto se puede corregir dividiendo por la raiz cuadrada del lado derecho
de la ecuacion anterior, cuando n = m.

Aunque no proporciona una base ortonormal, a veces se prefiere una
normalizacién alternativa debido a su simplicidad:

P}f"ﬁ)(l) _ <n + a>.

n

= Los polinomios tienen la relacién de simetria
P (=) = (~1)" PP (o)

por lo tanto, el valor en z = —1 es

P = (")

n

s La k-ésima derivada de la expresién explicita conduce a

dzk™ "

dk Ta+B+n+1+k) ke Btk
P8 (z) = plathptk) oy, 2.1
() ¥T(a+pB+ntl) "k (@) (2.10)

» El polinomio de Jacobi P,,(La’ﬁ ) () es una solucién de una ecuacién di-
ferencial lineal de segundo orden (vease (2.15))

(1-2Y)y" +(B—a—(a+B+2)2)y +n(n+a+B+1)y=0.

= La relaciéon de recurrencia para los polinomios de Jacobi de «, 3 fija
es:

2n(n+a+B)(2n+a+ - 2)P*(z) =
=@uta+f-1{@+a+B)@ntatf—2)z+a’— )P ()
9t a—Dn+B—1)2n+at P (@),

paran = 2, 3, .... Dado que los polinomios de Jacobi se pueden des-
cribir en términos de la funcién hipergeométrica, las recurrencias de la
funcién hipergeométrica dan recidivas equivalentes de los polinomios
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de Jacobi. En particular, las relaciones contiguas de Gauss correspon-
den a las identidades

d 1 o
(= D) PiP() = 5o = DA +a+ 5+ m) P2 @)

= nPF)(z) — (a + n)PfL‘i’IBH)(:p)
= (1+a+B+n) (PP (@) - P (@)
= (a+ )P (@) — 0P (2)

2(n+ )P V(@) — (z(1+a+B+n)+a+1+n—p) PP ()

1+z
_ 28+ n+n2)P (@) - 28+ n) PV (a)
N 1+
= 2 (BRI @) — (5 mPE I @)

= La funcion generadora de los polinomios de Jacobi estd dada por

> Pl (@)t =2t R 1 —t+ R) (L +t+ R) P,
n=0
de donde )
R=R(z,t)= (1 -2zt +t*)? ,

y la rama de la raiz cuadrada se elige para que R(z,0) = 1.

2.6. Polinomios ortogonales y cuadratura.

En esta seccién vamos a ver algunos resultados relativos a los polinomios
ortogonales clésicos que seran de utilidad mas adelante en el capitulo de
interpolacién.

Teorema 2.6.1. Sean x1 < xo < ... < x, los ceros de los polinomio ortogo-
nales py(x) entonces existen numeros reales A1, Aa, ..., Ay tal que

b
/ p(x)da(z) = Ap(x1) + Aep(x2) + ... + App(xn), (2.11)

donde p(x) es un polinomio arbitrario de grado < 2n — 1. Estos A, k =
1,...,n estdn determinados inicamente por la distribucion da(x) y el entero
n.

Estos A\, k= 1,...,n se llaman nidmeros de Christoffel.
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Demostracion. Basta probar (2.11) parael caso p(z) = 2%, k= 0,1,2,3,...,2n
1. Estos casos representan 2n condiciones que determinan de forma univo-
ca, los nimeros de Christoffel \g, en los puntos x. (Si se toman distintos
puntos xj arbitrarios, se pueden determinar los A; luego (2.11) se cumple
para cada polinomio de grado < n — 1.)

Para demostrar (2.11) vamosa construir el polinomio de interpolacién de
Lagrange de grado n — 1 que coincide con p(x) en los puntos xg, es decir,

ZP ﬁ Zpl“k li(z

P (@r)(
donde los I () son los polinomios fundamentales de interpolacién de Lagran-
ge asociados a las abscisas x1,x9, ..., T, (esto se explicard con mas detalle
més adelante, en el capitulo 3). Como p(xz) — L(x) es divisible entre p,(x)
entonces p(x) — L(x) = pn(x)s(x), donde s(z) es un polinomio de grado
< n — 1. Por tanto,

/ab p(x)da(z) = /ab L(z)da(x) + /bpn(q;)s(x)da(x)

_ /:L )da(z) = Z:p(xk) /ab e (z)da(z)

k
Esto demuestra (2.11) teniendo en cuenta que

b b
pn(z)
Y :/ lg(z)da(z) :/ _ E=1,2,....n (2.12)
a a p;L(l‘)(x - xk)

Por otra parte, supongamos que (2.11) se cumple para un polinomio arbi-
trario de grado < 2n — 1, p(x). Entonces podemos elegir p(z) = I(x)s(z),
donde I(z) = (x — z1)(x — x2) ... (z — z,,) ¥y s(z) un polinomio arbitrario de
grado < n — 1. Podemos llegar gracias a (2.11) a que

b
/ l(z)s(x)da(z) =0,

ya que se anula el segundo miembro de la igualdad. Por tanto, tenemos que
[(z) = Cpp(x), con C una constante.

La interpretacién del primer miembro de la igualdad de (2.11) como cua-
dratura de Gauss es evidente. Para una funcién arbitraria f(z) definida en
el intervalo [a, b] pongamos

Qn(f) = Mf(x) + Aaf(x2) +... + A f(2n)

Por tanto el teorema (2.6.1) se puede formular de la siguiente forma: Q,(f) =
f f(x ) siempre que f(x) sea un polinomio arbitrario de grado < 2n—1.
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En otros términos, los nimeros de Christoffel no son otros que los pesos
de las formulas de cuadratura Gaussianas asociadas a la distribucién da.
Ademads, a partir de (2.12) podemos observar que los nimeros de Christoffel
Ak son los valores de Q,,(f) para f(z) = lx(x). También podemos hablar de
la convergencia de la sucesién de cuadraturas {Q,(f)}}_; cuando n — oo
a la integral de f. Respecto a las formulas de cuadratura mecanica para un

polinomio arbitrario de grado < 2n — 1 podemos ver el libro [3]. O
Teorema 2.6.2. Los niumeros de Christoffel A\, kK =1,2,...,n son positivos
y ademds
b
M4 Aot A :/ do(z) = a(b) — a(a). (2.13)
a

y también se cumplen la relacion

Ao = AbQ%wgg{xw>im@) (2.14)

Demostracion. Basta aplicar el teorema 2.6.1 a p(r) = 1 para demostrar
(2.13). Para (2.14) simplemente tenemos que aplicar el mismo teorema a
p(x) = (Ix(z))2. Con esto tltimo resulta claro que los nimeros de Christoffel
son positivos y ya tenemos probadas las tres propiedades. O

2.7. Ecuaciones diferenciales y polinomios ortogonales

Teorema 2.7.1. Los polinomios de Jacobt y = P,ga”g)(ac) satisfacen la siguien-
te ecuacion diferencial lineal homogénea de sequndo orden:

(1—2®)y'+B—a—(a+B+2zly +n(n+a+B+1)y=0 (2.15)

L= ) Y a4 ot B+ 1)1 - )"0+ a)y = 0. (216)

Demostracion. Lo primero de todo, notemos que y es un polinomio de grado
< n, la expresion
d[(1 — 2)* (1 + 2)"Ty/) Jda

es de la forma (1 —z)®(1+ 2)P2, donde z es también un polinomio de grado
< n. Para demostrar que z = C'y, con C una constante, vamos a probar la
relacién de ortogonalidad

/1 d atl B+1, 1 _
@A)y lp(@)dr =0,
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donde p(x) es un polinomio arbitrario de grado < n — 1. Integrando por
partes el primer miembro de la igualdad se reduce a

1
-/ (=21 2) ) ()

siempre que o+ 1y 841 sean positivos. Una segunda integracién por partes
nos da

L a
[ vl o ) @l = o
1 dx
en el tltimo integrando el coeficiente de y es de la forma (1—x)%(1+z)%s(z),
donde s(x) es un polinomio de grado < n — 1. Por lo tanto esta integral se
anula y el resultado queda probado. La constante —n(n + a + 8+ 1) se
obtiene comparando los términos més altos.
Una alternativa a (2.15) es

1-—2)Y' +a—B—(a+B+2z]Y +(n+1)(n+a+B+1)Y =0,
con Y =(1-2)1+2)y=01-2)%1+2z)°Pl"(z).

Teorema 2.7.2. Sea o > —1, 8 > —1. La ecuacion diferencial

(1 =)y + [ —a—(a+B+2)aly +7y =0,
donde v es un pardmetro, tiene una solucion polinomial distinta de cero
si y solo si «y tiene la forma n(n + o+ B), n = 0,1,2,.... Esta solucion
es C’Péa’ﬁ) (z), con C una constante adecuada, y ninguna solucion que sea

linealmente independiente de Py(la’ﬂ) (x) puede ser un polinomio.

Demostracion. La demostracién podemos encontrarla en [19] capitulo 4, sec-
cion 4.2, pp. 61, 62. O

Si sustituimos = = 1 — 22’ en (2.15) obtenemos
x’(l—x’)@+[a+1— (a+5+2)x’]@+n(n+a+,8+1)y:0
dz'? dzx’ ’
que es la ecuacién hipergeométrica de Gauss. Sus soluciones son funciones
hipergeométricas de Gauss, definidas por F'(a, b; ¢; x), que describiremos més
adelante. Teniendo en cuenta la segunda parte del teorema 2.7.2, paran > 1,

obtenemos la siguiente representacion:

1—
PR (z) = (n—;a>F<—n,n+a+ﬁ+1;a+l; 2x>

:Th;(:)(n+a—|—ﬁ—|—1)...(n—|—a+5+k’) (2.17)
=0

(a+k+1)... (a+n) <$;1>k
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En la identidad anterior debemos reemplazar

(Z) (n+a+B+1)...n+a+B+k)(a+k+1)...(a+n)

por
(a+1D(a+2)...(a+n)

para k =0, y por
n+a+B+l)(n+a+pB+k)...2n+a+p)

para k = n.
La notacién F'(a, b; c; x) representa las series hipergeométricas.

= (a zF
F(a,b;c;x) = Z 7( z];)(f:)k o

k=0

(@) = 1 k=0
Wk = ala+1)---(a+k—-1) k>0

donde

convergente para |z| < 1y satisfaciendo

d’y dy
z(1 _$)@ +c—(a+b+ 1)1‘]% —aby = 0.

(ver [20] p. 283) Otra aplicacién de (2.17) es la férmula

d 1 N
T(FP@) = Sntat B+ DRI @), (218)

que se obtiene de forma inmediata cuando expandimos ambos lados de (2.18)
utilizando (2.17).
Como aplicacién de (2.18) observamos que las derivadas sucesivas

T, (), T,/ (x), T, (), ...

de los polinomios de de Chebyshev T,,(x) son, salvo una constante,

| ol

P (), P (@) P30,

n n

El primero es, salvo por una constante, U,_1(z) (puede verse en la sec-
cién 1 del capitulo 4 del libro [19]). Notamos también que las derivadas

P/ (x),P!(z),... de los polinomios de Legendre P, (z) son miiltiplos cons-
tantes de P,EEP (x), Pfig)(x), ..., respectivamente.
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Proposicion 2.7.3. Sean {Lﬁf“) (2)}22,, @ > —1 los polinomios de Laguerre

definidos por la siguiente condicion de ortogonalidad y normalizacion:

/ €_$:L'QL£ZO‘) (:p)ng) (x)dr =T(a+1) <n + a> Onms
0 n

se cumplen las siguientes ecuaciones diferenciales
vy’ + (a+1—2)y +ny=0, y= Lﬁf‘)("”),

2
22" + (v + 1) + (” + % +1- a) 2=0, z=e "2l (),

4x
/2 1-a* 1

o+ (Tl + (Oéaj‘ )/ + 4x§‘ . 4) u=0, U — C_x/2$(a+1)/2L,Ela)($),

1_ 042 1
v+ [ 4n 420+ 2 — 2 + 472 v=0, v = e 202 [V (22)
T
(2.19)
Demostracion. La prueba la podemos encontrar en [16], pp. 41-42. O

Proposicion 2.7.4. Sea {H,(z)}>2 los polinomios de Hermite definidos por
la condicion de ortogonalidad:

o
/ e_xQHn(ﬂ:)Hm(:v)dx = 77%2”71!5”% n,m=0,1,2,...

—00

con el coeficiente de x™ del n-ésimo polinomio positivo. Se cumplen entonces
las siguientes ecuaciones diferenciales

y" —2xy +2ny =0, y = Hy,(x),

2.20
2+ (2n 41— 2%z =0, z= 67$2/2Hn($), (2.20)

Demostracion. La demostracién podemos encontrarla en [19]. O

2.8. Propiedades asintoticas de los polinomios clasicos
Proposicién 2.8.1. Sean P,(z), con P,(1) =1, n = 1,2,... los polinomios
de Legendre con a = —1, b =1 y funcion peso w(x) = 1. Se tiene entonces
la siguiente desigualdad:

|P(z)| <1, —-1<z<+1 (2.21)

Sin > 0 el signo de igualdad se cumple solo para x = +1.
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Recordemos en primer lugar que los polinomios de Legendre paran = 0,1
son respectivamente

PQ(:IZ) =1
P(z)==z

Recordemos también la representacién de los polinomios de Legendre dada

por:
n

P, (z) = 2% > (Z) (z+ 1) F(z—1)* (2.22)

k=0

Para demostrar (2.21) utilizaremos el siguiente teorema

Teorema 2.8.2. Sean > 2. Los sucesivos mdzimos relativos de | P, (x)|, cuan-
do x decrece de 1 a 0, forman una secuencia decrciente. Para mayor pre-
CISION, ST 1, 2, - -, My 2] denotan estos mdzimos correspondientes a los
valores decrecientes de x, tenemos

I1>p > p2> 00> pppyo
Demostracion. Sin es par, tenemos

1-...(n=1)

Sea f(x) una funcién definida por la relacién
nin+1)f(z) = n(n+1)(P.(z))% + (1 — 2?)(P.(z))>. (2.23)
Tenemos entonces que f(x) = (P,(z))? si P!(z) =0, o si z = £1. Por tanto,

méx (Pn(z))? < méx f(x). (2.24)

—1<z<£1 —1<z<£1
Ahora, derivando en (2.23) y utilizando (2.15),

n(n+1)f'(z) = 2P, (x) [n(n + 1) Pu(z) — 2P, () + (1 — %) Py (x)]

= 2P, (x)x Py (x) = 22(Py(2))?, (2.25)

Por tanto tenemos que f(z) es decreciente cuando x < 0 y creciente cuando
x > 0. Entonces el maximo de f(x) se alcanzard en v =10 z = —1.

Sabemos que f(£1) = (P,(£1))? y sabemos también por la férmula (2.22)
que (P, (£1))? = 1. Esto junto con (2.24) nos permite afirmar que (P, (z))? <
f(z) < 1. Con esto queda probado 2.21. O

Teorema 2.8.3. Tenemos
(sin.0)2| Py (cos 0)| < (2/m)2n"2, 0<O<r (2.26)

donde la constante (2/77)% no puede ser reemplazada por una mds pequena.
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Demostracion. Podemos encontrar la demostracién en el libro [19], capitulo
7, teorema 7.3.3. L]

Teorema 2.8.4. Sea o > —1, > —1,

b —«
Tg= ————
O arB+1
tenemos
1
<n+q) ~n? si g =max(a, ) < —3
méx |P{%) (z)] = n
—1<a<1 / _1 ‘ . 1
|PLB) ()] ~ 72 si ¢ = max(a, f) —5
(2.27)
Donde x' es uno de los dos puntos mdzimos préximos a .
Demostracion. Ver [19] capitulo 7, seccién 7.32, teorema 7.32.1. O

Teorema 2.8.5. Sean o y B arbitrarios y reales, y ¢ una constante fija positiva
yn — oo. Entonces

—_a—1 _1 . -1
PO () = 07*"20(n"2) st en <0< /2, (2.28)
O(n®) si 0<O<en L,
Demostracion. Ver [19], capitulo 7, teorema 7.32.2. O

Teorema 2.8.6. Sea o arbitrario y real, ¢ y w constantes positivas fijadas, y
suponemos que n — 0o. Entonces

—a/2-1 a/2-1 . -1
L= ©ROETE) sioenTSOS W g 99)
O(n®) si 0<0<en L,
Estas cotas son precisas en cuanto a su orden en n.
Demostracion. Ver [19], capitulo 7, teorema 7.6.4. O

Para a > —%, ambas cotas se cumplen en ambos intervalos, es decir,

—a/2-1 a/2-1 1
L(a)(m): { z(na) :0(n ) 0<m<w,a>—§.

Por otro lado,
L) = 0> ),  O<e<w, a<-..

Y generalmente, con « arbitrario y real,

1 1
Ly(xz) = O(n?), a = max <2a 7 a> 0<z<w. (2.30)
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Teorema 2.8.7. Sea o > —1, y sean x1 < 22 < ... < xn, los ceros de L;a) (z);

entonces tenemos para los ceros xx, k = 1,...,n, para un intervalo fijo
O<r<w
1
222 = n” 2 (kr + O(1)).
Ademds,
3 A
L ()| ~ w2 I/ o peipet,
Demostracion. Ver [19], capitulo 8, teorema 8.9.2. O
Proposicion 2.8.8. Sean Ag, k =1,...,n los nimeros de Christoffel para las
abscisas de los polinomios de Laguerre L%a) (x) ordenadas de forma creciente
T <29 < ... < Ty entonces tenemos que
r 1
Ap = Mgﬁ;(mw(xk))—a k=1,2,...,n; a>—1, (2.31)

I'(n+1)

Demostracion. La demostracién podemos encontrarla en en [19], capitulo
15, seccién 15.3 (1). O

2.9. Polinomios ortogonales no clasicos

2.9.1. Una clase de polinomios considerada por S. Bernstein y G.
Szego

Veamos primero un par de resultados previos:

Teorema 2.9.2. Sea g(0) un polinomio trigonométrico con coeficientes reales
que son no negativos para todos los valores de 0. Entonces existe un polino-
mio p(z) del mismo grado que g(0) tal que g(8) = |p(2)|?, donde z = €. Por
ota parte, si z = €, la expresion |p(2)|> siempre representa un polinomio
trigonométrico no negativo en 6 del mismo grado que el polinomio p(z).

Teorema 2.9.3. Sea g(6) que satisface las condiciones del teorema 2.9.2 y
g(#) # 0. Entonces la representacion g(0) = |h(e')| existe tal que h(z) es
un polinomio del mismo grado que g(6), con h(z) # 0 en |z| < 1, y h(0) > 0.
Este polinomio estd univocamente determinado. Si g(0) es un polinomio de
cosenos, h(z) es un polinomio con coeficientes reales.

Demostracion. La demostracién de estos teoremas podemos encontrarla en
[19]. O

Sea p(x) un polinomio de grado exactamente [ y positivo en [—1,+1].
Entonces los polinomios ortonormales p, (x) que estdn asociados a la funcién
peso:
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(1—a%) " 2p(x) ",
(1—2?)2p(z)7",

& j)épm-l,

pueden ser calculados siempre que | < 2n en el primer caso, | < 2(n +
1) en el segundo caso y [ < 2n + 1 en el tercer caso. Los polinomios del
primer caso desempenan un importante papel en la prueba del teorema
de la equiconvergencia de Szegs. Los tres casos fueron ivestigados por S.
Bernstein junto con su férmula asintotica.

w(zr) =

Teorema 2.9.4. Sea p(x) un polinomio de grado exactamente ¢ y positivo en
[—1,+1]. Sea p(cosf) = |h(e'?|? una representacién normalizada de p(cos6)
en el sentido del theorema 2.9.3. Escribiendo h(e?) = c¢(0) +1is(6), con c(0)
y s(0) reales, obtenemos las siguientes formulas:

pulcos®) = (2/m)2R{e™h(e?)}
)%{0(9) cosnf + s(0) sinnd},
w(z) = (1—a%)73(p(x)) ", | < 2n;

pulcosd) = (2/7)%(sin0) 1S {e/"FDh (%)}

B 1 sin(n+1)0 cos(n+1)0
= @/m { (©) sin 5(9) sin 6 }’
wi@) = (1-2%)2(p(z))", L<2(n+1);
_ e D\ i Doy
pn(cosf) = m 2(sin 2) S{e""" 2R (e?)}
= 7T_% {c(Q)Sin (S,Tlln—'_e %)0 — 3(0)4&)8 (STD_; %)9 } ’
2 2

w(z) = (i;i)wm»l, I <2n+1;

Estas formulas deben ser modificadas para | = 2n, 1 = 2(n+ 1), y 1l =
2n+1, respectzvamentef multiplicando el miembro de la derecha de la,lpmmem
formula por (1 + 25)75 y los de la sequnda y tercera por (1 — %)75, donde
ho = h(0) y hy es el coeficiente de 2' en h(z).
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Demostracion. Observamos que lo miembros de la derecha de las tres férmu-
las son polinomios de cosenos cuyo término mas elevado es

1)0 i Lo
(2/m)bhycosnd,  (2/m)n D8 w—%hoism(“g?)
Sin 5

sen 6 g

resepectivamente. En la primera de estas expresiones, si [ = 2n > 0, hg debe
ser reemplazada por hg + hy; en el segundo y el Ultimo, sil = 2(n+ 1) y
[ = 2n + 1, respectivamente, tendremos hg — h; en lugar de hg.

Demostremos la primera férmula, el resto se hacen de forma similar.
En primer lugar vemos que

1
/ pn(:z)xk(l—1:2)%(p(a:))_1d:c20, k=0,1,...,n—1
-1
o lo que es lo mismo

/ Pr(cos @) cos kA(p(cos )~ 1dh = 0, k=0,1,2,...,n— 1.
0

Luego

(2/7T)§ R {/7r einGW(eikﬁ + e—ik9)|h(ei0)|—2d9} —
0

(Q/W)é » +7 Gi(ntk)0 4 pi(n—k)6
4 /_ﬂ h(e®)

B (2/7.[.)% 1/ Zn—i—k _|_Zn—k -
- 4 " ') |z|=1 zh(z) dzp =0

., n+k n—k
ya que la funcién % es regular para |z| < 1.

+1 .
» (Pa(2))*(1 —2?) "2 (p(x)) " =

(pn(cos))?(p(cos b)) ~1db

Il
S— o

1
Pn(cos ) <> ho cos né(p(cosh))~1dh
v

1 1 2241
(Q/W)Q%{i/Ml o) dz}

(2/m)ho(27/hg) = 1

N N
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Las demostraciones de las otras dos formulas son similares. En lugar de
sin (k+1)6 sin (kJr%)@
sin 6 sin g
caciones para l = 2n,l =2(n+1) y y I = 2n+ 1 en cada una de las tres
férmulas respectivamente se pueden demostrar facilemente. Finalmente, ob-
servamos que la primera férmula sale de la tercera, la tercera de la segunda
y la primera de la segunda sustituyendo p(z) por (1 —x)p(x), (1+ x)p(x) y
(1 — 22)p(z), respectivamente. O

utilizar cos k6 usaremos

, respectivamente. Las modifi-

2.9.5. Polinomios de Stieltjes-Wigert

Wigert queria encontrar una forma mas elegante de representar los po-
linomios ortonormales p,,(z) asociados con la funcién peso

1 _ 2 2 _1 _ 1.2
w(z) = 7 2keTFI09T) — g gk log T 0 <2< +4o0;k>0.

Usé la notacién

HE (1-¢WA—¢"")...(A1—g" ")
v (1-q)(1-¢*)...(1—g¢")

y denotando

Tenemos que

=

pu(@) = (~1)"q"* 3 {1 -1~ ...(1— g™} 2> [Z} ¢ (—gr o)k
. (2.32)

Sin = 0 el producto entre llaves se sustituye por 1. La demostracion se basa
en la identidad de Gauss:

n

S| R = (14 qu) (1 + ) (L4 g
k=0

2.9.6. Distribuciones del tipo Stieltjes, un analogo de los polinomios
de Legendre

En esta secciéon vamos a hablar de un conjunto finito de polinomios
estudiados por Chebyshev, asociados a una distribucién del tipo Stieltjes
da, con « una funcién escalonada que presenta saltos de una unidad en
r=0,1,2,...,N —1 donde N € N y es fijo. Esta distribucién es del tipo
mencionado al final de la demostracion de la independencia lineal en la
definicién 2.2.1. Los polinomios asociados son, salvo constante,

tn(z) :n!A"<x> <x_N>, n=12...,N—1 (233)

n n
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Ademsds, Chebyshev muestra que

+oo
/ (@tm@do(m) = S t@tm(@) =0,  sin#m

- z=0,1,2,...,.N—1

% 2=0,1,2,...,N—1
N(N? —1)(N% - 2%)...(N? —n?)
2n+1

nm=20,1,2,..., N—1

Estas formulas se cumplen para todo valor no negativo de n y m, pero
son triviales para n > N o m > N, ya que, en este caso, t,(z) = 0 para
rz=0,1,2,...,N — 1.

En (2.33) se usa el simbolo

Af(z) = fla+1) - f(=),
A"f(z) = A(A"'f(x))

= flzx+n)-— )

>f(x+n— D+...+(=1)"f(x)
Por el teorema del valor medio

A" f(z) = f™(z + 6n) 0<f<1
Obtenemos para un valor fijo de n la siguiente férmula

lim N "t,(Nz) = P,(2z — 1) (2.34)
N—o0
donde P, es el polinomio de Legendre de grado n. Chebyshev también consi-
derd un caso més general en el que los puntos 0,1,2,..., N —1 son reempla-
zados por un conjunto arbitrario de N puntos distintos. En relacién a esto
se obtiene un féormula de interpolacion de cierta relevancia en estadistica
matematica.

2.9.7. Polinomios de Poisson-Charlier

Estos polinomios guardan una importante relaciéon con el célculo de pro-
babilidad y estadistica. Estan asociados la distribucién da donde « es una
funcién escalonada con salto

—a T

jlx) =e%%(z!)™' enelpuntox, z=1,2,...;a>0.
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La variacién total de « es
o
a(+00) —a(—00) = > j(x) =1
=0

Los polinomios ortonormales correspondientes son:

pu(z) = a™(nl)"3 f:(_m—k (Z)k!a_k <i> (2.35)

k=0
= ") 72 (=1)"(j(x) " A" (w = n) (2:36)

La demostracion de esta expresion puede darse por el método de generacion
de funciones. Sea para un |w| suficientemente pequeno,

Gla,w) = a2 (nl) " 2py(a)u”

n=0
oo n
_ (_1)n—k n 1,—k x n
— Z Z )R e (2.37)
n=0 k=0
> T
= Za_k (k)wke W= (1 +a tw)®
k=0
Entonces
Y @G, u)G(x,v) =
=0,1,2,
= Z e (@) e (1 + a u) e V(1 4+ a” to)”
z=0,1,2,
_ e—a—u—vea(l—l—a*lu)(l—l—a’lv) ea*1u1)
Por tanto

Z j(x)a*”ﬂ(n!)*%pn(aﬁ)a*mm(m!)*%pm(x) = a " (n!) " 6pm, (2.38)
z=0,1,2,...

n,m=0,1,2,....(2.39)

Los polinomios (2.35) estan relacionados con los polinomios de Laguerre
mediante la relacién

pa(x) = a"2(nl)2 LT (a)

2.9.8. Polinomios de Krawtchouk

Otra distribucion da aplicada al célculo de probabilidades tiene definido
el salto en  como

N
jlx) = ( >pxq(Nx), x=0,1,2,...,N

T
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Aqui N es un entero positivo, p >0,¢ >0,y p+q=1.
La variacién total de «(z) es 1. El conjunto de polinomios ortonormales
asociados es de nuevo finito como en la subseccién 2.9.6

El método de generacion de funciones da lugar a la férmula

i) ={ (V) } ()" é(—l)”—‘“ OO ()t o

n=0,1,2,...,N (2.41)

Ademas, sea

s =3 { () o o

n=0

N n
_ 1 n—k <N —IIZ> <1’> n—k kwn

7;] ];0( ) B O P
Siendo z un entero, 0 < z < N, la dltima suma puede ser extendida para
todos los k,n =0,1,2,...; con k < n, dado que el término general se anula
si N—x <n—kosixz <k.Porlo tanto, para todos los valores de n, k, z, N
que cumplan ambas desigualdades tendremos ceros en el término general,
luego solo podra ser nonulosi N —x >n—k, z >k, es decir, si N >n .
Por tanto

K(z,w) = S () kS (1ynk (N T8 kb (9 49)
> (Lt e (L)
= Z <z>qkwk(1—pw)N_I (2.43)
k=0
= (14 quw)*(1 —pw)N~* (2.44)

A partir del cual,

Y @K@ u)K(z,v) =

z=0,1,2,....N

= Z <];[)pqux(1 +qu)* (1 — pu)N (1 + qu)* (1 — pv)V "

= [p(1+ qu)(1 + qv) + q(1 — pu)(1 — pv)[¥ = (1 + pquv)",

de hecho, tenemos que

1

3 () e () oamn -
= (N> (P9)" Onim,

m
n,m=0,1,2,...,N.
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Sin> N, py(z) =0paraxz=0,1,2,..., N, como ya vimos.

Otras dos clases diferentes de polinomios derivan de los polinomios (2.40) a
través de dos métodos diferentes.

1. Sea z € R y supongamos que x gienota el entero mas grande que sea
menor o igual a pN + z(2pgN)2 donde p,q,z son fijos y N — oo.
Entonces para un n fijo

lim p,(x) = (Q”n!)féHn(z’)

N—o00

Si Hy,(z) denota el polinomio de Hermite n-ésimo. Sustituyendo por el
pn(z) de (2.40) y el K(x,w) de (2.42), como x es entero, 0 < x < N,

w2 {(0)}
lim
N—o00 oy n

(14 (2/N)2qu)®(1 — (2/N)zpw)N ==

[N

(pg) "2py () ((2/N)2w)"

= lim

N—o0
1 1

—  lim e(Q/N)ﬁqwz—(Q/N)fpw(N—m)—N’1q2w2x—N’1p2w2(N—J:)

N—o0

1 * H
= ot = 52 I (g by

n=0

Se puede comprobar que el mismo proceso que se aplica a la distribu-
cién dada da(x) es el que sigue la distribucién e=**dz de los polinomios
de Hermite, para ser més exactos:

jx) = (27rqu)*%e*Z2 6 jlr)dr = e dz

2. Sea pN = a, donde a > 0y fijo, N — oo, p — 0, ¢ — 1. Entonces para
un 7 fijo y un entero fijo z > 0, encotramos que limy_, o pp(z) existe
y es igual al polinomio de Poisson-Charlier. De hecho (ver (2.37))

lim (14 qu)*(1—pw)" ™ = lim(1+quw)"(1 —pw) (1 - pw)?
p—>

N—oo

2.9.9. Otros casos especiales

» Markov consider6 el caso en el que a(x) es una funcién escalonada con
salto, en el punto ¢%, de j(x) = ¢*, v =0,1,2,...,N =1,y ¢ > 0,
q # 1. Se trata de una distribucién muy similar a la de la subseccién
2.9.6. Se cumplen, de hecho, (2.33) y (2.34).

Stieltjes y Gottlieb investigaron el caso en el que a(z) es una funcién
escalonada con salto ¢® en el punto z, x =0,1,2,...,0 < ¢ < 1.
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» Una distribucién destacable es la que se define con la funcién peso

N

w(z) ={z(a—x)(f—2)} 2, 0<z<aa<p.

= Heine deriva la ecuaciéon diferencial lineal de segundo orden para poli-
nomios ortogonales relacionados con las funciones elipticas jacobianas.
Archieser investigé los polinomios ortogonales asociados con la funcién
peso

w(z) = {1-a))(a-2)(b-2)} 2c—a|, -1<e<a b<z <+
07 a<x<b

donde —1 < a < b < +1y c depende de a y b. Estos polinomios estdn
también relacionados con las funciones elipticas.
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Capitulo 3

Interpolacion

En este capitulo vamos a tratar problemas de interpolacién relativos
a la teoria de polinomios ortogonales. En particular, nos centraremos en
interpolaciones cuyas absicsas son los ceros de los polinomios ortogonales
pn(x) asociados a distribuciones del tipo da o w(z)dz.

3.1. Definiciones

Definicién 3.1.1. Sea una disposicién triangular en [a, ], siendo este un in-
tervalo acotado o infinito,

Snia< Ty <Top <...<Tpp <D, (3.1)

(a < x1, en el caso de ser a = —00 y Ty, < b en el caso de ser b = +00) lo
cual denota un conjunto de n puntos distintos dos a dos de este intervalo.
Sea [(z) un polinomio no idénticamente cero de grado < n, idénticamente
distinto de cero, que se anula en x = xp,, k = 1,2,...,n y que estd
determinado salvo por una constante de proporcionalidad distinta de cero.
Cuando no haya ambigiiedad, escribiremos xj en lugar z,.

Los polinomios

_ @ _ .
lk(w)_l/(xk)(x—xk)’ k_1,2,..., N

son llamados polinomios fundamentales de interpolacién de Lagrange co-
rrespondientes al conjunto S,,. Estos tienen la propiedad

k(wik) = Oik, i,k=1,2,...,n

Sean f1, fo, ..., fn valores arbitrarios. Entonces la expresion

n

Lo(z) =Y _ fulr(x) (3.2)

k=1

49



representa el inico polinomio de grado < n—1 que toma el valor de fi en x =
T, k=1,2,...,n. Este es el n-ésimo polinomio de Lagrange correspondiente
a las abscisas S,. Vemos facilmente que se cumple

ll(x) + l2(£L‘) + ... —I—ln(.%') =1

Definicién 3.1.2. Sea S,,, n = 1,2, 3, ... una sucesion de conjuntos de abscisas
en [a, b] satisfaciendo (3.1) que llamamos disposicion triangular de nodos en
[a,b]. Si f(z) es una funcién dada definida en [a, b], podemos considerar la su-
cesion de los correspondientes polinomios de Lagrange L, (x), n = 1,2,3, ...,
definidos por (3.2) con fr = f(xky,). Varias propiedades de convergencia y
divergencia de esta sucesién han sido estudiadas bajo condiciones de conti-
nuidad adecuadas de f(x).

De ahora en adelante nos vamos a centrar exclusivamente en el caso en el
que las abscisas S, son los ceros de los polinomios ortogonales asociados
con una distribucién preasignada. Se pueden considerar diferentes tipos de
convergencia, por ejemplo:

1. convergencia ordinaria o puntual: lim,_o Ly(z) = f(x);
2. convergencia en media cuadrdtica: lim,, o fab |Lo(x) — f(z)?dz =0

3. convergencia en media generalizada , como la anterior pero cambiando
el exponente 2 por p, con p > 1.

Como es natural , estas definiciones se adaptan al caso en que tengamos
distribuciones con funcién peso.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Helly). Sea {a,}0°, una sucesion de distribu-
ciones en un intervalo [a,b] y denotemos

b
Uo(f) = [ flx)don(z), n=20,1,2,...

a
b

uif) = [ fl@)da(z).
a
Una condicion necesaria y suficiente para que lim,_,o I, (f) = U(f), donde
f(x) es una funcion continua arbitraria en [a, B], es que se cumplan las dos
condiciones siguientes a la vez:

lim U, (2F) = 1(z%), k=0,1,2,..., (3.3)
b
/ |dan, ()] < A, n=0,1,2,..., (3.4)

Ademds, si la sequnda condicién (3.4) no se cumple, existe una funcion
continua f(x) tal que la sucesion {ll,(f)}>2, es no acotada.
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Demostracion. Podemos encontrar esta demostracién en [10], pp. 268-271.
Véase también [1], p. 123. La primera condicién (3.3) expresa la validez
del paso al limite para un polinomio arbitrario. La segunda condicién (3.4)
confirma que las variaciones totales de a,(x) estdn acotadas. O

Nota 3.1.2. Veamos un problema que se nos plantea ante la falta de conver-
gencia de la sucesion {L,}72 . Sean a y b finitos. Si f(z) es sélo continua,
el comportamiento de los polinomios de Lagrange es bastante irregular.
Faber demostré en [7] que dada una sucesién arbitraria {S,}5° | existe una
funcién continua f(z) tal que la sucesiéon {L,}7°; no converge uniforme-
mente a f. Por otro lado, Bernstein en [2] demostré que existe una funcién
continua para la cual L,(x) es no acotada en un punto preasignado xg. De
acuerdo con el teorema de Helly (teniendo en cuenta que todo operador li-
neal puede ser escrito como fab f(z)da(x) siempre que a(z) sea de variacién
acotada, definida en un intervalo [a, b] acotado e independiente de f(z), ver
[19], p. 12), esto es equivalente al hecho de que la sucesién de las constantes
de Lebesgue

n

Z|lk($0)|, con n — 0o
k=1

es no acotada.
Se sabe mucho mas para el caso de la sucesion especial

T
mkn:cos(2k—1)%, k=1,2,...,n
con a = —1,b=+1, es decir, los ceros de T),(x). Grunwald en [9] y Marcin-

kiewiez en [13] demostraron la existencia de una funcién continua f(x) para
la cual la sucesion de polinomios de Lagrange correspondiente a estos g,
son siempre no acotadas, incluso no convergentes.

Con el objetivo de obtener la convergencia de las sucesiones de los po-
linomios de interpolacién, es necesario introducir restricciones adicionales
respecto a: (a) la funcién f(x), més concretamente las restricciones respecto
a su médulo de continuidad (definido en (1.4)), o (b) el polinomio de inter-
polacién, como las condiciones sobre su derivada y similares.

En base a esto, introduciremos los polinomios

mie) = {1- 58 - o) ) (35
= wp(2)l(x)?, (3.6)
he(x) = (2 —z)lk(z)?, k=1,2,...,n (3.7)

denominados polinomios fundamentales de primera y segunda especie de
interpolacion de Hermite correspondiente al conjunto .S,,. Estos polinomios
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de grado < 2n — 1 estan univocamente determinados por las condiciones:
hi(xj) = Okj, hi. () = 0; br(z;) =0, b (x5) = Okj, (3.8)

k,j=1,2,...,ny dados los valores fz, f,

kahk +kabk (3.9)

representa el polinomio de grado < 2n — 1 univocamente determinado para
el cual

Definicién 3.1.3. De nuevo, sea {5, }52 ;, una disposicién triangular de con-
juntos de abcisas. Si f(z) es una funcién que tiene derivada en [a, b], podemos
tomar fr, = f(2kn), f;, = f'(2xn) y consideramos los correspondientes po-
linomios de interpolacién de Hermite W, (x), n = 1,2,3,..., definidos por
(3.10). Si solo se conoce que f(z) es continua, podemos elegir f; arbitraria-
mente; por ejemplo, podemos tomar f, = 0, k = 0,1,2,...,n. Si f;, =0,
llamaremos a los Wy, (z) los polinomios escalonados correspondientes a S,.
En el caso més general |f,| < A, k=0,1,2,...,n, donde A es una constante
independiente de k y n, en este caso se los denomina polinomios escalonados
generalizados.

Los polinomios escalonados W,,(x) ya sean simples o generalizados, presen-
tan un comportamiento mas regular cuando n — oo de lo que lo hacen los
polinomios ordinarios de Lagrange L,(z). Coinciden con la funcién dada
f(x) en los mismos puntos en que lo hacen los polinomios de Lagrange, pe-
ro a la vez satisfacen ciertas restricciones adicionales relativas a su derivada
primera. Su grado es 2n—1 en lugar de n—1. Veremos que determinadas su-
cesiones {Wy,(x)}22; de polinomios escalonados (incluso los generalizados)
seran unfiormemente convergentes si f(x) es una funcién continua arbitraria.

Para los polinomios fundamentales de interpolacién de Hermite se cum-
plen las siguientes relaciones:

hi(z) + ho(x) + ...+ hp(x) =1 (3.11)

Zxkhk +th (3.12)

La primera identidad presenta una consecuencia relevante que se da cuando
tenemos polinomios escalonados, es decir, cuando f; = 0. Sea el conjunto
{S,} tal que

hi(z) =0 a<x<b k=12...,n (3.13)



Entonces por la definicién de W,,(z) vista en (3.10), la identidad (3.11) y
acotando f; por max fi y minorando f; por min f; tenemos que

min fr < Wy, (z) < max fi, a<z<bn=12,...
Ademsds, la expresién (3.13) es equivalente al hecho de que la funcién lineal

l”(xk)

U'(xy)
no se anule en el intervalo abierto a < = < b, o lo que es lo mismo, las
abscisas conjugadas

vg(x) = (x — x) (3.14)

()
l”(l‘k)’

quedan fuera de este intervalo.

T +

k=1,2,...,n,

3.2. Convergencia en media de los polinomios de Lagran-
ge

Teorema 3.2.1. Sea a(x) una distrbucion arbitraria en el intervalo [a,b],
{pn ()}, los polinomios ortonormales asociados y li(x),la(x), ... ln(x) los
polinomios fundamentales de interpolacion de Lagrange correspondientes a
los ceros de pn(x). Entonces se tiene que

b
/ (@)l (2)da(z) = Aedy, k=12 . ..n

donde los A\, son los numeros de Christoffel definidos por

b
| pla)dale) = Nipa) + daplaz) + ..+ Auplan),

donde p(x) es un polinomio de grado < 2n—1 ylosx; i =1,...,n son los
ceros de pp(x).

Demostracion. La demostracién se obtiene de forma inmediata de (2.11), ya
que ly(x)lj(x) se anula en los ceros de p,(x) si k # j. La tnica excepcion es
el cero xj, cuando k = j lo que nos da (Iy(21))? = 1.

O

Teorema 3.2.2. Sea do(x) una distribucion arbitraria en el intervalo acotdo
[a,b], y sea Qn(f) la correspondiente cuadratura de Gauss (es decir, Ty, son
los ceros de los polinomios ortogonales p,(x) asociados con da(x) y Nk, los
correspondientes niumeros de Christoffel). Entonces tenemos que

b
Jin Qu(7) = [ fla)da(a)
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se cumple para una funcion continua arbitraria f(x) para la que existe la
integral de Riemann-Stieltjes del lado derecho de la igualdad.

Demostracion. La demostraciéon podemos encontrarla en [3], capitulo 4. [

Teorema 3.2.3. Sea da(x) una distribucion arbitraria en el intervalo acotado
[a,b], y sea {pn}2 el correspondiente conjunto de polinomios otronorma-
les. Para la funcion que toma valores complejos f(x) supongamos que las
integrales de Lebesgue-Stieltjes

b b
/ f(x)z"da(x), / ]f(m)|2da(m), n=0,1,2,...,

existen. Entonces si Ly (x) denota el polinomio de Lagrange de grado n — 1,
que coincide con f(x) en los ceros de py(x), obtenemos la convergencia en
media cuadrdtica

b
Tim / () — Ln(x)Pda(z) = 0 (3.15)

Demostracion. Tenemos que

b
/|f(w>—L ) 2da( /|f ) da(a +2Ak|f )
—23%2 fxy) / f(@)lg(z)da(x)
k=1 a
b n
< / |f<x>|2da<x>+ZAk|f<wk>|2

) ()

< / f(z)Pda(a) + Zw(W

+2<me ) (/ £ (@) Pda(z )

Siendo cierta esta ultima desigualdad por la desigualdad de Bessel. Por tanto
usando un teorema 3.2.2 tenemos que

h’msup/ |f(z z)2do(x /yf )2da(z
n—oo

Sea € > 0 arbitrario, y p(z) un polinomio, se desprende del teorema de
Weierstrass que

lk dOé )

/ £(2) - p@)Pda(z) <e Ve
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Si L, (f; ) denota el polinomio de Lagrange de grado n — 1 correspondiente
a f(z), tenemos

f(@) = La(f;2) = f(z) — p(x) — Lo(f — p; ) (3.16)
si n excede el grado de p(zx), luego tendra grado < n — 1. Con lo que se
concluye la demostracion. O

En el caso de tener una funcién peso en la integral, la convergencia en
media en el sentido usual para algin f(z) Riemann integrable se obtiene al
cumplirse (3.15) teniendo en cuenta que da(z) = w(z)dz, w(x) > 0, con a
lo sumo un ntmero finito de ceros .

En el caso de que a = —1,b = +1 da(x) = (1 — x2)_%d:v, (es decir, para
abscisas de Chebyshev de primera especie) Erdés y Feldheim demostraron
en [6] el siguiente teorema:

Teorema 3.2.4. Sea p < 1 arbitrario y f(x) una funcion continua. Entonces
para los polinomios de Lagrange correspondientes a las abscisas de Chebys-
hev de primera especie,

+1
lfm 1f(z) = Ln(2)|P(1 — 22) " 2dx =
n—oo J_q
Demostracion. Basta con demostrar esto para valores pares de p. En la
prueba de induccién desempenia un papel fundamental el uso de la siguiente
propiedad de las abscisas de Chebyshev:

Proposicion 3.2.5. Llamamos I, k = 1,2,...,n, a los polinomios funda-
mentales de interpolacion de Lagrange con los ceros de los polinomios de
Chebyshev de primera especie como abscisas. Si £ es par,

+1 1
/1 Uiy (@) () g, (2) (1 — 2®) " 2dz = 0

donde ki, ko, ...ky son enteros entre 1 y n.

Feldheim senalé en [8] que (3.15) no se cumple en general si a = —1,b =
+1 da(z) = (1— $2)%dx, , 6 sea, para las abscisas de Chebyshev de segunda
especie, y sustituyendo el exponente 2 por p = 4. Para las mismas abscisas
en general no es cierto tampoco que

+1
lim |f(z) = Ln(x)]?dz =0 (3.17)

n—oo [_4

1
(es decir, con dz en lugar de (1 — 22)2dz). En ambos casos el limite supe-
rior de las integrales en cuestién puede resultar 400 si f(z) es una funcién
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continua adecuada.

A partir del teorema 3.2.3 la convergencia media en el sentido de (3.17)
se obtiene de forma inmediata para las abcisas de Jacobi, es decir, para los
ceros de los polinomios de Jacobi P,Ea’ﬂ ) (x), y que cumplan max(a, 8) < 0,
cona > —1y > —1;siendo f(z) una funcién continua arbitraria o incluso
Riemann integrable.

A. Holl6 demostré en [11] esta convergencia en media cuadritica para las
abscisas de Jacobi con max(a, 3) < %, siendo esta la cota mds precisa y f(x)
continua. Hollé también investigi6 la validez de la convergencia en L'

+1
lim |f(z) — Ly(z)|dz =0 (3.18)

n—oo [_4

siendo f(z) continua, y mostré que (3.18) se cumple para max(ca, ) < 3. La
ultima cota es de nuevo la més precisa, en el sentido de que para max(«, ) >
3 y una funcién continua f(z) adecuada, la expresién (3.18) puede fallar. O

3.3. Polinomios de Lagrange en abscisas de Jacobi

Veamos para empezar algunos resultados previos que utilizaremos més
adelante.

Teorema 3.3.1 (Férmula de Darboux). Sean o > —1, f > —1 con o, 5 € R.
Entonces

PP (cos 0) = n2k(6)[cos (NO + ) + (nsinf) ~LO(1))], (3.19)
para 0 en el intervalo ecn™' < 0 < m —cen~t, ¢ una constante fijada po-
ol _g-1
sitiva y la notacion k(0) = 3 (sing) Tz (cos g) g 2 N=n+ %ﬂﬂ Y
_(asl
v = W La cota para el término del error se cumple de forma uniforme

en el intervalo [e, ™ — €].
Demostracion. La demostracién podemos encontrarla en el libro [19], capitu-

lo 8. O

Nota 3.3.2. Darboux demostré que podemos extender este resultado a o, 8 €
R arbitrarios y entonces

|

P (cos ) = n=2k(0) cos (N6 +7) + O(n"2),

—a_l _g_1
para 0 < 6 < 7 con k(6) — 3 (sing) Tz (cosg) g 2, Nzﬂ%—%ﬁﬂ y
_(a+l
v = W La cota para el término del error se cumple de forma uniforme
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en el intervalo [e, 7 — €]. La demostracién hecha por Darboux se encuentra
en el libro [4].

Teorema 3.3.3. Sea o > —1, 8 > —1, y supongamos que 0 < 01 < ... <

0, < 7 son los ceros de pieP) (cos®). Entonces

Op = n~ (km + O(1)) (3.20)

con O(1) estando uniformemente acotada para todos los valores de k =
1,2,...,n;, n=1,2,3,... Ademds,

| P8 (cos 0),)| ~ ko3 pot2, 0<0p <7/2 (3.21)

en el sentido de que el cociente de estas expresiones se mantiene entre ciertas
cotas positivas dependientes sélo de o y 3.

Demostracion. La demostracién podemos encontrarla en [19], capitulo 8,
teorema 8.9.1. O
Proposicién 3.3.4. Sean o > —1, 3 > —1 y 0 € (0,7) cumpliendo cn™! <

a1 _g_1
0 <m—cn~! gy denotamos k(6) = 73 (sin g) E (cos g) 72 Bntonces
d
@(P,(Za”g)(cos 0)) = n%k(ﬂ)[— sin(N6 +v) + (nsin6)~1O(1)], (3.22)

—(atp)m
S

conN:n—i-io‘JrgJr1 yy=

Demostracion. Utilizando la propiedad de la derivada de los polinomios de
Jacobi vista en (2.10) para reescribir el término de la izquierda de (3.22)
y usando la identidad (3.19) y el hecho de que k'(§) = k(0)(sin8)~1O(1)

tenemos que
—It(n+a+p+1) sin@PéC_“J{l”BH)(COSQ) =—2(n+a+pB+1)sind
(n — 1)_%11:(9) (sin § cos g)_l (cos (N0 +~ —m/2) + (nsinf)~1O(1))

operando y simplificando llegamos al miembro de la derecha de la igientid%d
(3.22). El dltimo término de (3.22) puede ser reemplazado por 6~ 20(n"2)
sien™! <0< —e ypor O(rf%) sie<l<nm—ce

O

De (3.22) se deriva, aplicando el teorema del valor medio a h(f) =

P,(Za’ﬂ ) (cos®) — IC(G)L\/(TW, las siguientes férmulas importantes:
(a)

PP (cos ) — P (cosba) s cos (N0) + ) — cos (N2 +7)
=n 2 k(@l)
61 — 65 01— 05

a3
F0,°720(n"2) + (1 — 0y) P

ol

O(n"3)
(3.23)
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(b)

Pr(la’ﬂ)(cos 01) — pieP) (cos 62)
cos 01 — cos Oy

o) + (r - 6) 0

cos (N6 + ) — cos (Nby + )
cos 01 — cos Oy

= n"2k(0;)
+0,°
(3.24)

Con en~! < 6y < 0y <7 — en~! siendo ¢ una constante fija positiva.

Demostracion. Aplicamos el teorema del valor medio a k() y tenemos

h(61) — h(62) h(61) — h(f2) _  h'(m) 61 < 11 < 02,
0, — 0 cosf; — cosby sinTy’ 01 <1 < 0.

= h'(m)

a3
Sabemos que h/(11) = n%k(ﬁ)(nsinﬁ)*lO(l), que es 6, 2O(n_%) 6 (m—
92)_5_30(71_%) dependiendo de si 77 < 7/2 6 71 = 7/2. Ademés,

k(61) cos(NOy + ) — k(62) cos(Nbs + 7))

01 — 05
NGO — NGO k(61) — k(0
_ k(@l)COS( 1+70)1 _CHC;S( 2+7)) +COS(N92+’}/) (éi_ei 2).

La dltima fraccién es k(1) = 9;“7%()(1) + (m— 92)_5_30(1), 01 <7 <0s.
Un argumento similar se utiliza para la segunda férmula en (3.24).
Si 6 y 02 estan dentro del intervalo € < 0 < 7m — e de [0, 7], los 1dltimos
términos en las férmulas (3.23), (3.24) son O(n_%).

[

Asumiremos ahora que o« > —1,8 > —1, y supongamos que x; > Tg >
... > xy denota los ceros del polinomio de Jacobi PT(LQ"B ) (z) en orden decre-
ciente, pongamos x; = cosf, 0 < 0, < w. En estas condiciones podemos
afirmar el siguiente teorema

Teorema 3.3.5. Sea f(x) continua en [—1,41] con mddulo de continuidad
w(d) definido en (1.4). Entonces los polinomios de Lagrange coincidentes
con f(x) en los ceros de pieP) (z) convergen uniformemente a f(z) en cada
intervalo [—1 —€,1 — €], con 0 < € < 3, siempre que w(5) = o(|log §|~1). Lo
mismo se cumple en el intervalo [-1+¢,1] sia < —1 yw(d) = o(|log 5| )
or— % <a<r+ % y f(x) tiene derivada continua de orden r con mddulo
de continuidad w(d) = 0(5‘”7”%), r=20,1,2,...

En el caso de que a < —% los polinomios de Lagrange son convergentes en
el punto x =1 si f(x) es una funcién continua arbitraria.

Existen funciones continuas cuyos polinomios de Lagrange son divergentes
(no acotados) en un punto fijado xo, —1 < xo < 1; lo mismo es cierto en el
punto xg = 1 siempre que o > f%.
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Resultados similares se cumplen en el intervalo [-1,1 — €] y en el pun-
to x = —1 si sustituimos a por (. La convergencia es uniforme en el in-
tervalo [—1,+1] siempre que méx(a, 5) < —% y w(d) = o|logd|™1), o si

r— % <mix(a,B) <r+ 3y f(z) tiene derivada continua de orden r con

médulo de continuidad w(d) = o(dmé"(aﬁ)—“r%), r=20,1,2,... De nuevo, el
signo de igualdad en el caso r = 0, es decir, en el caso méax(a, 3) = —%, es
excluido.

Demostracion. Dividiremos la demostracién en cuatro partes.

Parte 1: Empezaremos con un estudio de las “constantes de Lebesgue”

> k(o) (3.25)
k=1

donde —1 < g < 1. Sea ¢ > 0 fijo tal que § < 1—|xg|, entonces pieP) (xo) =

O(n_%), de modo que

S izl =0m72) Y [P ()

|xg—x0]|>0 |z —xo|>0

=0(n"2) Y [PA) (2]
k=1

De acuerdo con \P,(La’ﬂ)’(cos Or)| ~ o 2pat?, (véase la expresion (3.21))

n

DB @)= O() 3k + O() 3k = O(n)
k=1 k=1 k=1

En consecuencia

> llzo)l = 0(1)

|xk—x0]|>6

Por otra lado, asumimos |z — 2| < 0. Para un k fijo, por (3.24) tenemos
que

T — Zo

ls(zo) = O(n"2)

= 0(1)

de modo que si zg = cosby, 0 < Oy < m,

S k(@) = S k=)l +0(1)
|xk—xo|<6 n*1<|0k700\<6’
= O(n™2)0(m™2) > |6~ 6] +O(),

n_1<|9k790|<5’
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donde ¢’ es un nimero fijo positivo. De acuerdo con el teorema 3.3.3 6} =
n~t(km 4+ O(1)) luego la tltima expresion es O(logn). La misma acotacién
se cumple para (3.25), y lo hace uniformemente si se cumple la condicién
—l1+4+e<rg<1l—¢€

Podemos mostrar también que

> Jlk(wo)| ~ logn

|zr—z0|<0

si n tiene a +o0o sobre una sucesion de enteros adecuados. Es suficiente con
elegir n tal que | cos(N8+7)| > cose, donde N y ~ tienen el mismo signficado
que en la férmula de Darobux, y € = %ml’n(@o, 7w — 6). Esto es posible dado
que

1 1
(m+§)7r—e<N90—|—'y<(m+§)7r+e,

m entero, del mismo modo

1 3
(m+§)7r+e<(N+1)00+v<(m+§)7r—6

La formula de Darboux junto con la discusion previa y (3.20) nos da la de-
mostracién deseada.

Parte 2:

Como consecuencia del 1iltimo resultado, podemos concluir a traves del
teorema de Helly la existencia de una funcién continua f(x) cuyos polino-
mios de Lagrange son no acotados en el punto interior x = xg. Por otro lado,
supongamos que f(x) tiene médulo de continuidad w(8) = o(|logd|~!), y
supongamos que L, (f;z) es el polinomio de Lagrange de grado n— 1 corres-
pondiente a f(z). Aproximemos f(z) por un polinomio de grado < n — 1
p(x) tal que

f(2) - p() = ol(logn) "], “1<a<l

Entonces, al igual que en (3.16), tenemos

La(fio) = f@)] = |La(f — ps2) — (f(&) — pla))]
— offlogn]~)O(logn) = o(1)

Parte 3: Asumimos que 1 — 6 < g < 1. Poniendo r =n+1—k, r = O(n),
tenemos por el teorema 2.8.5 y (3.21),

Yo lwxo)l = OB (o)l D [P ()

|z —xz0|>6 |z —xzo|>6

= 0(n) Y ke P2 =0(nt3),
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Siendo a = méx(a, —3).
Ahora procederemos a calcular una cota superior para

pleh) (cosfp)
l = | Pl (cos Oy) |t (3.26
| ZN\ (o) ol — ot | /P (cos ) (3.26)
Tp—20|S
kaJr%n—a—Q

— (a,f)
= |P (cos@o)\z R (3.27)
(dado que % es acotado). De ahora en adelante usaremos ambas

cotas. Tenemos de (2.18)

P(a”g)(cos 0o) — P(a”B)(cos 0r.)

= - plap)r -1 5

cos Oy — cos 0y, | Py (cos O)] (3.28)
= O(l)|PT(LCiJ1r1ﬁ+1)(COS 7_)|ka+%n7a71 (329)

donde T estd entre 0y y 0.

Supongamos que g = n~1¢, y consideramos primero el caso ¢ = O(1).
Supongamos que k = O(1); entonces (3.29) pasa a ser O(l)na+1ka+%n_a_1 =
O(1). Por otro lado, si k es més grande que un nimero positivo suficien-
temente grande ya fijado, la segunda expresion de (3.27) pasa a ser (ver
segunda cota de (2.28))

OM)n® Y k+an=0720,2 = 0(1) Y k*+2 = O(n*+2), 0(log n), O(1),

de acuerdo con o > —%, o= —%, oa< —%.

Ahora sea § “grande” y £ — km = O(1), por tanto el nimero de estos valores
k esté acotado. Entonces obtenemos para (3.29) (ver primera cota de (2.28))

O(L)7r = 3n ™2k 30! = O(1)(k/n) ™~ In~ 2k 3n0"1 = 0(1)

Finalmente, asumimos que ambos £ y & — km son “grandes”. La segunda
expresion de (3.27) pasa a ser (ver primera cota de (2.28))

el kot 2
o(¢ Q)ZKQ_W:;‘F%:‘F%;

donde la suma se extiende sobre km < £/2, £/2 < km < 3/2y km > 3¢/2,
respectivamente. Aqui tenemos que tener en cuenta el hecho de que el ratio

¢ — (kr + 0(1))?
€2 _ j272
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tiene una cota inferior positiva. En el segundo sumatorio [§ — k7| es més
grande que una constante fijada. Tenemos ahora que

Z O(E"72)0(E™) Y. k2 =0(1), (3.30)

k7r<£/2
Z O(E™*72)0(E2) 3" |g—knl™' = 0(log€) = Oflogn),
€/2<km<3¢/2
(3.31)
Y=o Y kti= +3), O(logn), O(1), (3.32)
3 kr>3¢/2
para los siguientes valores de a, o > — 1 , 0= —%, oa< —%.

Resumiendo, para las constantes de Lebesgue (3.25) obtenemos, la acota-
cién O(no”r%) y O(logn), uniformemente en —1 + € < z¢ < 1, de acuerdo
con o > —l oa < — 1 . Un resultado similar lo tenemos para el intervalo
-1 < 29 < 1 —€ sustltuyendo « por 5. En el sublntervalo —1 <29 <1
obtenemos las cotas O(n”‘*‘ ) v O(logn) para v > —3 y v < — , respecti-
vamente, donde v = méx(a, ).

Debemos usar ahora un argumento similiar al usado en la parte 2. Asumi-
mos primero que —1 + ¢ < zyp < 1, y supongamos que f(z) satisface las
condiciones del teorema 3.3.5. De acuerdo con el teorema 1.3.2 existe un
polinomio de grado < n — 1 p(x) tal que

nfro(nfawfé) =o(n " 2),

o[(logn)™1], -1<z <1,

f(x) = plz) = {

dependiendo de si @ > — 2 oa < % Esto confirma el resultado concernien-
te a la convergenca en el intervalo [—1+¢, 1]. La demostracién es obviamente
la misma para [—1,1 — €] y para [—1,1].

Parte 4: Falta por discutir el caso de las constantes de Lebesgue para zg = 1,
es decir, las expresiones.

n n

Do)~ n® (1= )P )7

k=1 k=1

Los ceros positivos xj aportan la contribucién ~ n® Z(k/n)_zka+%n_o‘_2 =
Skl _%) el cual es O(n a+l) O(logn),0(1), para los valores de o > —
a= —§ y a < —3. La contribucién de los ceros negativos es

n Z P () |1~ S 2 ot

a continuacion aplicando del teorema de Helly obtenemos la prueba buscada
del teorema 3.3.5. ]
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3.4. Polinomios escalonados en los casos clasicos

Para empezar vamos a calcular las funciones lineales vi(z) vistas en
(3.14) para las abcisas de Jacobi, Laguerre y Hermite respectivamente. Asu-
mimos que o > —1, § > —1 en el primer caso y a > —1 en el segundo.

En el caso de Jacobi obtenemos de (4.2.1 del libro), dado que I(xg) =0

"(xg) o= B+ (ot B+ 2y
U'(xy) 1—a?

y de ahi tenemos que

_l-ala— B+ (a++ 2] + (@ - Blay + (a+ S+ 1)}

e (@) - (3.33)
En particular,
up(-1) = L Jﬁ“)xk_ AL~ ) (3.34)
(481 =) — a(l 4 xp)
vp(1) = : fok i (3.35)

El conjunto de los ceros xj es denso en el intervalo [—1,+1] si n es grande.
Por tanto vi(—1) es no negativo para cada k y n si y solo si 8 < 0. De
igual manera, v(1) > 0 si y solo si @ < 0. Como vi(x) es lineal tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 3.4.1. Los polinomios fundamentales hi(x) de primera especie aso-
ctados con las abscisas de Jacobi, son no negativas en —1 < x < 1 para
todos los valores de k y n, si y solo si

~1<a<0, -1<B<0.

En el caso de tener absicsas de Laguerre (ver (2.19, primera ecuacién)
nos quedaria:

(e —a)+z(a+1—2x
vp(z) = k(T ) $k( k); vp(0) =z — a.

En este caso vg(x) cambia de signo para todos los valores de a si k y n se
eligen adecuadamente.

En el caso de tener absicsas de Hermite (ver (2.20), primera ecuacién) nos
quedaria:

vp(x) = 1 — 2xp2 4 207
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3.4.2. Polinomios escalonados y polinomios de interpolacion Hermi-
te para abscisas de Jacobi

Asumiremos que a > —1, > —1 y usaremos la misma notacién que en
la seccion 3.3.

Teorema 3.4.3. Sea f(z) continua en [—1,1]. Los polinomios escalonados
generalizados (3.9) [fi = f(xk),|f] < A] convergen uniformemente a f(x)
sobre cada intervalo [—1 + €,1 + €|. Lo mismo se cumple en el intervalo
[—1+ €, 1] siempre que a < 0. Los polinomios escalonados son, en general,
divergentes en x =1 si f(x) es sélo continua y o > 0.

Los polinomios de interpolacion de Hermite (3.9) [fi = f(zi), fl =
f/(xk)] converge uniformemente a f(z) en [-1+¢€,1] si a < 3 y f(z) tie-
ne deriwada segunda continua, o si 5 < a < % y f(z) tiene derivada
(r+1)-ésima continua con mddulo de continuidad wy+1(0) satisfaciendo la

condicion wy41(8) = 0(6%*77), r =1,2,3,. ..

Resultados similares se cumplen para [—1,1 —¢€] y en = —1 si sustitui-
mos « por [y en el intervalo [—1, 1] si sustituimos a por méax(a, 3).

Demostracion. Vamos a dividir la demostraciéon en cuatro partes.

Parte 1: Empezaremos con la discusién de la convergencia para —1 < zg < 1.
En esta parte, otra vez més, el teorema 3.3.3 es indispensable.
Si x = x, el numerador de vi(x) en (3.33) es

1—apfa— B+ (a+B+2)ap] + (a—B)op+(a+B+ 1)zt =1—22>0

Por tanto, vg(xg) es positivo si |xp — xo| es suficientemente pequeno, es
decir, |z — z¢| < J. Lo mismo es por supuesto cierto para hy(xo) (por como
contruimos hx(xo) en (3.5)). Ademds, vi(zo) tiene para este k una cota
inferior positiva que es independiente de . Obtenemos por tanto, teniendo
en cuenta la identidad (3.11)

k(o) = Y. hlmo)=1— > hi(), (3.36)

|zg—a0|<O |zg—z0|<d |zg—x0|>d

y de (3.5),(3.6),(3.7) observamos que

S fbela) <6 > mz()(m > ha(zo)  (3.37)

|z —z0|<O |z —x0|<O |z —z0|<O

donde O(1) es independiente de 4.
Debemos encontrar una cota de las correspondientes sumas para el caso
|z — xo| > 0. De (3.33) y (3.21) obtenemos
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Y Ih@)=001) Y (1—af) (k(0)) (3.38)

|z —xz0|>0 |z —xz0|>0
=O0(M)(P{™(x0)* > (1 —a) (P (ax)) (3.39)
|z —x0|>6

n

_ O(n—l) Z(k/n)—2k2a+3n—2a—4 + O(n_l) (k/n)—2k26+3n—26—4
k=

1 k=1
(3.40)
=0(n™) (3.41)
Ademas observamos que

S @)l =00) S (@) (3.42)

|z —x0]|>0 |z —x0|>d
= O()(P{™ (o)) > (P (wy)) (3.43)

|z —x0|>0
_ O(n_l) Z k2o¢+3n—20¢—4 + O(n_l) Z k2’8+3n_2’8_4 (3.44)
k=1 k=1

=0(n™h (3.45)

Esto implica la convergencia de los polinomios escalonados generalizados a
una funcién continua si —1 < zp < 1. Ademds, de acuerdo con (3.9), (3.11)
y (3.12).

Wi(z0) = f(xo)l < D 1f (k) = f(xo)llhi(zo)| + A [br(z0)|
k=1

k=1
< mix_|f(x) ~ f(wo) S h(wo)+0(1) > belo)]
Te—TOIS |zk—x0|<S |zk—z0|<S (346)
+2méx|f()] Y k(@) +0(1) Y [bu(xo)l
|z —x0]|>0 |z —z0[>0
= i 1f(@) = f(20)|0(1) +60(1) + O™ +0(n™")

El factor O(1) en la tltima expresién es independiente de 6.

Parte 2: Asumimos ahora que @ < 0y 1 — 4§ < x9 < 1. La expresion
(3.35) nos muestra que vg(xg) y hi(zo) son de nuevo positivas y vg(xo)
estd acotada a partir de 0 si |z, — 29| < 0, siempre que J sea suficientemente
pequeno. (Tenenemos que vg(zg) = vi(+1) si a — f+ (. + B+ 2)zi > 0).
Razonamientos andlogos se deducen para (3.36) y (3.37). En (3.38)-(3.41) y
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(3.42)-(3.45) es necesario una pequena modificacién debido a que en este ca-
so P{*P) (z0) = O(n%), a = méx(a, —3). (Las expresiones correspondientes
a (3.38)-(3.41) y (3.42)-(3.45) se cumplen para un a > —1 arbitrario, esta
anotacién se usara en la parte 3 de la demostracion). Siempre que a < 0, las
conclusiones de la parte 1 de la demostracion permanecen validas, esto es-
tablece la convergencia de los polinomios escalonados generalizados si a < 0
y f(x) es continua. (Por supuesto, lo mismo es cierto para los polinomios de
interpolacién de Hermite si f/(z) estd acotada.)

Parte 3: Pospondremos el anélisis de los polinomios escalonados en z = +1
si f(z) es continua y a > 0, y pasaremos a un andlisis de los polinomios
de interpolacién de Hermite para 1 — d < xg < 1 con « arbitrario pero ma-

yor que —1. Primero observamos que el numerador de (3.33) se anula para
x =z = +1; por tanto, para |z — zo| < 9§

ok (0)| < (1 —a3) " e(d)

donde €(d) — 0 si § — 0. Ahora,

Y lh(zo)l =€) Y, (1-aF)  (lk(z0)”

|z —z0|<0 |zg—z0|<S
= ¢(6) Z (1- 2)71 M 2(p(a,ﬁ)/( ))*2
=€ | > Tk To — Tn n Tk .

Tp—TOo|S

(3.47)

Usando la notacion y los argumentos de la parte 3 de la seccién 3.3, obte-
nemos para la suma de arriba:

1. O(n?)si £ =0(1), k=0(1).

2. O(1) S k**Y(k/n)~2 = O(n?*), O(n?logn)), O(n?), de acuerdo con
a>l,a=1a<1,si{=0(1),y k es grande.

3. O(1)(k/n)"2 = O(n?) si ¢ es grande y &€ — kr = O(1).

4. O(1)¢7 27150 k2a43(e2 — k272)=2(k/n)~2 = 31 + 35 + D % si tanto
& como £ — km son grandes. Los sumatorios en las tltimas tres sumas se
extienden sobre los mismos valores de k que en (3.30)-(3.32). Tenemos
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que

> = 0(677) 3 B (k/n) 2 = O(6*n?) = O(n?)
1

kwgg
S —oq) (€ — km)2(k/n) "2 = O(¢%n%) = O(n?)
2 S chme
S =0 S R (k/n) 7% = 0(n*), 0(n® log n), O(n?),
3 lc7r>37E

segin a > 1, a = 1 0 & < 1. Para estos casos se corresponden las cotas

D> Jhk(xo)| = €(8)0(n**), e(5)O(n*log n), (5)O(n?)

|zx—20]<O

Para obtener las cotas anédlogas para h(z¢), cancelamos en (3.47) el factor
(1 —23)~! ~ (k/n)~2. Por tanto, en seguida, obtenemos

Y. [bk(@o)| = 60(n**),60(logn), 60(1)

|2k —z0|<d

segin a > 0, a =0, a < 0.
Las cotas correspondientes para |z — x| > & son O(n?®) (ver la anotacién
hecha en la parte 2). Por tanto, (3.9)y la identidad (3.11) nos dan el resultado

O(n2)
Walao) = flao)| € méx_|f(@) = F0)le®) § o2100m)
o) )
o
omix P @S 0 (Fmf@I0m)
L o)

+ méx |f(2)|0(n2Y), @ = méx(a, —%).

En el primer término tenemos las opciones a > 1, a = 1, o a < 1. En el
segundo término o > 0, « = 0, a < 0. Las expresiones formadas con la O

de Landau son independientes de f(x) y . Ahora aplicaremos el argumento
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habitual. Sea W,,(f;x) el polinomio de interpolacién de Hermite correspon-
diente a f(z), y p(x) un polinomio de grado < 2n — 1 arbitrario tenemos
que

Wi(f;20) — f(z0) = Walf — psz0) — (f(20) — p(0)).

Bajo la condicién mencionada en el teorema 3.4.3 podemos determinar p(x)
por el teorema 1.3.2 tal que

F@) ~ o) = on™),  f(x)—p(x) = oln ) sia <
(@) — pl@) = o(n ), f(2) - () = o(n2?)

1 1

S1 §T<Oé< m,’l": 1,2,3,...

Esto confirma el resultado relativo a los polinomios de interpolacién de Her-
mite.

Parte 4: Finalmente estudiaremos (ver (3.34) y (3.35))

n

Sty = Yo | AR B 2ol T e
k=1

P 1+ xp

La parte de esta suma definida para xp > 1 — 0 es, para a # 0,

~ 2o Z (1 - l‘k)_Q(quaﬂ)/(xk))_2 ~ 22 Z (k/n)—4k2a+3n—2a—4

rEp=1—0 rEp=>1—0

que es de orden n?® o 1, segiin sea a > 0 0 o < 0. Esto muestra que los po-
linomios escalonados (y también los polinomios generalizados escalonados)
de una funcién continuna son, en general, divergentes en x = 1 si a > 0.
(La convergencia para « < 0 ha sido probada en la parte 2.) La posibili-
dad de divergencia en el caso o = 0 se obtiene eligiendo f(z) = 1 — z. El
correspondiente polinomio escalonado es de hecho

n

Do) f(ar) = (1+6))
k=1

k=1

(12’
T W)’

n

= (14 8) Y (1 +ar) (B ()

k=1
~ Z(k/n)—2k2ﬁ+3n—26—4 ~1
Asi que no puede tender a f(1) = 0. Es facil probar también la divergencia
de los polinomios escalonados de f(z) = (14 6)(1 —2z) —a(l+x) si a > 0,
ya que f(1) = —2a < 0. O
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3.5. Polinomios escalonados para abscisas de Laguerre

Asumimos que a > —1, y supongamos que 1 < rs < ... < x, denota
los ceros del polinomio de Laguerre L%(z). En estas condiciones tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 3.5.1. Sea f(x)continua para x > 0 y f(z) = O(z™) si x — +o0;
aqui m es fijo, positivo y arbitrario. Los polinomios generalizados escalona-
dos (3.9) (fr = f(zk), |f| < A) convergen uniformemente a f(x) sobre cada
intervalo positivo € < x < w. Lo mismo se cumple en el intervalo 0 < x < w
siempre que o < 0. Los polinomios escalonados son en general divergentes
enz =0 si f(x) es continua y o > 0.

Para la demostracion necesitaremos algunas consideraciones similares a
las que vimos en el caso de las abscisas de Jacobi en la seccion 3.4.2. En
particular, usaremos el teorema 2.8.7. Son necesarias algunas modificaciones
de los argumentos pues ahora los ceros son no acotados. La cuadratura de
Gaus aparecera como nueva herramienta (ver (2.31)).

Demostracion. Vamos a dividir de nuevo la demostracion, esta vez, en tres

partes.

Parte 1: Asumimos que 0 < € < 79 < w. Si vi(z) = x’“(x’“_a);z(aﬂ_x’“)
por la descripcién dada en (3.33) los valores v (o) y hi(zo) son positivos,
y vk(xo) es acotado en (0, +00) siempre que |z — xo| sea suficientemente

pequenio. Por tanto, para un ¢ pequeiio,

Z |hi(@o)| = Z hy (o) =1 — Z hi(x0), (3.48)

|2k —x0]<d |2k —w0]<d |2k —x0]>d
D Ibk(wo) =80(1) > k(o). (3.49)
|z —x0|<O |z —zo|<O

Donde O(1) es independiente de §. Si z, es pequeiio, vg(zo) = O(z} '), si z
es grande, vg(xg) = O(zy). Por tanto (ver (2.29))

2
S )=o) 3 k{ L (o) )} (3.50)

|z —zo|>6 T <xo—0 Lgla)/(xk)(xo — Tk

(c) 2
+o(1) Y xk{ . Ln_(20) )} (3.51)

T >x0+0
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Pero combinando (2.31) y (2.13), tenemos

n

3 (L (@) 2 =

k=1

I(n+ 1)D(a+1)
F'n+a+1)

(3.54)

lo que implica la acotacién O(na_%)O(n_a = O(n_%) para (3.50)
Miés generalmente, vemos que a partir de (2.31) y (2.11) , si m es un entero
positivo, m < 2n — 1,

Fn+1)I'(m+a+1)
Fn+a+1)

Do ap L () P = (3.55)
k=1

Por lo tanto el mismo argumento de antes conduce a

Y allh(xo)l = O(n”2), (3.56)

|z —x0|>0

con m fijo. Tenemos también

> Ibk(xo)| = O(n"2). (3.57)

|z —x0|>d

Las ecuaciones (3.48),(3.49), (3.56) y (3.57) determinan la convergencia uni-
forme de los polinomios escalonados en el intervalo € < zg < w (ver (3.46)).
Parte 3: Ahora asumimos o < 0y 0 < xg < J. Si § es suficientemente pe-
queno, y |z — x| < d, tanto vg(xg) como hg(xg) son positivos, y vi(zp) estd
acotado a partir de 0. Por lo tanto, (3.48) y (3.49) son de nuevo validos. En
(3.50) solo la cota de (L%a) (7))? debe cambiarse. De acuerdo con (2.30) esta

serd O(n?®) donde a = méx(3a — 1, @). Por tanto,

> Jhw(zo)| = O(n*™),

|2k —z0|>6

cumpliéndose la misma cota para las sumas en (3.56) y (3.57). Siempre que
el exponente 2a — o = méx(—%, a) < 0, estas sumas tienden a cero. A partir
de esto se obtiene la convergencia uniforme en 0 < z < w.

Parte 4: El caso xp = 0, o > 0, se puede resolver facilmente eligiendo f(z) =
x — a. Tenemos

n n

D Flar)hi(0) =Y (wr — )?(14(0))”
k=1

k=1

n (3.58)
~ nQQ(F(a + 1))—2 Z <l'k$— Oé> (L%a)/(xk;)) 2
k=1 k
Ya que esta expresion es positiva, no puede tender a f(0) = —« siendo «
positiva. Si @ = 0, la dltima expresién en (3.58) es 1 (ver (3.55), m=1), y
f(0)=0. O
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3.6. Polinomios de Lagrange para ciertas clases genera-
les de abscisas

Supongamos que Ti, > Xop > ... > Tn, denota los ceros del n-ésimo
polinomio ortogonal p,(z) asociada con la funcién peso w(x) en el intervalo
—1 < x < +1. Consideramos dos clases A, B de funciones peso caracteriza-
das por las siguientes condiciones:

A. Existe u € R positivo tal que

B. Existe u € R positivo tal que
w(x) 2,u(1—a:2)7%, -l<z<1
Utilizando esta notacién vamos a demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.6.1. Sea f(x) definida en —1 < x < +1. Sea {L,(f;z)} la su-
cesion de polinomios de Lagrange que coinciden con f(x) en los ceros x,
de los polinomios ortogonales py,(x) asociados con la funcion peso w(x),
-1 < z < 1. Entonces limy, o0 Ly (f;2) = f(x), uniformemente en el
intervalo [—1,41], siempre que w(x) cumpla la condicion A y f(zx) ten-
ga derivada continua en [—1,1]. Lo mismo obtenemos si w(x) cumple la
condicion B y el médulo de continuidad de f(x) en [—1,1], w(d), cumple
w(d) = 0(5%). Ademds, limy, o0 Ly (f;2) = f(z), uniformemente en el in-
tervalo [—1 + €,1 — €], donde 0 < € < 1, siempre que w(x) cumpla A y
w(d) = 0(5%).

Demostracion. Veamos que los polinomios fundamentales interpoladores de
Lagrange cumplen

. On),—1<z<1
Sl(@)l= {0m3),-1<a<1 (3.59)
k=t On2),—1+e<a<l—¢

donde w(z) pertenece a A en el primer y tercer caso, y a B en el segundo. A
partir de (3.59) el resultado queda demostrado utilizando los teoremas 1.3.1
y 1.3.2.

Sea z fijo, €, = sgn(lx(x)). Escribimos en el caso A.

n

n—1
,O(t) = Z Eklk(t) = Z CkPk(t),
k=0

k=1
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donde Py(t) es el k-ésimo polinomio de Legendre. Luego

=

n n—1 n—1 2 (n—1 2
2) =Y (@)=Y aPu(@) < {Zk+ } {Z k:+ V[P (z }
k=1 k=0

k=0
1 N 1 :
(ol (o
) 1 3 (n-1 :
<yt {/1w(t)[p(t)]2dt} {Z(H ;)[Pk(x)F}
- k=0

Ahora, de acuerdo con f | L (z)Pda(x) = S0y Ml frl?

1 n n 1
/ t))2dt = Z Me(p(zr)” =D Meer =Y A = / w(t)dt.

—1 =1 =1 -1

La expresién (3.59) se obtiene facilmente utilizando (2.21) y (2.26). La tinica
modificiacién esencial para la demostracion del caso B es que escribamos

n

p(t) = Z exli(t Z di Ty (t

k=1

donde T}(t) es polinomio de Chebyshev de primera especie. O
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