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Introduccion

El trabajo tiene como objetivo la construccion, y el estudio de las principales propiedades,
del cuerpo de numeros p-adico y su correspondiente anillo de enteros. Los nimeros p-adicos
son un tema central en la Teoria de Numeros y surgen del estudio de las soluciones de con-
gruencias moédulo p™ para un primo p fijo y n un entero positivo variable. Esta aproximacién,
que es la inicial de Hensel, se enriquece enormemente a través del hecho de que también se
pueden ver como la complecion del cuerpo de los nimeros racionales con la métrica p-adica.
Este resultado permite incorporar las potentes técnicas topoldgicas y analiticas al estudio de
problemas aritméticos modulares en caracteristica p y, a lo largo del siglo pasado, ha permitido
una profunda comprensiéon de numerosos problemas, tanto aritméticos como geométricos.

El enfoque parte del estudio de las raices de un polinomio entero, f(X), médulo potencias de
un primo; por tanto se trata de un punto de partida algebraico, estrechamente vinculado al Lema
de Hensel. Fijado un primo p, a partir de una solucién a; de la congruencia f(X)=0 méd py
bajo ciertas hipdtesis, el Lema de Hensel permite calcular de forma inductiva (y efectiva) una
sucesion {ay, },>1 de manera que f(a,) =0 méd p". La sucesién, ademds, presenta condiciones
de coherencia, en el sentido de que a™ = a" mdd p" si m > n. Esta sucesion, o su version
equivalente como sumas parciales de una serie p-adica: ) ., x,p", con 0 < x, < p; es la clave
que permite identifcar el conjunto de soluciones {a,} en el sistema de anillos {Z/p"} con una
unica “solucion”, a, pero en un nuevo anillo: el anillo de los enteros p-adicos Z,. Posteriormente
el anillo de enteros p-ddicos se formaliza como el limite (proyectivo) del sistema de anillos, libro
consultado Atiyah, Macdonald [1]. Dos hechos cruciales proporcionan la base matematica que
sustenta nuestro nuevo objeto. El primero es que la expresion de « a través de la serie > z,p"
nos viene a decir que el nuevo nimero a = » | x,,p" se expresa en base p como . .. T,Tp_1 . .. T1To,
de la misma forma que la parte decimal de un niimero real se expresa como una sucesion (o serie)
infinita gracias a la expresién decimal en potencias de 1/10". El segundo es que las propiedades
de la valoracién p-ddica de un entero (es decir, el nimero de veces que p divide a dicho entero)
permiten, con un pequeno artificio, verla como una norma (no arquimediana en este caso, a
diferencia del caso real).

A partir de aqui se comprende la naturalidad de la construccién del cuerpo de nimeros
p-adico como complecion del cuerpo de los niimeros racionales para la distancia p-adica: exac-
tamente siguendo los mismos pasos de la construccién de los ntimeros reales a partir de los
racionales cuando consideramos el valor absoluto ordinario, libro consultado Fernandez Vina
[2]. Pero no sélo es importante la construccion, el desarrollo del anélisis p-adico ha proporcio-
nado una herramienta esencial en la comprension y resolucién de numerosos problemas, tanto
de Teoria de Numeros como de Geometria Algebraica, entre otras cosas por el solido puente
que abre de interaccién de problemas puramente aritméticos en caracteristica p con objetos
geométricos sobre cuerpos de completos de caracteristica cero.

Las razones anteriores son las que motivan que el desarrollo que hemos adoptado tome como
punto de partida el Lema de Hensel. A partir de este primer contacto, en el capitulo uno se
trata también una primera aproximacion a las que luego seran las funciones exponencial y loga-
ritmo, haciendo hincapié en algunas de sus utilidades para la resolucion de algunos problemas
aritméticos en los anillos cocientes Z/p". Finalmente, este capitulo se cierra con un resulta-
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do algebraico (aunque también tiene interesantes aplicaciones en el cdlculo modular) sobre la
estructura del grupo de unidades de los anillos Z/p". Para ello son esenciales las funciones expo-
nencial y logaritmo. Asi pues, el primer capitulo se puede ver como aproximacion o motivacién
del objeto que se formalizara en el resto de la memoria.

Las fuente principal de este capitulo es el libro de Hill [5], apoyado en algunos casos por el
de Gouvea [4].

El segundo capitulo esta dedicado a la construccién del cuerpo de niimeros p-adico, QQ, a par-
tir de las sucesiones de Cauchy de niimeros racionales con la métrica p-adica. Se ha adoptado este
punto de vista debido a que es un método perfectamente conocido y que inmediatamente lleva a
ver también el aspecto topoldgico y analitico del cuerpo p-adico. La naturaleza ultramétrica de
dicho espacio hace que algunas de las propiedades més elementales sean facilmente accesibles.
El capitulo se completa con algunas propiedades basicas del cuerpo p-adico y de su anillo de
enteros, tanto algebraicas como topoldgicas. Nuestra fuente principal en este capitulo ha sido
el libro de Gouvea [4], con algunas consultas de textos més avanzados como Roberts [7].

El capitulo tres se dedica al estudio de propiedades mas profundas, de hecho se vuelve sobre
los mismos tres problemas que se plantean en el capitulo primero. Pero, ya disponemos del
objeto natural en el que se plantean. Lo que anteriormente eran objetos hasta cierto punto
intuitivos alcanzan ahora plena madurez matematica y se ven como naturales en el contexto
del nuevo objeto construido. Esto es asi sobre todo en lo que se refiere a la revision del Lema
de Hensel o a la naturalidad de las funciones exponencial y logaritmo. El desarrollo de este
capitulo se apoya en los textos de Gouvea [4], Katok [6] y Hill [5].

Notaciones

A lo largo de la memoria usaremos las notaciones habituales para indicar los nimeros
naturales, enteros, racionales o reales. Dado un entero m € Z, el anillo cociente de Z por el
ideal (m) = mZ lo denotaremos por Z/mZ o simplemente por Z/m. Los elementos de dicho
anillo son las clases residuales a4+ mZ, siendo a un entero, no obstante con frecuencia, abusando
del lenguaje y cuando no de lugar a equivocos, trataremos un elemento de Z/m como uno de
sus representantes, en este caso siempre supondremos que tomamos como representante de la
clase a +mZ el inico entero x congruente con a médulo m con la condicién 0 < x < m. Si A es
un anillo, denotaremos por A* al grupo (para el producto del anillo) de las unidades de A, en
particular (Z/m)* es el grupo de unidades de Z/m y sabemos que esta formado por las clases
de los enteros n tales que n es primo con m.

Para un nimero primo p el ideal pZ es maximal y por tanto su cociente es un cuerpo,
usaremos también la notacién I, para denotarlo, es decir, IF, = Z/p. En este caso el grupo de
unidades es Iy = I, \ {0} y sabemos que es un grupo ciclico de orden p — 1.

En la expresién de un nimero racional como cociente de enteros supondremos, en gene-
ral, que la fraccién es irreducible. Es decir, que si indicamos § € Q estamos suponiendo que
med(a,b) = 1.

El localizado de Z en el ideal pZ, (Z \ pZ)~'7Z, es un subanillo de Q. Lo denotaremos por
Zpy y como subconjunto de Q es

Z(p)Z{%G@!p)(b}-

Es un anillo local y su tinico ideal maximal es pZy,) = {§ € Q | p /|b pla}. El grupo de
unidades Z{, coincide con Z,) \PZy), ya que el anillo es local, y esta formado por las fracciones
irreducibles § tales que p no divide a a ni a b.



Capitulo 1

Algunos problemas aritméticos

1.1. Soluciones de congruencias. Lema de Hensel

La resolucién de ecuaciones, es decir el cdlculo de sus raices, es uno de los problemas mas
habituales en matematicas. Por ejemplo, si f : R — R es una funcion diferenciable y a € R
es una raiz, f(a) = 0, el método de Newton construye una sucesién {z,} de nimeros reales
que con “buenas” condiciones converge a «. Para ello partimos de una primera aproximaciéon
z1 € R. Construimos la recta tangente de f en el punto 1, esta es y = f(x1) + f/'(x1)(x — x1).
El punto donde se corta esta recta con el eje de las abscisas, le vamos a llamar x5, es la nueva
aproximacién a la raiz. Calculamos ahora la recta tangente de f en el punto x,.

Iteramos este proceso y obtenemos f(x,) + f'(z,)(zpt1 — x,) = 0, despejando z,4; de la
expresion anterior llegamos a que

El método de Newton asegura que, bajo ciertas hipdtesis, si tomamos un x; suficientemente
préximo a « entonces la sucesién {x,} converge hacia a.

1.1.1. Lema de Hensel

Nos planteamos ahora un problema diferente: dado un polinomio f(X) € Z[X] y un ntimero
primo p queremos calcular una solucién entera, a,, de la congruencia f(X) = 0 mod p" para
cada n > 1. Observamos que si tenemos una solucién f(a,) = 0 mod p™ con a, € Z también
es cierto que f(a,) = 0 mod p" para todo r < n, ademds podemos suponer que 0 < a, < p",
sustituyendo a,, por el resto de dividir a,, por p™ o por su clase en el anillo cociente Z/p™Z.
Vemos cémo el método de Newton se puede utilizar con este fin a partir, en primer lugar, de
un ejemplo. La idea es proceder de la siguiente manera;
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» Partimos de un entero ag tal que f(ag) =0 mod p”, con r un entero “pequeno”. Fijamos
N, un entero, N > r.

= Definimos recursivamente

f(an)

an+1 = an - f/(a )
n

Esperamos que, para n suficientemente grande, f(a,) = 0 mod p".
Veamos ahora un ejemplo de este algoritmo:

Ejemplo 1. Tomamos el polinomio f(X) = X% + 1 y el primo p = 5. Comenzamos por
un nimero entero ag que cumpla f(ag) = 0 mod 5. Evidentemente ag = 2 nos sirve. Como
f(X) =2X, la férmula recursiva anterior queda de la siguiente manera:

a?l—l—l_an 1

2a,, 2 2a,

Apy1 = Qp —

Calculamos ahora los términos correspondientes an =1y n = 2.

g _ 1, 1.3
T2 24 T 4 4
_CL1 ]._3 2_ 5
= T, 8 3 m

Es claro que hemos operado con nimeros racionales, a; = 3/4 no es un entero. Sin embargo,
estamos buscando una solucién médulo 5% para un cierto k. Observamos que 5 no divide a 4.
Por tanto 4 es inversible médulo 5* para todo k. En particular, si ponemos k = 2 podemos
calcular el inverso de 4 médulo 52 = 25 y tenemos que 471 = 19 mod 52. Por tanto, operando
moédulo 52 tendremos que:

ay=3/4=3-4"1=3.19=7 mod 5

y por consiguientef(a;) = 72 + 1 = 50 = 0 mod 52
De manera andloga 247! = 99 mod 5% y ay = —7/24 = (=7) - 99 = 27 mod 53. Ahora
f(as) =572 +1 = 3250 = 0 mod 5°.

Démonos cuenta que para llevar a cabo este proceso lo que realmente hemos necesitado es
que f(ag)/f'(ag) (en la siguiente etapa f(a;)/f'(a;)) tenga sentido en Z/5%Z (resp. Z/5°Z).
Mejor atin, nos hemos encontrado en primer lugar con “soluciones racionales” que gracias a que
estdn en el anillo local Z, hemos podido reducir a soluciones en el anillo cociente Z/p"Z.
(Recordemos que Z,) es el localizado de Z en el ideal pZ, es decir Z,) = {a/b € Q|p [b}).

Veamos que esta construccién no es una casualidad:

Sea f : Z —> Zp)/P" L) €l homomorfismo de anillos composicién del homomorfismo f :
Z — Zyp con el paso al cociente 7 : Zy —— Zp) /" Lp).-
Sea a € Z tal que f(a) =0, es decir f(a) € p"Z,). Tenemos que f(a) = ¢ = p”% con a,b € Z
y s & pZ. Por lo tanto (as — p"b)u = 0 con u & pZ, es decir asu = p™bu. Como s y u no son
divisibles por p forzosamente p" divide a a y entonces a € p"Z. Asf pues kerf = p"Z.
Sea ahora ¢ € Z,). Puesto que p no divide a s tenemos que mcd(p",s) = 1y s es inversible
modulo p". Por lo tanto, existe un entero t tal que st = 1 mod p™, por tanto existe un entero
k que cumple st = 1 4+ kp™. Asi pues t = % + k%n yat = ¢+ %p”. Como consecuencia
(at — %) € p"Zy) y tenemos que f(at) = ¢ + p"Z,. Es decir, f es sobreyectiva.
Tenemos demostrado entonces:
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Lema 1. Z/p"Z ~ Z) /p"Zqy)

Observacién. El resultado anterior es equivalente a decir que si ¢,% € Ly, se tiene que

st
S = % mod p"Z,) siy solo si at = bs médulo p". Es decir, hemos probado que las congruencias

modulo p"Z,y son equivalentes a las congruencias médulo p™.
Como consecuencia de este hecho el problema se puede plantear de forma mas natural en
el anillo Z), es decir que podemos partir de un polinomio f € Z,)[X] y buscamos dar solu-

ciones a, € Z,) tales que f(a,) = 0 mod p"Zy,), o si preferimos soluciones de f(z) = 0 en
Lip) [P"Lip) = L/P"L.

Las siguientes definiciones seran basicas en toda la memoria:

Definicién 1. Sea p primo y n, m enteros, llameremos evaluacién p-ddica de n al mayor entero
b tal que p°|n. Este valor sera oo si n = 0. A este valor lo denotaremos v,(n). Para un ntimero
racional . definimos v,(%) = v,(n) — vy(m).

Nota. Observamos que si r, s € Q se tiene que:

1) vp(rs) = vp(r) + vp(s).

2) vp(r +s) = min{v,(r), v,(s)}-

Con esta notacién tenemos:

L) ={z € Qluvp(x) 20}y p"Zg) ={z € Qluvy(z) = n}.
Ademds, Z7, = {z € Q|v,(z) = 0}.

El siguiente resultado establece las condiciones en las que el método de Newton del ejemplo
anterior proporciona las soluciones que buscamos:

Teorema 1 (Lema de Hensel). Sea p un nimero primo y sea f un polinomio con coeficientes
en L. Suponemos que existe ag € Ly con f'(ag) # 0 tal que f(ag) = 0 méd p**t, donde
c=v,(f'(ap)) = 0. Definimos de forma recursiva la sucesion {ay,}n>0 mediante la expresion

flan)

Upiy1 = Qp — f’((l )
n

Entonces, paran = 0 se tiene que a,, € Z) y, ademds,
f(ay,) =0 moéd p*?",

Demostracion. Razonaremos por induccién sobre n. Vamos a probar que se dan las siguientes
tres afirmaciones para todo n.
a) an € L) y 4 = ag méd pett.
b) vy(f'(an)) = c.
c) f(a,) =0 mod p?et?".

Notemos que probando esto estamos demostrando algo mas fuerte de lo que dice el enun-
ciado.

Para el caso en el que n = 0, se dan las tres afirmaciones por hipétesis. Supongamos ahora
que se dan para a, y veamos que se cumplen para a, i .

a) Denotemos § := Slan) g apartados ¢) y d) de la hip6tesis de induccién implican que

f'(an)

vp(flan)) = 2¢+2" y v,(f'(an)) = c. Por lo tanto tenemos

0,(8) = 0p(f(@n)) — v(f(@n)) > e+ 2"



8 CAPITULO 1. ALGUNOS PROBLEMAS ARITMETICOS

Puesto que ¢+ 1 > 0, se tiene que v,(d) > 0, es decir § € Z,) y también api1 = a, — 6 € Zy),
ya que a, € Z).
También se tiene que a,,1 = a, mod p“™, ya que v,(d) > ¢+ 1. Puesto que a,, = ap mod p
tenemos ya el apartado a).

b) Recordemos que por hipdtesis tenemos que v,(f’(ag)) = c. Esto significa que f'(ag) es un
multiplo de p¢, pero no es multiplo de p“™, pues en otro caso la evaluacién p-ddica de f’(ag)
deberia de se ¢ + 1. Por tanto tenemos que

c+1

fla)=0 médp® y f'ag) #0 méd pt.

Por otro lado, ya hemos demostrado que, a,1; = ag méd p*' y por consiguiente f'(a, 1) =
f'(ap) mod petl. Utilizando estas dos tltimas resultados obtenemos que,

f(ani) =0 médp° y  fana) Z0 méd p

Con esto concluimos v,(f"(an+1)) = ¢ y queda probado b).
Probamos ahora el apartado c). De la desigualdad v,(d) > ¢+ 2" obtenemos que v,(6?) >
2c + 2"t Esta expresién la podemos reescribir como la congruencia,

§2=0 mod p*t? .

Sea r > 0 un entero. En la expresién binomial (a,, — 6)" mdédulo p* + 2" solo tenemos dos
términos distintos de cero, esto es porque el resto de términos son multiplos de 62, es decir:

r—1
n

T:

r . r 2¢c4-2n+1
ap = (a, —96)"=a, —ra .

0 mbd p

Por otro lado, escribimos el polinomio f como:

fX) =) X

finita

La evaluacion de f en a,.1 nos queda:

flans1) = Z cr(a” —ra’~'6) mdd pret?

finita
— , n+1
= g cra, — ( E crra 1) § méd p*t?
finita finita

= f(a,) — f'(a,)0 =0 mdd p26+2"+1.
(Recordemos que 6 = f(ay)/f(an)). Con esto concluimos que f(ani1) = 0 méd p*t2""
queda demostrada la ltima afirmacién.
[l

Ejemplo 2. Tomamos el polinomio f(X) = X?+15, el primo p = 2y ag = 1. Como la derivada
del polinomio es f/'(X) = 2X, entonces ¢ = va(f'(ap)) = 1 y es evidente que f(ag) =1+15=0
mod 23. Estamos en condiciones de aplicar el Lema de Hensel.
Los elementos de la sucesion son de la forma

a2 + 15 _a, 15

Apt1 = Ay — == - —.
mt " 2a,, 2 2a,
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Calculamos ahora los términos aq, as, as:

1
M= w2 2!
e 157 1517
2=y "oy T T 7
a 15 17 105 223
a3 = —— — = —— =

2 2a, 4 3 19

Ahora comprobamos que estos elementos de la sucesién son soluciones de la congruencia.

fla) = (=7 +15=64=0 mod 2*

17\? 1024
Y 15 = — = 5d 26
f(az) ( 7) + 15 19 0 méd
223\ 2 262144
=|— 15 = = 5d 210
/as) (199) Taier 0 MmO

Hemos llegado entonces a que —7, —17/7 y 223/119 son raices cuadradas de —15 médulo 16, 64
y 1024 respectivamente. Por 1ltimo, es evidente que los a,, calculados estdn en Z,) pues tanto
1, 7y 119, que son los denominadores de a;,as y az, no son multiplos de 2.

Nota. El Lema de Hensel proporciona una forma efectiva de construir una sucesién {a,} de
elementos de Z,) que, partiendo de una aproximacion inicial; a;, “aproxima” cada vez mas
una raiz del polinomio f(X) en el sentido de que si m > n y f(a,) = 0 mod p™ entonces
f(ay) =0 mod p™ con r,, > r,. Ademés, dicha sucesién mantiene una relacién de “coheren-
cia” modular expresada en el hecho de que a,, = a, mod p™. Es sencillo ver que gracias a
esta propiedad podemos completar esta sucesién a una sucesion {ay,}; o, € Zg,y de manera que
f(a,) =0 mod p" para todo n > 1y ademaés a,,, = a, mod p™ si m > n. Ademés, puesto que
Zp) /D" Ly ~ Z/p"7Z podemos sustituir a,, por un entero 3, € Z tal que a,, = 5, mod p" sin
que ello altere las propiedades de la sucesion. Asi pues, el Lema prueba la existencia de una
sucesion de enteros {3, } tales que f(3,) = 0 mod p™ y S,, = 3, mod p" si m > n. La propiedad
de “coherencia” 3, = B, mod p" si m > n > 1 (o la semejante en la sucesién inicial {a,})
es andloga a la propiedad de que la sucesién {z,} que construye el método de Newton es (con
buenas condiciones iniciales) de Cauchy, y por tanto convergente. En el Capitulo 3 veremos que
esta comparacién no es solo una analogia formal.

Finalmente senalemos que si f € Z[X] y a € Z es una raiz simple, tomando como dato inicial
a; € Z con o = a; mod p la sucesion de enteros {a,} se estabiliza en «, es decir, existe ng € N
tal que a,, = a para n > ng. Para ello basta tomar ng suficientemente grande de forma que
todas las operaciones necesarias no requieran reducciones modulares médulo p”.

1.1.2. Ecuaciones cuadraticas

En esta subseccién vamos a desarrollar un caso completo de resolucién de congruencias.
La ecuacién con la que vamos a trabajar es X? = a mod n, donde tanto a como n son ente-
ros. Conociendo la factorizacion de n, el problema se divide en varios pasos hasta llegar a la
congruencia X? = a mod p, siendo p un factor primo de n. Una vez obtenida una solucién
médulo p vamos a utilizar el Lema de Hensel, sobre el polinomio f(X) = X? — a para levantar
la solucién, y de esta manera, tener una solucién de la congruencia médulo p* con k € N.

Asi pues, nuestro problema es si dado un entero a existen enteros x € Z tales que 22 = a mod n
y cémo calcularlos.
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Definicién 2. Diremos que a € Z/nZ es un residuo cuadratico médulo n si existe un z € Z
tal que 22 = a mod n. El conjunto de todos los residuos cuadréticos se denota por QR,, .

Distinguimos dos partes en el problema de resolver la congruencia X2 = a mod n:

1. Saber si la congruencia tiene o no solucion.

2. Calcular las soluciones.

En primer lugar veremos que el estudio de las soluciones de la congruencia modulo n se puede
reducir al estudio de las soluciones de las congruencias modulo p;, siendo p;, 1 = 1, ..., s todos
los niimeros primos que aparecen en la factorizacion de n. Es importante observar que, si no
contamos con una factorizacién del nimero n el problema es computacionalmente imposible.
De hecho es un problema que esta en la base de algunos métodos criptograficos.

Teorema 2 (Teorema Chino de los Restos). Sean my, ..., m,, enteros no nulos primos entre si,y
sean ay, ..., a, elementos de 7. Entonces el sistema de ecuaciones en congruencias

X = a; mod my

X = ay mod ms

X =a, mod m,
tiene solucion unica modulo m = my...m,, y ésta viene dada por
' = MyMja; + MyMjas + ... + M, M, a,, mod m,
donde para todo j =1,....,n, M; =m/m; y M es el inverso de M; mddulo m;.

Supongamos que n = p; ' py"2...p% con py, ..., ps primos distintos. Estudiamos X? = a mod p;’
para todo ¢ = 1,...,s y gracias al teorema anterior, ya tenemos resuelto nuestra congruencia
inicial X2 = a mod n. Asi pues, hemos reducido nuestro problema a estudiar las soluciones de
la congruencia X? = a mod p™, siendo p un ntimero primo.

Proposiciéon 1. Sea p un primo impar y sea a un entero primo con p. St la congruencia
X? = a mod p tiene solucidén, entonces también tiene solucion la congruencia X* = a mod p"
para todo n.

Demostraciéon. Suponemos que ay es la solucién de la congruencia mddulo p. Definimos
f(X) = X? — a. Entonces f(ag) = 0 mod p. Ademds tenemos que ay #Z 0 mod p, pues de
otra forma a2 = 0 mod p. Como f'(ag) = 2ag #Z 0 mod p y ¢ = v,(f'(ag)) = 0, estamos en
condiciones de aplicar el Lema de Hensel, y podemos definir una sucesién {a,} de tal manera
que f(a,) =0 mod p*".

O

La conclusién a la que llegamos después de esta proposicién es que si tenemos la solucién
de X% = a mod p entonces el Lema de Hensel nos garantiza que X2 = a mod p" también tiene
solucién y nos da una forma de calcularla.

En la proposicién anterior hemos descartado el caso p = 2. Sabemos que 3 es cuadrado
modulo 2, pero es facil probar que 3 no es cuadrado médulo 4. Es decir, en este caso no siempre
se verifica la proposicién.
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Proposicién 2. Sea a un entero impar. Si la congruencia X? = a mod 8 tiene solucion,
entonces tiene solucion modulo 2" para todo n > 0. Ademds esto se da si y solamente si
a =1 mod 8.

Demostracién. Supongamos que a = 1 mod 8 y definimos f(X) = X? — a. Vamos a ver que
ap = 1 satisface las hipétesis del Lema de Hensel. Es evidente que ¢ = vo(f'(1)) = v2(2) = 1,
entonces 22°t1 = 8. Como estdbamos suponiendo que a = 1 mod 8, tenemos que f(1) = 0 mod 8.
Podemos aplicar el Lema de Hensel y elevar las raices de f médulo 2" para cualquier n.

Si a es un cuadrado mdédulo 2" para todo n, es claro que a es un cuadrado médulo 8 (es
el caso particular 23). Es facil probar que los tinicos valores posibles para a son: 1,3,5,7, por
tanto a = 1 mod 8.

O

Pasamos ahora al estudio de la ecuacién X? = a mod p, siendo p primo.

Lema 2. Sea X% = a mod p. Sia # 0 mod p hay o bien exactamente dos soluciones conjugadas
o no hay ninguna solucién. En particular las soluciones de X? =1 mod p son {&1} .

Demostracién. Supongamos que x, y € Z son soluciones, entonces tenemos que 2 = y? mod p
que es lo mismo que decir (z — y)(z +y) = 0 mod p. Concluimos que

p |(x—y)= 2=y mod p.
0
p |(z+y)=2=—ymod p.

O

Veamos ahora cuantos residuos cuadraticos médulo p hay. Denotamos por (Z/p)* el conjunto
de elementos de Z/p que tienen inverso, este conjunto es un grupo para el producto. Como Z/p
es un cuerpo con p elementos, todo elemento menos el nulo tiene inverso, por consiguiente el
cardinal de (Z/p)* es p — 1. Tomamos ahora el morfismo de grupos

fo @/py — (Z[p)
x — 22 = f(x)

Es evidente que kerf = {z € (Z/p)*| f(x) = 1} y entonces el nicleo de f tiene dos elementos,
ker f = {£1}. Por el Primer Teorema de Isomorfia tenemos que I'm(f) ~ (Z/p)*/ker f. Es claro
que Im(f) = QR,. Concluimos que hay (p — 1)/2 residuos cuadraticos médulo p.

Un criterio eficiente para determinar si un entero es o no un cuadrado médulo p se deduce
de un resultado bien conocido en Teoria de Nimeros.
Sea n un entero positivo, llamaremos ¢(n) a su indicador de Euler, es decir, ¢(n) es el nimero
de enteros positivos menores que n y primos con n.

Teorema 3 (Teorema de Euler-Fermat). Sea n > 0 un nidmero entero y p(n) su indicador de
Euler. Entonces, para todo m € Z primo con n se tiene que m#™ = 1 mod n.

Nota. Si tenemos n = p entonces p(p) = p — 1 y si a es un entero no divisible por p entonces
a1V =1 mod p. Este resultado es el conocido como el Pequeno Teorema de Fermat.

Enunciamos ahora una condicién necesaria y suficiente para poder afirmar si X? = a mod p
tiene o no soluciones.
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Teorema 4 (Criterio de Euler). Sea p un primo impar y a un entero no divisible por p. Entonces
a € QR, siy solo si a® /2 =1 mod p.

Demostracién. Aplicando el Teorema de Euler-Fermat, tenemos que a®Y = 1 mod p y por
consiguiente o' = £1 mod p.

Supongamos que a es un residuo cuadradico médulo p, por definicién tenemos que existe un
entero b tal que b*> = a mod p. Como p ,/a es evidente que p Ab*. Utilizando el Teorema de
Euler-Fermat

(p—1)
2

a = (b*)P /2 = p®=Y =1 mod p

como queriamos.

Supongamos ahora que a?~"/2 = 1 mod p. Como Z/p es un cuerpo finito, el grupo multiplica-
tivo (Z/p)* es ciclico y, por tanto, si g es un elemento que genera todo el grupo, a = g% para un
cierto o y ademas ¢?~1/2 = —1 mod p. Por otro lado, observemos que el hecho de que a € QR,
es equivalente a decir que « es par porque si queremos que a = b*> mod p y sabemos que existe
un f tal que b = ¢ entonces ¢* = ¢*? mod p. Por tanto como

(p—1)

az =¢g*P 12 =1 mod p,

es claro que « ha de ser par.
O

Con todo esto ya tenemos lo necesario para determinar si X? = a mod n tiene o no solucién.
Suponiendo ahora que existen,vamos a ver como calcularlas.
En el caso particular en el que p = 3 mod 4 es facil comprobar que a®*P/* es solucién de
X? = a mod p, en efecto:

p+l o p+1 p—1

(@)

Veamos ahora un algoritmo para calcularlas en el caso p = 1 mod 4. Este algoritmo también
sirve para p = 3 mod 4, aunque es evidente que en este caso no merece la pena.

Algoritmo (Tonelli-Shanks).
= Comprobamos que a € QR,,.

» Escribimos p — 1 = 2°n con n impar.

Calculamos b, un no residuo cuadratico médulo p.

Iniciamos con A := a™ mod p, B := b" mod p, R := a2 mod p

Mientras A # 1

e Calculamos k minimo tal que A%° =1 mod p
e Definimos t:=e—k
e B:=B? A:=BYA R:=B? 'Re:=k

= Devolvemos R, —R
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Demostracién. Observamos que, dado que la mitad de los elementos de (Z/p)* son no cua-
drados, la busqueda del elemento b del algoritmo es eficiente.
Ademés nos damos cuenta que tal y como hemos definido A es una raiz 2°~! de la unidad, pues
A7 = g=1/2 = 1 (recordemos que a € QR,). También tenemos que B* = 6™ = 1 por
el Teorema de Euler-Fermat y B2 = b®1/2 por ser b un no residuo cuadrético médulo p,
concluimos que B es una raiz primitiva 2°- ésima de la unidad médulo p.Como B es una raiz
primitiva y A € Z*, entonces existe un [ € Z tal que A = B'. El orden de A es par (a € QR,)
[ = 2v. Entonces R .
A:—:B2”:>—(B k) =1
a a

Esto quiere decir que 2 = B~ R es solucién de X? = a mod p. Existe un entero positivo m tal
que —v = m y como [ < 2¢y 2¢ — [ = 2m concluimos que m < 2¢7!. Si llamamos r = 2¢ — [
el problema se reduce a calcular r = 2m que cumpla B"A = 1. Escribimos r = 2/(1 + r/),
0 <t <eyr par. Tenemos que 1 = B"A si y solo si A = B™". Como r’ es par, entonces
B’ = B sigue siendo una raiz 2°-ésima. Sea k el menor entero tal que A?" = 1. Tenemos que
A= B =B 20+ = (B)~? por tanto tenemos que 1 = A" = (B')~2"" y entonces t+k > .
Por tanto, el menor ¢ es t = e — k. De esta manera z = B™R = (B*)"/2(B*'R) = (B,)"/?R;.
Este proceso se puede ir iterando.

O

Ley de reciprocidad

Volviendo al Criterio de Euler, es necesario conocer a®Y/2 para saber si a es un residuo
cuadratico médulo p. Calcular ese nimero directamente puede ser complicado. En lo que sigue
vamos a obtener una forma mas sencilla de deducirlo.

Definicién 3. Sea p un primo impar y a € Z. El simbolo de Legendre viene dado por

a 1 sia#0 escuadrado modulo p
(—) =<¢ —1 sia#0 no escuadrado médulo p
p 0 sia=0

A la vista del criterio de Euler, otra forma de definirlo es:

(2) = 4" mod p.
p

Por lo tanto si calculamos el simbolo de Legendre (%) podemos determinar si X? = a mod p
tiene o no solucién.

Algunas propiedades elementales del simbolo de Legendre son:
(5)-() )
p) \p)\p
Si a = b mod p entonces (9> = (9)
p p
=1) — (=1)-1)/2
(5) = e
2) — (_1\(®*-1)/8
(2) = -1

Lo que hace relativamente sencillo el calculo del simbolo de Legendre es uno de los Teoremas
mas importantes de la Teoria de Nimeros.
Ley de reciprocidad cuadratica de Gauss

(- ()
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Veamos en un ejemplo el calculo del simbolo de Legendre.

Ejemplo 3. Veamos si X? = 87 mod 127 tiene solucién.
Por el criterio de Euler, 87 es residuo cuadratico médulo 127 si 87(127-1/2 = 1 mod 127. Vamos
a utilizar el simbolo de Legendre para calcular ese valor.

(57) = (55) ()

Tenemos que calcular esos dos simbolos de Jacobi.

()= () -n(F) -0 )

Calculamos ahora el otro factor:

(3)-0(2)-(3)-
(@)= (7)o (3)-
(- (3) -

( 721 721

Por lo tanto (%77) = 1 luego 87 es residuo cuadratico médulo 127.

En el cdlculo anterior hemos usado la factorizacién del entero a (a = 87 en el ejemplo),
pero esto en general no es posible ya que no hay métodos eficientes. El simbolo de Jacobi, que
extiende el de Legendre, nos permitira evitar este problema.

Definicién 4. Dados a € Z y n un entero impar positivo, suponemos conocida la factorizacién
de n=p" ---p/t, el simbolo de Jacobi de a respecto de n es

(-G G-

Con esta definicion las propiedades anteriores y la Ley de reciprocidad siguen siendo validas.
Es decir, que podemos sustituir el primo p en ellos por un entero cualquiera. Lo que deja de ser
valido es la igualdad () = a™z mod p. De hecho se tiene que si a € QR,,, entonces (£)=1
pero no es cierta la reciproca. Sin embargo, estas propiedades facilitan el calculo del simbolo
de Jacobi (y por tanto también el de Legendre).
Veamos como se calcula (2+):
1. Si n > m hacemos la divisiéon y llamamos r al resto, tenemos () = (
2. Sin < m aplicamos la Ley de reciprocidad y se reduce a calcular
apartado anterior.

-1

3. Una vez llegados a (—) o (=) tenemos como en el simbolo de Legendre lo siguiente
2
1

() = (e y (B = Cyeo,

Veamos un ejemplo del calculo del simbolo de Jacobi.

)
(%)

, volviendo asi al

3w

Ejemplo 4. Calcular (%) utilizando las indicaciones anteriores.

Aplicando la Ley de reciprocidad:

219 (218)(382) [ 383
— | =(-1) 1 — .
383 219



1.2. SERIES P-ADICAS 15

Como 383 = 164 mdd 219 y 164 = 2241 obtenemos

219\ 2 \?( 41

383)  \ 219 219
Utilizamos ahora la tercera propiedad y llegamos a que (535) = (—1). Esto nos reduce la
219) = — (L), Razonando de la misma forma con las indicaciones anteriores:

expresion a (% 576
219\ [ 41\ [ 219
383) \219) 41

1)) (1)

Concluimos que (£3) = 1.

1.2. Series p-adicas

Sea f(X) € Z,)[X], p primo y supongamos que hemos calculado, para n > 1 un entero ay,
0 < a, < p" de manera que f(a,) = 0 mod p". Tal y como ocurre en el método descrito en
la seccién anterior, suponemos que, si ademas n > m, entonces a,, = a,, mod p™. Observamos
que as = a; mod p, por tanto as = a; + pr; con 0 < 21 < p ya que as < p*. Si tomamos ahora
n > 1, tendriamos a,; = a, mod p" y por tanto

n
Apy1 = Qp + Tpp,

con x,, unico 0 < x,, < p.
Asi pues, usando recurrencia, tenemos que

pi1 =To+T1p+ - +x,p" con 0<x; <p Vi=1,..n.

Evidentemente la informacion de la sucesion {a, },>1 es equivalente a la sucesién {z, },>o. Una
forma agradable de escribir esta iltima informacion es mediante la serie:

5§ = Z .

120

Por el momento s no es mas que una expresién formal, pero observamos que para cada n > 0
tiene sentido la reduccién de s médulo p"*! y ademds esta es:

n+1

o+ x1p+ -+ xp" =any1 esdecir s=a,y; modp para todo n.

Sistematizamos un poco mas este tipo de series:
Sea {x, }n>1 una sucesién de elementos de Zp), convenimos en denotar la sucesién formalmente
como s =y ., &,y diremos que es una serie.

Definicién 5. Diremos que la serie s = ) | 7, converge p-adicamente si para cada n > 1
hay solamente un nimero finito de términos x; tales que xy # 0 mod p" .
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Observamos que una serie s convergente p-adicamente representa una clase residual médulo
p™ para cada n, es decir, que para todo n > 1 existe a, tunico con 0 < a, < p" tal que
s = a, mod p". Ademéas de forma evidente a, = a,, mod p™ si m < n. Por lo tanto, s es una
manera de representar {a, },>1.

Si procedemos como antes y escribimos a, 11 = 29 + 21p + ... + 2,p" con 0 < z; < p, podemos
reescribir la informacién de la serie s = > ., x; como 8" = )., 2ip' ya que ambas tienen la
misma informacion médulo p™ para todo n, es decir s = s’ mod p", para todo n > 1. Por tanto,
tiene sentido decir que ambas series son iguales.

El siguiente lema expresa otra forma de definir la convergencia p-ddica.

Lema 3. Una serie ) x, de elementos de Z, converge p-ddicamente si y solamente si
Up(2,) — 00 cuando n tienda a co.

Demostracién. Supongamos que v,(x,) tiende a infinito cuando n — oo, esto significa que
dado un r existe un ny suficientemente grande tal que v,(z,) > r para todo n > ng y este hecho
es equivalente a decir que z,, = 0 mod p", es decir, la serie ) x,, de elementos de Z,) converge

p-adicamente.
O

1.2.1. Series formales

Vamos a denotar por Z)[[X]] al conjunto de series de potencias formales con coeficientes
en Zy, es decir a los elementos del tipo

ZanX” con a, € Zg)y, paratodo n = 0.

n=0

Es evidente que los polinomios con coeficientes en Z,) son un subconjunto de Z,[[X]]: son las
series de potencias con un nimero finito de a,, distintos de cero. Podemos definir la suma y el
producto en Z,)[[X]] de la misma manera que lo hacemos con los polinomios. De esta forma
tenemos que Z,)[[X]] es un anillo.

Dadas dos series de potencias f(X) y g(X), la composiciéon de f con g, denotada por
(f o g)(X), consiste en cambiar la variable X de la serie f por g(X), asi pues, (f o g)(X) =
f(g(X)). No siempre va a estar bien definida. A continuacién, veremos que si f es un polinomio
0 g no tiene término independiente, entonces si va a tener sentido la composicion.
Si g tuviera término independiente y f no fuera un polinomio, estariamos por ejemplo en
la situacién f(X) = > 2 X"y g(X) = a+ X con o # 0, entonces es ficil ver que el
término independiente de f(a+ X), que seria la composicién, no esté bien definido pues queda
l1+a+a?+a®+---. Con la g anterior y tomando f un polinomio, es claro que el término
independiente es una suma finita de potencias de « y esta bien definido.

A continuacién, pasamos a estudiar la composicién (f o ¢)(X) cuando f(X) =" a, X"

Y 9(X) =200 ba X
F(9(X)) = ap + a1(g(X)) + az(g(X))* + -+ + an(g(X))" + -+
Ordenando los términos obtenemos que f(g(X)) => 0" ¢, X™.
Como ¢(X) no tiene término independiente, para todo n, (¢(X))™ tampoco. Este hecho nos va
a garantizar poder encontrar los coeficientes de f(g(X)) y por lo tanto nos va a permitir definir
la composicién.
ot+taX+eX 46X+ = ag+ar(hX + 0 X? + 03X+ ) +
+ ap(B3X? + 2b1bo XP + ) Faz(BIXP 4 ) -
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" ¢y = qp

"¢ = a1b;

"y = arby + ash?

» c3 = arbz + 2a9b1by + azb?

» FEl coeficiente n-ésimo: Si definimos

(g(X)™ = Z dpn X", con dp, = Zbilbinig -+ b, siendoiy +ip + - - iy =N

n
Entonces ¢, = g dmn
m=1

Los coeficientes ¢,, cumplen una serie de propiedades.

1) La suma que define ¢, es finita, por consiguiente f o g es un elemento de Z,)[[X]].

2) El sumatorio que define ¢,, depende solo de los coeficientes ay y by de f y g respectivamente
con d < n. Es claro que si conocemos f(X) y g(X) hasta orden n, también conocemos f(g(X))
hasta orden n.

3) Las clases de equivalencia de ¢, médulo p” dependen exclusivamente de las clases de aq y by
médulo p”. Esto se traduce en decir que si escribimos f, imagen de f en (Z/p")[[X]], tenemos

fog=1fog

Nota. Sea f(X) = > . ga:X’, g(X) = 3,00 X" € Z,[[X]] dos series formales. Obsérvese
que f(X) = g(X) siy solo si a; = b; para todo ¢ > 0. Puesto que Zy) C Q C R, si z € R
podemos considerar la serie numérica f(z) = »,. a;x’. Supongamos que f(z) converge para
|z| < r, es decir, la serie de potencias f(z) = ) .., a;x" tiene radio de convergencia > r. En
este caso f: (—r,7) — R es una funcién diferenciable y, para |y| < r f'(y) = > .o, tay’ "
Reduciendo el intervalo (—r,7) podemos también suponer que f’ es acotada, es decir que existe
¢ > 0tal que |f'(y)| < ¢ para todo y con |y| < r. Evidentemente la convergencia de f(z) implica
que para n > 0 existe una constante k tal que |f(z) — f.(z)| < k|z|"" en un intervalo abierto
I de 0, siendo f,,(z) = >0, a;x’.

Si suponemos que f(zx), g(x) son convergentes con |x| < r y ademas |f(z) — gn(x)| < k|z|"™!
para una constante k y para todo x con |x| < r, entonces necesariamente a; = b; para todo
i < n. En efecto, supongamos que a; = b; para todo i < k, ap # by con k < n. En este caso
|f(x) — gn(z) = |z|F|s(x)| con s(z) convergente y s(0) = sq # 0. Por tanto |z|*|s(z)| < k|z|*™!
que es equivalente a decir |2|~™1=*)|s(x)| < k para todo x € (—r,7). Pero esto es imposible
ya que |s(z)| # 0 en un entorno de 0 y por tanto |z|~"=%|s(z)| — oo si 2 — 0.

Lema 4. Sean f(X), g(X) y h(X) series de potencias con coeficientes en Zy,), es decir ele-
mentos de Zy[[X]] y supongamos que g no tiene término constante o que f es un polinomio.
Suponemos también:

i) f(x), g(x), h(x) convergen para valores reales de x suficientemente pequenos y f(g(z)) = h(x).
i) f(2), g(2), h(z) convergen p-ddicamente para todo z € Zy).

Entonces, h = f o g como serie de potencias, es decir h(X) = (f o g)(X) y ademds para todo
2 € Ly yn =1 tenemos f(g(z)) = h(z) mod p".

Demostracion. Tenemos que ver dos cosas
1) La igualdad de las series de potencias formales h(X) = (f o g)(X).
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2) f(g(2)) = h(z) mod p™ para todo z € Z,).

1) Por hipdtesis tenemos que o bien g no tiene término independiente o bien f es un poli-
nomio, por tanto f o g estd bien definida.
a) Estudiaremos primero el caso en el que g no tiene término independiente. Sean f(X) =

Yoo X, g(X) =72, b; X"y paran > 1 definimos:
i=0 1=1

De la misma manera definimos (f o g),, el polinomio formado por los n primeros términos de
la serie de potencias f o g.

Sea h(X) =Y 2 o X", fog=7>:2,3X" lo que tenemos que ver es que o; = f3; para todo
1> 0.

e Sea J un intervalo abierto de 0 tal que f(y) converge, es evidente que f'(y) es también
convergente y ademés f’(y) es acotada en J.

e Sea [ otro intervalo abierto que contiene al 0 tal que g(x) y h(x) converjan en el y g(z),
gn(z) € J para todo x € I.

Por otro lado, f(x) y g(x) son convergentes para valores reales préximos a 0. Esto quiere decir
que existen constantes K; y Ko tal que |f(z) — fo(z)] < Ki|z|"™ v |g(x) — gu(z)] < Ko|z|*T?
para todo x € I. El problema de ver a; = f3; se reduce a comprobar |h(x)—(fog),(z)] < K|z|"*?
para todo x € I.

Por hipétesis h(x) = f(g(z)) para todo « € I y aplicando la desigualdad triangular tenemos:

[h(x) = (f o g)a(@)| < [f(9(x)) = f(gn(@))] + [ (9n(2)) = falgn(2))] + | fulgn(2)) = (f © g)n(2)].

Estudiamos cada uno de los sumandos.
Con ayuda del Teorema de Valor Medio y utilizando los hechos de que f'(y) es acotada y g
convergente:

[f(9()) = f(ga(2)] < erlg(@) — gu(2)] < cala|™*.

Como z es préximo a 0 y g no tiene término independiente, entonces |g,(z)| < c3|x| y ademds
f es convergente:

£ (gn(@)) = falgn(2))] < calgn(a)" < cslz"*

Por 1ltimo, los n primeros coeficientes de f o g vienen dados por los n primeros coeficientes de
fy g. Ademés coinciden con los n primeros coeficientes del polinomio f,,(g,(z)):

| fa(gn(x)) — (f 0 g)n(2)] < C6|$|n+1.

Por lo tanto tenemos que |h(z) — (f o g)n(7)| < K|z|"* como querfamos.

b) Veamos que se cumple la igualdad de series de potencias, h = fog cuando g no tiene término
independiente pero f es un polinomio.

Definimos las siguientes series de potencias

G(X) = g(X) = g(0), F(X)=f(X+g(0))

Sea z € R suficientemente pequenio F(G(z)) = f(G(z) — ¢(0)) = f(g9(z)) = h(x). Démonos
cuenta que tal y como hemos definido GG es una serie sin término independiente, por lo tanto
podemos repetir todo el proceso anterior para Gy F'y llegamos a que h(X) = (fog)(X) como
serie de potencias.

2)Pasamos ahora a demostrar que f(g(z)) = h(z) mod p™ para todo z € Z,).

Como 1 € Zy) sabemos por ii) que f(1), g(1) y h(1) convergen convergen p-adicamente, esto
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significa que existe un nimero finito de términos en f(1), g(1) y h(1) no congruentes con 0
moédulo p”. Entonces f(X), g(X) y A(X) tienen un nimero finito de coeficientes distintos de 0
médulo p” y f(X) mod p”, g(X) mod p", h(X) mod p™ son polinomios. Ya hemos visto que
h= fogluego h = fog.Siz eslareducién de z € Z, médulo p", h = f(g g(Z)) mod p™ y por
tanto h = f(g(z)) mod p" para todo z € Zy).

U

En muchas series de potencias tenemos el nimero n! en sus coeficientes. En el siguiente
lema vamos a ver una forma de calcular v,(n!).

Lema 5. Para cada nimero n, entero y positivo, v,(n!) = BJ + L%J + -+ . Ademds, v,(n!) <
L. Si la expresion en base p den es ag+ap-+asp®+...+app® y definimos s = ag+a;+...+ax,
p—1

n—s
entonces v,(n!) = 1
Demostracién. Sabemos que v,(nm) = v,(n) + v,(m), por lo tanto v,(n!) Z v,(7). Vamos

a escribir v,(n!) de otra forma.
vp(n!) = 1s(1) +2s(2) +3s(3) + -+,

donde s(r) es el nimero de términos del conjunto {v,(i), i = 1,...,k} que toman el valor r.
Entonces s(r) es el nimero de enteros de enteros i entre 1 y n tal que v,(i) = r.

Entre 1 y n existen L%J valores multiplos de p" de los cuales {#J también son multiplos de
p" 1. Es evidente que el nimero de valores entre 1 y n, multiplos de p” pero no multiplos de

p"Tlson [ & | — | =2:|. De esta manera
p prT

Utilizando esta informacién obtenemos que:

o o] 31) (31 ) (-
SREHHE

Observamos que la suma es finita pues para valores grandes de ¢ tenemos 1% < 1, luego LTJ =0.

T

Ya tenemos probada la primera parte del lema. Veamos ahora la desigualdad. Sabemos que

|z] < x. Es evidente:
| n n n
Z LfJ ; P p—

Por tltimo, dado que [>77_, =4 < (p = 1)X0_ 5 < (p—1)2272, 7 = 1 tenemos que

a
J = L?—S + =+ ta+app+t arp" " | = ap+ap 1 p+ ... +appt " y entonces, v,(n!) =

p
Ele L%J = Zle(ar+ar+1p+...+akpk_j). El factor a; aparece como a;p' ' +a;p" 2 +...+a;p+a;



20 CAPITULO 1. ALGUNOS PROBLEMAS ARITMETICOS

y por lo tanto v,(n!) = Zle ary P . Puestoque Y i pt = % llegamos a que v,(n!) =

k p"—1 .
Yot ol y sacando factor comun:

1 k k 1 k k n—s
Up(n!) :pT]_ (;CLTPT_;%) :pTl (TZ:;CLTPT—TZ:;(M> = p—l

1.2.2. Exponencial y logaritmo: Aplicacién al PLD

Dados los enteros a, b, m; si existe un entero x de manera que a” = b mod m dicho elemento
x se llama el “logaritmo discreto de b en base a moédulo m”. El calculo de x, cuando existe, se
llama de forma genérica el “problema del logaritmo discreto” (PLD). Incluso en casos sencillos
no se conocen algoritmos eficientes para resolver el PLD. Por ejemplo, si p es un niimero primo, g
es un generador multiplicativo de (Z/p)* y b es un entero no divisible por p el PLD ¢* = b mod p
tiene siempre solucion, pero el calculo de x es muy complejo computacionalmete. De hecho la
seguridad de algunos sistemas criptograficos como el Gamal o protocolos como el intercambio
de claves de Diffie-Hellman se basan en la imposibilidad computacional de resolver el PLD en
este caso concreto.

Las funciones logaritmo y exponencial ayudan a resolver el PLD en algunos casos.

Dos grupos fundamentales. Puesto que p"Z C pZ, el cociente pZ/p"™ es un subgrupo
aditivo de (Z/p™, +). Identificando las clases a + p"Z de Z/p"™ su unico representante x con
0 < x < p" el grupo pZ/p™ se puede describir como

pZ/p" = {0, p, 2p, 3p, ..., ("' = Vp} ={kp|k=0,--- ,p" " —1}.

Es un grupo con p"~! elementos.
El segundo grupo nos interesa es:

14+ pZ/p" ={1+px|z € Z/p"}.

Sia,Bel+pZ/p, a=1+pm, 8 =1+ pu tenemos que: aff = (p*mu) + pm +pu+1 =
1+ p(m+n+pmu) € 1+ pZ/p". Ademads, el médximo comin divisor de p" con un elemento
de la forma 1 + pm es 1. Por lo tanto 1 + pZ/p™ es un subgrupo multiplicativo del grupo de
unidades (Z/p™)*. Es evidente que tiene el mismo cardinal p"~! que el subgrupo aditivo pZ/p".

Exponencial y logaritmo. Recordemos que si x € R, la funciéon exponencial se expresa
como la serie
2 .3
exp(r) =e =1+x+§+§+---,

serie que es convergente para todo z € R. La funcién logaritmo, log : R, — R es la inversa de
la exponencial, es decir log(exp(z)) = x para todo x € Ry exp(log(x)) = = para todo z € R,..
Es conocida su expresion como series de potencias

T 1’3 JI4

log(1 =y - — 4 — ...
og(l4+a) =z~ 5+ % T
que converge cuando |z| < 1. Basdndonos en estas expresiones, definimos exp(X), log(X) €
Q[[X]] las series formales

2 Xd

€SL’p(X):1+X+7+?+“~.
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X X3 Xx¢
logl+X)= X — > 42 2
0og(1+ X) 2+3 4—1—

En estos términos podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 5. Sea p un primo impar. Entonces log(1+ px) y exp(px) son series de potencias en
Ly que convergen p-ddicamente para todo x € Zyy. Ademds, las aplicaciones

log: 1+4+pZ/p" — pZ[/p"

exp: pL[/p" — 1+ pZ/p"
definen isomorfismos, inversos uno del otro, entre los grupos (pZ/p™,+) y (1 + pZ/p™,-).

Demostracién. Veamos que exp(pz) y log(1l + px) son series de potencias que convergen p-
adicamente para todo x € Z,) .

Usamos para ello el Lema 3, es decir que la serie ) | y; de elementos de Z,) converge p-ddicamente
si y solo si v,(y,) tiende a infinito cuando n — oo.

Para la exponencial, tenemos
n

erp(pr) = 30 2

n!

n=0

Para aplicar el resultado que acabamos de enunciar lo primero que tenemos ver es si los términos

% son elementos de Zy), siendo = € Z,). Es decir, hay que demostrar que v, <(p Z,)n) > 0.

Como queremos utilizar el lema citado, tenemos que probar

(pz)" .
Up | —— ] — o0 mientras n — oo.

n!
Sabemos que vp((p;f!)n) = v, ((px)™) — vp(n!) = nuy(pr) — vy(n!) = n(vy(p) + vp(x)) — vy(n!) >
—up(nl), ya que vy(z) = 0 al ser & € Z,). Tambien tenemos que v,(n!) < 25, por tanto nos

queda:

)" n -2
Up ﬁ =>n— = np .

n! p—1 p—1
Por hipétesis p # 2, por tanto vp(%) > 0 y ademas, la expresion nﬁ%f tiende a oo cuando
n — 00 y por consiguiente exp(pz) converge p-adicamente para todo elemento x € Z,).
Es evidente que, salvo en el caso n = 0, tenemos vp((pnﬁ) > 0. Esto significa que el primer
término de la serie de potencias exp(px) es 1 y el resto son multiplos de p, entonces exp(px) =
1 mod p.
En el logaritmo tenemos que los términos de la serie de potencias son :I:% siendo n > 1. Con

(pz)™

un razonamiento andlogo al caso exponencial tenemos que v, (%
un factor de n!, v,(n) <wv,(n!)y

) = n —uvy(n) y como n es

" -2
o (:I: (p2) ) .}
n p—1
(pz)"

Como p # 2, entonces v,(£*~) > 0y la expresién ng%? tiende a infinito cuando n — oo. Por

lo tanto, log(1 + px) converge p-adicamente para todo = € Z,). Ademaés es evidente que todos
los términos de la serie son multiplos de p, es decir log(1 4+ pz) = 0 mod p.
Para lo que sigue nos resultaran ttiles las series de potencias f(X), g(X) € Z,[[z]] definidas
por:

cxp(pX) — 1

Fx) = S g(x) = %wgu +pX).
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A continuacion, vamos a ver que las funciones log(X) y exp(X) definen los homomorfismos del
del enunciado. Para ello vamos a utilizar f y g.
Para la funcion exponencial, tenemos que
p P’

J@) = f) = (@ =y) + 5@ =) + 5@ =y +-
Para cada n € N si reducimos esta expresiéon méodulo p™, tenemos que es una suma finita de
términos.
Supongamos que pr = py mod p" entonces z = y mod p" !, por consiguiente se tiene que
f(z) = f(y) mod p"~! y multiplicando por p obtenemos que exp(pr) = exp(py) mod p". Luego
exp(pr) estd bien definida para todo px € pZ/p". Ademas como exp(pr) = 1 mod p entonces
exp(pr) € 1+ pZ/p".
Vamos ahora con el logaritmo. Tenemos:

pQ

9@) = 9(y) = (2 = y) + S (=2 +3) + S =y + -
es una suma finita si lo reducimos médulo p™ para cualquier n € N.
Si pr = py mod p", con un razonamiento andlogo al anterior, llegamos a que log(1 4 px) =
log(1 4+ py) mod p". Por tanto log(1 + pz) esta bien definida para todo 1+ px € 1+ pZ/p™.
Dado que log(1 + px) = 0 mod p entonces log(1 + pz) € pZ/p".
Veamos ahora que exp y log, definidas en los conjuntos correspondientes, son inversas la una
de la otra. Para demostrarlo vamos a aplicar el Lema 4 sobre las series de potencias f(X) y
g(X) . Las composiciones fo gy go f estan bien definidas dado que ni f(X) ni g(X) tienen
término independiente. Para valores reales de x préximos a 0 tenemos que:

9(f(x) =g <M) - %log (1 +p <%)) = %log(ea:p(p:c)) =z

p

flg(x) = f <}9log(1 +px)> _ exp (p (%log(; +px)>> -1 _ emp(log(lgpx)) 1 N

Por otro lado, como exp(z) y log(z) convergen p-ddicamente para todo z €
f(2) v g(2) también. En virtud del Lema 4, f(g(z)) = z mod p™ y g(f(2))
multiplicamos en ambas expresiones por p, nos queda exp(log(1 + pz)) = 1 + pz mod p
log(exp(pz)) = pz mod p" .

Para probar el isomorfismo entre el grupo aditivo pZ/p™ y el grupo multiplicativo 1 + pZ/p™
basta demostrar que exp es un homomorfismo de grupos, es decir que para todo px, py € pZ/p"
se tiene exp(pr + py) = exp(px)exp(py) mod p".

Vamos a aplicar de nuevo el Lema 4 sobre §(X) = aX y f(X) = exp(pX). Para cada entero
positivo a y para todo z € R tenemos exp(paz) = exp(pz)®, por tanto h(X) = exp(pX)®. Dado
que f (2), g(2) y iL(z) convergen p-adicamete para todo z € Z,) aplicando el Lema 4 tenemos
exp(paz) = exp(pz)® mod p™. Sustituyendo en dicha expresién z = 1 obtenemos lo deseado

x mod p",

Ly entonces
> n+1

y

exp(p(a + b)) = exp(p)**’ = exp(pa)exp(ph) mod p".

O

Aplicacion al calculo del logaritmo discreto

Este teorema nos permite resolver el problema del logaritmo discreto a® = b mod p™ siempre
y cuando a, b € 1 + pZ/p™. Lo primero que tenemos que hacer es encontrar o y 3 tales
que a = 1+ pay b =1+ pB para utilizar la expresion de log(1 + pz) y asi calcular més
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facilmente log(a) y log(b). Por tltimo, tomamos logaritmos en ambos lados de la ecuacién
inicial a¢® = b mod p™ reducimos nuestro problema a resolver xzlog(a) = log(b) mod p™ .

Como ejemplo, calculamos el logaritmo discreto de 16 respecto de la base —5 moédulo 81.
Se sabe que 1+ 3Z/3* ~ 37Z/3" y este isomorfismo viene dado por exp y log.
Es evidente que —5 = 76 mod 81 y como 75 € 3Z/3* entonces 76 € 1 + 3Z/3*. De la misma
forma como 15 es miiltiplo de 3 y menor que 81 se tiene que 16 € 1 + 3Z/3%.
Vamos a calcular el polinomio log(1 + 3z) médulo 81.

922 33 3t

1 = - 4
log(1+ 3z) =3z 5 + 3 1

Reduciendo modulo 81

922 3
log(1+ 3z) = 3x — - + 92° mod 81

= 3z + 362% + 92° mod 81
Por lo tanto nos queda
log(76) = log(1 43 -25) = 3- 25+ 36 - (25)% 4+ 9 - (25)® = 163200 = 66 mod 81.

log(16) = log(14+3-5)=3-5+36-(5)2+9-(5)> = 2040 = 15 mod 81.

Hemos reducido el problema inicial a lo siguiente xlog(—5) = log(16) mod 81, es decir 66x =
15 mod 81. Llegamos a que x = 26 es solucion de 22x = 5 mod 27. Podemos comprobar que
x = 26 es también solucién de nuestro problema.

La funciones exponenciales y logaritmo son una herramienta importante en muchos otros
contextos, por ejemplo permiten definir a® mod p™ cuando b € Ly vy a = 1 mod p mediante

a’® := exp(log(a)) mod p.

1.3. Estructura de los cocientes de 7Z

En esta secciéon vamos a descomponer el grupo de las unidades de Z/p™, (Z/p™)* como
producto directo interno de dos subgrupos suyos. Uno de estos subgrupos serd (1 + pZ/p", -)
subgrupo que sabemos que es isomorfo al subgrupo (pZ/p™,+) de (Z/p™,+).

Ademas del interés tedrico que tiene conocer la estructura del grupo (Z/p"™)* en términos de
grupos sencillos, la descomposicién permite simplificar notablemente muchos célculos en Z/p™.

Definicién 6. Sea p un primo impar y  #Z 0 mod p. Entonces se conoce como levantamiento
de Teichmiiller de x hasta Z/p™ al elemento T'(x) € Z/p™ dado por:

n—1

T(x) =2  mod p".

Nota. Sea x un elemento de Z, que no sea miultiplo de p, consideramos la sucesion,
2 3
[ N L

Notemos que cada término de la sucesién es la potencia p-ésima del término anterior. Ademas,
como p y x son primos entre si se puede aplicar el Teorema de Euler-Fermat y tenemos que
2P~' = 1 mod p. Multiplicando ambos lados por z, tenemos que 27 = x mod p y es evidente
que la secuencia anterior es constante modulo p.

Ahora examinamos la sucesién anterior médulo p?. En este caso ¢(p?) = p? — p, por lo tanto
por el teorema de Euler-Fermat, 277 = 1 mod p? y multiplicando por z, 27° = 2P mod p>.
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Por tanto, la secuencia anterior médulo p? tiene distintos el primer y el segundo elementos y a
partir del segundo son todos iguales.

En la definicién anterior hemos llamado levantamiento de Teichmiiller de x al valor en que se
estabiliza la sucesién anterior cuando la reduzco médulo p™ en (Z/p™)*.

Sin embargo, esta definicion no es muy ttil a la hora de calcular los levantamientos de Teichmiiller,
por ejemplo si queremos calcular 7'(17) mod 5 tendrfamos que hallar 17'?° mod 5 pero este
calculo es bastante tedioso. Por este motivo vamos a presentar un método para calcular los
levantamientos de Teichmiiller sin acudir a la definicion.

Lema 6. Sea p un primo impar y n un entero positivo. Si x = y mod p", entonces
2P = y? mod p"tl.

Demostracion. Suponemos que x = y mod p" que es lo mismo que decir que x = y + kp"
para un entero k. Elevando a la p en ambos lados de la igualdad

o’ = (y + kp")

=y + (219) Y (kp") + @) YR (kp")? A <p> (kp")?.

p

Es evidente que salvo el primer término el resto son todos multiplos de p"*!, luego 2P =
y? mod p"ti.
OJ

Nétese que, como consecuencia, si z =y mod p™ entonces T'(x) = T'(y) mod p". Por tanto,
tiene sentido también T'(z) para z € (Z/p")*.

Ejemplo 5. Vamos a utilizar el lema para calcular 7'(17) médulo 5%.

Lo primero es darnos cuenta que 17 = 2 mod 5, aplicando el Lema 6, 17° = 2% mod 25 y como
25 = 32 = 7 mod 25 llegamos a 17° = 7 mod 25. Volvemos a utilizar el lema 172 = 7° mod 125,
observamos que 7° = 57 mod 125. Llegados a este punto usamos el resultado por tltima vez y
tenemos 17'?° = 57° mod 625.

57° = (32 + 5%)°

= (2) 32° + G) 32157 + (g) 32%(5%)% + (g) 322(5%)° + (i) 321 (5%)* + (Z) (5%)°.

Reducimos la expresién médulo 5* y como los cuatro ultimos términos son miltiplos de 625
nos quedan:

57° = (32 +5%)° mod 625
= 57+ 125 mod 625
= 182 mod 625.

Por tanto T'(17) = 182 mod 5.
En la siguiente proposicion vamos a ver unas propiedades del levantamiento de Teichmiiller.

Proposicién 3. Sea p un primo impar y x € (Z/p™)*.
1. El elemento T(x) cumple la igualdad T'(z)P~' =1 mod p"
2. Para todo r > n — 1, tenemos que 27" = T(x) mod p".
3. T(x) depende solo de la clase de x mddulo p. Ademds, T(x) = x mod p.
4. La aplicacion
T: (Z/p) — (Z/p")

es un homomorfismo inyectivo de grupos.
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Demostracién. 1. Puesto que ¢(p") = p"!(p — 1), aplicando el teorema de Euler-Fermat
obtenemos 2"~ ®~1) = 1 mod p”. Por definicién T'(z) = 2#" mod p*, por tanto T'(z)?~! =
1 mod p™.

2. Por el apartado anterior sabemos que T'(x)P~! = 1 mod p™, por lo tanto T'(x)? = T'(x) mod p™.
Por otro lado, de la definicién de T'(z) deducimos que T'(z)? = 2" mod p". Utilizando estas
dos expresiones llegamos a que 2" = T'(z) mod p". Iterando tenemos que z?" = T(z) mod p"
para todo r > n.

3. Para ver que T'(x) depende solo de x médulo p vamos a demostrar que si z = y mod p
entonces T'(z) = T(y) mod p™. Por el lema previo z = y mod p implica que 2P = y” mod p?,
iterando este procedimiento n — 1 veces llegamos a que " = yf""_1 mod p" y por tanto
tenemos que T'(z) = T'(y) mod p".

La segunda parte del enunciado, T'(z) = x mod p. Ya la conocemos.

4.Puesto que T'(x) depende solo de la clase de  médulo p, la aplicacién T : (Z/p)* — (Z/p™)*
esta bien definida. Dado z,y € F,” por la definicion de T'(z) mod p™,

n—1 n—1

T(zy) = (zy)P  =aP y”" = T(2)T(y) mod p.

Probamos ahora la inyectividad. Suponemos 7T'(z) = T'(y) mod p™ entonces T'(x) = T'(y) mod p
y como por el apartado anterior tenemos que T'(x) = x mod p y T(y) = x mod p, entonces
r =y mod p.

O

El subgrupo T = T((Z/p)*) C (Z/p™)* se llama grupo de levantamientos de Teichmiiller.
Es isomorfo a (Z/p)*, por tanto hay solamente p — 1 levantamientos de Teichmiiller distintos.

Ejemplo 6. Calculemos todos los levantamientos de Teichmiiller médulo 5%.

Sabemos que hay 4 diferentes.

Empezamos con T'(1), utilizando directamente la definicién tenemos que T'(1) = 1'%° mod 5%,

luego T'(1) = 1 mod 5%

Veamos ahora T'(2), este valor ya lo habiamos calculado antes, pues 17 = 2 mod 5 luego

T(17) = T(2) mod 5.

Nos preguntamos ahora por T'(4). Sabemos que 4 = —1 mod 5 por tanto T'(4) = T'(—1) mod 5*

y concluimos que T'(4) = T(—1) = (=1)'*° = —1 mod 5*.

Por tltimo vamos a calcular el levantamiento de Teichmiiller de 3 médulo 5. Es evidente que
= —2 mod 5, por tanto el problema se reduce a calcular T'(—2) mod 5%. Como la aplicacién

T es un homomorfismo de grupos T'(—2) = T'(—1)T(2) = (—1)182 = 443 mod 5*.

Conclusion:

T(1) =1 mod 5%
T(2) = 182 mod 5*.
T(3) = 443 mod 5*.
T(4) = 624 mod 5*.

El siguiente teorema es un resultado importante pues nos va a dar una descomposicién del
grupo (Z/p")* que, ademads del interés tedrico, serd muy ttil para abordar problemas como cal-
cular potencias modulares, calcular el orden de un elemento en un grupo o calcular congruencias
con potencias.
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Teorema 6. Sea p un primo impar. Dado un elemento a € (Z/p™)*, existen v € (Z/p)*,
py € pZ/p™ unicos tales que a = T(x)exp(py) mod p". Como consecuencia, la aplicacion
a — (x,py) define un isomorfismo de grupos

(Z/[p") = ((Z/p)*,-) x (WZ/p",+).

Demostracién. Tanto el grupo de levantamiento de Teichmiiller, T = T'(Z/p)* como el grupo
1+ pZ/p"™ son subgrupos del grupo de las unidades (Z/p"™)*. Puesto que este ultimo es abeliano
el producto

T -(1+pZ/p")={t(1+px)|t €T, 1+pxrel+pZ/p"}

es un subgrupo de (Z/p")*. Veamos que T N (1 + pZ/p") = {1}. En efecto, sean a € (Z/p)*,
x € Z/p™ tales que 1+ pxr = T'(a) mod p". Reduciendo médulo p: 1 = T'(a) mod p y, como
T(a) = a mod p tenemos que a = 1 € (Z/p)*. Por tanto, T'(a) =1 € (Z/p")* y x = 0. En
este caso sabemos que el grupo producto T x (1 + pZ/p"™) es isomorfo a T - (1 + pZ/p™). En
particular [T - (1 + pZ/p")| = [T| - |(1 + pZ/p")| = (p — 1)p"~", pero sabemos que [(Z/p")*| =
o(p") = p"'(p—1) y por lo tanto tenemos:

(Z/p")" =T (1+pZ/p") =T x (1+ pZ/p").

Ahora, basta usar los isomorfismo T : T((Z/p)*) — (Z/p)* v log : (1+pZ/p") — (pZ/p", +)
para tener el isomorfismo buscado:

(Z/p") =T x (1 +pZ/p") = ((Z/p)*,-) X (pZ/p",+).

Observemos que el isomorfismo se realiza de la siguiente forma: Sea a € (Z/p")*, tomamos
z con 0 < z < p tal que z = a mod p. Tenemos que T'(z) = a mod p. Puesto que T'(x) €
(Z/p™)*, T(x)'a = 1 mod p, es decir, T(x) 'a € 1+ pZ/p". Sea y € Z/p" tnico tal que
py = log(T(:U)_la) mod p". En este caso tenemos:

(Z/p") —— Tx(1+pZ/p") — (Z/p)* x pL/p"
a — (T m),T(a:)_la) — (z,py)

Observamos que a = T'(x)exp(py) mod p™.
0

La presentaciéon del isomorfismo en el enunciado del Teorema se debe a que queremos poner
de manifiesto precisamente la identificacién a — (z,py) que es la formulacién més util en
algunos calculos. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 7. Vamos a encontrar la descomposicién de 13 mod 5*. Es decir, calcularemos z e y
tal que 13 = T'(z)exp(5y) mod 5%.

Es evidente que 13 = 3 mod 5, esto significa que z = 3. Calculemos ahora y. Tiene que
ocurrir exp(py) = 13 - T(3)~. Sabiamos que T'(3) = 443, como 37! = 2 mod 5, entonces
T(3)~' = T(2) = 182. Por tanto la expresién anterior queda de la siguiente manera:

exp(py) = 13- 182 = 491 mod 625.

Tomando logaritmos en ambos lados tendremos py = log(491) mod 625. Ahora el problema
estd en calcular log(491) mod 625. Como log(491) = log(1 4 5 - 98), veamos en primer lugar la
expresion de log(1 + 5z) mod 625 a partir de la expresién como serie:

52z2 533 5zt

log(1 + 52) = bz — —
0g(1 + 5z) x 2+3 4+
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Es evidente que si reducimos moédulo 625 entonces todos los términos, excepto los tres primeros,
son nulos y nos queda:

log(1 + 5x) = 5z + 300x* + 2502° mod 625
Sustituyendo x = 98 tenemos log(491) = 315 mod 625 y concluimos con la congruencia
13 = T(3)exp(315) mod 5. (1.1)

Veremos ahora que la expresién anterior permite simplificar los célculos en Z/5%:
a) Célculo de 13?3 mod 5.
Utilizando (1.1) y la demostracién del Teorema 6 tenemos que 13> = T(3 - 3)exp(315 +
315) mod 625, luego
132 = T(3%*)exp(315 - 234) mod 625.

Como 234 = 58-4+2 y utilizando el Pequenio Teorema de Fermat llegamos a que 323* = 32 mod 5
que es lo mismo que decir que 3?** = 4 mod 5. Por tanto, reducimos nuestro problema
T(3%%) = T'(4) mod 625. Como ya hemos calculado T'(4) llegamos a que T'(3%**) = 624 mod 5*.
Por otro lado 234 - 315 = 585 mod 625, y se tiene que: exp(585) = 1 + 585 + 582—52 + 52—?3 =
511 mod 5*. Por tanto 13%** = 624 - 511 = 114 mod 5*.

b) Célculo del orden del elemento 13 en (Z/5%)*.
En este caso tenemos que calcular el n més pequeno tal que 13" = 1 mod 5*. Utilizando la
expresion (1.1) tenemos que T'(3™)exp(315-n) = T(1)exp(0) mod 625 y por su unicidad tenemos

3"=1mod5=n=0mod 4

315-n =0 mod 625 = n = 0 mod 125

Como 4 y 125 son enteros primos entre si podemos aplicar el Teorema Chino de los Restos y
concluimos n = 0 mod 500, luego 13°%° = 1 mod 625.

c) Resolver la ecuacién x4" = 13 mod 5%.
Como z = T'(a)exp(5 - b) y teniendo en cuenta la expresién (1.1) debe ser:

T(a*")exp(47 -5 -b) = T(3)exp(315) mod 625.

Es evidente que si calculamos a y b tendriamos resuelto el problema. Por la unicidad de la
expresién anterior tenemos que a*” = 3 mod 5y 47 -5 - b = 315 mod 625. Como sabemos que
4771 = 3 mod 625 y utilizando el Pequeiio Teorema de Fermat sacamos de la primera expresion
que a = 2 mod 5.

De la segunda ecuacién obtenemos que 5-b = 315 - 133 = 20 mod 625, por tanto exp(20) =
1+20+ % + 2 =96 mod 625.

Con todo lo anterior llegamos a que x = T'(2)exp(20) mod 625, luego = = 597 mod 625.

Nota. La descomposicién de (Z/p™)* permite calcular una descomposicién del grupo de uni-
dades (Z/m)* para cualquier m € Z: Si m = pi'---p> es la factorizaciéon de m en primos
distintos, el Teorema Chino nos proporciona el isomorfismo:

(Z/m)* = (Z/py')" x --- x (Z/pg)"

Por tanto, podemos describir la estructura de (Z/m)* a partir de la de (Z/p;")* parai =1,...,s.
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CAPITULO 1. ALGUNOS PROBLEMAS ARITMETICOS



Capitulo 2

Numeros p-adicos

2.1. Cuerpos normados

En este capitulo vamos a construir el cuerpo de los nimeros p-adicos. Para ello vamos
seguir un método similar al que se utiliza para construir R a partir de Q mediante sucesiones
de Cauchy. Este procedimiento es estandar en la construcciéon de espacios métricos completos
a partir de otros que no lo son.

Definicién 7. Sea K un cuerpo, un valor absoluto en K es una funcién |- | : K — R, que
satisface las siguientes propiedades:

1) |z =02 =0.

2) |zy| = |z||y| para todo z,y € K.

3) | +y| < |x| + |y| para todo z,y € K.

Se dice, ademas, que es no arquimediano si, para todo z,y € K:

1) | + | < max{lal, lyl}.

A partir de un valor absoluto en K se define una distancia mediante d(z,y) = |z — y| para
x,y € K. Asi pues, un valor absoluto en K permite definir en K una estructura de espacio
métrico y en particular dota a K de una topologia. Si el valor absoluto es no arquimediano
decimos también que K es un espacio ultramétrico.

Nota. La asignacion |z|p = 1siz # 0y |z]o = 0 si x = 0 define un valor absoluto (al que
llamaremos trivial) en cualquier cuerpo. Si K es un cuerpo finito el valor absoluto trivial es el
tinico posible. Sobre el cuerpo de los nimeros racionales Q, el valor absoluto “clasico”: |z|. = @
six >0y |z =—z si 2 <0 es, por supuesto un valor absoluto.

Tradicionalmente se dice que el valor absoluto | - | es K es arquimediano si para todos
z,y € K, x # 0, entonces existe n € K tal que |nz| > |y|.

Definicién 8. Sea p un nimero primo y x € Q, definimos el valor absoluto p-adico o la norma
p-adica de x como
2], = {p_vp(x) six #0
b 0 sixz =0

Proposicion 4. El valor absoluto p-ddico que acabamos de definir es un wvalor absoluto no
arquimediano sobre Q.

Demostracién. Las condiciones 1), 2) y 3) son inmediatas a partir de las propiedades de
vp(z). Para ver que es no arquimediano tenemos que probar que |z + y|, < max {|z|,, |y|,}-
Cuando en el Capitulo 1 definfamos la evaluacién p-adica de los niimeros racionales vimos que
vp(x +y) = min{v,(z), v,(y)}, siendo z,y € Q. Por este motivo

|x + y|p = p—vp(ﬂc+y) <p” min{vp(x),vq(y)}
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y por tanto, tenemos lo que desedbamos, ya que v,(z) < v,(y) & p~»® > p~r®),

O

Definicién 9. Se dice que dos valores absolutos |-|; y |-|2 en el mismo cuerpo K son equivalentes
si definen la misma topologia sobre K, es decir, si todo conjunto abierto en una topologia es
también un conjunto abierto en la otra.

Proposicién 5. Sean p y q dos primos distintos, entonces los valores absolutos |- |, y |- |, no
son equivalentes. Ademds | - | no es equivalente a | - |, para cualquier p primo.

Demostracién. La sucesion {p"} converge a 0 con la norma p-ddica, pero evidentemente no
converge para | - | ni para | - |, si ¢ es un nimero primo distinto p.

O

Nota. En general si |- |1 y |- |2 son valores absolutos sobre K, se tiene que son equivalentes si
y solo si la condicién |z|; < 1 equivale a ||y < 1 para z € K. Nétese que |z|; < 1 equivale a su
vez a que lim,,_,., 2™ = 0 para | - |;.

Un resultado importante es que los valores absolutos que hemos definido en QQ son todos los
que hay, mas precisamente:

Teorema 7 (Ostrowski). Todo valor absoluto no trivial sobre Q es equivalente al valor absoluto
p-ddico | - |,, donde p es o bien un primo o bien es equivalente a | - |-

Sea K un cuerpo y |- | un valor absoluto. Sea a un elemento de Ky r € R,. La bola abierta
de centro a y radio r sera:
B(a,r)={z e K: |z —a|] <r}.

La bola cerrada de centro a y radio r sera:

B(a,r)={z e K: |z —a|] <r}.

Si | | es un valor absoluto no arquimediano, se tienen las siguientes propiedades, todas ellas
faciles de comprobar

1. Si b € B(a,r), entonces B(a,r) = B(b, 7).
2. Sibe B(a,r), entonces B(a,r) = B(b, 7).
3. El conjunto B(a,r) es abierto y cerrado a la vez.

4. El conjunto B(a,r) es abierto y cerrado a la vez.

Proposicién 6. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto no arquimediano en K. El conjunto
O=B(0,1)={reK:|z| <1}

es un subanillo de K. El conjunto
p=DB(0,1)={zeK: |z| < 1}

es un ideal de O. Ademds, p es un ideal maximal de O y todo elemento de O —p es invertible
en O. Asi pues (O,p) es un anillo local.
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Demostracion. Para probar que es un subanillo debemos probar que O respeta la suma y el
producto y que el elemento nulo y el elemento unidad estédn en él. Evidentemente 1,0 € B(0, 1).
Ademas, como estamos trabajando con un valor absoluto no arquimediano, si z, y € O, entonces
|z +y| < max{|z|, [y} < 1,luego z+y € Oy |z-y| = |z||ly] < 1. Puesto que | — z|, = |z|,,
tenemos que O es un subanillo de K.
Para ver que p es el tinico ideal maximal de O basta con probar que O—p = (O)*. Consideramos
un elemento x € O pero que no estd en p, luego no puede ser el elemento nulo y ademds, |z| = 1.
Denotamos por x~! al inverso de x en el cuerpo K, luego 1 = [1| = |z~ = |z||z™!| y como
|z| =1, 27! € O y por tanto z es un elemento invertible del anillo.

O

Definicién 10. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto no arquimediano. El subanillo O se
llama el anillo valoracién de (K, | -|) y al ideal p se le llama el ideal de valoracién. Al cociente

k=0/p
se le llama el cuerpo residual de (K, |- |).

Proposicién 7. Sea K = Q y consideramos | - |, el valor absoluto p-ddico. Entonces:
1) O =Zy ={% € Q: mcd(a,b) =1yp fb}.

2) p =ply) =1{} € Q: med(a,b) =1, p fb, pla}.

3) El cuerpo cociente es k ~ Z/p.

Demostracién. Si consideramos un elemento de O, llamémosle § con med(a,b) = 1, entonces
4], = p~*(*/Y) < 1. Esta condicién equivale a v,(%) > 0, es decir, p /b. Por definicién esto
quiere decir que § € Z).
El razonamiento de la prueba de 2) es muy similar a la de 1). En efecto |¢|, < 1 equivale a
vp(%) > 0, luego p by ademas pla.
Por ultimo, para demostrar 3) consideramos la aplicacién:

gb: 7z p) — IFp
— ab™!

Qe —~

cuyo ntcleo es precisamente pZ,. Entonces, en virtud del primer teorema de isomorfia, tenemos

que Zp)/plp) = Fp.
0

Nota. Todo elemento z € pZ, cumple que v,(x) > 1y entonces |z|, < p~' < 1 por tanto,

B(0,1) = pZ). De manera analoga, los elementos de p"Z, son aquellos que tienen valor
absoluto p-ddico menor o igual que p™", por consiguiente, se da la siguiente igualdad p"Z,) =
B(0,p™™). Las bolas abiertas de centro a y radio 1 son las traslaciones a + pZ).

Nota. Si z,y € Q, usamos la notacién x = y mod p" como sinénimo de x —y € p"Zy), es
decir # € y + p"Z,). Nétese que sobre Q la relacién “=" anterior es una congruencia para la
operacion suma ((p"Z), +) es un subgrupo de (Q, +)), pero no para el producto: por ejemplo
siz = (p*+1)/p, y = 1/p se tiene x = y mod p ya que  —y = p C pZ,). Pero tomando
z = 1/p no es cierto que zx = zy mod p ya que zx — 2y = 1 € pZy).

2.2. Cuerpo de nimeros p-adicos. Enteros p-adicos

Dado un cuerpo K, denotamos por {z,} la sucesién de elementos de K: {z,, : n =1, ...}, asi
mismo {x} denota la sucesién constantemente igual a z, es decir, la sucesién {z,} con z,, =z
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para todo n > 1.

Dado un primo p, el cuerpo de los niimeros racionales con la distancia p-adica no es completo.
En esta seccién construiremos el completado p-adico de Q, Q,, es decir el menor cuerpo completo
que contiene a QQ respetando su estructura métrica. La construccion sigue los mismos pasos,
sobradamente conocidos, de la construccién de R como completado de Q con la distancia | - |

Proposicién 8. Sea {z,} una sucesion de nimeros racionales. Entonces son equivalentes:

1) {x,} es una sucesion p-ddica de Cauchy (es decir, una sucesion de Cauchy para la norma
p-ddica | - |p).

2) La sucesion de numeros reales {|T,+1 — x,|,} tiende a 0, es decir para cada € € Ry, existe
no € N tal que |x,11 — x|, < € para todo n > ny.

3) Para todo r € N, existe ng € N tal que x, = x,, mod p" para todo n > ny.

Ademds, si {x,} es una sucesion p-dadica de Cauchy, entonces {|x,|,} es una sucesion acotada.

Demostracién. La implicacién de 1) a 2) es obvia. Reciprocamente suponemos cierta la con-
dicién 2) y sea € € R, Existe entonces ng € N tal que |z,4+1 — 2|, < € para n > ngy. Ahora, si
m >n = ng se tiene

|$m - xn|p = |xm —Typ—1+ Tm—1 — = Tppl + Tny1 — :L‘n|p

<max{|zi1 —zilp:i=n,...m—1} <e.

Supongamos que {z,} es de Cauchy y sea r € N. Existe ny € N tal que |z, — |, < p~" para
todo m > ny. Por lo tanto z,, — z,, = 0 mod p", es decir z,, = z,, mod p" para todo m = ny.
Reciprocamente, sea ¢ > 0 un nimero real y sea r € N tal que p~" < ¢ < p~ "~ Existird
entonces ng € N tal que z,, = x,, mod p" para todo m = ngy. Si tomamos m,n > ng tendremos
entonces que T, — Ty, = Ty, — Tpn, mod p’, es decir, |z, — T,|, <p " <e.

Veamos ahora que si {x,,} es de Cauchy, entonces {|z,|,} es una sucesién acotada de niimeros
reales. Sea r un entero, sabemos que existe un ng € N tal que z,, — z,, = 0 mod p" para todo
n = ng, es decir T, € xp, + p"Z) y por tanto existe un elemento k € Z,) con x, = ,, + p"k.
En este caso, |z,|, < max{|p"k|,, |Tn,|p}. Obsérvese que k depende de n; sin embargo, [p"k|, =
D" |plklp < [p"]p pues k € Z,) y por tanto |k|, < 1. Asi pues tendremos que

|$n|p < méx{|p7’k:|p, |$no|p} < méx{|pr|p, |xno|p} = méax{p ", |xno|p}

para todo n > ng. Ahora basta tomar C' = max{|z1|p, ..., |Zne|p, p~"} ¥ tenemos que |z,|, < C
para todo n > 1.
U

Vamos a denotar por C, al conjunto de sucesiones de Cauchy de nimeros racionales respecto
de la norma p-adica. Estamos interesados en ver que C, tiene estructura de anillo conmutativo
y unitario. Para ello tendremos que definir dos operaciones binarias.

Proposicién 9. Sean {z,} e {y,} dos sucesiones de nimeros racionales de Cauchy respecto
del valor absoluto p-ddico. Las siguientes operaciones

a) {zn} +{Yn} = {20 + yn}.

b) {wn} - {yn} = {wnyn}-

Definen una estructura de anillo conmutativo en Cp.

Demostracién. Para ver que estan bien definidas tenemos que ver que tanto {z,, + y,} como
{Znyn} son sucesiones de Cauchy.

a) Sabemos que {z,}, {y,} son p-ddicas de Cauchy. Dado ¢ > 0 existen enteros n, y n,
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tales que |x,, — x,,|, < € para todo n, m = n, y |y, — Yml|, < € para todo n, m > n,. Tomamos
N = méx{n,, n,}, sin, m = N, |[(xy, + yn) — (@m + Ym)|p < max{|z, — Zlp, [Yn — Ymlp} < €.
Por tanto, {z, + y,}» es una sucesién p-adica de Cauchy.

b) Sabemos que {z,} e {y,} son sucesiones p-ddicas de Cauchy y por consiguiente existen
dos constantes K’ y K" tales que |z,|, < K"y |yn|, < K" para todo n € N.

Sea ¢ > 0, sabemos que existe dos enteros n, y n, tales que |z, — x,,|, < ¢/K” para todo
n,m =g Y |Yn — Ymlp < €/K’ para todo n, m > n,,.

Definimos ng = méx{n,, n,}. Para n, m > ng se verifican las dos expresiones anteriores y
como consecuencia |Tp, * Yn — T - Ymlp = [(TnYm — TmYm) + (Tn¥n — TnYm)|p < MEX{|Yim|p|Tn —
Tnlps [TnlplYn — Ymlp}

Si este maximo fuera |y,|p|Tn — Tmlp, entonces |T,yn — TmYmlp < K"(e/K") = ¢ y si fuera
|Zm|p|Yn — Ymlp, entonces |T,yn — Tmym|, < K'(¢/K’) = €. Por tanto, {z,y,}, es una sucesién
p-adica de Cauchy.

Comprobar que C, es un anillo es inmediato. Evidentemente es un grupo abeliano para la adi-
cién con elemento neutro la sucesién constantemente 0 y si {z,,} es un elemto de C,, su elemento
simétrico es {—x,}, es decir la sucesién formada por los elementos simétricos de cada nimero
racional x,. Como también tenemos que si {z,}, {y,} € C, entonces {z,} - {yn}n = {ynxn}, la
sucesiéon {1} es el elemento neutro del producto. Concluimos pues que C, es un anillo conmu-
tativo y unitario.

O

Sea z € Q. Es evidente que {z} € C,. Por tanto, tenemos que la aplicacién que va de Q en
C, y me lleva cada numero racional z en la sucesién {z} es una aplicacién inyectiva y podemos
ver (Q como un subconjunto de C,.

Definicién 11. Denotaremos por N al conjunto formado por las sucesiones {z,} de ntimeros
racionales que convergen a 0 respecto al valor absoluto p-ddico. Es decir,

N ={{z,}conz, € Q: {z,} — 0}.

Como toda sucesién convergente es de Cauchy, es evidente que A es un subconjunto de C,.
Veamos ahora que ademds A es un ideal de C,. Si tenemos {x,}, {y,} € N, entonces es claro
que {z, — y,} tiende a 0 y por tanto {x, — y,} € N, por tanto N es un subgrupo aditivo de
C,. Supongamos ahora que tenemos dos sucesiones, la primera de ellas {z,,} € Ny la segunda
{yn} € C,. Sabemos que existe una constante K de tal manera que |y,|, < K para todo n.
Dado ¢ > 0 sabemos que existe un ng € N tal que |z,|, < ¢/K para todo n > ng, por ser {z,}
un elemento de N. Por tanto |x,y, — 0|, = |Zulp|ynly, < (6/K) - K y entonces {z,y,} € N.

Nota. Podemos comprobar que si tenemos una sucesiéon {z,} de Cauchy que admite una
subsucesion {z,,} € N, entonces {z,} estd en N. Fijamos ¢ > 0. Por un lado, como {z,,}
tiende a 0 entonces existe un entero Nj tal que |z,,|, < € para todo n; > Nj. Por otro lado,
al ser {z,} de Cauchy, existe un entero N» tal que |z, — |, < € para todo n,m > Nb.
Denotamos N = max{Ny, N2} y tomando n,n; > N tenemos que |T,|, = |Tn — Tn, + Tp;]p <
max{|zn — T, |p, [Tn,[p} <€

Lema 7. N es un ideal mazimal de C,.

Demostracién. Tenemos que ver que N no esta contenido en ningun otro ideal propio. Sea
{z,} una sucesién de Cauchy pero que no tiende a cero, es decir que estd en C, pero no en N.
Denotamos por I al ideal generado por la sucesién {z,} y el ideal N, es evidente que N C 1,
por lo tanto si vemos que [ es en realidad todo el anillo C, habriamos acabado.
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Como la sucesién {z,} no tiende a 0 y es de Cauchy quiere decir que existe una constante
C'y un entero ng tal que |z,|, = C para todo n > ng , pues si no fuera asi para cualquier C' > 0
y un entero N existiria un n > N tal que |z, |, < C. Esto significa que podriamos extraer una
subsucesién de {x,} que estuviera en N y por la nota anterior {z,} estarfa en N. Teniendo en
cuenta esto, construimos una nueva sucesién {y, } mediante:

0 sin<mng
yn: 1 : >
o S1 12 Nyg.

n
A continuacién, vamos a comprobar que esta nueva sucesion {y, } estd en C,. Dado € > 0, al ser
{x,} una sucesién de Cauchy, existe un entero n’ tal que |z, — 41|, < C*c para todo n > n'.
De esta manera tenemos que:

1 1

Tn41 Tn

n—
x Tni1 < ‘xn - xn+1|p

< o2

<E.

Y1 — Ynlp =

TnTn41

p p

Por tanto {y,} es una sucesiéon de Cauchy.

Haciendo el producto de la sucesién {x,}, con la sucesién {y,} obtenemos otra sucesion
de Cp y sera la que tiene todo ceros en las primeras ng — 1 posiciones y desde la posicién
ng en adelante tiene unos. Definimos ahora una ultima sucesion, que también es de Cauchy,
{1} —{z,yn} es la sucesion que tiene unos en las primeras ng — 1 posiciones y el resto son ceros.
Ademds, es claro que {1} — {x,y,} tiende a 0, luego estd en el ideal N'. Ahora se puede escribir
{1} como un multiplo de {x,}, mds un elemento de N, luego {1}, que es el elemento unidad
del anillo C,, estd en I y esto quiere decir que el ideal I es el total. Por tanto N es un ideal
maximal.

O

Definicién 12. Dado que N es un ideal maximal de Cp, el anillo cociente es un cuerpo.
Definimos el cuerpo de los ntimeros p-adicos como

Q, :=C,/N.
Vamos a estudiar cémo son los elementos del cuerpo Q,,.

Nota. Consideramos z,a € Q,. Si |a — x|, < |z|,, entonces |a|, = |z|,. La explicacién es la
siguiente: utilizando el hecho de ser una norma no arquimediana y |a — z|, < |z|, llegamos a
lal, = |a — x + x|, < méx{|a — z|p, ||} = |z|,. De manera similar, |z|, < max{|z — al,,|al,},
observamos que |a|, < |z—al, es imposible, pues en ese caso |z|, < |r—al,. Por tanto |z|, < |al,
y se concluye con |z|, = |al,.

Denotando a = y + x y © = z el enunciado queda: Si |y|, # |z|,, entonces |z + y|, =
max{[z[p, [y[p}.

Lema 8. Sea {x,} una sucesion que pertenece a C, pero no a N, entonces existe un entero
N de tal manera que |x,|, = |rn|, para todo n, m > N. Es decir, la sucesion de nimeros
reales {|zn|p} es estacionaria. Ademds, si {y,} € {z,} + N, se tiene que |yn|, = |Tnl|p, para n
suficientemente grande.

Demostracién. Al ser {z,,} una sucesién de Cauchy que no converge a 0, existen dos enteros
¢y N tales que para todo n > Nj se tiene |z,|, > ¢ > 0. Para ese mismo ¢ y por ser una
sucesiéon de Cauchy, existe otro Ny tal que para todo n,m = N, |z, — T, < c

Definimos N = méax{Ny, Na}, luego para todo n,m > N sabemos que |z, — Tnl, < ¢ <
max{|z,|p, |Tm|p} ¥ por lo tanto, en virtud de la nota anterior, |z,|, = |z,
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Sea ahora {y,} = {z,} + {z.} con {z,} € N y supongamos que C' = |z,|, para n > ny.
Puesto que {z,} — 0, existe n; € N tal que |z,|, < C para n > ny. Si tomamos n > ng, n > ny
tenemos que: |2,|, < |x,|, ¥y por tanto

|?/n|p = |z, + Zn|p = méx{|xn|p, |Zn|p} = |xn|p

Observamos que, como consecuencia, podemos definir:

Definicién 13. Si A es un elemento del cuerpo Q, y {z,} es una sucesién que representa a A,
se define

Alp = lim |z,|,.

Xy = lim o,

Es claro que [0|, = 0, ya que 0 € Q, estd representado por una sucesién de {z,} € Ny
M, oo |[Znl, = 0. Si A € Qp, A # 0, existe un entero v,(\) tnico de manera que |A|, = p~**®),
justamente v,(A) = v,(z,) para n suficientemente grande y {z,} € C, un representante de .
Asi pues |- |, : Q, — Ry es un valor absoluto no arquimediano que extiende a | - |, sobre Q.
Ademés el conjunto de valores es {0} U {p" : r € Z}.

Estamos interesados en probar que el cuerpo Q, es completo respecto al valor absoluto que
acabamos de definir, pero antes vamos a ver que otro resultado que nos sera 1til.

Proposicién 10. Q es denso en Q,.

Demostracién. Sea A € Q, y fijamos £ > 0. Veamos que B(\,¢) N Q # 0.
Sea {z,} € C, un representante de A\. Como es una sucesiéon de Cauchy, dado ¢’ > 0, &’ < &,
existe un entero N tal que |x,, — |, < ¢’ para todo n, m > N. Definimos {y} como la sucesién
constantemente igual al valor xy, evidentemente {y} esta en Q, visto como subconjunto de Q,,.
Vamos a estudiar |A\ — {y}|,, o lo que es lo mismo [{z,} — {y}|,. Por definicién sabemos que
H{zn} — {y}, = im0 |2, — 2n|, = 0. Si consideramos n > N, es claro que |z, — zn], < €,
por tanto |{z,} —{y}|, < € < ey se tiene que {y} € B(\,¢) como desedbamos.

O

Teorema 8. Q, es completo respecto al valor absoluto | - |,

Demostracién. Sea {\,} una sucesién de Cauchy en Q,. Dado que Q es denso es Q, sabemos
que para cada n existe un ¢, € Q tal que, si denotamos por ¢, la sucesiéon constantemente igual
a ¢, entonces |\, — ¢n|, < 1/n. Entonces, |\, — ¢n|, — 0 si n — oo, por tanto la sucesién
{A\n — ¢n} converge a 0 y también es una sucesiéon de Cauchy en Q,.

La sucesién {g,} también es de Cauchy en Q,. En efecto, dado que {G,} = {\} —{ . —dn}
se concluye que {¢,} es de Cauchy por ser diferencia de sucesiones de Cauchy.

Dado que |Gn — Gmlp = |@n — Gml|p ¥y como G, es de Cauchy, para ¢ > 0 existe una entero
N tal que para todo n,m > N tenemos |¢, — Gmlp, = |Gn — ¢m|p, < €. Por tanto, la sucesién
de nimeros racionales {¢,} es de Cauchy y, por consiguiente, define un nimero p-ddico que
denotaremos por ¢. Finalmente probaremos que lim,, ,,, A, = ¢ y concluiremos la demostracién.
Como { A, —q} ={ A\ — Gn} +{dn — ¢}, por lo visto anteriormente, tenemos que {\, — ¢,} — 0
si n — oo. Por otro lado, |¢, — ¢|, = lim;_,o |¢n — ¢i|, que tiende a cero cuando n tiende a
infinito por ser {g,} una sucesién de Cauchy, con lo que {¢, — ¢} — 0 cuando n — oo. Por lo
tanto {\, — ¢} — 0 cuando n — oc.

O

Noétese que en la demostraciéon hemos usado el hecho trivial de que la Proposicién 9 es cierta
para sucesiones de Cauchy en Q,.
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2.3. Anillo de los enteros p-adicos 7,

Definicién 14. Llamaremos anillo de los enteros p-ddicos al anillo valoracién de (Qy, | - [,), es
decir {z € Q, tal que|z|, <1} y lo denotaremos por Z,.

Veamos algunas propiedades del anillo de los enteros p-ddicos que nos van a permitir seguir
estudiando el cuerpo Q,.

Proposicién 11. El grupo de los elementos invertibles de Z, es (Z,)* = {x € Q, tal que|x|, =
1}. El anillo Z,, es un anillo local y su unico ideal mazimal es pZ, = {z € Q, tal quel|z|, < 1}.

Es un caso particular de la Proposicién 6.

Proposicién 12. Se tienen las siguientes propiedades:

1. QN Ly, = Z( )-

2. 7 es denso en Ly. En particular, dados x € Z, yn = 1, existe un o € Z con 0 < oo < p" tal
que |z — al, < p~". El entero o con estas propiedades es unico.

3. Para todo x € Z,, existe una sucesion de Cauchy de nimeros enteros, {on,}, que converge a
z ytal que 0 < o, < p" — 1 y @y = o, mod p™ para todo n > 1. Ademas la sucesion {ay,}
con estas propiedades es unica.

Demostracién. 1. QNZ,={z € Q||z], <1} ={z € Q| Up( ) =0} =Zy,).

2. Sea x € Z,, por ser Q denso en Qp, dado n > 1 existe § € Q tal que |z —{ }|p <p "<l
Estamos interesados en encontrar un nimero « € Z en lugar del que ya tenemos 3 € Q.
Tenemos que ||, = |§ — = + 2|, < max{|z|,, [ — §[,} < 1. Por lo tanto como {§ } estd en Q
y en Z, y por la propiedad anterior esta en Zy). Tomando § reducida, es decir mcd(a, b) =1,
8 € L) equivale a p fb. Asi pues med(p”,b) = 1y existe b' € Z tal que bb’ = 1 mod p". Puesto

quep fb: | —ab|, = \a(%bb,)]p < p~". Ahora:

r—ab,=lr— 2+ % ay
P P

b b
a a
< maz{fe = Ll 15 — by} <p7"

Por tanto, ya tenemos la existencia de un entero abt’ tal que |z —ab'|, <p™"
Tomando « € Z el tnico entero con 0 < a < p~" vy a = ab’ mod p" terminamos.
3. Paran > 1 tenemos o, € Z el tnico entero con 0 < a,, < p "y |z — aplp, < p™. La

sucesion {a,} es la sucesiéon de Cauchy buscada.
U

Como ya habiamos anunciado, el anillo de los enteros p-adicos y sus propiedades nos van a
ayudar a seguir estudiando las propiedades el cuerpo de los nimeros p-adicos. A continuacién,
daremos un sistema fundamental de entornos del 0 € Q,,.

Corolario 1. Q, = Z,[1/p], es decir, para cada v € Q, ezxiste un n > 0 tal que p"x € Z,. La
aplicacion Q, — Q,, dada por x — px es un homeomorfismo. Los conjuntos p"Z,, r € Z formcm
un sistema fundamental de entornos del 0 € Q, y ademds recubren Q.

Demostracién. Sea = € Q,. Si v,(x) > 0 entonces x € Z,. Sivy(x) < 0 tenemos que
v, (@) = —v,(x) + v,(z) = 0 y entonces [p~»@zx|, = 1, por lo tanto p~r@z € Z, y
—uvp(x) > 0.

Es claro que la aplicacién « — px es continua, ademés Q, es un cuerpo por tanto podemos
considerar p~! y entonces la aplicacién es biyectiva. Su inversa es x — p~la.

Sabemos que B(0,p™") = p"Z, es un entorno abierto y cerrado del 0 ya que Z, lo es y la
multiplicacién por p™ es un homeomorfismo. Sea x € Q,, entonces existe un n tal que p"x € Z,
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esto implica que p"x =y € Z, luego x = p~"y € Z, y por tanto, x € UnEZ p"Zy,. Ya tenemos
que U, ez P"Z, recubre todo el cuerpo de los nimeros p-adicos.
Es evidente que los conjuntos p"Z, forman un sistema fundamental de entornos de 0, pues para
cada bola de radio ¢ puedo encontrar un entero n lo suficientemente grande como para que
# < ey por lo tanto p"Z esté contenido en la bola de radio €.

L]
Proposicién 13. Z,/p"Z, ~ 7 /p"Z.

Demostracién. Sea p" : Z, — Z, la aplicacién que envia cada elemento x € Z, a p"x € Z,. Es
claro que esta aplicacién es inyectiva. Definimos otra aplicacién f : Z, — Z/p"Z: dado z € Z,,
entonces f(z) = a € Z siendo « el tnico entero 0 < o < p™ tal que |z — af, < p~". Esta
aplicacion esta bien definida por la Proposicién 12. Ademés es sobreyectiva. Si vemos que

02, 257, 1 2/p"7 -0

es una sucesion exacta, en virtud del teorema de isomorfia quedaria terminada la demostracién.
Para probar la exactitud de la serie basta comprobar que Im(p") = Ker(f). Suponemos = €
Ker(f) luego f(z) = a = 0 mod p", por tanto = € p"Z, = Im(f) ya que |z — 0|, < p~™.
Reciprocamente, sea x € Im(p"), o lo que es lo mismo z € p"Z,, sabemos que |z|, < p™ y
por otro lado, si f(z) = a se tiene que |z — af, < p™™ y por la unicidad de a se concluye que
a =0 mod p".

[l

Dado = € Z,, a partir de la Proposicién 12 podemos definir la sucesién {o,} de nidmeros
enteros de manera que para n > 1, a, es el dnico entero con 0 < a,, < p" y tal que |z — [, <
p~". Ademas, la sucesion es “coherente” en el sentido de que a,;1 = a,, mod p" para todo
n > 1. Obsérvese la semejanza de esta sucesién con las sucesiones {a,} descritas al comienzo de
la seccién 1.2. Como ya se hizo alli, podemos definir otra sucesién {b,} de la forma siguiente:
by = ay, ahora as = a; mod p, por tanto se tiene que ay = ay + byp. Ademds, 0 < by < p, ya
que o < p?, v by es Unico. Recursivamente, si suponemos definidos by, ...,b,—1 con 0 < b; < py
oy, =byg+byp+ -+ b,_1p" 1, el hecho que o, = o, mod p" implica la existencia de b, € Z
unico con 0 < b, < py tal que:

Qpg1 = Qi + bpp™ = by +b1p + - - + byp".

Sea s = Y .., bip' la serie numérica de potencias definida a partir de la sucesién {b,}. Puesto
que la sucesién de sumas parciales es la sucesién {«,} que es convergente (es trivialmente de
Cauchy), s es una serie convergente y su limite es x:

120
Este resultado se puede extender a todo Q,:

Teorema 9. Sea x € Q,. Entonces existe m € Z y {b, : n = m} enteros, unicos, con la
condicion 0 < b; < p tales que v =Y bup".

Demostracién. Si x € Z, ya conocemos el resultado. Si z € Q, — Z,, sea k > 0 el menor
entero tal que p*z € 7Z,. La expresién como serie de p"z proporciona la expresién de x como
> ism bip' tomando m = —k:

1 1
T =bp— 4 +b1=+bo+bp+ -
p p
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Nota. La expresién de x € Z, como z = »_._,b;p" es la escritura p-ddica de z, esencialmente
semejante a la expresion decimal de un nimero real, © = ---b,b,_1---b1by. En el caso = €
Qp — Z, los digitos b_1,b_s, ...,b_j, son las cifras decimales.

T = by bibo,b b g b = sz'pi.

i>—k

Noétese que = € Z si y solo si la expresion de x es finita y no tiene decimales. Por otro lado, en
general la expresién de un numero p-adico z € Q, tiene infinitas cifras, pero sélo un nimero
finito de “decimales”, justo al contrario de la expresion decimal de un nimero real.

Finalizaremos esta seccién con algunas propiedades topolégicas de Q, que completan una
primera aproximacion a la comprension del cuerpo p-adico Q,.

Proposicién 14. Sea s = {x,} una sucesion de enteros p-ddicos, es decir, x,, € Z, para todo
n = 1. Entonces existe una subsucesion convergente. En otras palabras, 7, es secuencialmente
compacto.

Demostracién. Para cada m > 1, sea {a"} la sucesién definida por z,, en la Proposicién 12.
Es decir, o' € Zcon 0 < o' < p"y |z, —alt|, < p~". Paran =1 tenemos: {a}" |m =1,...} C
{0,1,2,...,p — 1}. Por lo tanto, existe un entero f; € {0,1,...,p — 1} y un subconjunto S; C N
de manera que o = f; para todo i € S;. Por tanto, s; = {z;|i € S;} es una subsucesién
de s de manera que todos los elementos empiezan por ;. Ahora, tenemos {ah"|m € S;} C
{0,1,...,p*> — 1}. Como antes, existe Sy C S; infinito y B € {0,1,...p> — 1} de manera que
al' = B, para m € Sy. De esta forma se construyen recursivamente subconjuntos infinitos:

NDOS DS D...08 D..

y por tanto subsucesiones s; = {x; |i € S;} de manera que para cada i > 1 todos los elementos
de s; comienzan por f3;...0201, es decir o' = By para todo m € S; y para todo k < 7. Definimos
ahora la sucesiéon {y,} de {z,} tomando como y, el elemento n-ésimo de la sucesién s, =
{z;|i € S,}. Evidentemente es una subsucesiéon de {z,} y es sencillo probar que {y,} — 5,
siendo 3 € Z, el limite de la sucesién de Cauchy {3, }.

O

Teorema 10. Se tiene las siguientes propiedades topolégicas de Q,,:
1) Q, es totalmente desconectado y Hausdorff.

2) Z, es uniformemente acotado.

3) Z, es compacto y completo y Q,, es localmente compacto.

Demostracién. 1) Siz,y € Q,, v # y, seap™ ™ < d(x,y), m € Z. Evidentemente y & x+p"Z,
y también x ¢ y + p™Z,. Por tanto B(z,p™) y B(y,p™) son entornos abiertos disjuntos de z
e y. El hecho de que las bolas abiertas sean también cerradas garantizan que la componente
conexa de x € Q, es el conjunto unipuntual {z}.

2) Para cada n > 1, el conjunto de las bolas cerradas B(a,p™) = a + p"Z, cuando
a € {0,1,..p" — 1} recubren Z,. Puesto que {p™"} — 0 si n — oo, Z, es uniformemente
acotado.

3) Z, es un cerrado de Q, que es secuencialmente compacto, por tanto Z, es compacto y

completo. Ademaés, para cada x € Q,, * + Z, es un entorno compacto de z.
O



Capitulo 3

Propiedades de los nimeros p-adicos

En el primer capitulo del trabajo hemos presentado dos problemas sobre el anillo local Z ).
El primero de ellos era calcular las raices de un polinomio, a lo que llegdbamos era a una sucesion
{a,} de elementos de Z, que eran solucién del polinomio mdédulo p”. El objetivo del segundo
problema con el que trabajabamos era poder definir las funciones exponencial y logaritmo en
Ly, dandolas sentido médulo p". En este ultimo capitulo vamos a ver que estos dos problemas
se expresan de forma natural cuando los trabajamos sobre el cuerpo de los nimeros p-adicos
Q,. En el Lema de Hensel vamos a llegar a la existencia de una tnica raiz del polinomio que
serd un entero p-adico. Por 1ltimo, veremos que podemos definir las funciones exponencial y
logaritmo en sus radios de convergencia.

3.1. Lema de Hensel

Una de las propiedades mas importantes de los enteros p-adicos Z, es el teorema conocido
como Lema de Hensel. Este lema nos va a garantizar, bajo ciertas circunstancias, que un
polinomio tenga raices en Z,.

Teorema 11 (Lema de Hensel). Sea F(X) = ap+ a1 X +as X? + -+ -+ a, X™ un polinomio con
coeficientes en Z,. Supongamos que existe un entero p-ddico al que llamaremos o que cumple

F(ay) =0 mod pZ, F'(an) # 0 mod pZ,.

Denotando por F'(X) la derivada formal de F(X), es decir F'(X) = a; +2a;X +3a3 X*+ ...+
na, X" '. Entonces existe un tinico entero p-ddico « tal que o« = oy mod pZ, y F(a) = 0.

Demostracién. Sea {«,} una sucesién de enteros p-ddicos que cumplan las siguientes propie-
dades:

1) F(ay,) =0 mod p"Z,.

2) a, = ayq1 mod pZ,,.

La segunda propiedad es equivalente a decir que dicha sucesién es de Cauchy. Dado que Z, es
completo, podemos tomar el limite de la sucesién, denotémoslo «, es claro que a@ = o mod pZ,,.
Como los polinomios son funciones continuas afirmamos que F'(«) = 0. El limite de esta suce-
sion serd la raiz buscada.

Veamos que efectivamente podemos construir una sucesion de enteros p-adicos con esas propie-
dades. Por hipdtesis tenemos oy € Z,, buscamos oy € Z, con las propiedades anteriores. Por
tanto ay = oy mod p, luego existe by € Z, tal que s = oy + bip, evidentemente si conocemos

39
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b conocemos ain. Ahora bien,

F(ag) = Flay +bip) = ag+ ai(ay + bip) + az(aq + bip)? + az(ay + bip)® + ... + an(aq + bip)”
= F(a) + a1 (bip) + 2a001 (brp) + az(b1p)* + 3azai(bip) + 3aza; (bip)* +

n—k
n
-+ a3(61p>3 =+ ...+ na?(blp) + an, Z (k) a?*k(blp)k

k=2
= F(a) + F'(ap)bip mod p? (3.1)

Queremos que se cumpla la propiedad 1) por lo que F(a;) + F'(ay)bip = 0 mod p?. Como
F(a;) = 0 mod p existe un entero p-adico tal que F(a) = px, y la expresion (3.1) pasaria a
ser pr + F'(ay)bip = 0 mod p? y esto implica z + F'(a;)b; = 0 mod p. Ademds, como F'(ay)
no pertenece a pZ, es una unidad de Z,, es decir, (F'(a))™ € Z, y by = —x(F'(a))™ € Z,,.
Con esto queda probada la existencia y la unicidad de b; y por consiguiente queda probada la
existencia y unicidad de as. Con el mismo razonamiento, podemos calcular «,,,, a partir de «,,
y asi generamos toda la sucesiéon. Como tenemos unicidad en cada «;, tenemos unicidad en la
sucesion.

O

A continuacion, veremos dos aplicaciones del Lema de Hensel. La primera nos va a determi-
nar que raices de la unidad estan en ,. En este caso el polinomio sobre el que vamos a aplicar
el Lema de Hensel es F/(X) = X™ —1 siendo m € N, ademds, buscamos un entero p-adico A tal
que F(\) =0 mod pZ, y F'(\) # 0 mod pZ,. Dado que F’(\) = mA™! # 0 mod pZ, sacamos
dos condiciones:

1. m no puede ser multiplo de p.
2. La aproximacién A a la raiz no estd en pZ,.

Lema 9. Dados un primo p y un entero m no divisible por p. Entonces, existe un entero a tal
que & =1 mod p y @« Z 1 mod p si y solo si med(m,p — 1) > 1. Ademds, para cada « el
menor entero positivo m con esta propiedad ha de ser un divisor de p — 1.

Demostracién. Supongamos que o Z 1 mod p y m tales que o™ = 1 mod p. Entonces, el
orden de a en (Z/p)*, ord(c), divide a m. Ademés, como a?~! = 1 mod p, también ord(a)|p—1.
Por tanto ord(a) , que es un entero mayor que uno, divide a m y p — 1. Como consecuencia
med(m,p — 1) > 1. Reciprocamente, supongamos que d = mcd(m,p — 1) > 1. Sea g € Z un
generador multiplicativo de (Z/p)* vy a = ¢®~V/4 ¢ Z. Es evidente que a? = 1 mod p y por
tanto, ™ = 1 mod p.
La segunda afirmacion del Lema es evidente, ya que al menos m es el orden de a que es un
divisor de p — 1.
O

Proposicion 15. Para cualquier primo p y cualquier entero positivo que no sea maltiplo de p,
existe una raiz primitiva m-ésima de la unidad en Q, si y solo si m divide a p — 1.

Demostracion. Veamos en primer lugar la condicién suficiente. Sea m un divisor de p — 1
yoa € Z,0 < a; <p-—1tal que aff = 1 mod p. Sea F(X) = X™ — 1, evidentemente
F(on) =0mod py F'(a1) # 0 mod p. Por el Lema de Hensel (Teorema 11) existe un a € Z,
tinico tal que o™ = 1y a = a; mod p. Si, ademds, o es primitiva, es decir a # 1 mod p para
d < m forzosamente « es primitiva, pues a¢ = 1 implica que a? = a¢ = 1 mod p.

Veamos ahora la condicién necesaria. Sea A € Q, una raiz primitiva m-ésima de 1. Ob-

servamos que la condicién A™ = 1 implica que |A|, = 1 y por lo tanto, A € Z,. Escribimos
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A= D0 a;p, es claro que af' = 1 mod p. Si probamos que al # 1 mod p para cualquier d
distinto de m, entonces m = ord(ag) en (Z/p)* y m|p — 1. Supongamos que al = 1 mod p pero
dm y G(X) = X™? — 1. Tomemos a; = 1. Evidentemente el levantamiento de Hensel de o,
para G(X) es 1 € Z,. Por otro lado, p = \? € Z, satisface que G(u) = (A)™? -1 =0y
== al =1 mod p. Por la unicidad del levantamiento ;1 = 1 y A = 1 en contra de que A
es primitiva.

O

La segunda aplicacién del Lema de Hensel sera el estudio de las congruencias cuadraticas en
Q,, es decir, determinar la existencia de soluciones de X? = a siendo a € Z,. El polinomio que
utilizaremos en este caso para aplicar el Lema de Hensel serd F(X) = X% — a.

Proposicién 16. Dado p primo impar y b € Z,. Si existe a € Z, tal que o> = b mod pZ,,
entonces b es el cuadrado de un elemento de (Z,)*.

Demostracién. Si aplicamos el Lema de Hensel al el polinomio F(X) = X?—b la demostracién
es directa. Veamos que se cumplen las hipdtesis requeridas para utilizar dicho teorema.
1) Como a2 =b = F(ay) = 0.
2) Ademés, sabemos que [bl, =1 = |ay]," = 1= ||, =1 = oy € Z,".
La derivada evaluada en a; queda F(a;) = 204 y como p no es nulo y |aq|, = 1, F(ay) #
0 mod pZ,.

O

A continuacion, vamos a ver una segunda versién del Lema de Hensel que permite encontrar
una factorizacién de un polinomio a partir de una factorizacién en Z,.

Definicién 15. Dados ¢g(X), h(X) polinomios de Z,[X]. Denotamos por g(X), h(X) € F,[X]
los polinomios obtenidos por la reduccién de los coeficientes médulo p. Diremos que g(X) y

f(X) son primos entre si médulo p, si med(g,h) = 1 en F,[X], es decir si existen polinomios
a(X),b(X) € Z,[X] tal que

a(X)g(X) + b(X)h(X) =1 mod p.
(Las congruencias entre polinomios son coeficiente a coeficiente.)

Teorema 12 (Segunda versién del Lema de Hensel). Sea f(X) un elemento de Z,|X| y supon-
gamos que existen polinomios g1(X), hi(X) de Z,[X] tal que :

i) g1(X) es monico.

it) g1(X) y h1(X) son primos entre si mddulo p.

iir) f(X) = g1(X)h1(X) mod p.

Entonces existen polinomios g(X), h(X) pertenecientes a Z,[X] que cumplen:

1) g(X) es monico.

2) 9(X) = g1(X) mod p y h(X) = h(X) mod p.

3) £(X) = g(X)h(X).

Demostracién. Denotaremos por d el grado del polinomio f(X) y m el grado del polinomio
g1(X). Dado que ¢;(X) es ménico y quiero que g(X ) también lo sea 'y que g(X) = ¢;(X) mod p,
deducimos que el grado de g(X) ha de ser m. Ademas, es claro que la reduccién de f(X) médulo
p debe tener grado menor o igual que d, asi pues, como f(X) = ¢1(X)h1(X) mod p llegamos a
que el grado de hy(X) es menor o igual que d — m.

Vamos a definir dos sucesiones de polinomios ¢,(X) y h,(X) que cumplan:

a) gn(X) es un polinomio ménico de grado m.

b) gn—i—l(X) = gn(X) mod p" y hn—i-l(X) = hn(X> mod p".
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&) F(X) = gu(X)ha(X) mod p".
Notemos que los grados de los polinomios h,, estan acotados por d —m. Una vez definidas estas
dos sucesiones de polinomios, definiremos g(X) y h(X) como los limites de g, (X) y h,(X), es
decir, los coeficientes de g(X) (resp. h(X)) serdn los limites de los coeficientes de g,(X) (resp.
hn(X)). Solo nos faltaria demostrar que se pueden construir dichas sucesiones de polinomios.
Como ¢1(X) y h1(X) tienen que cumplir b) tenemos que existen r1(X) y s1(X) ambos polino-
mios con coeficientes en 7Z, tal que

92(X) = g1(X) +p-m(X)  ha(X) = h(X) +p - s1(X).
Para probar la existencia de ¢g2(X) y hao(X) basta con probar la existencia de 1 (X) y s1(X).
Por otro lado, teniendo en cuenta que se debe verificar ¢) llegamos a que
f(X) = ga(X)he(X) mod p?
(91(X) + pri(X)) (hi(X) + psi1(X)) mod p
= g (X)h(X) 4+ pri(X)h(X) + ps1(X)g1(X) mod p?. (3.2)

Por otro lado, existe un polinomio con coeficientes en Z, que denotaremos por ki(X) tal que
f(X) = g1(X)hi(X) = pki(X), pues por hipétesis f(X) = g1(X)h1(X) mod p. Utilizando esta
tiltima expresion y (3.2) llegamos a que k1(X)p = pri(X)hi(X) + psi1(X)g1(X) mod p? de la
que deducimos

Bi(X) = 11 ()R (X) + 51(X) g1 (X) mod p. (3.3)

Las soluciones para r1(X) y s1(X) en esta congruencia seran los polinomios que estamos bus-
cando para definir go(X) y h2(X). Como sabemos que existen a(X) y b(X) de Z,[X] tal que
a(X)g1(X) + b(X)h1(X) = 1 mod p. Definimos dos polinomios nuevos 71(X) = b(X)k(X)
y $1(X) = a(X)k1(X). Evidentemente estos dos polinomios son soluciones de la congruencia
(4.3). Sin embargo, no conocemos ni el grado del polinomio 74 (X) ni si g;(X) + pr1(X) es un
polinomio monico.
Si dividimos 7(X) entre g;(X) y denotamos por r1(X) al resto obtenemos que 7(X) =
91(X)q(X) + r1(X). Esté claro que el grado de r1(X) es menor que el de ¢;(X) y esto im-
plica que el polinomio ¢;(X) + pri(X) es ménico. Definimos s1(X) = 51(X) + h1(X)g(X). Se
prueba que estos dos polinomios que acabamos de definir 7 (X) y s;(X) son soluciones de la
congruencia (3.3).
Ya sabemos que a partir de ¢;(X) y h1(X) podemos construir g2(X) y ho(X). Ademés, por la
forma en la que los hemos construido podemos asegurar que go(X) y ho(X) son primos entre
si, luego podemos calcular con el mismo procedimiento g3(X) y h3(X) y asi sucesivamente.

U

Como ya hemos visto, el objetivo de la primera version del Lema de Hensel es encontrar
las raices de un polinomio, mientras que el objetivo de la segunda versiéon es encontrar una
factorizacion del mismo. Estos dos problemas, a pesar de no ser iguales, estan muy ligados el
uno con el otro. Notemos que si en la segunda versién consideramos el polinomio ¢;(X) = X —«
con a € Z, y hi(X) otro polinomio primo con g; (X), entonces dado que g(X) ha de ser ménico
y del mismo grado que g;(X), obtendriamos también una raiz del polinomio.

3.2. Las funciones logaritmo y exponencial

El objetivo principal en esta seccion es el estudio de las series de potencias en el cuerpo
de los nimeros p-adicos. Como bien sabemos, las series de potencias nos ofrecen una forma de
representar funciones. En general, el andlisis p-adico se va a parecer al andlisis real, aunque en
algunas algunas ocasiones se vuelve mucho mas simple de manejar. En primer lugar, vamos a
estudiar unos resultados basicos de las series de Q,.
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Proposicion 17. Una serie infinita Zzozl a, cona, € Q, es convergente siy solo silim,,_,o a, =
0, en este caso también tenemos

< max|ap|,
n

)
> an
n=1

Demostracién. En primer lugar veamos la doble implicaciéon. Sabemos que una serie conver-
ge cuando lo hace la sucesién de sumas parciales, llamaremos S,, a la suma parcial n-ésima.
Ademas, sabemos que a, = .5, — S,_1.
Si suponemos que lim,,_, a,, = 0, aplicando la Proposicién 8 sabemos que la sucesién de sumas
parciales es de Cauchy, luego es convergente y por tanto la serie es convergente.
Si suponemos que la serie es convergente, tenemos que la sucesién de sumas parciales también
lo es y esto implica que es de Cauchy, por tanto |a,|, tiene a 0 cuando n tiene a co y tenemos
lo pedido.
Por ltimo, vamos a probar la desigualdad. Suponemos que ) a,, # 0, pues en caso contrario la
desigualdad seria evidente. Como el valor absoluto que estamos utilizando es no arquimediano,
para todo entero N tenemos

N

>

n=1

Ahora bien, como lim,, ., a,, = 0 si consideramos un N lo suficientemente grande podemos ase-
gurar que MaXo<n<n |an|, = Max, |a,|,. Como ademads, la sucesién formada por los valores ab-

p

< mAax |ap|p-
0<n<N
P

. . . N
solutos de elementos de una sucesién de Cauchy de Q,, es estacionaria, | >~ anlp = | D __o ulp
y ya tendriamos la desigualdad.

O

Lema 10. Dado b;; € Q, siendo (i,7) € N* y suponiendo que
1) Para todo i, lim b;; = 0.
j—o0

2) lim b;; = 0 uniformamente en j.
71— 00

Entonces, dado € > 0 existe un entero N, que depende de €, tal que, si max(i,j) > N entonces
|bij|p < €.

Demostracién. Fijamos un ¢ > 0.
Por la hipétesis 2) sabemos que existe un entero Ny, que depende de ¢ pero no de j, tal que
|bij|, < € para todo i > Ny. Mientras, por 1) sabemos que para cada i existe un entero Ny (i),
que depende de ¢, tal que |b;;|, < € para todo j = Ny(1).
Sea N = méx{ Ny, N1(0), N1(1),---, N;(Ng — 1)}. Evidentemente N depende de ¢.
Si i > Np independientemente de j vamos a tener que |b; |, < €.
Si ¢ > Ny como estamos suponiendo que max{i, j} > N, entonces j > N y como i ha de ser un
valor del conjunto {0,1,---, Ny — 1} tenemos que j > Ny(i) y por lo tanto |b;;], < €.

U

Proposicién 18. Con las mismas hipotesis que en el Lema 10, ambas series:

convergen y dan la misma suma.

Demostracion. Por el lema anterior, sabemos que fijado un € > 0 existe un entero N de tal
manera que si max(s,j) > N, entonces |b;;], < €.
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Para cada 7 fijo, podemos asegurar que b;; — 0 cuando j tiende a 0o y para cada j fijo, podemos
asegurar que b;; — 0 cuando 7 tiende a co. En virtud del Proposicién 17 sabemos que tanto
Z;’io bi; para i fijo como Y.~ b;; para j fijo son series convergentes y cumplen la desigualdad
del enunciado del Proposicion 17.

Si fijamos un ¢ > N,

oo 0o
E bz‘j < méx |bij|p <€ = h'm E bij =0
- J 1—00 4
JZO D ]:O

Si fijamos un j > N,

00
< méx]bij|p <e= Hm E bij =0
i j—ro0 4=
i

oo
=0 |p
Utilizando una vez mas el corolario obtenemos que

SESREN

i=0 \ j=0 j=0 \i=0

son ambas convergentes.

Nos falta comprobar que dan la misma suma. Seguimos considerando el € y el entero N del
principio de la demostracién. Evidentemente, si probamos que

(5 £

i=0 =0 \i=0

<e (3.4)

p

tendriamos terminada la demostracion.

<
L[]=
=
<
N———
!
<
Il
o
YUY
L
&
<
N——
IA

(3.5)

i (i biﬂ') - XN: <ZN: bz‘j)

=0

Estudiamos los dos términos que hay dentro del maximo. En primer lugar

00 0o N N N 00 00 00

> (Sn) -3 (0] - n)e s (Sn)
i=0 \j=0 i=0 \j=0

=0 \j=N+1 i=N+1 \j=0
Para j > N+1sabemos que |b;;|, < € para cada i, luego por el corolario ya citado | 377 v\ bijl, <
max; |b;j|, < €. Como estamos trabajando con una norma no arquimediana,

(5

i=0 \j=N+1

p

p p

<e€

p

De manera similar, teniendo en cuenta que si ¢ > N + 1 para todo j y la desigualdad de la

proposicion
> (3]

i=N+1 \j=0

<e€

p



3.2. LAS FUNCIONES LOGARITMO Y EXPONENCIAL 45

Ya tenemos asegurado que el primer término de (3.5) es menor que €. Para demostrar que el
segundo también es menor que € basta con saber que Zﬁ\;o <Z§V:0 bij) = Z;V:o <Zi]10 bij>, la
segunda expresion queda:

5 (5m) £ ()

j=0 7=0 =0

p
Intercambiando la 7 por la j en el razonamiento anterior llegamos a que esa cantidad también

es menor que ¢ y ya tendria probado (3.4).
0

Pasamos ahora al estudio de las series de potencias. En la mayoria de resultados que vamos
a ver vamos a trabajar con series de potencias en X, pero estos siguen siendo ciertos para series
de potencias en (X — a).
Sean a, € Q,, n > 0 consideramos la serie formal

o0

FX) =) a. X"

n=0

Si consideramos un nimero p-adico = € Q,, entonces la serie numérica » >, a,z" converge si
y solo si |a,z"|, = 0 cuando n — oo (en virtud del Proposicién 17).

En la siguiente proposicion vamos a estudiar los casos en los que una serie de potencias es
convergente.

Definicién 16. Dada una serie formal en Q,, f(X) =3 a,X" definimos

p - 1’ n
fmsup {/|an|p

y lo llamaremos radio de convergencia. Es claro que 0 < p < oo.

Proposicién 19. Sea f(X) =" a,X" y sea p su radio de convergencia, entonces:
i) Si p =0, entonces f(x) converge solo cuando z = 0.
ii) St p = oo, entonces f(x) converge para todo x € Q,.
iii) S10 < p < ooy lim |a,|,p" =0, entonces f(x) converge si y solo si |x|, < p.
n—oo
i) Si0 < p < ooy {|anlpp"} no tiende a 0 cuando n — oo, entonces f(x) converge si y solo
si |z], < p.

Demostracién. Sabemos que la regién de convergencia de la serie de potencias f(X) es

. . n —

{x €Q, : lim |a,2"|, = O} :
n—oo

i) Cuando tomamos = = 0, evidentemente f(x) converge.

it) Si p = oo implica que la serie de nimeros reales Y |an|p|z|," es convergente, por lo tanto

iMoo |anlp|z],” = 0y, por la Proposicién 17, Y a,z™ es convergente.

Veamos que si 0 < p < oo la serie ) a,x™ converge si |z|, < p y diverge si |z|, > p.

Si |z|, < p, entonces la serie de ntimeros reales es Y |a,|,|z]," converge y por tanto la serie de

Q, también. Sin embargo, si consideramos ahora |z|, > p afirmamos que a partir de un cierto n

lo suficientemente grande los valores |a,|, se aproximan a (%)” Por lo tanto (%
0 a medida que aumenta n, por tanto por el Proposicién 17 la serie > a,2™ no es convergente.
Nos falta probar tanto en 4ii) como en iv) el cardcter de la serie cuando |x|, = p.

i17) Tenemos que |a,z"|, = |an|,p™ y entonces la serie converge pues por hipétesis tenemos que

)" se aleja del
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|a,|p™ tiende a 0 cuando n tiene a oo.
iv) Si suponemos que |z|, = p, entonces |a,x"|, = |a,|,p™ y como sabemos que no tiene a 0
entonces la serie no converge.

[l

Si el radio de convergencia de la serie f(X) es p > 0 se suele decir que f es una serie de
potencias.
Dadas dos series de potencias en Q,, f(X) =" a, X"y g(X) = > 7 b, X" definimos su
suma y producto de la manera habitual. Estas dos operaciones respetan la convergencia de la
serie, es decir si f(X) y g(X) son convergentes en z € Q,,

1. (f+9)(x) = f(z) + g(x) y es convergente.

2. (fg)(z) = f(x)g(z) y es convergente.

Si consideramos f(X) = > 7 a, X"y g(X) = > 7, b, X", definimos la composicién (f o g)
igual que en Capitulo 1 Seccién 1.2. Vamos a analizar la convergencia de h(X) = (f o g)(X) =
f(g(X)), no es trivial pues la evaluacién de h(X) en z € Q, concreto puede dar un resultado
diferente a evaluar primero ¢(X) en z y luego f(X) en g(z).

Teorema 13. Dados f(X) = > " ja, X" y g(X) = > 2, b, X", definimos h(X) = f(g(X))
como la compopsicion. Sea x € Q, y suponemos:

1) g(x) converge.

2) f(g(x)) converge.

3) Para cada n, tenemos |b,z™|, < |g(x)|,.

Entonces h(x) converge y f(g(x)) = h(zx).

Demostracién. Ya hemos visto como se define cada coeficiente de h(X). Dado que g(x) es
convergente, g(z)" también lo es. Por otro lado, |d,, ,z"|, = 0 cuando n < m, sin embargo si
n > m tenemos que |d,, "], = max{|bi, " |p, |biy 22|, ..., |bin, x|, } siendo iy + ... + iy = N
Ahora bien, por hipétesis |b,2"|, < |g(x)|, para todo n y entonces |dp, n2"|, < |g(2)™|,. También
sabemos que f(g(z)) converge, luego aplicando la Proposicién 17 y teniendo en cuenta que
flg(x)) = ao+ 3,51 amg(x)™ afirmamos que apg(x)™ — 0si m — 0.

Por un lado tenemos que

Flg@) =as+ > Y apdp ",

m=1n=m

mientras que

h(z) = ag + i i Uy S

n=1 m=1

Ahora bien, por lo visto en el principio de la prueba |amndy, 2", < |amg(x)™|, vy como
lamg(x)™|, no depende de n y también habfamos visto que convergfa a 0, entonces se tie-
ne que lim,, o @mdpm 2™ = 0 uniformemente en n. Por ultimo, para cada m fijo tenemos
limy, 00 @ndmna™ = 0 por ser g(z)™ convergente. Estd claro que se verifican todas las hipdtesis
de la Proposicion 18 y por lo tanto h(z) es convergente y h(z) y f(g(z)) dan la misma suma.

O

Nuestro objetivo es poder definir en QQ, la funcién exponencial y la funcién logaritmo a
partir del estudio de sus series de potencias.
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Como bien conocemos, la serie de potencias del logaritmo en el caso real es

f(X) =log(l + X) = i(—w“%. (3.6)

Evidentemente, como los coeficientes son funciones racionales podemos ver f(X') como una serie
de potencias en Q,. Nos preguntamos por su radio de convergencia.

Lema 11. La serie f{X) converge solo cuando |z|, < 1.

Demostracién. Los coeficientes de f(X) son 1/n, por tanto |1/n|, = p*»™ luego /]a,|, =

pUr(™/m Ahora bien , como v,(n) es el menor m tal que p™|n es claro que v,(n) < é’;‘; ((7;)), por lo
tanto ”"T(") < g’fﬂ — 0 cuando n — oo y de esta manera tenemos que
9(p)
= L —1 d —
P = W cuanao n Q0.

n—oo

En virtud de la Proposicién 19, la serie de potencias f(X') converge cuando |z|, < p = 1. Veamos
que sucede cuando |z|, = 1. Como |1[,p" = |1|,1" = p*™ no tiende a 0 cuando n tiende a oo,
luego por el apartado iv) de la proposicién ya citada se concluye que la serie no converge en

este caso.
O

Por lo tanto, f(X) define una funcién en los niimeros p-adicos para los que la serie converge,
es decir f(X) define una funcién en la bola abierta B(0, 1). Recordemos que f(X) = log(1+ X).

Definicién 17. Sea B = B(1,1) ={z € Z, : |v — 1|, < 1} = 1 + pZ, definimos el logaritmo
p-adico en x € B como

o

log,(z) =log(1+ (z — 1)) = Z(—l)”“@.

Consideramos ahora la serie de potencias de la funcién exponencial

o0

X"
n=0 ’

Al igual que en el caso del logaritmo podemos ver exp(X) como una serie de potencias en Q,.
Lema 12. La serie de potencias exp(X) converge si y solo si |x|, < p~1/®P=1),

Demostracién. Como los coeficientes de la serie de potencias son 1/n! y [1/n!|, = pvr(™)
aplicando el Lema 5, |1/n!|, < p™®=Y luego /]1/n!], < p*/®=Y. Por lo tanto tenemos una
cota inferior para el radio de convergente, p > p~*/®=1)_ Aplicando la Proposicién 19 llegamos
a que si |z], < p~/®~Y entonces exp(X) converge.

Supongamos que |z|, = p~¥/®~ yn = p™ de nuevo por el Lema 5 sabemos que v,(n!) =
Entonces tenemos que

" P p™ pm—1 1
U — = = —_ e
P\ n! P pm! p—1 p-—1 p—1
Entonces, “’;—7,1 es imposible que tienda a 0 luego llegamos a que la serie de potencias exp(X) no
converge para valores cuyo valor absoluto p-adico sea p~1/(P=1.

pr—1
p—1 "

O



48 CAPITULO 3. PROPIEDADES DE LOS NUMEROS P-ADICOS

Nota. Démonos cuenta que si p # 2, entonces |z|, < p~/?~Y si y solo si |z|, < p~! y esto
equivale a decir que = € pZ, o lo que es lo mismo |z|, < 1. En el caso en el que p = 2 tenemos
que el radio de convergencia es p = p~/®~Y = 271 por tanto |x|, < 27! equivale a decir que
v,(2) > 2 o también |x|y < 272, Llegamos a las dos siguientes conclusiones:

1. Sip # 2, entonces exp(z) converge cuando = € pZ,.

2. Si p = 2, entonces exp(z) converge cuando = € 47Zs.

Definicién 18. Dado D = B(0,p~Y®Y) = {z € Z, : |z|, < p~/?»~D} definimos la funcién
exponencial p-ddica que va de D en QQ, como

o0 n

expy(r) = Z %

n=0

Es posible probar que las dos funciones p-adicas que acabamos de definir satisfacen las
siguientes propiedades:

1. logy(z - y) = log,(z) + log,(y) siendo z,y € 1 + pZ,.
2. expy(r +y) = expy(x) - exp,(y) siendo z,y € D.

Por tltimo veamos que, al igual que en R, la funcién p-adica exponencial y la funciéon p-adica
logaritmo son inversas la una de la otra.

Proposicién 20. Sea x € Z, con |z|, < p~"/®=V. Entonces tenemos que |exp,(z) — 1], < 1
por lo que expy(x) esta en el dominio de definicion de log, y

log,(expy(x)) = .

Reciprocamente, si ||, < p~t/P~Y tenemos que |log,(1+ )|, < p~P~Y luego log,(1+z) esta
en el dominio de definicion de exp, y

expy(logy(1+2)) =1+ x.

Demostraciéon. Suponemos que x # 0 pues en caso contrario el enunciado es claramente
cierto. Tenemos que estudiar |exp,(z) — 1|, = | >, %5 ,. Por otro lado, suponiendo que n > 2
y teniendo en cuenta la nota anterior

et n—1 n—s s—1
— (n — _ ! _ _
(n,) (1= oy(a) = ) > o] = 2= 2

Evidentemente la tltima expresion es una cantidad positiva y por tanto hemos llegado a que

xnfl :L.n
<1 luego ‘ —
n!

<l|z|,, paran>2

n!
P

P
Por lo tanto, como |exp,(z) — 1|, = |z + Yo", L], luego |exp,(z) — 1|, = |],. Por un lado
tenemos que |z|, < 1 luego |exp,(x) — 1|, < 1 y entonces exp,(x) pertenece al dominio de
definicién de log,. Por otro lado tenemos que |exp,(z)—1|, = ||, > |%;|,, entonces se satisfacen
las hipétesis del Teorema 13 y afirmamos que log,(exp,(x)) = .

Vamos ahora con la otra parte de la demostraciéon. Es claro que como estamos suponiendo
|z|, < p~'/(p — 1) tenemos que v,(x) > ]ﬁ. Si suponemos n > 2

v (ﬂ) —uy(x) = (n = Duy(x) —vy(n) > (n — 1) (L - M)

n p—1 n-—1
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Veamos que el signo del dltimo término es positivo. Llamamos v,(n) = v, entonces n = p*n’
siendo n’ un entero no divisible por p. Denotamos por k(p) al cociente de dividir p* — 1 entre
p—1.

vp(n) v eV _ 1w 1

n—1 pm'—1"p—1 p—1 kip) ~ p—1

-1 n+1,.n -1 n+1,n
Up (()—x) > v,(z) implica ‘()—x
n n

Por lo tanto,

<zl
P
n+1

Como log,(1+z) = >, w, llog,(1 4+ )|, = |z + 300, EX2") " entonces |log,(1 +

z)|, = |z|, y por hipétesis |z|, < p~'/(p — 1) tenemos que log,(1 + :L’) estd en el dominio de
definicién de exp,. Ademés se verifican las hipétesis del teorema 13, por tanto exp,(log,(1+x)) =
1+

U

Nota. Fijamos p = 2 y tomamos x = —2. Observamos que v,(—2) = 1, por tanto |z|y =
11

5 = 3 < 1. Puesto que el radio de convergencia de log(1 + X) es 1, log(1 4+ x) converge
p-ddicamente pues x = —2 y por tanto log(l — 2) = log(—1) € Z, estd bien definido. De
hecho se tiene que log(—1) = 0: en efecto 2log(—1) = log((—1)?) = log(1) = 0, ya que la
igualdad log(1) = log( 1) = log(1) + log(1l) = 2log(1) implica log(1) = 0. Nétese que
log(—1) = -2+ % 22 + = ° 4+ ...) y la condicién log(— 1) = 0 equivale a decir que para cada
entero N > 0 ex1ste o de manera que, si n = ng, 2 + + % 23 + -+ % es divisible por 2%V,
Este hecho se puede también probar dlrectamente aunque lleva algun trabajo.

Siguiendo en el ejemplo, como log(l — 2) = log(—l) = 0 observamos que |log(l — 2)|s <
p~/®=1) por lo tanto podemos ahora componer con la funcién exponencial, es decir, exp(log(1+
x)) estd definido para x = —2. Como sabemos exp(0) = 1 y como consecuencia tenemos que
exp(log(l+z)) # 1+ 2 yaque 1 + (—2) = —1.

Este ejemplo es importante ya que pone de manifiesto que, aunque y = log(l + ) estd
definido y también lo estd exp(y) = exp(log(l + z)) no tenemos garantizado que exp(log(1+
z)) = 1+ z. Asf pues pone de manifiesto la necesidad de tomar |z|, < p~%/®~1) en el enunciado
y, de paso, la razén de la condicion 3 del Teorema 13.

3.3. Grupo de unidades de Z,

Como ya sabemos el grupo de las unidades de Z, es:
Ly, ={x € Zy|vp(x) = 0} = {z € Z | |2|, = 1}.

Recordemos que, puesto que Z, es un subanillo de Z,, también pr) C Zyy ZLy/p Ly =~
Ly [P Lpy ~ Z/p"Z para n > 1.

Sea x € Z,, la sucesién T'(z) = {27"} es una sucesién de Cauchy en Z,. Por lo tanto define
un elemento de Zj al que llamaremos T'(z). De la misma forma que en la Proposicién 3 se tiene
que si x = y mod p, entonces las sucesiones T'(x) y T(y) son equivalentes, es decir, definen el
mismo nimero p-adico, por tanto T'(x) = T'(y). Como consecuencia, T' define una aplicacién

T: (Zg/PLy) =~ F, — Z;

xp — T(x)

que es evidentemente un homomorfismo inyectivo de (Fy, ) en (Z;,-) ya que T'(zy) = T'(x)T(y)
y T'(x) = x mod p. Observemos que T'(F¥) C Z; es el subgrupo de raices (p — 1)-ésimas de la
unidad.
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Consideremos ahora el subgrupo aditivo de Z, de los multipos de p, es decir, pZ, = {z €
Zp||r|, < 1} y también el grupo multiplicativo (1 + pZ,,-) C (Z;,-). Las propiedades de las
funciones log(—) y exp(—) (ver Proposicién 20) ya conocidas verifican que

exp(—) : (pZy,+) = (1 + pZ,, )

lOg(—> : (1 —I—pr, ) - (pr7 _'_)

son isomorfismos de grupos, inversos uno del otro. Como ya ocurria en (Z/p"Z)* tenemos
entonces:

Teorema 14. Sea p un primo impar. Entonces se tiene el isomorfismo de grupos
o (B}, 0) X (PZy, +) — (Zy,-)-
Ademds, si x € Fy, y € Z, el isomorfismo ¢ estd definido por o(x,py) = T (x)exp(py).
El caso p = 2 es un poco diferente, basicamente debido a que en este caso
U={reZ)||z], < p VY =1 447,

De forma similar al caso p # 2, ahora U = 1 + 4Z,, es un subgrupo de (Z;, -) isomorfo (via las
funciones exp(—) y log(—)) el subgrupo aditivo (4Z,, +).

Por otro lado, en este caso, las raices de la unidad de Qo forman un subgrupo X de Z; que
es de hecho isomorfo a (Z/4Z)* ~ (Z/2,+), por tanto ciclico de orden 2. En este caso se tiene:

Teorema 15. Z; ~ X x (1 +4Zy) ~ (Z)2,+) x (4Za, +).
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