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Introduccion

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado es el estudio de métodos de colocacién para la integracion
numérica de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, incluyendo resultados tedricos sobre su
orden y estabilidad, y prestando especial atencién a los denominados métodos de Radau.

Los métodos de colocacién se mencionan brevemente en la asignatura optativa Solucién Numérica
de Ecuaciones Diferenciales de cuarto curso del Grado en Matematicas, aunque no se profundiza mas
alla de la definicion y alguna propiedad basica.

En el Capitulo 1 se revisan las definiciones bésicas sobre métodos Runge-Kutta, incluyendo la cons-
truccion de las condiciones de orden utilizando arboles con raiz.

En el Capitulo 2 se analizan con detalle las simplificaciones que en la teoria del orden de los métodos
Runge-Kutta implicitos introducen las llamadas condiciones simplificadoras, se relacionan dichas con-
diciones simplificadoras con los métodos de colocaciéon y se presentan las distintas familias de métodos
de Radau.

En el Capitulo 3 se estudian los distintos conceptos de estabilidad para los métodos Runge-Kutta, y
en particular, para los métodos de Radau.

El Capitulo 4 estd dedicado a la implementacién eficiente con paso variable del método de Radau
ITA de orden 5 y a mostrar los resultados obtenidos cuando dicha implementacién se utiliza para
integrar el oscilador de Van der Pol, un ejemplo bien conocido de problema rigido.

En el Apéndice A se han incluido tablas con las condiciones de orden para los métodos Runge-Kutta,
y los arboles con raiz asociados. En el Apéndice B se han demostrado algunas propiedades de los poli-
nomios de Legendre y en el Apéndice C se incluyen las funciones en Matlab con las implementaciones
de los métodos de Radau y otras funciones auxiliares que se han utilizado para generar las graficas
que aparecen en la memoria.

Me gustaria agradecerle a mi tutora, la Dra. Maria Paz Calvo, su apoyo e infinita paciencia du-
rante este curso 2019/2020, tanto en la asignatura que me ha impartido como durante la cuarentena
v la escritura de esta memoria, sin ella no lo habria conseguido.






Capitulo 1

Métodos Runge-Kutta

1.1. Definicion de un método Runge-Kutta
Consideraremos el siguiente problema de valores iniciales

y(z) =f(z,y(), =z <z<uay, (1.1a)
y(20) = ¥o: (1.1b)

donde zg € Ry f: R x RP? — RP es suficientemente regular.

Definicién 1.1. Sean s € N, a;5,b;,¢; € R,4,j = 1,...,s. Las ecuaciones
S
ki =f(n+cihy, +hY_agk;), 1<i<s, (1.2a)
j=1
S
Vo1 = Yn +h D bik; (1.2b)
i=1

definen un paso en la integracién numérica de (1.1) con un método Runge-Kutta de s etapas. Los
valores y,, son aproximaciones a la solucién de (1.1) en z,, = xo + nh, n =0,1,...

Ademas:
» Sia;; = 0 para todo 7 < j, el método es explicito.

» Si a;; =0 para todo i < j y al menos tenemos un a;; # 0, el método es semiimplicito (también
denominado semiexplicito).

= En el resto de casos, tenemos un método Runge-Kutta implicito.

Alternativamente, reescribiendo las ecuaciones de (1.2), se puede definir el método de la siguiente
forma

S
Yi:yn+hzaij f($n+0jh,Yj), 1 <1 <s, (13&)
j=1
S
Vi1 =Yn +h Y bif(zn + cih,Y)) (1.3b)
i=1
Los Y;,i =1,...,s, se denominan etapas intermedias del método y son aproximaciones a la solucién

de (1.1) en z, + c;h.
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Los coeficientes del método se pueden agrupar, tomando
A= (ai)i<ij<s, b=(b1,....bs)", ec=(c1,....,c5)"
como

, (1.4)
que se denomina tablero de Butcher.

1.2. Existencia de una solucion numérica para un método Runge-
Kutta

Si el método Runge-Kutta es explicito, la solucién de (1.2) existe siempre, pues ky = f(z,,,y,,), y para
1=2,...,8, k; depende de los ky, ..., k;_1 previos. Sin embargo, si el método es implicito, obtenemos
un sistema en el que cada k; depende de kq, ...,k implicitamente. Veamos que en este caso también
existe una solucién para (1.2).

Teorema 1.1. Sea f: R x RP — RP wuna funcion continua y lipschitziana (respecto de su sequndo
argumento), con constante de Lipschitz L. Si se cumple que

1

h < 5 ;
L - max E ||
1<i<s £
J=1

(1.5)

entonces existe una unica solucion de (1.2), que puede ser obtenida mediante iteracion de punto fijo.
Ademds, si f(x,y(z)) es p veces diferenciable con continuidad, también lo son las k;, i = 1,...,s,
como funciones de h.

Demostracion. Probamos la existencia por iteracién de punto fijo. Por (1.2), tenemos que
S
Yi:yn+h2aijf(xn+cjh,Yj), 1< <s.
j=1
Definimos Y = (Y7, ... ,YS)T y G :RP 5 R%P con G = (Gy,.. .,GS)T y
S
Gi(Y) =y, +h Y ayf(z,+c¢h,Y;),
j=1

para 1 < i < s. Si tomamos la norma ||)|| = 1H<1a<><; ||Y;||, entonces
<i<s

1Gi(Y) = Gi(2)|l = Ik Y aij (F(wn + jh, ;) = £(zn + cjh, Z5)) |
j=1

<AL agl - 1Y — Z|
j=1

S

< hL méx [[Y; — Z;|| max > |as|
1<j<s 1<i<s 4 -
j:

1<i<s £

S
= hL méx Z|az‘j| Y = Z]|
7j=1
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Tomando i
hL 1H<1?<XSZ laij| <1,
<igs i
es decir, si
1
h < < ,
L - ma Z .
fg%xs : ‘aw‘
7=1
la aplicacién G = (G1,...,G)T es contractiva para la norma ||Y|| = méx |[Y;||. Por el principio de

1<i<s
la funcién contractiva, podemos asegurar la convergencia de la iteracion de punto fijo y, por tanto, la
existencia y unicidad de la solucién.

Ahora demostraremos la diferenciabilidad de las funciones k;(h), que se deduce del teorema de la
funcién implicita.

Sea ®(h,)) =Y — G(¥) =0, es decir

Y1 - Y, — hz aljf(xn + th,Yj)
j=1

Y-y, — hz asjf(xn + th,Yj)
j=1

Denotando por 02 a la derivada parcial de una funcién respecto de su segundo argumento y por
fi =f(z, +ch,Y;),1 <i<s, obtenemos que la matriz jacobiana de ® es

I— hanagfl —ha1282f2 e —ha1582f3
D(p(h7 y) _ —ha2.182f1 I— hC%QQanQ . —hag.sagfs
—haslagfl —ha5282f2 e —hassagfs

En h =0, D®(0,Y) =1y ®(0,)) =0, y por tanto, en un entorno de h = 0 existe una tnica funcién
Y(h) que cumple ®(h,Y(h)) = 0. Ademas, f es p veces diferenciable con continuidad, y entonces ®
también lo es. El teorema de la funcién implicita nos asegura que esto también se cumple para Y(h),
y por tanto para k;(h),1 <i <s. O

1.3. Orden de un método Runge-Kutta

Ahora definiremos el orden de un método Runge-Kutta y revisaremos las condiciones que tienen que
satisfacer sus coeficientes para que el método tenga un orden determinado.

En esta memoria supondremos ademds que Y ; ;a;; = ¢;. Esta condicién hace que el uso de un
método Runge-Kutta sobre una ecuacién escalar no auténoma y’ = f(z,y) sea numéricamente equi-
valente a la aplicacion de dicho método sobre el sistema auténomo analogo.

=1,
, (1.6)
y =f(z,y).
Por tanto, estudiaremos sistemas de la siguiente forma
y'(z) =f(y(z)), = <az<ay, (1.7a)
y(x0) = ¥o- (1.7b)
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Definicién 1.2. Sea f una funcién como en (1.1), arbitraria y suficientemente regular. Entonces, un
método Runge-Kutta tiene orden p si

Iy (2 + 1) = ypiall = OB, h =0,

donde y,,,; es la solucién numérica obtenida mediante (1.2). Esto equivale a decir que los desarrollos
de Taylor en potencias de h de y(x, + h) e y,,1(h) coinciden hasta los términos de orden p.

Tomamos el sistema (1.7), donde

y(@) = W' (@),....y" @), y.(h) = @ah), ...yl (W), £y) = ('), Py)"

Con esta notacion, el desarrollo de Taylor de la componente J-ésima de y(x+h) seria, para 1 < J < D,
n? 0 fJ
y(x+h) =y’ (2) + hf + Z

13 D g7 L
(zzaxKamLfoL 3 20 SO0 1) ot

K=1L=1 K=1

donde la funcién fy sus derivadas estdn evaluadas en y(x). Reescribiéndolo, tendriamos

v (@ +h) =y (z) + hf' + ZfoK+— ZfKLfoL+ZfK L | +om?).

K,L

Si se busca un método de orden més alto que 3, la construccién del desarrollo de Taylor de cada y”
se complica. Para simplificar estos resultados, se introduciran los arboles con raiz.

Formalmente, los arboles con raiz se definen como clases de equivalencia dentro del conjunto de
arboles etiquetados con raiz, pero para estudiar las condiciones de orden de los métodos Runge-Kutta
serd suficiente considerar su representacion grafica.

Definicion 1.3. Definimos un arbol con raiz como un grafo conexo, sin ciclos, que tiene un nodo
principal que denominaremos raiz. Dicho arbol consistird en ramas que conectaran cada nodo (los
hijos) con un unico nodo del nivel previo (el padre). Por tanto, la raiz serd el inico nodo en el primer
nivel. El drbol tendra orden ¢ si tiene g nodos dispuestos en diferentes alturas.

El arbol formado por un tinico nodo se denota por 7, y un arbol general se denota por t = [t1,...,ty],
donde t1,...,t, son los arboles con raiz que se obtienen al suprimir en ¢ su raiz y las m ramas que
parten de ella 1.

Definicién 1.4. Dado un arbol ¢ = [t1,. .., t,], definimos de manera recurrente las siguientes funcio-
nes:
= Orden:
m
p(t) =1+ plt:), p(r)=1
i=1
= Densidad:

1@, ) =1
=1

'En el Apéndice A se adjuntan los drboles de hasta orden cinco para estudiar el orden de los métodos Runge-Kutta.
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» Diferencial elemental: F(t) = (F'(¢),..., FD(t))T, donde F(7) = f, y su componente J-ésima
es, para 1 < J < D,

D ame
FJ(t) - Z 8x=71...&erFJl(tl)”'FJm(tm)~
e dm=1

= Peso elemental en la componente i-ésima:

S
o)=Y aiy®(t) i, @, (te),  Bi(T) =1
J1yesjm=1
s Peso elemental:

B(t) = Z bi®; ().
=1

Veamos ahora un ejemplo para ilustrar estos conceptos.

Figura 1.1: Arbol con raiz de 8 nodos.

Ejemplo 1.1. Estudiamos las funciones previamente definidas aplicadas al arbol con raiz de la Figura
1.1:

= y(t) =8-6-4-2 =384,

L] (I)(t) = E biaikaijajmaﬂamalpapq = E biciaijcjajlclalpcp.
t,5,k,l,m,n,p,q=1 i,5,l,p=1

S
Esta tltima igualdad se obtiene del hecho de que Z aj; = cj, parat=1,...,s.
j=1

Veamos ahora el resultado sobre el orden de los métodos Runge-Kutta para el cual se ha introducido
la teoria de los arboles con raiz.

Teorema 1.2. Un método Runge-Kutta (1.2) tiene orden p si, y sdlo si,

para todos los drboles con raiz t de orden < p.

Demostracion. La demostracién se encuentra en [1], Capitulo I1.2, Teorema 2.13. O






Capitulo 2

Métodos de colocacion

2.1. Meétodos implicitos e hipotesis simplificadoras

A partir de ahora solo consideraremos métodos Runge-Kutta implicitos. Los primeros métodos implici-
tos fueron usados por Cauchy en 1824 insertando el teorema del valor medio en la integral

Yne) =y + [ Hey(@)d (2.1)

para obtener el denominado #-método

yn+1 =Y + hf('rn + Qha Yn + 0(Yn+1 - Yn))v (22)

donde 0 <0 <1y h=zy41— Tn.

Dependiendo de los valores de 6, obtenemos diferentes métodos:
» Si =0, obtenemos el método de Euler explicito, y, .1 =y, + hf(xn,y,)-
= Si # = 1, obtenemos el método de Euler implicito, y, .1 =y, +hf (Tni1, Y1)

yn+1 — Y

. , obtenemos la regla implicita del punto medio,

1
= Sif= R elegimos ki =

h h
k1 = f(.’En + §’y" + 51{1),

Yn+1 = ¥Yn + hky.

Veamos un ejemplo de obtencién de un método Runge-Kutta implicito.

Ejemplo 2.1. Consideremos ahora la construccién de un método Runge-Kutta implicito de dos etapas
con ¢; = 0 y el mayor orden posible. Aplicando la teorfa de arboles (ver Apéndice A), obtenemos que
las condiciones de orden en este caso son

by +by=1,

1
25

2 __ 1
b262_§7

bacy =

1
biaiace + baagace = 5.

Dividiendo la tercera ecuacién entre la segunda, obtenemos que

1/3 2
C) = —— = —.
1/2 3
A partir de co, podemos hallar by y ba:
1 1 3 3 1
bo=—=—5 =- bi=1—-by=1—-=-.
T2 2.2 4 ! 2 11

11
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Sustituyendo los valores obtenidos en la cuarta ecuacién de las condiciones de orden previamente
enunciadas, obtenemos
b +b ! = = + 5 ! : = +3 1
1012 + 02022 = — = —a12 + ~Q22 = —5 = — = a12 + 5022 = L.
6co 4 4 6 - % 4
Ademds, como sabemos que ¢; = Z§:1 a;;, 1 <1 < 2, obtenemos el siguiente sistema que deben
satisfacer los coeficientes a;;:
ajr + a2 =0,

as1 + asg =

Y

= wiN

a2 + ag =

Fijando uno de los coeficientes, por ejemplo, ass = o, podemos obtener el resto de a;; en funcién de
o: o_3
—3a
a12:1—3oz, all :3a—1, ags1 = 3 .

De esta forma, obtenemos una familia uniparamétrica de métodos de 2 etapas y orden 3 con el siguiente
tablero de Butcher:

0 3a—1 1 -3«
2/3|(2—-3a)/3 e
1/4 3/4

Tabla 2.1.
Las ecuaciones para avanzar un paso de longitud A con un método de esta familia son
ki =f(zn,y,, + h(Ba—1)(k; — ko)),

ko = f (2, + 2.y, + h (53%k; + aks)),
Y’I’L-‘rl =Yn + %(kl + 3k2)

Si tomamos o = 1/3 obtenemos el método conocido como Radau I, y con « = 5/12, obtenemos el
método de Radau TA. Como ya se ha indicado previamente, ambos métodos tienen 2 etapas y orden
3.

A la hora de construir métodos Runge-Kutta implicitos de orden alto, serd conveniente imponer
unas hipétesis (conocidas como hipdtesis simplificadoras) para facilitar los célculos necesarios para la
obtencién de los coeficientes del método, ya que si aumentamos el niimero de etapas seran complicados
de realizar sin ninguna técnica de este tipo. Junto con las condiciones de orden para que el método
tenga orden p,

1
w A(p):  @(t) = o) para todos los arboles con raiz ¢ de orden < p,
gl

consideraremos las siguientes familias de hipdtesis simplificadoras:
g 1
S B(): F) =Y bed = k=1
i=1

k
G

S
» C(n): Zaijc;?_l:?, 1<i<s, k=1,...,n.
j=1

= D((): Zbicf_laij:%7 1<j<s, k=1,....¢C
=1

Veamos que, si se cumplen ciertos conjuntos de hipdtesis simplificadoras, entonces se cumplirdn tam-
bién las condiciones de orden A(p) necesarias para que el método tenga orden p. Pero antes, veamos
las implicaciones que se siguen de imponer cada conjunto de hipdtesis simplificadoras.



2.1. METODOS IMPLICITOS E HIPOTESIS SIMPLIFICADORAS 13

» B(p) quiere decir que la férmula de cuadratura con pesos b; y abscisas ¢; tiene grado de exactitud
p. Equivalentemente, esto quiere decir que A(p) se satisface para todos los arbustos t = [r,..., 7]
hasta orden p.

= C(n) implica que los arboles como los de la Figura 2.1, con ¢ < ), proporcionan condiciones de
orden equivalentes.

qg—1
/” L
g
t1 t2

Figura 2.1: Arboles con raiz que corresponden a condiciones de orden equivalentes si se
cumplen las hipétesis simplificadoras C'(q).

Sean t; y to dos arboles con raiz como los descritos en la Figura 2.1, donde la parte que tienen
en comun t' (encerrada en la figura por las lineas discontinuas verdes) puede ser arbitraria. Si
aplicamos C(n), obtenemos que

S S S _ S Cq_ 1 S 1
O(t1) =Y bidit1) = > _ bdi(t) (Z ajpcl 1) = Zbi@i(t')ﬁ == bi®i(ta) = 5%2)'
=1 =1 k=1 =1 =1

_q;

Ademds, es facil calcular que vy(t1) = ¢ - y(t2), de donde se obtiene de forma inmediata que las
condiciones de orden son equivalentes.

» Si D({) se cumple, y ademds ¢ < ¢, entonces las condiciones de orden de los dos arboles de la
derecha en la Figura 2.2 implican las del arbol de la izquierda.

Figura 2.2: Arboles con raiz que corresponden a condiciones de orden equivalentes si se
cumplen las hip6tesis simplificadoras D(q).

Sean t, t' y t” tres drboles con raiz como los descritos en la Figura 2.2, donde la parte que tienen
en comun t” (encerrada en la figura por las lineas discontinuas verdes) puede ser arbitraria.

Se pueden calcular las siguientes igualdades a partir de las definiciones de orden y densidad:

v(t)
(")’
(t

(t

o (1) =(t) - p(t") = ~(t) =

=2

o y(t) =~({") - p(t) = (") =

9

)
~—

 p(t) = p(t") = p(t") +q.

Gracias a estas igualdades, podemos concluir que, si ®(t') = entonces

1
()
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= ZS: bZCI)z Z b Cq ! Z CL” t,/ = ZS: (I)j (t//) (zs: bicglai])
=1 i

bj(l — Cq-) 1 s s

=D () == [ D b @(t") = D bici(t") | = ' (@(t") — ()
j=1 1 ¢ \i= o q

SN R Y () W G KR
a \y@) ~#)) q\~() @) a\ () Y(t) ()
Teorema 2.1. Si B(p), C(n) y D(C) se cumplen, con p <2n+2 yp < (+n+1, entonces el método
tiene orden p.

Demostracion. C(n) implica que es suficiente considerar drboles t = [t1,. .., t;] de orden < p, donde
los subéarboles t1, ..., t,; son iguales a 7 o hay exactamente un t; diferente de 7, es decir, tendria orden
p(ti) >n+1.

Si existiese otro tj,j # i, tal que p(t;) > n + 1 se contradiria la hipdtesis p < 29+ 2.

Para los arboles de orden < 1+ 1 aplicamos C(n). Si existiese un ¢ tal que p(t;) > n+ 1, el nimero de
subédrboles 7 serd < ( — 1, pues p < ( + 1+ 1, y podemos aplicar D(().
Por tanto, después de estas reducciones, solo quedan los arbustos, que satisfacen B(p). ]
Lema 2.1. Si se cumple C(n), entonces las etapas intermedias
S
Yi=y,+h> aiif(xn+c¢hY;), 1<i<s (2.3)
j=1
de un método Runge-Kutta satisfacen
Yi — y(xn + csh) = O(h"), (2.4)

siendo y(zx) la solucion de (1.1a) con condicion inicial y(x,) = vy,,. Es decir, las etapas intermedias
son aprorimaciones de orden 1 a la solucion en los valores intermedios x, + c;h, 1 <1 < s.

Demostracion. El desarrollo de Taylor de y(x,, + ¢;h) es

ih)? ih)"
y(@n + cih) =y, + cihy (2n) + (02) v (xn) + -+ (077') y(”)(fﬁn)-i-(?(h"H)
2 n o pn-1
- ! Sy T (n) n+1
=yt b (/o) + ) 4t Iy, ) O,

Utilizando C(n), obtenemos

s s h s B
y(xn + Cl’h) =y, + h Z aijy/(mn) + hz a,-jcjy"(xn) + -+ m Z CLijc;‘7 1y(77) (mn) + O(thrl)
j=1 j=1 j=1

¢j 1
—yn+h2aw( (@) sy () oo+ Iy 0 a,) ) O

=y, +th Z aijy' (xn, + cjh) + O(hTT)
j=1

=y, +h Z aijf(xn + th, y(z, + th)) + O(hn+1).
j=1
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De aqui deducimos que
S
Y, —y(xn +ch)=h Z aij [f (0 + c;h, Y;) — £(@y + cjh, y(zn + cjh))] + O(RTHH).
j=1
Como f es una funcién Lipschitziana con constante de Lipschitz L, tenemos que

1Y: =y (@ +cih)| < ALY la| - ||Y; = y(@n + cjh)|| + O(R").
j=1

Sean M la matriz con coeficientes (|ai;|)1<ij<s € ¥ = (|[Y1 = y(@n + crh)|], -, [|[Ys — y(@n + csh)|)T.
Entonces

Y <hIMY + O™ =Y — hLMY < O(h"™h) = (I — hLM)Y < O(hT).

Si se cumple la desigualdad estricta (1.5), entonces tendremos que ||hLM]|| < 1, y por tanto I — hLM
serd no singular, con

1
I—hIM)Y| < —0"F——.
De aqui podemos concluir que ) = O(h"1), es decir, Y; — y(z, + ¢;h) = O(R"1), 1 <i < s. O
2.2. Meétodos de colocacién
Definicién 2.1. Sea s un entero positivo y ¢1, ..., cs nimeros reales distintos (generalmente entre 0

y 1). El correspondiente polinomio de colocacién u(z) de grado s en el intervalo [z, z, + h] es el que
satisface las igualdades siguientes

u(zn) = yy, (2.5a)
u'(z, + cih) = (2, + cih,u(x, +ch)), i=1,...,s. (2.5b)

Se toma entonces como aproximacién numérica a la solucién de (1.1) en z,, + h la dada por

Yni1 = W(@n + h), (2.6)
es decir, el valor del polinomio de colocacion en el extremo derecho del intervalo.

No es necesario que los coeficientes ¢; sean distintos, aunque lo supondremos asi. En caso de que
algunos coincidiesen, aplicando las condiciones de colocaciéon obtendriamos métodos que involucran
derivadas de mayor orden.

Veamos que un método de colocacién puede interpretarse como la aplicacién de un método Runge-
Kutta.

Teorema 2.2. El método de colocacion (2.5) es equivalente al método Runge-Kutta implicito de s
etapas (1.2) con coeficientes

c; 1
aij = A lj(t)dt, bj = /0 lj(i)dt, i,j = 1, ceey S, (27)

donde 1;(t) es el polinomio de la base de Lagrange asociado al coeficiente c;, es decir,

() = [T == (2.8)

Ci—
ktj Tk
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Demostracion. Sea k; = u/(x,, + ¢;h). Como u'(z,, + th) es un polinomio de grado menor o igual que
s — 1, coincide con su polinomio interpolador en s nodos distintos, que puede escribirse como

u'(z, +th) = Zkl

Sabemos que

u(z, +ch) =y, + h/ u'(z, +th)dt =y, + h/ > kly(t)dt
0 0o =
j=1
s i s
=y, + thj/ L(t)dt =y, +h>_ aik;,
j=1 70 j=1
donde en la dltima igualdad se ha usado (2.7). Sustituyendo en (2.5) obtenemos
k; = u'(z, + c;h) = f(zp + cih,u(zy, + c;h)) = f(x, + cih,y,, + h Z a;ik;)
j=1

Razonando de forma similar para (2.6), obtenemos

1 1 S
yn+1:u(xn+h):yn+h/ u’(mn+th)dt:yn+h/ D ki)t
0 0 j=1
—yn+h2k/ t)dt = yn+h2bk
7j=1

El método obtenido se corresponde con un método Runge-Kutta implicito de s etapas con los coefi-
cientes definidos por (2.7). O

Como consecuencia, queda probada la existencia y unicidad del polinomio de colocacién para valores
de h como en (1.7), pues cumple las mismas condiciones que un método Runge-Kutta.

Teorema 2.3. Un método Runge-Kutta implicito donde todos los coeficientes ¢; son diferentes y de
orden al menos s es un método de colocacion si, y solo si, se cumple C(s).

Demostracion. Si el método Runge-Kutta tiene orden s, entonces se cumple B(s), es decir,

S 1 1
Zbicj?l::/ t=lqt, k=1,...,s,
i=1 k 0

y la féormula de cuadratura serd exacta para polinomios p de grado < s — 1

> biple) = /O p(t)dt.

Si p es un polinomio de la base de polinomios de Lagrange, entonces los coeficientes b; siempre satisfaran

1
b = / (1) dt.
0

Veamos pues que C(s) se cumple si, y s6lo si, también se cumple

aij—/llj(t)dt.
0
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=)

Supongamos que

aijZ/llj(t)dt.
0

Entonces, para todo polinomio p de grado menor o igual que s — 1 tenemos que

/0 P(t)dt—/o ;P(Cj)lj(t)dt—;ﬂcj)/o lj(t)dt—j;aijp(cj)v

para 1 < i < s. En particular, si tomamos p(t) = t*~!, k = 1,..., s, obtendremos C(s)

c; k S
k—1 G k—1 .
t dt———g a;ich 1< <s.
/0 k j=1 v S

Si se cumple C(s), entonces tenemos

S k
dayd ="t 1<i<s, k=1...s (2.9)
j=1

Notamos que, si se cumple (2.9), los coeficientes a;; se obtienen como solucién de los s sistemas
lineales con s ecuaciones y s incégnitas siguientes

1 1 1 A 1 ;1 C;
2
c1 co c3 o Cg a2 ci/2
qd & & - g ||as|=]3] (2.10)
s—1 s—1 s—1 -1
] e 3 e e Qs /s

en los que la matriz del sistema es una matriz de Vandermonde fija, y el término independiente
varia con 7. Como hemos supuesto que los coeficientes ¢; son distintos entre si parai=1,...,s,
esta matriz es invertible. Con el cumplimiento de C(s), también se tiene que

s C]-C e
Zaijc;?l:];:/ g 1<i<s, k=1,....s,
j=1 0

y, por tanto,
S i
> aipley) = / p(t)dt, 1<i<s, (2.11)
=1 0

para todo polinomio p de grado menor o igual que s — 1. Si p es un polinomio de la base de po-
linomios de Lagrange, entonces obtendriamos la expresiéon que buscabamos para los coeficientes
a;j, descrita en (2.7), y el método Runge-Kutta implicito serfa un método de colocacién.

O

Teorema 2.4. Sea M(t) =[[7_,(t — ;) y supongamos que M es ortogonal a todos los polinomios de
grado menor o igual que v — 1,

1
/M(t)tq_ldtzo, g=1,...,r (2.12)
0

Entonces, el método de colocacion (2.5) tiene orden p = s +r.
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Demostracion. Por el Teorema 2.3, sabemos que serda un método de colocacién de orden al menos s si,
y sblo si, se cumple C(s). Ademas, si el método tiene orden p = s+ r, entonces se cumplird B(s + 7).
Veamos que esto es cierto.

Sea M(t) = [];_;(t — ¢;) de grado s tal que (2.12) se cumple, es decir, que M es ortogonal a po-
linomios de grado < r — 1. Por el Teorema 2.2, sabemos que fo t)dt = Z‘;:l bjp(cj), siendo b;
el coeficiente definido por la ecuacion (2.7) y ( ) un polinomio de grado < s+ r — 1. Tomando

p(t) =tF"1 k=1,...,5+r, obtenemos que

1 1 S
k—1 _ _ E k-1
=1

Para poder concluir que el método tiene orden p = s + r, necesitamos ver que D(r) se cumple, y por
tanto mediante el Teorema 2.1 habremos terminado. Sea V; la matriz de Vandermonde de tamano

s X s en (2.10). Definimos los vectores u*) = (ugk), ce (k))T vik) = (vgk) (k)) E=1,.
donde la componente j-ésima de cada uno de estos vectores se corresponde con u =37 ,b c’l€ 1 ajj
y fu](. ) = b;(1 — cj)/k, 7 = 1,...,s. Veamos que al multiplicar ambos vectores por la matriz de

Vandermonde V; el resultado obtenido es el mismo:

S S S S S
k Z -1 Z k—1 Z k—1 Z -1 Z k—1 C Z I+k—1
))l = Cj bicl- aij = biCi aijcj = bici 7 = b C +
j= i=1 i=1 j=1 i=1

=1
1
U+ k)
s b (1 o C 1 1 s s
k -1 Akl -1 I4+k—1
(Vorv® )= et EZ( i )ZE D bici =D b
j=1 j=1 J=1 J=1
111y 1
E\l 1+k/) 1(1+Ek)
Por tanto, V, - u® = V, - v} Ademds, como V; es invertible, tenemos que u®) = v(¥)| se cumple
D(r) y entonces el orden del método de colocacién (2.5) es p = s+ 1. O
Lema 2.2. Si tenemos un método Runge-Kutta (1.2) de s etapas con coeficientes by, ..., bs no nulos
Yy Cl,...,Cs distintos, entonces

(1) C(s) NB(s+r)= D(r),
(2) D(s) N B(s+r)= C(r).
y el método Runge-Kutta tendrd orden p=s+r.

Demostracion. El apartado (1) se ha visto en la demostraciéon del Teorema 2.4. Para demostrar el
(k) _ (u(k) (k))
1

apartado (2) se sigue un razonamiento analogo al de (1). Definimos los vectores u , Us
y vik) = (v%k), ceey (k)) k=1,...,r, donde la componente i-ésima de cada uno de estos vectores se
corresponde con ug )= Zj:1 aijcé? Ly vl(k) :=ck/k,i=1,...,s. Entonces, si denotamos por B a la
matriz diagonal cuyos elementos diagonales son las componentes de b, se tiene

s s S . Al
(Vs-B- ul l—Zbcl 12(1” :Zcf_lzbicé_laij:Zc?_l‘bj(llcj)
j=1 i=1 j=1

1< u 1/1 1 1
P\ 2ot 2 AVEREY TRk

Jj=1 Jj=1
u R 1
.- B-v® :E:bil—l.&:, bictth=1 =
VarBVEN =2 b = g 2 by D)
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Por tanto, Vi - B - ulk) = v, . B.vk), Ademds, como V; es invertible y los coeficientes by, ..., bs son
no nulos, tenemos que u*) = v(k) y se cumple C(r). Aplicando el Teorema 2.1, vemos que el método
Runge-Kutta tendra orden p = s + r. O

Teorema 2.5. El polinomio de colocacion u(x) da lugar a un método Runge-Kutta implicito de orden
s, es decir, para todo x, < x < x, + h tenemos

ly(z) —u(z)|| < C- A" (2.13)

siendo y(x) la solucion exacta de (1.1a) con condicion inicial y(x,) = y,,. Ademds, para las derivadas
de u(x) tenemos
|y®) (z) — uP(2)]| < C-mHF E=0,...,s. (2.14)

Demostracion. La solucién y(x) satisface las condiciones de colocacién siempre, y particularmente
en los puntos de la forma x, + c;h. De igual forma que en el Teorema 2.2, aplicamos la férmula de
interpolacién de Lagrange a y’(x):

y (zn, +th) = Z f(xn + cjh,y(xn +cjh)) 1i(t) + K*R(t, h),
j=1

donde R(t,h) es una funcién continuamente diferenciable en las variables t y h, que se corresponde
con el resto de la interpolacién de Lagrange asociado a y’(z). Sustrayendo

t
u(z, +th) =y, + h/ u'(zy, + Th)dr
0

a
t
y(z, +th) =y, + h/ y' (xn + Th)dT
0
obtenemos
t
y(zn + th) —u(x, +th) = h/ (y'(zn + 7h) — W' (zy + 7h)) dr
0
t
— hz Af; - / 7)dr + bt / R(t, h)dr,
0
donde

Af; = f(zp + cjh,y(xn + cjh)) — £(zn + cjh,u(x, + cjh)).

Tenemos que

v (@n + th) — U/ (z, + th) = ZAfz t) + h*R(t, h),

de donde se obtiene que la derivada de orden k de y(x,, 4+ th) — u(z, + th) respecto de t es

" 'R
Otk—1

Bk (y(k) (25 + th) — u® (z,, + th)) = 1> ALy 1T () 4 pet!
j=1

(t,h).

Por el Lema 2.1, sabemos que Af; = O(h**1), y por tanto
ly(2) —u(@)|| < C-p>*
Ademéds, por la acotacién de las derivadas de R(t, h), podemos concluir que

D) ~u® @) <0k k=0, s
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2.3. Familias de métodos de Radau

En 1963, Butcher introdujo métodos Runge-Kutta implicitos basados en la cuadratura de Radau
(ver [5]). Los denominé métodos de Radau de tipo I o de tipo II dependiendo del polinomio del que
fuesen raices los coeficientes cy, ..., c:

= Las abscisas del método de Radau I de s etapas son las raices del polinomio
ds—l a1
dzs—1 <$S (@—1) ) ’

= Las abscisas del método de Radau II de s etapas son las raices del polinomio

ds—l
dws—l

(57 (z —1)%).
Observamos que ¢; = 0 para los métodos de Radau I y ¢; = 1 para los métodos de Radau II.

Si consideramos el polinomio trasladado de Legendre [* definido en el intervalo [0, 1],

1 &
- sldrs

Py ()

obtenido tras aplicar un cambio de variable y = 2x — 1 al polinomio de Legendre, definido en el
intervalo [—1, 1],

(® (z — 1)), (2.15)

Puy) = o (g 1) (g 1))
25 s! dys ’
podemos definir los métodos de Radau I y II como aquellos cuyos coeficientes ¢y, ..., cs son los ceros
de los polinomios P} (z) + P} (z) y Pf(xz) — P (z), respectivamente. En efecto,

s s—1
Pi@) + Pia(@) = o (@ (= 1)) + et (o (1))

sl dzs (s — 1) das—1

1 ! s—1 s—1 1 ! s—1 s—1
=G =1 o (0 = 0T g (T e =)
= 2$Ps*—l(x)v

es decir, P} (x) + P} _,(x) tendra como raices a los 2s — 2 ceros de P} ;(z) y a ¢; = 0. Se razona de

forma andloga para la expresién Py (x) — PX_(z).
Teorema 2.6. Los métodos de Radau I y II tienen orden 2s — 1.
Demostracion.

= Radau I: Por ser un método de colocacién basado en la cuadratura de Radau I, se cumplen
B(2s—1) y C(s). Por el Lema 2.2, se cumple D(s — 1), y aplicando el Teorema 2.1, el orden del
método sera 2s — 1.

» Radau II: Anédlogamente, para la cuadratura de Radau II, se cumplen B(2s—1) y D(s), entonces
también C'(s — 1), y el método tendrd orden 2s — 1.

0
00 0 1/311/3 0
2/311/3 1/3 11 0
1/4 3/4 3/4 1/4

Tabla 2.2: Métodos de Radau I y II, respectivamente, con s = 2,p = 3.

!Las demostraciones de las propiedades sobre los polinomios trasladados de Legendre se incluyen en el Apéndice B.



2.3. FAMILIAS DE METODOS DE RADAU 21

0 0 0 0 46| 24—+v6 24—11V6 0

10 120 120

6—v6 | 9+ 6 24 + /6 168 — 736 4+6 | 24+11v/6 24+ 6

10 75 120 600 10 120 120
64+v6 | 9—v6 168+ 736 24 — /6 . 6 — 6 6+ 6 0

10 75 600 120 12 12
1 16 +/6 16 — V6 16—v6  16+v6 1
9 36 36 36 36 9

Tabla 2.3: Métodos de Radau I y II, respectivamente, con s = 3,p = 5.

Las Tablas 2.2 y 2.3 muestran los tableros de Butcher de los métodos de Radau I y II de dos y tres
etapas, respectivamente. Consideramos ahora un método de un paso de la forma

Yn+1 = YUn + hq)<$n7 Yn, h)7

donde ®(z,y, h) es su funcién incremento. Este puede reescribirse como
yn(@ + h) = yp(z) + h®(z, yn(x), h),
y sustituyendo h por —h se obtiene
Y-n(z — h) = y_n(x) — h®(x,y-n(z), —h).
Ahora, cambiando x por x + h, la igualdad anterior se transforma en

y_h(x) = y_h(a: + h) — h(I)(l‘ + h, y_h(x + h), —h). (2.16)

Esta serfa una ecuacién implicita para y_p(x + h), que, por el teorema de la funcién implicita, tendrd
solucién unica para h suficientemente pequeno, y esta se puede escribir de la siguiente manera

y_n(z + h) = y_p(x) + h®*(z, y_pn(z), —h), (2.17)

para cierta funcién ®*. Si denotamos A = y_p(x + h) y B = y_p(x), podemos definir el concepto de
método adjunto.

Definicién 2.2. Sea ®(x,y,h) la funcién incremento de un método. Entonces definimos la funcién
incremento de su método adjunto ®*(z,y, h) mediante el siguiente par de ecuaciones

B=A—h®(z+h A —h),
A = B+ h®*(z, B, h).

(2.18a)
(2.18D)

Las ecuaciones anteriores quieren decir que si A es el resultado de avanzar un paso de longitud h con
el método adjunto partiendo de B en x, entonces B es el resultado de avanzar un paso de longitud
—h con el método original cuando se parte de A en x + h.

Teorema 2.7. Sea ® el método Runge-Kutta (1.2) con coeficientes a;j, b;, ¢;, para i,j = 1,...,s.
Entonces el método adjunto ®* es equivalente a un método Runge-Kutta de s etapas con coeficientes

*
c; =1 —csy1-4,

a;; = bst1-j — Gst1-is+1—5,

b = bst1—i.
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Demostracion. Consideramos el método Runge-Kutta de s etapas definido en (1.2). Sustituyendo h
por —h,

kZ:f(xn_Clhayn_hZa’L]kj)v ]-SZSS)
j=1

Yo+1 = ¥Yn — h Z blk%
=1

Ahora, cambiando x,, por x, + h, la ecuacién de los k; serfa k; = f(z, + (1 —¢;)h,y,, —h Z;Zl aijk;),
1 <i<s. Ademss, y, =y,41 +h>.;; biki, y por tanto

ki =Ff(an+ (1= )y +h Y (b —aik;), 1<i<s.
j=1

Si se intercambian y,, e y, 1, obtenemos que las ecuaciones del método adjunto serfan

k; :f(mn+(1—ci)h,yn—{—h2(bj—aij)kj), 1< < s,

=1
S
Yn41 =¥n+h E bik;.
i=1
Para conservar el orden natural de los coeficientes ci, ..., c¢s, permutamos los valores k; y cambiamos

todos los indices 7 por s + 1 — i:

S
kop1-i =f(xn + (1 —csp1-0)h,y, +h Z(strlfj — Gst1-jst1—j)Kst1-5), 1< <s,
=1

S
Yni1 =Yn th Z bsy1-ikst1--
i—1

Tomando como coeficientes del método a los cj, a;‘j y b; definidos en el enunciado del teorema,
obtendriamos el método adjunto, cuyo tablero de Butcher es

1—c bs — ass bs—1 — Qs s—1 T b1 — as1
1 —cs—1 | bs— Gs—1,s bs—1 — As—1,5s—1 b1 — as—1,1
1—c bs — a1 bs—1 —ais—1 -+  br—an

bs bs—l to bl

Teorema 2.8. El adjunto del adjunto de un método, es el método original, es decir, ®** = ®.

Demostracion. Sustituyendo en (2.18) h por —h, A por B, B por Ay x por x + h, vemos que se
cumple lo que se queria demostrar. ]

Si un método satisface las hipétesis simplificadoras estudiadas en la Seccién 2.1, vamos a ver que su
adjunto cumple unas condiciones simplificadoras similares. Denotamos pues por B*(n), C*(n) y D*(n)
a las condiciones simplificadoras andlogas a B(n), C'(n) y D(n) cuando se aplican a los coeficientes del
método adjunto.

Teorema 2.9. Sea n un entero positivo. Se cumplen las implicaciones siguientes:
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(1) B(n) = B*(n),
(2) B(n) AC(n) = C*(n),
(3) B(n) A D(n) = D*(n).

Demostracion. Sea p un polinomio cualquiera de grado menor que 7. Usando la base polinomial
estdndar, vemos que B(7 ) C(n) y D(n) equivalen a

(a) Z] 1 ]p Cj fo
(b) ZJ 1aljpc] fO r, 1=1,...,8,

(c) Zz]_lpcla/l] bfp j=1,...,s.

Como B(n) se cumple para todo valor n > 1, en particular » ;_, b; = 1.

(1) Usando (a), se cumple B*(n), puesto que
s 1 1
S bip(-c) = [ p1-a)ia = [ pla)de.
= 0 0

(2) Usando (b), se cumple C*(n), ya que

S0 — a1 — ) = / T @) = / )~ / " (1 - 2)ds

Jj=1
1

Por tanto, considerando los adjuntos de los métodos de Radau Il y I, se definen los métodos de Radau
TA y ITA, respectivamente. En la Tabla 2.4 se recogen los detalles de la eleccién de coeficientes b;, ¢;

y a;;j para estas cuatro familias de métodos.

Nombre Eleccién de b” y ¢ Eleccién de A

Radaul | Cuadratura de Radaul C(s)
Radau IA | Cuadratura de Radau I | Adjunto de Radau II

Radau IT | Cuadratura de Radau II D(s)

Radau ITA | Cuadratura de Radau IT | Adjunto de Radau I

Tabla 2.4: Eleccion de coeficientes para las distintas familias de métodos de Radau.

Teorema 2.10. Los métodos de Radau IA y Radau IIA tienen el mismo orden que los métodos de
Radau I y Radau I1.

Demostracion. La prueba es analoga a la del Teorema 2.9, usando los resultados del Teorema 2.8.

O]
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De la misma forma que en las Tablas 2.2 y 2.3 se incluyeron los tableros de Butcher para los métodos
de Radau I y IT de érdenes 3 y 5, se muestran en las Tablas 2.5 y 2.6 los tableros de Butcher para los
métodos de Radau IA y ITA de los mismos érdenes.

0 [1/4 —1/4  1/3|5/12 —1/12
2/3 [ 1/4 5/12 1 | 3/4 1/4
1/4  3/4 3/4  1/4

Tabla 2.5: Métodos de Radau IA y IIA, respectivamente, con s = 2,p = 3.

0 1 —-1-+6 —1++6 4—+6 88 — 7/6 206 — 169v/6 —2+ 36
9 18 18 10 360 1800 225
6— 6 1 88 +7v6 88 — 4316 446 | 296 + 169/6 88 + 7/6 —2-3V6
10 9 360 360 10 1800 360 225
6+ 6 1 88 +43v6 88 — 76 ) 16 — /6 16 + 6 1
10 9 360 360 36 36 9
1 16 + 6 16 — V6 16 — V6 16 + 6 1
9 36 36 36 36 9

Tabla 2.6: Métodos de Radau IA y ITA respectivamente, con s = 3,p = 5.



Capitulo 3

Estabilidad de los métodos de Radau

En este capitulo se trataran las distintas propiedades de estabilidad de los métodos Runge-Kutta
implicitos, y en particular las de los métodos de Radau ITA.

3.1. Funcion de estabilidad

Para el estudio de la estabilidad de los métodos Runge-Kutta, consideramos ahora la ecuacion test de
Dahlquist

y'(x) =X y(z), Re()\) <<O0, (3.1a)
y(zo) = yo. (3.1b)

Su solucién exacta viene dada por y(t) = yoe, y es claro que th’m y(t) = 0. En el estudio de la
—00

estabilidad lineal de los métodos Runge Kutta, lo que se busca es comprobar si esta propiedad también
se mantiene en la solucién numérica, es decir, si lim y, = 0.
n—oo

Proposicién 3.1. Si avanzamos un paso de longitud h con un método Runge-Kutta de s etapas (1.2)
en la integracion de (3.1), se cumple que

Yn+1 = R(h)\)yn,
donde R(z), z = hA € C~, puede hallarse mediante cualquiera de las siguientes expresiones:
(1) R(z) =14 2b" (I — zA) e,

_det(I — zA+ zeb!)

(2) R(z) = det(I —zA)

donde e = (1,...,1) € R®.

Demostracion.

(1) Escribimos en forma matricial el sistema definido por las etapas intermedias del método (1.3a)
aplicado a (3.1), obteniendo

Y 1 2 51 a1;Y;
S =y | P R : . (3.2)

Y, 1 Zj:l as; Y

Tomando Y = (Y7, ... ,YS)T, se puede reescribir dicho sistema como (I — hAA)Y = e-y,, donde
I — hAA es no singular para h suficientemente pequeno, pues |[hAA|| < 1. De aqui se deduce
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Y = (I —hrA)""e-y,. Sustituyendo este valor en (1.3b), obtenemos

Ynt1 = Yn +hA Y bY; = yn + hADTY =y, + DT (I — hAA) ey,
=1

- (1 + hAbT (I — hAA) ! e) Y,
es decir, yni1 = R(AN) yn, donde R(z) =1+ zb” (I — zA) .
(2) Aplicando (1.3) a la ecuacién (3.1), obtenemos (3.2) junto con
Yntl = Yn + hA Z b;Y;.
i=1

Razonando de forma similar al apartado anterior y tomando z = h\, se puede escribir como un
sistema lineal de tamano (s + 1) x (s + 1)

Aplicamos la regla de Cramer para hallar la iltima componente de la solucién, y,+1

I—zA|e I—z.A—i—zebT‘O
det | ———+— det
—zb" |1 —zb" ‘ 1
yn 1= . yn == . yn
* 1—:Alo det (I — zA)
det | —————
—zb” |1
_ det (I — zA+ zeb")
B det (I — zA) Yn>

det (I —zA+ zebT)
det (I —zA)

es decir, yp4+1 = R(hA) yn, donde R(z) =

O

Si el método Runge-Kutta es explicito, la matriz A de su tablero de Butcher es estrictamente trian-
gular inferior, R(z) es un polinomio de grado < s en z y no se satisfarfa la condicién |R(z)| < 1 para
todo z, con Re(z) < 0. De hecho, los métodos explicitos cumplen que |R(z)| > 1, z — oo, y por tanto
tienen regiones de estabilidad acotadas.

Para los métodos implicitos, podemos observar que R(z) es una funcién racional con numerador y
denominador polinomios de grados < s. Esto se denota por

P(z)
Q(z)’

R(z) =

donde deg(P) =k y deg(Q) = j, con k, j < s.

Ejemplo 3.1. Consideramos el método de Radau I de 2 etapas y orden 3, y su adjunto, el método
de Radau ITA. Los tableros de Butcher de ambos métodos estan definidos en la Tabla 2.3. Tomando
la ecuaciéon de Dahlquist, si se avanza un paso de longitud h con cualquiera de los dos métodos en la
integracién de (3.1),

Yn+1 = R(AA)yn,

donde la funcién R(z) viene dada por
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1+ 224 £22
» Radau I: R(z) = ﬁ,

1
1—52

1+ 4

- Radau IIA: R(z) = —— 3

1-— gZ + 622

Teniendo en cuenta la Proposicién 3.1, observamos que si [R(h\)| < 1 para Re(\) < 0, como
Ynt1 = R(hA)yn < R(hA)*yn—1 < -+ < R(RA)"yp,

entonces li)m yn = 0, que es la propiedad que queremos obtener.
n o0

Notamos entonces que, si |R(z)| < 1 para todo z € C con Re(z) < 0, para cualquier valor de h
se tendria la propiedad deseada, con independencia del valor concreto de A, que aparece en (3.1a). En
el caso del método de Radau ITA, la condicién |R(z)| < 1 se cumple para todo valor de z € C™, y por
tanto nlgglo yn = 0. Sin embargo, esto no ocurre con el método de Radau I.

Definicion 3.1.

» La funcién R(z) definida en la Proposicién 3.1 se denomina funcion de estabilidad del método.
» Se denomina regidn (o dominio) de estabilidad del método Runge-Kutta al conjunto

S={z€C : |R(2)| <1}. (3.3)
= Un método se dice que es A-estable si su region de estabilidad satisface

SDOC™ ={z2e€C : Re(z) <0}. (3.4)

-8 -6 -4 2 0 2 ’ 4 2 0 2 4 6 8
Figura 3.1: Regiones de estabilidad de los métodos de Radau I (izquierda) y Radau IIA de orden 3
(derecha), respectivamente.

En la Tabla 3.1 se recogen las funciones de estabilidad de los métodos de Radau de 2 y 3 etapas y en
la Figura 3.1 estan representadas las regiones de estabilidad de los métodos Radau I y Radau ITA.

Método R(z)

14 22/3+2%/6

(a) | RadauTy RadauTl, s =2, p=3 +2:/3+ 27/
1—-2/3
1+ 2/3

(b) | Radau IA y Radau ITA, s =2, p=3 9231 22/6

1+32/5+322/20 + 23/60
1—2z/5+4+22/20
1+22/5 4+ 2%/20

1—32/5+322/20 — 23/60

Tabla 3.1: Funciones de estabilidad de los métodos de Radau de 2 y 3 etapas.

(c) Radau Iy RadauIl, s =3,p=5

(d) | Radau IA y Radau IIA, s =3, p=5
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Proposicién 3.2. Si un método Runge-Kutta de s etapas (1.2) tiene orden p, entonces
R(z)=e*+0(2!*1), z—0. (3.5)

Demostracion. Aplicando el método (1.2) a (3.1) con condicién inicial y(z,) = yn, obtenemos que
Yni1 = R(AAN) yn v que y(2ni1) = yn eX+1. De aqui se deduce que

Ynt1 — Y(Tnt1) = (R(h)\) - eh/\> Yn-

Si el método tiene orden p, Yni1 — y(zni1) = O(RPF) cuando h — 0, y esto equivale a decir que
|R(z) — €*| = O (2P*1), y por tanto se cumple (3.5). O

P(z)
(z

Teorema 3.1. Un método Runge-Kutta con funcion de estabilidad R(z) =
si, se cumplen las siguientes condiciones:

es A-estable si, y sélo

O

(a) Todos los polos de la funcién R (es decir, todos los ceros del polinomio Q) estdn en CT.

(b) El polinomio E(y) = |Q(iy)|> — |P(iy)|* = Q(iy)Q(—iy) — P(iy)P(—iy) cumple E(y) > 0 para
todo y € R.

Ejemplo 3.2. Consideramos el método de Radau ITA, con s = 3, p = 5. Su funcién de estabilidad es

P(2) L+ 32+ 5%

R(Z) = — ’
Q(z)  1- 324 322 — 528

de donde se obtiene que

P(iy) = (1 - 1y2) +i2y, QUy) = <1 - 3y2> +i <—3y + 1y3) ,

20 5 20 5 60
y, por tanto,

) 1 1 4 3 1

|P(iy)]> =1 - EQQ + 7400?/4 + %y2 =1+ %QQ + @y4’
3 9 9 1 1 3 1 1
D) 2 4 2 4 6 2 4 6
=1- = — —yt - = —y =14+ — — :

Qi) 107 T100” T25Y T 507 T3600Y ~ T50Y 00 T 36007

Es claro que en este caso E(y) = °/3600 > 0 para todo y € R.

El polinomio Q(z) tiene una raiz real, z; = 3 — /34 V9, y un par de raices complejas,

22:3+%(1—i\/§)—\?<1+i\f3), z3:3—\3/§(1—i\/§)+\3/§<1+i\/§),

2 2 2
4
3L x
ok
1t
0r X
1F
2F
8r x
4 . . . . . )
2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8

Figura 3.2: Raices del polinomio Q(z) del Ejemplo 3.2.
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que, claramente, estdn en C*. Como se cumplen las dos condiciones del Teorema 3.1, entonces el
método de Radau ITA de orden 5 es A-estable.

Si en lugar de la ecuacién test de Dahlquist tuviésemos un problema de valores iniciales y' = My,
y(70) = yy, donde la matriz M € RP*P fuese diagonalizable con todos los autovalores de parte real
negativa, la A-estabilidad de un método Runge-Kutta garantizaria que para cualquier longitud de
paso la solucién numérica y, generada con él tenderia a 0 cuando n tiende a +oo, imitando asi el
comportamiento de la solucién exacta.

En efecto, como M es diagonalizable, existen matrices P, A € RP*P tales que M = PAP~!, donde
P es invertible y A diagonal. Haciendo el cambio de variable y = Pz y derivando, obtenemos que
y' = Pz’ y, como P es invertible, z = P~y = P~'My = P~'M Pz = Az, y el problema original se
convierte en D problemas escalares, a los que se pueden aplicar los teoremas anteriores.

3.2. L-estabilidad

En algunos métodos, la regién de estabilidad coincide exactamente con el semiplano negativo C~. Esta
propiedad no es tan deseable como podria parecer, ya que para una funcién racional R(z) se tiene que

lim R(z) = lim R(z) = lim R(iy).

zZ——00 Z—00 Y—+00

El dltimo limite debe ser igual a 1, pues |R(iy)| = 1 para todo y € R. Esto quiere decir que, para
z cercano al eje real, con Re(z) << 0, el valor |R(z)| es menor que 1 pero muy préximo a 1. En
consecuencia, las componentes rigidas de la solucién numérica se amortiguan muy lentamente. Parece
pues deseable que |R(z)| sea mucho menor que 1 cuando z — oo.

Definiciéon 3.2. Un método es L-estable si es A-estable y ademaés

lim R(z) = 0. (3.6)

Z—00

El método de Radau ITA de orden 5 (Tabla 3.1, caso d) es L-estable, pues el grado del denominador
es estrictamente mayor que el grado del numerador.

Proposicién 3.3. Si un método Runge-Kutta implicito con matriz A no singular satisface una de las
condiciones siguientes

asj =bj, j=1,...,s, (3.7a)
aﬂ:bl, iZl,...,S, (3.7b)

entonces R(co) = 0. Los métodos A-estables que cumplen una de las dos condiciones de (3.7) son
L-estables.

Demostracién. Consideramos la funcién de estabilidad R(z) = 1+ zb? (I — 2.A4) e, definida en la
Proposicién 3.1. Tomando limite cuando z — oo, tenemos que R(co) = 1 — b’ A le.

Si tenemos que as; = bj, j = 1,...,s, la matriz A cumple que ATe, = b, donde e, = (0,...,0,1)7.
Por tanto,

R(x)=1-bTAle=1-elAdle=1—-ele=0.

Siguiendo un razonamiento similar, si tenemos que a;1 = b1, @ = 1,...,s, la matriz A cumple que
Ae; = bye, siendo e; = (1,0,...,0)7. Por tanto,

R(o)=1-b'Ale=1-0"b" A Ue; =1 -b;'be; =0.
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Si b1 = 0, entonces se tendria a;; = 0 para ¢ =1,...,s, y la primera etapa del método Runge-Kutta
no intervendria, en la solucién numérica, por lo que se podria eliminar la primera etapa del método y
reescribirlo como un método de s — 1 etapas.

Teniendo en cuenta la Definicién 3.2, los métodos A-estables que cumplan (3.7a) o (3.7b) seran L-
estables. O

Los métodos que satisfacen (3.7a) se denominan rigidamente estables.

Proposicion 3.4. Se considera un método Runge-Kutta implicito de s etapas con orden p > s, matriz
A no singular, nodos c1,...,cs distintos y abscisas by, ...,bs no nulas. Entonces,

(a) Sise cumple C(s) y cs =1, entonces se tiene (3.7a).
(b) Si se cumple D(s) y c1 =0, entonces se tiene (3.7b).

Demostracion. Si el método tiene orden p, con p > s, se cumple B(p), es decir, > 7, bicffl = 1/k,
k=1,...,p, y en particular se cumple B(s).

(a) Sise cumple C(s), entonces E;’le aijc’?_l =cf/k,1<i<s k=1,...,s Como cs = 1, tomando
1 = s tenemos que, para k =1,...,s, se cumple que
s o 1 s s
k—1 k—1 k—1 .
Zasjcj :?:%:ijcj :>ch (asj —bj) =0=as =b;, j=1,...,s,
j=1 j=1 Jj=1

pues se obtiene un sistema de tamafio s x s con la matriz de Vandermonde V5 (2.10), invertible,
y cuyas soluciones son los coeficientes as; — bj, j =1,...,s.

(b) Sise cumple D(s), entonces 5, bict ta;; = bj(l—c;?)/k:, 1<j<s,k=1,...,5. Comoc =0,

(]
tomando j = 1 tenemos que, para k =1,...,s, se cumple que

s 1_ i s s
> bl = P B S e = 3 el
=1 i=1 =1

s
éZbicf_l(aﬂ—bl):()éaﬂ:bl, i:1,...,s,

=1

pues se obtiene un sistema de tamano s X s cuya matriz se corresponde con la matriz de Vander-
monde V5 (2.10) multiplicada por la derecha por una matriz diagonal cuyos elementos son los
coeficientes b;, siendo esta matriz invertible, y dicho sistema tiene como solucién a los coeficientes

aﬂ—bl,izl,...,s.
O
3.3. Aproximantes de Padé
Teorema 3.2. La funcion de estabilidad de un método de colocacion basado en las abscisas cq, ..., cg

viene dada por la funcién racional R(z) = P(z)/Q(z), donde P(z) y Q(z) son respectivamente los
polinomios

P(z) = M@ 1)+ MV z+ -4+ M/(1)25" + M(1)2° (3.8a)
Q(z) = M®(0) + MC1(0)z + -+ + M'(0)2*~" + M(0)2° (3.8b)
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Demostracion. Supongamos xg = 0, yo = 1 y 2z = hA. Sea u(x) el polinomio de colocacién de grado
s definido en el intervalo [z, z, + h] mediante (2.5). Como u/(z) — zu(z) es un polinomio de grado s
que se anula en los nodos de colocacion cy, ..., cs, entonces existe una constante Ky tal que

v (x) — 2u(z) = KoM (z).

Si denotamos por D al operador de diferenciacién, entonces

W (2) — 2u(@) = (D — 2)u(z) = —» (1 _ D) u(z),

z

u(z) = — 20 (1 - D>1 M(x).

z z

y por tanto

Si hacemos el desarrollo de (1 — D/z)~! como serie geométrica, obtenemos

DI K, D D? Ds
= |\ M = " (14+=—4+ ...+ |\ M
u(z) (x) . ( + ~ + 2 + -+ ZS> (x),

pues se cumple que DI M (z) = MU (z) = 0 para j > s. De la igualdad u(1) = R(z)u(0), se deduce

K D D? Ds
1 T S ) M)
R(z)—u(l)— z oz 28
w0 K D D? Ds
u(0) 0(1++2+--~+>M(0)
z z 28

M)+ MED @)z + -+ M(1)2°
MG (0) 4+ MGED(0)z + -+ M(0)z

que nos proporciona las expresiones de P(z) y Q(z) que buscdbamos. ]
Los aproximantes de Padé de una funcién son las funciones racionales que, fijado el grado del nume-
rador y del denominador, tienen el mayor orden de aproximacion posible a dicha funcion.

Para la funcién e?, estos aproximantes éptimos se pueden obtener a partir de las relaciones (3.8)
para P(z) y Q(z), utilizando el polinomio M (z) tal que

zk(x — 1)
(k44! 7

para el cual M@ (0) =0 parai=0,....,k—1y M®D(1)=0,i=0,...,j — 1.

M(z) = (3.9)

Teorema 3.3. El aprozimante de Padé (k,j) a la funcion exponencial viene dado por la funcion

racional Ry;j(z) = Py;(2)/Qr;(2), donde

B k k(k—1) 22 k(k—1)---1  2*
PG =1t s GanGak-n 2 T N GrR G M

& B\ (k43—

‘%(l) Gl ”

L G-y 2 IR VI S
Q’“j(z)_lfk+jz+(k+j)(/-c+j—1)'§+”'+(71)j(k+j)---(k+1)'ﬁ

= jk(_Z),

con error
51K

G+ENG+E+1)

Ry (2) es la unica aprozimacion racional a e* de orden j + k tal que los grados del numerador y

% — Rkj(2> - (_1)3' LR+l (’)(zj+k+2),

denominador son j y k, respectivamente.
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Demostracion. Por la definicién de M (z) en (3.9) y la anulacién de sus sucesivas derivadas en 0 y
en 1, si sustituimos en las expresiones para P(z) y Q(z) en (3.8), obtenemos las definiciones de los
polinomios Py;(2) y Q;(2) del enunciado, junto con la expresion de su error e* — Ry;(z).

La unicidad viene determinada por el hecho de que M (x) tiene un cero en x = 0 de multiplicidad k y
un cero en z = 1 de multiplicidad j. O

En la Tabla 3.2 se muestran los aproximantes de Padé de la funciéon exponencial para distintas com-
binaciones de j y k.

i\k k=0 k=1 k=2

j=1 1 1+2 1+ 24 22/2

g 1 1+2/2 1+22/3+2%/6

I = 1-z 1-2/2 1-2/3

3 1 1+2z/3 1+2/2+2%/12

I = 1—z—22/2 1—22/3+22/6 1—2/2 +22/12

_ 1 1+2/4 1+2z/5+ 2%/20

I T 7 22/2 - 2376 | 1—32/4+ 22/4— 23/24 | 1— 32/5 + 322/20 — 23/60

Tabla 3.2: Aproximantes de Padé (k, j) a la funcién exponencial.

Teorema 3.4. Una aprozimacion de Padé Ry;(z) es A-estable si, y solo si, k < j < k+2. Todos sus
ceros y polos son simples.

Demostracion. La demostracién se encuentra en [2], Capitulo IV.4, Teorema 4.12. O
Veamos un resultado que concluiré el estudio de la A-estabilidad de los métodos de Radau IA y IIA.

Teorema 3.5. Los métodos de Radau IA y IIA de s etapas tienen como funcion de estabilidad a la
subdiagonal de Padé (s — 1,s). Ademds, ambos métodos son A-estables y L-estables.

Demostracion.

» Radau IA: se tiene que ¢; = 0, y se cumplen las hipdtesis simplificadoras D(s) y B(2s — 1). Por
la Proposicién 3.4, se cumple (3.7b), a;1 = b1, i =1,...,s.

» Radau ITA: se tiene que ¢; = 1, y se cumplen las hipétesis simplificadoras C(s) y B(2s —1). Por
la Proposicién 3.4, se cumple (3.7a), ag; =bj, j =1,...,s.

Utilizando el apartado (2) de la Proposicién 3.1., y sabiendo que se cumple (3.7a) o (3.7b), en la
funcién de estabilidad obtenemos un polinomio de grado s — 1 para P(z) y un polinomio de grado s
para Q(z). Como el orden de los métodos de Radau es 2s — 1, entonces los aproximantes de Padé se
corresponden con la subdiagonal (s — 1, s).

La A-estabilidad de ambos métodos viene dada por el Teorema 3.4, con k = s — 1y 5 = s. Por
la Proposicién 3.3, ambos métodos cumplen ademds que R(co) = 0, y podemos concluir que son
L-estables. O

3.4. B-estabilidad

Consideramos ahora una ecuacién no lineal y’ = f(x,y) tal que se cumple la condicion unilateral de
Lipschitz para la norma euclidea, es decir,

(f(z,y) — f(z,2), y —2) < v|ly 2|, (3.10)

donde v es la constante unilateral de Lipschitz para la funcion f.
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Lema 3.1. Sea f(x,y) una funcion continua que satisface (3.10). Entonces, para cualquier par de
soluciones y(x), z(x) de y = flx,y), se cumple que

ly(z) — 2(2)]] < [|y(x0) — =(wo)|| "), & > ap. (3.11)

Demostracion. Sea m(x) = ||y(z) — z(z)||* = (y(x) — z(x), y(z) — z(z)). Si derivamos m(z), se tiene
que
m'(z) =2(y'(z) = 2'(2), y(x) — 2(x)) = 2{f(z,y(2)) — flx,2()), y(2) — z(x))
< 2 |ly(x) — a(a)||? = 2vm(z)

T=20) 1 > 7, que equivale a (3.11).

O

Esta desigualdad se puede resolver, obteniendo m(z) < m(xg) e*(

Si en (3.10) se toma v < 0, la distancia entre dos soluciones exactas cualesquiera de y' = f(z,y)
serd una funcién no creciente que dependerd de x. Por tanto, se pretende que la misma propiedad se
cumpla en la solucién numérica. Consideramos a partir de ahora un método Runge-Kutta implicito
de s etapas (1.3).

Definicién 3.3. Un método Runge-Kutta es B-estable si la propiedad de contractividad
(flx,y) —f(z,2),y—2z) <0 (3.12)
implica que, para todo valor de h > 0, se cumple

1¥nt1 = Yntall < 1y = ¥all, (3.13)

donde y, ,; € ¥, son las soluciones numéricas tras dar un paso de longitud h con valores iniciales
¥, € ¥, respectivamente.

Proposicion 3.5. Si un método Runge-Kutta es B-estable, entonces es A-estable.

Demostracion. Consideramos la ecuacién de Dahlquist (3.1). Como y, A € C, se puede considerar
y =11 +1iy2, A = a + 13, es decir,

(y1 +iy2) = i +iyy = (a+1iB) (y1 +iy2) = oy + iays + iBy1 — By
= (ay1 — By2) + i (By1 + aya) .

Esto equivale a tomar el siguiente sistema en R?

vi\_ [ B w0
Y5 B« Y2 Y2
Por hipdtesis, se tiene que Re(\) = a << 0. Si y =y + iy2, 2 = 21 + 22, entonces
(My—Mz,y—z) =(M(y—=z2),y—2)
=(a(y1—21) = By2—22)) (11 —21) + (B(y1 — 21) + @ (y2 — 22)) (y2 — 22)
=« ((yl —z1)% 4 (y2 — 22)2> =aly—z* <o,
es decir, se cumple la propiedad de contractividad (3.12). Ademads, como se ha supuesto que el método

es B-estable, entonces se cumplird también (3.13).

Las aproximaciones numéricas y,+1 € Un+1 satisfacen las igualdades
Ynt1 = R(RA) yn, Yn+1 = R(AA) Yn.
Sustituyéndolo en (3.13),
ynt1 = Ynsall = RN [lyn = Gnll < {lyn — all,
de donde se deduce que |R(hA)| <1 para todo h, y el método es A-estable. O
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Teorema 3.6. Si los coeficientes de un método Runge-Kutta (1.3) satisfacen
(Z) bz 20,1':1,...,5,
(i) La matriz

M = (mi]’)s (biai]’ + bjaﬂ - bibj)

L= (3.14)

S

i,j=1
es semidefinida positiva,

entonces el método es B-estable.

Demostracion. Consideramos las siguientes diferencias:
AYn =Yn _yn’ Ay'n+1 =Yn+1 _§n+1, AYZ :Yz _Yia
Af; = h (f(:cn Y e, Yy) — (2 + b, S?,-)) .

Restamos las ecuaciones del método Runge-Kutta (1.3) para las aproximaciones numéricas y,, € ¥,,,
obteniendo

AY; = Ay, + Zaijm‘j, 1<i<s, (3.15a)
j=1

Ay, = Ay, + ) _bAf. (3.15b)
i=1

Tomando la norma euclidea para Ay, , se tiene

i=1 i=1

1AY 1 117 = 1AV + (Ay,, D bAE) + O b, Ay,) + O biAf, Y biAf)
i=1 j=1

= ||Ay, | +2 > bi(Afi, Ay,) + > bib; (Af;, Af;).
i=1 ij=1

Ahora bien, despejando Ay,, de (3.15a), y haciendo el producto escalar con Af;, se tiene que

(Af;, Ay,) = (Af;, AY;) = > aj (Af;, Af), 1<i<s,
j=1

y sustituyendo en la igualdad anterior, se obtiene que

1Ayy,al? = AP +2 ) b (Afi, AYS) =2 > biai; (Afi, Afy) + Y bibj (Af;, Afy)
i=1 i,j=1 ij=1

= HAynHZ + 2 Z b; <Af2, AYZ> — Z (biaij + bjaji - bzbj) <Afz, Afj>

i=1 1,7=1
1=1 1,7=1

Ademss, (Af;, AY;) = h(f(zy + c;h,Y;) — f(z, + cih,?i) , Y, — SA{J < 0. Como queremos que el
método sea B-estable, faltaria por comprobar que Zf =1 M (Af;, Af;) > 0. Pero esto es cierto por
ser M una matriz semidefinida positiva.

De esta forma, obtenemos que
1AV al[P = 1Ay, [P +2 Y i (Afi, AY:) = D mig (Afi, Afy) < [|Ay, |,
i=1 i,j=1

que es equivalente a la condicion de B-estabilidad del método. O
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Definiciéon 3.4. Los métodos que cumplen la propiedad definida en el Teorema 3.6 se denominan
algebraicamente estables.

Teorema 3.7. Consideramos una férmula de cuadratura (c;, b;);_, de orden p. Si se cumple que
p>2s—1, entoncesb; >0,1=1,...,s

Demostracion. Siel orden de la férmula de cuadratura es p > 2s—1, los polinomios de grado 2s—2 son

integrados de forma exacta. Consideramos ahora el polinomio p;(t) =[] ot (éfgj) >0,i=1,...,s

De esta forma, como p;(t) tiene grado 2s — 2, se obtiene que

1 5
/ pi(t)dt:ijpi(Cj):bi>0, 1=1,...,s.
0 X

7j=1

Por tanto, para los métodos de Radau se cumple que b; > 0,i=1,...,s.

Teorema 3.8. Los métodos de Radau IA y ITA son algebraicamente estables y, por tanto, son B-
estables.

Demostracion. Por el Teorema 3.7, como el orden de los métodos de Radau es p = 2s — 1, se tiene
que b; >0,i=1,...,s, y por tanto se cumple la condicién (i) del Teorema 3.6.

Veamos ahora que también se cumple la condicién (ii). Consideramos la matriz de Vandermonde
Vs y la matriz M definidas en (2.10) y en (3.14), respectivamente. El elemento (k,l) de la matriz
producto V- M seria
biay, + bayy — biby
(Vi M), = (c’f—l, . ,c’;—1> : : =3 (b + g — biby) -

i=1
bsasl + blals - bsbl

El método de Radau IA cumple las hipétesis simplificadoras B(2s — 1), C(s — 1) y D(s). Aplicando
dichas hipétesis a Vi - M - V.I'| se obtiene que

(Ve- M-V, ch T (biaij + bjagi — biby)
,j=1

z(zb ) < St Dokt - (S0t ) (S
i— i— i=1

ll ] kl 1—0) 1 1
D

S

1 -1 k-1 1 k-1 k1 1
% (bﬂ'%‘ bt + 7 2 (e bl ) -
=1 i=1
I I T S S
TEND k) T\ Tk TR TR kEr) WERD

Por tanto, Vi - M - VI = 0 y, como V; es regular, entonces M es la matriz nula. En particular, se
cumple la condicién (i7) del Teorema 3.6, pues M es semidefinida positiva, y el método de Radau IA
es B-estable.

Se razona de forma similar para el método de Radau IIA, utilizando las hipétesis simplificadoras
B(2s—1),C(s) y D(s—1). O






Capitulo 4

Implementacion del método de Radau
ITA

En este capitulo se estudiaran diversos aspectos relacionados con la implementacién de un método
Runge-Kutta implicito, se abordara la implementaciéon con paso variable del método de Radau ITA de
3 etapas y se mostraran resultados numeéricos obtenidos con dicho método para la integracién de las
ecuaciones del oscilador de Van der Pol.

4.1. Reformulacion del sistema no lineal

Si la dimensién del sistema diferencial y'(z) = f(x,y(z)) es D y se utiliza para su integracién un
método Runge-Kutta implicito de s etapas, en cada paso hay que resolver un sistema no lineal de
tamano D X s para obtener las etapas intermedias Yq,..., Y.

Tomamos ahora Z; =Y; —y, parai=1,...,s. Entonces, un paso del método Runge-Kutta (1.3) se
puede reescribir como

S
Zi:hZaijf(xn+th,yn+Zj), 1<i<s, (4.1a)
j=1
S
Vi1 =Yn+h Y bif(zn+cihy, + Zs). (4.1b)
i=1
Si las soluciones Zj, ..., Z, de (4.1a) se conocen, entonces se podra hallar y,,, ; mediante (4.1b), pero

esto requiere s evaluaciones adicionales de f. Esto puede evitarse si la matriz A = (a;;) del método

S
ij=1
Runge-Kutta es no singular. Para ello, escribimos (4.1) en formato matricial

7 S5 ag f(an + cih,y, + Z1) f(zn + c1h,y, + Zn)
= : =h-(A®I)- : o (42)
Zs > =1 asi f(zn +csh,y, + Zs) f(zy +csh,y, +Zs)
donde, si I es la matriz identidad de tamano D x D, A® I es la matriz
arrd - aisd
Ael=| : . 1 | eRDeD,
a1l 0 assd

Ademss, tomando Z = (Z1,...,Zs)" y F(2) = (f(zp + c1h,y,, + Z1),...,f(z, +csh,y, + Zs)T, el
sistema (4.2) se puede reescribir como Z =h - (A® I) - F(Z), es decir,

Oh,Z)=Z—h-(A®I)-F(Z)=0.

37
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De esta forma, obtenemos que (4.1b) es equivalente a

S
yn+1 =Yn + Z dzZZa (43)
i=1
donde d = (di, . ..,ds) = bT-A~", pero antes es preciso resolver las ecuaciones no lineales ®(h, Z) = 0.

4.2. Simplificacién de las iteraciones de Newton

Para un sistema diferencial no lineal, (4.1a) se puede resolver mediante la iteracién de punto fijo o
mediante la iteracién de Newton.

La iteracién de punto fijo, aplicada a (4.1a), seria

S
ZV = 1S aif(en + by, + 2V, 1<i<s, v=0,12,...,
j=1

donde v = 0,1,2,... es el indice de la iteracién y ZEO} =0, 1 <1i <s, es el iterante inicial tomado. El
proceso se repetira mientras se cumpla ||ZH1 — ZI|| > TOL, siendo TOL una tolerancia fijada y

2zl = (Z[ly}, ce ZL”})T la v-ésima aproximacién a la solucién de (4.1a).

El problema de la iteraciéon de punto fijo es que convierte al algoritmo en un método explicito y
se pierden las buenas propiedades de estabilidad del método implicito que se esta utilizando.

El método de Newton, aplicado a (4.1a), necesita resolver en la iteracién v-ésima un sistema lineal en
R*P cuya matriz es

I—hapndof!!  —hapdofl o —hay0.fY
[ g v

D(I)(h’ ZM) _ —ha21.82f1 I — ha.2282f2 cee —hags.agfs c RSDXSD’
—hagdof” —hapdef!! o —hag00fl

donde fi[y] =f(xp + cih,y, + ZZ[-V]), 1 <i < sy 0 denota la derivada parcial de una funcién respecto
de su segundo argumento.

Para simplificarlo, sustituimos los jacobianos 82fi[y], 1 <4 < s, por una aproximacién J = 9of (z,,y,,),
obteniendo asi que la nueva matriz de nuestro sistema lineal es

I — hanJ —hang L —ha,lsJ
—hao1J I — hasod -+ —hagsd

Do(h, 21%) = [ — h(A® J) = . * ’
—hagJ —hagJ -+ —hagst

De esta forma, tomando como iterante inicial ZEU] =0, 1 <1i < s, las iteraciones de Newton simplifi-
cadas se convierten en

D®(h, 20 Az = —&(h, M) (4.4a)
ZvHl] — zl AZM, vr=20,1,2,..., (4.4b)
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donde AZW = (AZ[IV], e AZLV])T, la solucién del sistema lineal (4.4), se corresponde con los incre-
mentos, es decir, AZl = zlv+1 _ z],

Cada iteracién del método de Newton segin (4.4) requiere s evaluaciones de la funcién f y hallar
la solucién de un sistema lineal de dimensién sD. La matriz D®(h, Z[%) es siempre la misma para
todas las iteraciones de un paso, y bastara con calcularla una unica vez, hallando también su factori-
zacion LU, lo que reduce notablemente el costo computacional.

Ademss, se pedird que el proceso iterativo se repita mientras [|AZM||o > TOL, donde TOL es
una tolerancia fijada.

4.3. Eleccién del iterante inicial, estimacién del error local y cambio
de paso

En la iteracion de punto fijo se escogié como iterante inicial

[0] _ :
Z,"=0, 1<i<s, (4.5)
que también se puede utilizar como iterante inicial cuando se emplea la iteracion de Newton. Esto es
posible, pues la solucién exacta del sistema (4.1a) cumple Z; = O(h), 1 < i < s, aunque por lo general
se pueden hacer mejores elecciones para dicho iterante inicial.

Si nuestro método Runge-Kutta implicito satisface la hipétesis simplificadora C'(n) para algin n < s,
por el Lema 2.1, tenemos que Y; — y(z, + c;h) = O(h"H1) para 1 <i < s, es decir,

Z; =y(z, +ch)—y, +OMR"™), 1<i<s n<s. (4.6)

Supongamos ahora que ¢; # 0 para ¢ = 1,...,s. En particular, esto ocurre en el método de Radau ITA
que se implementara posteriormente. Consideramos el polinomio interpolador p(t) de grado s, tal que
p(0) =0y p(c;) = Z;, 1 <i < s. Como el error de interpolacién es de tamafio O(h**t1), entonces

y(@n +th) =y, —p(t) = O(A").
Tomando como iterantes iniciales a
ZEO} =p(l+7¢)+Y, — Yo, 15i<s, 7 =h,/hn, (4.7)

donde R/, es la nueva longitud de paso calculada mediante iteracién de Newton, se puede comprobar
para el método de Radau ITA de 3 etapas y orden 5 que este converge mas rapidamente que tomando
(4.5).

Para permitir cambios en la longitud de paso de integracién, de modo que el error local se mantenga
por debajo de una tolerancia fijada T'OLV', describiremos un par encajado de métodos Runge-Kutta
basado en el método de Radau ITA de 3 etapas y orden 5.

Para esto, usaremos un método de menor orden, pues nuestro método ya tiene un orden éptimo.
Este sera de la forma

3
§n+1 =Y, + h (bO f(ﬂ?n, yn) + Z b; f(l‘n +cih, Y’L)) s (48)

siendo Y1, Y2 e Y3 las etapas intermedias del método de Radau ITA de 3 etapas y bo # 0 un parametro
por determinar. Siguiendo [2], elegimos el coeficiente bo de forma que bo =79 ="', donde 7 es el
autovalor real de la matriz A1
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Entonces, restando (1.3b) de (4.8), se obtiene que

3
Vi1 = Ynp1 = W0hE (@0, y,) + B Y (bi = bi) b (2 + cih, Y5) (4.9)
=1

= yohf (zn,y,) + €121 + eaZy + e3Zs3,

igualdad que se puede usar para la estimacién del error local. Como queremos que y,, 1=y, 11 = O(hY),
los coeficientes e;, i = 1,2, 3, vienen dados por

(e1,e2,€3) = ?(—13 —7v6, —13 + 7V6, —1).

Sin embargo, para y'(t) = Ay (t) y hA = 00, ¥,,41 — Yni1 = Y0hAY,, que no estd acotado. Por tanto,
como estamos interesados en utilizar el método para integrar problemas rigidos, en los que A es nega-
tivo de gran valor absoluto, vemos que no podemos usar directamente la diferencia y,,,; —y,,; para
la estimacién del error.

Tomaremos pues la siguiente expresién para el error:

err = (I - h/VOJ)_l(§n+1 - YH+1)7 (410)

donde hacemos intervenir a la matriz Jacobiana J y necesitamos calcular la factorizacién LU de la
matriz (I — hy,J). Si tomamos h — 0, entonces err = O(h*), y tomando hA — oo, err — —1. Este
comportamiento es bueno cuando hA tiende a infinito, pero todavia es mejorable.

Para el primer paso, y para cada paso rechazado con |lerr|| > TOLV, se puede tomar en lugar
de err el nuevo estimativo

err = (I — h’}/QJ)_l(’)/ohf(l‘n, y,+ GTT) +e1Z1 + esZs + 63Z3), (4.11)

que cumple que err — 0 si hA — oo, que err = O(h?) para h — 0 y que requiere una evaluacién
més de fy la resolucién de un sistema lineal adicional, pero con la misma matriz (I — hvyyJ) cuya
factorizacién LU se ha calculado previamente.

Si tenemos que h, es la longitud del paso actual, y se cumple que |lerr|| < TOLV, entonces to-
maremos como nueva longitud de paso para avanzar desde x,41

llerr|] \ 74
hnt1 = fac- hy, - TOLV , (4.12)

donde fac = 0,9 X (2kmaz + 1)/ (2kmaz + niter), siendo ke, €l nimero méaximo de iteraciones para el
método de Newton y niter el nimero de iteraciones dadas en el paso actual. Ademaés, si h, 1 satisface

cih, < hn—l—l < cahy,

con ¢c; = 1,0 y co = 1,2, entonces se mantiene la longitud de paso h, para el paso siguiente. Si
|lerr|| > TOLV, el paso h,, que se ha utilizado es demasiado grande y tras rechazar la aproximacién
Y41 calculada se utiliza el lado derecho de (4.12) para calcular una nueva longitud de paso con la
que avanzar desde x,,.

Sin embargo, la férmula (4.12) tiene una desventaja: no es posible reducir la longitud de paso més
que fac sin que haya rechazos cuando se quiera disminuir dicha longitud de paso (si hyy1 < fac- hy,
entonces ||err|| > TOLV'). Denotando por errp41 a la expresién (4.10), con longitud de paso h,, las
nuevas longitudes de paso suelen relacionarse con la férmula asintética

llerrni1]] = Chhy,. (4.13)
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En (4.12) se supone que Cyy1 = Cp, lo cual no suele ser muy acertado. Para obtener un modelo
més preciso, se puede asumir que la funcién log(C,) es una funcién lineal sobre n, es decir, que
log(Chr+1) — log(C,,) es constante o que se cumple que

Ch
Cn—l .

Cn—i—l .
Cn

(4.14)

Tomando ahora C,, y C,,—1 a partir de (4.13) y Cy41 de la igualdad 1 = C’nﬂhfl 41, insertandolos en
(4.14) obtenemos la nueva longitud de paso,

—1/4 1/4
b — facn - (Nermmedl N7 b lerrall VY
" "\ TOLV hn—1 \|lerrni] '

Resultados numeéricos

(4.15)

4.4.

Para ilustrar el comportamiento de los métodos de Radau ITA consideraremos la ecuacién de Van
der Pol, que modela el movimiento de un oscilador con un amortiguamiento no lineal. Escrito como
sistema de primer orden, las ecuaciones son

(4.16a)
(4.16b)

Y

Y2,
e vh=(1—93)y2— 1,

donde y(t) = (y1(t),y2(t))”, € es una constante real positiva pequeiia (¢ < 1), la condicién inicial es
y(0) = (2,0)", y el intervalo de integracién es [0,11], como en [6].

Estudiaremos este problema para diferentes valores de €, en particular diferenciando el caso ¢ = 1
de ¢ < 1. En la Figura 4.1 se muestra la evolucién de las dos componentes de la soluciéon con el
tiempo para € = 1, y en la Figura 4.2 para ¢ = 0,1 y ¢ = 0,01. En las dos figuras se observa un
comportamiento casi-periédico de la solucién. Ademads, la amplitud de las oscilaciones de la primera
componente es similar para los tres valores del parametro, pero a medida que se reduce el valor de e,
el periodo del oscilador también se reduce, y aumenta la dificultad para integrar numéricamente dicho
problema, al producirse cada vez con més frecuencia variaciones grandes de la solucién en intervalos
de tiempo cada vez més reducidos. Las gréficas de la segunda componente de la solucién (la derivada
de y1(t)) muestran este hecho pues, para ¢ = 1, dicha componente estd acotada en valor absoluto por
3, mientras que para € = 0,01 la cota es cercana a 150.

/
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Figura 4.1: Solucién del oscilador de Van der Pol frente al tiempo para e = 1.

8

9

10

11

0

1

2

3

4

5

6

Tiempo

7

8

9

10

11



42 CAPITULO 4. IMPLEMENTACION DEL METODO DE RADAU IIA
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Figura 4.2: Solucién del oscilador de Van der Pol frente al tiempo para e = 0,1 y ¢ = 0,01.

4.4.1. Soluciéon numérica para ¢ = 1

Se han implementado en primer lugar los métodos de Radau ITA de orden 3 y 5 con paso fijo, resol-
viendo las ecuaciones no lineales en cada paso mediante iteracion de punto fijo e iteracién de Newton.
Se han utilizado las cuatro implementaciones para integrar numéricamente el oscilador de Van der Pol
(4.16) con € = 1, valor para el cual el problema no es rigido. Las longitudes de paso utilizadas han
sido h = 1/4,1/8,...,1/128 para el método de orden 3 y h = 1/4,1/8,...,1/64 para el método de
orden 5.

Para dichos métodos, tomamos como tolerancias para detener la resolucién numérica de las ecua-
ciones no lineales TOL3 = h3/10 para el método de orden 3 y TOL5 = h®/10 para el método de
orden 5. De este modo, TOL3 < h3 y TOL5 < h®, y por tanto el error del integrador no resulta
contaminado por el error resultante al detener la iteracién, ya sea la de punto fijo o la de Newton,
pues el error global de los métodos de Radau ITA es de O(h”) cuando h — 0, y este supera a las
tolerancias utilizadas en cada caso.

1072 T 7 T T
i == o= Punto fijo, orden 3
=——g== Newton, orden 3
== o= :Punto fijo, orden 5
10 i Newton, orden 5 A
—_ 10-6 E E
e N
L \ ¢
N
i \ ]
10-8 3 \ E
: \ E
A Y
\
L N\ ]
10-10 ' \. '
il i i i PR S S A |
102 103 10* 10°

Numero de evaluaciones de funcion
Figura 4.3: Error frente al niimero de evaluaciones de f para los métodos de Radau ITA de orden 3 y
5 cuando se utiliza iteracion de punto fijo e iteraciéon de Newton.
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En la Figura 4.3 se ha representado el error en 7' = 11 (medido en la norma del méximo) frente al
nimero de evaluaciones de funcion realizadas. Se puede observar que la pendiente de las dos lineas
que corresponden a datos generados con el método de orden 3 es muy cercana a -3, mientras que
las dos lineas que corresponden a datos generados con el método de orden 5 muestran una pendiente
muy préxima a -5, es decir, cuando h — 0, el error global se comporta como O(h?) y O(h?) para los
métodos de Radau IIA de orden 3 y 5, respectivamente. Esto se corresponde con lo esperado, pues si
se tiene un método Runge-Kutta de orden p, su error global serd de la forma O(hP).

Tanto para el método de orden 3 como para el de orden 5, el error global frente al niimero de evalua-
ciones de funcién proporciona un mejor resultado para la iteraciéon de Newton que para la de punto
fijo, pues esta ultima requiere menos evaluaciones de funcién y proporciona errores del mismo tamario.

En la Figura 4.4 se ha representado en escala doblemente logaritmica el error frente al tiempo CPU.
En este caso, las pendientes de las lineas se mantienen y la iteracién de punto fijo para ambos métodos
de Radau necesita menos tiempo de cédlculo y es mas eficiente, pues el método de Newton nos exige
la evaluacién de la matriz Jacobiana de la funcién f en cada paso. Sin embargo, seguimos obteniendo
los resultados esperados en ambos casos, errores de tamano O(h?) para el método de orden 3 y O(h?)
para el de orden 5.

De las cuatro implementaciones consideradas, el método de orden 5 implementado con iteracién de
punto fijo es la combinacién mas eficiente para las longitudes de paso utilizadas.

1072 ¢ TR e i nmaaa
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| L L —
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Figura 4.4: Error frente al tiempo CPU de los métodos de Radau ITA de orden 3 y 5 cuando se
utiliza iteracion de punto fijo e iteracién de Newton.

4.4.2. Solucién numérica para € < 1

Se ha implementado el método de Radau ITA de orden 5 con paso variable, resolviendo en cada paso las
ecuaciones no lineales mediante iteracién de Newton (ver [7]). Dicha implementacién ha sido utilizada
para integrar numéricamente el oscilador de Van der Pol (4.16) para € < 1, pues bajo estas condiciones
el problema es rigido y se hace necesario el paso variable. En particular, se han tomado como valores
del pardmentro € a 0,1, 0,01 y 0,001.
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Las tolerancias utilizadas para controlar el error local han sido TOLV = 1072,1074,...,10719. En
cada ejecucion se ha tomado como tolerancia para detener la resolucién numérica de las ecuaciones
no lineales TOL = TOLV/100. De este modo, el error del integrador no resulta contaminado por el
error resultante al detener la iteraciéon de Newton.

En la Figura 4.5 se muestra en escala semilogaritmica la evolucion de la longitud de paso utiliza-
da con el tiempo para € = 0,001 (gréfica derecha) y para € = 0,01 (gréfica superior izquierda). En
ambos casos observamos un comportamiento casi periédico en la eleccién de h, que se corresponde con
el comportamiento casi periédico de la solucién exacta y de su derivada. Ademas, los tiempos en los
que la derivada de la solucién alcanza los valores maximos y minimos se corresponden con los tiempos
en los que el paso de integracién se hace mas pequeno.
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o / / / / / | [
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Figura 4.5: Longitud de paso frente al tiempo para ¢ = 0,01 y 0,001, respectivamente, junto con el
numero de iteraciones de cada paso aceptado en la iteraciéon de Newton para € = 0,01.

También se observa que mientras para ¢ = 0,01 las longitudes de paso varfan entre 3 x 1074 y 2x 1071,
cuando € = 0,001, se mantiene la longitud de paso maxima, pero la minima se reduce hasta 2 x 1075,
como corresponde a una mayor dificultad del problema.

Por dltimo, en la gréafica inferior izquierda se han representado la evolucion del niimero de itera-
ciones de Newton con el tiempo. Se observa el mismo caracter casi periddico de las longitudes de
paso, y cémo cuando la longitud de paso es méas pequena el nimero de iteraciones necesarias también
disminuye.

En la Figura 4.6 se ha representado en escala doblemente logaritmica el error en 7' = 11 frente al
nimero de evaluaciones de funcién realizadas para los tres valores del parametro ¢ < 1. Se puede
comprobar que, para dichos valores de ¢, la pendiente obtenida mediante iteracién de Newton para
el método de Radau ITA de orden 5 es préxima a -5, y por tanto, cuando h — 0, el error global se
comporta como O(h®), como se esperaba.

Observamos que el nimero de evaluaciones realizadas es mayor cuando € es més cercano a 0, puesto
que las longitudes de paso minimas son mas pequenas y el nimero de pasos es mayor.

En la Figura 4.7 se ha representado en escala doblemente logaritmica el error frente al tiempo CPU.
Al igual que en la Figura 4.6, para las tolerancias mas pequenas obtenemos mejores aproximaciones
para los valores de € menores, pero el costo computacional es méas elevado. Las pendientes obtenidas
se mantienen, son cercanas a -5 en los tres casos considerados, y obtenemos que el comportamiento
del error global es O(h®) si h — 0, que es lo esperado.



4.4. RESULTADOS NUMERICOS

Newton, ¢ = 0.1
4 Newton, ¢ = 0.01
107 F 3
=== Newton, ¢ = 0.001 3
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103 10* 10°
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Figura 4.6: Error frente al de evaluaciones de f para el método de Radau IIA de orden 5 cuando se

utiliza iteraciéon de Newton con paso variable para ¢ = 0,1,0,01, 0,001.
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Figura 4.7: Error frente al tiempo CPU del método de Radau ITA de orden 5 cuando se utiliza

iteracién de Newton con paso variable para ¢ = 0,1, 0,01, 0,001.
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Apéndice A
Teoria de arboles

En este apéndice se muestran las tablas de condiciones de hasta orden 5 para los métodos Runge-Kutta
generales, mencionadas en el Capitulo 1.

p(t) | t arbol | ~(t) D)

‘/.7 s 5
2 to1 ¢ 2 Z biaij = Z bici
i,7=1 i=1
A : :
3 t31 ? 3 Z biaijaik = Z bz-c?
i,5,k=1 =1
k; .
>' J s s
t32 ¢ 6 Z biaijajk = Z biaijcj

i k=1 ij=1

Cuadro A.1: Condiciones de orden 1, 2 y 3.
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APENDICE A. TEORIA DE ARBOLES

p(t) | t 4rbol ~(t) ®(2)
.k l
ANV s .
4 |ty v 4 Z biaija;ka; = Z bic}
i7j7k7l:1 Z:1
k: .
P e
t4o ¢ 8 Z biaijajra; = Z biciaijc;
i,j,k=1 t,j=1
k X
I
tas ( 12 Z biajjapaj = Z biaijc?
i,5,k,1=1 ,j=1
l
k .
..] s S
tas ¢ 24 Z bia;jarar = Z biaijajkcy

1,7,k,l=1 1,7,k=1

Cuadro A.2: Condiciones de orden 4.



p(t) | t arbol ~(t) D(t)
I k
m S S
- 4
5 | s ¢ 5 > biagagaaaim = Y bic;
i,9,k,l,m=1 i=1
1k
m T Wi s s
. 2
tso v 10 Z bi;j ik Qi = Z bicjaijc;
i,j,k,l,m=1 i,j=1
k l
m Vi s s
. 2
t53 ! 15 Z bitijajkajiQim = E biciaijc;
i,j,k,l,m=1 i,j=1
l
k
m ] s s
t54 L 30 Z biijajkakiQim = E biciaijajick
ivjvkyl7m:]- Zvjvkzl
meelfk
l J s s
tss ¢ 20 Z biQija kil = Z biajcjazc
i,j,k,l,m=1 i,5,0=1
s S
3
tse 20 E bia;jajrajiam = E biai;c;
i,9,k,0,m=1 4,j=1
s S
ts7 40 Z biaijajpakiagm = E biagjcjajkcy
i,7,k,l,m=1 i,j,k=1
m [
k
J s S
. 2
tss ¢ 60 g bitijajkakiGrm = Z biaijagkcy,
i,j,k,0,m=1 ,5,k=1
m
l
k
..7 s S
tso i 120 | ) biagagamam = Y bitijarakc

i»jvkvlamzl

ivjykvlzl

Cuadro A.3: Condiciones de orden 5.
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Apéndice B
Polinomios de Legendre

En este apéndice se demostraran algunas propiedades sobre los polinomios trasladados de Legendre,
mencionadas en el Capitulo 2.

Recordemos que un polinomio trasladado de Legendre definido en el intervalo [0, 1] se corresponde
con la denominada férmula de Rodrigues,

Pia) = o (@ (= 1)"). (B.1)

Este polinomio se obtiene tras aplicar el cambio de variable y = 2z — 1 al polinomio de Legendre en
el intervalo [—1, 1],

11 d°
P = 1)° (y — 1)%).
v) =5 Sdy (y+1)°(y—1)°)
Esta afirmacién es sencilla de comprobar:
11 d® 11 ds
P2z —1)= —=—— (20 —14+1)°22—-1-1)%) = ————— ((22)° (22 — 2)*
(2 ) 258!d(2$—1)5(<$ +1) (22 )7) QSS!d(Qx_l)s((x)(x )°)
1 a s o

Los polinomios de Legendre P,(y) también se pueden definir mediante la ecuacion diferencial de
Legendre,

((1 =52 Pu(y)) + s(s + 1) Ps(y) = 0.

Aplicando el cambio de variable previo y = 2z — 1, la ecuacién para los polinomios trasladados de
Legendre P} (z) serd

0=((1—2z+1)(1+2z—1)Py2z —1)"-2) +s(s + 1)Ps(2z — 1)
=(2-(1—x) 2z-2P(z)") + s(s + 1) P} (x),

es decir, el polinomio P;(z) serd solucién de la ecuacién diferencial
8 ((z — 2®)PX(x)) + s(s + 1) P (x) = 0. (B.2)

Para demostrar algunas propiedades de los polinomios trasladados de Legendre se usard la formula
recursiva de Bonet, que es la siguiente:

25 — 1 1
= e - )P ()~ TP (x), s=23.4,... (B.3)
S

s

Pi(a) = ==
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54 APENDICE B. POLINOMIOS DE LEGENDRE

Los primeros polinomios trasladados de Legendre obtenidos son:

Fy(z) =1,

Pi(x) =2z —1,

Pj(z) = 622 — 6z + 1,

P;(z) = 202® — 3022 + 122 — 1,

Pj(x) = 702" — 1402® + 902% — 202 + 1,

P (x) = 25225 — 63021 + 5602° — 21022 + 30z — 1,

Veamos ahora algunas propiedades de estos polinomios.
Propiedad B.1.
1
/ Pl (x)P/(x)dx =0, s#t, s,t=0,1,2,...
0

Demostracion. Sean PX(x)y P;(x) dos polinomios de Legendre tales que ambos son soluciones de la
ecuacién diferencial (B.2), es decir,

8((x—a®)Pi(x)) +s(s+ )P (x) =0,  8((x—a®)P(x)) +t(t +1)P(x) = 0.

Multiplicando ambas ecuaciones por P;(z) y PX(x) respectivamente, se obtiene

8 ((x — )Pl (x)) Py (2) + s(s + ) P} (2) P () = 0,

8 ((z —a?) P (x)) Pi(x) + t(t + 1) P} (x) P} (x) = 0.
Restando la segunda ecuacién de la primera, e integrando el resultado, tenemos que

1 / 2 /
0= 8/0 (((w - )P*( ) ) Pr(x) — ((;1: —x )Pt*(:v)') Ps*(x)) dz
1
(s 1) -ttt 1))/ P*(2) P} (2)da.
0

Mediante integracién por partes, se puede comprobar que la primera integral es cero, pues el término

r — 2% se anulaen 0 y en 1:

/O (e~ )P @)) P (@) — (& — ) B (a)) Pl (a)) i =
[P () (2 — 2®) Py (2) ] — [P} () (¢ — 2®) P ()]

1 1
_ / (z — 22)P*(2)/ P (2) dar + / (z — 22) P} (2)/ P (2) dz = 0
0 0

Por tanto, se obtiene que (s(s+ 1) —t(t + 1)) fol P¥(x)P}(x)dx = 0. Es claro que, si s # t, se tiene la
propiedad pedida,

1
/0 P (x)P}(x)dx = 0.

Propiedad B.2.

1
1
P¥(x)%dx = =0,1,2,...
/0 s(‘/L‘) :1: 25+17 s ) ) b)

Demostracion. Vedmoslo por induccion.
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1 1
1
Pix)de= | 12de=1= .
gA 0 (w)"de A v 2.0+ 1

1
1
— — 12 dr = 422 — 4+ 1 S _
/Pl 2dr = /(237 )" dx /O(w z+1)de 5= 3151

Supongdmoslo cierto para s — 1, es decir, que se cumple f01 P;'Ll(:l?)2 dr = Tl—l

Sustituimos la férmula recursiva de Bonet en la integral y, usando la Propiedad B.1 para s y s — 2,
obtenemos

Pradr= [ i) (B e 1) P ) - S @) ) da
[ = [ (% :
=21 ey @R @ -2 [ R @R

§ 0

25 —1 !
=20 [y Rw@r

0

Usamos ahora la formula recursiva de Bonet para el indice s + 1 en lugar de s, es decir,

2-(s+1)—1 s+1—-1
s*+1(‘r) = 8+—1 (22 —1) Ps*(fU) - Hilps*fl(x)
2s+1 " S "
=<1 (2x—1)Ps($)—s+1PS_1(m), s=1,2,3,...

Despejamos el valor (2z — 1)P¥(x):

(20— )Py (@) = ST (P:mx) T P:1<:c>)

s
25+ 1 s+ 1

Sustituimos el valor obtenido en la integral anterior y volvemos a usar la Propiedad B.1 para los
valores s + 1 y s — 1, usando la hipdtesis de induccién para concluir:

1 " 2 2s —1 *
Pr(z)%dz = (ar—l)P()sl( )dzx
0 5 Jo
2s—1 s+1 [! 5
=— '2S+1/ (P;+1($)+m 5*1(55)) 1 () dx
25— 1 s+1 2s—1 s+1 s [ 2
_ J , . * L ()2d
. 2S+1/ o1 (@) Py () da + s 2s+1 s+1/0 (@) de
2s —1 2s —1 1 1
_ pP* 2d —_ . = .
%+1A A P I Py s P

Propiedad B.3. P*(1) =1, s=0,1,2,...
Demostracion. Vedmoslo por induccion.
n s=0: Pj(x)=1= Fj(1) =1.

ns=1P(x)=2r—-1=P/(1)=2-1-1=1
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Supongdmoslo cierto para s — 1y s — 2, es decir, que se cumple P (1) =1y P* ,(x) = 1. Tomando

x =1 en la férmula recursiva de Bonet (B.3), se obtiene que
2s —1 s—1 2s—1 s-—-1

Pi(1) = 2-1-1)P7,() - ca(1) = - =

S S S S

1.

Por tanto, por induccién, se tiene que P¥(1) =1, para s =0,1,2,... O
Propiedad B.4. P(1 —z) = (—-1)°PX(z), s=0,1,2,...
Demostracion. Veamoslo por induccién.
n s=0: Pj(zx)=1= Pj(1 —x) =1= Pj(x).
ws=1P(zr)=2z—-1=P(1l-2)=2-(1—-2)—1=1-2z=—Pf(x).
Supongdmoslo cierto para s — 1 y s — 2, es decir, que se cumple P* (1 — ) = (=1)*"'P (2) y

P o(1 —x) = (=1)*"2P* 5(z). Tomando 1 — x en lugar de z en la férmula recursiva de Bonet (B.3),
se obtiene que

Prl-a) =2t (- a) - )P (1-a) -
=2 (- 2) - (1) P () -
= e 1) ()P () -

= (=1)°F(x)

aa(l —x)

(1) 2Py ()

(=1 P_s(2)

Por tanto, por induccién, se tiene que P (1 —x) = (—1)°Pf(x), para s = 0,1,2,... O
Propiedad B.5. P;(x) tiene s ceros reales distintos en el intervalo (0,1) para s =0,1,2,...

Demostracion. Se razonarda por reduccién al absurdo. Consideramos que el polinomio de Legen-
dre P}(x) puede descomponerse en un producto de dos polinomios distintos Q(z) y R(x), donde
gr(Q(x)) =m < sy gr(R(z)) = s — m. Suponemos ademds que R(x) no tiene raices en el intervalo
(0,1). Entonces, se cumple que

1 1
/ Pl (2)Q(z)dx = / Q(x)*R(x)dx = 0,
0 0

lo cual es absurdo, pues el integrando es no nulo y con signo constante. O



Apéndice C
Programas de Matlab

En este Apéndice se incluye el cédigo de las distintas funciones de Matlab programadas para estudiar
los métodos de Radau, en particular la implementacién con paso variable del método de Radau ITA
de 3 etapas y orden 5.

C.1. Regiones de estabilidad

Los dos programas siguientes generan las regiones de estabilidad de los métodos de Radau I y ITA de
2 etapas y orden 3, empleados en el Ejemplo 3.1. Estas dos funciones se denominan R3estabilidad.m
y RA3estabilidad.m, y se han utilizado para realizar la Figura 3.1.

function [] = R3estabilidad()
clf
X = [-8:0.01:2];

m = length(x);

y = [-5:0.01:5]";
n = length(y);
z = ones(n,1l)*x + sgrt(-1)*y*ones(l,m);

R3 = abs(-3.5-0.5%z-13.5./(2%2z-6));

figure (1)

contourf (x,y,-R3,[-1 -1],'b")

text (-0.5,2.5, "'s=2")

axis ('square')

axis([-8 2 =5 51)

hold on

plot ([-8 2],[0 0], 'k:", [0 O],[-5 51,'k:")
print -depsc est_R3.eps

end
function [] = RA3estabilidad()
clf
x = [-4:0.01:8];
m = length (x);
y = [-6:0.01:6]";
n = length(y);
z = ones(n,1l)*x + sqgrt(-1)*yxones(l,m);

RA3 = abs ((1+(1/3)*z) ./ (1—-(2/3)*z+(1/6)*xz."2));
figure (1)

contourf (x,y,-RA3, [-1 -1],'b")
text (-0.5,2.5,'s=2")

o7
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end

C.2.

axis ('square')

axis([-4 8 -6 6])

hold on

plot([-4 8],([0 O], 'k:", [0 O], [-6 6],"'k:")
print -depsc est_RA3.eps

Oscilador de Van der Pol

APENDICE C. PROGRAMAS DE MATLAB

Se incluyen aqui las funciones auxiliares utilizadas para la integracion del oscilador de Van der Pol.

Las funciones VanderPol.m y VanderPol_jacobian.m tienen como valores de entrada al tiempo t
y al vector de posiciones y(t) = [y1(t),y2(t)]’, y devuelven el lado derecho del sistema diferencial
(4.13) y su matriz Jacobiana, respectivamente. La funcién VanderPol_inicial.m no necesita ningin
valor de entrada.

Como valores de salida, la funcién VanderPol.m proporcionard el lado derecho del sistema diferencial
y'(t) = f(t,y(t)), la funcién VanderPol initial.m proporcionard la condicién inicial y(0) =y, v la
funcién VanderPol_jacobian.m calculard el jacobiano de f.

function f =

end

function y0 =

end

function J =

end

C.3.

VanderPol (t,vy)
global epsilon
£f=1y(2);

VanderPol_initial ()

y0 = [2; 0];

VanderPol_jacobian (t,vy)

global epsilon

J = [0, 1;
(1/epsilon) * (=2xy (1) xy (2)-1),

Métodos de Radau ITA

(1/epsilon) » ((1-y (1) "2) xy (2) -y (1)) ];

(1/epsilon) * (1-y (1) ~2)1;

Se recogen aqui las funciones que proporcionan los coeficientes de los métodos de Radau ITA de érdenes
3 y 5, vistos con anterioridad en la Tabla 2.5 y la Tabla 2.6, respectivamente.

function [A,b,c] = RadaulIA_ord3()
A = [5/12, -1/12; 3/4, 1/41;
b = [3/4, 1/4];
c = [1/3; 11;
end
function [A,b,c] = RadauIIA_ord5 ()
r6 = sqgrt (6);
A = [(88-7%r6)/360, (296-169xr6) /1800,
(296+169%r6) /1800, (88+7*r6)/360,
(16-r6) /36, (l6+r6)/36, 1/9]1;
b = [(l6-r6)/36, (l6+r6)/36, 1/9];
c = [(4-r6)/10; (4+r6)/10; 11;

end

(=2+3x1r6) /225;
(-2-3xr6) /225;



C.4. ITERACION DE PUNTO FLJO

C.4.

Iteracion de punto fijo

99

La funcién FixedPoint.m implementa con paso fijo los métodos de Radau IIA de érdenes 3 y 5, uti-

lizando iteracién de punto fijo para resolver en cada paso las ecuaciones no lineales.

Como valores de entrada tenemos a los siguientes elementos:

Como valores de salida tenemos a los siguientes elementos:

func

to, t: tiempos inicial y final.

yo: vector de posiciones inicial como vector columna.
h: longitud del paso inicial de integracién.

TOL: tolerancia para controlar el bucle en el que se realiza la iteracién de punto fijo.

ode fun: nombre de la funcién que evalia el lado derecho del sistema diferencial y lo guarda en

una columna f, cuya primera linea debe ser de la forma function f=odefun(t,y).

p: orden del método considerado.

nmaxzxiter: nimero maximo de iteraciones para controlar el bucle en el que se realiza la iteracién

de punto fijo.

tt: vector columna con los tiempos en los que se obtiene aproximacién a la solucion.

yy: matriz que guarda la solucién numérica calculada en dichos tiempos, de manera que en cada

fila estan las componentes de la aproximacion numérica correspondientes a un tiempo dado.
time: tiempo que tarda el programa en ejecutar el bucle while.
stats: vector columna de tres componentes.

e nstep: numero de pasos dados en el bucle while.

e nfun: nimero de evaluaciones de funcién realizadas en el bucle while.

e Niter/nstep: nimero de iteraciones realizadas en el bucle while entre el nimero de pasos
dados en dicho bucle.

tion [tt,yy,time,stats] = FixedPoint (t0,tF,y0,h,TOL,odefun,p,nmaxiter)

global epsilon

D length(y0);
t = t0; tt = tO0;

y = vy0; yy = y0';

nstep = 0; nfun
Niter = 0;

switch p
case 3 %p=

[A, b

case 5 %
[Albl

b
Q I Q
— 01— W

s = length(b);
d = b/A;
F = zeros(D,s);

’

RadauIIA_ord3();

RadauIIA_ord5();
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end

C.5.

while t < tF
if t+h > tF

h = tF - t;

end

nstep = nstep + 1;
Zaux = ones (D, s);
Z = zeros (D, s);

niter = 0;

APENDICE C. PROGRAMAS DE MATLAB

while (max (max (abs (Z-Zaux)))>TOL && niter<=nmaxiter)

for j =

end

1:
F(:,3)
nfun

Zaux = 7Z;
niter + 1;

niter =

for j =

end
end

1:
Z(:,3)

S

= odefun (t+c (J)*h,y+2(:,3));

nfun + 1;

S

= hx(A(], :)*xEF") ";

Niter = Niter + niter;

y =y + Zxd';

o+
I

o+
+

h;

vy = lyy; v'l;
tt = [tt; t];

end

time = toc;
stats = [nstep;

’

’

nfun;

Iteracion de Newton

Niter/nstep];

La funcién Newton.m implementa con paso fijo los métodos de Radau ITA de 6rdenes 3 y 5, utilizando
iteracion de Newton para resolver en cada paso las ecuaciones no lineales.

Los valores de entrada son los mismos que en FixedPoint .m, junto con jacobian, funcién que calculard
el jacobiano del sistema diferencial a integrar. Los valores de salida se mantienen iguales a los de la
funcién FixedPoint.m.

function

global epsilon

D = length(y0);
t = t0; tt = tO0;

y = v0; yy = y0';

nstep = 0; nfun
Niter = 0;

switch p
case 3 %p=

[A, b

case 5 %
[Albl

b
(e
— 01— W
Il

Q

end

’

RadauIIA_ord3();

RadauIIA_ord5();

[tt,yy,time, stats] = Newton(tO,tF,y0,h, TOL,odefun, jacobian, p, nmaxiter)
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s = length(b);

d = b/A;

F = zeros(Dx*s,1);
Faux = zeros (Dxs,1);

tic
while t < tF
if t+h > tF
h = tF - t;

end

nstep = nstep + 1;

72 = zeros(Dxs,1);
DeltaZ = TOL + 1;
niter = 0;

Id = eye(Dxs);

AtimesJ = kron (A, jacobian(t,v));
DPhi = Id - hxAtimesJ;
[L,U,P] = 1lu(DPhi);

while (max (abs (DeltaZ))>TOL && niter<=nmaxiter)
for 1 = 1:s

F(Dx(1i-1)+1:Dxi,1) = odefun(t+c(i)h,y+Z(Dx(1i-1)+1:Dx1i,1));

nfun = nfun + 1;
end

AF = zeros(Dxs,1);
niter = niter + 1;

for i = 1l:s
for j = 1l:s

AF (Dx (1-1)+4+1:D*i) = AF (D*(i-1)+1:D*1)

end
Faux (Dx (i—=1)+1:D%i) = Z (Dx (i-1)+1:Dx*1i)
end

DeltaZ = U\ (L\ (PxFaux));
72 = 7 - DeltaZ;
end

Niter = Niter + niter;

7 = reshape (Z, [D,s]);
y =y + Zxd';
t =t + h;

vy = lyy; v');
tt = [tt; t];
end

time = toc;

stats = [nstep; nfun; Niter/nstep];
end

C.6.

+ A(i,J)*F(D*(j-1)+1:Dx*7j);

— h*AF (D* (1i—-1)+1:D%*1i);

Iteracion de Newton con paso variable
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La funcién Newton_var.m implementa con paso variable el método de Radau ITA de 3 etapas y orden
5, utilizando iteracién de Newton para resolver en cada paso las ecuaciones no lineales.

Tomamos como valores de entrada los mismos que para la funcién Newton.m. Como valores de sa-
lida, ademas de los que se generan en las funciones anteriores se genera también un vector hh que
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contiene las longitudes de paso utilizadas en la integracion, un vector nnit que contiene el niimero de
iteraciones dadas en cada paso aceptado, y exceptuando el vector stats, que tiene dos entradas mas:

= accept: nimero de pasos que han cumplido que nerrn < TOL.

= reject: nimero de pasos que no han cumplido dicha condicién.

function [tt,yy,hh,nnit,time, stats] = Newton_var (t0,tF,y0,h, TOL,odefun, jacobian,p,nmaxiter)
global epsilon

o

% nmaxiter = 5 o 10

D

length(y0);

t = t0; tt = t0;

y = v0; yy = y0';

hh = h; nnit = [];
nstep = 0; nfun = 0;
Niter = 0;

accept = 0; reject = 0;

TOLN = TOL/100;

[A,b,c] = RadauIIA_ord5(); % p=5
s = length(b); % s=3

d = b/A;

F = zeros(Dx*s,1);

Faux = zeros (Dxs,1);

gamma = 3.637834252744497; % autovalor real de la matriz A~{-1}
e = (1/(3xgamma)) *[-13-T7*sqrt (6) -13+7*sqrt(6) -1];
tic

while t < tF
if t+h > tF
h = tF - t;
end

nstep = nstep + 1;

Z = zeros(Dxs,1);
DeltaZ = TOLN + 1;
niter = 0;

Id = eye(Dxs);

J = jacobian(t,y);
Atimesd = kron(A,J);
DPhi = Id - hxAtimesJ;
[L,U,P] = 1lu(DPhi);

while (max (abs (DeltaZ))>TOLN && niter<=nmaxiter)
for i = 1:s
F (D (i-1)+1:Dx1i,1) = odefun (t+c(i)+h,y+2 (Dx (i-1)+1:Di,1));
nfun = nfun + 1;
end

AF = zeros(Dxs,1);
niter = niter + 1;

for i = 1:s
for jJ = 1l:s
AF (D* (i-1)+1:Dxi) = AF (D (i-1)+1:D%i) + A(i,j)*F(Dx(j=1)+1:Dx7);
end
Faux (Dx (1-1)+1:Dxi) = Z(D*(1i-1)+1:Dxi) — h*AF (D* (1i-1)+1:D*1i);
end

DeltaZ = U\ (L\ (PxFaux));
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Z = 7 — Deltai;
end
Niter = Niter + niter;
7 = reshape (Z, [D,s]);

dif = (1/gamma)*hxodefun(t,y) + Z=*e';
errn = (eye(2)-hx(l/gamma) »J)\dif;

fac = 0.9x (2*nmaxiter+l)/ (2*nmaxiter+niter);
nerrn = norm(errn);
haux = facxh* (nerrn/TOL) "~ (-1/4);

if nerrn<TOL
% aceptamos el paso, calculamos la siguiente aproximacion del

metodo y el nuevo paso
y =y + 2xd';
t

=t + h;
vy = [yyi v'l:
tt = [tt; t];

[

[
hh = [hh; h];
nnit=[nnit; niter]; %mp

if (haux<h || haux>1.2+h)
h = haux;

end

accept = accept + 1;

else % nerrn>=TOL
% no aceptamos el paso, calculamos el nuevo
h = haux;
reject = reject + 1;
end
end

time = toc;
stats = [nstep; nfun; Niter/nstep; accept; reject];
end

C.7. Graficas

La funcién graphics.m llama a las funciones previas y genera las siguientes graficas:

» La primera grafica representa la evolucién con el tiempo de la componente y;(t) del oscilador
de Van der Pol para ¢ = 1, donde el eje de abscisas se corresponde con el tiempo ¢ y el eje de
ordenadas con la componente y; (t).

= De forma similar, la segunda gréafica representa la evolucién con el tiempo de la componente
ya(t) para € = 1.

= La tercera grafica muestra el error frente al nimero de evaluaciones de funcién realizadas segin
el método de Radau ITA y el proceso iterativo elegidos.

= La cuarta grafica muestra el error frente al tiempo CPU de dichos métodos.

function [] = graphics/()
global epsilon

o

% epsilon = 1;
y0 = VanderPol_initial();
t0 = 0; tF = 11; h = 0.25;

o

% nmaxiter = 50 para paso fijo
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m = 6; H = zeros(m,1);
tol3 = zeros(m,1l); TOL3
tol5 = zeros(m,1); TOLS

options = odeset ('RelTol

[texact,yexact] = odelb5s
nexact = length (texact);
figure (1)

clf

plot (texact,yexact(:,1),
x1im ([t0 tF])

xlabel ('Tiempo")

ylabel ("y_1(t)")
legend('y_-1(t)', 'Locatio

print -depsc realsolutio
figure (2)
clf

plot (texact, yexact (:,2),
x1lim([t0 tF])

xlabel ('Tiempo")

ylabel ('y_2 (t)")
legend('y_2 (t) ', '"Locatio

print -depsc realsolutio
time3fp = zeros(m,1l); er
time3n = zeros(m,1l); err
time5fp = zeros(m-1,1);
time5n = zeros(m-1,1); e
for 1 = 1:m-1

[tt,yy,time, stats] =
tt3fp = tt; yy3fp =
time3fp (i) = time; n
n3fp = length(tt3fp)

[tt,yy,time, stats] =
tt3n = tt; yy3n = yy
time3n (i) = time; nf
n3n = length(tt3n);

[tt,yy,time, stats] =
ttSfp = tt; yySfp =
timeS5fp (i) = time; n
n5fp = length(tt5£fp)

stats

[tt,yy,time, stats] =
ttbn = tt; yy5n = vVy
time5n (i) = time; nf

nb5n = length (ttb5n);

stats

tol3 (1) TOL3; TOL3

tol5(i) = TOL5; TOL5

H(i) = h; h = h/2.0;
end

% Damos otro paso con el
i=i+1;

[tt,yy,time, stats] = Fix
tt3fp = tt; yy3fp = yy;
time3fp (i) = time; nfun3
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= (h"3)/10;
(h"5)/10;

',2.3e-14, 'AbsTol"',2.3e-14, 'Jacobian', @VanderPol_jacobian) ;
(@VanderPol, [t0,tF],y0,options);
exact = yexact (nexact, :);

lmil)

n', 'best"');
nl.eps

lc_l)

n', 'best"');

n2.eps

r3fp = zeros(m,1); nfun3fp = zeros(m,1);

3n = zeros(m,1); nfun3n = zeros(m,1);

err5fp = zeros(m-1,1); nfunbSfp = zeros(m-1,1);
rr5n = zeros(m-1,1); nfun5n = zeros(m-1,1);

FixedPoint (t0,tF,y0,h, TOL3, @VanderPol, 3, 50) ;

Yyi
fun3fp (i) = stats(2);
; err3fp(i) = norm(yy3fp(n3fp, :)-exact);

Newton (t0, tF,y0,h, TOL3, @VanderPol, @VanderPol_jacobian, 3,50);
un3n (i) = stats(2);
err3n (i) = norm(yy3n(n3n,:)-exact);

FixedPoint (t0,tF,y0,h, TOL5, @VanderPol,5,50);

YYi
funSfp (i) = stats(2);
; errS5fp (i) = norm(yy5fp(n5fp, :)-exact);

Newton (t0, tF,y0,h, TOL5, @VanderPol, @VanderPol_jacobian,5,50);

’

unbn (i) = stats(2);
err5n (i) = norm(yy5n(nbn, :)-exact);
= TOL3/(273);

= TOL5/(2°5);

metodo de orden 3
edPoint (t0,tF,y0,h, TOL3, @VanderPol, 3, 50) ;

fp(i) = stats(2);
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n3fp = length(tt3fp); err3fp(i) = norm(yy3fp(n3fp,:)-exact);
[tt,yy,time, stats] = Newton (tO,tF,y0,h, TOL3, @VanderPol, @VanderPol_jacobian, 3,50);
tt3n = tt; yy3n = yy;

time3n (i) = time; nfun3n(i) = stats(2);

n3n = length(tt3n); err3n(i) = norm(yy3n(n3n, :)-exact);
figure (3)

clf

loglog (nfun3fp,err3fp, 'g.——"', 'MarkerSize',12, 'LineWidth',2);
hold on

loglog (nfun3n,err3n, 'm.-"', 'MarkerSize',12, 'LineWidth',2);
hold on

loglog (nfun5fp,err5fp, 'b.——"', '"MarkerSize',12, 'LineWidth',2);
hold on

loglog (nfunbn,errbn, 'c.-', '"MarkerSize',12, 'LineWidth',2);
hold off

grid on

x1im ([100 1000007)

ylim([le-11 1le-2])

xlabel ('Numero de evaluaciones de funcion')

ylabel ('Error")

legend ('Punto fijo, orden 3', 'Newton, orden 3','Punto fijo, orden 5',
'Newton, orden 5','Location', 'best');

print -depsc err_neval.eps

figure (4)
clf
loglog (time3fp,err3fp, 'g.——"', 'MarkerSize',12, 'LineWidth',2);
hold on
loglog (time3n,err3n, 'm.-', 'MarkerSize',12, 'LineWidth', 2);
hold on
loglog (time5fp,err5fp, 'b.——"', 'MarkerSize',12, 'LineWidth',2);
hold on
loglog (timeb5n,errb5n, 'c.-"', 'MarkerSize',12, 'LineWidth',2);
hold off
grid on
x1lim([1le-3 1])
ylim([le-11 le-2])
xlabel ('Tiempo CPU'")
ylabel ('Error'")
legend ('Punto fijo, orden 3', 'Newton, orden 3','Punto fijo, orden 5°',
'Newton, orden 5','Location', 'best');
print -depsc err_time.eps
end

La funcién graphics_var.m llama a las funciones previas y representa:

= La longitud de paso frente al tiempo, donde el eje de abscisas se corresponde con el tiempo ¢ y
el eje de ordenadas con el vector de longitudes de paso h.

= El nuimero de iteraciones de cada paso aceptado en la funcién Newton_var.m frente al tiempo,
donde el eje de abscisas se corresponde con el tiempo ¢ y el eje de ordenadas con el vector de
iteraciones nnit.

Ademas, proporciona como valores de salida al tiempo CPU timebnvar, a nimero de evaluaciones de
funcién nfunbnvar y al error errbnvar.

function [timebnvar,nfunbnvar,errbSnvar] = graphics_var ()
global epsilon

o

% epsilon < 1;

y0 = VanderPol_initial();
t0 = 0; tF = 11; h = 0.01;

o

% nmaxiter = 5 o 10 para iteracion de Newton paso variable
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zeros (m, 1) ;

m = 6; H = zeros(m,1);

tol = zeros(m,1); TOL = 1.0e-3;

options = odeset ('RelTol',2.3e-14, 'AbsTol',2.3e-14, 'Jacobian',@VanderPol_jacobian) ;
[texact,yexact] = odel5s(@VanderPol, [t0,tF],y0,options);

nexact = length(texact); exact = yexact (nexact, :);

timeS5nvar = zeros(m,1); errbnvar = zeros(m,1l); nfunbnvar =

for i = 1:m

[tt,yy,hh,nnit,time, stats] =
@VanderPol_jacobian,5,5);

Newton_var (t0, tF,y0,h, TOL, @VanderPol,

if i==
ttSnvar = tt;
hhbnvar = hh;
nnit5nvar = nnit;
end
timebSnvar (i) = time; nfunbnvar (i) = stats(2); yySnvar = yy;

nbnvar = length(tt); errbSnvar(i) =

stats

if epsilon == 0.1
figure (1)
elseif epsilon == 0.01
figure (2)
elseif epsilon == 0.001
figure (3)
end
semilogy (tt, hh)
grid on
x1lim([t0 tF])
xlabel ('Tiempo")
ylabel ('Longitud de paso')
legend('h(t) ', "Location', "best');
if i==
if epsilon == 0.1
print -depsc tthh_0l.eps
elseif epsilon == 0.001
print -depsc tthh_0001.eps
end
end

tol (i) = TOL;
H(i) = h; h =

TOL = TOL/10;
h/ (107 (1/5));
end

if epsilon == 0.01
subplot (2,1,1)
semilogy (tt5nvar, hh5nvar)
grid on
x1im ([0 31])
xlabel ('Tiempo")
ylabel ('Longitud de paso')
legend('h(t) ', 'Location', 'best'");

subplot (2,1,2)

plot (ttbnvar (l:end-1),nnitbnvar,'.-")

grid on
x1im ([0 37)
ylim([2 8])

xlabel ('Tiempo")
ylabel ('Numero de iteraciones')
legend ('Num.iter.', 'Location’', 'best"');

print —-depsc tthh_001l.eps

norm(yyb5nvar (n5nvar, :) —exact) ;



C.7. GRAFICAS

end

end

La funcién main_graphics.m llama a las funciones graphics.m y graphics_var.m, y ademdas genera

las siguientes gréficas:

» La primera gréfica representa la evolucién con el tiempo de la componente y;(t) del oscilador de
Van der Pol para ¢ = 0,1 y ¢ = 0,01, donde el eje de abscisas se corresponde con el tiempo ¢ y

el

= De forma similar, la segunda gréafica representa la evoluciéon con el tiempo de la componente

Y2

= La tercera grafica muestra el error frente al nimero de evaluaciones de funcién realizadas segtin

el

eje de ordenadas con la componente y; (t).

(t) para e =0,1y e = 0,01.

método de Radau ITA y el proceso iterativo elegidos.

= La cuarta grafica muestra el error frente al tiempo CPU de dichos métodos.

functio
glob
t0 =

if e

else

n [] = main_graphics ()
al epsilon
0; tF = 11;

psilon==
graphics () ;

epsilon = 0.1;
[texactl,yexactl,timel,nfunl,errl]

graphics_var();

epsilon = 0.01;
[texact2,yexact2,time2,nfun2,err2] = graphics_var();

epsilon = 0.001;
[texact3,yexact3,time3,nfun3,err3] = graphics_var();

figure (4)

clf

plot (texactl,yexactl(:,1), 'm—")

hold on

plot (texact2,yexact2(:,1), 'b-")

hold off

x1im ([t0 tF])

xlabel ('Tiempo')

ylabel ("y_-1(t)")

legend('y-1(t), \epsilon = 0.1','y_.1(t), \epsilon = 0.01','Location’,
'northeast');

print -depsc realsolutionl_var.eps

figure (5)

clf

plot (texactl,yexactl(:,2), 'm-")

hold on

plot (texact2,yexact2(:,2), 'b-")

hold off

x1lim ([t0 tF])

xlabel ('Tiempo"')

ylabel ('y_2 (t)")

legend('y_2(t), \epsilon = 0.1','y_2(t), \epsilon = 0.01','Location',
'northeast’');

print —-depsc realsolution2_var.eps

figure (6)

clf
loglog(nfunl,errl, 'y.-", '"MarkerSize',12, 'Linewidth', 2);
hold on
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loglog(nfun2,err2, 'c.-"', '"MarkerSize',12, 'LinewWidth', 2);

hold on

loglog (nfun3,err3, 'g.-", '"MarkerSize',12, 'LineWidth',2);

hold off

grid on

x1im ([1000 1000000])

ylim([le-11 1le-3])

xlabel ('Numero de evaluaciones de funcion')

ylabel ('Error")

legend('Newton, \epsilon = 0.1', 'Newton, \epsilon = 0.01',
'Newton, \epsilon = 0.001', "Location', '"best");

print -depsc err_neval_var.eps

figure (7)
clf
loglog(timel,errl, 'y.-", '"MarkerSize',12, 'LineWidth',2);
hold on
loglog (time2,err2, 'c.-"', '"MarkerSize',12, 'LineWidth',2);
hold on
loglog(time3,err3, 'g.-", 'MarkerSize',12, 'LineWidth', 2);
hold off
grid on
xlim([le-1 107])
ylim([le-11 1e-3])
xlabel ('Tiempo CPU'")
ylabel ('"Error")
legend ('Newton, \epsilon = 0.1', 'Newton, \epsilon = 0.01',
'Newton, \epsilon = 0.001", "Location', 'best');
print -depsc err_time_var.eps
end
end



