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Introduccion

Euclides, en su tratado Los Elementos (300 a.C.), sent6 las bases de la
geometria tal y como la conocemos ahora. La geometria que describié era
axiomatica, esto es, todos los teoremas se derivan de una serie de axiomas
simples. Euclides considerd los siguientes axiomas o postulados:

1. Dos puntos distintos cualquiera determinan un segmento de recta.
2. Un segmento de recta se puede prolongar indefinidamente en una recta.

3. Se puede trazar una circunferencia dados un centro y un radio cual-
quiera.

4. Todos los angulos rectos son congruentes entre si.

5. Por un punto exterior a una recta, se puede trazar una unica paralela
a la recta dada.

Desde la Antigiiedad el quinto postulado fue fruto de controversia, al
ser el menos evidente de todos. Durante miles de anos se intentd probar
dicho axioma a partir de los otros cuatro. Ya en el siglo XIX, matematicos
como Gauss o Lobachevsky consideraron la posibilidad de geometrias sin este
postulado, la existencia de geometrias no euclideas. La primera en aparecer
histéricamente fue la Geometria Hiperbdlica, que sustituia este quinto axioma
por el siguiente:

“Por un punto exterior a una recta, existen infinitas paralelas a la recta
dada.”

Este trabajo estd dedicado al estudio de un modelo de la geometria hi-
perbdlica, el modelo del Semiplano Superior de Poincaré. Sin embargo, la
aproximacion que se va a seguir no es axiomatica, sino siguiendo el punto de
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vista de Klein de que la geometria es el estudio de invariantes por un grupo
de transformaciones del espacio.

El trabajo consta de 4 partes:

En el primer capitulo sentamos las bases de la geometria hiperbdlica.
Trabajamos en el espacio H = {z € C : Im(z) > 0}, donde definimos
las rectas hiperbdlicas y estudiamos sus propiedades de paralelismo. Con
el objetivo de visualizar H dentro de un espacio compacto, estudiamos su
relacion con la esfera de Riemann. Por tltimo, hablamos de la frontera en el
infinito de H y los diferentes tipos de rectas hiperbdlicas paralelas.

El objetivo del segundo capitulo es encontrar un grupo de transformacio-
nes de H que dejen invariante el conjunto de rectas hiperbdlicas. Para ello
primero determinamos un grupo de homeomorfismos de C que preserven el
conjunto de circunferencias. Dicho grupo es el Grupo General de Mobius,
Mob. Después determinaremos el subgrupo de Mob que deja invariante el
conjunto de rectas hiperbélicas, Mob(H), y estudiaremos algunas de sus pro-
piedades.

En el tercer capitulo derivamos una forma de medir longitudes de caminos
y distancias en H, de manera que ambos conceptos sean invariantes bajo
la accién de MOb(H). Dotaremos a nuestro espacio H de una estructura
de espacio métrico de caminos, de manera que el grupo de isometrias sea
exactamente el grupo Méb(H).

El dltimo capitulo del trabajo es un breve estudio de cémo derivar otros
modelos de geometria hiperbdlica a partir de nuestro estudio de H. Se estudia
en particular el modelo del Disco de Poincaré, D, y como su construccion se
puede generalizar, dando lugar a otros modelos de geometria hiperbdlica en
subespacios de C conformes a H.



Capitulo 1

El modelo del Semiplano
Superior

En este capitulo describimos el modelo de la geometria hiperbdlica objeto
de este trabajo, el modelo del Semiplano Superior, H. Exploramos propieda-
des de paralelismo de las rectas hiperbdlicas, probando los postulados 1 y 2,
y encontrando que el quinto postulado de Euclides se debe sustituir aqui por
el postulado correspondiente de la geometria hiperbdlica,

“Por un punto exterior a una recta pasan infinitas paralelas”.

Con el objetivo de ver H como un subespacio de un espacio topoldgico
conocido, lo cual sera importante en el capitulo 2, se estudia su relacién con
la esfera de Riemann, lo que finalmente nos lleva a entender el concepto de
”frontera en el infinito” de HI.

1.1. Un modelo para el Plano Hiperbdlico

Empezamos describiendo un modelo del plano hiperbdlico, es decir, una
elecciéon de espacio subyacente y una eleccion del modo de representar objetos
geométricos béasicos, como puntos y rectas.

El modelo del plano hiperbdlico que estudiaremos es el modelo del Se-
miplano Superior. El espacio subyacente a este modelo es H, definido en el
plano complejo C como

H={zeC:Im(z)> 0}

7
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Ademas usamos la nocién de punto que H hereda de C, asi como la nocién
de angulo, esto es, el angulo entre dos curvas en H es el angulo que forman
esas dos curvas en C.

Definiremos las rectas hiperbédlicas de manera distinta a su definiciéon en
la geometria euclidea. Esto derivard en las grandes diferencias entre ambas
geometrias.

Definicién 1.1. Hay dos tipos de rectas hiperbolicas. Las primeras son la
interseccién de H con rectas euclideas perpendiculares al eje real R en C. Las
otras son la intersecciéon de H con circunferencias euclideas centradas en el
eje real R.

dlan

Figura 1.1: Varias rectas hiperbodlicas

Mas adelante unificaremos ambos tipos de rectas hiperbdlicas, pero de
momento esta definicién nos sirve para determinar sus propiedades basicas.

Proposicién 1.2. Para cada par de puntos distintos p y ¢ en HNR, tal que
Re(p) # Re(q), existe una unica circunferencia centrada en R que pasa por

pygq.

Demostracion. Empezamos demostrando la existencia. Sea L,, el segmento
euclideo que une p y ¢, y sea K la mediatriz de dicho segmento. Entonces,
cualquier circunferencia euclidea que pase por p y ¢ tiene centro en K. Como
p y q tienen partes reales diferentes, K no es paralela a R, y por tanto K y
R se cortan en un tnico punto c.

Por tanto, sea A la circunferencia con centro ¢ y radio |c—p|. Como ¢ € K
tenemos que |¢ —p| = |c—q|, y A pasa por q y p. Esta circunferencia A es la
buscada.
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Si tenemos otra circunferencia que pasa por p y ¢, su centro debe estar
necesariamente en la interseccion de la mediatriz K y el eje R. Luego ambas
circunferencias son de hecho la misma, y hemos demostrado la unicidad. [

Ahora que hemos demostrado este resultado, podemos enunciar la siguien-
te proposicion, que es una propiedad béasica de la geometria euclidea, y como
es de esperar, también es cierta en la geometria hiperbdlica.

Proposicion 1.3. Dados dos puntos distintos p y q en H, existe una unica
recta hiperbolica que pasa por ambos.

Demostracion. En el caso Re(p) # Re(q), el resultado es consecuencia directa
de la proposicion . Queda entonces solo probar el caso en el que Re(p) =
Re(q).

En este caso la recta euclidea L = {z € C|Re(z) = Re(p)} es perpendicu-
lar al eje real y pasa por py q. Luego £ = HN L es la recta que buscdbamos.

La unicidad de esta recta es debida a que no existe una circunferencia que
pase por ambos p y ¢ cuyo centro esté en R, y por tanto la tinica posibilidad
de recta hiperbdlica es la mencionada antes. O

Con la siguiente proposicion ilustraremos la primera gran diferencia entre
la geometria euclidea y la geometria hiperbdlica, que es lo que en la geometria
euclidea se conoce como el postulado de Euclides:

Por un punto exterior a una recta, se puede trazar una unica paralela a la
recta dada.

Para ello necesitamos definir lo que son las rectas paralelas. En analogia
con la geometria euclidea, se definen como sigue:

Definicién 1.4. Dos rectas hiperbdlicas son paralelas si son disjuntas.

Proposicién 1.5. Sea ¢ una recta hiperbélica y p un punto en H que no esta
en £. Entonces existen infinitas rectas hiperbolicas paralelas a ¢ que pasan

por p.

Demostracion. Tenemos que considerar dos casos, véase figura 1.2

Primero consideramos el caso en el que ¢ estd contenida en una recta
euclidea L. Como p es exterior a L, existe una tunica recta euclidea K que
pasa por p y es paralela a L. Trivialmente K es perpendicular a R, y por
tanto K N H es una recta hiperbdlica paralela a ¢ que pasa por p.
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Ahora, para construir otra recta hiperbdlica paralela a ¢, tomamos un
x € R que se encuentre entre L y K, y consideramos la circunferencia euclidea
A con centro en R que pasa por x y p. Dicha circunferencia existe dado que
Re(p) # Re(z), por la proposicién [1.2]

Ay L son disjuntas, puesto que todos los puntos z € A cumplen Re(z) >
x. Luego la recta hiperbdlica HN A es paralela a ¢ pasando por p.

Como hay infinitas elecciones de z, existen infinitas rectas hiperbdlicas
paralelas a ¢ que pasan por p.

Ahora supongamos que ¢ esta contenida en una circunferencia euclidea
A, de centro ¢ € R. Sea D la circunferencia concéntrica a A que pasa por
p. Claramente H N D es una recta hiperbdlica paralela a ¢ que pasa por p.
Para construir otra recta hiperbélica con esta propiedad, tomamos un x € R
entre A y D, y consideramos la circunferencia euclidea E que pasa por z y p
y con centro en R, cuya existencia garantiza la proposicién [1.2 Como antes,
E y A son disjuntas, luego £ N H es una recta hiperbdlica que pasa por p y
es paralela a . También se tiene que hay infinitas formas de escoger dicho z,
luego hay infinitas rectas hiperbdlicas paralelas a ¢ que pasan por p. O

Figura 1.2: Varias rectas paralelas por un punto
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1.2. La esfera de Riemann

Vamos en esta seccién a unificar los dos tipos distintos de rectas hiperbdli-
cas que hemos definido.

Como C es un espacio topoldgico localmente compacto y de Hausdorff,
podemos realizar la compactificacién por un punto de C, anadiendo un punto
del infinito, oo.

Definicién 1.6. Sea X un espacio topoldgico. Un espacio Y es una compac-
tificacion de X si

1. X €Y, ylatopologia de X es la de subespacio de Y.
2. Y es compacto y de Hausdorff.
3. X es denso en Y.

Si ademés | X — Y| =1, se dice que Y es una compactificacion por un punto
de X (o compactificaciéon de Alexandroff).

El siguiente teorema nos garantiza la existencia de la compactificacion
por un punto de C. No incluiremos aqui la demostracion, pues son nociones
bésicas de topologia, pero se puede encontrar en [3].

Teorema 1.7. Sea (X, 7) un espacio localmente compacto y de Hausdorff.
Sea co & X y seaY = X U{oo}. Entonces:

1. El conjunto T = TU{Y N\ K| K es subespacio compacto (para 7) de X'}
es una topologia en'Y , y la topologia de subespacio que induce en X es
T.

2. (Y,T) es un espacio de Hausdorff y compacto.

3. Si X no es compacto, es denso en'Y , y por tanto Y es una compacti-
ficacion por un punto de Y .

Algunas de las propiedades topoldgicas de este nuevo espacio, que nos
seran de utilidad, se resumen en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.8. Sea (X, T) un espacio topolégico que cumple las condicio-
nes de la definicion y sea (Y,T) una compactificacion por un punto de
X. Denotando A a la adherencia de A para la topologia T, tenemos:
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1. Si A no estd contenido en ningin compacto, entonces A=A U {0},
y FrsA = Fr; AU {oo}.

2. Si A estd contenido en un compacto, A =A", y Fr-A = Fr, A

Demostracion. Tenemos A C X C Y, por tanto A = AN X.

Como Y = X U {oc}, hay dos posibilidades, que A = A", 0 que A =
A" U{oo}, puesto que X tiene la topologia de subespacio de Y. Tenemos que
oo € Asiy solo si para todo compacto K para la topologia 7, (Y —K)NA # 0,
puesto que (Y — K)NA=0siysolosi AC K.

La demostracién de las fronteras es anédloga. O]

En particular, anadiendo a C un punto, al que llamaremos punto del
infinito, co, obtenemos un nuevo espacio compacto C = C U {oo}. Este
espacio se denomina la esfera de Riemann.

Por lo tanto, la topologia de C es:

7={U C C|U es abierto } U{C \ K | K es compacto en C}.

Recordamos que en C, dado A C C, si existe un compacto K tal que
A C K, entonces A es acotado.

Para visualizar mejor este espacio, recurrimos a la proyeccion estereografi-
ca. Recordamos su definicion:

Identificamos el plano complejo C con el plano XY de R?, y consideramos
la aplicacién definida en la esfera unidad S? de R?, a la que se le quita el
punto N = (0,0, 1), por:

: SN {N} —C

donde la imagen de p € S? \ {N} es el punto de interseccién de C con la
semirrecta de R? que sale de NV y pasa por p.
Analiticamente, si p = (21, x9, x3), entonces
T T2

ﬂ-(p): 1—£E3+Zl—£l§'3‘

— — _ . 2 _ 1
(z) = 24z 7(z z)z,|z| ‘
22+ 17 [22 + 17 22 + 1
Se tiene que 7 es una biyeccién entre S \ {N} y C, de hecho es un
homeomorfismo, puesto que tanto 7 como su inversa son continuas.

La siguiente proposiciéon nos permite extender m a un homeomorfismo
entre S* y C.

Su inversa es
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Proposicion 1.9. Sea f : X1 — X un homeomorfismo entre espacios Haus-
dorff localmente compactos. Entonces f se puede extender a sus compactifi-
caciones de Alexandroff definiendo f(oo1) = o0og.

Demostracion. La aplicacion extendida es claramente biyectiva. Tenemos que
U C X; es abierto si y solo si U C X; es abierto en X; 0 X; — U es
compacto, por el teorema [[.7 Como f es homeomorfismo, esto se da si y
solo si f(U) C X5 es abierto en X5, 0 Xy — f(U) es compacto. Por tanto
concluimos que U C X es abierto si y solo si f(U) C X5 es abierto, luego f
es homeomorfismo. O

Por tanto, 7 se extiende en las compactificaciones de S? — N y C, que son
respectivamente S? y C. Denotaremos igualmente a la extensién 7 : S? — C,
que es un homeomorfismo (con 7(N) = 00).

Nuestro objetivo es unificar los dos tipos de rectas hiperbdlicas, para ello
hacemos uso de la siguiente caracterizacién conjunta de rectas y circunferen-

cias de C.
Lema 1.10. Sea
L={2€C:azz+ P2+ pz+7v=0} (1.1)

cona,yER,BeC, yBi—ay>0.Sia#0, entonces L es una circunferen-
cia, mientras que si « = 0, L es una recta. Ademds toda recta o circunferencia
en C se puede expresar como uno de los conjuntos L con apropiados o, B y 7.

Demostracion. Considerando z = x + iy, [ = (1 + 10, con un simple calculo
obtenemos que

aZZ+ B2+ BE+v=0 & a(z®+9*) + 281z + 2By +v=0.

Si a = 0, es la ecuacién de una recta. Si « # 0, entonces podemos reescribir
la ecuacién en la forma

2 2
04<x+&) +a(y+&) =
« o

que es la ecuacién de una circunferencia de centro —g y radio

2

0]
BB —ya
S

Reciprocamente, si tenemos una recta en C dada por ax + by + ¢ = 0,
consideramos 8 = a + b y v = 2c¢ y obtenemos una recta en la forma (|1.1]).
Si tenemos la circunferencia |z — 25| = r? entonces consideramos a = 1,
B = —2y,y 7y = |z —r? para conseguir una expresién en la forma (L.1). O
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Proposicién 1.11. La proyeccion estereogrdfica, m = S* — C, establece bi-
yecciones entre:

1. El conjunto de circunferencias contenidas en S? que pasan por N y el
congunto {L | L C C, L recta}, (obsérvese que L = L U {o0}, por la
Proposicion @

2. El conjunto de circunferencias que no pasan por N y el conjunto de
circunferencias de C.

Demostracion. 1. Si tenemos una circunferencia en S? que pasa por N,
entonces por la definiciéon de la proyeccion estereografica, la imagen
de la circunferencia es la interseccién del plano que contiene a dicha
circunferencia con C, que es una recta.

Reciprocamente, si tenemos una recta en C, su contraimagen es la in-
terseccion de la esfera con el plano que contiene a la recta y al punto N.
Como oo € L'y 7% (c0) = N, el punto N pertenece a la contraimagen.
Por tanto ha de ser una circunferencia en S? que pasa por N.

2. Ahora tenemos una circunferencia S de S? que no pasa por N. Esa
circunferencia esta determinada por un plano de la forma Au + Bv +
Cw+ D = 0, con C # —D, puesto que N no pertenece al plano.
Ademas,

a) Dicho plano corta a S* en mas de un punto, en particular existe
(u,v,w) € S* tal que (A4, B,C)(u,v,w) = —D, y por la desigual-
dad de Schwarz se deduce que A% + B? + C? > D2,

b) No puede darse A2+ B%+C? = D?, porque en este caso tendriamos

que todos los puntos de la circunferencia serian proporcionales a
(A, B,(C), y el plano cortarfa solo en un punto a la esfera.

Sea (u, v, w) = 77(2), es decir w = er}, u=(1-w)HE =22 v=

(1— w)@ = (;_32 Sustituyendo en la ecuacion del plano obtenemos

la ecuacién de 7(S):

_ =y 1
z_+z )(Z_ Z)i +sz +D =0, es decir

(C+D)zz+ (A+Bi)z+(A-Bi)z—C+ D =0,
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haciendo o = C+ D # 0, 8 = (A—Bi)yy=—C+ D, se cumple la
condicién 88 —ay = A2+ B2 4 C? — D? > 0 y por lo tanto la ecuacién
obtenida es una circunferencia, por el lema [I.10}

Si ahora tenemos una circunferencia en C definida por la ecuacion
|z — al* = r?, escribiendo a = a; + iay podemos reescribir la ecua-

cién anterior como
2Z — 2(a1x + agy) = r* — |al.

La contraimagen de la circunferencia es el conjunto de puntos (1, 2, 23)
de S? que verifican

14+« T T
P2 (o a2 =7’ —|a]* &
1—33'3 1—1’3 1—373

1+ 23 — 20121 — 20929 = (r* — |af*) (1 — x3)

que es la ecuacién de un plano. Luego la contraimagen es la interseccion

de un plano con la esfera, que es una circunferencia.
]

Ahora estamos en condiciones de unificar los dos tipos de rectas hiperbdli-
cas.

Definicién 1.12. Llamaremos circunferencia en C a, o bien una circunfe-
rencia en C, o bien la unién de una recta euclidea en C con {oco}.

Esto quiere decir que el punto del infinito es el punto que anadimos a las
rectas euclideas para obtener una circunferencia. Mdas ain, si L es una recta
en C, la circunferencia en C que contiene a L, es decir, L U {oo}, coincide
con la adherencia de L, L.

A partir de ahora pasaremos a identificar S? con C via la proyeccién
estereografica, la notacion utilizada dejara claro en qué espacio se esta tra-
bajando. Vamos ahora a calcular las contraimagenes de R y de H para tener
una mejor visién de nuestro plano hiperbélico visto en S2.

La contraimagen de R debe ser una circunferencia de S? que pasa por N.
Por la definicion de la proyeccion estereografica, los puntos de la interseccién
de S? con el plano XY son puntos fijos. Por tanto la circunferencia que busca-
mos pasa por (1,0,0), (=1,0,0)y N = (0,0, 1). Es decir, es la circunferencia
contenida en el plano y = 0.
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Para calcular la contraimagen de H solo tenemos que calcular la contra-
imagen de un punto de H y ver a que semiesfera pertenece. Tenemos que
7~ 1(i) = (0,1,0), como la segunda componente es positiva, la contraimagen
de H es:

(M) =S* N {(x,y,2) € R* |y > 0}

Otra propiedad importante de la proyeccion estereografica es que es una
aplicacion conforme.

Definicién 1.13. Una aplicacion f : R"™ — R™ es conforme si conserva
angulos. Es decir, dadas dos curvas regulares o y 3 que intersecan en R" con
angulo ¢, entonces el dngulo que forman las curvas f(a) y f(B) es ¢.

Proposicién 1.14. La proyeccién estereogrdfica m : S* N {N} — C y su
mversa son aplicaciones conformes.

Demostracion. Como 7 es un difeomorfismo, es suficiente probar que una de
las dos es conforme. Demostraremos que el angulo de dos rectas en C es el
mismo que el que forman la imagen de las rectas en S?.

Sean /1 y {5 dos rectas en C que se cortan en el punto P con angulo 6. Sea
11, el plano que contiene a N y ¢; (j = 1,2). Se tiene que las circunferenicas
C; = S*NII; son las contraimégenes de £;U{oo}, que se cortan en Q = 7~ !(P)
yen N.

Sea T el plano tangente a S? en N. T es paralelo al eje XY que hemos
identificado con C, por lo que las rectas m; = T' N II; son paralelas a las
rectas £; = CN1I;, por tanto las rectas m; se cortan en /N con angulo 6.

Como las circunferencias C; se cortan con el mismo dngulo en los dos
puntos de interseccién, N y @, y como m; es la tangente a C; en N, las
rectas w1 (¢1) y pi~'({3) se cortan con dngulo 6 en Q = 7 !(P) O

Definiremos el angulo en oo de dos curvas c¢; y ¢o de C como el angulo
que forman en N las curvas 7 !(c;) y 7 !(ca). De esto deducimos que la
aplicacién 7 : S? — C, asi como su inversa, son conformes.

Ahora que hemos probado que 7 es conforme, podemos demostrar que las
rectas hiperbdlicas se transforman en semicircunferencias en la esfera.

Sea ¢ una recta hiperbélica, y sea A la circunferencia de C que contiene
a (. Por la proposicién [I.11] la contraimagen de A estd contenida en una
circunferencia de S?. Ademds, A corta a R en dngulo recto, por tanto, 7—!(A)
corta con la circunferencia 77! (R) = S? N {y = 0} en dngulo recto también.
Luego la contraimagen de ¢ es una semicircunferencia.
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1.3. La frontera en el infinito de H

Anteriormente hemos definido las circunferencias de C o bien como rectas
en C unién {oo}, o bien como circunferencias en C. Podemos, en analogia a
la geometria euclidea, definir la nocién de disco.

Definicién 1.15. Definimos un disco D en C como una de las componentes
conexas del complementario de una circunferencia A en C. Nos referimos a
A como la circunferencia que determina el disco D.

Por ejemplo, S' determina los discos B(0,1) = {z € C : |z| < 1} ¥y
C - B(0,1) = {z € C|2| > 1} U {oc}, y R determina el semiplano superior
H y el semiplano inferior {z € C : Im(z) < 0} U {oo}.

Vamos a definir la frontera en el infinito de cualquier conjunto de Hi, el
motivo de la definicién quedara claro en el capitulo 3, cuando definamos la
distancia hiperbdlica.

Definiciéon 1.16. Dado un conjunto X C H, se define la frontera en el
infinito de X como la interseccion X N R.

Teniendo en cuenta la proposicién [I.8] la adherencia de un conjunto X
es X' si X es acotado y X U {oo} en caso contrario.

En particular, la frontera en el infinito de H es la circunferencia R de C.

Si ¢ es una recta hiperbélica, su frontera en el infinito serd ¢ NR. Si £ esta
contenida en una recta euclidea su frontera en el infinito serda un punto de R
y {oo}. Si por el contrario estd contenida en una circunferencia euclidea, su
frontera en el infinito seran 2 puntos de R.

Ahora consideramos dos rectas hiperbolicas paralelas, {1 y ly, contenidas
en las circunferencias A; y As de C. Entonces hay dos posibilidades para la
frontera en el infinito de la unién £ = ¢; U {5, vease la figura

= Si A; y A, se cortan, necesariamente ha de ser en R, y entonces la
frontera en el infinito de ¢ esta formada por 3 puntos.

= Si por el contrario A; y A, son disjuntas también, entonces la frontera
en el infinito esta formada por 4 puntos.

A las rectas del segundo tipo se las denomina rectas hiperbdlicas ultrapa-
ralelas.
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AN avVER

Figura 1.3: Rectas hiperbolicas paralelas y ultraparalelas.

En el primer supuesto se incluye el caso en el que las dos rectas hiperboli-
cas estan contenidas en rectas euclideas, puesto que se cortan en el punto
00.

Hemos visto en la proposicion que dos puntos de H determinan una
unica recta hiperbdlica. El mismo argumento que se usa para esta demostra-
cion se puede aplicar a las rectas hiperbdlicas determinadas por puntos en el
infinito.

Proposicién 1.17. Sea p un punto de H y sea q un punto de R. Entonces
existe una unica recta hiperbolica que pasa por p y q

Demostracion. Si g = oo, entonces de todas las rectas hiperbdlicas que pasan
por p, sélo hay una que contiene a ¢ en su frontera en el infinito, la que esté
contenida en la recta euclidea {z € C| Re(z) = Re(p)}. Es tnica porque
no existe ninguna recta hiperbédlica que esté contenida en una circunferencia
euclidea y que tenga a oo en su frontera en el infinito.

Si g # ooy Re(q) = Re(p), entonces la recta hiperbdlica es claramente la
contenida en la recta euclidea {z € C | Re(z) = Re(p)}.

Por dltimo, si ¢ # oo y Re(q) # Re(p), la proposicién garantiza la
existencia de la recta hiperbdlica que pasa por p y q. O

De modo similar a la proposicién [1.2] tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.18. Sean p y ¢ dos puntos en R. Entonces existe una tnica
recta hiperbolica cuyos puntos en el infinito son p y q.

Demostracion. En el caso que uno de los dos puntos es oo, pongamos p,
entonces la recta hiperbdlica debe estar contenida en una recta euclidea. La
recta buscada es la recta {z € H : Re(z) = ¢}.

Si por el contrario, p,q € R, entonces tenemos que buscar una circunfe-
rencia euclidea con centro en R que pase por p y ¢. Trivialmente el centro
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ha de ser el punto medio de ambos puntos, ¢ = ’%. La recta hiperbdlica es

entonces {z € H : |z — | = |p— |} O
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Capitulo 2

Grupo general de Mobius

Este capitulo pone el foco en entender algunos de los elementos de de
la geometria del plano hiperbdlico como el conjunto de invariantes por la
accion de ciertos grupos de transformaciones en el mismo. La base para dicho
estudio esta, después de lo visto en el capitulo 1, en empezar por encontrar
el grupo de homeomorfismos de la esfera de Riemann que deja invariante el
conjunto de circunferencias. Tal grupo es el grupo de Mobius de la esfera, que
definiremos y caracterizaremos, para posteriormente describir el subgrupo
que deja invariante H, y probar algunas de sus propiedades de transitividad.

2.1. Las transformaciones de Mobius

Vamos en esta seccién a definir un tipo de transformaciones en C que no
nos es desconocido, el grupo de las transformaciones de Mobius, para més
adelante probar que preservan el conjunto de circunferencias de C. Muchos
de los resultados de esta secciéon son conocidos de la asignatura Variable
Compleja, por lo que no se incluird la demostracion, el lector que lo desee
puede encontrarlas en los libros [2] y [4].

Definicién 2.1. Una transformacion de Mébius es una funcién m : C — C

de la forma
az+b

m(z) = (2.1)

cz+d

donde a,b,c,d € Cy ad — bc # 0, y se entiende que si ¢ # 0, entonces
m(oo) =2y m(—2) = oo, y si c =0, m(co0) = oo.

C

21



22 CAPITULO 2. GRUPO GENERAL DE MOBIUS

La condicién ad — bec # 0 garantiza que m no es constante.
Denotaremos por Mob™ el conjunto de todas las transformaciones de
Mobius.

Proposicién 2.2. El conjunto Mob" es un grupo bajo la composicion.

Proposicion 2.3. Toda transformacion de Mébius es composicion de apli-
caciones de la forma:

(1) fi(z) =az+b, a#0
(11) fo(z) =L (inversidn)

Como consecuencia directa de esta proposicién tenemos el siguiente co-
rolario.

Corolario 2.4. Las transformaciones de Médbius son homeomorfismos.

Ahora probaremos que estas transformaciones llevan circunferencias en
circunferencias. Para ello, utilizamos el lema [1.10]

Teorema 2.5. Sea m una transformacion de Mobius y L una circunferencia
en C. Entonces m(L) es también una circunferencia en C.

Demostracion. Como m es composicion de transformaciones de la forma z —
az+byz— %, basta demostrar que m(L) es una circunferencia para ambos

casos.
La ecuacién de toda circunferencia de C, segin el lema [1.10, es de la
forma

azZ+fz+PBz4+v=0, cony,ac€RypBB—ay>D0. (2.2)

Consideramos primero la transformacién m(z) = az + b. La ecuacién de
m(L) se obtiene sustituyendo z por aw + b en ({2.2)), dicha ecuacién resulta

aaaw + (aab + Ba)w + (a@b + Ba)w + (v + abb + b3 + Bb) = 0.

Tenemos que aaa € R y como b3 + fb = %Re(bﬁ), se cumple también
v 4 abb + b3 + b € R. Falta comprobar la tdltima condicién de (2.2)), tras
unas sencillas cuentas, esta expresion queda

(aab + Ba)(a@b + Ba) — aaa(y + abb + b + Bb) = aa(BB — ay) > 0,



2.1. LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS 23

como querfamos. Por tanto concluimos que m(L) es una circunferencia.
Ahora consideramos la transformaciéon m(z) = 1. Como en el anterior
caso, sustituimos z = %, y se obtiene que la ecuacién de m(L) es

YW + B + PBw + a = 0,

que es la ecuacién de una circunferencia, por ser o,y € Ry 8—ay > 0. O

Ahora vamos a estudiar el nimero de puntos fijos de una transformacién
de Mobius m en funcién de sus parametros a, b, ¢ y d. Suponemos que m no
es la identidad.

Tenemos que m(oco) = oo si y solo si ¢ = 0. Por otra parte, los puntos
fijos de m son las soluciones de la ecuacion

az+b_
cz+d

2,

que es equivalente a
e+ (d—a)z—b=0.

En el caso ¢ # 0, la ecuacién anterior tiene 1 o 2 puntos fijos, y no mas.

En el caso ¢ = 0, los puntos fijos distintos de oo deben satisfacer la
ecuacién (d —a)z = b. Si d = a, necesariamente b # 0 puesto que hemos
supuesto que m no es la identidad. Por tanto en este caso el uinico punto fijo
es 00. Si tenemos a # d, entonces hay un punto fijo adicional, z = ﬁ.
Como consecuencia de este analisis tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.6. Sea m(z) una transformacion de Mobius que fija 3 puntos
distintos de C. Entonces m(z) es la identidad.

A continuacién enunciamos una de las propiedades basicas de las trans-
formaciones de Mobius.

Proposicién 2.7. Dadas dos ternas de puntos distintos de C, (21, 2o, 23) ¥
(w1, we, w3) existe una unica transformacion de Mébius m tal que m(z;) = w;
para it =1,2,3.

Demostracion. Primero probamos la unicidad, suponiendo que existen dos
transformaciones m,n que satisfacen n(z;) = m(z;) = w; para i = 1,2,3.
Entonces m~! on fija 3 puntos dsitintos de C, por lo que es la identidad, y
m =n.
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Para probar la existencia vamos a demostrar que existe una transfor-
macién tal que m(z;) = 0,m(z2) = 1y m(z3) = oo. Una vez probado que
tal transformacion m existe, entonces existira otra transformacion n tal que
n(wy) = 0,n(wz) = 1y n(ws) = oo, y la transformacién que buscamos sera
por tanto n=! o m.

Si cada z; € C, es decir, si z; # o0 i = 1,2, 3, entonces

Z— Z1 Ry — X3

m(z) =
( ) Z — 2329 — X1
cumple las condiciones m(z;) = 0,m(z) = 1y m(z3) = oc.
Ademas, como los z; son todos distintos,

(22—23)(—23) (22— 21) = (—21) (22 —23) (22— 21) = (22— 23) (21— 23) (22— 21) # O,

y m es de hecho una transformacién de Mobius.

En los casos en los que z; = oo la transformacién es,
Z9 — Z3 zZ—Z1 zZ— 2
—, m(z) = , m(z) =

Z — Z3 29 — 21

m(z) = )
Z — Z3
respectivamente sii=1,¢1 =2, 01¢ = 3.

]

La accién de Méb™ sobre el conjunto de las ternas de puntos distintos de
C es un ejemplo de accion de grupo.

Definicién 2.8. Una accion de un grupo G en un conjunto X es un homo-
morfismo ® de G en el grupo de biyecciones de X.

® : G — {aplicaciones biyectivas X — X}.

Dado g € Gy x € X, se suele denotar también a ®(g)(x) como simplemente
g-x.

Si la accion P satisface que para cada z,y € X existe un elemento g € G
tal que g(x) = y, entonces se dice que la accién es transitiva, o que G actia
transitivamente sobre X.

Otra forma de ver la proposicion es que Mob™ actiia transitivamente
en el conjunto de ternas de puntos distintos de C.

Hay més conjuntos de objetos de C en los que Méb™ actda transitiva-
mente.
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Proposicién 2.9. Méb" actiia transitivamente sobre el conjunto C de cir-
cunferencias de C.

Demostracion. Dada una terna de puntos distintos de C, (zy, 22, 23), esta
determina una tnica circunferencia de C.

Sin embargo la implicaciéon contraria es falsa, dada una circunferencia A
de C hay una infinidad de ternas que determinan A.

Sean A, B dos circunferencias de C. Escogemos dos ternas de puntos dis-
tintos que determinen A y B respectivamente y sea m la tinica transformacion
de Mobius que lleva la terna de puntos que determinan A a la terna que de-
termina B. Tenemos que las circunferencias m(A) y B pasan ambas por la

misma terna de puntos (la que determina B), entonces necesariamente se da
m(A) = B. O

Observamos que no hay unicidad, pues dadas dos circunferencias A y B
de C, existe mas de una transformaciéon de Mébius m tal que m(A) = B,
ya que las ternas de puntos que determinan ambas circunferencias se pueden
elegir de muchas formas.

Proposicién 2.10. Méb" actia transitivamente en el conjunto D de discos
de C.

Demostracion. Sean D y E dos discos de C determinados respectivamen-
te por las circunferencias Cp y Cg. Por la proposicion anterior, existe una
transformacién de Mobius m tal que m(Cp) = Cg. Y tenemos que m(D) es
uno de los discos determinados por la circunferencia Cg.

Sin embargo, hay dos discos determinados por Cg, y puede ocurrir que
m(D) = E o que sea el otro disco. Por tanto si m(D) = E hemos terminado.
En caso contrario, necesitamos una transformacion de Mobius que lleve la
circunferencia C'p en si misma y que intercambie los dos discos.

Para la circunferencia R, la transformacién J(z) = 1 deja fijo R e in-
tercambia los dos discos, puesto que J(i) = —i y J(0) = oo, J(c0) =0y
J(1) = 1. Entonces, consideramos la transformacién de Mdbius n que lleva
Cp a R, y tenemos que la transformacién n=! o J o n lleva Cy a s misma, e
intercambia los discos. Esto completa la demostracion. O

Observamos que, al igual que la proposicién 2.9, no hay unicidad.
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2.2. Clasificacion de las transformaciones de
Mobius.

La clasificacién de las transformaciones de Mobius en base a su niimero
de puntos fijos que hicimos anteriormente puede refinarse.

Recordamos que dos elementos g, h de un grupo son conjugados si existe
otro elemento del grupo, p, tal que g = p o h o p~ . Del mismo modo, al
ser Méb™ un grupo, tenemos esta definiciéon para las transformaciones de
Mobius:

Definicién 2.11. Dos transformaciones de Mobius mq, ms son conjugadas

si existe otra transformacién de Mobius p tal que mo = pom; op™t.

Es facil ver que dos transformaciones conjugadas m y n tienen el mismo
ntimero de puntos fijos, ya que si m fija un punto x, entonces n = pomop=*
fija p(x).

Para clasificar las transformaciones de M6bius vamos a empezar por asig-
nar a cada transformacién de Mobius una conjugada a ella, escrita en cierta
forma estandar.

Proposicién 2.12. Sea m una transformacion de Mobius.

1. Sim tiene un unico punto fijo, entonces m es conjugada a la transfor-
macion n(z) = z + 1.

2. Sim tiene dos puntos fijos, entonces existe a # 0 tal que m es conjugada
an(z) =az.

Demostracion.

1. Sea z el punto fijo de m. Sea y otro punto en C — {2}, entonces la terna
(z,y,m(y)) es de puntos distintos.

Sea p la transformacién que lleva (x,y,m(y)) en la terna (00,0,1), y
consideramos la transformacién p o m o p=1.

Tenemos que pom o p (o) =pom(z) = p(x) = co. Como oo es un
punto fijo, podemos escribir pomop™(2) = az+0b con a # 0. Adem4s,
oo es el inico punto fijo, por lo que la ecuacion az+b = z no tiene mas
soluciones en C, entonces debe ser a = 1y b # 0.

Por otro lado, pomop™(0) = pom(y) = 1 y concluimos que b = 1, es
decir, pomop~!(z) = z+1. Por lo tanto, toda transformacién de Mobius
con un punto fijo es conjugada con la transformacién n(z) = z + 1.
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2. Ahora suponemos que m tiene dos puntos fijos, z, e y. Sea ¢ una trans-
formacién de Mobius que satisface ¢(x) = 0y ¢(y) = 0o, y consideramos
la transformacién ¢ o mo ¢~

Tenemos que gomoq~'(00) = gom(y) = q(y) = 00y gomog '(0) =
qom(x) = g(xr) = 0. Por tanto podemos escribir g o m o ¢ (z) = az,
para algin a € C \ {0, 1}.

]

Observamos que en la demostracién del punto 2 anterior, la elecciéon de
la transformacion ¢ no es unica, por lo que puede haber varios valores de a
posibles. Sin embargo si se puede decir algo sobre las posibles elecciones de
a.

Proposicion 2.13. Sea m una transformacion de Mobius con dos puntos
fijos x e y. Sean q1 y qo transformaciones de Mobius tales que qi o m o
qk’l(z) =aiz, k =1,2. Entonces, salvo reordenacion de x ey, se da uno de
los siguientes casos:

1 qi(7) = q2(x) = 0, 1(y) = q2(y) = 00 y a1 = a.

2. () =qy) =0, a(y) = @@) = ya =

2
Demostracion. Primero vamos a probar que, salvo reordenacion de x e y, se
tiene, o bien ¢1(z) = g2(z) =0y qi(y) = q2(y) = 00, 0 bien ¢1(z) = g2(y) =
0y q(y) = ¢2(x) = 0.

Como para k = 1,2, g, om o q; ' (z) = agz, entonces 0 y 0o son puntos
fijos de gy om o qk_l.

Si suponemos que qx(z), gx(y) & {0, 00}, como los tnicos puntos fijos de
m son 0, 0o, tenemos que m (qgl(O)) # ¢, "(0). Suponiendo esto llegamos a
la contradiccién que 0 = g, om(q;, '(0)) # qr(q; *(0)) = 0. Utilizando el punto
oo llegarfamos a la contradiccién oo = g o m(q; ' (00)) # qi(g; ' (00) = .

Por tanto tenemos que qx(z),qx(y) € {0,00} para k = 1,2. Las unicas
posibilidades, salvo reordenacion de x e y, son entonces que

@(z) =0,q1(y) =00 y @(r) =0,q(y) = o0,
o que
@(z) =0,q1(y) =00 y q2(y) =0, q2(x) = 00,
como precisabamos. Falta ahora comprobar lo relativo a los valores de a; y

as, estudiando estos dos casos por separado:
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1. En el caso ¢i(z) = ¢2(z) = 0, ¢1(y) = ¢2(y) = 00, tenemos que 0 e oo
son puntos fijos de go 0 ¢; . Entonces sabemos que p = gz 0¢q; *(2) = cz
para algiun ¢ € C ~ {0,1}.

Entonces

asz =qeomoq, (z) =pogomog; op ()

- 1 1 B aq
=po(qomogq ") EZ =P ?Z

= a1z
y obtenemos a; = as.

2. En el caso ¢1(z) = ¢2(y) = 0, ¢1(y) = ga(x) = o0, consideramos la
transformaciéon ¢ = J~! o g, con J(z) = % Tenemos que ¢ es una
transformacién de Mobius que lleva x en 0, e y en oco. Ahora, ¢ y ¢1
satisfacen las condiciones del caso 1, luego gomoq~! = a;z.

Tenemos entonces que para todo z € C

az = qomogq, (2)=Jo(gomoqg ) o J(z)
=Jo(gomoq?) (1> :J(a11> :iz.
z z ap

Concluimos que ay = é y hemos demostrado la proposicién. O

Hemos probado que para cualquier transformacién de Mobius con dos

puntos fijos, existe a € C — {0, 1} tal que m es conjugada con la transforma-

cién n(z) = az o con n(z) = 1z.

Definicién 2.14. Llamaremos tanto a a como a % un multiplicador de m.
Resumiendo todo este analisis, tenemos la siguiente clasificacion:

Definicién 2.15. Sea m una transformacién de Mobius.

1. Si m tiene un unico punto fijo, entonces decimos que es parabdlica y
que su forma estandar es n(z) = z + 1.

2. Sim tiene dos puntos fijos, sea a un multiplicador de m, entonces hay
dos posibilidades:
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a) Sila| = 1, podemos escribirlo de la forma a = €*% para algin ¢ €
(0, 7). En este caso decimos que m es eliptica y que n(z) = e*%z
es su forma estindar.

b) Si |a| # 1, podemos escribir a = A\?e*¥ para algiin real positivo \?
y algin ¢ € [0,7). En este caso decimos que m es lozodrémica y
que su forma estindar es n(z) = N\?e*¥z,

La forma estandar de una transformacién loxodrémica es la composicion
de una dilatacién (contraccién si A < 1, expansién si A* > 1) y una rotacién
(pudiendo ser esta trivial) de dngulo 2¢.

2.3. El grupo general de Mobius

Nuestro objetivo es determinar las transformaciones de H que preservan
el conjunto de rectas hiperbdlicas, para ello primero exploramos aquellas que
preservan el conjunto de circunferencias de C. Ya hemos determinado un
grupo de transformaciones, M6b™, que cumplen esta propiedad.

Una extensién natural de este grupo es considerar la extensién a C de la
conjugacion compleja,

Clz)=%,Vz2eC y (C(o0)=00.

Como O~ = C, tenemos que C' es un homeomorfismo, por la proposicién
. Ademas lleva circunferencias de C en circunferencias de C. Aun asi, no
es un elemento del grupo Mob™, debido a que fija R, y no es la identidad.

Definicién 2.16. El grupo general de Mcbius es el subgrupo del grupo de
homeomorfismos de C generado por Mob™ y la transformacién C. Denotamos
a dicho grupo Mob.

Ahora nos conviene dar una expresién general de los elementos de este
grupo. Unos calculos simples prueban el siguiente lema.

Lema 2.17. Dados
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donde a,b,c,d,a, 3,v,6 € C yad —bc#0, ad — py # 0, se tiene que

az+b az+ 0
(a@ + Be)z + (ab + (d)
(ye + 6¢)Z + (b + 6b)

nom(z) =

con (a@ + B¢)(7b + 0b) — (ab + Bd)(ye + 6¢) # 0.

Proposicion 2.18. Todo elemento f de Mob tiene una de las siguientes

formas
az+b az+b

F2) =20 o bien f(2) =

donde a,b,c,d € C y ad — bc # 0.

Demostracion. Sea f € Mob. Por definicion de Mob, existen fi,..., f, tal
que f = fio---o f, donde para todo i = 1...n o bien f; € Méb™ o bien
fi=C.

Vamos a mostrar el resultado por induccion sobre n.

Si n = 1, entonces o bien f € Mob™, que entonces es de tipo 1, o bien
f = C, que seria del tipo 2. Luego para n = 1 el resultado es cierto.

Suponemos que para cierto n € N se tiene que si f = fio...f, € Mdb
donde cada f; es un elemento de Mob™ o es la transformacién C, entonces f
tiene una de las dos formas del enunciado.

Vamos a probarlo ahora para n + 1. Tenemos entonces que m = fjo---o
fno fui1. Podemos agrupar las n primeras transformaciones f;, y expresamos
f de la forma

f:(flo'--fn)ofn—i-l-

Aplicando la hipdtesis de induccion fio. .. f,, es o bien de tipo 1 o de tipo
2. Aplicando el lema anterior, tenemos que la composicién (fio... f,)o fui1
es de nuevo de tipo 1 o de tipo 2. O]

Ya hemos visto que M&b preserva el conjunto de circunferencias de C, de
hecho, esta propiedad caracteriza a Mob:

Teorema 2.19. Sea un homeomorfismo f : C — C. Entonces f preserva el
conjunto de circunferencias si y solo si f € Mab.
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Demostracion. Denotando HomeoC(C) al grupo de transformaciones de C
que fijan el conjunto de circunferencias, tenemos que demostrar inicamente
Homeo®(C) CMob, puesto que por [2.5] tenemos que MébCHomeo® (C).

Dada f, consideramos la transformaciéon de Mobius p que lleva la terna
(f(0), f(1), f(c0)) en la terna (0,1, 00). Entonces po f(0) =0, po f(1) =1
y po f(oo) = co. Como po f es un homeomorfismo que lleva circunferencias
en circunferencias, se deduce que po f(R) = R, y que o bien po f(H) = H
o bien p o f(H) es el semiplano inferior de C. Si estamos en el primer caso
consideramos m = p, y en el otro caso consideramos m = C o p. Ahora
tenemos que m es un elemento de Mob que verifica mo f(H) = H, mo f(0) =
0, mo f(1)=1y mo f(oco) = o0.

Ademas m o f, como fija co, lleva rectas euclideas en rectas euclideas y
circunferencias euclideas en circunferencias euclideas.

Vamos a probar que m o f es la identidad.

Sea Z = {2€ C : mo f(z) = 2z}, veamos que Z es denso en C. Tenemos
{0,1,00} € Z.

Si tenemos X e Y dos rectas hiperbdlicas que se cortan en zg, tales que
mo f(X)=Xymo f(Y) =Y, entonces zy € Z. Ademsés, si tenemos dos
puntos distintos de Z, x,y, entonces la recta euclidea que pasa por x e y es
invariante por m o f.

Sea H # R una recta horizontal en C, como R y H son disjuntas y
mo f(R) =R, mo f(H) debe ser una recta horizontal en C. Como ademas
mo f(H) = H, la recta m o f(H) esta contenida en H si y solo si H esta en
H.

Para cada z € C denotamos V(2) a la recta euclidea perpendicular a R
que pasa por z y H(z) a la recta euclidea paralela a R que pasa por z.

Sean p y ¢ puntos de Z distintos, que se encuentran en la misma recta
horizontal, es decir, H(p) = H(q), de manera que tanto la recta H(p) como los
dos semiplanos que determina dicha recta quedan fijos por mo f. Llamaremos
a todo par de puntos p,q € Z que satisfagan esto esquema bdsico de tipo 1.

Vamos a demostrar que si tenemos p, g, un esquema basico de tipo 1,
entonces estos puntos dan lugar a otros 7 puntos de C que pertencen también
a /.

Consideramos las rectas V(p) y V(¢), y la circunferencia euclidea A,
que pasa p y ¢ cuyo centro estd en H(p). Por lo dicho anteriormente, las
imédgenes por mo f de V(p) y V(q) deben ser rectas euclideas disjuntas, por
tanto paralelas. Ademds como V(p) y V(q) son tangentes a A,, en p y ¢
respectivamente, debe darse que mo f(V(p)) y mo f(V(q)) son tangentes a
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mo f(A,,) enmo f(p) =py mo f(q) = ¢q. Por tanto necesariamente V(p),
V(q) v A, quedan fijas por mo f.

=
= T
RS
g

Consideramos ahora las rectas horizontales tangentes a A, ,, 7 y s. Tene-
mos, como antes, que mo f(r) y mo f(s) son tangentes a mo f(A,,) = A4,,
y disjuntas. Como los dos semiplanos determinados por H(p) son fijos, nece-
sariamente mo f(s) =sy mo f(r) =r.

r l/ ‘
Tk' |
Tenemos que m o f deja fijas las rectas H(p),V(p),V(q),r y s, asi como
la circunferencia A, ,. Luego los 8 puntos de corte de estas rectas y circunfe-
rencias son también fijos, y pertencen a Z. Sean A y B los puntos de corte de
Ay, con ry s, entonces la recta que pasa por Ay B, es también fija, luego
su corte con H(p), que es el centro de A, ,, también pertenece a Z.

Ademads, como la circunferencia es fija, también lo son los semiplanos
determinados por cada recta que aparece en la figura [2.1

A

o—o

%
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R

Figura 2.1: Esquema basico tipo 1.

Llamaremos esquema basico de tipo 2 a dos puntos p,q € Z en la misma
recta euclidea vertical, V(p), tal que dicha recta queda fijada por m o f, asi
como los dos semiplanos que determina. Este esquema también da lugar a
una construccion igual a la del esquema de tipo 1, que podemos observar en

la figura [2.2]

! !

Figura 2.2: Esquema basico tipo 2.

Si tenemos un esquema basico de tipo 1 o 2, tenemos 9 puntos que perte-
necen a Z, que forman una cuadricula 9x9. Eligiendo dos de los puntos de la
parte superior (resp. parte inferior) como nuevo esquema tipo 1, el esquema
se propaga hacia arriba (resp. hacia abajo). Eligiendo dos puntos de la parte
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izquierda (resp. parte derecha) como nuevo esquema tipo 2, el esquema se
propaga hacia la izquierda (resp. derecha). Si se eligen el punto del centro y
un punto en la recta vertical o horizontal del medio, el esquema se propaga
hacia dentro. Vease la figura [2.3]

-
N

Figura 2.3: Propagacion hacia dentro.

Tenemos que 0,1 forman un esquema basico de tipo 1, que serd nues-
tro esquema inicial. Realizando las construcciones anteriores, deducimos que
todo D x D C C pertenece a Z, donde D es el subconjunto

D:{m—i-Q% : p,q,nEZ}.
Como D x D es denso en C, concluimos que Z también lo es. Por tanto
mo f = Id lo que implica que f = m~! € Mab.

Esto concluye la demostracién. O

Una propiedad fundamental de los elementos de Mob es que conservan
angulos, tal y como vamos a comprobar a continuacion.

Recordamos que denotamos a 7 a la proyeccién estereografica extendida
a C. Sean c¢i, ¢, dos curvas en C que se cortan en oo, definimos el dngulo
en oo de como el angulo que forman las curvas 7 !(¢;) y 7 '(¢cz) en N. Con
esta definicién, por la proposicién [1.9] tenemos que 7 es conforme.

Vamos a probar primero que la aplicacion J(z) = % induce una rotacién
en S%. Sea z € C — {0}, entonces tenemos

l(z) = <z+2 Z—z 2z—1

2Z2+1 2241722+ 1

) = (21, T2, T3).
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(1 z2+zZ z2—2 1—-2z
™ — | = — y = y = = ($17—$2,—I3)-
z 2z+1 zz+1 2zz+1

Por tanto, J induce la transformacién
J=n"tJr: S? — S?
(w1, 22,23) +—— (21, —22, —73)
que es la rotacion de angulo 7 en torno al eje xy, tenemos el siguiente dia-

grama.
> C
-
é=n"log; ‘/
SQ

—_

1
J=n"loJor

2\

R+—— Al
|

Al ser J una rotacién, es una aplicacién conforme. Como tanto 7 como su
inversa son conformes, entonces J también lo es. Por tanto, una aplicacién f
en C sera conforme en oo si y solo si f o J es conforme en 0.

Para probar que los elementos de Mob son conformes haremos uso de una
proposicion conocida de variable compleja:

Proposicion 2.20. Sea f una funcion analitica en zy. Entonces f es con-
forme en z si y solo si f'(z) #0

Proposicion 2.21. Los elementos de Mob son aplicaciones conformes.

Demostracion. Sea m una transformacién de Mobius, m(z) = %2 con ad —

T cz+d?
bc # 0, entonces su derivada es

ad — be

m'(z) = m

Luego m/(z) ¢ {0,000} para cada z € C — {—d/c}, y, por la proposicién
anterior, m es conforme en C — {—d/c}. Luego falta por ver los casos z = oo
y z=—d/ec.

En el caso z = oo, tenemos que diferenciar si m(oco) = oo 0 m(o0) # 0.

Si m(o0) # oo, entonces ¢ # 0. Consideramos la aplicacién

a—+ bz

U=moJ:z —
c+dz
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cuya derivada en 0 es U'(0) = bc;%l # 0,00, luego U es conforme en 0, por
tanto m es conforme en oo.
Si m(oc0) = 00, entonces ¢ =0y a # 0, y consideramos la aplicacién

c+dz

V=Jomod:z —
a+ bz

y tenemos V'(0) = % # 0,00, luego V' es conforme en 0, y m es conforme
en oo como antes.
El tltimo caso es z = —d/c con ¢ # 0. Consideramos

cz+d

W=Jom:z —
az+b

y obtenemos W'(—d/c) = bcC—Qad # 0,00, y W es conforme en —d/c y por
tanto m también.

La transformacién C(z) = z induce la reflexiéon de S? en el plano y = 0,
luego es conforme. O

2.4. Preservando H

Ahora ya estamos en situacion de determinar las transformaciones que
preservan el conjunto de rectas hiperbdlicas.
Para ello, consideramos el subgrupo de Mob

Méb(H) = {m € Méb : m(H) = H}.

Teorema 2.22. Todo elemento de Mob(H) lleva rectas hiperbdlicas en rectas
hiperbolicas.

Demostracion. Toda recta hiperbdlica estd contenida en una circunferencia
de C que corta a R de forma ortogonal en 1 o 2 puntos, luego su imagen debe
cumplir lo mismo. La condicién m(H) = H para todo m eMé6b(H), garantiza
que la imagen es una recta hiperbdlica. O]

Como H es un disco en C determinado por la circunferencia R = RN{oo}
en C, primero determinamos las transformaciones que preservan R

Teorema 2.23. Sea m €Mdb, entonces m fija R, es decir m(R) = R, si y
solo si tiene una de la siguientes formas:
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b
1. m(z) = Zjid con a,b,c,d € R yad —bec=1
Z+0b
2. m(z) = Z;id con a,b,c,d € R yad —bc=1;
b
3. m(z) = 0zt con a, b, c,d imaginarios puros y ad — bec = 1;
cz+d
Z+0b
4. m(z) = afi con a,b,c,d imaginarios puros y ad — bc = 1.
cZ
Demostracion. Todo elemento de M6b se puede expresar de la forma m(z) =
ZHD e () = ET0 be,d € C y ad—be £ 0, segiin 1
o de forma m(z) = con a, b, c ad — be segun la
cz + d z + d) s Uy by Yy ) gb
proposicién 2.18 Dada una transformacién de la forma m(z) = az——t 7 con
cz

a,b,c,d € Cy ad — be = e # 0, dividiendo todos los coeficientes de m por
Ve, se puede suponer ad — bc = 1.
Por tanto, consideramos primero las transformaciones de la forma
az+b

m(z) = o d con a,b,c,d e C y ad—bc=1.

Imponiendo que m lleve R en R, tenemos que los puntos

todos estan en R.
Si suponemos que a y ¢ son no nulos, los tres puntos anteriores estdn en

R y tenemos que
1 =ad —bc = F <g—9)}
c\c a

Luego ¢ es o bien real o bien imaginario puro. Por tanto todos los coefi-
cientes de m también. En el caso en que a = 0 o ¢ = 0 se razona de forma

similar.
) . az+0b
Reciprocamente, si tenemos m(z) = con ad — bc = 1y todos los

cz+d

coeficientes de m son o bien reales o bien imaginarios puros, entonces los tres
puntos m(0), m(occ), m !(c0) pertenecen a R, luego m(R) = R.

Con este analisis hemos probado los casos 1 y 3. Componiendo con la
aplicacién C'(z) = Z y aplicando lo anterior tenemos los casos 2 y 4. O
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Ahora podemos determinar el grupo Méb(H).

Teorema 2.24. Todo elemento de Méb(H) tiene una de las dos formas si-

guientes:
b
1. m(z) = Zjid con a,b,c,d € R yad —bec=1
Z+0b
2. m(z) = a_z + con a, b, c,d imaginarios puros y ad — be = 1.
cz+d

Demostracion. Por continuidad, Méb(H) CM6b(R), luego sélo hay que ana-
lizar que transformaciones de M&b(R) pertenecen a Mab(H).

Las transformaciones del teorema pueden, o bien fijar los dos discos
determinados por R o intercambiarlos. Las transformaciones m €Méob serdn
las que fijen los dos discos, es decir, las que verifiquen que m(i) tiene parte

imaginaria positiva. Estudiaremos cada caso por separado:
1. En el primer caso, la parte imaginaria de m(i) es:
ai+b
I ) =1
m (m(i)) = Im (ci n d)
:Im((ai+b)(—ci+d)>_ad—bc_ 1 0

= = >
(ci+d)(—ci+d) A+d> 4 d?
luego m pertenece a Mob(H).

2. En el segundo caso, la parte imaginaria de m(7) es:
—ai+b
I 1)) =1

—Im (—ai +0b)(ci+d)\ —ad+bc -1 ~0
B (—ci+d)(ci+d)) E+d> E+d?

y por tanto m no pertenece a MOb(H).

3. En el tercer caso, como a, b, c,d son imaginarios puros, escribimos a =
at, b= i, c =i,y d= 0ty entonces ad —bc = —ad + fy = 1. la
parte imaginaria es:

j ai +b —a+ fi
- n(328) (222
—Im ((_Oé—i-ﬂi)(—’y—(%)) _ad—By -l
<_'Y + 52)(—’7 — 52) '}/2 + )2 ,}/2 + 52

<0
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y m no pertenece a M&b(H).

4. En el dltimo caso, con la misma notacion del caso anterior tenemos:

Im (m(i)) = I'm (—ai—i—b) — Im <a+6i)

—ci+d v+ di

B (a+Bi)(y—0i)\ —ad+py 1
_Im((7+5z')(7—5@') I I C >0
luego m pertenece a Mob(H).
O

Vamos ahora a determinar los generadores de Mob(H), para poder tra-
bajar con mas facilidad.

Proposicién 2.25. El grupo Méb(H) esta generado por las transformaciones
de la formam(z) =az+bconma>0ybeR, K(z)==yB(z) ==

Demostracion. Por el teorema sabemos que los elementos de Mob(H)
tienen una de las dos formas siguientes:

az +b
1. _ bedeRyad—be=1
m(z) Cz+dcona c y a C
az+0b ) L
2. n(z) = — con a, b, ¢, d imaginarios puros y ad — bc = 1.
cz+d

En el primer caso, si ¢ = 0, podemos escribir

a b
m(z) = 77 + p
y de la condicién 1 = ad — bc = ad obtenemos que § = a® > 0.
Si tenemos ¢ # 0, podemos expresar m como m = f o K o g, con g(z) =
Cz4cedy f(z) =242
En el segundo caso, tenemos
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con a, b, c,d imaginarios puros y ad — bc = 1. Consideramos la composicién
m(z) = (B on)(z), y obtenemos una transformacién de la forma

m(z)_o‘z_w
vz 6]

cona, 3,7, € Ry ad— v = 1, que es del primer tipo. Luegon = B~lom =

B om y aplicando el caso anterior, el resultado es cierto. ]

Hicimos en la seccién 2.2 una clasificacién de las transformaciones de
Mobius en base a su nimero de puntos fijos. Ahora que hemos determinado
el grupo Méb(H), podemos determinar el conjunto de los puntos fijos de una
transformacion m € Mob(H).

az+b
cz+d’

ad — bc = 1. Los puntos fijos son las raices en C del polinomio p(z) =
>+ (d—a)z —b.

1. Consideramos la transformacién m(z) = con a,b,c,d reales y

Si ¢ = 0 ya vimos que los puntos fijos eran co y b/(d — a), (este ltimo
solo si d # a). Como a, b, c,d € R, entonces los puntos fijos pertenecen
a R.

Si ¢ # 0, los puntos fijos son % (a —d+/(d—a)?— 4bc>. Como los
coeficientes de p(z) son todos reales, entonces sus raices son invariantes

bajo conjugacion compleja. Por tanto las dos raices han de ser o ambas
reales, o una de ellas debe pertenecer a H y la otra al semiplano inferior.

Combinando esto con la clasificacién dada en la definicién 2.15] tenemos

que una transformacién m de Mob™ (H) = Mob™ N Mob(H) tiene un

tinico punto fijo en H si y solo si es eliptica, tiene un punto fijo en R

si y solo si es parabdlica, y tiene dos puntos fijos en R si v solo si es

loxodromica.

2. Ahora consideramos m(z) = ?g—i?, con «, f3,7,0 imaginarios puros y
ad — By = 1. Escribimos 2 = v +1iy, y a = ai, f = bi, vy = ci y
0 = di, con a,b,c,d € Ry ad — bc = —1. Entonces los puntos fijos de
m satisfacen

cx’ +cy* +(d—a)r —b+i(d+a)y =0.
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Si m tiene un punto fijo z = x + iy en H, entonces podemos deducir
que d +a = 0 y los puntos fijos de m verifican ca? 4 cy? + 2dx — b = 0.
Si ¢ = 0, entonces no hay ninguna restriccién en la parte imaginaria
del punto fijo z, y todos los puntos de la recta Re(z) = 2% son puntos

2d
fijos de m. Si ¢ = 0, los puntos fijos de m verifican

d\? 1
<£L’+—) +y2——2:O.
C C

Luego los puntos fijos de m en este caso forman la circunferencia
euclidea de centro —d/c y radio ﬁ En ambos casos los puntos fijos
de m forman una recta hiperbdlica, ¢, y m es la reflexion respecto a £.

Suponemos ahora que m no tiene puntos fijos en H, ponemos y = 0
y consideramos los puntos fijos que se encuentran en R. Estos puntos
verifican cz? + (d — a)z — b = 0. Por tanto hay dos puntos fijos en R.
En este caso la recta hiperbdlica determinada por los dos puntos fijos
es invariante por m (aunque sus puntos no son fijos). Por tanto es una
reflexién deslizante.

Para acabar esta secciéon vamos a estudiar algunas de las propiedades
transitivas de Mob(H).

Proposicién 2.26. Mdb(H) actia transitivamente en H. Es decir, dados
dos puntos wy, ws € H, eziste un elemento m € Méb(H) tal que m(w;) = ws.

Demostracion. Sea w € H, es suficiente mostrar que existe un elemento
m €M6b(H) tal que m(w) = 1.

Si probamos esto, entonces dado otro wy € H existird un m; eMdéb(H)
tal que my(w;) = i y se tendrd m; ' om(w) = m;*(i) = wy, como querfamos.

Pasamos a construir dicho m eM&b(H), expresamos w = a+bi, con b > 0.
Primero vamos a llevar a w al eje imaginario positivo con la transformacion
p(z) = z — a para que p(w) = bi. A continuacién consideramos ¢(z) = 2z y
tenemos entonces que q(p(w)) = q(bi) = i.

Como —a € Ry % > 0, por la proposiciénmtenemos que tanto p como
q pertenecen a Mob(H), luego su composicién m = g o p es el elemento de
Mé&b(H) que buscamos. O

Proposicién 2.27. Moéb(H) actia transitivamente en el conjunto de rectas
hiperbolicas de H.
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Demostracion. Sea ¢ una recta hiperbdlica. Al igual que en la proposiciéon an-
terior basta probar que existe una transformacion que lleve ¢ al eje imaginario
positivo 1.

Si ¢ estd contenida en una recta euclidea, pongamos la recta Re(z) = ¢ con
¢ € R, entonces basta considerar la transformacién m(z) = z — ¢. Tenemos
que m(¢) = I, y por la proposicién m pertenece a Mob(H).

Si ¢ esta contenida en una circunferencia euclidea, consideramos p, q € R,
con p < ¢, los puntos que pertenecen a la frontera en el infinito de ¢. Entonces

la transformacién m(z) = —I lleva g en 0 y p en co. Luego la imagen de £
es I. La transformacién m pertence a M&b(H), puesto que ¢ — p > 0. [

Proposicién 2.28. Mib(H) actia transitivamente en el conjunto de ternas
de puntos distintos de R.

Demostracion. De nuevo, dada una terna de puntos distintos (z1, 22, z3) de
R, basta mostrar que existe un elemento m €MSb(H) tal que m lleve la terna
(21, 22, 23) en la terna (0, 1, c0).

Supongamos que zp # oo para k = 1,23, vy que 21 < z3 < 23. La
proposicion ya nos proporcioné un elemento de Mob™ que lleva (z1, 22, 23)
en (0,1,00), dicho elemento es

(29 — 23)2 — 21(22 — 23)
(20— 21)2 — 23(22 — 21)

m(z) =

Veamos que este elemento pertenece a Méb(H). Los coeficientes de m son
todos reales, luego basta ver que se cumple la condicion ad — be > 0.
—23(22 — 23)(22 - Zl> + 21(22 - Z3)<22 - Zl) = (ZQ - 23)(22 - Zl>(21 - 23) > O,
puesto que hemos supuesto, sin pérdida de generalidad, que z; < 29 < z3.
Falta estudiar los casos en los que 2z = oo. Haremos tnicamente el caso

z1 = 00, puesto que el resto son similares.
Por la proposicién [2.7], el elemento m de Mob™

m(z) =

Z9 — 23

Z — Z3

lleva la terna (0o, 29, 2z3) en (0, 1, 00). Podemos volver a suponer sin pérdida
de generalidad que 2z, < z3. Por tanto, todos los coeficientes de m son reales
y tenemos que z3 — 2o > 0, luego m € M6b(H). O]



Capitulo 3

Longitud y distancia en H.

Ahora que ya se tiene descrito el grupo Mob(H), vamos a buscar un modo
de definir una distancia en el plano hiperbélico tal que el grupo de isometrias
de H para esta distancia sea precisamente dicho grupo. La aproximacién que
haremos serd a través de la definicion, en primer lugar, del “elemento longitud
de arco”, esto es, de la longitud de los caminos diferenciables a trozos en H.
De este capitulo se derivan también los postulados 3 y 4 de la geometria.

3.1. Longitud de caminos en H.

El objetivo de esta seccién es determinar una forma de medir longitudes
en H. Recordamos la siguiente definicion.

Definicién 3.1. Sea p: U C R? — R una funcién continua y sea f : [a,b] —
U una curva diferenciable (de clase C! al menos) a trozos. Se define la longitud
de la curva f con respecto a p como

long, f = / o (1)) |f(1)dt.

Esta longitud es siempre finita por ser p continua y f diferenciable, defi-
nida en un compacto. Adem4s si tenemos h : [¢, d] — [a, b] derivable entonces
se tiene

long, f = long,(f o h).
Esto quiere decir, en particular, que la longitud de f respecto de p no varia
si se reparametriza.

43
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Lo que nos interesa en este caso es que esta longitud sea invariante bajo
la accién de Mob(H). Elegimos para ello la funcién p : H — R definida por

§D) =

Esta eleccion no es aleatoria, la razon de ello se explicarda mas adelante.

Definicién 3.2. Sea f : [a,b] — H un camino continuo, diferenciable a
trozos. Definimos la longitud hiperbolica de f como

b
longs(f) = | Gz £ (O

Observamos que con esta definicién, la longitud de cualquier camino f en
H es siempre positiva, puesto que Im(f(t)) > 0y |f'(¢)| > 0.

A continuacién probaremos que, efectivamente, esta definicién de longitud
hiperbdlica es invariante bajo la accién de Mob(H). Antes de ello vamos a
calcular la longitud de un camino sencillo.

Ejemplo 3.3. Consideramos el camino f : [a,b] — H dado por f(t) = it
con 0 < a < b, que es el segmento que une los puntos ia y ib. Por tanto,
1

|f(t)] = 1y la longitud es
’ / 1 b b
longg (f) :/a m’f (t)|dt :/a Zdt = log a‘ = log <a) )

Teorema 3.4. Para todo elemento v de Mdb(H) y para todo camino conti-
nuo, diferenciable a trozos f : [a,b] — H, se tiene longy(f) = longg(vy o f).

Demostracion. Imponiendo la igualdad de las longitudes, tenemos que ha de
cumplirse

b b
mmﬂ:/MNMﬂmz/mwwmmwm»wmw
= long,(vy o f).

Esto es equivalente a mostrar que, dado f : [a,b] — H continua y dife-
renciable a trozos, entonces para todo v € M6b(H) se satisface

b
[ ot 1501= (6o N @) e £l o
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Vamos a definir por tanto u{ . [a,b] — R, dada por

wi (1) = p (FO)IF @] = p((vo £) ) |(vo £) ().

Esta aplicacion depende tanto de v como de f.
Vamos a probar que Vv, € Méb(H) se tiene

1o, = ul 4+ psol. (3.1)

Si probamos esto, entonces es suficiente probar que ,u£ = 0 para to-
do elemento 7 de un sistema de generadores de Mob(H), pues en ese caso
tendriamos ,u£ = 0 para todo v de M6b(H), y por tanto la longitud de todo
camino en H serfa invariante por la accién de Mob(H).

(t) + 15 (t) = p(F DL )] = (o) (f(O)I(w o f) (2)]

(o @)oo f) )] = (pey)((wo H)E)I(yepe f)H)
NSO = (pey) ((wo ) I(vowe f) ()

L) + gt (t).

Sea f : [a,b] — H un camino continuo diferenciable a trozos, podemos
expresarlo de la forma f(t) = z(t) + iy(¢).

Vamos a probar entonces que ,uf = (0 para todo elemento v del sistema de
generadores de MOb(H). Por la proposicién [2.25 “ 5, los generadores de Mob(H)

son m(z) =az+bcona>0ybeR, K(z) ==y B(z) = —z. Recordamos

que p(2) = e

f
go
+

) +
p(
Pl
7

1. Consideramos primero m(z) = az + b, con a > 0 y b € R. Tenemos

mo f(t) =af(t)+by |[(mo f)(t)] = a|f'(t)|. Entonces
b (8) = p (FAD L O] = p((mo f) (1) [(mo f) ()]

L L
~ O sl 0] =0
2. Para K(z) = =%, tenemos
N R O
Kol = orwm - 0P
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Por lo tanto,

1m<Kof<t>>:% v (Ko fY(0)] =

y concluimos que

pr() = p (FO)F O] = p (K o f) () (K o f) (1))

R T O O
=it @) wE
3. Por tltimo consideramos B(z) = —Z.

Tenemos que Bo f(t) = —x(y) +iy(t). Por tanto [(Bo f)(t)| = |f(t)|
y Im(B o f)(t) = Im(f(t)), luego

k() = p(FO) L' = p(Bo f) () [(K o f)(2)

— ()] - 70 =o.

1
Im(f(t)) Im(f(t))

Los tres generadores de Mob(H), satisfacen ,ug = 0 para todo camino f,
continuo y diferenciable, luego también verifican long(y o f) = long(f). El
teorema queda por tanto demostrado. O

Para acabar la seccion vamos a justificar nuestra eleccién de p. En la
prueba de este teorema, observamos que imponiendo longy (f) = longy(yo f),
llegamos a que debe satisfacerse

b
/ p(FO) IO =p((vo f) @) [(vo f)(B)]dt =0,

para todo camino f continuo y diferenciable, y todo elemento vy de Mob(H).
Luego una condicién suficiente para que se de la igualdad de longitudes
es que satisfaga

p(FO) L@ =p((ve £) @) (ve f) )] =0

para todo camino f y todo elemento v de M6b(H).
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Definimos
9pr(t) = / p(f)) I () =p((vof)(s)](ve f)(s)|dt

Entonces, longy(f) = longg(yo f), es equivalente a que g, ¢(t) = 0 para todo
t € R. Aplicando el teorema fundamental del calculo, tenemos que

9oy &) =p (SO LI @O = p((vo /) @) (v [) ()] =0,

luego la condiciéon suficiente es también necesaria.
Imponiendo esta condicién al elemento v(z) = z + b de M6b(H), con
b € R, deducimos que debe satisfacerse

0= p(fEDNI )] = (peNfENI(y e f) (1)
= p(fO)F @ = (p(f (&) + D) (2],

para todo f(t) € H y para todo b € R. Esto es,

p(z) = p(z +b).

Concluimos que entonces p : H — R sélo depende de la parte imaginaria
y de z = x + iy € H, que es siempre positiva. Podemos considerar entonces
la funcién real r : (0,00) — R dada por r(y) = p(iy). Nétese que p(z) =
r(Im(z)) para todo z € H.

Ahora considerando v(z) = az para a > 0, deducimos que ha de satisfa-
cerse

0= py(f(1)) = p(LNLF O] = p(y (SO 0 £) ()]
= p(fO)S )] = plaf ()l /()]

para todo f(t) € Hy todo a > 0. Esto es, p(2) = ap(az).

En particular tenemos que 7(y) = ar(ay) para todo y > 0 y todo a > 0.
Intercambiando los papeles de y y de a, tenemos que r(a) = yr(ay), y por
tanto,

1
rlay) = Jria)

Tomando a = 1, obtenemos r(y) = %r(l), y r queda completamente
determinada por su valor en 1.
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Por tanto tenemos que p tiene que ser de la forma

p(z) =r(Im(z)) =

Im(z)

donde c es una constante positiva arbitraria.

Con esta definicion de p, que depende del parametro ¢, también se cumple
que la longitud de todo camino es invariante bajo la accién de Mob(H),
independientemente del valor de c. Hemos elegido ¢ = 1 para simplificar los
calculos.

3.2. De la longitud a la métrica.

El objetivo de esta seccion es dotar a H de una estructura de espacio
métrico, utilizando para ello la longitud hiperbélica de caminos.
Recordamos la definicién de distancia:

Definicién 3.5. Una distancia en un conjunto X es una funciénd : X x X —
R que satisface

1. d(z,y) > 0 para todos z,y € X y d(x,y) = 0 si y solo si x = y.
2. d(z,y) = d(y,x) para todos x,y € X.
3. d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) para todos z,y,z € X.

Llamamos a (X, d) espacio métrico.

Vamos ahora a definir una aplicacion dy en H x H para mas adelante
mostrar que (H, dy) es un espacio métrico.

Para cada par de puntos x e y de H, consideramos la coleccién T'[z, y] de
caminos C! a trozos f : [a,b] — H, con f(a) = z 'y f(b) = y. Observamos que
esta coleccién es no vacia, pues siempre podemos parametrizar el segmento
de recta hiperbdlica que une x e y. Podemos entonces calcular la longitud de
todo elemento f € I'[z,y|, que es siempre finita.

Se considera la funcion d : H x H — R definida

dgs(z,y) = inf{longy (f) | f € L[z, y]}.

Anticipandonos a la prueba del teorema 3.8 llamamos a dy como distan-
cia hiperbolica entre x e y.
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Una pregunta que nos podemos ahora plantear, es si para todo z,y € H,
existe un camino f en I'[z, y| tal que longy(f) = du(z,y). Denominaremos a
los espacios que cumplen esta propiedad espacios métricos de caminos.

Esta propiedad no se cumple en todo espacio métrico, por ejemplo es
conocido que si consideramos X = C — {0}, y la funcién en X x X donde
se toma el infimo de las longitudes de caminos, tomando p = 1, como hemos
hecho antes con H, la métrica que se deriva es la usual en C. Entonces se
tiene que dx(—1,1) = 2 y no existe ningiin camino en I'[—1, 1] tal que su
longitud es 2.

Antes de mostrar que (H, dy) es un espacio métrico de caminos, vamos a
demostrar el siguiente resultado.

Proposicién 3.6. Para todo elemento v € Mob(H) y para cada par de puntos
x ey de H, se cumple

du(z,y) = du(y(z),7(y)).

Demostracion. En primer lugar, para todo camino f : [a,b] — H en I'[x, y]
tal que f(a) = = y £(5) = y, tenemos que 7 o f(a) = 1(x) y 70 £(5) = 7(1)
luego {yo f | f €Tz, yl} CTy(z),v(y)]-

Entonces longy (v o f) = longy(f), para todo camino f en I'[z, y|, puesto

que longy es invariante bajo la accién de Mob(H).
Por tanto

du(v(z),v(y)) = mf{longy(g) | g € T'[y(x), v(y)]}
< inf{longy(yo f) | f € Tz, y]}
< inf{longy (f) | f € Tz, y]} = du(z,y).

Repitiendo este argumento con y~1, tenemos {y~to f|f € T'[v(z),~v(y)]} C
['[z,y]. Entonces

du(z,y) = inf{longg(g) | g € L'z, y]}
< mf{longg (v o f) | f € Tly(z),7(y)]}
< inf{longy(f) | f € Tlv(z), ()]} = du(v(2),7(v))-

Concluimos entonces dy(z,y) = du(vy(z),v(y)), como queriamos. O

Ahora podemos demostrar que (H, dy) es un espacio métrico de caminos.
Vamos a dividir este resultado en dos partes.
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Primero mostraremos que la distancia hiperbdlica entre dos puntos es
igual a la longitud del segmento de recta hiperbdlica que los une. Una vez
demostrado esto, veremos que, de hecho, (H, dy) es un espacio métrico, es
decir dy satisface las propiedades de la definicién |3.5]

Proposicién 3.7. Para todos x,y € H, = # y, se cumple que dy(x,y) =
longy(fo) > 0, siendo fo una parametrizacion reqular a trozos cualquiera del
segmento de recta hiperbolica que une x e y.

Demostracion. Consideramos x,y € H, x # y, v sea ¢ la recta hiperbdlica
que pasa por z e y. Por la proposicion anterior, la distancia no varia bajo la
accién de M6b(H), por lo que podemos simplificar el problema, considerando
la transformacion v que lleva £ al eje imaginario positivo. La existencia de y
esta garantizada por la proposicion [2.27

Sea pi = vy(z) y Mi = y(y), con g < A. Si p < A se considera entonces
Kovycon K = _71, para obtener p < A.

Sea fo(t) dada por fy(t) = it, una parametrizacién del segmento de recta
hiperbdlica. Si probamos que f; es el camino que satisface que su longitud es
igual a la distancia hiperbdlica entre pui y Ai, entonces, como la longitud es
invariante bajo la acciéon de Méb(H), tendremos que

longg (™" o fo) = longg(fo).

Y como dy preserva la distancia hiperbélica podremos concluir que
dyg(w,y) = da(y~" (i), 7" (M) = dia(pi, Ai) = longg(fo).

Luego tendremos que el camino en I'[z, y] que verifica que su longitud es
la distancia entre z e y es (7o fy), que es una parametrizacién del segmento
de recta hiperbdlica que une z e y.

Sabemos que la longitud de f; es log <£>, por el ejemplo

Sea f : [a,b] — H un camino continuo diferenciable a trozos cualquie-
ra en I'[pui, \i]. Vamos a construir otro camino g € I'[ui, \i] satisfaciendo
longy (f) > longy(g). Expresando f de la forma f(t) = x(t) + iy(t), con-
sideramos entonces el camino g¢(t) = iy(t). Observamos que Im(f(t)) =
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Im(g(t)) =y(t) y que g € I'[ui, \i], por tanto

ongs() = [ sl ()

b 1 -
:/a TOSCIORY

' 1 2 / 2
S/a " V(@ ®) + (v ()t

b 1 ) B
S/a Im(f(t))|f (t)‘dt_longH<f)'

Por tanto hemos demostrado que

longs(f) > longss(g). (3.2)

Falta entonces solo probar que cualquier camino g € I'[ui, Ai] de la forma
g(t) = iy(t) verifica
longy (fo) < longg(g). (3.3)

Sea entonces ¢ : [a,b] — H un camino g € T'[ui, \i], de la forma g(t) =
iy(t). Se tiene que

b
longs(g) = / ﬁy'(tﬂdt

/ab ng dt‘ = log @) = longs(fo).

Queda probada la desigualdad ({3.3)).
De todo esto deducimos que para todo camino f € T'[ui, \i] se tiene

longg(fo) < longg(f), (3.4)

con fp una parametrizacién regular a trozos del segmento de recta hiperbdlica
[, Ad. O

Observacién 1. Sean f, fy € I'[ui, Ai], con fy una parametrizacién regular a
trozos del segmento de recta hiperbdlica. Expresamos f(t) = x(t) + iy(¢). Si
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tenemos longy(f) = longy(f), de la demostracién anterior podemos deducir
varios hechos.

De la desigualdad deducimos que se da la igualdad de longitudes si y
solo si 2/(t) = 0 para todo t € [a, b], es decir x es constante. Como f(a) = ui,
entonces x(a) = 0, y se da la igualdad si y solo si z(t) = 0 para todo ¢ € [a, b].
Concluimos entonces que necesariamente la imagen de f estd contenida en
el eje imaginario (positivo).

En se da la igualdad si y solo si /(t) < 0 para todo ¢t € [a,b] o
y'(t) > 0 para todo t € [a,b]. Es decir, y es siempre creciente o siempre
decreciente. Como y(a) = u < A = y(b), necesariamente y debe ser creciente.

Teorema 3.8. (H,dy) es un espacio métrico de caminos.

Demostracion. Para que dy sea una distancia en H debe cumplir las 3 con-
diciones de la definicién 3.5l Vamos a demostrar cada una de ellas.

Hemos demostrado ya, que dados =,y € H, la distancia entre x e y es la
longitud del segmento de recta hiperbdlica que une ambos puntos, ¢, ,. Esta
longitud es siempre no negativa y se cumple ademas que longy(¢,,) = 0siy
solo si = y. La primera condicién de la definicion 3.5 queda probada.

Para la condicién 2, hacemos primero una observacién. Sea f : [a,b] — H
un camino de T'[z, y]. Entonces consideramos la composiciéon f o h, donde h
es la funcion b : [a,b] — [a,b] dada por h(t) = a+ b —t. Como f o h(a) =
fb) =yy foh(b) = f(a) =z, tenemos que (f o h) € I'ly,z]. Al ser h una
reparametrizacion, ya hemos demostrado que longy(f o h) = longg(f).

De esto deducimos que todo camino de I'[z,y] da lugar a un camino
en I'[y, ] de la misma longitud. Usando el mismo razonamiento tenemos
también que todo camino de 'y, z] da lugar a otro camino, con la misma
longitud, en I'[x, y].

Por tanto tenemos que los conjuntos

{longg (f) | f € Tz, y]} vy {longg(g) | g € I'ly, ]}

son iguales, luego tienen el mismo infimo. Concluimos entonces que dy(x,y) =
du(y,x), y la condicién 2 se verifica.

Por dltimo consideramos z,y,z € H. Sean f € I'[z,y] y g € Ty, 2]
caminos tal que longy(f) = du(z,y) y longy(g9) = du(y, 2), es decir, son
parametrizaciones del segmento hiperbdlico que une, respectivamente, x con
y, e y con z. Consideramos la concatenacién h de ambos caminos. Tenemos
entonces

da(, 2) < longy(h) = longy(f) + longy(g9) = du(z,y) + du(y, 2),
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y dy satisface la condicién 3.

Tenemos entonces que dy cumple las tres condiciones de la definicién 3.5
por tanto (H, dy) es un espacio métrico. Como ademas, por la proposicién
tenemos que dados x,y € H existe un camino f € T'[z,y] tal que dy(z,y) =
longy (f) , concluimos que (H, dy) es un espacio métrico de caminos. O

Observacién 2. De la proposicion y el teorema |3.8| se deduce que dado
un punto p y una distancia r, la circunferencia hiperbdlica de centro p y
radio r se puede construir escogiendo de cada recta hiperbdlica que pasa
por p los dos puntos a distancia r de p. Por otra parte, como consecuencia
de la proposicion 3.6, todo angulo recto es congruente a un angulo recto
uno de cuyos lados es vertical, ya que dadas dos rectas hiperbdlicas que se
cortan ortogonalmente en un punto se puede aplicar una transformacion de
Mo6b(H) que transforme una de ellas en el eje imaginario positivo I, y esta
transformacién es una isometria. Y es facil comprobar utilizando inversiones
en circunferencias, que dos angulos rectos con uno de sus lados en el eje
vertical son congruentes.

Por tanto, el modelo del plano hiperbélico satisface también los postulados
3y 4 de Euclides.

Terminamos esta seccién explicando la razén por la cual llamamos a R =
OH la frontera en el infinito de H. Dados z € H y w € R, la proposicién m
asegura que existe una unica recta hiperbélica ¢, que pasa por z y tiene a w
en su frontera en el infinito. También existe un elemento v en Mob(H) tal
que y({) es el eje imaginario positivo. Pongamos 7(z) = iy, y v(w) debe ser
00 o oo.

Como la distancia es invariante bajo la accién de Méb(H), tenemos que

dy(z,w) = du(y(2),7(w)) = du(ip, y(w)).

Si y(w) = 0, entonces parametrizando el rayo hiperbdlico (0, ui] por f :
(0, ui] — H dado por f(t) =it tenemos que

: (M1 . p
dg(w, z) = dg(0,iu) = Llllir(l) ’ ;dt = lel—% log (5> = 00.
Si tenemos y(w) = 0o, parametrizamos el rayo [ui, 00) por f : [ui, 00) —
H dado por f(t) =it y obtenemos que

a

1
dis(w, 2) = dyg(ipoo) = lim [ ~dt = lfm log <9> — .
a—00 L t a—00 7
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Esto quiere decir que los puntos de R se encuentran infinitamente lejos
de todos los puntos de H en términos de la distancia hiperbdlica.

3.3. Formula para la distancia hiperbdlica.

En esta seccién nos dedicaremos a derivar una férmula para hallar la
distancia hiperbdlica de dos puntos cualesquiera de H.

La prueba del teorema |3.8| nos proporciona un método para calcular la
distancia hiperbdlica entre dos puntos z1, 2o € H, construyendo una aplica-
cién v € Mob(H) tal que v(z1) = pi y ¥(22) = Ai con p, A € R. Entonces
tendremos que

dH(Zl, ZQ) = dH<,uZ, )\Z) =

log‘é‘
i

Entonces sean z; = x1 + 1y y 22 = X2 + iy» dos puntos de H. Suponemos
1 # X9, ya que en el caso x1 = xo sabemos calcular su distancia hiperbdlica,
que seria |log z’—f ‘

Sean ¢y r el centro y radio, respectivamente, de la circunferencia euclidea
que contiene la recta hiperbdlica que pasa por z; y zo. Suponemos x; > &y
y sea 0, el argumento de zj, tomado en [0, ) (medido desde el eje R y en el
sentido inverso de las agujas del reloj).

El segmento de recta hiperbdlica entre z; y 29 se puede parametrizar como
f:[01,00] — H, f(t) = ¢+ re. Tenemos Im(f) = rsin(t) y |f'(t)| = r, por
tanto la distancia entre z; y 25 es

csc(fy) — cot ()
csc(fy) — cot(6y)

dt = log

02
dex(1, 22) = longg(f) = /

01 Sln(t)

Ahora vamos a reescribir esta ultima expresion en términos de zq, 29,7
y ¢. Como 0 es el angulo del triangulo recto con lado opuesto vy, y lado
adyacente xj, — ¢ e hipotenusa r. Por tanto

T — C

csc(by) = i cot(0y) = "

y obtenemos la férmula para la distancia

(5171 —C— T)y2
(fz —C— 7‘)% '

du(z1, 29) = log
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En el caso x; < x4 obtenemos la férmula

($2 —C— 7’)1/1

el ) = o8 =

—c—r
que difiere de ‘u| por un factor de —1.
(z2 —c— 1)y

Luego la férmula general de la distancia hiperbdlica entre dos puntos

2k = xp + 1y, de H es

(5U1 —Cc— T)yz

lo
& (952 —C— 7“).%

dH(Zl, 22) =

Es posible expresar ¢ y r en términos de xp y yi, pero la expresion que
se obtendria no se simplifica mucho, por lo que nos conformamos con esta
férmula.

Terminamos esta secciéon con una proposicion relativa a la transitividad

de Mob(H) sobre pares de puntos de H.

Proposicién 3.9. Dados dos pares de puntos distintos (z1, z2) y (w1, ws) de
H, eziste un elemento ¢ € Méb(H) satisfaciendo q(zx) = wy, para k = 1,2 si
y solo si dy(z1, z2) = dg(wy, we).

Demostracion. Si existe dicho ¢, entonces como la distancia hiperbdlica es
invariante bajo la acciéon de Mob(H) se tiene

du (21, 22) = du(q(21), q(22)) = du(wy, wy).

Para la otra implicacién, suponemos que tenemos dy (21, 22) = dg(wy, wy) =
d. Existe un elemento m € M6b(H) tal que m(z;) = i y m(z2) = ei. De igual
manera que existe n € Mob(H) tal que n(w;) =i y n(wy) = e%. Tenemos
entonces m(z1) = n(wy) = i y m(z) = n(wy) = e y concluimos que la
transformacién ¢ = n~! o m lleva z, en wy, para k = 1, 2.
[

Vamos ahora a poner unos ejemplos de calculo de distancias hiperbdlicas
entre dos puntos.

Ejemplo 3.10. Consideramos los puntos 7 y 14 2¢. Tenemos que calcular el
centro y radio de la circunferencia euclidea que los contiene.
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La mediatriz del segmento [i, 1 4 2i] tiene ecuacién y = —x + 2, luego el
centro ¢ de la circunferencia sera el corte de la mediatriz con el eje R, que es
¢ = 2. El radio es /5.

Aplicando la férmula, tenemos

el (M)

Ejemplo 3.11. Consideramos 1+ 5i, —6+2:. La mediatriz del segmento que

du(i,1+2i) = log

forman ambos puntos tiene ecuacion y = —gx — £ Luego la circunferencia
euclidea que los contiene tiene centro ¢ = —1y radlo r = +/29. Entonces
. 4 (1+1- H 394+ 7v29
dg (1 + 52,—6 + 2¢) = |lo
& R U

3.4. Isometrias

En general una isometria en un espacio métrico (X, d) es un homeomor-
fismo f en X que preserva distancia. Es decir, dados z,y € X se verifica

d(x,y) = d(f(x), f(y)).

Para todo espacio métrico (X, d), el conjunto de las isometrias de X, Isom(X),
es, de hecho, un grupo, dado que la identidad preserva distancias, asi como la
inversa de un homeomorfismo que preserva distancias, como la composicién.

Definicién 3.12. Una isometria hiperbolica es una isometria en el espa-
cio métrico (H, dy). Denotamos al conjunto de isometrias hiperbdlicas como
Isom(H).

Antes de determinar el grupo Isom(H), comenzaremos por unos resultados
previos.

Proposicion 3.13. Sean x,y, z puntos distintos de H. Entonces se verifica

dH(xv Z) = dH(xv y) + dH(ya Z)

sty solo si y estd contenido en el segmento de recta hiperbdlica que une x y
zZ.
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Demostracion. Existe un elemento m € M6b(H) tal que m(x) =iy m(z) =
ai, con o > 1. Entonces log(a) = dy (i, i) = dy(x, z).

Sea m(y) = a + bi, hay dos casos por considerar.

Si a = 0, entonces podemos calcular facilmente las distancias

dy(z, z) =log(a), du(z,y) =log(b), du(y,z)=log

=

; ’

Si a > b, entonces y pertenece al segmento de recta hiperbdlica determi-
nado por x y z. Ademas

du(y, z) = log(a) — log(b) = du(z, z) — du(z,y),

luego se da la igualdad.
Si b > «, entonces y ya no pertenece al segmento, y tenemos

dy(y, z) =log(b) — log(a) = du(z,y) — du(z, z) > 0.
Luego

dH($a Z) = dH(x,y) - d]H[(y?Z) < dH(x>y) + dH(yv Z)

En el caso en el que a # 0, consideramos f la concatenacion del segmento
hiperbdlico fi, que une x con y, y el segmento fs, que une y con z. Entonces,
como la imagen de f no esta contenida en el eje imaginario, por la observacion
1] se tiene

dy (1, 2) < longg(f) = longg(f1) + longg(f2) = du(r, y) + du(y, 2).

Por tanto, el tinico caso en el que se cumple dy(z, 2) = du(x,y) +du(y, ),
es cuando y pertenece al segmento de recta hiperbdlica que une x y z. ]

Proposicién 3.14. Si f € Isom(H), entonces f lleva rectas hiperbdlicas en
rectas hiperbolicas.

Demostracion. Sean x y z dos puntos distintos de H y sea ¢ la tnica recta
hiperbdlica que pasa por ambos. Sea y € H un punto que pertenece al seg-
mento de recta hiperbdlica, £, . que une x y z. Por la proposicién anterior
tenemos que

du(z, z) = du(z,y) + du(y, 2).
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Como f es una isometria, preserva la distancia hiperbdlica, luego

du(f(x), f(2)) = du(f(2), f(y)) + du(f(y), [(2)),

y por tanto tenemos que f(y) pertenece al segmento de recta hiperbdlica que
une f(z)y f(y).

Podemos entonces concluir que f({;.) = {f@) s(-)- Y por tanto la imagen
de una recta hiperbdlica por una isometria hiperbédlica es de nuevo una recta
hiperbdlica. O

Para el siguiente corolario necesitamos un resultado que no vamos a pro-
bar, ya que alargaria bastante este trabajo, y es el siguiente:

Proposicion 3.15. Toda circunferencia hiperbolica en H es una circunfe-
rencia euclidea (generalmente de distinto centro y radio).

Una demostracién de este resultado, basada en el estudio de las reflexiones
con respecto a circunferencias, puede encontrarse en el capitulo 5 de [5].

Corolario 3.16. Sean p,q € H, p # q. Entonces el bisector perpendicular de
p Y q, definido como {z € H : dy(p, z) = du(q, z)}, es una recta hiperbdlica.

Demostracion. Mediante una transformacién de Méb(H) se puede suponer
p,q€l, p=atyq=bi, cona<b Sear=+aby sea zy=ri. Se tiene

b
du(p, 20) = du(ai, i) = log <C> = log <—) = du(ri, bi) = du(q, 20).
a r
Sea { la recta hiperbdlica contenida en la circunferencia euclidea de centro
0 radio r. Se considera la reflexion con respecto a ¢, definida por

Cg(z) = = —>

que es un elemento de Méb(H).

Si z € £, entonces Cy(2) 7‘27% = 2. Por tanto Cy fija todos los puntos de
(. Ademas intercambia p y ¢,

2. 2
r‘at r°.  ab.
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Concluimos que dg(z,p) = dg(Ci(2), Ci(p)) = du(z, q), es decir, todos los
puntos de ¢ pertenecen al bisector perpendicular de p y ¢. Falta por tanto
demostrar que dado w € H tal que dy(w,p) = dg(w, q), entonces w € ¢.

Sea ¢’ la recta hiperbdlica contenida en S'(0, |w|), y sea z; la interseccién
de ¢’ con el eje imaginario I. Veamos que z; = 2.

Supongamos que |w| # |p|. Si no es asi, sera necesariamente |w| # |q|, en
cuyo caso se razona de manera analoga.

Sea § = Cp(p). Como p & ¢, entonces p # ¢. Al igual que antes se tiene
que

du(p, w) = du(q, w).

Por hipétesis tenemos que dg(q, w) = du(p, w).

Ahora bien, p,q,q son tres puntos en el eje imaginario positivo I que
pertenecen a la misma circunferencia hiperbélica A, de centro w y radio
hiperbélico d = dy(p,w). Por la proposicién , A es una circunferencia
euclidea. Por tanto, en la interseccion A N I solo puede haber dos puntos.
Tenemos que p # q v p # ¢, luego ha de ser ¢ = ¢. Por tanto 2y = 21 y
concluimos que £ = ¢, luego w € /. ]

Teorema 3.17. Isom(H) = Méb(H).

Demostracion. Por la proposicion sabemos ya que Mob(H) C Isom(H).
Por tanto queda por demostrar la inclusiéon contraria.

Sea f € Isom(H). Sean z,y dos puntos en el eje imaginario positivo I, y
sea H uno de los semiplanos de H determinados por I. Es decir, H = {z €
H : Re(z) > 0} o bien H = {z € H : Re(z) < 0}. Por la proposicién
3.9, puesto que du(z,y) = du(f(z), f(y)), sabemos que existe v € Mob(H)
satisfaciendo v(f(z)) =z y v(f(y)) = y.

Entonces yo f fija x e y, y como tanto f como ~ llevan rectas hiperbdlicas
en rectas hiperbdlicas, yo f fija también I. Si fuera necesario escogemos Bo-,
con B(z) = —Z para que deje fijo también H.

Si z es un punto de I, z queda univocamente determinado por dy(z, z) y
du(y, z). Tenemos pues que v o f fija todo punto z de I, puesto que v y f
preservan ambas distancias hiperbdlicas.

Sea w ¢ I. Sea r = |w| y sea ¢ la recta hiperbdlica que estd contenida
en la circunferencia euclidea S'(0,r). Sea zy la interseccién de £ con el eje
imaginario I. Escogiendo p = ai y ¢ = bi, con a < r, b > r y ab = 12,
tenemos que £ es el bisector perpendicular de p y ¢, por el corolario |3.16l Es
decir dg(p,w) = du(q, w) para todo w € {.
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Por tanto, si z € ¢, como la distancia es invariante bajo la accion de
M6b(H) y v o f fija todo punto de I,

du(yo f(2),p) = du(yo f(2),v0 f(p)) = du(z,p)
=du(z,q) = du(yo f(2),70 f(q)) = du(yo f(2),q)

luego tenemos que necesariamente «y o f(z) € ¢. Es decir, v o f fija (.
Tenemos que

da(w, 20) = dm(y o f(w), 70 f(20)) = du(y o f(w), 20),

como 7 o f fija ambos semiplanos hiperbdlicos determinados por I, necesa-
riamente v o f debe fijar w. Luego deja fijo todo punto de H, y f = 7! €
Mob (H).

O

3.5. Rectas paralelas y ultraparalelas

Al igual que hemos definido la distancia hiperbédlica de puntos de H,
podemos definir la distancia hiperbdlica entre conjuntos de H, de la forma
habitual:

Definicién 3.18. Sean X,Y C H, definimos la distancia hiperbolica entre
X e Y como

dg(X,Y) = inf{dy(z,y) : € X,y € Y}.

Recordemos que hay dos tipos de rectas hiperbdlicas paralelas; las que
las circunferencias de C que las contienen son disjuntas (rectas hiperbdlicas
ultraparalelas), y las que no. Ahora que podemos medir distancias en H
vamos a diferenciar de manera intrinseca los dos tipos de rectas hiperbdlicas
paralelas.

Proposicion 3.19. Sean ly, {1 dos rectas paralelas que no son ultraparalelas.
Entonces dy(lo, (1) = 0.

Demostracién. Sea x € R, el punto en el infinito que comparten £ y ¢;. Sean
Yx los otros puntos en el infinito de ¢, para k = 0, 1.

Como Mé&b(H) actiia transitivamente en las ternas de R, por la proposi-
cién [2.28] podemos suponer que z = 00, yo =0y y; = 1.
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Los puntos de ¢; tienen la forma Ai para A > 0, y los de ¢; tienen la forma
1+ \i para A > 0.

Consideramos el camino f : [0,1] — H dado por f(t) = t + \i, que
parametriza el segmento euclideo horizontal que une Az con 1 4 Ai. Tenemos
entonces

1 1

1
dua(£o, 01) < du(Ni, 1+ Ni) < du(f) = / St =
0

para todo A > 0.
Si ahora tomamos el limite cuando A tiende a infinito, observamos que
du(lo, £1) = 0, como queriamos. ]

Hemos demostrado que, dadas dos rectas hiperbdlicas paralelas /g, ¢1,
que no son ultraparalelas, entonces dy(¢y, ¢1) = 0. En la geometria euclidea
la distancia entre dos rectas paralelas distintas es siempre positiva. Veamos
ahora que si las rectas hiperbdlicas son ultraparalelas entonces esto si que se
cumple.

Antes de ello enunciamos un resultado, cuya demostracion no incluiremos
debido a sus engorrosas cuentas.

Proposicion 3.20. Sean ¢ una recta hiperbolica y w un punto exterior a £.
Entonces existe un unico punto z € £ tal que el segmento de recta hiperbolica
determinado por z y w es perpendicular a . Ademds se verifica

dy(w, ) = dg(w, z).

Proposicién 3.21. Sean ly, {1 dos rectas hiperbélicas ultraparalelas. Enton-
ces dH(go,gl) > 0.

Demostracion. Podemos suponer de nuevo que la frontera en el infinito de
ly son los puntos 0 y oo, y la de ¢; son los puntos 1y z > 1.

Sea C, la recta hiperbdlica contenida en la circunferencia euclidea de
centro 0 y radio r, para cada r > 0. Cada C, es perpendicular a ¢y, y C,
corta a f1 si y solo si 1 < r < z. En este caso, el punto de interseccion
de O, con ¢, puede expresarse de la forma re? con 6 € (0,7/2). Vamos a
determinar 6, atendiendo al tridngulo euclideo de la figura (3.1}

Los vértices del tridngulo son 0,7¢” y el centro de la circunferencia
euclidea que contiene a ¢4, que es (z + 1)/2.
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Figura 3.1: Triangulo euclideo de vértices 0, re® y (z +1)/2.

Aplicando la ley del coseno a este tridngulo, obtenemos tras unos sencillos
calculos
r’+x

cos(f) = TET D)

Por lo tanto tenemos que

V=@ =)

r(r +1)2

sin(f) =

La distancia hiperbdlica entre ri y re? para este valor de 6 es

) pi/2
dyg(ri, re?) = /6 sinl(t) dt = —log | csc(f) — cot ()|
1 (r+1)(x+r)
R [ YT

Como C, es perpendicular a £y, tenemos por la proposicion [3.20| que
de(re™, i) = dy(re®, £y).

Por tanto la distancia hiperbdlica entre ¢, y ¢; es la minima distancia
entre £y y e’ cuando r varfa en (1, ).

d <E7’1L1)(a:+7“)) 20— )+ 1)

ar %8 T - 1)(a?—12)
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Esta derivada se anula tinicamente en r = y/z. Concluimos que

1)

du(ly, 1) = log (

es positiva por ser x > 1.
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Capitulo 4

Otros modelos de geometria
hiperbdlica.

En este capitulo se cierra el trabajo haciendo una muy breve incursion
en como se pueden derivar del modelo estudiado otros modelos de geometria
hiperbdlica. En concreto se define el modelo del disco de Poincaré, y se descri-
be una distancia en el mismo, mediante la conversién de una transformaciéon
entre el disco y el plano hiperbdlico en una isometria. Se menciona como esta
idea se puede generalizar a otros difeomorfismos entre el plano hiperbdlico y
subespacios de C.

4.1. El disco de Poincaré.

Hay otros modelos de geometria hiperbdlica. Quizas uno de los més utiles
es el disco de Poincaré, D.
El espacio subyacente a este modelo es el disco unidad

D={z€C: |z <1}

Para construir dicho modelo tenemos dos opciones. Podemos seguir un
proceso analogo al seguido para construir el modelo del semiplano superior
H, o buscar la manera de trasladar todos los conocimientos que ya tenemos
de H a nuestro nuevo espacio ). Seguiremos este segundo camino.

Tenemos que tanto ) como H son discos de C, luego por la proposicién
2.10}, existe un elemento m perteneciente a Mob tal que m(ID) = H. Usaremos
este elemento m para trasladar la geometria hiperbdlica a ID.

65
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Definicién 4.1. Una recta hiperbdlica en D es la contraimagen por m de
una recta hiperbélica en H.

Recordamos que las rectas hiperbdlicas de H estan contenidas en circunfe-
rencias de C perpendiculares a R. Como m pertenece a Mdb, m es una trans-
formacion conforme que lleva circunferencias en circunferencias. Por tanto
deducimos que las rectas hiperbélicas en ID son las intersecciones con D de
las circunferencias de C perpendiculares a S'. Luego el conjunto de rectas
hiperbélicas de D no depende de la eleccion de m.

Al igual que hicimos en H, ahora podemos determinar las transformacio-
nes de D que preservan el conjunto de rectas hiperbdlicas de ID. Denotaremos
al grupo de dichas transformaciones Méb(D).

Sea m cualquier transformacién del grupo Mob tal que m(ID) = H. Enton-
ces tenemos que un elemento p de Mob preserva D si y solo si pom ™ (H) =
D = m~!(H), que es equivalente a ¢ = m o pom ™! (H), esto es, ¢ EMOb(H).
Luego todo elemento p de Mob(D) tiene la forma p = m™! o g o m, donde
q € Méb(H). Por tanto, Mob(ID) hereda todas las propiedades de transitivi-
dad de Mob(H).

Vamos ahora a derivar una forma de medir longitudes de caminos en D
a partir de la longitud hiperbdlica longy. Primero fijaremos el elemento de
Mob, &, que lleva D en H. Vamos a considerar
1z +1

—pa—

£(z) =

Definicién 4.2. Sea f : [a,b] — D un camino en D, continuo y diferenciable
a trozos. La longitud hiperbolica de f en 1D se define como

longp(f) = longg(§ o f).

Proposicion 4.3. La longitud de un camino en D no depende de la eleccion

de €.

Demostracion. Sea m otro elemento de Mob tal que m(D) = H. Tenemos
entonces que m o ! pertenece al grupo Mob(H). Como longy es invariante
bajo la accién de Mob(H) concluimos que

longy (f) = longy(€ o f) = longgg(m o £ 0 € o f) = longyg(m o f).

Por tanto, la longitud de caminos en ID es invariante a la eleccion del elemento
£ O
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Teorema 4.4. La longitud hiperbolica de un camino continuo, diferenciable
a trozos, f :[a,b] — D es

tongo(1) = [ =Tl Ol

Demostracion. Unos sencillos calculos nos proporcionan las siguientes igual-

dades

_ - lor v = 2O
Im(gof(t))_ |—f(t)—l|2 y ‘(5 f) (t)l_ |f<t)+2‘2
Por tanto, aplicando la férmula para la longitud hiperbdlica en H, tenemos
b 1 /
longp(f) = longg(§ o f) = /a me o f)'(t)|dt
_ [Ml=sw i 2rwl
o L=[fOF [f()+i?
b 2
- | = o
como queriamos. ]

Definimos la distancia hiperbdlica en D de manera analoga a como se
defini6 en el capitulo 3.

Definicién 4.5. Dados dos puntos x,y € D, la distancia hiperbolica entre x
ey es

dp(x,y) = inf{longy(f) : f € Tlz,yl}.

Con esta definicién se deduce facilmente que para cualquier m €Mob tal
que m(D) = H, m es una isometria entre (D,dp) y (H,dy). Por lo tanto
las propiedades métricas de H se transportan por m=!
siguiente teorema:

a D, y tenemos el

Teorema 4.6. (D, dp) es un espacio métrico de caminos. Su grupo de iso-
metrias es Isom(D, dp) = Mob(D). Ademds, dados z,y € D, el camino en D,
f, que verifica dp(z,y) = longy(f), es una parametrizacion del segmento de
recta hiperbolica que une x e y.
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Antes hemos mencionado que este modelo para la geometria hiperbdlica
era de los modelos mas ttiles. Esto es principalmente porque en este modelo
existe una relacion directa entre la distancia euclidea y la distancia hiperbdli-
ca, al contrario que en H, donde esta relacién no se puede expresar de manera
sencilla.

No vamos a incluir la demostracién, que se encuentra en el capitulo 4
de [I], pero diremos que esta construccién se basa en el hecho de que la
transformacion ¢ : D x D — R dada por

B |z — y|?
oY) = T B - o)

es invariante bajo la accién de Méb(D).
Podemos, a partir de esto, mostrar que dados z,y € D se verifica

T,Y) = arcos 2d(, )
dp(z,y) h ((1 — |z%)(1 = |y|?) " 1) 7

donde d(z,y) es la distancia euclidea entre x e y.
En particular, de aqui se deduce que toda circunferencia euclidea es una
circunferencia hiperbdlica, resultado que mencionamos anteriormente en este

trabajo (proposicion [3.15)).

4.2. Una construccion general.

Finalizaremos este trabajo dando un procedimiento general para la cons-
truccién de otros modelos de geometria hiperbélica, basado en nuestra cons-
truccion del disco de Poincaré.

Sea X un abierto de C que es difeomorfo a H, esto es, que existe un
homeomorfismo ¢ : X — H tal que £ y su inversa son continuas. Los sub-
conjuntos de C que son difeormorfos a H son los abiertos de C conexos y
simplemente conexos, distintos de C.

Entonces podemos trasladar a X, mediante £, la geometria hiperbdlica,
de la misma manera que lo hicimos con D:

Las rectas hiperbdlicas seran las contraimagenes por £ de rectas hiperbdli-
cas en H, las longitudes de caminos en X se definen como

long x (f) = longy(§ o f).
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Definimos también la distancia hiperbédlica en X entre x, y, dx como el infimo
de las longitudes de caminos en X que unen z e y.

También se verifica que (X, dy ) es un espacio métrico de caminos. Adems4s,
los caminos en I'[z,y] que satisfacen que su longitud es igual a la distancia
hiperbdlica en X entre x e y, son las parametrizaciones del segmento de recta
hiperbdlica entre x e y. Y su grupo de isometrias es

Isom(X) ={¢tomof : m e Méb(H)}.

Toda esta estructura que hemos construido en X, el conjunto de rectas
hiperbdlicas, la longitud de caminos, la distancia y el conjunto de isometrias,
es independiente de la eleccion del homeomorfismo &, siempre y cuando tanto
¢ como su inversa sean homeomorfismos.

Para terminar, pondremos un ejemplo de otro modelo de geometria hi-
perbdlica.

Ejemplo 4.7. Tomamos X = {z € C : Re(z) > 0y Im(z) > 0} y el
homeomorfismo holomorfo ¢ : X — H dado por £(z2) = 22

Las rectas hiperbdlicas en X son de dos formas: Si son contraimagenes
por ¢ de rectas hiperbdlicas en H contenidas en rectas euclideas, son de la
forma

{fw=u+ive X : u*—v*=c},

con ¢ € R. Si provienen de rectas hiperbdlicas en H contenidas en circunfe-
rencias euclideas, son de la forma

{fw=u+ivelC : (u*+v*)? —2(u?—v*) +c* =r?},

conr >0,c,reR.
La longitud de un camino f : [a,b] — X resulta

P ()]
longx(f) —/a Re(f(t))Im(f(t))

Y, de nuevo, todo esto es independiente de la eleccion de &.

|f/(t)]dt.



7T0CAPITULO 4. OTROS MODELOS DE GEOMETRIA HIPERBOLICA.



Bibliografia

[1] James W. Anderson Hyperbolic geometry. Second edition. Springer Un-
dergraduate Mathematics Series. UK (2005)

[2] Gareth A. Jones and David Singerman, Complex functions: an alge-
braic and geometric viewpoint. Lectures in Mathematics, University of
Southampton. Cambridge University Press, UK (1987).

[3] Munkres, James R., Topology. Pearson Modern Classics. Pearson , UK
(2014).

[4] R. B. Ash, W. P. Novinger, Complex Variables. Dover Books on Mat-
hematics. Dover Publications, (2007).

[5] S. Stahl, Gateway to Modern Geometry: The Poincare Half-Plane. Jo-
nes and Bartlett, (2007).

71



	Introducción
	El modelo del Semiplano Superior
	Un modelo para el Plano Hiperbólico
	La esfera de Riemann
	La frontera en el infinito de H

	Grupo general de Möbius
	Las transformaciones de Möbius
	Clasificación de las transformaciones de Möbius.
	El grupo general de Möbius
	Preservando H

	Longitud y distancia en H.
	Longitud de caminos en H.
	De la longitud a la métrica.
	Fórmula para la distancia hiperbólica.
	Isometrías
	Rectas paralelas y ultraparalelas

	Otros modelos de geometría hiperbólica.
	El disco de Poincaré.
	Una construcción general.

	Bibliografía

