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ABSTRACT

El presente trabajo tiene como objetivo realizar una introduccién al tema de agregacion de 6rdenes
circulares y a como resuelve un problema de interés en el &mbito de la cronobiologia. Ademads se
pretende proponer algunas alternativas metodolégicas y validar las mismas.

The objective of this document is to introduct the circular order aggregation topic and his relevance
in chronobiology. Moreover, we proppose some methodological alternatives and we validate them
with real data.
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1. Introduccion

En este trabajo, se busca proponer y resolver un problema de interés en el dmbito
de la cronobiologia, que busca refinar las técnicas existentes y realizar una nueva
propuesta metodolégica no presentada hasta la fecha en esta disciplina. Por ello,
antes de comenzar con detalles mds técnicos es importante conocer un poco mas
esta disciplina.

La cronobiologia es una rama de la biologia que estudia los sucesos de caracter
periddico que acontecen en los seres vivos. En esta disciplina se busca secuenciar
de manera temporal las alteraciones que se producen en los organismos de los se-
res vivos, asi como descubrir qué mecanismos regulan estos cambios. Son de gran
importancia sus aplicaciones en la ciencia del suefio y en la comprension del com-
portamiento de los seres vivos.

La gran mayoria de los procesos estudiados en cronobiologia estdn regulados por el
ciclo luz-oscuridad, conocido como ciclo circadiano. De forma que gran parte de las
variables bioldgicas se ven alteradas de manera ritmica por este fendmeno ciclico de
caracter diario. Este ciclo circadiano es fundamental para una correcta comprension
del funcionamiento de los procesos biologicos que ocurren en los seres vivos.

En concreto, la gran mayoria de procesos fisioldgicos estan regulados por las pro-
teinas que son sintetizadas en los genes. La sintetizacion de estas proteinas es el
resultado de un proceso de transformacién de la informacién codficada en el ADN y
el ARN (acidos nucleicos), que tiene lugar en los seres vivos y les permite realizar
sus funciones vitales y desarrollarse correctamente. Este proceso se conoce como
expresion génica.

La expresion génica suele presentar un caracter ritmico, con un patron oscilatorio up-
down-up a lo largo del tiempo. El momento de méxima expresion del gen coincide
con la hora del dia en la que se lleva a cabo la funcién bioldgica asociada a dicho
gen. Sin embargo, esta ritmicidad no estd presente en todos los genes y, por tanto,
existe una diferenciacion entre genes ritmicos y no ritmicos.
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Figura 1: Expresion de distintos genes de una especie de planta, en rojo individuos infectados por
un virus, en verde individuos control

Es de especial interés, en consecuencia, la elaboracion de técnicas para la deteccidon
de la ritmicidad de un gen a partir de su expresion génica, con el fin de conocer
qué fendmenos bioldgicos tienen una fuerte componente ritmica y qué influencia
tiene este ciclo en ellas. Asi mismo, es muy importante conocer el ciclo exacto que
sigue esta expresion génica (su ordenacion) para conocer la relacidon entre el ciclo
ambiental y las funciones biologicas.

Ambos son problemas matematicos, y mas en concreto estadisticos, muy interesantes
y complejos cuya resolucion es de gran importancia para la consecucion de avances
en esta disciplina de la biologia. La deteccion de sefiales ritmicas es un tema tratado
en [2]. En este documento se proporciona una metodologia novedosa, aplicando la
teoria ORI, del inglés Order Restricted Inference [3]. En él, también se compara
con un método aplicado habitualmente en la cronobiologia para detectar patrones
ritmicos, conocido como JTK, véase [4].
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Uno de los objetivos del trabajo es realizar una introduccion a las técnicas de es-
timacion de un orden circular desconocido que subyace en unos datos de expresion
génica, los cudles estdn formados por varios genes con distintos valores de expresion,
tomados cada uno de ellos en individuos diferentes y en un momento distinto.

La secuencia temporal real de estas muestras es lo que es desconocido y, en conse-
cuencia, se busca estimar dicho orden, como paso previo a determinar si el patrén de
expresion de los genes de los que disponemos (una vez ordenado) es ciclico o no.

Para estimar este orden, puesto que se dispone de varios genes diferentes, se busca
un orden comun, construido a partir de la informacion de todos los genes disponibles,
que es lo que conocemos como orden agregado.

Para ayudar a entender esto, la diferencia principal al disponer de varios genes con
respecto de cuando disponemos de un solo gen, es como si en una competicion, los
atletas, en lugar de realizar una Unica carrera (con sus puestos correspondientes), rea-
lizasen varias y la clasificacion final fuese el resultado de ponderar de alguna manera
cada una de las carreras (6rdenes de los distintos genes) para formar una clasifica-
cién final (orden agregado). Salvando las distancias, puesto que la agregacion de
ordenes en este ejemplo seria en la linea mientras que nosotros vamos a trabajar en
la geometria circular.

La estimacion de este orden es de gran importancia puesto que no siempre se dispone
del instante de tiempo en el que se han tomado las muestras o bien este es erroneo,
como sucede con el TOD. EI TOD es el momento en que se produce la muerte del
individuo sobre el que se toma la muestra de expresion génica (Time of Death), el
cual, en muchas ocasiones se toma como referencia temporal cuando esta muestra se
realiza en la autopsia del individuo.

Sin embargo, el TOD da lugar a érdenes erroneos, entre otras razones, debido a que el
instante en el que se produce lo que se conoce como muerte clinica (paro cardiaco) no
supone un paro inmediato de todas las funciones de los érganos (muerte biolégica),
con lo cual este momento no coincide con el momento real de expresion de los genes
en cuestion.
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La reconstruccion de este orden real, pese a ser un problema de gran importancia, no
ha sido muy tratado en la literatura y es que, hasta la aparicion del articulo [1], no se
habia dado solucién al problema de agregacion de 6rdenes circulares.

En dicho articulo, se proponen dos alternativas al problema: el TSP y un método de
tripletas basado en la teoria de Hodge, de las cudles se hablard mas en profundidad
en la metodologia. Estos métodos utilizan datos circulares para realizar la estimacion
del orden agregado.

No obstante, en ocasiones, los datos de los que se dispone son euclideos, como es
el caso de los utilizados en este trabajo. Para los cudles, en el articulo [5] publicado
posteriormente, se propone otro método basado en las componentes principales, el
CPCA, del que también se hablara en la seccion de la metodologia.

De esta diferencia entre datos euclideos y circulares, nace el segundo objetivo del
trabajo, que es realizar una propuesta novedosa, en la cual se busca poder aplicar la
metodologia ya desarrollada para datos circulares a los datos euclideos, realizando
una transformacion de estos a circulares a través del CPCA. Esta novedosa técnica
se explicard en mayor pofundidad en la seccién 2.4.2.

Para probar esta nueva técnica trabajaremos con datos de diversos tejidos, en formato
euclideo, como ya hemos comentado, de los cuales se tiene evidencia de ritmicidad.
Estos datos proceden del portal GTEx, como se comenta en la seccion de resultados,
en la cual, se proporciona mas informacion acerca de este conjunto de datos.

Sobre estos datos, se buscara comparar la estimacion del orden que produce el CPCA
(aplicable sobre los datos sin ninguna transformacion) con la que producen diferen-
tes alternativas de la metodologia de Hodge sobre los datos transformados en datos
circulares (via CPCA).

En las siguientes secciones se busca realizar una introduccién a la metodologia utili-
zada hasta el momento para resolver el problema y presentar la técnica aplicada en
este proyecto (seccion 2), presentar los resultados resultantes de aplicar la metodo-
logia propuesta sobre unos datos euclideos (seccion 3) y realizar una reflexion sobre
estos resultados y las conclusiones extraidas de los mismos (seccion 4).
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2. Metodologia

En esta seccidn, se pretenden detallar las técnicas de las que se dispone actualmente
para la agregacion de 6rdenes circulares, parte de las cudles se utilizardn con los
datos disponibles. Antes de ello, plantearemos una notacién adecuada.

2.1. Notacion

Disponemos de un conjunto de datos con p genes y n instantes de tiempo diferentes.

Tenemos que x; = (Z1,...,2,;) conj = 1...pes el vector de expresiones géni-
cas del gen j para los instantes de tiempo identificados con el subindice 2 = 1...n
para los datos euclideos. El conjunto de los datos para los p genes serd identificado
como X.

En el caso de los datos circulares, tenemos 6; = (6y;,...,6,;) conj = 1...p
como vector de datos de la expresion génica en formato angular (entre 0 y 27) del
gen j para los instantes de tiempo identificados con el subindice ¢ = 1...n. El

conjunto de los p vectores serd identificado como ©.

En el caso del vector de ordenacion de los datos, tenemos 7 = (71, . . ., T,j) COMO
vector de posiciones para cada una de las observaciones del gen j. Esta notacion
serd Unicamente utilizada para la definicién de una de las distancias utilizadas en el
método de Hodge, no serd necesaria para la metodologia.

Dado que algunos métodos utilizan matrices de preferencias, tenemos que definir
la notacion utilizada para las mismas. En el caso de las preferencias entre pares
(bidimensionales), se utilizara le para denotar el grado de preferencia del elemento
1 sobre el i para el gen ;.

Para el caso de las hipermatrices, usadas por ejemplo en el método de Hodge para
preferencias entre tripletas, ¥/, indica el grado de preferencia del orden circular
1< h<k<isobreelordeni < k< h <.
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Establecida esta notacion, unicamente falta por definir la notacion utilizada en lo
referente a ordenes.

Denotamos que un vector angular & = («, ..., @)’ sigue un 6rden O € O como
a ~ O, siendo O el espacio de todos los érdenes.

Por ultimo, el vector que denota el CIRE, es decir, el vector que verifica el orden
O mas cercano al vector de observaciones angulares respecto a la suma de errores

circulares (SCE) es éj(-o) = (5(0) e 972?))’ . Lo que es 1o mismo:

15 >

69 — arg min SCE(0,«) = arg min Z(l — cos(0;; — o)) (1)

J
a~Q0 a~Q0 i—1

Esta definicion la utilizaremos mds adelante, en el apartado 2.3.1, para conocer el
problema matematico al que nos enfrentamos.

2.2. Agregacion de 6rdenes en la linea

Existe una contrapartida al problema presentado en este trabajo que es la agregacion
de ordenes en la linea. Parte de los métodos desarrollados para este problema, han
sido utilizados como punto de partida para algunos de los métodos existentes en la
agregacion de 6rdenes circulares, por lo que es conveniente ponerlos en contexto.

Como ejemplo para entender el problema en el caso de la linea, tenemos que se
dispone de p jueces que opinan sobre n productos diferentes. Para ello cada juez
ordena los productos de menor a mayor, por lo que dispondremos de p rankings
distintos que pueden diferir unos de otros. Lo que buscamos es encontrar un ranking
global de los productos, o lo que es lo mismo, un orden comun de preferencia de un
producto respecto a otro.

Existe gran variedad de métodos para resolver este problema que se agrupan en dos
familias dependiendo de la forma de abordarlo, de manera que, aparece una familia
de métodos que elaboran rankings basados en la informacién que proporciona cada

7
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elemento de manera individual y otra familia cuyos métodos utilizan las preferencias
de un elemento frente a otro para estimar el orden global.

Uno de los métodos destacados para resolver este problema son el de Borda, que
es el mas simple pero uno de los mas utilizados, consistente en sumar para cada
elemento su posicidn obtenida en cada ranking. Estas sumas se ordenan produciendo
el orden comun estimado. De este método, deriva el método de Borda circular, como
apliacion de este a la geometria circular.

Otro método relevante es HodgeRank, que estd basado en la teoria de Hodge para
pares. La extension a tripletas (orden minimo en el circulo) de este es de donde nace
el método de Hodge que se presenta en la seccién 2.3.3.

Ademads de estos, existen innumerables métodos dado que este problema ha sido
mucho més tratado en la literatura que el problema en la geometria circular. Por citar
algunos, tenemos los basados en Montecarlo, los basados en cadenas de Markov, el
método de Footrule ...

2.3. Agregacion de ordenes circulares con informaciéon angular

2.3.1. Problema de minimizacion

Como ya hemos comentado, el problema al que nos enfrentamos es el de agregar 6r-
denes circulares. Por una parte, dado un orden concreto, para cada gen tendremos un
CIRE 5;0) (el cual se explicé en la subseccidn 2.1), es decir, un vector que minimice
la SCE para los datos de expresion génica de ese gen en concreto.

Con ello, podemos definir una distancia entre un vector de observaciones angulares
y un orden concreto:

n

d(8;,0) = MSCE(8;,0'7) = %2(1 — cos(0;; — 619 2)

)
1=1
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Como buscamos un orden global, definimos en funcién de la distancia expuesta an-
teriormente (MSCE), la cual se define individualmente para cada uno de los genes,
una segunda distancia sobre el conjunto de genes, es decir, teniendo en cuenta todos
los vectores angulares de expresion asociados a los genes de los que se dispone:

p
d*(0,09) = MSCE(©,09) =Y "w;d(6;,0) 3)
j=1

En esta distancia, los w; son una medida de la variabilidad de cada uno de los p
genes, que sirven para ponderar las diferencias de variabilidad entre los diferentes
experimentos.

Esta distancia, da lugar a un orden 6ptimo que es el que la minimiza dentro del
espacio de todos los érdenes posibles (O* € 0), el cual, se define mas formalmente
como:

O* = arg min d*(©,09) 4)
0co

2.3.2. TSP

El TSP (Travelling Salesman Problem) es un famosisimo problema que ha protago-
nizado incluso peliculas como Travelling Salesman, en la que un grupo de matema-
ticos trata de resolver el debate P vs NP tratando de solucionar el TSP en tiempo
polinomial.

Es un problema NP-Hard? ampliamente abordado en la rama de la Investigacién
Operativa y las Ciencias de la Computacidon que resuelve el supuesto de tener que
trazar una ruta a través de n ciudades, separadas cada una de ellas por una distancia
dada, en la cual se pase una unica vez por cada ciudad terminando el recorrido en la
ciudad de origen. Todo ello, tratando de minimizar la distancia total recorrida.

Un problema que es al menos tan complejo como un problema NP, los cuales se caracterizan por no ser resolubles en tiempo
polinomial con respecto al tamafio de la entrada (n)



TFG ESTADISTICA

1 20 2
A | B |
42 34
30 35
| C ' D |
3 12 4

Figura 2: Ejemplo del Travelling Salesman Problem, solucién en rojo

Como podemos ver es un problema cuya formulacién se traduce a un grafo con
aristas ponderadas entre los distintos nodos, en el que buscamos la ruta de menor
peso total.

Este supuesto se puede extrapolar a una infinitud de problemas, como podemos ima-
ginar, desde problemas en el &mbito de la logistica (el campo de aplicacion més evi-
dente) pasando por el testeo de chips (el escaner recorre el circuito pasando por los
distintos componentes minimizando la longitud del recorrido por razones de tiempo
y ahorro energético) hasta llegar a la ordenacion de sefiales oscilatorias.

La aplicacion del TSP en la agregacion de 6rdenes circulares requiere de un ejercicio
de abstraccion, pues en un primer vistazo las distintas componentes del problema
pueden no ser tan evidentes.

En este &mbito tenemos como nodos los n instantes de tiempo en los que se han
tomado valores de la expresion génica y los pesos de las aristas serian las distancias
(Ia medida escogida para esta distancia es flexible) en el circulo entre cada par de
instantes, buscando por tanto el recorrido (orden) que minimice la suma de distancias
en el circulo entre los distintos nodos que conforman el four (separacion entre los
mismos) dando lugar al orden mas ¢oherente"de los datos.

Como disponemos de diferentes genes el peso de las aristas es un valor agregado de
las distancias entre instantes para cada gen en el circulo. Comenzaremos definiendo
estas distancias asociadas a cada gen j representadas como EY .

10
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Los E,Jl 1> como ya hemos comentado, representan las distancias en el circulo entre las
distintas tomas de expresion génica (en momentos diferentes) para el gen j (distancia
entre th y ij). Esta distancia, en términos generales, sera:

B}, = do(0h),045) = min(dr(0n;, 0xj), o - dc (O, O1j)) (5)

En esta definicién entran en juego varios elementos clave: dr, dc y a. Hay que
tener en cuenta que, al tratarse de un problema en la geometria circular, entre dos
elementos existen dos distancias, una en una de las direcciones de rotacién (dg) y
la otra, en la contraria (d¢). Con esto en mente, o es una constante de penalizacion
para la direccion contraria.

Con respecto a «, su dominio de valores plausibles es a € [1,00). Cuando o =
1 estamos tratando con distancias no dirigidas, mientras que cuando o = 00 nos
movemos sOlo en la direccion de rotacion. Por tanto, los valores intermedios mediran
cudn indirigida es esta distancia.

Se puede utilizar cualquier tipo de métrica para las distancias entre elementos, siem-
pre y cuando cumplan que sean:

1. Continuas
2. Acotadas
3. Positivas

4. Verifiquen una desigualdad triangular relajada (dados 6;, 6,6, € [0,27] y
a > 1):
do(On, Ox) < 2(do(0n, 0;) + da(0:,01)) (6)

Con la matriz de aristas asociadas a cada gen definida, queda conocer como se cons-
truye la matriz de aristas agregadas I/. La construccidn es la siguiente.

p
Ehk = ijEiJLk (7)

J=1

11
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Los w; son las medidas de la variabilidad de cada gen de las que hablamos a la hora
de definir la funcién objetivo del problema en el apartado 2.3.1.

Conocido como se forma la matriz de pesos procederemos a observar mas detenida-
mente la formulacién del problema.

El problema se formula como un problema de minimizacion de esta ruta que busca
la matriz binaria, donde 1 en el elemento (7, j) se traduce a que en el tour circular
se pasa del elemento ¢ al j. Asi del conjunto de tours posibles representado por el
conjunto de todas las matrices binarias n X n (X’) buscamos X, tal que:

X = arg min ZthEhk (8)
Xex hk

Es decir encontrar la matriz binaria que minimice la suma de pesos de las aristas
correspondientes. Todo ello, por supuesto, sujeto a las restricciones que dan forma
al problema (sino seria la matriz de ceros):

1. Se llega una tnica vez a cada nodo desde otro nodo.

> X Vk=1,....n )
h=1

2. Se sale una unica vez desde cada nodo a otro nodo.

n
> Xue Vh=1,....n (10)
k=1

3. Siendo V' = {1,...,n} el conjunto de nodos en el problema (el conjunto de

tomas para la expresion génica), la suma de la matriz binaria de un subconjun-
to de nodos con mds de un elemento sera:

Y X <|S|—-1 VScCV |8 >1 (11)
h.keS

12
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Esta formulacion es la que sigue el TSP clasico, la cual, nos permite sacar ventaja
de las heuristicas existentes, en la extensa literatura desarrollada al respecto, para
aproximar la solucion 6ptima.

2.3.3. Hodge

La teoria de Hodge fue desarrollada por W.V.D. Hodge en la década de los 30. Ac-
tualmente, constituye una herramienta muy importante en la rama de la topologia y
la geometria, concretamente en el calculo de formas diferenciales en un variabilidad
diferenciable M.

Mediante el uso de esta técnica se ha podido desarrollar este novedoso procedimien-
to para la ordenacién de sefales oscilatorias. Este método utiliza hipermatrices de
preferencia para el orden circular definido por cada tripleta.

El método permite transformar un problema de agregacion de 6rdenes en la geo-
metria circular en un problema de minimos cuadrados que simplifica el célculo del
orden comun y permite calcular una solucién aproximada de manera eficiente. El
problema a resolver es de la forma:

U = arg min || — U||? (12)
v

cEHe

W es la hipermatriz de preferencias agregada mientras que ¥ es la solucién al pro-
blema (el orden circular mds préximo al agregado en el sentido de minimos cuadra-
dos). H¢ es el conjunto de hipermatrices que forman el espacio de soluciones al
orden agregado buscado. Es un subconjunto restringido del conjunto de hipermatri-
ces n X n X n pero su definicién no se corresponde con los objetivos de este trabajo.

Por tanto, partiremos de una hipermatriz de preferencias de tripletas por cada uno
de los genes de los que disponemos, es decir, un total de p hipermatrices. Asi, para
cada gen j tendremos una ¥/ asociada en la que cada uno de los elementos \If‘zhk
mide el grado de preferencia del orden circular : < h < k < ¢ sobre el orden
h<i<k<h.

13
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Estas hipermatrices verifican la propiedad de que entre sus elementos U/, = ¥/, =
J J o J J :

Uy = =y = =Wy, = —W:, . Bsto viene a representar que elementos que defi-

nen la preferencia de un mismo orden de tres elementos son iguales (evidentemente)

y que, elementos con ordenes contrarios tienen el mismo valor absoluto pero signo

opuesto.

Asi, todos los U/, siguen una norma general de construccién que tiene la forma:

Wl = sign? (i, h,1) - N, (13)

En esta regla sign’ (i, h, k) = sign? (0 — 6;;) + sign? (Oy; — On;) + sign? (65 — Or;)
y A7, es el pardmetro que mide la intensidad de la preferencia en la tripleta y que se
puede definir de diferentes formas, dandole flexibilidad y versatilidad al método.

Cada uno de los W/ define un orden circular para el gen j inducido por los 6rdenes
circulares entre cada una de las tripletas. Asi pues, ¥ define un orden circular global
resultante de la agregacion de los 6rdenes de los p genes.

Una vez definida la construccién de las hipermatrices W/, el cdlculo de la hipermatriz
agregada W resulta de usar en ellas la media aritmética o circular.

Antes de pasar a la obtencion de la solucion, debemos conocer los operadores que
define la teoria de Hodge, permitiendo el paso de hipermatrices antisimétricas a ma-
trices antisimétricas (07) o viceversa(d;) y de matrices antisimétricas a vectores(d;)
o viceversa (Jp).

5 5
UV = Y =% s

5 5
s = Y = U

14
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() =Y Y= U 0(Y)=W Wy =Y+ Yar + Y
K
(YY) =s S; = ZY;h ; do(s) =Y Yin = si — sy
h

Finalmente, teniendo construidas las \I!‘Z 1 Y habiendo obtenido la hipermatriz agrega-
da W, buscamos hallar la hipermatriz solucién al problema de agregacion de 6rdenes
circulares W.

Para ello debemos de pasar primero de la hipermatriz agregada U a la matriz agrega-
da Y via ¢} y obtenemos s:

1 _ —2
S Z Yin Vi, lo = arg mazx; Zylh (14)
hl, h

Realizando el paso de la hipermatriz agregada U a la matriz agregada Y y posterior-
mente de esta a los scores s, podemos obtener el orden estimado por el método como
la ordenacidn de estos scores.

La metodologia de Hodge ha sido escogida para probar la nueva propuesta. Con los
datos circulares transformados, se han aplicado diferentes variantes del método para
estimar el orden agregado:

Alternativa /\‘th Vi,h,k eV

POS | K~ DI+ |Ff — Diyl + |7, - D]

COS (14 cos(fj — 6:7)) + (1 + cos(Orj — ;) + (1 + cos(Bij — ;)

AVE Ave(arc(bij,0n;), arc(On;, k), arc(Oy;, 0i5))

E3 d3(0ij, Onj) + ds3(0i5, Ors) + d3(Ong, Orj) + ds(Ong, 0i5) + d3(Okj, 0ij) + d3(Ok;, Ony)

Tabla 1: Alternativas utilizadas para el método de Hodge
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Para la alternativa POS se utilizan th y Dz‘.j ;, que se definen como:

D}, = (1ij — Th-1;)(mod n) (15)
E}, = (mhj — Te—15)(mod n) (16)

Esta medida por tanto mide la diferencia entre el numero de elementos entre h y k
en el sentido de rotacién y el nimero de elementos entre h y k en contrarrotacion
para cada par de elementos del orden definido por la tripleta. Son medidas usadas en
métodos basados en cadenas de Markowv.

La alternativa COS busca medir las distancias en el circulo entre cada par del orden
de elementos definido por la tripleta, utilizando la medida més utilizada en la geome-
tria circular para medir distancias, la cual resulta invariante frente a la orientacion de
los elementos.

En la variante AVE se utiliza la media circular de los arcos minimos entre los pares
de la tripleta. La media circular dado @ se define como:

0 = Ave(0) = atan2 (% Zzzl: sin(6;), % ; cos(@ﬁ) (17)

Por dltimo la alternativa E3 utiliza la suma de unas distancias definidas incialmente
para el problema del TSP. Recordemos de la seccion 2.3.2 que estas distancias tienen
varias componentes: una distancia de rotacién (dg), una distancia de contrarrotacion
(d¢) y un o que mide la penalizacion de la contrarrotacion (en este caso, o = 3):

1 — cos(fy; — On; {0 <6 — 6, <
dr(Orj, 0n)) = 0Bk = bny) TSR T = T (18)
3_005(8]€j_9hj_ﬂ-) Si7T<0kj—(9hj<27T
3 — O — 0y — 10 <0, —0 <
delOis,,y) = {0~ W0 =00 =) SOS Oy =0 ST
1 — cos(Orx; — On;) sim < O —0p; <2m
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2.4. Agregacion de 6rdenes con datos euclideos

24.1. CPCA

El método de andlisis de componentes principales circulares (CPCA) estéd fuertemen-
te basado en el andlisis de componentes principales tradicional (PCA).

El PCA es un procedimiento estadistico para datos multivariantes que permite redu-
cir la dimensionalidad (numero de variables) del conjunto de datos minimizando la
pérdida de informacién y reduciendo la interdependencia entre las distintas variables.

Este procedimiento data de 1901 y el autor del documento original es Karl Pearson,
aunque, debido a la exigencia computacional del método este no se popularizé hasta
la década de los 60, con la apariciéon de computadoras lo suficientemente potentes
para implentarlo.

El método se basa en construir nuevas variables a partir de combinaciones lineales
de las anteriores que expliquen la mayor parte de la variabilidad posible (recogiendo
la mayor informacién).

Siendo X, la matriz de datos, las componentes principales se obtienen utilizando
la combinacién lineal dada por los autovectores de X'X cuya matriz denominamos
U. Las nuevas variables (componentes principales) se construyen como X U (la com-
binacion lineal de la que hablabamos).

Estos autovectores representan los ejes ortogonales que recogen la mayor variabi-
lidad de la nube de puntos. Los autovalores sirven como medida de la variabilidad
explicada por la componente principal correspondiente con respecto a la variabilidad
total del conjunto de datos.

De esta idea nace el método desarrollado en [5]. La idea es realizar un PCA sobre
los datos de manera que obtengamos autovectores para los genes (eigengenes).
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12 ! ! ! ! ! ! ! !

o

Figura 3: Ejemplo del andlisis en componentes principales (PCA)

Del PCA resultante, nos interesan los dos primeros autovectores, los cuales, al ser
representados en dos dimensiones, revelan una estructura circular subyacente debida
a la ritmicidad de los genes (partimos de que lo son).

Con estos dos primeros eigengenes realizamos un paso de coordenadas cartesianas a
coordenadas polares, utilizando la arcotangente, y obteniendo asi, el angulo en el que
se encuentra cada observacion, del cual, podremos inferir el orden circular agregado
subyacente.
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Si uj y usg son, respectivamente, el primer y segundo eigengen, entonces para obte-
ner las proyecciones de los individuos

U1 U2

r=,/——— = 20
ul + uj Y u? +uj (20)

Por tanto los angulos resultantes los obtendremos como:
0 = arc tan(y/x) (21)

Estas observaciones angulares generan un orden, al ser ordenadas de 0 a 27, que es
el que proporciona esta metodologia.

Este método serd comparado en el presente documento con la nueva propuesta pues-
to que es el que se ha venido utilizando hasta ahora para estimar el orden circular
agregado en conjuntos de datos euclideos.

2.4.2. Transformacion de datos euclideos en circulares

La nueva propuesta, presentada por primera vez en este trabajo, se basa en transfor-
mar los datos de expresion génica disponibles en formato euclideo en datos circula-
res. Para ello se hace uso del CPCA y la equivalencia de ambos espacios cuando exis-
te un orden circular. Esto nos permite aplicar posteriormente los métodos existentes
cuando se dispone de informacion angular para estimar el orden circular agregado.

Como paso previo a la aplicacion del método, debemos de realizar un escalado para
cada x; al intervalo [-1, 1]. Esto se hace para que la funcion arcoseno tome para los
valores extremos de expresion los valores 0 y 7 correspondientemente.

Al realizar el CPCA sobre los datos euclideos disponibles, obtenemos € como se
explica en la seccion 2.4.1. De la ordenacién de 8 obtenemos O, que es el orden
estimado por el CPCA.
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Una vez obtenido este orden, debemos conocer para los datos de expresion génica
de cada gen x; en qué posicién se encuentra L, punto mas bajo de la sefial osci-
latoria (tomaremos el valor minimo de expresion génica) y en cudl se encuentra U
(tomaremos el valor mdximo) que se corresponde con el punto més alto de la sefal.

Conocidos L y U, utilizaremos 0] para saber dentro de los datos de cada gen, en
qué posicion se encuentra cada instante de tiempo respecto a L y U, es decir, si se
encuentran entre Ly Uoenel conjunto {1... L}U{U ...n}. En términos referentes
a la figura 4 nos interesaria conocer qué observaciones se encuentran en el intervalo
marcado con el color azul y cuales en los intervalos marcados en color rojo. Todo
ello asumiendo el casoen el que L < U.

| Euclidean Space | Circular Space |
14 * . [
01./1(; ‘m l/. - -\l
Y \a _/ 2 ~
/ \, S N

\

l/ u
o/ \l drem 3 0 ¢y
\ / Dy
"\ 7
) .\’:%‘f_/'//

tu t

Figura 4: Equivalencia onda-circunferencia

Como podemos ver en la figura 4, L'y U se corresponde en el espacio circular con 0
y 7, respectivamente. Asi, también podemos ver la correspondencia existente entre
el espacio circular y el eculideo (la onda).

La funcién que nos permite pasar del espacio euclideo al circular es clave. En pri-
mer lugar, hay que tener en consideracion la posicion de L. con respecto de U para
cada gen. Habra genes para los que L < U, mientras que para otros, L. > U. Esta
distincion es importante pues la funcidn a aplicar es diferente.
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Para diferenciar los L y U de cada gen denotaremos estos como L; y U; de manera
que estos serdn los asociados al gen j.

Para los casos en los que L; > U; tenemos que la funcién que nos proporciona este
paso es:

arcsin(ri;) — % ied{l,...,U;} U{L;,...,n}

0ij = Tru(xij) = 9 . ) (22)
5 — arcsin(x;;) —
En cambio, para el caso contrario (U; > L;) tenemos:
arcsin(x;;) — = L, <:<U;
0ij = Tru(zij) = | ( .J> ’ ’ ’ (23)
5 — arcsin(x;) —

El resultado de aplicar esta transformacion para cada x; dard lugar a los 6; que
necesitamos, por ejemplo, para estimar un orden mediante el método de Hodge.

2.5. Medida de validacion de los ordenes estimados

En el estudio realizado se comparan varios 6rdenes estimados para ver cudl de ellos
resulta mas coherente a los datos de los que disponemos. Lo ideal seria disponer
del orden real de los datos y conocer cudl de ellos es més proximo a este orden. No
obstante, como es comun en este campo, no disponemos de dicho orden en los datos
utilizados (como ya se explico en la Introduccion).

Por todo ello, se ha utilizado una medida basada en el ajuste del modelo cosinor,
véase [6].
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2.5.1. Modelo COSINOR

El modelo cosinor es un modelo de regresion desarrollado para ser utilizado en el
andlisis de series temporales y la deteccion de ritmicidad. Es un modelo muy uti-
lizado en la cronobiologia, aunque recientemente han surgido otros modelos mas
adecuados que representan patrones ritmicos mas proximos a los de los genes.

La definicion del modelo cosinor simple es la que se muestra a continuacion, donde
t es la variable que representa el tiempo:

27t

X(t)=M+ A-cos l—l—qb + e(t) (24)
T

Siendo M el intercept, A la amplitud de la onda, ¢ la acrofase (el tiempo que tarda en

aparecer el pico de la onda), 7 el periodo de la onda y e(t) el término del error, que

sigue una N (0, o) y es independiente. En este modelo, se asume que 7 es conocido.

Estos parametros miden diferentes caracteristicas de las ondas, tal y como se ilustra
en la figura 5.

I ... Acrophase, ¢ | Period, t
Y | i

| Amplitude, A

MESCOR, M
(Midline Estimating
Statistic Of Rhythm)

t Time ——
Reference time

Figura 5: Pardmetros del modelo cosinor
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Para facilitar la tarea de encontrar los estimadores para este modelo, es necesario rea-
lizar una transformacion de los pardmetros aplicando identidades trigonométricas:

b8 =A"-coso v=A-sing

<27Tt> . (27Tt>
y =cos| — z=sin| —
T T

Con esta reparametrizacion, el modelo resulta en:

Y(t) =M+ By + vz +e(t) (25)

Con este modelo se realizan las estimaciones mediante el método de minimos cua-
drados. Con los pardmetros estimados se pueden obtener los parametros iniciales de
la siguiente manera:

A=\/42+ 5 ¢ =atan2(5,5) + K=

Este modelo cosinor se ha ajustado a los datos euclideos ordenados segun el orden
agregado estimado y se ha obtenido el error cuadratico medio individual para cada
uno de estos ajustes (M SE;). Con los M SE); obtenidos se ha realizado el promedio
para proporcionar una medida global del comportamiento del método para los datos.

n ~ O
Zz‘:1($ij(0) - xz('j ))2
n

?:1 MSE;

p

(26)

MSE; =

MSE = (27)

(0)

Donde z;;* es el valor ajustado por el modelo cosinor.
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3. Resultados

Los datos utilizados en trabajo para obtener los resultados que se muestran en esta
seccion proceden del portal de datos GTEx (www.gtexportal.org). Este portal
proporciona de forma publica datos postmortem de expresion de gen para 54 tejidos
humanos.

Este trabajo se centra en el andlisis de los tejidos pulmonar, sanguineo y muscular.
Esta decision se debe, entre otras razones, a que son tejidos con un alto porcentaje
de genes ritmicos. Ademads, estos tejidos han sido utilizados en investigaciones pre-
vias y han producido resultados satisfactorios. Otra de las razones de la eleccion de
estos tejidos, es que presentan un nimero de muestras suficiente, con un total de 97
individuos para el caso del tejido pulmonar, 98 individuos para el tejido sanguineo
y 111 individuos para el tejido muscular. Tejidos como la pituitaria, conocidos por
presentar genes ritmicos y utilizados en otros estudios han sido descartados por no
disponerse de un nimero de muestras satisfactorio.

En concreto para cada tejido, se han tomado datos de expresion génica para un total
de 26831 genes del tejido pulmonar, 21044 genes del tejido sanguineo y 22584 genes
del tejido muscular.

De este conjunto de genes se ha hecho una seleccion de genes tipicamente ritmicos
conocidos como genes core clock, [7]. Estos genes presentan una fuerte componente
ritmica y y revelan un patrén ritmico incluso en situaciones de mucha variabilidad,
como es el caso de los datos de GTEx. El papel de estos genes es clave en este
trabajo, puesto que la base de datos GTEx contiene tanto genes genes ritmicos como
genes no ritmicos que actian como ruido a la hora de estimar el orden circular.

La seleccion de genes core clock para este estudio se compone de 12 genes, que
aparecen con frecuencia en estudios del campo de la cronobiologia, véase [7], [8] y
[9]. En concreto hemos seleccionado los genes PERI, PER2, PER3, CRY1, CRY2,
ARNTL, CLOCK, NRIDI1, RORA, DBP, TEF y STAT3.

Para cada uno de los tejidos se ha abordado el problema de agregacion de ordenes
circulares de manera independiente. En primer lugar, se ha realizado una normaliza-
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cidn de los datos como paso previo a la obtencion del CPCA. Después se ha estimado
el orden agregado del CPCA con los datos euclideos, como se explico en la seccion
2.4.1, con el orden resultante se ha realizado la transformacion de los datos de partida
(euclideos) en datos circulares, tal y como se indica en la seccion 2.4.2. Por ultimo,
con estos datos circulares se ha estimado el orden agregado con las cuatro variantes
expuestas en la Tabla 1 para el método de Hodge.

Se han elaborado gréficos para ilustrar el rendimiento de cada uno de los métodos
evaluados para los diferentes tejidos y genes. En ellos se representan los valores
euclideos de expresion génica ordenados segun el orden agregado estimado para cada
método. También se proporcionan los tres primeros eigengenes, ordenados respecto
al orden correspondiente en cada caso. Estos eigengenes son patrones de expresion

caracteristicos, que abarcan los perfiles de expresion global observados en los datos
[10].

En estos gréficos se ha ajustado un modelo cosinor (seccién 2.5.1) y se proporcionan
los valores del error cuadratico medio individuales para cada gen (M SE)) y el pro-
medio global (M SFE), estos tdltimos ilustrados en la Tabla 2 seran de utilidad para
las subsecciones 3.1, 3.2 y 3.3.

Método Agregacion | MSE (Pulmon) | MSE (Sangre) | MSE (Miisculo)
CPCA 0.084 0.063 0.0747
Hodge POS 0.1078 0.0858 0.0993
Hodge COS 0.1069 0.0756 0.0914
Hodge AVE 0.0964 0.0893 0.1176
Hodge E3 0.0967 0.086 0.1176

Tabla 2: MSE para cada método y tejido
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3.1. Tejido pulmonar

En las figuras 6 a 10 se muestra el ajuste realizado para los core clock genes de
acuerdo al orden estimado por cada uno de los método de agregacion estudiados
para el tejido del pulmoén. En la Tabla 2 podemos observar como en este tejido el
mejor ajuste global es el que se obtiene con el CPCA, seguido por las variantes AVE
y E3, cuyos resultados son similares.

Comparando los resultados en los distintos 6érdenes estimados, se observa que en el
tejido pulmonar, los genes PER2 y CRY2 son los presentan un patrén ritmico mas
marcado. En ambos genes CPCA es el método que proporciona valores mds bajos
del MSE, destacando la de CRY2 (con un MSE por debajo de 0.05). La ritmicidad de
estos dos genes también se observa de forma clara cuando la estimacion del orden
se obtiene a partir de los métodos E3 y AVE, siendo las variantes POS y COS, en
las que el patrén ritmico subyacente no es tan evidente. En general, si nos fijamos en
los eigengenes obtenidos para el tejido pulmonar de acuerdo a los distintos 6rdenes
estimados, se observa que el método COS es el que presenta una mayor variabilidad,
siendo CPCA el método en el que la estructura circular subyacente es mas evidente
en base al patrén de expresion de los dos primeros eigengenes.
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PER3

CRY1

MSE] = 0.0856

NR1D1

MSEj = 0.1333

Eigengene 1

PER1 PER2
MSEj = 0.0919 MSEj = 0.0652
ARNTL cLoCK
MSEj = 0.0974 MSEj = 0.0883
TEF STAT3
MSEj = 0.0961 MSEj = 0.0841

MSEj = 0.0769

RORA

MSEj = 0.0746

Eigengene 2

CRY2

MSEj = 0.044

DBP

MSEj = 0.0711

Eigengene 3

Figura 6: Resultados para el orden estimado con CPCA para el tejido pulmonar
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PER1

MSEj = 0.1138

ARNTL

PER3

MSE] = 0.0939

CLOCK

CRY1

MSEj = 0.1169

TEF

MSE]j = 0.0847

STAT3

MSEj = 0.1164

MSEj = 0.0973

NR1D1

MSEj = 0.1596

Eigengene 1

CRY2

MSEj = 0.1125

RORA
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DBP

MSEj = 0.115

MSEj = 0.1191
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MSE]j = 0.0791
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Figura 7: Resultados para el orden estimado con HODGE POS para el tejido pulmonar

28




TFG ESTADISTICA

PER1

MSEj = 0.1202

ARNTL

PER3
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CLOCK
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Figura 8: Resultados para el orden estimado con HODGE COS para el tejido pulmonar
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PER1
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Figura 9: Resultados para el orden estimado con HODGE AVE para el tejido pulmonar
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PER1
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Figura 10: Resultados para el orden estimado con HODGE E3 para el tejido pulmonar
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3.2. Tejido sanguineo

En las figuras 11 a 15 se muestra el ajuste realizado para los genes core clock de
acuerdo al estimado por cada uno de los método de agregacion estudiados para el
tejido sanguineo. En base a las medidas establecidas, se observa que para este tejido
el método mas eficiente es el CPCA, destacando entre las alternativas del método de
Hodge estudiadas la variante COS, propocionando mejores resultados, en términos
de MSE que el resto de alternativas, véase Tabla 2.

En este tejido, por lo general, parece que la expresion génica de los genes core clock
estudiados tiene una componente ritmica mds fuerte que el tejido pulmonar estudiado
en 3.1. Podemos destacar la ritmicidad del gen RORA, del gen NR1D1 y del gen
CRY2. En el CPCA, de nuevo, es donde el patron ritmico se aprecia con mayor
claridad, con un MSE de en torno al 0.05. Para estos genes, salvo la alternativa de
Hodge COS, el resto no resultan muy razonables en este tejido. La alternativa COS,
sin embargo, obtiene ajustes satisfactorios rivalizando, en general, con las del CPCA.
Estos comentarios se reflejan de forma general en los patrones de los dos primeros
eigengenes para los métodos de agregacion de 6rdenes propuestos.
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PER1
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Figura 11: Resultados para el orden estimado con CPCA para el tejido sanguineo
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Figura 12: Resultados para el orden estimado con HODGE POS para el tejido sanguineo
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PER1 PER2 PER3 CRY1 CRY2
MSE] = 0.0948 MSE] = 0.0744 MSE] = 0.0697 MSE] = 0.0583 MSE] = 0.0585
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MSEj =0.1174 MSEj = 0.0775 MSE] = 0.0604 MSEj = 0.0511 MSE]j =0.101
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Figura 13: Resultados para el orden estimado con HODGE COS para el tejido sanguineo
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Figura 14: Resultados para el orden estimado con HODGE AVE para el tejido sanguineo
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Figura 15: Resultados para el orden estimado con HODGE E3 para el tejido sanguineo
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3.3. Tejido muscular

En las figuras 16 a 20 se muestra el ajuste realizado para los core clock genes de
acuerdo al estimado por cada uno de los método de agregacion estudiados para el te-
jido muscular. En este tejido destaca por su rendimiento con las medidas propuestas,
de nuevo, el CPCA, como podemos ver en la Tabla 2. Le siguen las variantes Hod-
ge COS y POS, mientras que las alternativas AVE y E3 presentan un rendimiento
significativamente inferior, con un MSE cercano al 0.12.

En el tejido muscular destacan a lo largo de los diferentes métodos los genes PER3
y TEF por su ritmicidad. E1 MSE para estos genes logrado por el CPCA se encuentra
por debajo del 0.06, le sigue la alternativa COS cuyos valores del MSE para PER3
y TEF se encuentran en torno al 0.09. Este tejido nos pone en evidencia como varia
el comportamiento particular de los genes en las distintas alternativas. Por ejemplo,
las alternativas AVE y E3 pese a presentar un comportamiento global peor que la
variante POS funcionan mejor para estos genes. Las alternativas AVE y E3 tienen
un MSE de en torno al 0.10 para estos genes. La variante POS, en cambio, tiene
un MSE bastante elevado para el caso particular del gen PER3 (0.1347) y un MSE,
aunque mds razonable, también peor que el de las variantes AVE y E3 para el gen
TEF (0.1041).
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PER1

MSE] = 0.0682

ARNTL

PER3

MSE] = 0.0905

CLOCK

CRY1

MSE] = 0.0694

TEF

MSE] = 0.0561

NR1D1

CRY2

MSE]j = 0.0645

STAT3

MSE] = 0.0663

RORA

MSEj = 0.0589

MSEj = 0.0791

Eigengene 1

MSE] = 0.0743

DBP

MSE] = 0.0689

MSE] = 0.0956

Eigengene 2

MSEj = 0.1043

Eigengene 3

Figura 16: Resultados para el orden estimado con CPCA para el tejido muscular
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PER1 PER2 PER3 CRY1 CRY2
MSEj = 0.0792 MSEj =0.138 MSE] = 0.1347 MSEj = 0.08 MSE] = 0.0904
ARNTL CLOCK NR1D1 RORA DEP
MSE]j = 0.0942 MSEj = 0.0788 MSE] = 0.0852 MSEj = 0.1152 MSEj = 0.1206
TEF STAT3 Eigengene 1 Eigengene 2 Eigengene 3
MSEj = 0.1041 MSEj = 0.0714

Figura 17: Resultados para el orden estimado con HODGE POS para el tejido muscular
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PER1

MSE] = 0.0888

ARNTL

MSEj = 0.1106

CLOCK

MSEj = 0.1097

TEF

MSEj = 0.0862

STAT3

MSEj = 0.0779

PER3

MSE] = 0.0859

NR1D1

CRY1

CRY2

MSEj = 0.0793

RORA

MSEj = 0.0802

Eigengene 1

MSE] = 0.0883

DBP

MSEj = 0.0624

MSEj = 0.1213

Eigengene 2

MSEj = 0.1066

Eigengene 3

Figura 18: Resultados para el orden estimado con HODGE COS para el tejido muscular

41




TFG ESTADISTICA

PER1

MSEj = 0.1154

ARNTL

PER3

MSEj = 0.1357

CLOCK

CRY1

MSEj = 0.1542

TEF

MSEj = 0.1163

STAT3

MSEj = 0.0958

MSEj = 0.1017

NR1D1

MSEj = 0.095

Eigengene 1

CRY2

MSEj = 0.1152

RORA

MSE] = 0.0838

DBP

MSEj = 0.0747

MSEj = 0.1929

Eigengene 2

MSE]j = 0.1299

Eigengene 3

Figura 19: Resultados para el orden estimado con HODGE AVE para el tejido muscular
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PER1

MSEj = 0.1148

ARNTL

MSE] = 0.1365

CLOCK

MSEj = 0.1528

TEF

MSEj = 0.1166

STAT3

MSEj = 0.0977

PER3 CRY1 CRY2
\

MSEj = 0.1014 MSEj = 0.116 MSE] = 0.0857
NR1D1 RORA DEP
MSE]j = 0.0946 MSEj = 0.1918 MSEj = 0.1286
Eigengene 1 Eigengene 2 Eigengene 3

MSEj = 0.0744

Figura 20: Resultados para el orden estimado con HODGE E3 para el tejido muscular
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4. Conclusion

Tras haber analizado los resultados obtenidos, parece evidente que para este conjunto
de datos y en todos los tejidos evaluados se comporta mejor el orden estimado por el
CPCA, produciendo ordenaciones de los genes con una mayor ritmicidad.

Entre las alternativas para la definicion de los )\ghk, la que mejor parece funcionar
es COS, aunque para el tejido pulmonar tanto AVE como E3 eran significativamente
mejores. Las diferencias, en todo caso, no son tan destacadas como lo es la existente
entre CPCA vy el resto.

La transformacion de los datos euclideos a circulares y la posterior estimacion del or-
den agregado con el método de Hodge parece producir 6rdenes circulares agregados
razonables, en los que se puede percibir una ritmicidad evidente.

No obstante, la metodologia de Hodge es muy flexible y hay diferentes elementos
que pueden alterarse para obtener procedimientos mas eficaces. En particular, las
hipermatrices se pueden definir a partir de la informacién de los datos euclideos di-
rectamente usando otro tipo de transformacion o medidas de distancia entre tripletas
de observaciones.

Una cuestion muy importante que dejamos también para futuras investigaciones es

la robustez de las diferentes propuestas, una cuestion especialmente relevante en los
datos analizados en este estudio.
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