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Resumen

La regularidad de Castelnuovo-Mumford de un ideal homogéneo es una medida importante
de la complejidad del ideal. Mide, en particular, lo dificil que serd construir una resolu-
cion libre minimal graduada del ideal ya que proporciona una cota superior para el grado
de sus sizigias en cada paso de una resolucion libre minimal graduada. En este trabajo
presentaremos un método efectivo para el calculo de la regularidad sin pasar por la cons-
truccion de una resolucion. Este método se basa en varios trabajos de Bermejo y Gimenez
que hicieron efectivos los resultados clasicos de Bayer y Stillman. Primero estudiaremos
las resoluciones libres y la informacién que podemos obtener a partir de ellas. A conti-
nuacion se estudiaran las propiedades de los ideales iniciales genéricos y también de los
ideales monomiales de tipo encajado, asi como los resultados que nos dan su relacién con
la regularidad de Castelnuovo-Mumford y otros invariantes del ideal. Finalmente, haremos
mencién a algunas cotas para la regularidad, en particular la conjetura de Eisenbud-Goto,
que ha sido resuelta en negativo recientemente.
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1. Introducciéon

El objetivo de este trabajo es presentar un método efectivo para el célculo de la regularidad
de Castelnuovo-Mumford de un ideal homogéneo en el anillo de polinomios sin construir
una resolucién. Este método se basa principalmente en el trabajo de Bermejo y Gimenez [4],
que hizo efectivos los resultados clasicos de Bayer y Stillman [2]. Antes de poder llegar a
estos resultados tenemos que estudiar las resoluciones libres, para lo cual utilizaremos prin-
cipalmente [1], [8] y [10]. Por otro lado, para el estudio previo a los resultados de Bayer y
Stillman sobre los ideales iniciales genéricos, utilizaremos, ademads de [10], la referencia [13].
También hacemos una breve mencion a las cotas para la regularidad, utilizando sobre todo
la referencia [17] y haciendo especial hincapié en la conjetura de Eisenbud-Goto, que ha
quedado abierta durante 35 anos (se ha resuelto en negativo en 2018) y ha dado lugar a
multitud de trabajos relevantes.

La regularidad de Castelnuovo-Mumford de un ideal homogéneo es una medida importante
de la complejidad del ideal. Mide, en particular, lo dificil que sera construir una resolucion
libre minimal graduada del ideal, ya que proporciona una cota superior para el grado de
sus sizigias en cada paso de dicha resolucién. Otro invariante que mide la complejidad del
ideal es la dimensién proyectiva, que mide la longitud de una resolucién libre minimal gra-
duada. Sin embargo, para la dimensién proyectiva tenemos una cota razonable dada por
el Teorema de las Sizigias de Hilbert, y para la regularidad las cotas generales son mucho
peores. Esto es lo que ha hecho que la regularidad sea un objeto de estudio interesante y
que incentive la buisqueda de cotas, ademas de métodos para calcularla.

En la seccion 2 estudiamos las resoluciones libres de médulos, que son la base tedrica de
todo lo que haremos posteriormente. También presentamos los resultados que nos permiten
obtener una resolucién libre mediante calculos de bases de Grobner. Por otro lado, introdu-
cimos los diagramas de Betti y las definiciones de distintos invariantes que serédn centrales
en este trabajo. Finalmente, estudiamos la funcion de Hilbert de un médulo graduado y
vemos como obtenerla a partir de una resolucion libre graduada.

La seccion 3 esta dedicada al estudio del ideal inicial genérico. Primero demostramos la
existencia de este ideal (asociado a otro ideal I) y luego estudiamos algunas de sus propie-
dades generales. Posteriormente vemos la relacion de este ideal con distintos invariantes de
I (en particular, la regularidad) cuando utilizamos el orden lexicografico inverso graduado
a través de los resultados de Bayer y Stillman en [2].

En la seccion 4 presentamos otro tipo de ideal genérico asociado a un ideal I, que llamare-
mos ideal monomial de tipo encajado asociado a I. Vemos que para este tipo de ideal, es
sencillo calcular la regularidad, y como también observamos que la regularidad de este ideal
coincide con la de I, entonces obtenemos un método efectivo para calcular la regularidad
de I que ha sido implementado en distintos programas especializados como [9] o [12].
Finalmente, en la secciéon 5 mencionamos algunas cotas para la regularidad. En particular
enunciamos la conjetura de Eisenbud-Goto que ha sido resuelta en negativo recientemente.
Vemos algunos contraejemplos de la conjetura y mencionamos las posibilidades que quedan
después de demostrarse que la conjetura es falsa.
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Notacion

A lo largo de la memoria introduciremos notacién especifica, que se explicard en cada
caso, pero hay parte de la notacién que serd comun a toda la memoria y que vemos a
continuacion:

e L denotard un cuerpo arbitrario. En ocasiones utilizaremos hipotesis sobre la carac-
teristica del cuerpo, que seran mencionadas en caso de haberlas.

e R denotarda un anillo conmutativo, unitario y noetheriano. En muchos casos, sobre

todo en las secciones 3 y 4, trabajaremos en el anillo de polinomios en n+ 1 variables
R = k[xg, ..., x,)].

e [ denotara un ideal arbitrario de R. En el contexto de médulos graduados, I debe ser
homogéneo, aunque se mencionara explicitamente. En particular, en las secciones 3,
4 y 5 tendremos que [ es un ideal homogéneo.

e M denotard un R-moédulo arbitrario. En muchos casos serd finitamente generado, pero
se dira explicitamente. También se supondra que es graduado a partir del momento
en que se defina lo que es un R-médulo graduado.

e El ideal m denotard el ideal homogéneo maximal m = (zo,...,x,) C k[zo,..., Ty
Denotaremos con las letras p y q a los ideales primos y primarios, respectivamente.
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2. Resoluciones libres

En esta seccién introduciremos los conceptos bésicos relacionados con las resoluciones libres
que vamos a necesitar en partes posteriores. En toda la secciéon supondremos que R es un
anillo noetheriano y M un R-médulo. Como referencia, utilizamos principalmente [8], que
trabaja en el anillo de polinomios, y [1] y [10] para dar definiciones y resultados en anillos
mas generales que el anillo de polinomios.

2.1. Resoluciones de modulos

A la hora de tratar la teoria de mdédulos nos encontramos con que sus propiedades pueden
ser descritas habitualmente mediante sucesiones exactas, de manera que vamos a recordar
algunas definiciones y resultados que nos van a ser utiles mas adelante.

Definicién 2.1. Consideramos una sucesion de R-médulos y homomorfismos

Pi+1 i
C— M 25 M, s M — -

(a) Decimos que la sucesién es ezxacta en M; si Im(p;11) = ker(g;).

(b) La sucesion completa se dice que es ezacta si lo es en cada M; que no esté al principio
o al final de la sucesion.

Como ejemplo de propiedades sencillas que podemos expresar de esta manera tenemos:

e v : M — N es sobreyectiva si y solo si la sucesion

MEZ N =0

es exacta.

e ©: M — N es inyectiva si y solo si la sucesion

0—> M5 N

es exacta.

e ¢©: M — N es un isomorfismo si y solo si la sucesién

00— M5 N =0

es exacta.

Si tenemos un homomorfismo de R-mddulos obtenemos de manera directa la siguiente
sucesion exacta

0 — ker(p) — M 5 N — coker(¢) — 0,
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donde ker(¢) — M es la aplicacién inclusién y N — coker(¢) = N/ Im(p) es el homomor-
fismo de paso al cociente.

En particular, si tenemos ) C P un submédulo de un R-moédulo P, entonces tenemos una
sucesion exacta

0—Q — P -5 P/Q — 0,

donde Q — P es la aplicacion inclusion y v es el homomorfismo de paso al cociente.

Un resultado que utilizaremos de manera habitual es el siguiente, que expresa la eleccion
de elementos de un R-modulo en términos de homomorfismos:

Proposicién 2.2 ([8, Chapter 6, Prop. 1.3]). Sea M un R-mddulo.
(a) Elegir un elemento de M es equivalente a elegir un homomorfismo R — M.
(b) Elegir t elementos de M es equivalente a elegir un homomorfismo R* — M.

(c) Si M es finitamente generado, elegir un conjunto de t generadores de M es equivalente
a elegir un homomorfismo R — M sobreyectivo (equivalentemente, una sucesion
exacta R* — M — 0).

(d) Si M es libre y de rango finito (tiene una base con un nimero finito de elementos),
elegir una base con t elementos es equivalente a elegir un isomorfismo R' — M.

Demostracién. Para ver la parte (a), basta darse cuenta de que el homomorfismo ¢ :
R — M queda determinado por su valor ¢(1). Luego elegir un elemento f del médulo M
es lo mismo que elegir el homomorfismo de R-médulos que satisface ¢(1) = f.

De manera andloga, si pensamos en R’ como un espacio formado por vectores columna
y denotamos su base estandar por eq,...,e;, entonces elegir ¢t elementos fi,..., f; de M
corresponde a elegir el homomorfismo de R-médulos ¢ : R — M definido por ¢(e;) = fi,
para ¢ = 1,...,t. La imagen de ¢ es el submédulo (fi,..., f;) € M. Por tanto, elegir
un conjunto de t generadores de M corresponde a elegir un homomorfismo de R-médulos
R — M sobreyectivo. La tltima parte es evidente a partir de la definicién de base y lo
anterior. O

Por la proposicion anterior, si M es finitamente generado y fi,..., f; son un sistema de
generadores de M, entonces nos dan un homomorfismo sobreyectivo ¢ : R* — M, o,
equivalentemente, una sucesion exacta

Rt 5 M — 0.

Llamaremos primer modulo de sizigias al nticleo del homomorfismo ¢ anterior. La notacion
que utilizaremos sera

Syz(fi, ..., fi) = ker(y).
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Observamos que el primer moédulo de sizigias depende de la eleccién del sistema de gene-
radores, por eso los ponemos explicitamente en la notacién. Por otro lado, en general, este
moédulo no tiene por qué ser finitamente generado aunque M lo sea. Sin embargo, como
hemos supuesto que R es noetheriano, tenemos que el primer médulo de sizigias (y, poste-
riormente, el resto) es finitamente generado por ser un submddulo de R (que es noetheriano
por serlo R). Este es el principal motivo por el que hemos supuesto que R es noetheriano
desde el principio.

Definicién 2.3. Sea M un médulo finitamente generado. Una presentacion finita de M
es un conjunto de generadores fi,..., f;, junto con un conjunto de generadores del primer
modulo de sizigias Syz(f1, ..., fi).

Por el apartado (c) de la proposicién 2.2, elegir un conjunto de s generadores del pri-
mer médulo de sizigias corresponde a elegir un homomorfismo sobreyectivo ¢ : R® —
Syz(fi,..., fi) = ker(y) (siguiendo con la notacién anterior). Puesto que es sobreyectivo,
Im(¢)) = ker(y), que es la condicién para que la siguiente sucesion sea exacta en R

B % RS M 0. (2.1)

Esta sucesion exacta es otra manera de ver una presentacion de un méodulo. De hecho, en
muchos casos se llama presentacion de un modulo a la sucesion anterior.

De la teoria de mddulos se obtiene que para trabajar con un R-médulo M en general no
basta con conocer los generadores fi,..., f;, sino que hay que conocer también las relacio-
nes Syz(fi,..., fi) que satisfacen. Sin embargo, Syz(fi,..., f;) es un R-médulo a su vez,
de manera que necesitamos conocer, ademés de sus generadores ¢y, ..., s, €l conjunto de
relaciones Syz(g, ..., gs) entre esos generadores, que se conoce como segundas sizigias de
M.

Por los comentarios previos, la eleccion de un sistema de generadores hq,...,h, para
Syz(g1, - - ., gs) extiende la sucesién exacta (2.1) a

RS R YR S M0,

donde la imagen de X\ : R" — R® es igual al nicleo de 9 (el segundo médulo de sizigias).
Continuando de la misma manera, escogiendo generadores de los modulos de sizigias cada
vez mas altos, podemos extender la sucesion exacta. Este proceso iterativo nos lleva a las
siguientes definiciones.

Definicién 2.4. Sea M un R-mdédulo. Una resolucion por la izquierda (o simplemente,
resolucién) de M es una sucesién exacta (posiblemente infinita) de R-mddulos

2 1 ©0
-— By - F — Ey— M — 0.
En nuestro caso, nos van a interesar las resoluciones libres, que son resoluciones

s B3RS S M0
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donde, para todo 7, F; = R" es un R-mddulo libre de rango finito. Si hay un [ tal que
Fioy=F9=---=0,pero F; # 0, entonces decimos que la resolucién es finita, de longitud
[. En este caso, escribiremos la resolucién como

005 S F, 5 %M 0.

Por tanto, siguiendo esta terminologia, lo que hemos demostrado antes es la existencia de
una resolucion libre del R-mdédulo M mediante la consideracion de los modulos de sizigias.

2.2. Aspectos computacionales

Un caso de especial interés, en el cual ademas nos vamos a centrar posteriormente en esta
memoria, es cuando R es un anillo de polinomios y M un submoédulo de un médulo libre
sobre R. En esta situacion, la construccién de una resolucion libre puede realizarse de ma-
nera explicita mediante la teoria de bases de Grobner. Empezando primero por el caso de
un ideal I = (fy,..., f;) de R, al construir una base de Grébner de I, {gi,...,¢s}, me-
diante el algoritmo de Buchberger se obtiene ademés un sistema de generadores del primer
moédulo de sizigias Syz(gi, - .., gs) a partir de las expresiones de los S-polinomios. Ademés,
se puede obtener Syz(fi, ..., f;) ficilmente una vez se ha calculado Syz(gy, .. ., gs). Cuando
se extiende la teoria de bases de Grobner al caso de médulos (en el capitulo 5 de [8]) se
encuentra que el algoritmo de Buchberger se mantiene ([8, Chapter 5, Thm. 2.11]) y los
resultados anteriores relativos al primer médulo de sizigias también, por lo que ahora los
enunciaremos en este contexto mas general y justificamos las aseveraciones que hemos he-
cho en el caso de un ideal.

Para ello, fijado un orden monomial en R™ (en [8, Chapter 5, Def. 2.4] se ve como se
extienden los érdenes monomiales de R a R™), y dados f, g € R™, definimos el S-vector
(en analogia con el S-polinomio) de fy g, denotado por S(f, g), como el siguiente elemento
de R™:

m m

donde m es el minimo comun multiplo (ver comentario previo a [8, Chapter 5, Prop. 2.3]
para la definicién) de LT(f) e LT(g) (LT(f) es el término inicial de f para el orden elegido,
ver [8]).

El criterio de Buchberger en el caso de médulos ([8, Chapter 5, Thm. 2.9]) nos dice que
en el caso de que G = {g1,...,gs} sea una base de Grobner los S-vectores S(g;, g;) tienen
resto 0 para todo ¢, 7 al dividir por G. Esto significa que tenemos una expresién

S(gi,97) = > _ aijkgr.
h=1

donde a;j; € R, y LT (aijrgr) < LT(S(gi,95)), para todo 4, j, k. Sean ey, ..., e, los vectores
de la base estandar de R®. Sea m,;; el minimo comin multiplo de LT(g;) e LT(g;), y sea
a;; € R? el vector columna

s
Qjj = Q5161 -+ Qj2€2 + -+ QijsCs c R°.
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Para las parejas (i, j) tales que m;; # 0, definimos s;; € R° como
mij m,-j

Sij = €i — €j — Qij,
bOLT(g) " IT(g) "

(2.2)

y sij = 0 en cualquier otro caso. Entonces ya tenemos el primer resultado que buscabamos:

Teorema 2.5. Sea G = {g1,...,9s} una base de Grébner de un submddulo M C R™ con
respecto a un cierto orden monomial. Entonces {s;;,1 <1,j < s} definidos como en (2.2)
generan Syz(gi, ..., 9gs) como R-mddulo.

La version del teorema anterior para ideales se encuentra en [8, Chapter 5, Thm. 3.2], pero
esta version se deduce facilmente a partir del teorema 2.10 que enunciaremos mas adelante.

Falta ver el caso en el que queremos calcular Syz(f1,. .., f;) pero {fi,..., fi} no es una base
de Grébner del médulo N = (fi, ..., fi). En este caso, consideramos una base de Grobner
de N, G ={g1,...,9s}, y denotamos por F = (f1,..., fi1) y G=(g1,...,9s) alas matrices
m Xty m X s cuyas columnas son los f; vy los g;, respectivamente. Puesto que las columnas
de F'y G generan el mismo modulo, existe una matriz A de dimensiones t X s y una matriz
B de dimensiones s X t, ambas con entradas en R, tales que G = FAy F = GB. La matriz
B se puede calcular aplicando el algoritmo de divisién con respecto a G, expresando cada
fi en términos de los g;. La matriz A se puede calcular a partir de las expresiones de los
S-polinomios en términos de los f;, aunque en casos sencillos se puede calcular de manera

ad hoc.

Ejemplo 2.6. Sea [ = (fi, fo) C R = k[x,y] el ideal generado por f; = zy+zy fo = y*+1.
Utilizando el orden lexicografico con x > y, la base de Grobner reducida de I consiste en
g1 =, go = y* + 1. Obviamente tenemos que f, = go, y es facil comprobar que

fi=y+ g,
g1 =—(1/2)(y — 1) f1 + (1/2)z fo.

Por tanto, tenemos

G =g =(hf) (V)" ) = Fa

Por otro lado, también tenemos

F = (fi, f2) = (91, 92) (yg—l (1)> = GB.

Utilizando las matrices que acabamos de ver ya podemos enunciar el resultado que nos
falta:

Proposicién 2.7 ([8, Chapter 5, Prop 3.8]). Sea F' = (f1,..., fi) una t-upla ordenada de
elementos de R™, y sea G = (g1, ...,¢s) una base de Grébner ordenada para M = (F) con
respecto a un orden monomial arbitrario en R™. Sean A y B las matrices introducidas en
el comentario anterior, y sean s;;, 1 <1i,j < s, los generadores de Syz(g, . ..,gs) definidos
en (2.2). Finalmente, sean Si,...,S; las columnas de la matriz I; — AB de dimensiones
t x t. Entonces

SYZ(fl, Ce 7ft) = <ASZ']', Sl7 ey St>
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Ahora que sabemos calcular el primer médulo de sizigias (y también el segundo, el terce-
ro,...), vemos que podemos construir una resolucion, calculando en cada paso una base de
Grobner de un moédulo de sizigias para obtener el siguiente.

Ejemplo 2.8. Volvemos sobre el ejemplo 2.6. Para hallar el primer médulo de sizigias
de {¢1,92} lo primero que tenemos que hacer es hallar los s;;. Para ello, calculamos el
S-polinomio de g; y g2, que al reducirse a 0 por {gi, g2} debe poder expresarse como
combinacion de g1 y go:

S(g1,92) = V’q1 — g2 = —x = —g.

Por el teorema 2.5, tenemos que s1o = (y* + 1)e; — wey genera Syz(gi, g2). Para hallar
Syz(fi1, f2) tenemos que utiliza las matrices A y B que ya hemos calculado. Multiplicando
el generador sjo por la matriz A obtenemos

Asyy = (—(yx—/zl)/Z (D (yQ_; 1> _ (—(y?’(;yy;jxy)/; 1)/2) |

Por otro lado, tenemos que

nean= () 0) = (T ) (g ) - (e o)

Las columnas de la matriz que hemos obtenido de esta manera son S; = %(y2 +1)e;— % (xy+
x)eg y S = 0. Por la proposicién 2.7 resulta que Syz(fi, fo) = (Asia, S1,52). Puesto que
Sy =0y As;y = —(y — 1)54, finalmente obtenemos Syz(fi, f2) = ((v*> + 1)e; — (zy + x)ea).

Podemos comprobar estos resultados utilizando Singular [9] de la siguiente manera:

option(redSB);

ring r=0, (x,y),1lp;

poly fl=xy+x; poly f2=y2+1;

ideal I=f1,f2;

> ideal J=std(I); J;

J[1]=y2+1

J[2]=x

> ideal G=J[2],J[1]; //Cambio de orden para que coincida con el del ejemplo
> syz(G);

_[1]1=x*gen(2)-y2*gen(1)-gen(1)

> syz(I);
_[1]=xy*gen(2) +x*gen(2) -y2*gen (1) -gen(1)

vV V V V

Ejemplo 2.9. Consideramos el ideal I = (f1, f2, f3, f1) C k[z,y,2] = R, con f; = 27
fo =y, fs =22y f1 = y>. Entonces tenemos un morfismo sobreyectivo

RS T 0

definido por pg(e;) = fi,i = 1,...,4. Como se trata de un ideal monomial, es trivial ver
que los generadores que hemos dado forman una base de Grobner del ideal I para cualquier
orden monomial. Por tanto, por el teorema 2.5 podemos hallar un sistema de generadores
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del primer médulo de sizigias sin mas que considerar los s;; de (2.2), lo que nos lleva a los
6 generadores siguientes:

M = Syz(f1, fa, 3, f4) = (wea —yer, yes — zeq, w3 — ze1, xey — Yy ey, T2y —yies, 2es —yler),

(2.3)
siendo e;,i = 1,...,4, los vectores de la base estandar de R*. Ahora consideramos el
siguiente orden monomial en este médulo que extendemos a partir del orden lexicografico:
1%; < 2Pejsii < josii=jya® <pe 2’ Puesto que xzeq — yPes = —y(yes — ze9) +
z(weq — y?es) v 2leq — yiey = y*(wey — yey) + x(xeq — y?es), y sus términos iniciales son
multiplos del de wes — y?es, podemos quitarlos de los generadores a la hora de calcular
la base de Grobner reducida. El resto de S-vectores se reducen a 0 por los 4 primeros
generadores, asi que se tiene que

M = SYZ(fla fa, f3, f4) = <$€2 —Ye1,Ye3z — 2€2,TE3 — 2€1,T€Ey — y262>7 (2-4)

formando estos generadores, que llamaremos ¢g;, 1 < i < 4, la base de Grobner reducida de
M para este orden. Esto se puede comprobar con [9] de la siguiente manera:

option(redSB);

ring r=0, (x,y,z), (C,lp);

vector sl1=[-y,x,0,0]; vector s2=[0,-z,y,0]; vector s3=[-z,0,x,0];
vector s4=[0,-y2,0,x]; vector s5=[0,0,-y3,xz]; vector s6=[-y3,0,0,x2];
module N=s1,s2,s3,s4,s5,s6;

print(N);

-y,0, -z,0, 0, -y3,

x, -z,0, -y2,0, O,

0, y, x, 0, -y3,0,

0, 0, 0, x, xz, x2

> std(N);

_[1]=x*gen(2)-y*gen(1)

_[2]=y*gen(3)-z*gen(2)

_[3]=x*gen(3)-z*gen(1)

_[4]=x*gen(4)-y2*gen(2)

V V V V V V

Como tenemos, de nuevo, una base de Grobner, podemos calcular facilmente los generadores
del segundo médulo de sizigias. En (2.4) tenemos los monomios ya ordenados de mayor a
menor para el orden elegido, por lo que vemos que el tinico S-vector no nulo serd S(gs, g3),
que nos da el generador del segundo médulo de sizigias:

N = SYZ<91792,93794) = <yu3 — XU — zu1>,

donde w;,i = 1,...,4, son los vectores de la base estandar de R* de nuevo, pero los deno-
tamos de manera distinta porque se trata de copias distintas de R*. Por tanto, vamos a
escoger a los g; como generadores del primer modulo de sizigias porque nos permiten hacer
los calculos de manera sencilla, y esta eleccién nos da el siguiente morfismo sobreyectivo

R* 25 Sya(f1, fo, f3, f1) — O
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definido por ¢1(u;) = ¢;,i = 1,...,4. Finalmente, puesto que N es un mdédulo generado
por un tnico elemento tenemos el siguiente morfismo sobreyectivo:

R ﬂ} Syz(gl7g2)g37g4> — 0

definido por ¢5(1) = yug — xus — zu; = hy. De hecho, puesto que N es un médulo libre por
estar generado por un unico elemento, tenemos que @5 es también inyectiva, por lo que es
un isomorfismo. Asi que podemos extender la sucesién exacta anterior anadiendo un 0 a la
izquierda. Juntando las sucesiones exactas que tenemos, obtenemos

0 —-RBR DB RET 0.
Por tanto, hemos construido una resolucion libre finita de 1.

El proceso que acabamos de mostrar es muy costoso computacionalmente ya que requiere
el célculo de muchas bases de Grébner (aunque en el ejemplo concreto que hemos dado las
hemos obtenido sin esfuerzo adicional), y tampoco tenemos garantias de que este proceso
acabe; es decir, no sabemos si la resolucién a la que llegaremos es finita. Sin embargo, un
resultado debido a Schreyer nos define un orden monomial que garantiza que al calcular
una base de Grobner de un submédulo de R™, {g1, ..., gs}, se obtiene no solo un sistema de
generadores de Syz(gi, . .., gs), sino una base de Grébner de este médulo respecto al orden
definido por Schreyer.

Teorema 2.10 (Schreyer, [8, Chapter 5, Thm. 3.3]). Sea G C R™ una base de Grébner
con respecto a un orden monomial arbitrario > en R™. Los s;; definidos como en (2.2)
forman una base de Grobner del mddulo de sizigias Syz(gy, . . ., gs) con respecto a un orden
monomial >g en R definido como sigue: x%; >¢g xPe; si LT (z%g;) > LTs(2%g;) en R™,
0 si LT~ (z%g;) = LT (27g;) (salvo un escalar) e i < j. Ademds, para i < j se tiene que

LT>g <3ij) = %61

Este resultado nos permite construir una resolucién de manera analoga a la que hemos
mencionado antes, pero con el calculo de una tnica base de Grobner G, ya que una vez
tengamos G, obtenemos automaticamente una base de Grobner para el orden de Schreyer
del primer modulo de sizigias, y entonces con esta nueva base de Grobner podemos obtener
una base de Grobner del siguiente modulo de sizigias, y continuar de esta manera. A partir
de la demostracion de este resultado se puede extraer el siguiente lema:

Lema 2.11 ([8, Chapter 6, Lem. 2.2]). Sea G una base de Grébner de un submddulo M C R
con respecto a un orden monomial arbitrario, y organizamos los elementos de G para que
formen una s-upla G = (g1, ...,gs) de manera que siempre que LT (g;) e LT(g;) contengan
el mismo vector de la base estandar ey e i < j, entonces LT(g;)/ex >iee LT(g;)/ex, donde
>100 €5 el orden lexicogrdfico en R con xg > - -+ > x,. Si las variables xq, . . ., x,, no aparecen
en los términos iniciales de G, entonces xq, . . ., Tyl N0 aparecen en los términos iniciales
de los s;; € Syz(G) con respecto al orden >g definido en el Teorema de Schreyer 2.10.

Utilizando este lema se obtiene una demostracion constructiva del Teorema de las Sizigias
de Hilbert, ya que organizando los elementos de la base de Grobner de la manera que indica
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el lema, nos aseguramos de ir reduciendo en cada paso a un modulo de sizigias superior
el niimero de variables que estan en los términos iniciales en, al menos, una unidad. Por
lo que en un nimero de pasos menor o igual al nimero de variables tenemos que haber
acabado.

Teorema 2.12 (Teorema de las Sizigias de Hilbert, [8, Chapter 6, Thm. 2.1]). Sea R =
klxg, ..., z,]. Entonces cualquier R-mddulo finitamente generado tiene una resolucion libre
finita de longitud a lo sumo n + 1.

Entonces vemos que el resultado de Schreyer no solo nos disminuye el coste computacional
de la construccion de la resolucion, sino que ademas nos asegura que el proceso acaba.

2.3. Resoluciones graduadas

En el contexto de este trabajo es habitual utilizar las resoluciones libres para estudiar ideales
homogéneos de un anillo de polinomios. En este caso, tenemos una estructura adicional que
viene dada por la graduacion del anillo. Es por ello que vamos a introducir a continuacion
los conceptos de anillo graduado, médulo graduado y resolucién graduada.

Definicién 2.13. Un anillo graduado es un anillo R junto con una familia {R; : ¢ € Z}
de subgrupos del grupo aditivo R tales que R = @iz Ry vy RyRs C Ry, s para todo t, s € Z.
Por tanto, Ry es un subanillo de R, y cada R; es un Ry-mdédulo.

Ejemplo 2.14. El ejemplo mds habitual es el del anillo de polinomios R = k[x, ..., z,]
con su graduacion estandar. En este caso R; es el conjunto de los polinomios homogéneos
de grado t. Ademas, esta graduacién se limita a los enteros no negativos, por lo que R =
D o R

Definicién 2.15. Si R es un anillo graduado, un R-mddulo graduado es un R-mdédulo
M junto con una familia {M; : ¢t € Z} de subgrupos de M tales que M = @z M; y
R M, C M,;,s para todo t,s € Z. Por tanto, cada M; es un Ry-mddulo. Un elemento = de
M es homogéneo si x € M, para algin t (y se dice que es de grado t). Cualquier elemento
x € M se puede escribir de manera tinica como una suma finita ) , 2, donde z;, € M, para
todo t € Z, y todos menos un ntumero finito de los z; son 0. Las componentes no nulas z;
se llaman componentes homogéneas de x.

Ejemplo 2.16. El ejemplo mas basico de médulo graduado nos lo dan los ideales ho-
mogéneos I C R = k[xg,...,x,] (se deduce facilmente de las propiedades bésicas de los
ideales homogéneos en el anillo de polinomios).

Por otro lado, los médulos libres R™ son también médulos graduados sobre R si tomamos
(R™), = (R:)™, que serd lo que llamaremos la estructura de médulo graduado estdndar en
R™.

En cuanto a los submédulos, se extienden a submddulos graduados de la siguiente manera.
Si M es un modulo graduado y N es un submédulo de M, entonces decimos que N es
un submodulo graduado si los subgrupos aditivos N; = M; N N para t € Z definen una
estructura de médulo graduado en N.
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Respecto a la suma directa, si tenemos M, ... M,, médulos graduados, podemos considerar
la suma directa N = M; @ --- @ M,, de la manera habitual. Si consideramos ahora la
graduacion

Ny = (Ml)t SZRR (Mm)t

tenemos una estructura de modulo graduado en N.

Por otro lado, si N C M es un submdédulo graduado de un médulo graduado M, entonces
el médulo cociente M /N también tiene una estructura de médulo graduado, definida por
los subgrupos aditivos

(M/N), = My/N, = M,/ (M, N).

La siguiente proposicion nos va a permitir, dado un R-médulo graduado M cualquiera,
conseguir médulos isomorfos a M como R-médulos, pero con graduacion diferente.

Proposicién 2.17 ([8, Chapter 6, Prop. 3.4]). Sea M un R-mddulo graduado, y sea d un
entero. Sea M(d) la suma directa

M(d) = @ M(d),,

tez
donde M(d); = Myyt. Entonces M(d) también es un R-mddulo graduado.

Demostracion. Solo haria falta comprobar que la descomposicién es compatible con la
multiplicaciéon por elementos de R:

RSM(d)t = Rst+t C Md+t+s - M(d)t+5.

O

Los médulos (R™)(d) = R(d)™ se llaman médulos libres graduados desplazados sobre R. Los
vectores e; de la base estandar siguen formando una base del médulo R(d)™, pero ahora
son elementos homogéneos de grado —d, ya que R(d)_4 = Ry. Con mayor generalidad,
tomando la suma directa como antes, podemos considerar médulos libres de la forma

R(dy) @ --- @ R(dy,)

para cualesquiera enteros d,...,d,,, donde los vectores e; de la base son homogéneos de
grado —d; para cada 1.

A continuacion, consideramos el comportamiento de los homomorfismos con la estructura
de médulo graduado.

Definicién 2.18. Sean M, N médulos graduados sobre R. Un homomorfismo ¢ : M — N
se dice que es un homomorfimos graduado de grado d si @(M;) C Nyyrq para todo t € Z.
A los homomorfismos graduados de grado 0 los llamaremos simplemente homomorfismos
graduados.
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Si tenemos que M es un R-mddulo graduado generado por elementos homogéneos f1, ..., fn
de grados dy, ..., d,,, entonces tenemos un homomorfismo graduado
o:R(—d1)® - & R(—d,,) > M (2.5)

que envia los elementos de la base estandar e; a f; € M. Puesto que e; tiene grado d;, ¢
tiene grado cero.

Otro ejemplo viene dado por una matriz A de tamano m X p cuyas entradas son elementos
homogéneos de grado d en el anillo R. Entonces A define un homomorfismo ¢ de grado d
por la multiplicacién de matrices
p: R — R™
f—=Af.

Obviamente, podemos considerar que A define un homomorfismo graduado (de grado 0) de
R(—d)? en R™. Anélogamente, si las entradas de la columna j-ésima de A son elementos
homogéneos de grado d;, entonces A define un homomorfismo graduado

R(—dy)® --- & R(—d,) - R™.
De manera atn mas general, un homomorfismo graduado
R(—d1) ®---D R(—dp) — R(—Cl) DD R(—Cm)

estd definido por una matriz A de tamano m x p cuya entrada a;; € R, si es no nula, es
homogénea de grado d; — ¢; para todo 7, j. A una matriz A que satisface esta condicién
para una coleccién d; de grados por columnas y otra coleccién ¢; de grados por filas la
llamaremos una matriz graduada sobre R.

El interés que tiene la discusion anterior es que estas matrices aparecen en las resoluciones
libres de médulos graduados sobre R y podemos dar la nocién de resoluciéon minimal en
términos de las mismas.

Definicién 2.19. Si M es un R-mdédulo graduado, entonces una resolucion graduada (libre)
de M es una resolucion

S B AR SRS M0,

donde cada F; es un médulo libre graduado desplazado de la forma R(—d;) & --- & R(—d,)
y cada homomorfismo ¢; es un homomorfismo graduado (por lo que las ¢; estan dadas por
las matrices graduadas definidas de la manera anterior).

La construccién que hicimos de una resolucién a partir de los médulos de sizigias en la
seccion 2.1 se puede adaptar a esta situacion y obtener una resolucion graduada. Lo tnico
que hay que comprobar es que el nicleo de un morfismo graduado ¢ entre dos moédulos
graduados M y N es un submédulo graduado de M. Para ver esto, consideramos f € ker(yp),
y sus componentes homogéneas f = >, fi, con f; € M,,. Entonces tenemos

Pl = 0= lf)
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Cada ¢(f;) es del mismo grado que f; (y, por tanto, son de diferente grado para ¢ distinto)
por ser ¢ un homomorfismo graduado y f; homogéneos. Se deduce que, para que se anule
la suma, cada ¢(f;) = 0y por tanto hemos demostrado que cualquier f € ker(y) se puede
poner como suma de elementos homogéneos f; € (ker(¢)):, = ker(p) N M,,.

Ejemplo 2.20. En virtud del comentario anterior podemos graduar la resolucién del ejem-
plo 2.9. La tnica diferencia es que en vez de tener R* tendremos que poner @; R(—d;) con
los grados d;, i = 1, ...,4 correspondientes. Comenzamos con la primera copia de R*, que
es la correspondiente a la eleccion de los generadores del ideal, fi,..., fi. Puesto que ¢
debe ser un morfismo graduado y ¢o(e;) = fi,i = 1,...,4, entonces el grado de cada e;
debe coincidir con el de cada f;, que es 2 excepto para f4, que es 3. Por tanto, tenemos el
morfismo graduado:

R(-2P@PR(-3) B 1 — 0.

Ahora consideramos @1, definido por ¢;(u;) = g;,i = 1,...,4 (recordamos que u; son los
vectores de la base estandar de R*, pero de una copia distinta a la anterior). Para el grado
de cada g;, tenemos que fijarnos en que, en este caso, el grado de cada e; es 2 excepto para
e4, que tiene grado 3. En consecuencia, el grado de los g; es 3 excepto para g4, que es 4.
Por tanto obtenemos el siguiente morfismo graduado:

R(-3)*@ R(—4) 2 Syz(fi, fo, f3. f1) — 0.

Finalmente, observamos que Ay, el generador que escogemos del tercer médulo de sizigias,
es de grado 4, por ser los vectores uq, us y uz de grado 3. Asi que tenemos el tltimo morfimo
graduado:

R(_4) B} Syz(glug2ag3ag4) — 0.

Juntando las sucesiones graduadas anteriores, obtenemos
0 — R(—4) 2 R(-3)*@D R(-4) & R(-2°@ R(-3) = I — 0,
por lo que vemos que hemos conseguido graduar la resolucion del ejemplo 2.9.

De esta manera, la resolucién de longitud menor o igual que n + 1 que obtenemos en la
demostracion del Teorema de las Sizigias de Hilbert a partir del teorema de Schreyer 2.10
la podemos graduar y obtener entonces una resolucién graduada de longitud menor o igual
que n + 1.

Teorema 2.21 (Teorema de las Sizigias de Hilbert Graduado, [8, Chapter 6, Thm. 3.8]).
Sea R = klxqg,...,x,). Entonces cualquier R-mdédulo graduado finitamente generado tiene
una resolucion libre graduada finita de longitud a lo sumo n + 1.

Definicién 2.22. Sea

P
> RS SR, — s B M —0

una resolucién graduada de M. Entonces la resolucion es minimal si para cada [ > 0,
las entradas no nulas de la matriz graduada de ¢; tienen grado estrictamente positivo.
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Explicitamente, siguiendo la notacion que hemos usado para las matrices graduadas, se
tendria que d; — ¢; > 0 para todo i, j tales que a;; # 0 (y esto se da para cada paso de la
resolucién libre minimal graduada).

Que una resolucion sea minimal es, en realidad, algo que se puede entender de manera
bastante intuitiva por la siguiente proposicion:

Proposicién 2.23 ([8, Chapter 6 ,Prop. 3.10]). La resolucion

o R A R SR, S Ry B M — 0
es minimal si y solo si para cada | > 0, ¢; lleva la base estindar de F; a un sistema de
generadores minimal de Im(yy).

Demostraciéon. Primero probamos que si la resolucion es minimal, entonces ¢; lleva la
base estandar de F; a un sistema de generadores minimal de Im(y;) para todo [ > 0. Para
ello, probamos que si para algin [ > 1 la matriz graduada A; de ¢, tiene sus entradas
no nulas de grado positivo, entonces ¢;_; lleva la base estandar de F;_; a un sistema de
generadores minimal de Im(p;_1). Sean ey, ..., e, los vectores de la base estandar de F;_;.
Si @_1(€1),...,¢—1(em) no es un sistema de generadores minimal, entonces, reordenando
si es necesario, tenemos que

Pr-1 61 Zazw 1 ez a; € R.

Entonces ¢;_1(e1 —ages — -+ — apmen,) = 0, por lo que (1, —ag, ..., —a,,) € ker(yp;_1). Como
la resolucién es exacta en F;_i, entonces se tiene que (1, —ag, ..., —a,) € Im(yp;). Como
A; es la matriz de ;, sus columnas generan Im(y;). Por hipétesis estamos asumiendo que
las componentes no nulas de las columnas tienen grado positivo. La primera entrada de
(1, —asg, ..., —a,) es una constante no nula, por lo que no puede ser una combinacion lineal
con coeficientes en R de columnas de A; (recordamos que las componentes de las columnas
son elementos homogéneos). Por tanto, llegamos a una contradiccién y los ¢;_1(e;) forman
un sistema de generadores minimal de Im(y;_1).

Ahora vamos a ver que si a;; es una entrada de A; de grado 0 y no nula, entonces ¢;_4
no lleva la base estdandar de F;_; en un sistema de generadores minimal de Im(y;—1). Sean

Uy, ..., u los vectores de la base estandar de Fj. Consideramos ¢;(u;) € Im(y;) = ker(¢;_1).
Si escribimos ¢ (u;) = (ayj, . .., an;) y denotamos de nuevo por ey, . . ., e, a la base estandar
de Fj_q:
m
901—1(a1j; .- am] Z A Pi—1 Gk
1

Como 0 # a;; € k, podemos despejar ¢;_1(e;), por lo que {¢;_1(e), K =1,...,m} no es
un sistema de generadores minimal de Im(p;_). O

Ejemplo 2.24. Volviendo sobre el ejemplo 2.20, vemos que en cada paso el sistema de
generadores que hemos elegido es minimal, asi que la resolucién que hemos construido es,
de hecho, minimal.
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A continuacion estudiaremos hasta qué punto es unica una resolucién libre minimal. Para
ello, primero definimos que significa que dos resoluciones sean isomorfas, y luego enunciamos
el teorema que justifica la definicién:

Definicién 2.25. Dos resoluciones graduadas

s E B M =0

-—>G’Oﬂ>M—>O

son isomorfas si existen isomorfismos graduados «; : F; — Gy tales que g0 g = g y, para
cada [ > 1, el diagrama

FlLFl—l

all laH

i
G —— Gia
es conmutativo, es decir, a;_1 o ¢; = 9y 0 (.

Teorema 2.26 ([11, Thm. 1.6]). Sea M un R-mddulo graduado finitamente generado. Si F’
y G son resoluciones libres graduadas minimales de M, entonces existe un isomorfismo en-
tre ambas resoluciones F — G que induce la aplicacion identidad en M. Ademds, cualquier
resolucion libre de M contiene una resolucion libre minimal como sumando directo.

Por tanto, tenemos que M tiene una tnica resolucién minimal salvo isomorfismo. En R =
k[xg, ..., z,] podemos hallar una resolucién libre minimal, tomando en cada paso sistemas
de generadores que mantengan la minimalidad de la resolucion, de manera que al final
obtengamos la tinica resolucién libre minimal (a partir de ahora se entendera que es salvo
isomorfismo). Otra opcién es construir una resolucién con el método de Schreyer, que en
general no serd minimal, y luego extraer una resolucién minimal de esta, lo cual es menos
costoso computacionalmente en general que el método anterior.

2.4. Diagrama de Betti

Sea R = k[xg,...,x,] un anillo de polinomios y sea
0 — Fs— - —F—>M—0

la resolucién libre minimal del R-médulo M finitamente generado, donde F; = B, R(—j )Pii
para cada ; es decir, F; estd generado por §;; elementos de grado j. Los f; ; se llaman
los nimeros de Betti graduados de M, a veces escritos como f3; j(M). Estos nimeros se
presentan habitualmente en una tabla, conocida como diagrama de Betti, que tiene la
siguiente forma:

0 1 . s
i| Boi By - Bs,i+s

i+1 | Boiv1 Brive o Bsitsti

j 60,]' 5l,j+l o Bs,j-&-s
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Consiste en una tabla con s + 1 columnas, etiquetadas de 0 a s, correspondientes a los
moédulos libres Fy, ..., F. Las filas estan denotadas por enteros consecutivos que corres-
ponden a los grados. Es habitual escribir - en vez de 0 en la tabla, y en ocasiones se omiten
las etiquetas de las filas y las columnas cuando estan claros por el contexto. La columna
m-~ésima nos da los grados de los generadores de F,.

Observacion 2.27. Es importante notar que la entrada correspondiente a la columna j y
filai es B;,;4; y no ; ;. Esto se debe a que el minimo grado de una sizigia sube estrictamente
en cada paso, lo cual se puede ver a partir del comentario final de la definicién 2.22, ya
que d; > ¢; para todo i, 7 tales que a;; # 0, asi que el menor grado de las sizigias en un
paso ha de ser mayor que el grado de alguna de las sizigias del paso anterior, en particular,
mayor que el grado de la sizigia de menor grado. Otra razén la veremos cuando definamos
la regularidad.

Ejemplo 2.28. Retomando el ejemplo 2.20, con la resoluciéon minimal
0— F,=R(—4) 2 F,=R(-3*@R(-4) > Fy = R(-2*@PR(-3) =5 T — 0,

podemos construir el siguiente diagrama de Betti:

0 1 2
213 3 1
311 1 -

A continuacién introducimos varios conceptos que son centrales en este trabajo.

Definicién 2.29. Sea M un R-mdédulo finitamente generado (que admite una resolucién
finita por ser R un anillo de polinomios). A la menor longitud de todas las resoluciones
libres finitas de M se la llama dimension proyectiva de M y la denotaremos por pd(M).
Esto coincide con la longitud de la resoluciéon minimal por el teorema 2.26.

Podemos leer la dimensién proyectiva a partir del diagrama de Betti como el ancho de la
tabla del diagrama de Betti, es decir, la etiqueta de la tltima columna. Lo que acabamos
de decir se puede escribir como

pd(M) = max{i : §; j(M) # 0 para algin j}.

Definicién 2.30. Sea M un R-médulo finitamente generado y f; j(M) sus nimeros de
Betti. Entonces la reqularidad de Castelnuovo-Mumford de M, o simplemente reqularidad,
es

reg(M) = méx{j —i: f5;;(M) # 0}.
Vemos que la regularidad también podemos leerla a partir del diagrama de Betti, en este

caso fijandonos en la altura de la tabla o la etiqueta de la ultima fila. Este es uno de los

motivos que hemos mencionado antes para escribir la tabla de la manera en la que lo hemos
hecho.

Por otro lado, vemos que la dimensiéon proyectiva y la regularidad son dos medidas de
la complejidad de un modulo. El Teorema de las Sizigias de Hilbert proporciona una cota
bastante buena para la dimension proyectiva, pero la regularidad no la tenemos tan acotada.
Por ello la regularidad, el tema central de este trabajo, es un objeto de estudio interesante
en este contexto.
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Ejemplo 2.31. A partir del diagrama de Betti del ejemplo 2.28 podemos obtener la di-
mensién proyectiva y la regularidad del ideal I: pd(I) = 2, reg(]) = 3.

De las definiciones podemos obtener facilmente que
pd(R/T) = pd(1) +1,
reg(l) =reg(R/I)+ 1.
Ambas igualdades se obtienen a partir de la resolucién minimal de I
0 — Fs — - — F — 1 —0,
ya que entonces obtenemos otra resoluciéon minimal para R/

0 —F,— - —F,—R— R/l — 0.

Por tanto, la primera igualdad es directa porque la longitud aumenta en 1, y la segunda
es consecuencia de la definicion de regularidad, puesto que al aumentar en uno la longitud,
aumenta la posicién de cada F; y, en consecuencia, disminuyen todas las diferencias j — ¢
que aparecen en la definicion de regularidad en una unidad.

Ejemplo 2.32. Si utilizamos la resolucién de I que tenemos en el ejemplo 2.28 para hallar
la de R/I se obtiene

0— R(—4) B R(=3PPR(—4) > R(—2PPR(-3) 2 RS R/T — 0.

A partir de esta resolucién obtenemos el siguiente diagrama de Betti:

(001 2 3
0[1 - - -
1/- 3 31
2/- 1 1 -

Vemos que obtenemos la misma tabla que en el ejemplo 2.28, pero desplazada y anadiendo
Boo = 1. Podemos leer de la tabla que pd(R/I) = 3, reg(/) = 2. También se puede obtener
la tabla de Betti y la resolucién minimal de R/I utilizando [9]:

> ring r=0, (x,y,2), (C,1p);

> ideal I=x2,xy,xz,y3;

> resolution rs=minres(res(I,0));rs;
1 4 4 1

r <-—— r <-—— r <-——- r

0 1 2 3

> print(betti(rs),"betti");
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Vamos a introducir un invariante mas, la profundidad. Para ello tenemos que ver la defini-
cién de sucesién regular:

Definicién 2.33. Sea R un anillo y M un R-moédulo. Una sucesion de elementos zg, . . ., x4
en un anillo R se llama sucesion M-regular si cumple

(a) (xo,..., )M # M,y
(b) para cada i =0,...,n, x; es un no divisor de cero en M/(xq,...,x;_1)M.

Una sucesion R-regular se llama simplemente sucesion regular.

Ejemplo 2.34. El ejemplo clasico de sucesion regular es la sucesion x, . . ., x,, de variables
en el anillo de polinomios R = k[zy, ..., x,].

Diremos que una sucesién M-regular zo, ..., x4 (contenida en el ideal I) es mazimal (en
I) si xg,...,7411 O es una sucesion M-regular para cualquier x4, € R (2441 € I). El

siguiente resultado nos permitira dar la definicion de la profundidad de un ideal.

Teorema 2.35 (Northcott y Rees, [14, Thm. 121]). Sea R un anillo noetheriano, I un
ideal en R, y M un R-mddulo finitamente generado. Suponemos que IM # M. Entonces
dos sucesiones M -requlares mazximales contenidas en I tienen la misma longitud.

Definicién 2.36. Sea R un anillo noetheriano, I un ideal en R y M un R-moédulo fi-
nitamente generado que satisface IM # M. La longitud comin de todas las sucesiones
M-regulares maximales en [ se llama profundidad de I en M y se denota depth(I, M). En
el caso en el que IM = M, definimos depth(I, M) = oco. Si M = R, entonces llamamos a
depth(I, M) simplemente profundidad de I y lo denotamos depth([).

En el caso en el que R = Ry ® R; @ - -+ es un anillo graduado, finitamente generado como
algebra sobre un cuerpo Ry, P = R; & Ry & --- es su ideal homogéneo maximal y M es
un R-médulo finitamente generado, llamaremos a la profundidad de P en M simplemente
profundidad de M y la denotamos depth(M). En el caso en el que M es un ideal, esta ter-
minologia coincide con la anterior, pero en la practica no hay confusiéon y ambas notaciones
se utilizan simultaneamente. En cualquier caso, en este trabajo estaremos principalmente
en esta segunda situacién para el médulo R/I.

Entre la dimensién proyectiva y la profundidad hay una relacion importante que viene dada
por la siguiente férmula:

Teorema 2.37 (Férmula de Auslander-Buchsbaum, [10, Thm. 19.9 & Ex. 19.8]). Sea
R=Ry® Ry ®--- un anillo graduado, finitamente generado como dlgebra sobre un cuerpo
Ry. Sea P= Ry ® Ry ® --- el ideal homogéneo mazximal. Si M es un R-mddulo graduado
finitamente generado de dimension proyectiva finita, entonces

pd(M) = depth(P, R) — depth(P, M) = depth(R) — depth(M).
En el caso del anillo de polinomios R = k[xy, ..., z,] la férmula se reduce a
pd(M) =n+ 1 — depth(M).

Por tanto, podemos obtener depth(M) a partir de pd(M). Este tltimo invariante sabemos
obtenerlo a partir del diagrama de Betti, luego también podemos obtener depth(M) de la
tabla.
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Ejemplo 2.38. Considerando los datos del ejemplo 2.32, puesto que el niimero de variables
es 3y pd(R/I) = 3, tenemos que depth(R/I) = 0.

2.5. Funcion de Hilbert

En esta seccién veremos como obtener la funcién de Hilbert y el polinomio de Hilbert a
partir de resoluciones graduadas. Consideraremos R = k[zy, . .., x,], el anillo de polinomios
en n + 1 variables, en toda la seccién.

Lo primero que vamos a hacer es definir la funcién de Hilbert. Para ello, primero nos fijamos
en que, dado M un R-médulo graduado finitamente generado, el conjunto M; de elementos
homogéneos de grado ¢ de M es un Ry-modulo por la definicion, pero en este caso tenemos
Ry =k, por lo que es un k-espacio vectorial. Por otro lado, como es finitamente generado,
podemos considerar el homomorfismo graduado de (2.5) para unos ciertos generadores de
M. Como ¢ es sobreyectiva, ¢((D; R(—d;)):) C M, por ser de grado cero y My N M, = 0 si
t # s, se tiene que p((D,; R(—d;)):) = M,. Es facil ver que los polinomios homogéneos de
grado t > 0 en n + 1 variables tienen estructura de k-espacio vectorial de dimension (tzn)
Puesto que M; es imagen de una suma directa de espacios vectoriales del tipo anterior, se
tiene que M; es de dimensién finita. Esto nos lleva de manera natural a la definicién que

buscabamos:

Definicién 2.39. Si M es un médulo graduado finitamente generado sobre R = k[xo, . . .,
x,], entonces la funcion de Hilbert Hy/(t) esta definida por

donde dimy, es la dimensién como espacio vectorial sobre k.

Por el comentario anterior, vemos que para R = k[zg,...,x,] y t >0
. t+n
HR(t) = dlmth = < )
n

Si convenimos que (Z) = 0 si a < b, entonces la férmula anterior se da para todo t. Podemos
resaltar ahora que para t > 0 y n fijo, el coeficiente binomial anterior es un polinomio de
grado n en t:

tn! n!

(t—i—n) _(t+n)!  (t4n)(Etn—1)---(t+1)

Por tanto, Hg(t) estd dado por un polinomio para t suficientemente grande (en este caso
t > 0). Mas adelante veremos que esta situacién se da siempre para un R-mdédulo finita-
mente generado.

Por otro lado, de la definicién es claro que si M es un R-mdédulo graduado finitamente
generado, entonces Hyya)(t) = Hu(t + d), ya que

Hpypa)(t) = dimg (M (d)); = dim My q = Hpr(t + d).
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En particular, para el médulo libre graduado desplazado R(d) tenemos

t—i—d—i—n)

n

HR(d)(t) = dimth+d = ( (26)

Proposiciéon 2.40. Sean M, N y P R-mddulos finitamente generados. Si tenemos una
sucesion eracta

0— M-=%5pPL N0

donde o y B son homomorfismos graduados, entonces Hp = Hy + Hy .

Demostracion. La sucesion exacta anterior nos da otra sucesion exacta entre k-espacios
vectoriales de dimensién finita

0— M 2 p 2% N, — 0

donde «; y fB; son las restricciones a los elementos homogéneos de grado ¢ del espacio
de salida de cada homomorfismo. Esto se debe a que, al ser homomorfismos graduados,
tenemos que Im(ay) = (Im(a)); = (ker(5)); = ker(B;) (Im(a) = ker(f) por exactitud).
Como estamos tratando con espacios vectoriales de dimension finita sabemos que

dimy, P, = dimy, ker(8;) + dimy Im(5;).

Puesto que la sucesién anterior es exacta, Im(5;) = N;. Ademds, como «; es inyectiva,
tenemos que M; = Im(ay) = ker(f;). Sustituyendo en la férmula anterior, obtenemos

[l

Como caso particular de la proposicién anterior, tenemos que si P = M @& N, entonces
Hp = H); + Hy, ya que tenemos la sucesion exacta

0 M-SP=M&N = N —0

donde ¢ denota la inclusion y 7 la proyeccién sobre N.

Vemos que con estos resultados podemos calcular la funcién de Hilbert de cualquier médulo
libre desplazado. Para tratar el caso general, vamos a utilizar resoluciones graduadas. Para
ello, primero probamos el siguiente lema:

Lema 2.41. Sean V}, 7 =0,...,n, k-espacios vectoriales de dimension finita, y sea
Pn Pn—1 Pn—2 ¥1
00—V, =V, 1 =V, o— - —=V; —0
una sucesion exacta de aplicaciones lineales. Entonces se tiene que la suma alternada de

las dimensiones de los V; es 0:

n

> (=1 dimg(V;) = 0.

J=0
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Demostracion. De esta sucesion exacta a su vez podemos deducir la siguiente sucesion
exacta para cada j =1,...,n

0 — ker(p;) -5 V; 2 ker(p;1) — 0.
En cada sucesion exacta corta como la anterior tenemos que
dimy V; = dimy, ker(yp;) + dimy, Im(yp;).

Podemos reconstruir la sucesién inicial a partir de estas sucesiones, ya que Im(yp;) =
ker(p;_1) v ker(p;) = Im(p;11). Encadenando estas igualdades con la anterior, y teniendo
en cuenta que Im(p1) = Vy y ker(¢,,) = 0 se obtiene el resultado. O

Teorema 2.42 ([8, Chapter 6, Thm. 4.4]). Sea R = k[zo,...,z,) y sea M un R-mddulo
graduado finitamente generado. Entonces, para cualquier resolucion graduada de M

00— F, > Fpq1— - —F—>M—D0,
tenemos
k k
Hy(t) = dimy, M, = Y (=1) dimy(F}), = > (—=1) Hp (t).
7=0 7=0

Demostracion. Como en la proposicion 2.40, obtenemos una sucesion exacta de k-espacios
vectoriales de dimensién finita

0— (Fu)y 25 (Fpq) 25 - B () 25 M, — 0.

Por el lema 2.41, la suma alternada de las dimensiones en esta sucesién exacta es 0. Por

tanto,
k

dimy, M, = " (—1)/ dimg (F).

J=0

]

Puesto que conocemos la funcién de Hilbert de cualquier moédulo libre desplazado, vemos
que la podemos calcular también para un R-mdédulo graduado arbitrario a partir de una
resolucion graduada.

Anteriormente resaltamos que Hp(q)(t) es un polinomio para t suficientemente grande. Esta
situacién se da en general, como se muestra en el teorema siguiente:

Teorema 2.43 ([8, Chapter 6, Prop. 4.7]). Sea R = k[zo,...,x,] y M un R-mddulo
graduado finitamente generado. Entonces existe un unico polinomio H Py tal que

Hy(t) = HPy(t)

para todo t suficientemente grande.
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Demostracién. Utilizando (2.6) y la proposicion 2.40, tenemos que para un médulo libre
desplazado de la forma
F=R(—dy)®---® R(—d,),

HF@):i(t_Cﬁi—i_n)-

i=1

la funcion de Hilbert es

Vemos que es un polinomio para t suficientemente grande (¢ > max(dy, ..., d,,)). Como
para un R-mdédulo finitamente generado sabemos que existe una resolucion graduada fini-
ta, y cada médulo de la resolucion es de la forma anterior, por el teorema 2.42 su funcion
de Hilbert es la suma alternada de funciones de Hilbert como la que acabamos de ver. Por
tanto, para t suficientemente grande es un polinomio. L]

Al polinomio H Py (t) que cumple lo anterior se le llama el polinomio de Hilbert de M. Si en
vez de considerar un mdédulo arbitrario consideramos M = R/I, con I un ideal homogéneo
y R = k[zo,...,x,], entonces el polinomio de Hilbert encierra bastante informacién sobre
la variedad proyectiva V' (I). Si fi,..., f. son generadores homogéneos de I, entonces V' (I)
se define como

V(1) ={[zo,...,zn) € P}/ fi(xo,...,2n) =0, i =1,...,7}.

La exigencia de que I sea homogéneo es precisamente para garantizar que si tenemos dos
representantes del mismo punto [zo,...,z,] € V(I) C P} ambos cumplan la condicién
fi(xo,...,xy) =0, i =1,...,r. Antes de ver la informacién que contiene el polinomio de
Hilbert, vamos a dar la siguiente definicién:

Definicién 2.44. Sea R un anillo conmutativo. La dimension de Krull (o simplemente
dimensién) de R es el supremo de las longitudes n de cadenas de ideales primos pg C p; C
-+ C p,, v la denotaremos por dim R.

Se puede demostrar ([8, Pg. 284]) que el término de mayor grado del polinomio de Hilbert
es de la forma %td para algin entero positivo D. El grado d del polinomio de Hilbert es la
dimension de la variedad proyectiva V' (I), que también es la dimensién de Krull de R/
menos 1. De hecho, se puede tomar como definiciéon de la dimensién de una variedad pro-
yectiva V' el grado del polinomio de Hilbert de R/I(V') (I(V') es el conjunto de polinomios
que se anulan en todos los puntos de V'), que es lo que se hace por ejemplo en [7].

Por otro lado, el entero D se llama grado de la variedad V' (cuando en vez de V' tenemos
un médulo M, se llama multiplicidad), se denota por deg(V') y se puede ver que es igual
al nimero de puntos en la interseccion de V' con un subespacio proyectivo genérico de di-
mension n — d.

Una vez visto esto, podemos ver que existen formas mas eficientes de calcular la funcién
o el polinomio de Hilbert de un médulo graduado basadas en los resultados debidos a
Macaulay que vamos a ver a continuacién, que también nos resultaran tutiles en algunas
demostraciones mas adelante. Primero introducimos la siguiente notacién que vamos a
utilizar con bastante frecuencia: dado un orden monomial > y un R-moédulo M, para cada
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f € M definimos el monomio inicial de f, denotado por in~(f) (o in(f) si no hay lugar a
confusién), como el mayor monomio de f con respecto al orden >, y para un submdédulo
N C M definimos in- (V) como el submédulo monomial generado por los elementos in- ( f)
para todo f € N. Vemos que la diferencia entre in(f) y LT(f) (notacién introducida en la
seccién 2.2) es unicamente que LT(f) incluye el coeficiente del monomio inicial. Con esta
notacién ya podemos pasar a enunciar los siguientes resultados:

Teorema 2.45 (Macaulay, [10, Thm. 15.3]). Sea F' un R-mddulo libre con base, y sea M
un submodulo arbitrario. Para cualquier orden monomial > en F', el conjunto B de todos
los monomios que no estan en in(M) forma una base de F /M.

Demostracion. Para mostrar que B es linealmente independiente, observamos que si hu-
biera una relacién de dependencia

p:ZuimiGM, m; € B, 0+#u; €k,

entonces in(p) € in(M). Puesto que in(p) es uno de los m;, los cuales hemos supuesto que
estan en B, se llega a una contradiccion.

Ahora supongamos que B no genera F//M. Del conjunto de elementos de F' que no estén
generados por M y B, podemos coger f con término inicial minimo. Si in(f) estuviera en
B, podriamos restarlo, obteniendo un polinomio con término inicial atin mas pequeno. Por
tanto, podemos suponer que in(f) € in(M). Restando un elemento de M con el mismo
término inicial que f se llega a una contradiccion. O

Teorema 2.46 (Macaulay, [10, Thm. 15.26]). Sea P un R-mddulo graduado finitamente
generado, dado a partir de unos generadores y sus relaciones como P = F/M, donde
F es un modulo libre con base homogénea y M es un submddulo generado por elementos
homogéneos. La funcion de Hilbert de P es la misma que la funcién de Hilbert de F'/in(M).

Demostracién. Sea B el conjunto de monomios que no estdn en in(M). Como P es
graduado, tenemos que P = &, Py, donde Py = F,;/M,. Por el teorema 2.45, la imagen de
B es una base (de espacio vectorial) de P, asi que la imagen de B, serd una base de P;. Por
tanto, dimy P; es el nimero de elementos de By. Puesto que el argumento se puede aplicar
también a P’ = F/in(M), obtenemos el resultado. O



Existencia 27

3. Ideal inicial genérico

En esta seccién trabajaremos con R = k[xo, ..., z,] el anillo de polinomios sobre un cuerpo
infinito k£, y < un orden monomial en R que refina el orden parcial por grado y cumple que
ro > x1 > -+ > x,. Para un ideal homogéneo I C R mostraremos que existe un abierto no
vacio U del conjunto de automorfismos lineales de R de manera que in(al), el ideal inicial
de al respecto del orden elegido, no depende de o € U. A este ideal lo llamaremos el ideal
inicial genérico de I con respecto a <. Probaremos también diversas propiedades de interés
de este ideal y en la iltima parte veremos la relacion que tiene con los invariantes del ideal
I cuando usamos el orden lexicografico inverso. Las referencias principales que utilizaremos
seran [10] y [13], y también [2] para la ltima parte.

3.1. Existencia

Puesto que el concepto de ideal inicial genérico involucra un abierto, debemos introducir
la topologia con la que trabajamos. Sea k un cuerpo. Un subconjunto del espacio afin k™
es un cerrado para la topologia de Zariski si es el conjunto de ceros comunes de un con-
junto finito de polinomios en m variables. Los abiertos quedan definidos, por tanto, como
los complementarios de los cerrados para la topologia de Zariski. Si k£ es un cuerpo finito
entonces todo subconjunto de k™ es cerrado, y, por tanto, también es abierto, asi que nos
restringiremos al caso de que k sea un cuerpo infinito.

Empezamos con una propiedad importante de los abiertos de Zariski:

Lema 3.1 ([13, Lem. 4.1.1}). Sean Uy, ..., U, C k™ abiertos de Zariski no vacios. Entonces
Un--—-NU. #0.

Demostracién. Es suficiente probarlo para dos abiertos de Zariski U, U’. Sean A = k™ \ U
y A" =k™\ U’, y supongamos que A es el conjunto de los ceros comunes de los polinomios
fi,..., fr v A" el de los polinomios g1, ...,gs. Sea x € U y ' € U'. Entonces existen f; y
gj con fi(x) # 0y g;j(z’') # 0. Por tanto, fig; # 0. Como k es infinito, existe 2" € k™ tal
que f;g;j(z") # 0. Luego fi(z") # 0y g;(2") # 0, de manera que 2" € U NU". O

El lema anterior dice que cualquier abierto de Zariski no vacio es denso en k™. El conjunto
en el que estamos interesados es GL,1(k), el grupo lineal general (grupo de matrices
(n+1) x (n+1) invertibles con entradas en k). Cualquier a € GL,41(k), o = (a;;), induce
un automorfismo

a:R— R, f(mo,...,xn)Hf(Zaioxi,...,Zamxi),
i=0 =0
que en realidad no es mas que un cambio de variables. El conjunto M, 1(k) de todas las
matrices (n + 1) x (n + 1) se puede identificar con los puntos de k™+D*("*+1) siendo las
coordenadas de los puntos las entradas de las correspondientes matrices. Entonces podemos
ver que GL,;1(k) es un abierto de Zariski de M, 11(k), ya que o € M,41(k) pertenece a
GL,41(k) siy solo si det a« # 0. Esto sucede si y solo si a no pertenece al cerrado de Zariski
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definido como el conjunto de ceros del polinomio det(x;;) € k[{zs;}ij=o,..n)-

Puesto que GL,,;1(k) es abierto, cualquier subconjunto suyo es abierto si y solo si es abierto
de Zariski en M, (k) (o k(HDx(n+1),

En preparacion del resultado principal de la seccién, tenemos que introducir algunos con-
ceptos y notaciéon. Sean d, ¢ € N con t < dimy Ry. Consideramos la potencia exterior
t-ésima /\t R, del k-espacio vectorial Ry. Dado un orden monomial < en R, un elemento
uy Aug A --- A\ uy donde cada u; es un monomio de grado d y donde uy > us > --- > uy
se llamard un monomio exterior estindar de \' Rq. Es obvio que los monomios exteriores
estandar forman una base del k-espacio vectorial /\t Ry. En particular, cualquier elemento
fe /\t R4 es una combinacién lineal inica de monomios exteriores estandar. El soporte de
f es el conjunto supp(f) de monomios exteriores estandar que aparecen en f con coeficiente
no nulo.

Ordenamos los monomios exteriores estandar con el orden lexicografico de manera que
UL ANUg N - ANug > v ANvg A -+ Ay,

si u; > v; para el menor indice i con u; # v;. Esto nos permite definir el monomio inicial
. t . . ,

in(f) de un elemento no nulo f € A" Ry como el mayor monomio exterior estandar en el
soporte de f.

Por otro lado, si tenemos V' C R, un subespacio vectorial de dimension t de Ry 'y fi,..., f
es una base de V', observamos que el k-espacio vectorial /\t V' de dimensién 1 esta generado

por fi N fa A A fi

Denotaremos por in(V') al k-espacio vectorial generado por todos los monomios in(f) con

0#£feV.

Una vez hemos visto lo anterior, podemos probar los siguientes lemas que nos seran de
utilidad para probar el teorema que vendra a continuacion.

Lema 3.2. Sea V C Ry un subespacio vectorial de dimension t y sea {g1, ..., g} una base
de V. Entonces {in(g1),...,in(g;)} es una base de in(V') y, en consecuencia, dim V =
dimyg in(V).

Demostracidén. Sea {gi, ..., g;} una base del k-espacio vectorial V. Podemos suponer que

todos los elementos de la base tienen monomios iniciales distintos, ya que de no ser asi
podriamos restar un multiplo de otro elemento de la base y obtener otro con monomio
inicial menor, y repetir el proceso hasta que el monomio inicial sea distinto del resto. No se
puede llegar a que obtengamos 0 al restar porque iria en contra de la independencia lineal
de los elementos de la base. Si ahora elegimos un elemento v € V', entonces se expresa
como combinacion lineal de los elementos de la base v = 25:1 Bigi, Bi € k, y se tiene que
in(v) = in(g;) para el elemento g; con mayor monomio inicial y 3; # 0. Asi que tenemos
que {in(g1),...,in(g:)} es una base de in(V). O
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Lema 3.3 ([13, Lem. 4.1.4]). Sean wy,...,w; monomios en Rq con wy > wy > -+ > wy.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) los monomios wy, ..., w; forman una base del k-espacio vectorial in(V');

(b) siw; =in(g;) con g; € V, entonces gy, ..., g es una base del k-espacio vectorial V y

in(gy A~ Agy) =in(gr) A--- Ain(ge);

(c) st f1,..., fr es una base del k-espacio vectorial V', entonces in(fy A -+ A f;) = wy A
e /\ wt'

Demostracién. (a) = (b): Sea 0 # f € V. Entonces in(f) = w; para algin i. Razonamos
por induccién sobre i < ¢ para ver que si in(f) = w;, entonces f es una combinacién lineal
de ¢g;,...,g;. Si 1 = t, entonces debe existir a € k tal que f = ag;, ya que no puede darse
que in(f — ag;) < w; por ser w; el menor en una base de in(V'). Para i < ¢, tenemos que
existe a € k de manera que f —ag; = 0 o in(f — ag;) < w;. Por hip6tesis de induccién,
f — ag; es una combinacion lineal de g;,1, ..., g;. Esto implica que ¢1,..., g; es un sistema
de generadores de V.

Si tuviéramos 2221 a;9; = 0 con a; € k y no todos los a; = 0, entonces si j es el menor ente-

ro tal que a; # 0 tenemos que in(Y"_, a,9;) = w; # 0, una contradiccién. Luego g1, .. ., g
son linealmente independientes.
Como w; > wy > -+ > w,; se tiene que in(g;) A -+- Ain(g;) es un monomio exterior

estdndar. Sea g = g1 A -+ A g;. Salvo el signo, un monomio exterior estdndar de supp(g)
es de la forma u; A ug A -+ A con u; € supp(g;) (en este caso es el soporte habitual
de un polinomio). Puesto que w; > u; se tiene que cualquier monomio de supp(g) es me-
nor o igual que wy Awg A+ - - Awy. Como wy Awy A - - Aw, € supp(g), se obtiene el resultado.

(b) = (c): Puesto que fy A--- A fi vy g1 A+ A g; se diferencian tinicamente en un escalar
no nulo, tenemos

in(fi Ao Afy)=in(gr A Age) =wi A Awg.

(¢) = (a): Como A"V es unidimensional, in(fi A--- A f;) = in(hy A--- A hy) para cualquier
otra base hy, ..., h de V. Podemos suponer entonces que in(f;) > in(f2) > --- > in(f;), y
entonces w; = in(f;). Luego cada w; € in(V'). Como dimy V' = dimy in(V') por el lema 3.2,
esto implica que wy, ..., w; es una base del k-espacio vectorial in(V). O

Observacién 3.4. Sea o € GL,1(k) un automorfismo lineal de R, y fi, fo,..., fi una
base del k-espacio vectorial V' C Ry. Entonces a(f1), a(fs),...,a(f;) es una base del k-
subespacio vectorial &V C Ry, v si in(a(fi) A--- Aa(fi)) = wi Aws A -+ A w, entonces
in(aV) tiene la base wy, ..., w; (por el lema 3.3).

Lema 3.5 ([13, Lem. 4.1.5]). Sea wy A --- A wy el mayor monomio exterior estindar de
A’ Ry con la propiedad de que existe o € GL,1 (k) con

in(a(fi) A~ ANa(fy) =wi A Awy.

Entonces el conjunto U = {a € GLy1(k) - in(a(fi) A~ ANa(fy) =wi A Aw} es un
subconjunto abierto no vacio de Zariski de GL,1 (k).
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Demostracién. Por definicién, U # (). Sea p(«) el coeficiente de wy A- - - Awy en la escritura
de a(f1) A+ -+ Aa(fi) como combinacion lineal de monomios esténdar exteriores. Entonces
a pertenece a U siy solo si p(a) # 0.

Por otro lado, es claro que p(a) es un polinomio en las entradas de a y cuyos coeficientes
estan determinados por fi, ..., f; (al aplicar un « genérico obtenemos coeficientes polinémi-
cos que dependen de «, y al hacer el producto exterior se obtiene como coeficientes sumas
de productos de estos coeficientes). Por tanto U es el complementario del cerrado de Zariski
definido por los ceros de este polinomio. O]

Ejemplo 3.6. Sea R = k[zg, x1], y > el orden lexicografico en R. Entonces los monomios
exteriores estandar en \* Ry son:

x% N Toxy > x% A :1:% > xor1 N\ x%

Sea fi = 23, fo = 22 y a € GLy(k). Entonces a(f)) = a2 + 2a00a100r1 + 02922 y
alfa) = a2k + 2ap1a11m011 + oF 23, Por tanto,

Oé(fl) A Oé(fg) = (20[3()@010611 — 2@%10600@10)1’(2) A\ Tolq —+ .. s

asi que p(a) = 2apoapr (o1 — ap1ao)-

Teorema 3.7 ([13, Thm. 4.1.2]). Sea I C R un ideal homogéneo. Entonces existe un abierto
no vacio U C GL,41(k) tal que in(al) = in(a/I) para todo a, o/ € U.

Demostracién. Sea d € Z, con I; # 0. Sea f1,..., fy una base de I, y Uy C GL,41(k)
el abierto no vacio de Zariski definido como en el lema 3.5 para el subespacio vectorial
I; C Ry. Paralos d € Z, con I; =0, tomamos Uy = GL,, 41 (k).

Sea av € Uy y sea Jy; = in(aly) = in(al)y. Por la definicién de Uy, in(a(fi) A+ Aa(f)) =
wy A -+ ANwy Ya € Uy. Por la observacion 3.4, in(aly) tiene a wy, ..., w; como base (para
cualquier « € Uy por el comentario previo). Deducimos que J; no depende de la eleccién
de a € Uy.

Ahora veremos que J = €@, Js es un ideal. Para d € Z, tenemos que Uy N Uy # 0.
Entonces para cualquier o« € Uy N Uyyq tenemos que

R, J; =R iH(OéId) C in(a[dH) = Jd+l-

De aqui se deduce que J es un ideal, ya que de lo anterior se deduce que R;J; C Jyut ¥
tenemos que RJ =@, R,J C J.

Sea ¢ el mayor grado de un generador de J, y sea U = U; N Uy N --- N U,. Para cualquier
a € U veremos que J; = in(aly) para todo d. Para d < ¢ es evidente porque o € Uy para
todo d < c¢. Para d > ¢ lo probaremos por induccién. Tenemos que J; = R;J;_1 por ser
d mayor que el grado de cualquier generador de J (los generadores estén fijos desde que
elegimos el ¢). Por tanto, aplicando la hipdtesis de induccién obtenemos que:

Ji=RiJ;_1 =R, in(a[d,l) C in(a[d).
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Si ahora consideramos o/ € Uy, tenemos que dimy, J; = dimy in(a’l) = dimy in(al,) porque
a, o/ son automorfismos, asi que la dimensién no cambia. Luego J; = in(aly). El abierto
de Zariski no vacio U cumple la propiedad del enunciado. O

El ideal in(af) en el teorema se llama ideal inicial genérico de I, y se denota por gin(I).
Por otro lado, la demostracion del teorema 3.7 nos da la siguiente informacién adicional
sobre gin(/) que utilizaremos méas adelante en la demostracién del teorema 3.10.

Proposicién 3.8 ([13, Prop. 4.1.7]). Sea t = dimy I; y sea wy Awy A -+ A w; el monomio
exterior estindar que genera \'gin(I)y. Entonces

wl/\w2/\~~~/\wt:méx{in(f):O#fe /\a(I)d,aeGLnH(k)}.

Ejemplo 3.9. Consideramos el ideal homogéneo I C R = Clxg, 1] generado por los
polinomios f; = z? y fo = x3. Vamos a realizar una transformacién genérica ¢ definida
por:

To > tooxo + L1021,

1 — tor1xo + t1ixy.

A continuacién consideramos el ideal J = ¢(I) = (p(f1), ¢(f2)) v calculamos su base de
Grobner reducida G respecto al orden lexicografico inverso graduado en k(tgo, 10, to1, t11) [0,
x1] con g > x usando [9]:

G = {(2tooto1)wow1 + (toot11 + tiotor)x?, (tootor)zs — trotuias, 5}

Vemos que, salvo que (too, t10, to1,t11) € V, siendo V el conjunto de puntos de C* que
anulan al polinomio tgtoy, se tiene que in(J) = (22, xoz1, 23). Entonces, considerando la
identificacién de los puntos de C* con los elementos de GLy(C) y denotando por V' al
subconjunto de GL3(C) correspondiente a V', vemos que si definimos U = GLy(C) \ V’,
tenemos un abierto no vacio U tal que in(af) = in(o/I) para todo a,a’ € U. Por tanto,
hemos encontrado el abierto no vacio del teorema 3.7 y gin(I) = (23, oz, 23). La forma

de realizar estos cédlculos con [9] es la siguiente:

> option(redSB);

> ring R=(0,t00,t10,t01,t11), (x0,x1) ,dp;

> poly gl=x1"2; poly g2=x0"2;

> ideal I=gl,g2;

> std(I);

_[11=x1"2

_[2]=x0"2

> map f=R,t00*x0+t10*x1,t01*x0+t11*xx1;

> poly pl=f(gl); poly p2=f(g2);

> ideal J=p1,p2;

> J;

J[11=(t0172) *x0" 2+ (2+t01*t11) *x0*x1+(t1172) *x1°2
J[2]1=(t0072) *x0~ 2+ (2*t00*t10) *x0*x1+(£t1072) *x172
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> std(J);

_[11=(2*t00*t01) *x0*x1+ (t00*t11+t10*t01) *x1"2
_[2]=(t00*t01) *x0~ 2+ (-t10*t11) *x1"2

_[31=x1"3

> ideal G=lead(std(J));

> std(G);

_[1]1=x0%*x1

_[2]1=x0"2

_[31=x1"3

3.2. Propiedades

El subgrupo B C GL,.1(k) de todas las matrices triangulares superiores no singulares se
llama el subgrupo de Borel de GL,41(k). Una matriz o = (a;;) € B se llama una matriz
elemental superior si a; = 1 para todo i y existen enteros 0 < k < | < n tales que ay # 0
mientras que el resto de entradas son nulas. Es decir, son matrices con unos en la diagonal
y un unico elemento no nulo fuera de ella y que estda por encima. El subgrupo D C B
de todas las matrices diagonales no singulares junto con el conjunto de todas las matrices
elementales superiores genera B.

Diremos que un ideal homogéneo I C R es Borel-fixzed si es fijo bajo la accion de B, es
decir, gI = I para todo g € B. Lo que vamos a ver ahora es que el ideal inicial genérico lo
es.

Teorema 3.10 (Galligo, Bayer y Stillman, [10, Thm. 15.20]). Si I C R es un ideal ho-
mogéneo entonces gin(l) es Borel-fixed: para todo g € B, g(gin(I)) = gin(I).

Demostracién. Cambiando I por al para un « € GL, (k) genérico, por el teorema 3.7
podemos suponer que in(/) = gin(/). Antes hemos mencionado que las matrices diago-
nales no singulares junto con las matrices elementales superiores generan B. Los ideales
monomiales son invariantes por la accién de las matrices diagonales (no singulares), ya

que si 0 es una matriz diagonal invertible con diagonal dy,...,d, vy u es un monomio,
entonces 0(u) = wu(do,...,d,)u y u(do,...,d,) € k\ {0}. Aqui u(dy,...,d,) denota la
evaluacién del monomio w en el punto (dp, ... ,d,), esto es, si u = z%x]" - - - 2%, entonces

u(do, ..., dy) = d%ds - - dor.

Por tanto, es suficiente probar el resultado para matrices elementales superiores. Sea v =
I + +' una matriz elemental superior (I es la matriz identidad y 4’ una matriz con una
unica entrada no nula ’ygj con i < j). Probaremos que para cada grado d tenemos que

v(in(1y)) = in(Iy).

Podemos elegir una base fi,..., f; para I; con in(f;) > --- > in(f;). Sea f = fiA--- A fi
el generador correspondiente del subespacio unidimensional /\t I; C /\t R,;. Tenemos que

in(f) = in(fi) A--- An(f),

Dejamos actuar a 7 como una aplicaciéon k-lineal sobre /\t Ry definiendo

Y(wr Awy A=+ Awy) = y(wi) Ay(wz) A= Ay(wy)
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. . . , t
para cualquier monomio exterior estandar wy; Awy A -+ Aw, € N\° Ry.

Siy(in(Zy)) # in(1y) entonces yin(f) # in(f). Como 7/ tiene el término no nulo por encima
de la diagonal, los términos de ~yin(f) que no sean in(f) son estrictamente mayores que
in(f). Sea am uno de esos términos, donde a es un escalar no nulo y m es un monomio de
/\t R4. Mostraremos a continuacién que para una matriz diagonal o apropiada, el monomio
m aparece con un coeficiente no nulo en ¥4 f. Esto contradiria la proposiciéon 3.8, por lo
que tendriamos que (in(Iy)) = in(l,) para cada grado d, probando el teorema.

Para cada término ¢ = aqy A --- A q; € /\t Ry definimos el peso de ¢ como el monomio
w=1][,q € R.Sea f, € /\t R4 la suma de todos los términos de f con diferente peso w, de
manera que tenemos f = > f,. Sea wy el peso de in(f). Diferentes términos de f pueden
tener el mismo peso, pero in(f) es el inico término con peso wy. Si 0 es una matriz diagonal
con diagonal dy, . .., d,, por el comentario que hemos hecho al principio de la demostracion
tenemos

0f =) w(do,....dy)fu
donde w(dy, ..., d,) es la evaluacién de w en el punto (dy,...,d,). Por tanto, tenemos

¥of =3 y(w(do,....dn)fu) =Y wldo,. .. dn)yfu
= wo(do, ..., dn)yin(f) + > w(do,....dn)7Vfu-

wF#wo

En consecuencia, el coeficiente de m en vJ f tiene la forma

c(do, ... dy) = awo(do, ..., dp) + > aww(dy, ... dy),

wF#wo

donde a,, € k es el coeficiente de m en 7 f,,. Como el término awy(dy, ..., d,) es no nulo
(por como elegimos el monomio m), el polinomio ¢ es no nulo. Puesto que asumimos que
k es infinito, existen valores dy,...,d, tales que c(dy,...,d,) es no nulo, que es lo que
queriamos probar. O

Ahora estudiamos la naturaleza de los ideales Borel-fixed. En esta parte no solo trataremos
el caso de caracteristica 0, por lo que especificaremos las hipotesis correspondientes en cada
caso. Para el caso de caracteristica p nos serd util introducir el orden parcial <, en los
ntimeros naturales definido de la manera siguiente: decimos que a <, b si el coeficiente
binomial (Z) % 0 mod p. Por <, entenderemos el orden total habitual <. Para p > 0,
tenemos la siguiente descripcion explicita:

Proposicién 3.11 (Gauss, [10, Prop. 15.21}). Sea p un nimero primo. Tenemos a <, b si
y solo si cada digito en la expansion en base p de a es < que el correspondiente digito en
la expansion en base p de b.

La prueba es inmediata a partir del siguiente resultado:
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Lema 3.12 (Lucas, [10, Lem. 15.22]). Sea p un nimero primo. Sia =", a;p' yb=>_,bp’
con 0 < a;,b; < p, entonces (Z) =] (b) mod p.

[¢24

Demostracion. Basta comparar los coeficientes de t* de las siguientes expresiones

(t+ l)b = (t+ 1)Ebipi = H(t + 1)bip’i = H(tpi + 1)bi mod p,

(3 K3

donde en la ultima igualdad hemos utilizado que p es primo y (Z) =0 modd p para k dis-
tinto de 0 o p. O

Es conocido que los ideales monomiales son exactamente los ideales fijos bajo la accion
del grupo de las matrices diagonales ([10, Thm. 15.23]). Ahora vamos a ver cuél es la
caracterizacién combinatoria de los ideales Borel-fixed.

Proposicién 3.13 ([10, Thm. 15.23]). Sea J C R = k[zo,...,x,] un ideal y sea k un
cuerpo de caracteristica p > 0. Entonces J es fijo bajo la accion del grupo B de matrices
triangulares superiores (es decir, J es Borel-fixed) si y solo si J estd generado por monomios
y la siguiente condicion se satisface para todo v < j y todos los generadores monomiales m
de J:

Sim es divisible por x§ pero no lo es por ninguna potencia mayor de xj, entonces se tiene
que (z;/x;)*m € J para todoi < j y s <, t.

A partir de esta proposicién podemos demostrar la siguiente propiedad de los ideales Borel-
fixed:

Proposicién 3.14 (Bayer y Stillman, [10, Prop. 15.24]). Sea I C R = k[xzo,...,x,] un
ideal Borel-fixed. Para cualquier 7 =0,...,r tenemos

a5 =1:(xg,...,75)%.

Si char k = 0, entonces también se da que

para todo s > 0.

Demostracion. Supongamos que para algin entero s y algiin monomio m tenemos xim €
I. Para el primer resultado basta probar que si 0 < ¢ < j entonces para algin s’ > s
tenemos que xf'm € 1. Esto es porque si s es suficientemente grande, entonces

Iz =1:2;CI: (xgl,...,x;/) cl: (xo,...,xj)(jﬂ)sl CI:(xg,...,x;)>,
y la otra inclusion es obvia.

Aumentando s si es necesario, podemos suponer que z; no divide a m. Si ahora aplicamos
la proposicién 3.13 a z3m, obtenemos que (:Ei/xj)lxjm € [ paratodoi < jyl <,s. En
particular, para [ = s, obtenemos zjm € I, que es lo que buscdbamos.
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Supongamos ahora que char k = 0. Si zim € I, entonces por la caracterizacion de la pro-

osicién 3.13, aplicada reiteradamente, cualquier monomio n = z%° - -z’ con Sy = S
) ) 0 J u

satisface nm € I, luego I : 25 C I : (%o, ...,x;)°. De nuevo, la otra inclusién es obvia. [

Vamos a introducir algo de notacién para el siguiente resultado, que también nos servira
para otros posteriores.

Definicién 3.15. Sea R un anillo y M un R-moédulo. Un ideal primo p de R se llama
primo asociado a M si p es el anulador ann(z) = {a € R : ax = 0} para algin x € M.
El conjunto de primos asociados a M se denota Ass(M). Para un ideal I de R, los primos
asociados a el R-médulo R/ se llaman divisores primos de I, aunque también diremos que
son primos asociados a 1.

De la definicién es obvio que, como cada primo p asociado a un ideal I se puede expresar
como p = ann(f) para un cierto f € R/I, tomando la contraimagen de f por el paso al
cociente tenemos que p = I : (f).

Por otro lado, es conocido que si tenemos una descomposicién primaria irredundante de un
ideal I = g1 N --- N qq, los ideales primos p; = /q;, 1 < 4 < ¢, son 1nicos y coinciden con
Ass(R/I), los primos asociados a I (ver [16, Thm. 6.8]). Ahora ya estamos en condiciones
de enunciar el siguiente corolario:

Corolario 3.16 ([10, Prop. 15.24]). Si I es un ideal Borel-fited en R, y p es un primo

asociado a I, entonces p = (xo,...,x;) para algin j. Ademds, si P = (xg,...,x;) es un
primo asociado mazximal, entonces xiyq,...,x, (en cualquier orden) es una sucesion R/I-
reqular.

Demostracion. Puesto que I es un ideal monomial, cualquier primo asociado a I esta
generado por un conjunto de variables. Supongamos que j es el mayor indice tal que z; € p;
tenemos que ver que z; € p para ¢ < j. Puesto que p es un primo asociado podemos escribir
p = (I : f) para algin polinomio f. Puesto que z;f € I, deducimos de la proposicién 3.14
que zif € I para algin s. Por tanto, 7 € p, y como p es primo, tenemos que z; € p.

Si P = (zo,...,x;) es un primo asociado maximal, entonces las variables x;,1,...,z, no
pueden aparecer en los generadores minimales de /. Por tanto, z;,1, ..., 2, es una sucesion
R/I-regular (en cualquier orden). O

Ejemplo 3.17. Partimos del ideal inicial genérico calculado en el ejemplo 3.9, gin(I) =
(23, xoz1, 23). Vamos a ir comprobando las propiedades que hemos ido mencionando para el
caso de un cuerpo de caracteristica 0. La propiedad de ser Borel-fixed la podemos comprobar
a partir de la definicién haciendo un cambio de variables triangular y viendo que obtenemos
el mismo ideal. Para ello, usando [9]:

> option(redSB);

> ring R=(0,t00,t10,t11), (x0,x1),dp;

> poly gl=x0"2; poly g2=x0*x1; poly g3=x1"3;
> ideal I=gl,g2,g3;

> map f=R,t00*x0,t10*x0+t11*x1;

> poly pl=f(gl); poly p2=f(g2);poly p3=f(g3);
> ideal J=p1,p2,p3;
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> J;

J[1]1=(t00"2)*x0"2

J[2]=(t00*t10) *x0"2+(t00*t11) *x0*x1

J[3]1=(t1073)*x0"3+(3*t1072%t11) *x0"2*xx1+(3*t10*t1172) *x0*x1"2+(t11"3) *x1"3
> std(J);

_[1]=x0*x1

_[2]1=x0"2

_[3]=x1"3

Vemos que obtenemos el mismo ideal. Por otro lado, podemos utilizar la caracterizacion 3.13
para comprobarlo. Primero observamos que el ideal es monomial, por lo que solo tenemos
que comprobar la segunda condicién. Un generador es 22, lo que, segiin la caracterizacion,
debe implicar que zox?, T3, y x3 estén también en el ideal, lo cual vemos que es cierto.
Otro generador es zoxy, por lo que x3 debe estar en el ideal, que es cierto de nuevo. El
generador z2 no nos da ninguna condicién adicional, asi que deducimos de la caracterizacion
que este ideal es Borel-fixed.

Sobre la proposicién 3.14, la primera parte es trivialmente cierta porque z3, 3 € gin(I)
asi que las saturaciones son todas iguales a R = k[xg, z1]. Por otro lado, como estamos
en caracteristica 0, se debe cumplir también la segunda parte de la proposicién 3.14. Para
s > 3 es trivial porque x3 € gin(I), para s = 1,2 lo podemos comprobar utilizando [9]
(suponiendo que las definiciones ya estan dadas como en la parte anterior del c6digo):

> LIB "elim.1lib";
> ideal m=x0,x1;

> quotient(I,x1);
_[1]1=x0

_[2]=x1"2

> quotient(I,m);
_[1]=x0

_[2]=x1"2

> quotient(I,x172);
_[1]=x1

_[2]1=x0

> quotient(I,m"2);
_[1]1=x1

_[2]=x0

Vemos que los cocientes coinciden. Finalmente, podemos comprobar la propiedad del coro-
lario 3.16 calculando una descomposicién primaria del ideal con [9]:

> LIB "primdec.lib";
> primdecGTZ(I);
[1]:
[1]:
_[1]=x0%x1
_[21=x0"2
_[31=x1"3
[2]:
_[11=x0
_[21=x1
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Obtenemos que solo hay una componente primaria (que es el propio ideal), y un tnico
primo asociado (zg, 1) (que es su radical), por lo que vemos que se cumple el corolario
3.16.

3.3. El orden lexicografico inverso y m-regularidad

En esta secciéon vamos a estudiar la relacién entre el orden lexicografico inverso y la regu-
laridad de un ideal homogéneo I. En general se tiene la desigualdad

reg(in(f)) > reg(1).

Esto lo podemos ver de la siguiente manera: dada una resolucién graduada de in(/) para
un cierto orden, entonces podemos levantarla (completarla) a una resolucién graduada del
ideal I, que no tiene por qué ser minimal aunque la de in(/) lo sea. Esto se debe a que
podemos completar las sizigias de los términos iniciales a sizigias de elementos de I, pero
el conjunto que obtenemos no serd necesariamente minimal. De la resolucion obtenida de
esta manera podemos extraer una resoluciéon minimal para I, que nos da la desigualdad
reg(in(/)) > reg(/) (y también nos da que pd(in(/)) > pd(7)). Lo que vamos a ver en esta
seccion es que se da la igualdad reg(gin(/)) = reg([) cuando utilizamos el orden lexicografi-
co inverso, y que en caracteristica 0 la regularidad coincide ademéds con el mayor grado de
un generador minimal de gin(7).

Consideramos el ideal maximal homogéneo m = (x,...,2,) en R = k[xg,...,z,]. I deno-
tarda un ideal homogéneo y M un R-médulo graduado. Ademds, supondremos que k es un
cuerpo infinito. Por otro lado, en esta seccion y las siguientes hay resultados que requieren
de herramientas de algebra homoldgica. Como el estudio de este area no es el objetivo del
trabajo y llevaria mucho tiempo, cuando necesitemos resultados que hagan uso de estas
herramientas no incluiremos la demostracién en la memoria. Como referencia, utilizaremos
principalmente los resultados de Bayer y Stillman de [2].

Definicién 3.18. Sea R = k[xo,...,z,]. Un ideal homogéneo I es m-regular si existe una
resolucion libre

0 — @, R(—es) = B @ R(—eyy) D, R(—eo;) RN g

J
de I, con e;; — ¢ < m para todo 4, j.

Directamente de la definicién se tiene que la regularidad de I es el menor m tal que I es
m-regular.

Definicién 3.19. Sea I C R un ideal. La saturacion de I se define por I*** = Uiso 1 :
m’ = I : (m)®. Cuando I = I**, decimos que I es saturado.

Proposicion 3.20. Sea I C R un ideal homogéneo. Entonces para todo d suficientemente
grande se tiene que I, = I3
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Demostracion. Si el ideal es saturado entonces para todo d > 0 se cumple. Si I no es
saturado, entonces tiene una componente m-primaria en su descomposicién primaria. En
efecto, como no es saturado, existe f € I : m tal que f & I. Entonces vemos que [ : f D m,
pero como m es maximal y f € I, ha de ser I : f = m. Como m maximal, es primo, por lo
que I : f es un primo asociado a [ e I tiene una componente m-primaria.

Llamamos () a la componente m-primaria de I, asi que tenemos I = () N J para un ideal
J que no tiene ninguna componente m-primaria, por lo que J es saturado, y de hecho se
tiene que I%* = Q' N J%3% = J asi que tenemos I = Q NI, Puesto que ) es m-primario,
tenemos que /@) = m, por lo que existe un d tal que (\/@)d =m? C Q. Por otro lado, si
I £ R, tenemos que I*®* C m, luego I5* C my C m? Juntando lo que hemos obtenido,
vemos que para d suficientemente grande I5** C m? C Q, asf que I; = Qq N[5 = 5 (en

el caso de I = R, I; = Qq D my = I5*). O

Definicién 3.21. Un ideal I C R es m-saturado si I; = I}** para todos los grados d > m.
El menor grado d para el que se da la igualdad se llama indice de saturacion de I y se
denota por sat([).

Observacion 3.22. Se tiene que si I es m-regular, entonces I es m-saturado (ver [2, Rem.
1.3]).

Puesto que hemos supuesto que el cuerpo k es infinito, si m no es un primo asociado a I,
podemos encontrar un elemento lineal h € R; que no sea divisor de cero en R/I.

Observacion 3.23. Un elemento A € R es un no divisor de cero si, para a € R, ah =0 =
a = 0. Una reformulaciéon de la definiciéon anterior nos da que si A es un no divisor de cero
en R/I, entonces (I : h) = I.

Definicién 3.24. Llamaremos a un elemento h € R genérico para [ si es un no divisor de
cero en R/I**. Si dim(R/I) = 0, se considera que todo h € R es genérico para I.
Para j > 0, definimos U;(I) como el subconjunto

{(hi,...,h;) € R} | h; es genérico para (I, hy, ..., hi_1), 1 <i < j}
de RJ.

En la primera seccién de [2] se encuentra un criterio para determinar cuando un ideal
homogéneo es m-regular:

Teorema 3.25 ([2, Thm. 1.10]). Sea I C R un ideal generado por elementos de grado
< m. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) I es m-regular,
(b) Existen hy,...,h; € Ry para algiun j > 0 tales que

((I,hl,...,hi_l)IhZ’>m: (th17~-7hi—1)m para izl,...7j7
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(¢) Sea r =dim(R/I). Para todo (hy,...,h,) € U.(I), y para todo p > m,

((I,hl,...,hi_l)Zhi)p:(l,hl,...,hi_l)p pamizl,...,r,

(Ihi,.... )y = R,
Ademds, si hy, ..., h; satisfacen la condicion (b), entonces (hy, ..., h;) € U;(I).

En el tratamiento que hemos hecho del ideal inicial genérico tenemos libertad para elegir
el orden monomial. Vamos a ver que, para el orden lexicografico inverso obtenemos ciertas
propiedades adicionales.

Definicién 3.26. Sean o = (ag,...,a,) v B = (Bo,...,Bn) vectores de exponentes. El
orden lexicografico inverso en los monomios de R del mismo grado se define como 2% > z°
si la dltima entrada no nula de o« — 3 es negativa.

Observacién 3.27. Se trata de un orden graduado que cumple que xg > x1 > -+ > x,.
Sea f € R homogéneo e in(f) € R su monomio inicial para un cierto orden en R. El orden
anterior se puede caracterizar por la siguiente propiedad: z;|f si y solo si z;|in(f), para
cada i y para cada f € R = k[zo,...,x;] (se deduce directamente de la definicién). Las
consecuencias de esta relacion seran el objeto de estudio de los resultados que presenta-
mos a continuacion. Puesto que vamos a tratar con ideales homogéneos, en general con el
orden que hemos definido para monomios del mismo grado es suficiente, pero si queremos
considerar un orden total entonces realmente tendriamos que hablar del orden lexicografico
inverso graduado. Aunque vamos a utilizar siempre el orden lexicografico inverso graduado,
omitiremos la palabra graduado en lo que sigue.

Lema 3.28 ([2, Lem. 2.2]). Sea > el orden lexicogrifico inverso, y escogemos un i entre 0
yn, <1< n.

(a) in(I1,xy,,...,2;) = (in(I),zp, ..., x;).
(b) Sean x,,...,x;11 € I, y sea m > 0. Entonces

(I:2)m=1In< (in(]):x;)m =1n(1)n.

(c) Sean z,...,xi1 € I, y sea m > 0. Suponemos que (I : x;)q = Iq para todo d > m, y
que in(I, z;) estd generado por elementos de grado < m. Entonces in(1) estd generado
por elementos de grado < m.

Demostracién. (a) in(/, z,,...,z;) D (in(1),z,, ..., x;) para cualquier orden >; tenemos
que ver que, para el orden lexicogréfico inverso, in(/, x,,...,x;) C (in({),x,,...,2;). Su-
pongamos que f € (I,zy,,...,x;). Si z;|in(f) para algin j > 4, entonces in(f) € (z;) C
(in(I), xy, ..., x;). Sino es asi, escribimos f = g+h,z,+---+hx;parag € [y hy, ..., h; €
R. Puesto que in(f) > in(h,x, + - - + h;x;) en el orden lexicografico inverso (ya que solo
tiene las variables x;, con j < i), in(f) = in(g), asi que in(f) € in({) C (in(1), zp, ..., x;).
(b) Supongamos que (I : z;)ym = Iy, y que 2% € R,,. Si z;2% € in(I),,41, entonces
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xr;x® = in(f) para algun f € ;. Si alguno de los x,,...,x;41 € I divide a %, enton-
ces * € in([),,. Si no, entonces restando multiplos de x,, ..., x;+1, podemos suponer que
f € k[zo,...,x;]. Entonces, por la caracterizacién del orden lexicografico que hemos visto

en la observacion 3.27, f = x;g para algin g € R,,, con in(g) = z®. Por hipétesis g € I,,,,
asi que z% € in(1),,.

Supongamos que (in(I) : x;), = in({),. Sea x;f € I,41, y supongamos por induc-
cién que para todo g € R, tal que in(g) < in(f) v 2,9 € Lni1, g € L. Puesto que
z;in(f) = in(z;f) € in(I)mt1, in(f) € in(),, por hipdtesis. Entonces in(f) = in(g) para
algin g € I,,,. En consecuencia, x;(f — g) € In11, e in(f — g) < in(f), asi que por induccién
f—g € I,. Por tanto, f € I,,.

(c) Sea f € I homogéneo de grado > m. Si algun x,, ..., x;+1 divide a in(f), entonces in( f)
no puede ser un generador minimal de in(/). Si no es asi, entonces restando multiplos de
Ty, Tiv1, podemos suponer que f € k[zo,...,x;]. Si x;|in(f), entonces f = z;g9 para

algin g € R, por ser > el orden lexicografico inverso. Como deg(f) > m, se tiene que
g € (I:x;)q para d =deg(f) — 1 > m, asi que g € I,. Por tanto, in(f) = z;in(g) no es un
generador minimal de in([/).

Si ninguno de los z,,...,z; divide a in(f), escribimos in(f) = x*in(g) para g € (I, x;) y
x® # 1. Esto se puede hacer porque f € I C (I,z;), pero in(f) tiene un grado demasiado
alto para ser un generador minimal de in(/,x;). Escribimos ¢ = g1 + 2,92, con g1 € I.
Puesto que in(g) > in(x;g2) en el orden lexicografico inverso, in(g) = in(g;). Por tanto,
in(f) = z®in(g;) no es un generador minimal de in(f). O

Lema 3.29 ([2, Lem. 2.3]). Sea r > 0, sea m > 0, y sea > el orden lexicogrifico inverso.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(@) (I,zpy .y xin1) ) = ([, Tny oo, Tis1 ) Par@ai=n,....n—r+1,y
Iaxna'-wxn—r—i—l)m = R,,.

(
(b) ((in(I),zpn, ..., xix1) : xi)m = (in(I),Tp, ..., Tig1)m para i = n,...,n —r + 1, y
(in(D),Zpy -, Tneri1)m = R

Demostracién. La equivalencia de (a) y (b) se sigue de manera inmediata de las partes
(a) y (b) del lema 3.28. O

Teorema 3.30 ([2, Thm. 2.4]). Sea I C R un ideal homogéneo, sea > el orden lezicogrdfico
inverso, y sea v = dim(S/I).

() (T, .-y Tnort1) €EU(I) & (Tny ...y Tppy1) € Up(in(1)).
(b) Si(xp,...,Tn_ry1) € U.(I), I ein(I) tienen la misma reqularidad.

Demostracién. r = dim(R/in(/)), ya que I e in(I) tienen la misma funcién de Hilbert por
el resultado de Macaulay 2.46. Supongamos que (Z,,, ..., Z,—r41) € U.(I), y sea m la regula-
ridad de I. Entonces (x,, . .., £, ,4+1) satisface la condicién (c) del teorema 3.25 para I (uti-
lizando la definicién de U,(I) y la observacion 3.23). Puesto que (I, &y, ..., Tpn—ri1)m = R,
in(l,z,,...,Ty_ry1) estd generado por elementos de grado < m. Suponemos por induccién
que in(/, x,,...,x;) estd generado por elementos de grado < m. Por el apartado (c) del
lema 3.28, in(I, z,, ..., x;11) estd generado por elementos de grado < m. Por tanto, in([)
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estd generado por elementos de grado < m.

Por el lema 3.29, (z,,..., %, ,4+1) también satisface la condicién (b) del teorema 3.25 para
in(7). En consecuencia, (x,,..., T, 41) € U.(in(I)) e in(I) es m-regular, por el teorema
3.25.

Supongamos que (T, ..., Tn—rt1) € Up(in(1)), y sea m la regularidad de in(7). Sea f un
generador minimal de 7. Siin(f) = z®in(g) para algin g € [ y z* # 1, entonces f se puede
sustituir por f —x“g como un generador minimal de I, donde in(f —z%¢g) < in(f). Iterando
este proceso, podemos suponer que in(f) es un generador minimal de in(f). Puesto que
in(7) estd generado por elementos de grado < m, deg(f) < m, luego I estd generado por
elementos de grado < m.

De nuevo, por el teorema 3.25 y el lema 3.29, (x,,, ..., z,_r11) € U.(I) e I es m-regular. ]

Corolario 3.31 (]2, Cor. 2.5]). Sea I C R un ideal homogéneo, sea > el orden lezicografico
inverso, y sea m la reqularidad de I. Si (xn,...,xn_ry1) € U.(I), entonces in(l) estd
generado por elementos de grado < m.

Observacién 3.32. Llamamos la atencién sobre el hecho de que el apartado (a) del teorema
3.30 no dice que U,(I) = U,(in(1)), lo cual es falso.

El corolario 3.31 nos dice que para el orden lexicografico inverso y una eleccion genérica
de coordenadas, in(/) estd generado por monomios de grado < m. Mostraremos con los
siguientes resultados que, en caracteristica cero, esta cota es exacta: para el orden lexi-
cografico inverso y una eleccién genérica de coordenadas, in(/) tiene un generador minimal
de grado m.

Proposicién 3.33 ([2, Prop. 2.9]). Sea I un ideal monomial Borel-fized, generado por
monomios de grado < m, y con un generador minimal de grado m. Si k es de caracteristica
cero, entonces la reqularidad de I es precisamente m.

Demostracién. ' € I, ya que I contiene un monomio de grado m, e I es Borel-fixed (ver
la caracterizacién 3.13). Elegimos > 0 tal que z}_,. € I, para algin ¢, pero z}_ ., & I,
para todo p. Puesto que I estd generado por monomios de grado < m, z" € I.

Para ver que I es m-regular, por el teorema 3.25 basta demostrar que

((-ana cee axi-i—l) : xz)m = (Ia Tny - 7xi+1)m
parai=mn,....,n—r+ 1,y ([,Zn,. .., Tn_ri1)m = Bm.
Puesto que 27", € I, cualquier monomio de grado m en las variables xy,...,x,_, esta

también en I (por la caracterizacion de los ideales Borel-fixed 3.13). En consecuencia,
(I, Zpy -y Tyyi1)m = R

Sea J = (I,xp,...,x;41) para algin i en el rango n —r + 1 < i < n; y supongamos
que x;x* € J para un monomio z® de grado m. Si algin x,, ..., r;;; divide a 2%, entonces
x® € J. Sino, z;z* € I. Puesto que deg(z;x%) = m+1, z;z* no es un generador minimal de
1. Escribimos x;z% = xjx/”, para algin j < i, donde 2” € I. Si j = i, entonces 2* = z” € J.
Si j < i, escribimos #® = z;27. Entonces x® = z;27. Por la caracterizacién de los ideales
Borel-fixed 3.13, puesto que z° = z;27 € I,y j < i, se tiene que z® = x;27 € I C J. Por
tanto, (J : Z;)m = Jin. O
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Lema 3.34 ([2, Lem. 2.10]). Sea Uy como en el teorema 3.10 (para el orden lezicogrdfico
inverso), y sea Uy el subconjunto abierto de GL,41(k) dado por {g € GL,41(k) | (2, .. -,
Tp—ry1) € Up(gl)}. Entonces Uy C Us.

Demostracién. Para cada g € Uy, puesto que in(g/) es Borel-fixed, los primos asociados

a in(gl) son todos de la forma (o, ..., z;) para 1 < j <n por el corolario 3.16. Por tanto,
(Tny ooy Tp—ry1) € Up(in(gl)). Por el teorema 3.30, (x,,...,2n—ry1) € U,(gI), por lo que
g € Uz. O

Proposicién 3.35 ([2, Prop. 2.11]). Sea I C R un ideal homogéneo con regularidad m.
Supongamos que k es de caracteristica 0, y definamos el subconjunto abierto de Zariski
Uy C GL,11(k) como en el teorema 3.10. Entonces para cada g € Uy, in(gl) tiene un
generador minimal de grado m.

Demostracién. Para cada g € Uy, in(gl) es Borel-fixed por el teorema 3.10. Puesto que
Uy C Us por el lema 3.34, in(gI) tiene regularidad m, la misma que I, por el teorema 3.30.
Por la proposicién 3.33, in(g/) tiene un generador minimal de grado m. O

Ejemplo 3.36. Volviendo sobre el ejemplo 3.9, vemos que gin(l) = (22, zox1, 23) para el
orden lexicografico inverso. Asi que reg(I) = reg(gin(/)) = 3. Esto lo podemos comprobar
con [9] a partir de la resolucién libre minimal de R/I:

> ring R=(0,t00,t10,t01,t11), (x0,x1),dp;
> poly gl=x1"2; poly g2=x0"2;
> ideal I=gl,g2;
> resolution resI = minres(res(I,0));
> regularity(resI);
3
> print(betti(resI),"betti");
0 1 2

0: -

1: - -

2. -
total: 1 2 1

A partir de la férmula de Auslander-Buchsbaum 2.37 se puede demostrar el siguiente co-
rolario:

Corolario 3.37 ([10, Cor. 19.11]). Sea R = k[zo, ..., x,] el anillo de polinomios sobre un
cuerpo infinito. St I C R es un ideal homogéneo, entonces

pd(S/1) = pd(S/ gin(1)),
depth(S/I) = depth(S/ gin([1)).

Resumiendo, lo que hemos conseguido en esta seccién es ver que, en coordenadas genéricas,
reg(R/I) = reg(in(R/I)), pd(S/I) = pd(S/in(I)) y depth(S/I) = depth(S/in([)), donde
in(7) es el ideal inicial con respecto al orden lexicogréfico inverso. Ademas, en caracteristica
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0, hemos visto que reg(in(/)), y por tanto reg(I), se puede obtener como el mayor grado de
un generador minimal de in(7). Para calcular la regularidad de un ideal homogéneo I apli-
cando estos resultados, hay que hacer un cambio de coordenadas genérico antes de realizar
el cdlculo de la base de Grobner (ver el ejemplo 3.9). Ademds de que este procedimiento no
sirve cuando char & > 0, tiene un coste computacional muy elevado, por lo que la utilidad
practica se ve reducida.
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4. Ideales monomiales de tipo encajado

En esta seccién vamos a asociar a cada ideal I un ideal monomial N(I) de tipo encajado,
de manera similar a como se asocia el ideal inicial genérico gin(/) a un ideal /. Veremos que
la regularidad del ideal I se puede obtener a partir de la de N(I), por lo que estudiaremos
como hallar la regularidad de los ideales de tipo encajado. A lo largo de esta seccién k es
un cuerpo arbitrario, el anillo en el que trabajamos es R = k|xy, ..., z,| y consideraremos
ideales I C R homogéneos. Denotaremos por m al ideal homogéneo maximal (xq,...,z,)

de R. Como referencia utilizaremos principalmente los resultados de Bermejo y Gimenez
en [4].

4.1. Indice de saturacién de un ideal homogéneo

Comenzamos estudiando algunas propiedades sobre el ideal I : m y el indice de saturacion
sat(/). Para ver si un ideal es saturado se suele comprobar la igualdad I = I : m. El
siguiente resultado nos dice que el ideal I : m aporta informacién adicional.

Proposicién 4.1 ([4, Prop. 2.1]). Si el ideal I no es saturado e I : m = (hy,..., h,), donde
hi,...,h. son polinomios homogéneos, entonces

sat(I) = 1n<1§i<x{deg(hi); hi €1} + 1.

Demostracién. Sea mg el menor entero m tal que para todo s > m, I, = (I : m),. Primero
veremos que sat(l) = mg. Puesto que I C I :m C I* si I, = I entonces Iy = (I : m),,
por lo que se tiene que sat(l) > mg. Consideramos ahora g € I*** un polinomio homogéneo
de grado sat(/) — 1 tal que g & I. Este polinomio pertenece a I : m, asi que sat(/) < my.

Por la definicién de my, se tiene que siempre ha de ser mg > méx;<;<,{deg(h;); h; & I}, asi
que como sat(]) = my, tenemos que sat(/) > max;<;<,{deg(h;); h; & I} + 1. Obtendremos
el resultado si demostramos que para algin i € {1,...,r}, el elemento h; no esta en
Iy deg(h;) = sat(I) — 1. Consideramos h € (I : m)\ I, un polinomio homogéneo de
grado sat(/) — 1. Si h = ¢1hy + - -+ + g-h,, donde ¢; es un polinomio homogéneo de grado
deg(h) — deg(h;) cuando ¢; # 0, entonces existe i € {1,...,r} tal que ¢; € k\ {0} y h; & I.
Si no, para todo i € {1,...,r}, 0 ¢; es igual a 0, o deg(q;) > 1 (luego q;h; € I), 0 h; € I,y
entonces h estaria en /. O]

Ejemplo 4.2. Consideramos el ideal I C R = Q|xg, 21, 22, x3] generado por

2 2 2 2
{ZE()CClZEg — X2Tg3, ToX1X2 — T3, LoXy — L1X2X3, TnL1 — LoX2T3,
2.2 3 3 2,2 4 3 4 3
TiTS — TTy, T{Te — THT3, T] — ToLy, To — T1T5 )}
Utilizando [9], se obtiene que I : m = (zgx1 — Tow3, T303 — Tiw3, Tiws — 2203, 2] — 2023, 1§ —
1173). Puesto que xor; — zow3 € (I : m) \ I, I no es saturado y por la proposicién 4.1,
sat(/) = 3.

Observacién 4.3. Cuando el ideal I C R es monomial, la proposicién 4.1 nos dice que

sat(]) es independiente de la caracteristica de k, se trata de un fenémeno combinatorio en
Nn+1'
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Corolario 4.4 ([4, Cor. 24]). Si I C R es un ideal monomial no saturado tal que I :
m = [ : (x;) para algin i € {0,...,n}, entonces el indice de saturacion de I es el mayor
grado de los elementos que involucran a x; en el conjunto de los monomios que generan [
mainimalmente.

Demostracién. Si F; y F5 son los conjuntos finitos de monomios que generan minimal-
mente I e I : (x;), respectivamente, se tiene que {2” € Fy;2° ¢ I} = {‘fﬁ—é;xCY € I con
x; | *}. El resultado se sigue de la proposicién 4.1. O

Cuando el ideal I C R es monomial, el siguiente corolario de la proposicién 4.1 muestra que
para comprobar si I es saturado y calcular sat([), se puede utilizar un cociente de ideales
monomiales distinto de 7 : m.

Corolario 4.5 ([4, Cor. 2.6]). Sea I un ideal monomial en R, y sea 23° - -- x> el minimo
comun maltiplo de los generadores de I. Definimos I* = (a:SOH, ot T Entonces,

(a) I es saturado si y solo si ninguno de los generadores minimales de I* involucra a
todas las variables.

(b) Si I no es saturado y 6, es el menor grado de los generadores minimales de I* que
mwvolucran a todas las variables, se tiene que:

sat(l) =Xo+ -+ X\ +1 =0,

Demostracién. Sea H el conjunto de monomios en R que dividen a z* = xéo R A
sea f : H — H la aplicacién definida por z® — Z.. Observamos que f? es la aphca(non

identidad. Definimos F' = {z* € [ : m;z* ¢ I}, y llamamos G al conjunto de generadores
minimales de I* que involucran a todas las variables.

Supongamos que hemos probado que F,G C H, y también que f(F) C Gy f(G) C F.
En este caso, la aplicacion f : F' — G nos da una correspondencia biunivoca entre F'y
G, por lo que se obtiene (a) directamente. Ademds, si I no es saturado, se obtiene que
méx{deg(z®);x* € F} = Ao+ --- + A, — min{deg(z”); 2° € G}, y se obtiene (b) a partir
de la proposiciéon 4.1.

Asi que vamos a probar primero que F' C H y que f(F) C G. Consideramos un monomio
x® € F. Para todo ¢ € {0,...,n}, puesto que z;z* € [ y z* ¢ I, existe un generador
minimal 27 de I que divide a x;2% y no divide a x®. Esto implica que «; + 1 = 7; y, puesto
que v; < \;, se tiene que «; < \; para todo i € {0,...,n}. Por tanto z® € H, y f(z%)
es un monomio que involucra a todas las variables. Si ahora tenemos que 7 x f(z®) ¢
(zg°™, ..., z\*1) para algin monomio 27 € I, entonces x”ﬁ—i divide a 2, y entonces x7
divide a x®. Esto es imposible ya que z* ¢ I. Deducimos que f(z*) € I'*. Finalmente, f(z)
es un generador minimal de I* ya que, para todo i € {0,...,n}, z; divide a f(x®) (puesto
que oy < \;), xix* €1,y f(x L s (z2®) = 2> & (20 ,xﬁ"“). Por tanto, f(z%) € G.
Para concluir la demostra(non, tenemos que ver que G C H'y f(G) C F. Sea ” un monomio
en GG. Puesto que ZL‘)\ il ¢ I* para todo i € {0,...,n}, se tiene que ZL‘)\ i1 1o divide a z?
(es minimal), asi que 3; < ;. Por tanto, 2% € H. Ademas, para cada i € {0,...,n},

z; divide a z° (involucra todas las variables) y % ¢ I*, asi que existe 27 € [ tal que
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i—f x Y & (9530“, .., xp ) Entonces i—f x z7 divide a 2*, y puesto que z° € H, se tiene
.. A . ,

que z” divide a x;75. Por tanto z;f(2°) € I paratodo i € {0,...,n}, asf que f(2%) € [ : m.

Finalmente, 2% x f(z#) = 2* & (x0°"!, ... 2} 1), asi que f(2) & I. Por tanto, f(z°) € F

y hemos terminado. O]

Ejemplo 4.6. Sea k un cuerpo arbitrario. Consideramos el ideal monomial

2 3 3 2 2.3 .22
I = (x5, x129, ], ToX1X3, ToXy, ToT5T3, T1Xs, T1T524) C klxg, T1, 29, T3, T4].

Usando [9], se puede comprobar que z2z, 232314 es el tinico generador minimal de (x3, 21, 23,

r3,23) : I que involucra a todas las variables. Por tanto, I no es saturado y sat(I) =

24+3+3+3+1+1—8=5 por el corolario 4.5.

Observacién 4.7. La demostracion del corolario 4.5 nos da el siguiente resultado mas
fuerte que utilizaremos en la demostraciéon del teorema 4.19.

Sea I un ideal monomial en R, y sea x° - - - x)* cualquier miltiplo comin de los generadores
de I. Entonces,
I do si y solo si ni de | d inimales de (z3°™ Tt
(a) I es saturado si y solo si ninguno de los generadores minimales de (x3°" ", ... x)rt)
I involucra a todas las variables.
‘ L 1
(b) Si I no es saturado y 5 es el menor grado de los generadores minimales de (x3°™",
oY T oque involucran a todas las variables, se tiene que:

sat(I) =g+ +9m +1— 0.

4.2. Regularidad de Castelnuovo-Mumford de un ideal monomial
de tipo encajado

En esta seccion vamos a estudiar las propiedades de los ideales monomiales de tipo encajado.
Comenzamos dando la definicién de estos ideales monomiales de R = k[xo, . .., x,]:

Definicién 4.8. Un ideal monomial I C R se dice que es de tipo encajado si, para cualquier
ideal primo p C R asociado a I, existe un i € {0,...,n} tal que p = (zo, ..., ;).

Proposicién 4.9 ([4, Prop. 3.2]). Sea I C R un ideal monomial, y sea d = dim R/I. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) I es de tipo encajado.
(2) Vie{0,....,n}, I:(x)®=1:(xg,...,2;).

(3) x, es un no divisor de cero en R/I** | y para todoi:n —d+1<1i<mn, x; es un no
divisor de cero en R/(I,zp, ..., xip1)%",

(4) (a) Vi €{0,...,n—d}, existe k; > 1 tal que z¥ € I, y
(b) I:(2,)® C1:(xp1)®C---C1:(Tp_gi1)™.
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Demostracién. (1) = (2). Sea I = q;N---Ngq; una descomposicién primaria irredundante
de I donde qq,...,q; son ideales monomiales. Puesto que para cualquier ideal J C R se
tiene que I : J* = ('_,(q; : J*), tendremos el resultado si demostramos que (2) se cum-
ple para cualquier q € {qi,...,q:}. Por (1), existe j € {n —d, ... ,n} tal que q es un ideal
monomial (o, ..., x;)-primario. Para todo i € {0,...,n}, si ¢ > j, los ideales q : (z;)> y
q: (zo,...,2;)> coinciden con q, y sii < j, q: (z;)® =q: (xg,...,2;)>® = R, por lo que
hemos probado el resultado.

(2) = (1). La demostracion es la misma que la que vimos en el corolario 3.16, ya que la
hipétesis (2) es lo que nos da la proposicién 3.14 que se usa en esa demostracion.

(2) = (3). Puesto que I*** = [ : (x,)*, x, es un no divisor de cero en R/I**. Por otro
lado, paratodoi € {n—d+1,....,n—1}, (I,zp, ..., 2 1) = ([, 2, ..., 2:41) : (2;)®. En
efecto, si * es un monomio en (I, x,, ..., x;11) : (2;)%, se tiene que o x* € (I, Xy, ..., Tit1)
oxz* € I : (x;) Puesto que I : (x))®° =1 : (xg,...,2;)° C (I,2y,...,2;1)%, ob-
tenemos la igualdad que hemos mencionado antes. Teniendo en cuenta esta igualdad,
si tenemos ax; = 0 en R/(I,x,,...,2;,1)*" para un cierto a en ese cociente, entonces
az; € (I, 2y, ..., ziy1) : (25), por lo que existe un s € N tal que azi™ € (I, 2,,...,7i41).
De aqui se deduce que azi™ € I, de modo que a € (I,2,,...,2;41) : (2,)™ y por tanto a
es cero en R/(I,x,, ..., x;1)% asf que x; es un no divisor de cero.

(3) = (4). Para cualquier ideal homogéneo J de R y cualquier polinomio homogéneo f,
(J2t) fysat = (J, f)**. Asi que si se da (3), entonces dim R/(I, 2y, ..., Tn_qr1) = 0 (al
hacer el cociente por un no divisor de cero la dimensién baja en 1, [1, Prop 11.3]), por
lo que (4)(a) se da también. Por otro lado, si ;,, es un no divisor de cero en R/I*", se
tiene que I : (x,)> = I**". En consecuencia, I : (x,)> C I : (z,_1)>. Suponemos ahora
que I : (x,)®° C -+ C I : (x;)® paraalgin i € {n —d+2,...,n — 1}, y veremos que
I:(z;)>® CI:(xi—1)®. Sea z* un generador minimal de I : (z;)*. Para algin l; > 0,

gha® € T C (Iag,. .. 2i00)™, ast que 2% € (I,2,,...,241)" por (3) (z; es un no di-
visor de cero en R/(I,zy, ..., 2;1)*). Puesto que (I, Z,,...,x;1) C (I, Zpy. .., Tig1) :
(x;-1)%°, existe o > 0 tal que wé{lxo‘ € (I,xn,...,Tis1). Ademas, 2 & (41, ..., T,) POI-
que, si no fuera asf, existirfa j € {i + 1,...,n} y #° € R tal que 2* = z;2°. Por tanto,

alaf € T (x;) CT:(x;)® C I (x;)™ por la hipétesis de induccion, asi que 2 € T+ (2;)>.
Como z“ es un generador minimal de [ : (x;)*°, hemos encontrado una contradiccién. Por
tanto, 2 2 € I,y 2 € I : (z;_1).

(4) = (2). Utilizando las dos hipétesis de (4) obtenemos

Lo(en)® Cor L (na0)® CR=1: (na)™ = 12 (2na1)™ = - = L2 (20)™

oo

Por tanto, tenemos que [ : (x;)* C I : (x;)™ para todo i € {0,...,n} y j < i. Asi que

tenemos que I : (2o, ..., ;) =\;o;(I 1 23°) = I : (2;)> y obtenemos (2). O

Observacion 4.10. De la demostracién (1) = (2) se puede deducir facilmente que si I C R
es un ideal monomial de tipo encajado, d = dim R/I, e I = (q; es una descomposicién
primaria irredundante de I tal que cada q; es un ideal monomial, entonces

I (z)® = N q Vie{n—d+1,...,n}.
ﬁc(xo,...,xi,l)

En particular, I : (2,-4+1) es la tnica componente (zy, ..., Z,_q)-primaria de I.



48 Regularidad de Castelnuovo-Mumford de un ideal monomial de tipo encajado

Observacién 4.11. Como ya hemos indicado en la demostracién (2) = (1), la condicién
(2) nos permite deducir que cualquier ideal Borel-fixed es un ideal monomial de tipo enca-
jado (ver la proposicién 3.14). Es interesante notar que, al contrario que la propiedad de
ser Borel-fixed, ser de tipo encajado no depende de la caracteristica de k.

La condicién (3) de la proposicién 4.9 es la que se pide para un ideal homogéneo arbitrario en
el teorema 3.30 para ver que, bajo esta condicién, la regularidad de Castelnuovo-Mumford
de un ideal coincide con la de su ideal inicial con respecto al orden lexicografico inverso.
La condicién (4) de la proposicién 4.9 nos da un criterio muy efectivo para comprobar que
I es de tipo encajado. Esto se debe a que para un ideal monomial I C R es inmediato
comprobar que el cociente [ : (x;) coincide con [ |4Ui:1’ el ideal generado por la imagen de
I bajo el morfismo de evaluaciéon que envia z; a 1.

Observacion 4.12. Para comprobar 4.9(4)(a) y (b) haria falta conocer a priori la dimen-
sién del ideal, pero en realidad no es necesario. Para que se cumpla (4)(a), debemos tener
potencias de las primeras n — d + 1 variables en el ideal, y ademas en todos los demés
generadores alguna de estas variables debe estar involucrada (si no, la dimensién no seria
d). Por tanto, la comprobacién consiste en ver las potencias de las primeras variables que
estdn en el ideal (supongamos que tenemos potencias de las primeras m variables) y com-
probar si el resto de generadores involucran a esas variables. Si es asi, entonces obtenemos
la dimensién como n + 1 —m y podemos pasar a comprobar (4)(b), mientras que si no es
asi, el ideal no es de tipo encajado.

Ejemplo 4.13. Consideramos el ideal monomial del ejemplo 4.6
2

2 3 3 2 2.3 .2
I = (x5, x129, T, ToX1X3, ToXy, ToT5T3, T1Ts, T1T524) C klxg, T1, 29, T3, T4].

Puesto que z3, 73 € I, y ademds

2 3 3 2 2.2 2 2 2
]|w4:1 = (xf, x1Tg, T, TeT1T3, ToTy, ToTHT3, T1T3) C I\m:l = (x§, o1, T, T1T2, Toxy) C
I’x2:1 - (.730,.%‘1)7

I es de tipo encajado.

El siguiente resultado es un test para comprobar si k[x, 441, ..., %,] es una normalizacién

de Noether de R/I que vamos a utilizar frecuentemente.

Lema 4.14 ([3, Lem. 4.1]). Sea I un ideal homogéneo de R = k[xo,...,x,] tal que d =
dim R/1, y sea in(I) el ideal inicial de I con respecto al orden lexicogrdfico inverso. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) k[Tn—dt1,---,%n] es una normalizacion de Noether de R/1.
(b) Vi € {0,...,n —d}, existe k; > 1 tal que ¥ € in(I).
(¢) dmR/(I,xp_gs1,---,Tn) =0.

(d) dim R/(in(1), Xp—gs1,---,xn) = 0.
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Si I C R es un ideal monomial de tipo encajado y d = dim R/I, (4)(a) en la proposicién 4.9
significa que k[z,_g4+1,...,2,] es una normalizacién de Noether de R/I por el lema 4.14.
De hecho, podemos decir mas.

Proposicién 4.15 ([4, Prop. 3.6]). Sea I C R un ideal monomial y sea d = dim R/I. En-
tonces, I es de tipo encajado si y solo si k[x,_qyi1,-..,%,] es una normalizacion de Noether
fuerte de R/I, es decir, para cualquier componente primaria q de I tal que dim R/q > 1,
E[Zn—(dim R/q)+1, - - - » Tn) €S una normalizacion de Noether de R/q.

Demostracién. Para un ideal monomial primario ¢ C R con r = dim R/q, se tiene que
klzn—ri1, ..., ;) es una normalizacién de Noether de R/q siy solo si \/q = (2o, ..., Zn—y).
El resultado se sigue de la definicion 4.8. O

El siguiente teorema nos dice que la regularidad de Castelnuovo-Mumford de un ideal
monomial de tipo encajado se puede expresar como el maximo de los indices de saturacion
de algunos ideales monomiales. Para ello, necesitamos hacer uso de la siguiente igualdad

reg(]) = méx {sat(I),reg(I**)},

que se obtiene directamente a partir de otra definicién de regularidad equivalente a la que
hemos dado (ver [4]).

Teorema 4.16 ([4, Thm. 3.7]). Consideramos un ideal monomial I C R de tipo encajado.
Si d es la dimension de R/I, y p es el menor entero tal que ninguno de los generadores
minimales de [ involucra a Tpi1, ..., x,, entonces

(a) depth(R/I) =n —p.

(b) reg(l) = max{sat(I N k[zo, ..., x,)),
sat(1|, _y Nk[zo, ... 2p-1]),
sat(1|, _y Nklzo,...,zp-2]),

Sat(f|mn,d+1:1 Nklxo, ..., Tn_q])}-
Demostracién. Por definicién de p, z,41,...,2, es una sucesion regular en R/I y, para
cualquier primo p asociado a I, p+ (Zpt1, . .., Ty,) €s un primo asociado a I + (zp41, ..., Tp).
Puesto que por la definicién 4.8, (o, ..., x,) es un primo asociado a I, se obtiene (a).

Para ver (b), podemos suponer sin pérdida de generalidad que p = n. Por la observacién
4.10, se tiene que

° Isat: I’

rn=1"

e Vie{n—d+2,....,n}, (I, Ok, mia )™ = 1

zi=1 zi_1=1 N k[l’o, Ce ,IL’i_l], y

(I‘In7d+1=1 N k[$0, e ,.len,d])sat = k)[x‘o, e ,Z‘n,d].
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Puesto que reg(1|, _, Nk[xo, ..., x]) =reg(I|,,_, Nk[zo,...,x;-1]) para todo i € {n—d+
1,...,n}, aplicando reiteradamente la férmula

reg(e) = max {sat(e),reg(e**)},
se obtiene el resultado. O

Observacién 4.17. Si I C R es un ideal monomial de tipo encajado, se deduce de la
observacion 4.3 y el teorema 4.16 que depth(R/I) y reg(I) son independientes de la carac-
teristica de k.

Esto no es cierto para ideales monomiales arbitrarios, como muestra el siguiente ejem-
plo [19, Section 1]. Consideramos el ideal I C klxo,...,x5] generado por los siguientes
monomios:

LoX1T2, Lol1Ls, LoL2L4, LOX3XL4, LoX3T5, L1XL2L3, L1X3L4, L1X4L5, L2X3X5, Lo2XL4T5.

Si calculamos una resolucién libre graduada minimal de I utilizando por ejemplo [9], se
obtiene que depth(R/I) = 3 y reg(I) = 3 en el caso de caracteristica 0, mientras que
depth(R/I) = 2 y reg(I) = 4 si la caracteristica de k es 2. Esto lo podemos comprobar
con [9] calculando la tabla de Betti en ambos casos. A continuacién presentamos este calculo
para R/I, de manera que la profundidad se obtiene a partir de la formula de Auslander-
Buchsbaum 2.37 depth(R/I) = 6 —pd(R/I) y la etiqueta de la dltima columna de la tabla
de Betti, y la regularidad se obtiene sumando 1 a la etiqueta de la tltima fila de la tabla
de Betti:

> ring R1=0, (x0,x1,x2,%x3,%x4,x5) ,dp;//char(k)=0

> ideal I=x0*x1%*x2,x0*x1*x5,x0*%x2%x4,x0%x3%x4,x0%x3%x5,x1*x2%x3,x1*x3%x4 ,x1*%xXx4%X
5,x2*%xx3%x5,x2*%x4*x5;

> resolution resI = minres(res(I,0));

> print(betti(resI),"betti");

0 1 2 3
0: 1 - - -
1: - - - -
2: - 10 15 6
total 1 10 15 6

> ring R2=2, (x0,x1,x2,x3,x4,x5),dp; //char(k)=2
> ideal I=imap(R1,I);

> resolution resI = minres(res(I,0));

> print(betti(resI),"betti");
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Para un ideal monomial de tipo encajado I C R, el teorema 4.16, junto con la proposicion
4.1, reduce el calculo de la regularidad de Castelnuovo-Mumford de [ al célculo de dim R/I—
depth(R/I) 4 1 cocientes de ideales monomiales por m.

Ejemplo 4.18. Sea k un cuerpo arbitrario, y sea R = k[, 1, T2, T3, 14]. Consideramos el
ideal
4
I = (x5, 23wy, 2202 o7, wdwy, w20k, adas, aia?, 2325).

4 4 — (3 3,5\ _ (2 3
Puesto que xg, 21 € I, e I|, _, = (xf, 2], 1, xga3, v3xl) = I|, _, C 1|, _, = (2, 279),

tenemos que [ es de tipo encajado.

Por el teorema 4.16, depth(R/I) = 0y reg(]) = max{sat(I),sat(l,),sat(l2),sat(l3)}, donde
]|a: -1 N k[l’o,xl,.fg, 1'3] ]|m3 1 N k[x(),l‘l,l'g] € Ig = I|$ -1 N k’[l‘g,xl].

Puesto que [ : (zg, 1, xe, T3, :v4) = I + (23x4), aplicando la proposicién 4.1 se obtiene que

sat(I) = 5. Ademés, I, es saturado, I : (zg, x1,22) = Iy + (2dx179, T0x373), € I3 : (10, 71) =

I3+ (xox?). Utilizando de nuevo la proposicion 4.1, se deduce que reg(/) = méx{5,0,9,4} =

9.

En el ejemplo anterior, los 4 indices de saturacion se podrian haber calculado utilizando el
corolario 4.5 en lugar de la proposicion 4.1. El siguiente resultado muestra que si se elige
este método alternativo, entonces con el calculo de un tinico cociente de ideales monomiales
se puede obtener reg(I).

Para establecer este resultado de manera precisa, vamos a generalizar la definicién de

6, del corolario 4.5. Si I C R es un ideal monomial, y z3°--- 2} es el minimo comtn

multiplo de sus generadores minimales, para todo i € {0,...,n}, sea ¢; el menor grado de
los generadores minimales de [* = (xa\OH, .,y 0 T que involucran exactamente las
variables x, ..., x;, si hay alguno. Si no, fijamos d; = 0.

Teorema 4.19 ([4, Thm. 3.14]). Sea I C R un ideal monomial de tipo encajado. Entonces
I‘Gg([): max {)\o—i‘)\z—i‘l—(gz, (517&0}

n—dim R/I<i<n—depth(R/I)

Demostracién. Por el teorema 4.16(a), reg(l) = reg(I N k[zo,...,x,]) para p = n —
depth(R/I). Ademds, I* estd generado minimalmente por x,i1,...,%, y los generadores
minimales de (I N k[zo, ..., x,])*. Por tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad

que depth(R/I) = 0.
Por el corolario 4.5, §,, # 0y sat(l) = A\og++ - -+ A, +1—0,. Sead = dim R/I. Aplicando, para

i€{n—d+1,...,n}, el resultado de la observacién 4.7 al ideal I; = [| Nklzo, ..., xi1]

. i , .
y al monomio z°---z;";", la férmula que buscamos para reg(I) serd consecuencia del

teorema 4.16(b) si vemos que:

x;=1

Ao+1 Ai—1+1
I*ﬂk[xo,...,xi_l] = ( 00+ ,...,ZEi_ll ) Il (41)
Asi que solo falta probar esta igualdad. Sea z{°--- ;"' € I*. Si xp°-- 52 € [;, existe
Bi < X tal que 2.2 € 1. Por tanto, :caowo-“:cf_llﬁﬁz A= (:vE)\OH,..., )y
T =N €7 AR i I Con&deramosﬁ xg ~~~xi_111 € (xéOH, AT
que divide a j—é por la observacién 4.10. Por tanto zg° - - ~9[:O” af e (a0t et ) y

obtenemos la igualdad (4.1). O
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Ejemplo 4.20. Consideramos el ideal monomial I C R = k[xzg, x1, T2, 23, 4] del ejemplo
4.6:
(2 3 3 2 2.3 .2 2
I = (x5, 129, ], ToX1 X3, ToXy, ToT3T3, TITs, TIT3L4).

Como vimos en el ejemplo 4.13, I es de tipo encajado. Se tiene que

(3 o4 4 4 2N 7 (3 4 4 4 2 2 3 2, .3.2 3 3 3,3
I* = (zy, 27, x5, x5, x%) « I = (2, 2], Ty, T3, T3, TET1THT3Ty, TEX1THTS, TeL LT3, ToT1THTs,
3,2 .2 23 23
TOTITs, THT] Ty, Toly),
ysat(l) =2+4+3+3+3+1+1—8 =75 como se vio en el ejemplo 4.6. Aplicando el teorema
4.19 obtenemos

reg(/) = max{5,2+3+3+3+1-82+3+3+1—-6,2+3+1—-5} =5.

Como consecuencia del teorema 4.19 se puede obtener el siguiente resultado que relaciona
la regularidad de Castelnuovo-Mumford de un ideal monomial de tipo encajado con la
regularidad de sus componentes irreducibles. Cualquier ideal monomial I C R tiene una
descomposicion irredundante tnica I = g, N --- N g, donde los g; son ideales monomiales
irreducibles, es decir, ideales generados por potencias de variables (ver [13, Thm 1.3.1]).
Esta descomposicion la llamaremos descomposicion irreducible irredundante de I.

Corolario 4.21 ([4, Thm. 3.17]). Sea I C R un ideal monomial de tipo encajado, y sea
I =q,N---Ng, su descomposicion irreducible irredundante. Entonces

reg(l) = max{reg(q;); 1 <i <r}.

4.3. Regularidad de Castelnuovo-Mumford de un ideal homogé-
neo

En esta seccién veremos finalmente como calcular la regularidad de un ideal homogéneo
arbitrario. Esto lo haremos asociando un ideal monomial de tipo encajado a cada ideal
homogéneo, de manera que la regularidad de ambos sea la misma, y la regularidad de un
ideal monomial de tipo encajado ya hemos visto en la seccién anterior como calcularla.
Sea k un cuerpo arbitrario, y sea I C k[x,...,z,] un ideal homogéneo. Denotamos por
in(/) al ideal inicial de I con respecto al orden lexicogréfico inverso con zg > --- > z,,. El
siguiente teorema incluye el resultado 3.30.

Teorema 4.22 ([4, Thm. 4.1]). Siin(I) es un ideal monomial de tipo encajado, entonces
(a) depth(R/I) = depth(R/in(])).
(b) reg(l) = reg(in(1)).

Para un ideal homogéneo I C R tal que in(7) es de tipo encajado, el teorema 4.22, junto
con el teorema 4.16 o el teorema 4.19, nos dan métodos efectivos para calcular reg(I) y
depth(R/I).

Definicién 4.23. Siin(/) es de tipo encajado, llamamos a in(/) el ideal monomial de tipo
encajado asociado a I,y lo denotamos N (I).
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Ejemplo 4.24. Consideramos el ideal I C R = Clzo, x1, T2, 23, 4] generado por los poli-
nomios

4 3 ,.3,.2 3,..2 .3 4 3 2 3 2 5 3,.2

Utilizando [9] se obtiene in(I) = (z§, 3,23, T122, o5, ar?, x3r123). Podemos compro-
bar que in(I) es de tipo encajado con 4.9(4)(a) y (b). Evidentemente, vemos que te-
nemos potencias de xo, 1 y zp en in(l) y ademds in(l)|,,_, = in(I) C in(I)|,,_, =
(zg, 23, x5, w129, T3, THT1), ast que in(I) es de tipo encajado. Por otro lado, utilizando el
teorema 4.16 y el teorema 4.22, obtenemos que depth(R/I) = 1. Puesto que el minimo

comtun miltiplo de los generadores es rgrizirs y tenemos que

5,4 6 2\ o7\ _ (5 4 6 2 2.5 3.3 4.3 2. 5
(x5, 21, 9, x3) in(l) = (xg, 27, Ts, T3, TeT]TIT3, ToT 1Ty, Tel T, ToT1Ls),

obtenemos que reg(/) = méx{13+1—9,124+1— 7} = 6 por el teorema 4.19 y el teorema
4.22. Los calculos con [9] que hemos hecho en este ejemplo se pueden hacer de la siguiente
manera:

LIB "poly.lib";

option(redSB);

ring R = 0, (x0,x1,x2,x3,x4),dp;
ideal J=x0"4-x3%x4"3,x073*x172-x2"3*%x4"2,x0"3*x1*x3-x2"4%x4 ,x0%x2"3-x1"2*x3
*¥x4, x173-x0%x272,x1*x2-x3*%x4,x275-x0"3%x372;
> ideal Y=lead(J);Y;

Y[1]=x0"4

Y[2]=x0"3%x1"2

Y[3]=x0"3*x1*x3

Y [4]=x0%*x2"3

Y[5]=x1"3

Y[6]=x1*x2

Y[7]=x2"5

> lem(Y);

x074*x1"3%x27°5%x3

> ideal T=x0"5,x174,x276,x372;

> quotient(T,Y);

_[11=x3"2

_[2]=x1"4

_[3]1=x0"5

_[4]1=x2"6

_[5]1=x0*x1"3*x2"3
_[6]1=x0"2*x1*x2"5
_[7]1=x0"4%x1"3*x2
_[8]=x0%x1"2%x2"5%x3

vV V V V

Para un ideal homogéneo I C R tal que in(/) no es de tipo encajado, queremos aso-
ciar a I un ideal monomial de tipo encajado, N(I) C R, tal que reg(l) = reg(N([)) y
depth(R/I) = depth(R/N(I)). Una posibilidad es conseguir N(I) como el ideal inicial con
respecto al orden lexicografico inverso de la imagen de I bajo una transformacién lineal
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homogénea, y luego aplicar el teorema 4.22. Por otro lado, para una transformacion li-
neal homogénea ¢ tal que in(¢(1)) sea de tipo encajado, se tiene que k[Z,_gi1, ...,y €8
una normalizacién de Noether de R/p([), donde d = dim R/I (ver proposicién 4.9(4)(a)
y el lema 4.14). Por tanto, para obtener N(I), parece natural empezar suponiendo que

k[t _as1,- .-, %,] es una normalizacién de Noether de R/, y luego aplicar una transforma-
cién lineal homogénea que conserve esta propiedad. Hacemos esto de la manera siguiente.
Sea I C R = kl[xo, ..., x,| un ideal homogéneo tal que k[x,_441,...,2,] es una normaliza-

ciéon de Noether de R/I, donde d > 2. Sea k(t) = k(t1, ..., tqq4—1)/2) una extensién trascen-
dental pura de k, y sea R’ el anillo de polinomios k(t)[zo, ..., ,]. Sea ¥(t) : R — R’ el
k(t)[zo, ..., xn_gs1]-isSomorfismo definido por

Ty = T + tlxn—l + tan—Q + -+ td—lxn—d-i-la

Tp—1 > Tp—1 +tqTp—o + -+ tog—3Tn—d+1,
(4.2)

Tp—d+2 > Tp—dy2 + Lad—1) Tn_gyt1,
2

y denotamos por I” al ideal ¢ (t)(I.R') de R'. Denotaremos por I'(y) a la especializacién
Y(y)(I) de I’ con respecto a la sustitucion ¢ — 7.
Tenemos el siguiente resultado, tanto para k finito como infinito:

Teorema 4.25 ([4, Thm. 4.4]). Eziste un subconjunto abierto de Zariski denso en k44=1)/2
tal que in(I'(7y)) es constante y de tipo encajado para vy € U.

Definicién 4.26. Siin(/) no es de tipo encajado y k[z,—a+1, - - ., T, €s una normalizacién
de Noether de R/I, llamamos a in(I") N R el ideal monomial de tipo encajado asociado a I
y lo denotamos N (I).

Ejemplo 4.27. Sea I C R = k[xq, x1, 22, 3, x4] €l ideal homogéneo tridimensional genera-
do por

2 2 2 3 2 2
{5 + xow1, 2029 + X123 + X124, T5T2 + TIT4, T] + ToTy — T{T3 + T1Toy ).

Suponemos primero que k = Q. Utilizando [9], podemos calcular el ideal inicial in(7) de I
con respecto al orden lexicografico inverso, y comprobar que no es de tipo encajado porque
4.9(4)(b) no se cumple. Por otro lado, in(7) satisface 4.9(4)(a), por lo que k[xs, z3, 4] es una
normalizacién de Noether de R/I por el lema 4.14. En consecuencia, el ideal monomial de
tipo encajado asociado a I, N(I) C R, estd generado por los generadores normalizados (sin
el coeficiente) de in(¢(t)(I.R')), donde R’ = k(ty,ts,t3)[x0, 1, T2, T3, 4] ¥y ¥(t) : R — R’
es el k(ty,t,t3)[xo, 21, 2)-isomorfismo definido por

Ty > Tg + 0123 + toxa,

T3 — T3 4 t3%9.

Podemos utilizar [9] para realizar el célculo de la base de Grébner sobre k(tq, ta, t3):
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> LIB "poly.lib";

> option(redSB);

> ring r=(0,t1,t2,t3), (x0,x1,x2,x3,x4) ,dp;

> poly pl=x07"2+x0*x1; poly p2=2*x0%x2+x1*x3+x1*x4; poly p3=x0"2*x2+x172*x4;
> poly p4=x1"3+x0%x272-x1"2*x3+x1*x2%x4;

> ideal I=pl,p2,p3,p4;

> map f=r,x0,x1,x2,x3+t3*x2,x4+t1*x3+t2*%x2;

> poly ql=f(pl);poly q2=f(p2);poly q3=£f(p3);poly q4=f(p4);
> ideal J=ql1,92,q3,94;

> ideal Y=normalize(lead(std(J)));Y;

Y [1]=x0%*x2

Y[2]=x0"2

Y [3]=x0*x1*x3
Y[4]=x1"2*x2
Y[5]=x1"3
Y[6]=x1"2*x3"2
Y[7]=x1%x2"2*x3
Y[8]=x1%x2"3

Se obtiene que N(I) = (23, wowa, T3, w0113, T309, 2323, 117373, 2123). Por tanto, aplicando
el teorema 4.16(a) y el teorema 4.22, obtenemos que depth(R/I) = 1.

Por el teorema 4.16(b) y el teorema 4.22, reg(I) = max{sat(.J;),sat(.Js),sat(.J;)}, donde
J1 = N(I)Nklxg, x1, x2, 23], Jo = N([)|x3:1ﬂk[xg,xl,x2], y Js = N(I)|,,_, Nk[xo, 1]. Por
la proposicién 4.1, puesto que J; : (zg, T1, T2, 23) = J1+ (w022, 2103, 2313), Jo 1 (20, 71, ) =
Jo + (xo, x1,22) ¥ J3 1 (x0,21) = (1), se obtiene que

reg(/) = max{4,2,1} = 4.

Si ahora suponemos que k = Zs, utilizando [9] de nuevo podemos obtener el ideal monomial
de tipo encajado asociado a I:

LIB "poly.lib";

option(redSB);

ring R=(2,t1,t2,t3), (x0,x1,x2,x3,x4) ,dp;

poly pl=x0"2+x0%*x1; poly p2=2*%x0*x2+x1*x3+x1%*x4; poly p3=x0"2*x2+x172%x4;
poly p4=x1"3+x0%x272-x1"2*x3+x1*x2%x4;

ideal I=p1l,p2,p3,p4;

map f=R,x0,x1,x2,x3+t3*x2,x4+t1*x3+t2*x2;

poly ql1=f(pl);poly qg2=f(p2);poly q3=f(p3);poly qé4=f(p4);
ideal J=ql1,92,93,q94;

> ideal Y=normalize(lead(std(J)));Y;

Y [1]=x1*x2

Y[2]=x0"2

Y [3]=x0*x1%x3

Y[4]1=x1"3

Y [5]=x0*x2"2*x3

Y[6]1=x0*x2"3

Y [7]=x1"2%x3"2*x4

Y[8]=x1"2%x3"3

V V.V V V V V VvV YV
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Por tanto, el resultado es N(I) = (22, 129, T3, ToT123, ToTs, ToTix3, T1w3, x3x31,). Ademas,
por los teoremas 4.16(a) y 4.22 obtenemos que depth(R/I) = 0. Observamos que N(I) es
el ideal introducido en el ejemplo 4.6. Utilizando los calculos del ejemplo 4.20 y aplicando
los teoremas 4.19 y 4.22 obtenemos que sat(/) =5 y reg(I) = 5.

Finalmente, podemos eliminar la hipétesis sobre la normalizacién de Noether. Sea I C R =
klzo, ..., x,] un ideal homogéneo tal que d = dim R/I > 1. Sea k(t) = k(t1, ..., tan—d(d-1)/2)
una extensién trascendental pura de k, y sea R” el anillo de polinomios k(t)[zo, ..., ).
Sea I'(t) : R" — R" el k(t)[zo, . .., Tyn—a)-isomorfismo definido por

Tp = Ty + tlxnfl + t2xn72 + -+ ZSn:[f‘Oa

Tp_1 > Tp—1 + tpt1Tp—2 + -+ + tap_1T0,

Tp—d+1 =7 Tp—d+1 +oeee A+ tdn— d(dgl) o,

y denotamos por I” al ideal I'(t)(I.R") de R”. Entonces se puede obtener un resultado
andlogo al del teorema 4.25.

Teorema 4.28 ([4, Thm. 4.11]). Existe un subconjunto abierto de Zariski U denso en
kdn=dd=1/2 1q] que in(I"(7y)) es constante y de tipo encajado para v € U.

Definicién 4.29. Denotando d = dim R/I, si k[x,_g41,...,%,] N0 es una normalizacién
de Noether de R/I, llamamos a in(I”) N R el ideal monomial de tipo encajado asociado a
I y lo denotamos por N(I).

Recopilando los resultados anteriores, podemos enunciar los siguientes teoremas que juntan
los distintos casos que hemos considerado:

Teorema 4.30 ([4, Thm. 1.1]). Sea k un cuerpo arbitrario. Consideramos el ideal ho-
mogéneo I C R = k[zo,...,x,], y sea N(I) el ideal monomial de tipo encajado asociado a
I. Sea d =dim R/I, y sea p el menor entero tal que ninguno de los generadores minimales
de N(I) involucra a xpi1, ..., 2,. Entonces,

(a) depth(R/I) =n —p.

(b) reg(l) = méax{sat(N(I) Nk[zo,...,z,)),

sat(N(I)], _y Nklzo, ..., 2p1]),

sat( N1, oy Nkl 2pms]),
N

sat(N(D)| Ao, ond)}.

Tp—d+1=1

Teorema 4.31 ([4, Thm. 1.2]). Con la notacion del teorema 4.30, sea ° - - -x;‘p el minimo

comain multiplo de los generadores minimales de N (I). Para todoi € {n—d,...,p}, denota-
mos por 8; al menor grado de los generadores minimales del ideal (z°™", ... ,:EI),"’H) :N(I)
imvolucrando exactamente las variables xg, ..., x;, si hay alguno, y sea 6; = 0 en otro caso.
Entonces

reg(l) = max {Ao+---N+1—45;; 9; #0}.

n—d<i<p
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Estos resultados estdn implementados en la librerfa mregular.lib [5] de [9]. Esta librerfa
incluye funciones para calcular la regularidad y la profundidad de un ideal, comprobar si es
de tipo encajado, calcular indices de saturacion, etc. La forma en que calcula la regularidad
es la que se deduce de los resultados que hemos presentado, es decir, primero se comprueba
si el ideal inicial es de tipo encajado, en cuyo caso se calcula la regularidad con el teorema
4.30. Si no lo es, se comprueba usando el lema 4.14 si estd en posicién de Noether (esto
quiere decir que k[x,_gy1,-..,%,] es una normalizaciéon de Noether del ideal), y en caso
de que sea asi, se aplica una transformacién mas econémica segin (4.2), se comprueba
que el inicial obtenido sea de tipo encajado y se procede como en el primer caso. Si no
estamos en ninguna de las situaciones anteriores, se hace una transformacién triangular
con coeficientes aleatorios, se comprueba que el inicial sea de tipo encajado y se calcula su
regularidad como en los casos anteriores.

Ejemplo 4.32. Vamos a ver un ejemplo de uso de la libreria anterior para un ideal cuya
resolucion libre minimal no se puede calcular, lo cual muestra la eficiencia del método que

hemos presentado. Consideramos el ideal I C R = Clzy, ..., x10] definido paramétricamente
por

Ty = 5t6u4v4, T = 5t4u3v7, Ty = u”v4, T3 = 56t3u4v2, Ty = st7uv6,

Ty = tulov4, Tg = 33t3u3216, T7 = 515, Trg = t15, Tg = u15, T19 = V1P,

Con [9] podemos llevar a cabo la eliminacién de los pardmetros ¢, s, u, v, y posteriormente
podemos utilizar las funciones de la librerfa mregular.lib [5] para calcular la regularidad y
la profundidad del ideal.

> LIB "mregular.lib";

> ring S=0,(x(0..10),s,t,u,v),dp;

> ideal I=x(0)-st6udv4,x(1)-stdul3v7,x(2)-ullv4,x(3)-s6t3udv2,x(4)-st7uvé,
x(5)-tul0v4,x(6)-s3t3uldv6,x(7)-s15,x(8)-t15,x(9)-ul15,x(10) -v15;
> ideal J=eliminate(I,stuv);

ideal j=minbase(J);

ring R=0,x(0..10),dp;

ideal J=imap(S,j);

size(minbase(J));

389

> deg(minbase(J));

17

> regldeal(J);

29

> depthIdeal(J);

1

V V V V

Obtenemos reg(l) = 29 y depth(R/I) = 1. La parte que mas tiempo conlleva es la de
la eliminacién, que tarda alrededor de 2 minutos. Sin embargo, la regularidad se obtiene
en apenas unos segundos y la profundidad practicamente al instante. También vemos que
el ideal estda generado minimalmente por 389 binomios de grado < 17, lo cual nos da a
entender que no es razonable pedir una resolucion debido al tamano del ideal.

A continuacién vamos a explicar lo que hace la implementacion de los dos comandos de la
libreria mregular.lib que acabamos de utilizar. Para ello, realizaremos los pasos que hacen
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estas funciones utilizando [9]. En este ejemplo tenemos directamente que C|z7, xg, zg, 210]
es una normalizacién de Noether de R/, ya que al ser x7, xs, g, 19 potencias puras de los
parametros s, t, u, v, vemos que el resto de variables se pueden ver como raices de polinomios
con coeficientes en C[xzy, xg, 79, T19] (por ejemplo, zg es solucién de y'® — xralzgz], = 0).
La implementacion comprobaria esto utilizando el lema 4.14. En cualquier caso, podemos
hacer un cambio aleatorio para buscar un ideal inicial de tipo encajado que solo involucre

a las variables x7, xg, x9, x10:

10 F> T10 + t1xg + toxg + t3xy,
Tg > Tg + t4l‘8 + t5l'7,

xrg > Ty + tgxy.

Si elegimos los valores (t,to, t3,14,t5,t) = (95, —95, —46, —11, 59, 36), entonces podemos
calcular con [9] el ideal resultante y comprobar si su inicial es de tipo encajado usando la
proposicién 4.9. Para realizar esta tltima comprobacién, también utilizaremos una funcion
de la librerfa mregular.lib [5] (el cédigo que sigue debe ir después del que hemos visto
antes).

> intvec t=95,-95,-46,-11,59,36;

> map f=R,x(0),x(1),x(2),x(3),x(4),x(5),x(6) ,x(7),x(8)+t [6]*x(7),x(9)+t [4]*x(8)+
t[561*x(7),x(10)+t [1]1*x (9) +t [2] *x (8) +t [3] *x(T7) ;

> ideal N=lead(std(£(J)));

> is_nested(N);

1

Vemos que hemos obtenido que el ideal inicial después de realizar la transformacién es de
tipo encajado, asi que podemos utilizar los resultados que hemos visto para calcular su regu-
laridad (y, en consecuencia, la de I). Ayudédndonos de [9] podemos calcular la regularidad,
utilizando el teorema 4.30 y la proposicion 4.1.

> select(N,11); // No tiene la ultima variable x(10)

_[11=0

> ring r1=0,x(0..9),dp; // Contraemos el anillo

> ideal i=imap(R,N);

> size(select(i,10)); // Tiene la variable x(9), la profundidad es 10-9=1
21

> deg(reduce(quotient (i,maxideal(1)),std(i)))+1; // Indice de saturacion
18

ideal I=subst(i,x(9),1);

I=minbase(I);

ring r2=0,x(0..8),dp;

ideal i=imap(rl,I);

deg(reduce(quotient (i,maxideal(1)),std(i)))+1;

V V V V V

N
=

ideal I=subst(i,x(8),1); // Iteramos
I=minbase(I);

ring r3=0,x(0..7),dp;

ideal i=imap(r2,I);
deg(reduce(quotient (i,maxideal (1)) ,std(i)))+1;

V V V V V
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> ideal I=subst(i,x(7),1);

> I=minbase(I);

> ring r4=0,x(0..6),dp;

> ideal i=imap(r3,I);

> deg(reduce(quotient (i,maxideal(1)),std(i)))+1;

Observamos que el maximo de los indices de saturacion es 29, en acuerdo con lo que hemos
obtenido antes. También obtenemos que depth(R/I) = 1, ya que el menor entero p tal
que ninguno de los generadores minimales de N([) involucra a ,41,...,2, es 9, asi que
depth(R/I)=n—p=10—9 = 1.

Por otro lado, vemos que hacer el cambio de coordenadas genérico para hallar gin(/) es
muchisimo més costoso. Tendriamos que considerar 11 x 11 = 121 coeficientes aleatorios
(que den lugar a una matriz invertible) y realizar la transformacién. Ademés, después de
realizarla no podemos comprobar que el ideal inicial del ideal transformado sea gin(7)
(aunque la probabilidad sea muy alta).

Recapitulando, hemos conseguido asociar a cada ideal homogéneo I un ideal monomial
de tipo encajado N(I) con la misma regularidad y profundidad que I, y que gracias a
sus propiedades nos permite hallar facilmente estos invariantes. En el caso en el que in(])
(para el orden lexicografico inverso) es de tipo encajado, podemos realizar el célculo de
manera directa con los resultados que hemos visto. Si no es el caso, pero k[z, 411, ..., Ty
(d = dim R/I) es una normalizaciéon de Noether de R/I, basta con realizar un cambio
de coordenadas genérico triangular y que solamente involucra a z,, ..., 2,_q4+1, por lo que
supone una mejora significativa respecto al cambio de coordenadas general que habia que
realizar en el caso del ideal inicial genérico. Finalmente, si no estamos en ninguno de los
dos casos anteriores, tenemos que realizar un cambio de coordenadas genérico triangular,
que también supone una mejora respecto a un cambio de coordenadas general.

Por otro lado, si bien el célculo de la regularidad de N (/) no es demasiado costoso (el calculo
de los indices de saturacién es bastante eficiente), para el gin(/) no hay que realizar ningtin
célculo, ya que es directamente el mayor grado de un generador minimal de gin(/). Ademas,
en la practica lo que se hace es un cambio de coordenadas arbitrario, y mientras que es facil
comprobar que un ideal es de tipo encajado, en el caso de gin(/) no podemos afirmar con
total seguridad que lo hayamos obtenido tras realizar el cambio de coordenadas. Teniendo
todo lo anterior en cuenta, el célculo de la regularidad con el método que acabamos de
presentar es bastante més eficiente computacionalmente que el método que se obtendria a
partir de los resultados de Bayer y Stillman para gin(I). A pesar de esto, el ideal inicial
genérico sigue teniendo gran importancia desde el punto de vista tedrico y continia siendo
interesante en diversos contextos.
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5. Cotas para la regularidad y conjetura de Eisenbud-
Goto

En esta seccién, mas corta que las anteriores, vamos a presentar brevemente algunas cotas
para la regularidad, y en particular vamos a enunciar la conjetura de Eisenbud-Goto, que
ha sido una conjetura fundamental durante los ultimos 35 anos y que ha sido resuelta
en negativo en 2018 por McCullough y Peeva en su articulo [17], que es el articulo que
utilizamos como referencia principal.

Sea R = k[xg,...,x,] el anillo de polinomios. Antes de empezar con las cotas para la
regularidad vamos a introducir algunas definiciones que nos seran tutiles en lo que sigue.
Para ello, recordamos que la longitud de una cadena p, 2 p,_1 2 -+ 2 po de ideales primos
se toma como 7 (R no se considera un ideal primo).

Definicién 5.1. Dado un ideal primo p C R, llamamos codimension (o altura) de p,
denotado codim p, a la dimension del anillo local R,. Equivalentemente, es el superior de
las longitudes de cadenas descendentes de ideales primos desde p.

Vemos que la definicién es andloga a la de dimensiéon de Krull 2.44, pero con cadenas
descendentes de ideales en vez de cadenas ascendentes. En el caso del anillo de polinomios
R = k[zo, ..., x,], se tiene que

codimp =dim R —dim R/p =n+ 1 —dim R/p.

Por otro lado, vemos ahora la definicién de un tipo particular de anillos que mencionaremos
mas adelante:

Definicién 5.2. Un anillo noetheriano R en el que la profundidad coincide con la dimensién
de Krull se dice que es Cohen-Macaulay.

En general, se tiene que la profundidad es menor que la dimensién. Si tenemos en cuenta
la férmula de Auslander-Buchsbaum, entonces vemos que los anillos Cohen-Macaulay son
aquellos con la resolucién minimal més corta posible.

En cuanto a las cotas, comenzamos primero haciendo una mencién a la dimensién proyec-
tiva. Como ya vimos cuando dimos la definicién, tenemos una cota bastante buena para la
dimension proyectiva de un ideal I C R por el Teorema de las Sizigias de Hilbert 2.21:

pd(I) < n+ 1.

Sin embargo, la cota general (sin requerir condiciones adicionales) para la regularidad es
doblemente exponencial:
n—1
reg(I) < (2maxdeg(1))*"

donde maxdeg(]) es el mayor grado de un elemento en un sistema de generadores minimal de
I (siempre se da que maxdeg(I) < reg([l)). Este resultado fue probado por Bayer-Mumford
en caracteristica 0, y por Caviglia-Sbarra en cualquier caracteristica (las referencias exactas
de estos resultados y la mayoria de los que siguen se encuentran en [17]). Vemos que es
una cota mucho peor que la que tenemos para la dimension proyectiva, lo cual justifica la
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bisqueda de cotas mejores para la regularidad. Sin embargo, esta cota es bastante fina, ya
que hay ejemplos basados en la construccién de Mayr-Meyer que se aproximan en buena
medida; por ejemplo, existe un ideal I en 10r + 1 variables para el cual maxdeg(l) =4y

reg(I) > 2%.

A pesar de esto, bajo ciertas condiciones se espera que podamos reducir mucho esta cota.
En particular, se esperan cotas mucho mejores si J = I(X) es el ideal asociado a una
variedad proyectiva de [P} con buenas propiedades geométricas. Especialmente importante
es la cota que se da en la siguiente conjetura debida a Eisenbud y Goto (Journal of Algebra
88, 1984):

Conjetura 5.3 (Eisenbud-Goto Conjecture, [17]). Supongamos que el cuerpo k es alge-
braicamente cerrado. Si p C (g, ..., %,)? es un ideal homogéneo primo en R, entonces

reg(p) < deg(R/p) — codim(p) + 1.

La conjetura se ha demostrado que es cierta en algunos casos, como el de curvas irreducibles
o el de superficies lisas. También ha sido probada en el caso de que R/p sea Cohen-Macaulay.
En el caso liso, se han encontrado cotas en dimensiéon 3 y 4 que son solo ligeramente peores
que las de la conjetura, y en dimensiones mayores se han encontrado cotas que van em-
peorando al aumentar la dimensién. D. Eisenbud y S. Goto también conjeturaron que las
hipétesis en 5.3 se podian debilitar y decir solamente que X es reducida (es decir, suponer
que el ideal p en la conjetura 5.3 es radical en lugar de primo) y conexa en codimensién
1, lo cual ha sido probado para curvas. Las hipdtesis no se pueden relajar mucho mas, ya
que se ha visto a través de contraejemplos que la regularidad de una variedad reducida
equidimensional (lo cual quiere decir que el ideal p es interseccién de primos con la misma
codimensién) X no se puede acotar por su grado y que no existe una cota para la regu-
laridad de un ideal homogéneo no reducido en términos de la multiplicidad, incluso para
codimensién fija.

Esta conjetura ha permanecido abierta durante 35 anos y ha dado lugar a numerosos traba-
jos relevantes. Finalmente se ha demostrado que no es cierta en general en el articulo [17].
De hecho, se demuestra que la regularidad de ideales homogéneos primos no degenerados
no estd acotada por ninguna funcién polinomial del grado (en cualquier cuerpo k). Un ideal
primo p no degenerado es un ideal primo que cumple p C (g, ..., 7,)? (la condicién que
se pide en la conjetura), lo cual es equivalente a que X no esté contenido en un hiperplano
de P. En lo que sigue entenderemos que los anillos de polinomios se consideran con la
graduacion estandar. El resultado que se ha probado es el siguiente:

Teorema 5.4 (McCullough y Peeva, [17, Thm. 1.9]). En cualquier cuerpo k (el caso k = C
es especialmente importante), la reqularidad de los ideales primos homogéneos no degene-
rados no estd acotada por minguna funcion polinomial de la multiplicidad, es decir, para
cualquier polinomio ©(x) existe un ideal primo homogéneo no degenerado p en un anillo
de polinomios R sobre el cuerpo k tal que reg(p) > O(deg(R/p)).

La manera de conseguir un contraejemplo es construir un ideal primo homogéneo con
regularidad alta (por ejemplo con la construccién de Mayr-Meyer que hemos mencionado
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antes). El método, por tanto, consiste en, comenzando con un ideal homogéneo I, construir
un ideal primo p cuya dimensién proyectiva, regularidad, grado maximo de un generador
minimal (maxdeg), multiplicidad, dimensién, profundidad y codimensién estén expresados
en términos de los invariantes de /. El teorema que se prueba para el ideal p asi construido
(no vamos a estudiar cémo se construye) es el que enunciamos a continuacién:

Teorema 5.5 (McCullough y Peeva, [17, Thm. 1.6]). Sea k un cuerpo arbitrario. Sea I
un ideal generado minimalmente por elementos homogéneos fi,..., fm (con m > 2) en el
anillo de polinomios S = klxo, ..., z,)].

El ideal p que se construye es homogéneo en el anillo de polinomios

R = S[yb'"7ym>u17"'7umvzav]
con n + 2m + 3 variables. El ideal p es primo y no degenerado, y ademds se tiene que:

(a) El mayor grado de un generador minimal de p es
maxdeg(p) = méx {1 + maxdeg(Syz®(I)), 2(maxdeg(l)+1)},

donde Syzs(]) es el primer mddulo de sizigias de I para el anillo S y los generadores

f1’ R 7fm'
(b) La multiplicidad de R/p es

deg(R/p) = 2H deg(f;) +

=1

(¢) La regularidad, la dimension proyectiva, la profundidad, la codimension, y la dimen-

sion de R/p son:

reg(R/p) = reg(S/1) +2+ Y _ deg(f:),

pd(R/p) = pd(S/I) +m —1,
depth(R/p) = depth(S/I) + m + 3,
codim(p) = m,
dim(R/p) = m+n+ 3.

A partir del teorema anterior, utilizando ideales I con regularidad elevada que han sido
construidos previamente, podemos obtener un ideal primo p candidato a contradecir la
conjetura 5.3.

Contraejemplo 5.6. En [15], Koh construye un ideal I, generado por 22r — 3 cuddricas y
una forma lineal en un anillo de polinomios de 22r—1 variables, y tal que maxdeg(Syz(I,)) >
22" Por el teorema 5.5, podemos construir a partir de I, un ideal primo homogéneo p,
(en un anillo de polinomios R,.) cuya multiplicidad y maxdeg son:

deg(Rr/Pr) S 4 - 322r—3 < 4227"—2 < 2507”’
maxdeg(p,) > 22 +1>22
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lo cual contradice la conjetura 5.3 para r suficientemente grande. De hecho, la diferencia

reg(p,) — deg(R,/p,) > maxdeg(p,) — deg(R,/p,) > 2% — 2%

se puede hacer arbitrariamente grande eligiendo r suficientemente grande. Si tenemos en
cuenta que codim(p,.) = 22r — 2 por el teorema 5.5, vemos que la codimension crece lineal-
mente con r, por lo que la cota de la conjetura 5.3 no se cumple por cantidades arbitraria-
mente grandes escogiendo r suficientemente grande. Esto hace que en vez de buscar cotas
similares se intente encontrar hipdtesis mas fuertes que hagan que se cumpla la conjetura.

Contraejemplo 5.7. Vamos a ver ahora un contraejemplo que podemos construir direc-
tamente. El ideal que vamos a considerar es el ideal de definicion del algebra de Rees de un
ideal. Para ello, partimos del anillo S = k[u, v, w, z,y, z] y también tomamos otras 4 varia-
bles T1,T5, T35 y t. Consideramos el morfismo de algebras ¢ : S[T, Ty, T3] — S]t] definido
por

Ty tul, Ty t0® Ty t(uPw?* + 020 + wowy® + uvzz?).

El ideal que vamos a considerar es I = kert, que es primo porque es el nicleo de un
morfismo. Podemos calcularlo con [9] de la siguiente manera:

> ring R=0,(T(1..3),u,v,w,x,y,Z,t),dp;

> ideal i=T(1)-t*(ub),T(2)-t*(v6),T(3)-t*(u2wid+v2x4+uvwy3+uvxz3);
> ideal I=eliminate(i,t);

> ring $=0,(T(1..3),u,v,w,Xx,y,2),dp;

> ideal I=imap(R,I);

> size(minbase(I));

76

El ideal que obtenemos de esta manera esta generado minimalmente por 76 polinomios.
Ahora podemos calcular la regularidad del ideal a partir de la tabla de Betti y también
podemos obtener deg(R/I) con [9] (suponiendo que se escribe lo siguiente a continuacién
del c6digo anterior):

> list rI=minres(res(I,0));
> regularity(rI);

38

> degree(std(I));

// dimension (proj.) = 6
// degree (proj.) = 31

Asi que obtenemos reg(I) = 38, deg(R/I) = 31 y la dimensién de V(I) como variedad
proyectiva es 6, por lo que dimR/I =6+ 1 =7y codim/ = 9 — 7 = 2. Por tanto, como
38 > 31 — 2+ 1, vemos que no se verifica la cota de la conjetura 5.3.

También se conocen otras cotas, como puede ser la siguiente cota debida a Bertram-Ein-
Lazarsfeld en caracteristica 0 para p radical, generado en grado menor o igual que s y con
V(p) lisa:

reg(p) <1+ (s — 1) codim(p).
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Por otro lado, Mumford demostré la siguiente cota para p radical tal que V(p) es lisa y
equidimensional:

reg(p) < dim (R/p) (deg R/p —2) + 2.

Estas cotas son distintas a la de la conjetura 5.3 en el sentido de que no son lineales en el
grado (o los grados de los generadores), ya que hay un coeficiente que involucra la dimensién
o la codimensién. La cota que se da en la conjetura es muy elegante y es interesante estudiar
si la conjetura es cierta cuando imponemos condiciones adicionales en el ideal primo. El
caso mas interesante es el de caracteristica 0 y X C P} una variedad lisa, en el cual la
conjetura sigue abierta.
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