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Introduccion

Un enunciado informal y bastante conocido de La Paradoja de Banach-
Tarski seria que un guisante puede ser dividido en un niumero finito de partes
y estas ser reensambladas, de manera que dichas partes formen un conjunto
del tamano del sol. Esto desde luego puede parecer, en un principio, inve-
rosimil; pero es sabido que bajo los axiomas de las Matemaéticas modernas
el resultado es totalmente valido. Una vez escrito con formalismo matemati-
co adecuado y sabiendo que es cierto bajo la axiomatica de las Matematicas
modernas, podemos empezar a discernir qué hace que sea un resultado valido.

Partiendo del enunciado informal se puede empezar a sospechar que sera
necesario utilizar el axioma de eleccion, debido a que puede cumplir un papel
importante a la hora de dividir el conjunto pequenio (el guisante). Por otro
lado, el hecho de que las partes sean reensambladas nos introduce la necesidad
de utilizar movimientos rigidos que no deformen dichas partes o alteren su
medida, por lo que puede parecer que al empezar con un conjunto “pequeno”
y terminar con uno “grande” se crea algo de la nada. Pero esto no es asi,
como veremos, esta relacionado con la existencia de los conjuntos no medibles
y con el hecho de que trabajamos con conjuntos no numerables.

La implicaciéon mas inmediata de la paradoja de Banach-Tarski esta direc-
tamente relacionada con el problema de la medida. Este implica que, ademas
de existir conjuntos no medibles Lebesgue, no existe una medida que permita
medir todos los subconjuntos acotados en los espacios euclideos de dimension
mayor o igual a tres.

De manera resumida, decir que en el presente trabajo se pretende abordar
primero hablando de la descomposicién finita de conjuntos en partes respec-
tivamente equivalentes (o equidescomposicion finita), indagando en algunas
particularidades de esta en los espacios euclideos de dimension menor que
tres (donde no se da esta “paradoja”). A continuacién hacemos una pequena
introduccién a los conjuntos y grupos paraddjicos, para poder hablar con
rigor sobre el tema que da titulo al presente trabajo, procediendo enton-
ces a demostrar el resultado que nos atane. Hablamos a continuacién sobre
la consecuencia més inmediata de este resultado para por ultimo, dar una
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VI INTRODUCCION

generalizacion y caer en ciertas similitudes que el mismo acarrea, desde el
punto de vista de la equidescomposicién finita, entre la esfera y los espacios
euclideos de dimensién tres o mayor.



Capitulo 1

Nociones previas

En este capitulo pretendemos introducir la notacién empleada durante
el trabajo, asi como una serie de resultados y definiciones previas necesarias
para poder contextualizar y abordar el problema y sus consecuencias. El fin
de este capitulo es facilitar, a los lectores menos familiarizados con ciertos
temas, la lectura del presente trabajo. Para profundizar mas sobre alguna
definicién o resultado concreto de este capitulo es recomendable dirigirse a
las referencias dadas en la bibliografia. No incluiremos la mayoria de las
demostraciones de los resultados de este capitulo o bien por su sencillez o
bien porque son resultados que han sido abordados durante el grado.

1.1. Notacion

A continuacion introducimos una serie de simbolos de uso frecuente.

» Utilizaremos los simbolos U, N, ~\, A y X para referirnos a la unién,
interseccion, diferencia, diferencia simétrica y producto cartesiano entre
dos conjuntos.

» A C B significa que A estd contenido en B, mientras que A C B
significa que A esta contenido en B pero no pueden ser iguales.

= Si se dice que x € A, significa que = es un elemento de A.
= A€ indica el conjunto complementario de A dentro de un espacio X.

= R denotara el cuerpo de los niimeros reales, asi como N a los niimeros
naturales sin el cero, Z a los enteros y Q a los racionales.

= Si A es un conjunto de un espacio topoldgico denotaremos por A° a su
interior y por A a su clausura.
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= Denotaremos por B(a,r) a la bola abierta de centro a y radio r en R"
y por B(a,r) a la bola cerrada.

» Denotaremos por S" a la n-esfera, contenida en R™*!

» Denotaremos por SO(n) al grupo especial ortogonal.

1.2. Resultados previos

Definicién 1.2.1. Sea X un conjunto arbitrario. Una clase A de subconjun-
tos de X es un dlgebra si

. XeA,
I1. para todo conjunto A que pertenece a A, A¢ también pertenece a A,

ITI. para toda familia finita de conjuntos Ai,..., A, € A, se tiene que los
conjuntos J;_; Ax y (r—; Ar pertenecen a A.

Definicién 1.2.2. Sea X un conjunto arbitrario. Una clase S de subconjun-
tos de X es una o-dlgebra si

I. Xes8,
I1. para todo conjunto A que pertenece a S, A° también pertenece a S,

III. para toda sucesién de conjuntos de S ({A,}52,), se tiene que los con-
juntos J,o, Ax v Nee; Ak pertenecen a S.

Definicién 1.2.3. Una funcién p definida sobre un algebra A, con valores en
R, es finitamente aditiva si para toda familia finita de conjuntos disjuntos dos
ados Ay,..., A, € A;n € Nsetiene que pu(AU- - -UA,) = u(Ay)+- - +u(4A,)

Definicién 1.2.4. Una funcién p definida sobre una o-algebra S, con valores
en R, es o-aditiva si para toda sucesion de conjuntos disjuntos dos a dos

{An}oZy se tiene que p(URZ, An) = 3207, p(Ay)

Definicién 1.2.5. Sea X un conjunto arbitrario, y sea & una o-algebra en
X. Una medida, sobre la o-algebra S es una funcion o-aditiva p definida en
A con valores en [0, +0o0].

Definicién 1.2.6. Sea X un conjunto arbitrario, y sea .4 un algebra en X.
Una medida finitamente aditiva, sobre el dlgebra A es una funcion finitamente
aditiva p definida en A con valores en [0, 4+00].
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Nota. Una medida finitamente aditiva no es una medida.

Ejemplo 1.2.7.

L.

IT.

III.

IV.

Consideramos en R™ los conjuntos [a1,b1) X ... X [a,,b,) con a, by € R
para todo k. Llamaremos B a la o-algebra generada por esos conjuntos
(o-algebra de Borel). [Coh13]

Definimos en los conjuntos [a1,b1) X -+ X [an, b,) la funcién

w ([ar,b1) X -+ X [an,by)) = (b1 —ay) ... (by — ay)

que tiene una unica extensién en B, esa extension es una medida en B
[Hal78] [Bil12] y la denotaremos por pp. Si A € B, definimos su medida
exterior e interior

pe :=nf Y (Ax), A C UpAs
k

pi ==sup p*(UAg), UA, C A
y cuando estas coinciden se tiene que pp(A) = pe(A) = p;(A).

Completamos B a M, la g-algebra los conjuntos medibles Lebesgue, con
los conjuntos de la forma A A N donde A € By N es un subconjunto
de un conjunto de medida nula en B, a la extension de pp la llamamos
medida de Lebesgue (m). [Hal78§]

Un ejemplo de funcion finitamente aditiva y no o-aditiva definida en la
o-algebra de Lebesgue en R es

H(A) = lim %m(Aﬂ 0, k)

k—o0

que toma el valor 1 cuando A D (¢,00),c € Ry es 0 en el resto de los
casos. Se ve facilmente que

p(JMk k4 1) # > (kb + 1))

. Un conjunto acotado £ C R" es medible Jordan si su funcién carac-

teristica, Xg es integrable Riemann. La familia de conjuntos medibles
Jordan es aditiva, pero no o-aditiva [Bur95].

wo={; 1o
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Definicién 1.2.8. Sean X un conjunto, A una o-dlgebra en X y p una
medida en A, entonces la terna (X, A, i) es un espacio medible. También, si
X es un conjunto y 4 una o-dlgebra en X, el par (X, .A) es llamado espacio
medible. Si trabajamos en (X, A, u), se dice que p es una medida en (X, A)
y si no hay confusion sobre la o-algebra, decimos que p es una medida en X.
En un espacio medible, decimos que un conjunto es medible si pertenece a la
o-algebra.

Proposicién 1.2.9. Sea (X, A, p) un espacio medible y A y B conjuntos
medibles tales que A C B, entonces u(A) < u(B). Ademas, si u(A) < +o0,
entonces p(B) = u(A) + u(B N A). [Hal78]

Definicién 1.2.10. Un subgrupo N de un grupo G es normal, si para todo
elemento g de G, y cualquier elemento h de N, se tiene que g *hg € N, es
decir

Ng=gN; g 'Ng=N.

Si N es un subgrupo normal de G, escribimos N <G

Definicién 1.2.11. Un conjunto A en un espacio topoldgico X es nunca
denso o diseminado si y solo si el interior de su clausura es el vacio ((A)° = ).
Un punto p € X es aislado si {p} es abierto y un conjunto D es discreto en
X siy solo si todo punto d € D es aislado.

Proposiciéon 1.2.12. Los conjuntos nunca densos cumplen las siguientes
propiedades:

[. En un espacio métrico, X sin puntos aislados, un conjunto discreto es
nunca denso;

IT. En un espacio topoldgico X, la frontera de un abierto es cerrado y
nunca denso;

ITI. Todo conjunto cerrado y nunca denso es la frontera de un abierto;
IV. La union finita de nunca densos es nunca densa.

Definicién 1.2.13. Un espacio métrico es un par ordenado (M,d), donde
M es un conjunto y d es una funcion d : M x M — R de manera que para
x,1y,z € M satisface que:

L d(z,y) > 0;
II. d(z,y) =0, si d(x,y) = 0 entonces = = y;
1L d(z,y) = d(y, z);
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IV. d(x,y) + d(y, z) > d(x, z) (desigualdad triangular).

La funcién d se llama medida o métrica del espacio M, y si esta es conocida
se prescinde de la notacién del par ordenado y se simplifica refiriéndose a M
como espacio métrico.

Definicién 1.2.14. Una norma sobre un espacio vectorial V' es una aplica-
ci6n real definida positiva en V' (||v|| > 0,v € V') cumpliendo que

L av]] = lal - [[v]],a € K;
I ||[v+w|| <||v|| + ||w]|| (Propiedad triangular);
I ||v]|=0<v=0.

Definicién 1.2.15. Un espacio métrico M es completo si y solo si toda
sucesion de Cauchy es convergente

Definicién 1.2.16. Un espacio de Banach es un espacio vectorial, normado
y completo. Si ademaés tiene un subconjunto denso numerable, se dice que es
separable.

Definicién 1.2.17. Un funcional lineal es una aplicaciéon lineal definida en
un espacio de Banach con imagen en el cuerpo.

Teorema 1.2.18. (Teorema de extension de Hahn-Banach para es-
pacios reales). Sea L un subespacio lineal propio de un espacio de Banach
real y separable (E). Entonces, si F'(f) es un funcional lineal acotado en
L, con norma ||F||, existe un funcional lineal acotado F*(f) en E tal que

Fo(f) = F(NVf e Ly |[F*]| = ||F]|. [BL98][Zaa53]

Proposiciéon 1.2.19. Sea p una funcién sublineal definida en un espacio
vectorial real X. Si xyp € X, existe un funcional lineal F' definido en X de
manera que F(zg) = p(zo) y |F(z)| < p(z) para todo x en X. [BLIS|

1.3. Sobre las biyecciones

La mayor parte de esta seccién se puede encontrar en [Ban24|

Teorema 1.3.1. (Cantor-Schréder-Bernstein). Sean A 'y B conjuntos
de un espacio topoldgico X. Si la funcién ¢ es una biyeccién de A en un
subconjunto de B y la funcién v es otra biyeccién que transforma un sub-
conjunto de A en el conjunto B, entonces existe una descomposicién de los
conjuntos A y B:

A=A1UA,;, B=BUB;s
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satisfaciendo las condiciones:
A1NAy=0=B1NBy, (A1) =B y Y(As) = By

Demostracion. Sea a un elemento cualquiera de A, fijémonos en los subcon-
juntos E de A (por ejemplo, el propio conjunto A), que cumplen las siguientes
condiciones:

. a€F;
I1. si x € F, entonces ¢¥'p(z) € E;
1. six € E y existe ¢~ "(x), entonces o~ '¢(z) € E

Designamos por C'(a) la interseccién de todos los subconjuntos e de A
que cumplen las condiciones anteriores, notando de inmediato que C'(a) esta
compuesto de los términos de la siguiente cadena:

o (a), a1 p(a), ey p(a)

Siendo bastante claro, por la manera en que estan construidos, que los
conjuntos C'(a) cumplen las siguientes propiedades [-I11. Otra cosa a destacar
es que las cadenas C'(a) son disjuntas dos a dos, dos cadenas con un elemento
en comun o bien son la misma cadena o bien son vacias.

Designemos por A, al conjunto de todos los elementos a de A que verifican
que C(a) estd contenido en ¢~!(B), estando de esta manera A, contenido en
1 ~1(B) pero sin darse la inclusién contraria. El conjunto A, estd compuesto
por todos los elementos a tales que C(a) puede representarse con el primer
término perteneciente a ¢~(B), es decir, para los cuales ¢ 11 (z) no existe.

Tomemos ahora A; = A\ Ay, cumpliendo por tanto que A, N Ay =0y
observemos algunas de las propiedades de A; y As:

1. Si b pertenece a By 1~1(b) = a estd en A, entonces existe o~ 1(b):

Si o7 1(b) = p~1(a) no existiese, el primer término de la sucesién C(a),
serfa a = 1~1(b), del conjunto 1)~*(B). Por lo tanto, deduciriamos que
a € As, lo que contradice que A; y Ay son disjuntos.

2. Si b pertenece a By 1)'(b) = a estd en A;, entonces existe o' (b):
Si b pertenece a y uno de los elementos a; = ¢~!(b) o bien ay = ¢~ 1(b),

pertenece a A; el otro también, ya que a; = "' (as).

Definamos entonces, de acuerdo a A = AjUA,, Ay C ¥~ 1(B) y la hipStesis
del teorema:

By = ¢(Ay), By = 1(Ay),
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teniendo que
B;UBy C B.

En aras de establecer la inclusién inversa, consideramos un elemento ar-
bitrario b de B. Si y~1(b) € As, es evidente que b pertenece a 1)(Ay) = By. Si
por el contrario ¢~1(b) € A, por 2 deducimos que existe p~!(b) y pertenece
a Az, por lo tanto b € p(A;) = By. Y podemos entonces concluir que

B C ByU B,

B =B, UDB,
BlmBQZ(Z).

Por tanto, se tiene que la descomposicion de A y B dada cumple todas
las condiciones del teorema. [

Definicién 1.3.2. Sea X un conjunto cualquiera. Sea R una relacién entre
las partes de X (P(X)). Se dice que R posee la propiedad («), cuando
siendo A, B € P(X) que A esté relacionado con B implica la existencia de
una funcion ¢ biyectiva, que transforma A en B

v:A— B,
de manera que CR¢(C) para todo subconjunto C' de A.

Dada esta definicion, el teorema de Cantor-Schroder-Bernstein implica
la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3.3. Sean A y B subconjuntos de X y R una relacion entre
los elementos de P(X). Supongamos que la relacién R cumple la propiedad
(), entonces si Ay C A, By C B, ARB; y AiRB, podemos descomponer
cada uno de los conjuntos A y B en dos subconjuntos disjuntos:

A:A1UA2, .B:.BluBg7

tales que:
AlRBl Yy AQRBQ.

Demostracion. Empecemos tomando Ay = AN Ay y By = B~ B;. Como la
relacién cumple la propiedad («), tenemos que existen ¢ y ¥ biyecciones de
manera que ¢(A) = By y ¢¥(A;) = B. Como las aplicaciones son biyecciones
y estamos trabajando con particiones de A y B, se tiene que

©(A) = (A1 U Ag) = o(A1) Up(Az) = By
Vv H(B) =y (BLUBy) = ¢ 1(B) Uy H(By) = Ay
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Sustituyendo la segunda en la primera, tenemos que

By =y (B1) U (By)) Up(Ay)
= o (B1) Upth(Bs) U p(Ay)

y como estamos trabajando con biyecciones, tenemos que B; es biyectivo
con @p~1(B;) y como hemos visto, ¢y~(B;) estd contenido en p(A;) C
©(A) = By, por tanto, tenemos que A; es biyectivo con B; y al cumplir R la
propiedad (a) y procediendo de igual manera para A; y Bs, tenemos que

A1RB; AsRBs.
[l

Definicién 1.3.4. Sea X un conjunto cualquiera, sea R una relacién en
P(X). Se dice que la relacién posee la propiedad (/3), cuando las condiciones

AlRBl, AQRBQ y Al ﬂAQ == @ = Bl ﬂBQ implican que (Al UAQ)R(Bl UBQ)

Teorema 1.3.5. Sean A y B dos conjuntos de un espacio cualquiera X y R
una relacion en P(X). Si la relacién R cumple las propiedades (o) y (8), y
Ay CA By CB, ARB; y A{RB, entonces ARB.

Demostracion. Supongamos que se cumplen las condiciones del teorema. En-
tonces por la proposicién 1.3.3, se tiene que ademas existen As y By que junto
con A; y By conforman particiones de A y B respectivamente, de manera
que AyRB; y AyRBs. Por tanto al cumplir la relacién la propiedad (), se
tiene que ARB. O

1.4. Axioma de eleccion

La Paradoja de Banach-Tarski no seria posible sin el azioma de elec-
cion. En un principio la palabra azxioma se utilizaba con el significado de
“una verdad evidente”, actualmente un sistema axiomatico en matematicas
es un conjunto basico de proposiciones a partir de las cuales (junto con la
aplicacién de la regla del modus ponens) se desarrolla una teoria formal. El
sistema axiomatico sobre el que se fundan las matematicas modernas, surge
como una propuesta de Zermelo para evitar las paradojas que surgian de
la teoria de conjuntos “informal”, empezando por la definicién de conjunto
dada por Cantor. De este sistema dio una primera versiéon Zermelo en 1904
que fue evolucionando, con algunas modificaciones hasta llegar al sistema
que se utiliza actualmente: Axiomas de Zermelo-Fraenkel (ZFC). Dentro de
estos axiomas es el axioma de eleccion, introducido por Zermelo, siempre ha
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resultado bastante polémico, disminuyendo la polémica al Godel probar la
consistencia con el resto de axiomas. Este resulta polémico puesto que lleva,
entre otras cosas, a la existencia de conjuntos no medibles y a resultados
como los que tratamos en el presente trabajo. [Ham89] [Kle02]

Axioma de Eleccion: Dada una familia no vacia { A, }aen de conjuntos
no vacios y disjuntos dos a dos, existe un conjunto C' que consiste exactamente
en un elemento de cada miembro A, de la familia.
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Capitulo 2
Equidescomposicion

Este capitulo, en el que hacemos una inmersién en las bases de la equides-
composicon, forma el pilar del presente trabajo. Es posible llegar al resultado
que nos atafie hablando Unicamente en términos de esta equivalencia (y de
hecho, lo haremos). Las referencias de este capitulo son [BT24] [Kur24] y
[MMS14].

Supongamos ahora que estamos trabajando con conjuntos de un espacio
métrico X.

o~

Definicién 2.0.1. Decimos que dos conjuntos (A, B) son congruentes (A
B) si existe una isometria que transforma A en B

Definicién 2.0.2. Se dice que dos conjuntos (A, B) son equivalentes por
descomposicion finita (A =; B), si existen conjuntos Ay, As, ..., A, y By, Bo,
.., By, con n natural, que cumplen:

I. AiNA;=0=DB,NB;paratodo kyltalesque 1 <k<l<n
II A = UZ:l Ak y B = UZ:l Bk
III. A, =2B,conl<k<n
Definicién 2.0.3. Se dice que dos conjuntos (A y B) son equivalentes por

descomposicion infinita numerable (A =4 B), si existen conjuntos Ay, As, .. .,
An,... v B1,Bs, ..., B,,... que cumplen las condiciones siguientes:

I. AyNA; =0= B,N B para todo k # [

11
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III. A, = By, para todo k natural

En lo siguiente establecemos algunas de las propiedades de la equivalen-
cia por descomposicién finita, en aras de aplicarlas a la descomposicion de
la esfera y la bola de radio 1. Cada uno de estos resultados tiene su equiva-
lente para la equivalencia por descomposicion infinita numerable, siendo sus
demostraciones analogas.

Teorema 2.0.4. La equivalencia por descomposicién finita es una relacién
de equivalencia:

I. Es reflexiva: A =; A.
II. Es simétrica: Si A =; B, entonces B =y A.
III. Es transitiva: A =y By B =; C entonces A =; C.

Demostracion. La reflexién y la simetria son inmediatas partiendo de la de-
finicién 2.0.2, probemos entonces la transitividad.

Supongamos que A =; By B = C. Por la definicién de equivalencia por
descomposiciéon finita 2.0.2 podemos suponer que que existen Aj, ..., A,,
By,....B,yB,,...,B, Cy,...,C, con ny m naturales, descomposiciones
de los conjuntos A, By C:

k=1 k=1

B:OBZ’ y C’:Oq’
=1 =1

que satisfacen las condiciones I-III de la definicién 2.0.2.
Definimos

Bk’lZ:BkﬂBZI, 1§k§n, 1§l§m

Es inmediato que

By=JBw B =] B
k=1

=1
Gracias a que los conjuntos By y B] son respectivamente disjuntos entre si,
tenemos que los conjuntos By,; también lo son y por hipdtesis Ay, es congruen-
te con By y Bj es congruente con C) paratodo kyl (1 <k <mn,1<1l<m).
Asi llegamos a que existen conjuntos Ay 1, A2, ..., Akm ¥ Ci1, Coyy .o, Cry,
que verifican:
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A NAg ., =0, k#k o l#L;
CoyNCriyy =0, k#ki o l#l;

Ak:UAk,b 1 <k <mn;

I=1
Cl:UOk,h 1<1I<m
k=1
A1 = By para 1 <k<nyl<li<m
By =2Cyypara 1<k<nyl<l<m.

Por lo que
A=JUAw c=UU i =UUCw
k=11=1 I=1k=1 k=11=1

y cada conjunto Ay, es congruente con Cy.

Tenemos, por tanto, una descomposiciéon de los conjuntos A y C' en un
ntimero finito de partes (igual a n - m) que cumple las condiciones de la
definicién 2.0.2 y por ello A y C' son equivalentes por descomposicion finita.

]

Proposicion 2.0.5. Si los conjuntos A y B se pueden descomponer en sub-

conjuntos disjuntos:
n n
A=JA, B=|]Bk
k=1 k=1
de manera que
Ay =5 By para 1<k <n,

entonces

A=; B

Es decir, la equivalencia por descomposicién finita cumple la propiedad (/)
1.3.4.

Demostracion. Como para todo k entre 1 y n se tiene que Ay, =5 By, existen
descomposiciones de Ay y By:

mg mg
Ap = UAk,l, By, = U By
=1 =1
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que satisfacen las condiciones de la definicién de equivalencia por descompo-
sicién finita

ApiNAg gy, =0=DBpyN By, yy, k#k o 1#1;

A = By, 1<k<n, 1<1<my

siendo claro que

n mg n mg
Av=JU A4k Be=JUBu
k=11=1 k=11=1
resultando inmediato que A =; B. O]

Proposicién 2.0.6. Si A =; B, entonces existe una funcién ¢ definida en
A con imagen en B, que cumple las siguientes condiciones:

I. p transforma A en B de manera biyectiva,

II. Si C es un subconjunto de A, C' = ¢(C).

Es decir, la equivalencia por descomposicién finita cumple la propiedad («)
1.3.2.

Demostracion. Sea: " n
k=1 k=1

una descomposicién de los conjuntos A y B que satisface las condiciones
de la definicién 2.0.2. Como los conjuntos Ay y Bj son congruentes, existen
isometrias ¢, que transforman Ay en By de manera biyectiva. Definimos ¢
para todo p en A como ¢(p) = ¢i(p) si p € Ag. Como los conjuntos Ay y B
son descomposiciones disjuntas de A y B tenemos que ¢ transforma A en B
de manera biyectiva.

Tomemos C' C A y definamos: C, := C N A, 1 < k < n, obteniendo que

C = LnJ Ck;
k=1

OkﬂCl:Q), 1§/{;<l§n;
CkCAk \V/k},

y por lo tanto
n

p(C) = w(C),

k=1
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(Ce)N(C) =0, conl1 <k <l<n.
Finalmente, dadas las propiedades de las funciones ¢y, tenemos que

Proporcionando Cjy y ¢(C) descomposiciones de los conjuntos C' y ¢(C)
respectivamente. Las cuales cumplen todas las condiciones de la definicién
2.0.2, teniendo por tanto que

C =5 e(C).
Viendo finalmente que ¢ es la funcién deseada. ]

Corolario 2.0.7. Si A =; B y existe una descomposiciéon de A en subcon-
juntos disjuntos,

n
A=Ak
k=1
entonces también existe una descomposicién de B en subconjuntos disjuntos:
n
B=|]J B
k=1

de manera que Ay =5 By 1 <k <n,neN.

Demostracion. Supongamos que se cumplen las hipétesis del corolario, en-
tonces, por la proposicién anterior, tenemos que existe una funcién ¢ que
transforma de manera biyectiva A en B y que A =; ¢(Ay) para todo k
entre 1 y n. Sea ahora By := ¢(Ag), como la funcién es biyectiva y los Ay
son disjuntos, tenemos que los By también son disjuntos y ademas:

B=yp(A)=¢ (UAk) = Jw(4) = Bs.

]

Teorema 2.0.8. (Cantor-Schroder-Bernstein, teoria de conjuntos). Su-
ponemos que A; y B; son subconjuntos de A y B respectivamente y que A
es equivalente a By por descomposicién finita al igual que B es equivalente a
Aq, entonces se tiene que A y B son equivalentes por descomposicion finita.

Demostracion. De acuerdo a las proposiciones 2.0.5 y 2.0.6, la relacién de
equivalencia por descomposicién finita cumple las propiedades (a) y (5) de
las definiciones 1.3.2 y 1.3.4. Por lo tanto, el teorema 2.0.8 es consecuencia
inmediata del teorema 1.3.5. [
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Corolario 2.0.9. SiAD>DBD>Cy A=;C, entonces A=y By B=;C.

Este corolario es inmediato si en el teorema 2.0.8 se reemplaza A, por B
y By por C'y se tiene en cuenta que estamos trabajando con una relacion de
equivalencia.

Proposiciéon 2.0.10. Sean A, Bq,...,B,, n € N subconjuntos de X. Si
A =¢ AU By, para 1 < k < n, entonces

o))
k=1

Demostracion. Podemos suponer que los conjuntos A, By, ..., B, son disjun-
tos. Si no lo fueran, definimos los conjuntos

k—1
B} := By N\ A, B := By \ (AU (UBl>>, 2<k<n,

=1

de manera que son disjuntos dos a dos entre ellos y con A. Teniendo clara-

mente que
AU (U B@) =AU <U Bk>
k=1 k=1

y que AU B, estd contenido en A U By, para todo k. Teniendo asi que
ACAUB, C AUB;
y pudiendo aplicar el corolario 2.0.9, se llega finalmente a que
A=y AUB;, =f AU B4.

Una vez tenemos que los conjuntos A, By, ..., B, son disjuntos, notamos
que la proposicién es evidente para n = 1 y pasamos a aplicar induccién
suponiendo que es cierto para n = n’ y para ver que también lo es para
n =n' + 1. Entonces, tenemos que

v ().
k=1

A :f A U Bn/+1

y COmo
AN By, Buga N (UZ’:1Bk>
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son intersecciones vacias, mediante la aplicacion de la proposicién 2.0.5 se

obtiene que
n'/4+1
AUByy =7 AU <U Bk>

k=1

llegando por transitividad a que

n/+1
U Bk> .

k=1

A:fAU<

O

Proposicién 2.0.11. Sl Al =f AQ, Bl =f BQ, Al U AQ =f Bl U BQ, y
Al N AQ = @ = B1 N BQ, entonces A1 =f Bl.

Demostracion. Por el corolario 2.0.7, el conjunto A; U Ay se descompone en
dos subconjuntos disjuntos,

A1UA2281UB;,

de manera que
B) =¢ By, By =; Bs.

Como By = By, se tiene que
Bi =f B1 =f BQ = f B;, A1UA2281UBé =f BlL_JBQ,

por lo tanto, el problema a probar es “St Ay =5 Ay, By =5 By, Ay U Ay =
B1UB,, y AiNAy =0 = By N By, entonces Ay =5 By”

Por la proposicion 2.0.6, sabemos que existen funciones biunivocas ¢ y ¥
definidas en A; y Bj respectivamente, con sendas imagenes en Ay v By. Pode-
mos extender la definicién de ¢ a todo A; U Ay de manera que la composicion
sea la identidad

o(x), sixeA

Ple) = {go_l(x), st x € Ay

como no hay confusion, seguiremos llamando ¢ a ©). Procedemos igual con
By U By v 1. De esta manera, ambas funciones quedan definidas y tienen su
imagen en A; U Ay = By U By y tiene sentido hablar de su composicion.

La demostracién de que A; =; B; consiste en construir un serie de cade-
nas disjuntas de elementos de A; U Ay = By U By, C(x):

(), (), Y (2), T, 0(2), Po(), prhp(z), . . .
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de manera que si dos cadenas tienen un elemento en comun, son la misma.
En cada una de las cadenas C' elegimos un elemento x () € Ay, llamando
a los elementos de esta cadena por x(cy), de manera que

T, 1) =Y(T(c)
Tk =Ye(Tcp-2 sikpar
Tow) =eY(T(cp—2) sikimpar

Tomemos ahora en C' un elemento z(cx) en A; y definimos I(k) de la
siguiente manera:

I. Sikespary zcnre1) € Bi, entonces denotamos I(k) =k + 1

II. Sikespary i1y € Bi, entonces (o rr2) = Vo(Tcry) = V(@ pr1)) €
By y denotamos (k) = k + 2

III. Si k es impar y x(cx) € By, entonces denotamos I(k) = k

IV. Sikesimpary xcr € Ba, entonces (¢ p1)¢ () € B1 'y denotamos
I=k+1

La correspondencia (¢ ) — ¥ (c,i(k)) €5 una biyeccién bien definida entre
A;NCy By NC, ya que para otra eleccién, digamos k', si x(cx) = T,
entonces k y k' son congruentes médulo 2.

Tomemos ahora la siguiente particion de A; N C":

AnNC = {l’(c,k) € Ai/k par, xcpi1) € Bl}
ApNnC = {l’(c,k) € Ai/k par, xcpi) ¢ Bl}
AizNC = {l’(c,k) € Ai/k impar, xcp) € Bl}
AuncC = {l’(c,k) € Ai/k impar, xcp) ¢ Bl},

por la biyeccion y la definicion anterior esta particion induce una en B; N C:

BiuNC=p(An1NC)
BisNC =¢pp(A1aNC
BisNC =A;3NnC
BuuNC=y(ANnC)

Extendemos ahora las definiciones (haciendo la unién con todas las cade-
nas C') y tenemos sendas particiones congruentes entre A; y B; por lo qye se

tiene que efectivamente, A; =; B;.
]
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Corolario 2.0.12. Supongamos que las familias Ay, Ay, ..., Aon y By, Ba, ..., Bon,
n natural, son de subconjuntos disjuntos de X y

I. Ay = Ay Bi=¢ By, 1 <k <27,

n k
I1. Ui:l Ak =f Ui:l B,
entonces A; =y By

Demostracion. Por la proposicién 2.0.11, el corolario es cierto en el caso
n = 1. Para aplicar induccién, supongamos que el corolario es cierto para
n = n' y probemos que es cierto para n = n’ + 1. Por la hipétesis se tiene
que Ay =¢ Ay y By =y By, con

2n/+1 2n/+1

k=1 k=1

Sean
271,/ 2n’+1 27’:,’ 2n/+1
A=JAa. A= |J 4. B=B.. B"= |J B«
k=1 k:2n’+1 k=1 k:2n/+1

De acuerdo con la proposicion 2.0.5, concluimos que
A/ :f A//7 B/ :f B,/7 A/ U A// :f B/ U B”.

Como tanto los conjuntos A" y A” como B’ y B” son disjuntos, por las
equivalencias anteriores y de acuerdo con la proposicion 2.0.11 tenemos que

A= B

Por tanto los conjuntos Ay, A, ..., Ay v By, B, ..., By satisfacen la hipote-
sis de la proposicién, llegando a que

Al =f Bl.
[

Teorema 2.0.13. Sean A y B subconjuntos de un espacio E cualquiera. Si
A =; By A pertenece a una clase de subconjuntos de E, K, satisfaciendo
las condiciones siguientes:

[. siXeKeY e Kentonces XUY €K,
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IT. si X e KeY C X entonces Y € K,
III. si X e KeY = X entonces Y € K,
entonces el conjunto B también pertenece a K.

Demostracion. De acuerdo a la definicién 2.0.2, sea

k=1 k=1

una particion de los conjuntos A y B en partes respectivamente congruentes.
De acuerdo con las descomposiciones de A y B dadas, la condicién II de la
hipétesis del teorema implica que Ay € K con 1 < k < n. De esto y de la
condicién III, sacamos que B, € K con 1 < k < n. Como la condicién 1
puede extenderse por induccion al caso de la union de una cantidad finita
arbitraria de conjuntos, concluimos que B € K O]

Corolario 2.0.14. Sean A y B conjuntos de un espacio euclideo de dimen-
sién finita. Si A =¢ B y A es nunca denso, entonces B también lo es.

Demostracion. Veamos que la clase de los conjuntos nunca densos cumplen
las condiciones I-III del teorema anterior.

[. Si X eY son nunca densos, se tiene que X UY también lo es por 1.2.12
II. Si (X)°=0eY C X, entonces (Y)° C (X)° = 0.

II. Si (X)°eY = X, existe una isometria ¢ de manera que Y = ¢(X); se

tiene que (Y)° = (p(X))° = ¢((X)°) = ¢ (0) = 0.

]

Corolario 2.0.15. Sean A y B como en el corolario anterior. Si A =; By
A es medible en el sentido de Jordan, con medida cero, entonces B también
es medible en el mismo sentido y con medida cero.

Demostracion. Veamos que los conjuntos medibles Jordan, con medida cero,
forman una clase K como en el teorema 2.0.13. De darse esto, tenemos que
el corolario es consecuencia inmediata de este resultado.

[. Si X e Y son medibles segiin la medida de Jordan con medida cero,
X UY también es medible Jordan, ademas si p denota esta medida,
tenemos que

H(X UY) = pu(X) + p(Y) = (X NY) =0
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II. Si X es medible Jordan con medida cero e Y C X, tenemos que 0 <
u(Y) < p(X) = 0 por lo que p(Y) = 0.

III. Si X es medible segin la medida Jordan con medida nula y X e Y son
congruentes, se tiene que existe una isometria que lleva uno en otro, es
decir, Y también serd medible Jordan con medida cero.

]

Ejemplo 2.0.16. Si A es acotado y B =; A, entonces B es acotado.
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Capitulo 3

Teorema de Banach-Tarski

Una vez vista la descomposicion finita, estamos en posiciéon de formular
el resultado. Primero, debemos definir matematicamente a lo que nos referi-
mos con la palabra paradoja, para no dar lugar a interpretaciones. Después
procedemos a ver en concreto por qué la bola cerrada de radio unidad es
“paraddjica”’, o lo que es lo mismo, por qué y cémo se da la Paradoja de
Banach-Tarski.

Esta introduccién estd apoyada principalmente en ideas de [Wag93].

Definicién 3.0.1. Sea GG un grupo de biyecciones del conjunto X y tomamos
E C X. E es G-paraddjico o (paraddjico con respecto a G), si existen dos
naturales n, m y subconjuntos de E disjuntos dos a dos,

Ay, A, By,...,B, CE,

Tlyee s Ty Pl Pm € G,

de manera que
E=UL7i(4)= Uj:lpj(Bj)'

Definicién 3.0.2. Se dice que G es un grupo paraddjico si es G-paraddjico,
con G actuando sobre si mismo con la multiplicacién por la izquierda.

Si G es un grupo de isometrias en X, se tendria que

En términos de esta definicién, la paradoja de Banach-Tarski indica que las
bolas en R3 son paraddjicas con respecto al grupo de isometrias en R?

Definicién 3.0.3. Un grupo libre G con conjunto generador M es el conjunto
de las palabras reducidas formadas con elementos de M, con la operacion
concatenacién (pasando a una palabra reducida si la obtenida no lo es.

23
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Sea G el conjunto de todas las palabras finitas que se obtienen usando
letras de M y sus inversos ({77! o7 € M}), dos palabras son equivalentes

(mediante la relacién R) si podemos obtener una a través de la otra sim-

plemente quitando o afiadiendo pares de letras adyacentes (77'7 o 7771).

Las palabras reducidas son aquellas que no tienen como letras adyacentes un
elemento de M y su opuesto. G = G/R

Definicién 3.0.4. M es una base de un grupo libre G, si M es libre (no se
puede obtener un elemento a partir de otros de M) y genera G. Llamaremos
rango de G a la cantidad de elementos de M.

Proposicién 3.0.5. El rango de G no depende de la base elegida [Mas72]
Teorema 3.0.6. Todo grupo libre GG de rango dos es paraddjico.
Demostracion. Supongamos que M = {7,0} es una base de G. Si

pe{r,7 oo,

llamamos G(p) al conjunto de los elementos de G cuya representaciéon como
palabra reducida empieza por p, teniendo que

G={idy UG(T)UG(T " ) UG(c) UG(c Y.

Tomamos la siguiente particién de G

Gy =G(r)ulid, 7, 72,773, }
Gy =G(r Y~ {r L2, r73,...}
G3 = G(O’)

G4 = G(O’il)

son subconjuntos disjuntos de G' cumpliendo que

G=Gi1UGUG3UG,

y que
Gy =G(r)U{id, 7,772 773, ...}
TGy =7G(r™ Y No{r 772 73}
=GNG(r)~{id, 7 L2030
Gg = G(O’)

oGy =0G(0™) =G\ Gs

teniendo entonces que G = G1UTGy = G3UoGy v es en efecto paraddjico. [
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Proposicion 3.0.7. Si G es un grupo paraddjico, actuando sobre X, de
manera que el tinico elemento de G que deja puntos fijos es la identidad,
tenemos que X es G-paradéjico. Por tanto, X es F-paraddjico, si F' es un
grupo libre de rango 2, que actia sobre X de manera que el inico elemento
de F' que deja puntos fijos es la identidad.

Demostracion. Supongamos A;, B; C G'y g;, hj € G de manera que cumplen
que G es G-paraddjico. Por el axioma de eleccion, existe un subconjunto
M de X que contiene un elemento de cada G-orbita, siendo una G-6rbita,
para un elemento x € X el conjunto G(x) = {g(z) : g € G}. Entonces los
conjuntos {g(M) : g € G} forman una descomposicién de X en conjuntos
disjuntos, ya que G no deja puntos fijos (menos la identidad).

Tomemos ahora

A =Ug{g(M) : g € Aj}
y
Bj =U{g(M) : g € B;}.
Como por hipotesis
G = U;A; U; By = Uigi(A;) = Ujh;(Bj)

*
)

y A;, B; son disjuntos dos a dos, se tiene que A
y

, B son disjuntos dos a dos

X = UA] U; B = Uigi( A7) = Ushy(B)),

teniendo asi que X es G-paraddjico.

Para ver que X es F-paraddjico, es suficiente repetir el mismo razona-
miento que acabamos de aplicar para GG, teniendo en cuenta que todo grupo
libre de rango 2 es paraddjico (por el teorema anterior). ]

Como consecuencia de la proposicién anterior, tenemos el siguiente co-
rolario, que se cumple, ya que un subgrupo actia sobre todo el grupo por
multiplicacion por la izquierda, sin puntos fijos que no sean los triviales.

Corolario 3.0.8. Un grupo con un subgrupo paradéjico es paraddjico. Por
tanto un grupo con un subgrupo libre de rango 2 es paradéjico (en particular,
cualquier grupo libre no abeliano).

Este corolario puede llevarnos a hacernos la pregunta de si esos son los
unicos grupos paraddjicos. La respuesta a esta pregunta es negativa. Se ha
visto existen grupos paraddjicos que no tienen elementos de orden infinito
y por tanto, no contienen subgrupos libres de ningin rango [Wag93]. No
indagaremos en este tema pues excede las competencias de este trabajo. Sin
embargo, tenemos que los grupos abelianos no son paraddjicos y tampoco lo
son los grupos resolubles.
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3.1. Paradoja de Hausdorft

Trabajaremos en R?, debido a que es el espacio en el que se contextualiza
la Paradoja de Haussdorff y la Paradoja de Banach-Tarski. Para esta seccion
nos basamos principalmente en ideas de [Tao91], [Wag93] y [TW19b].

Teorema 3.1.1. Existen dos rotaciones independientes, ¢ y o, alrededor de
ejes de R3 que pasan por el origen. Por tanto, si n > 3, SO(n) tiene un
subgrupo libre de rango 2.

Demostracion. Podemos dar rotaciones que satisfagan las condiciones del
teorema. Sean o, 0 € SO(3) y x = [z,y, 2]7 € R? tales que

% % of [z 1 0 O T
p(x):=|—32 2 0| |y| v ox):=1]0 2 § y
0 0 1] |2 0 —% 2] |2
con inversas
2 —2 0] [« 10 0] [x
plx) =3 0l |yl yotx):=10 F 3| |y
0 0 1f |z 0: 2] 1=

Veamos ahora que ninguna palabra reducida es trivial, usando como le-
tras ¢t o*!. Es suficiente con demostrar que las palabras formadas con
50F! 50%! no nos dan aplicaciones cuyos coeficientes sean divisibles por 5.
Para simplificar, trabajaremos en Fy, donde F5 = Z/(5) es el cuerpo finito
de orden 5 . Entonces tenemos

5! (x) = [3z & 4y, T4z + 3y,0]"
50t (x) = [0, 3y =+ 42, F4y + 32]"

Cada una de estas aplicaciones lineales son de rango 1 en F2, ya que su
nicleo es de rango 2

3r+4y = 0 r = 2\
Ker(p) =< —4x+3y = 0,=Cy = X\ ;,
z = /\3 z = )\3

con A, A3 escalares. De la misma manera llegamos a que los rangos de
¢t 0% son 1 en F2. Se deduce entonces que ninguna palabra reducida obte-
nida con las letras ¢*, 0F nos dara una funcién igual a la identidad, debido

a que sus rangos no coinciden con los de la identidad (rango 3) en F2. [
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Lema 3.1.2. Sea C' un subconjunto numerable de la esfera S?, entonces
existen S, Sy subconjuntos disjuntos de la esfera, con S? = S; U Sy, de
manera que S? \. C' = S; U (S;) con o € SO(3), es decir S* =; $* \ C.

Demostracion. Tomemos o € SO(3) de manera aleatoria, o deja fijos dos
puntos de S? (los correspondientes a su eje de rotacién y la interseccién con
la esfera). Como C' es numerable, y por tanto de medida nula, también lo sera
la unién de los 0%(C'),i € N, por lo cual se puede asegurar con probabilidad 1
que dos elementos cualesquiera de estos conjuntos caen en distintas o-Orbitas.
Por lo tanto, podemos decir que o/(C) N a?(C) = 0,4 # j y definimos

Sy :=CUa(C)Ud?*(C),...; 8 :=S*\ 5,

teniendo asi la descomposicion deseada.

La rotacién ¢ ha de cumplir que su eje de rotacion no pase por ninguno
de los puntos de C'. Ademads, si consideramos para cada punto p € C' el
plano normal al eje de rotacién que pasa por él (como mucho tendremos
una cantidad numerable de puntos en la interseccién de ese plano con C'), el
angulo de rotacion ha de ser primo con 7 y con los angulos que separan cada

uno de los puntos de interseccion de C' con el plano.
]

Teorema 3.1.3. (Paradoja de Hausdorff, primera version).

Eziste un subconjunto numerable C de la esfera S* de manera que S* ~ C' es
SO(3)-paraddjico.

Demostracion. Sean 7y o como en el teorema 3.1.1 y G el grupo generado
por 7y o, siendo Gy G, Ga, G3, G4 como en el teorema 3.0.6. Cada rotacion
en G deja dos puntos de S? fijos. Sea C' la coleccién de los puntos fijos, el
grupo G actia sobre S? \. C' como en la proposicién 3.0.7, por lo tanto, S?~\.C
es G-paraddjico y como G es un subgrupo libre de rango dos de SO(3), se
tiene que S? \. C es SO(3)-paraddjico.

La descomposicién de la esfera (menos C') que proporciona este grupo,
por la proposicién 3.0.7 es tal que G1, G, G3, G4, forman una particion suya.
Sea ahora M el conjunto formado por tinicamente un punto de cada g-orbita,
que es posible obtener gracias al axioma de eleccién, y tomamos

Sz:ug{g(M) ger},Z: 1727374

82\0251UT(52)253U0'<S4>
POI"lOtantOSQ\C:f51USQ:f53US4:f51USQU53US4
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Corolario 3.1.4. La esfera S? es SO(3)-paraddjica.

Demostracion. La demostraciéon es inmediata a partir del resultado anterior,
ya que S* =; S? \ C, siendo C' numerable. O

3.2. Paradoja de Banach-Tarski

Introduzcamos primero un ultimo resultado antes de pasar a enunciar y
probar la Paradoja de Banach-Tarski.

Lema 3.2.1. Sea A un conjunto de interior no vacio contenido en R?, y B
la unién de un nimero finito de segmentos, entonces A =y AU B.

Demostracion. Supongamos que los conjuntos A y B son disjuntos y sea
C un disco contenido en A. Es claro que B se puede descomponer en un
numero finito de segmentos (no necesariamente disjuntos), siendo cada uno
de ellos de longitud menor que el radio de C. Sea {Bj}}_,, con n natural,
dicha descomposicion de B y tomamos Dy congruente con By, estando D,
contenido en un radio de C' sin contener el centro del disco. Elegimos ahora
un angulo a que sea irracional con 7 y para cada ¢ natural, designamos por
Dy,,, al segmento que se obtiene de rotar D; (= D;,) un dngulo igual a ia
alrededor del centro del disco.

Sea ahora Ey :=J;o, D1,, Fi :==J;2, D1, y G1 := AN Ej. De esto resulta
inmediato que A = Gy UFyUDy, y AUB; = G; U E; U By y siendo evidente
que F} y Ej son congruentes (ya que se obtiene uno a partir del otro mediante
una rotaciéon de angulo «/), y también los son D; y By, se tiene que

A=; AU B;.

Tomando ahora para todos los B, un D, y construyendo la sucesion
{Dy,}:2,, llegamos que que para para todo k
A=y AU By,

estando entonces en condiciones de aplicar la proposiciéon 2.0.10 y llegando

asi a que

A=; AUB.

De no ser A y B disjuntos, tenemos que el conjunto A \. B tiene interior
no vacio y como (A \ B) y B son disjuntos, por lo ya demostrado tenemos
que ANB =; (ANB)UB = AUB. Dado que AUB D A D A\ B, podemos
aplicar el corolario 2.0.9 y por tanto

A=; AUB.
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Teorema 3.2.2. (Paradoja de Banach-Tarski).

La bola cerrada de radio unidad B(0,1) en R®, puede ser descompuesta en
cinco subconjuntos disjuntos D, By, Bo, B3, By, de manera que

B(0,1)~ {0} = DUB;UByUB3UBy, B(0,1) = DUB;UBy =; ByU B,.
Demostracion. Como hemos visto, por la Paradoja de Hausdorff 3.1.3, tene-
mos que

SQ:fS2\0251U52U53US4:f51U52:f53US4.

Consideremos ahora el conjunto D = {a -2z : 0 < a < 1,2 € C}, y para
cada i = 1,2,3,4 formamos los conjuntos B; = {a-z: 0 < a < 1,z € S;},
tendremos entonces que

B(0,1) ~ {0} = DU B, UT(B,)

B(0,1) ~ (DU {0}) = B3 Ua(By).
Para ver que
B(0,1) \ {0} =; B(0,1) \ (DU {0}),
basta con aplicar el lema 3.2.1 y la proposicién 2.0.10. Veamos ahora que
B(0,1) =; B(0,1) . {0}.

Sea p = [O, 0, %}T y sea p una rotacién de orden infinito cuyo eje de rotacion
pasa por p y no por el origen, entonces tenemos que el conjunto H = {p™(0) :
n > 0} se puede usar para “absorber” 0: p(H) = H ~ {0} y por tanto
B(0,1) =; B(0,1) ~ {0}.

Entonces tenemos que

B(0,1) =; B(0,1) ~ {0} =; B(0,1) ~ (DU {0})
:f BlUB2 :f BgUB4:fDUBlLJBQ :fDU33UB4
0

Notemos que el razonamiento usado en la anterior demostracion para ver
que B(0,1) =; B(0,1) \ {0} junto con la proposicién 2.0.10, sirven para
demostrar que S? =; S? \. D, siendo D un subconjunto numerable de S? y
por tanto, también el lema 3.1.2.

Fijémonos en que los resultados los hemos probado para S? y la bola de
radio unidad en R?, pero los razonamientos utilizados son validos para esferas
y bolas de cualquier radio y si consideramos rotaciones afines, donde los ejes
no pasan necesariamente por el origen de coordenadas, tenemos que pueden
estar centradas en punto cualquiera del espacio.
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Corolario 3.2.3. Cualquier bola B(x,r) en R, x € R? r € R es paraddjica
respecto al grupo de movimientos en el espacio.

Veamos otra version de la Paradoja de Hausdorff, que induce una des-
composicién distinta de B(0, 1)

Proposicién 3.2.4. (Paradoja de Hausdorff, segunda version). La
esfera S? se puede descomponer en cuatro conjuntos C, C;, Cy, Cs, siendo C
numerable, de manera que S? \. C' = C; U Cy U (3, cumpliendo que

Ci=20=20; C =20,UC

Demostracion. Sea G el grupo de rotaciones generado por 7 de orden 3 y por
o de orden dos, de manera que 7 y ¢ cada palabra reducida en G sea tnica
y las combinaciones de 7,72, o, no nos den palabras triviales. Veamos que el
grupo G tiene una cantidad infinita numerable de rotaciones. La cantidad
de elementos que empieza por 7 y 72 es la misma que empieza por o, para
comprobarlo basta con multiplicar los que empiezan por o por o~ !. De esta
manera también se comprueba que los que empiezan por los inversos tienen
el mismo cardinal que los anteriormente mencionados. Por lo tanto basta
con comprobar que los que empiezan por 7 y 72 son numerables y ello se
hace facilmente notando que si l; es una funciéon que denota la cantidad de
palabras de longitud i, cumple que

L =2
li = lz'fl . 2, St 1 impar

li=10,_1, si 1 par

por lo que la cantidad de rotaciones que empiezan por 7 y 72 es numerable
y por tanto G también.

Damos ahora una particiéon de G en subconjuntos disjuntos, Gy, Gy, G3
de manera que:

[. La identidad estd en Gy, (Id € G4), 7,0 € Gy y 7% € G3.

II. Si o € Gy, y su primer cardcter es 7 o 72, asignamos oo a Gy} en caso
contrario, asignamos 7o a Gy v 72 a Gs.

III. Si o € Gy, y su primer cardcter es 7 o 72, asignamos oo a G1; en caso
contrario, asignamos 7o a G3 v 72 a Gj.

IV. Si a € (G5, asignamos ca a Gi.
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A partir de esta descripcién de los G; es facil ver que
T(Gl) = G2
(G1) = G5 (3.1)
O'(G1> = GQ U G3.

Probemos la primera de estas ecuaciones, pues las otras se prueban de manera
analoga.

Sea Tav € T7(G1),« € G1. Por I1. tenemos que si el primer cardcter de «
es 0, Ta € (. Si el primer caracter de a es 7, tenemos que o = 73, donde
el primer caracter de 3 es o y fijdndonos en cémo se asignan los elementos a
G1, vemos que 3 € G5 v por IV. tenemos que 7o = 723 € G5. Supongamos
que el primer cardcter de o es 72, por lo tanto o = 723, donde el primer
cardcter de 5 es o y por III. vemos que 8 = 7723 = Tae € Go. Asf tenemos
que 7(G1) C Gs.

Veamos ahora la inclusion contraria. Sea 7a un elemento de G5, entonces
el primer caracter de « es o, por II. tenemos que o € G;. Sea 7o = 723 € Go,
a = 76 y como el primer cardcter de a es 7 y el primer caracter de 3 es o,
tenemos, por IV. que 8 € G5 y que o = 76 € G4. Sea ahora 7o = 733 =
B € Gy, = 728, donde el primer cardcter de 3 es o, por III. tenemos que
a =728 € Gy. Asf tenemos que 7(Gy) D Gb.

Como cada rotacién en G deja dos puntos fijos en S?, tomamos C' como
el subconjunto de la esfera formado por todos esos puntos. Por el axioma de
eleccion, existe un conjunto M compuesto por un elemento de cada G-orbita
G(z) (y sélo por uno), siendo z un elemento de R? \ C. De esta manera
tenemos que el cardinal de M es infinito no numerable, que ningiin punto de
M se puede obtener mediante rotaciones de otro punto de M, C'y M son
disjuntos, M no es medible Lebesgue (a probar méas adelante).

Ahora, parai = 1,2,3 sea C; := {g(x),x € M, g € G,}, es claro que estos
conjuntos son disjuntos y tenemos que

3
C1UCUCs = | J{g(x),2 € Mg e G} ={g(z),x € M,g € G}
=1

por lo tanto, forman una particién de S? \. C. Ademas, por 3.1, tenemos que
7(C1) = Cy = C1 = Oy,
7(0)) = C3 = C) = Cs,
o(Cy) =CUCy = C) = CyUCh,
es decir,
Cir=20,=205=2C,UCs

como queriamos. n
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Este resultado nos permite descomponer la esfera en un numero finito
de conjuntos de manera que mediante movimientos rigidos obtenemos dos
copias idénticas de la esfera (Sy,Ss : S =; S; U Sy =; S1 =5 Sy). Asi, si
tenemos S2\C = CLUCL,UCs y C, =2 CoUCy, Oy =2 CyUCs, Cy =2 CyUCl,
teniendo asi que

82\C:CIUOQUCBgOQUCBUCQUCB,UCQUCg

gClUCQUCSUClUCQUC?,:(SZ\C)U(S2\C)
Por lo tanto S =; S\ C =; (S N C)U (2N C) =; SPUS%

Una vez tenemos esta descomposicion de la esfera, tenemos que lo mismo
pasa con cualquier otra esfera centrada en un punto x € R? y de radio r > 0
y esta a su vez induce una descomposicién en la bola B(x,r) cuya frontera
es la esfera que hemos descompuesto, de esta manera, si D, By, By, B3 son los
subconjuntos de B(x,r) tales que D = {ay :y € C,0 < a < 1}, B; = {ay :
y € C;,0 < a < 1}, de esta manera tenemos una descomposicién paraddjica
de la bola B(x,r) en cinco subconjuntos disjuntos, D, By, By, Bs, {x}.

Notemos que los conjuntos B; no son medibles (sea cual sea la medida
utilizada). Veamos primero que al menos uno no lo es, puesto que de ser todos
medibles, y al ser la medida invariante bajo movimientos rigidos, tendriamos
que

+m(Bi) + pu(B2) + u(Bs) + pu({x})
+3u(r(B1)) + p({x})

+ 3u(By U By) + pu({x})

+ 3u(Ba) + 3u(Bs) + u({x})

DU B;UByUBsU{x})+ u(By U By U Bs)

= 2u(B(x,7))

~— — ~— ~—

y esto no es posible mientras u(B(x,7)) sea no nulo. Suponiendo que el
conjunto no medible en B;, se tendria que By tampoco lo es, puesto que
obtienes uno mediante una rotacién del otro, pasando lo mismo con Bjs.



Capitulo 4

El problema General de la
Medida

Los conjuntos medibles en un espacio (medible) X forman una o-algebra
[Coh13] y esta no tiene por qué contener todos los subconjuntos del espacio.
En la medida de Lebesgue existen conjuntos que son no medibles, como puede
ser el conjunto de Vitali, que veremos un poco mas adelante.

Se ha visto que el axioma de eleccién es necesario para la construccion
de los conjuntos no medibles. De hecho, aceptar la hipétesis de que todos
los conjuntos acotados son medible Lebesgue, es negar el axioma de eleccion
y viceversa [TW19b]. Sabido esto, es natural preguntarse si existe alguna
medida para la cudl todos los conjuntos acotados del espacio son medibles.
La respuesta a esta cuestion es negativa, pero si pedimos que se trate de una
medida finitamente aditiva, tenemos que en el plano y en la recta si que se
puede construir una funcion de estas caracteristicas.

Veamos primero que en R no podemos extender la medida de Lebesgue
a todos los conjuntos acotados:
¢sPodemos asignarle a cada conjunto acotado E de R un numero real no
negativo u(E) con p satisfaciendo las siguientes condiciones?

L pf0,1] =1,
IT1. Si Ay B, subconjuntos de R, son congruentes, entonces pu(A) = u(B),

III. p es o-aditiva, es decir, si la sucesién de subconjuntos de R, {Ex}32, ,
es disjunta dos a dos, entonces

Y (U Ek) = ZM(Ek)~

33
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Teorema 4.0.1. El problema anterior no tiene solucién. [BLIS§]

Demostracion. Suponemos que el problema si tiene solucién y que existen
conjuntos disjuntos y congruentes { £y }%>, de manera que

11 > 33
- E I
33 cUme[3]

Por III. tenemos que si A y B son subconjuntos de R y A esta contenido en
B, u(A) < u(B), por lo que tenemos que

([ral) =r(Om) s([23]) <

Como [—1/2,1/2] es congruente con [0, 1], ya que es una traslacién, tenemos
que 4 ([—1/2,1/2]) = 1. Como la sucesién {Ex} es de conjuntos congruentes
dos a dos, se tiene que u(E;) = u(Es) = ... y por tanto

1< Zu(El) < 00
k=1

y ningun nimero real puede satisfacer esta condicién, por tanto el problema
no tiene solucién en R. O]

Corolario 4.0.2. El problema anterior no es resoluble en R", n € N. [BL9S§]
Demostracion. Se puede adaptar la demostracion anterior a R™. O

Nota. De existir dicha medida en R", se tendria que esta induciria a su vez
una medida en R y como hemos visto, en R esta no existe. [BLIS|

Ejemplo 4.0.3. El conjunto de Vitali: [Nat64].

Definimos en R la relacion de equivalencia xRy si y solo si x —y € Q. Se
tiene que las clases de equivalencia son [z] = {z + ¢ : ¢ € Q} y por el axioma
de eleccién, se tiene que existe un conjunto H C [0, 1] que contiene uno y solo
un elemento de cada clase de equivalencia. Sean ¢q,...,qx ... los racionales
contenidos en [—1,1] y definamos Hy == H + ¢ = {zr + qx : * € H}. La
sucesion es de conjuntos disjuntos. Si no lo fuera, tendriamos para distintos
reyenH conx+qy =Y+ qr con ky # ke, y por lo tanto tendriamos
T—Y=qr — q € Q,lo cual contradice como esta construido H.

Supongamos que H es medible (m(H) = m > 0), como las traslaciones
son isometrias se tiene que los conjuntos Hj tienen medida de Lebesgue m.
La medida de H es no nula, ya que

0,1] C U, Hy C [-1,2]. (4.1)
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Es claro ver que la segunda inclusion se cumple y la primera se da debido a
que si z € [0,1] e y es el elemento de [z] que estd en H, entonces existe un
numero g tal que = y + g y por lo tanto x € Hy. Teniendo asi por (4.1)
que

L<m (U2 He) =Y m<3 (4.2)
k=1

contradiciendo la suposicién de que m(H) = m > 0, por lo cual el conjunto
H no es medible.

Volviendo al problema 4.0.1, si cambiamos el requisito de o-aditividad y
pedimos que sea finitamente aditiva, se tiene que el problema es resoluble en
R y R2. Teniendo asi el siguiente teorema.

Teorema 4.0.4. Podemos asignar a cualquier conjunto acotado A del plano
o de la recta (R™, n = 1,2) un ndmero real positivo (u(A)), de manera que
si B es otro conjunto acotado, se cumple que:

I. si A es medible Lebesgue, entonces pu(A) = m(A),
IT. si Ay B son disjuntos, entonces (AU B) = u(A) + u(B),
II. w(B) = pu(A) si A= B.

Demostracion. [MMS14, BL98|. Haremos la demostraciéon para n = 2 pues,
como ya se ha mencionado antes, esto implicaria que existe para n = 1 pero
no nos dice nada para dimensiones superiores.

Consideramos en conjunto T' = [0,1) x [0, 1) de R?, llamaremos X al espa-
cio vectorial de las funciones reales, definidas y acotadas en 7. Llamaremos
L el subespacio de X de las funciones medibles Lebesgue.

Sean t,ay,...,a; € T, de manera que si consideremos 1" como un toro, en
el que el segmento {0} x [0, 1) estd identificado con {1} x [0,1) y es segmento
[0,1) x {0} estd identificado con [0,1) x {1}; se tendrd que a; + t seguird en
el toro T'. Dicho de otra manera, se consideran las funciones definidas en T'
y doblemente peridédicas de periodo 1.

Definimos ahora para todo z € X

k
1
p(z) := inf {SUPE;$(t+ai)}’t+3i eT,

a;eT teT

veamos que p es sublineal y definido positivo.
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Como x € X, existe un nimero real y positivo (M > 0), de manera que
|z(t)] < M, teniendo entonces que —M < %Zf’;l z(t + a;) < M para todo
t y para cualquier ay, ..., a;; por tanto

k

1
—M < sup—Zx(t#—ai) <M
teT k4=

y entonces |p(x)| < M.

Si A es un subconjunto de R, y a un nimero real positivo cualquiera,
tenemos que supaA = asup A e infaA = ainf A, en vista de esto, se tiene
que p(az) = ap(x). Para terminar de ver que p es sublineal, nos falta ver que
es subaditiva. Por definicién de p tenemos que para todo € > 0 y cualquier
x,y € X, deben existir a;,...,a, y by,...,b,, de manera que

1 & 1 &
=) z(t+a) <pl)+ey — > ylt+b;) <ply) +e
n;( ) < p(z) m;( i) < p(y)

para todo t. Sea c;; = a; + b; y fijémonos en

n,m

% Z {z(t+ciy) +ylt+ciy)t.

,j=1

Como la cantidad de sumandos es finita, podemos reagrupar el sumatorio
como queramos, teniendo asi que el sumatorio anterior es igual a

1 m n 1 n m
- t ) ) — t 4 b
m;{;x( +az+aj)}+n;{j_ly( +a; + ])}7

que es menor o igual que p(x) + p(y) + 2¢. Notemos que

n,m

1
sup — Z {z(t +cij) +y(t +ci)}
ig=1

es un miembro del conjunto cuyo inferior es p(x + y), llegando asi a que

p(x+y) < plx) + p(y) + 2€

y como no hemos impuesto ningin requisito sobre ¢, este puede ser arbitra-
riamente pequeno y por tanto tenemos que p es subaditiva:

p(x +y) < px) + py).
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Si z(t) > 0 para todo t € T es claro que p(z) > 0.

Por la proposicion 1.2.19, tenemos que existe un funcional lineal, f, de-
finido en X, de manera que f(x) < p(x) para todo = € X. Por ello tene-
mos que f(—z) < p(—z) y entonces —f(—x) = f(x) > —p(—=x), es decir
—p(—z) < f(x) < p(x). Ademds, la integral de Lebesgue es un funcional
lineal definido en £ y por el Teorema de Hahn-Banach 1.2.18, sabemos que
se puede extender a un funcional lineal definido positivo (1) en X, de manera
que Iz < p(x), puesto que [z < p(x), para todo z € X (es fdcil comprobar
esto a partir de la construccion de la medida de Lebesgue basada en las me-
didas exteriores o de las funciones medibles-Lebesgue basada en las funciones
simples [Zaab3]). Es claro que p tal y como esta construido es invariante bajo
traslaciones en 7.

Teselamos R? con copias de T; Tog = T, To1 = [0,1) x [1,2), Ty =
[1,2) x[0,1),... de manera que T} ; = 7; ;(T). Si S C R? es acotado, entonces
S es la unién finita de conjuntos del tipo S; ; = S NT; ;. Definimos p*:

p*(S) = Z T j;
Y]

mi,j(t) = 17 sit e Tijjl(sﬁj)? l‘i’j(t) = 0, s1t ¢ Tijjl(Si,j)

Siendo evidente asi, que si S es medible Lebesgue, también lo serdn S;; y
x;; y entonces p*(S) = m(S) puesto que por definicién, p* es finita aditiva.

Sea ahora C' la circunferencia de radio 1 con centro en el origen. La dis-
cusién anterior implica la existencia de un funcional (H) en C' que extiende
la medida de Lebesgue, coincidiendo con esta en las funciones medibles Le-
besgue y que es invariante bajo rotaciones de C.

Sea p; la rotacion de la circunferencia que lleva el punto (1,0) al punto t €
C. Para cada S C R? acotado, definimos fg : C'— R como fg = p*(p; *(S)) y
definamos y’ := H fs. Tomando S medible Lebesgue, también lo serd p; ' (S)
y por tanto fs(t) = m(S), por tanto constante y p/(S) = H fs = m(S). Es
finita aditiva porque p* lo es, y lineal debido a que lo es H.

Veamos que y es invariante bajo traslaciones (basta con observar que las
traslaciones son un subgrupo normal del grupo de movimientos en el plano),
tenemos que para todo conjunto S acotado contenido en el plano, t € C'y
traslacién 7,

Frs) () = ¥ (pr ' 7(S)) = p*(py 'rpp~ ' (S)) = p*(p~'(S)) = fs

puesto que u* es invariante bajo traslaciones y p; '7p es una traslacién dado
que las traslaciones forman un subgrupo normal de los movimientos rigidos
en el plano. La invarianza bajo las rotaciones en el plano es consecuencia de
la invarianza H bajo las rotaciones en C.
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Para tener que u’ es invariante bajo todos los movimientos rigidos del
plano, nos basta comprobar que es invariante bajo las reflexiones. Para ello
construimos p, que mantiene la invarianza bajo las traslaciones y rotaciones.
Para cada S C R? acotado, sea

1 1
p(S) = 54 () + 54 (0S)
donde o es una reflexién en R? teniendo una recta como eje de reflexion.
La invarianza bajo las reflexiones también es consecuencia de que forman un
subgrupo normal de los movimientos rigidos del plano
O

Ahora, fijémonos que en dimensién tres o superior no es posible, por el
Teorema de Banach-Tarski 3.2.2. De existir una medida finitamente aditiva
i en R3 para la cual todos los acotados son medibles, que coincida con la
medida de Lebesgue en los conjuntos medibles Lebesgue, tendriamos que,
siendo B, D, By, By, Bs, B4, Ty 0 como en 3.2.2

2
=
I
||

1(D U By U By U B3 U By)

(D) + pu(By) + u(Bz) + pu(Bs3) + p(Ba)
(D) + pu(7B1) + p(Bz2) + pu(Bs) + (o By)
(

(

DUTB; U By) + u(BsUoBy)
B) + u(B) = 2m(B),

0
I
I
0

llegando a que m(B) = 2m(B) y ningin nimero real distinto de cero cumple
tal ecuacién y sabemos que m(B) no es cero. Por lo tanto el problema no
tiene solucion para dimension tres o superior.

4.1. La recta y el plano

Veamos ahora qué implica que el problema de la medida tenga solucién
para la medida finita aditiva en el plano y la recta desde el punto de vista de
la equidescomposicon. Las referencias para esta seccién son principalmente

[TW19b], [Wag93] y [MMS14].

Teorema 4.1.1. Si tenemos dos conjuntos acotados del plano, equivalentes
por descomposicién finita y medibles Lebesgue, sus medidas coinciden.

Demostracion. Sean A y B los conjuntos del enunciado, al ser equivalentes
por descomposicién finita, existen conjuntos Ay, Ay, ..., A,y By, Bs, ..., B,
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tales que:
A=JA. B=]J B
k=1 k=1
Ay = By, 1 <k <n,

AkﬁAl:@:BkﬁBl,1§k<l§n.

Como los conjuntos A, y By, son congruentes para todo k entre 1 y n, tenemos
que de ser los Ay medibles m(Ag) = m(By) para k entre 1 y n, ademds como
sabemos que A si que es medible y que de no ser los A medibles, al ser
acotados existe una extension de la medida de Lebesgue (en una medida finita
aditiva) 4.0.4, y que los Ay y By forman particiones de A y B respectivamente,
podemos tomar

m(A) = m(Up_, Ay) = Zm (Ag) = Zm (By) = m(Up_, By,) = m(B)

Teniendo por tanto que si son medibles, han de tener la misma medida. [

El reciproco del teorema anterior no es cierto. Si dos conjuntos tienen la
misma medida, esto no implica que sean equivalentes por equidescomposicion.
Esto se deduce directamente del 2.0.14, dos conjuntos de puntos A y B
donde uno sea nunca denso y el otro no, pueden tener la misma medida de
Lebesgue aunque no sean equivalentes por descomposicién finita; por ejemplo
el conjunto Q N [0, 1] y {0}. El siguiente lema nos sirve de predmbulo para
ver que bajo ciertas condiciones, si que se cumple.

Podemos establecer un teorema para R analogo al lema 3.2.1, reemplazan-
do el término segmento por punto. La demostracion la hariamos de la misma
manera que la demostracion anterior, haciendo desaparecer un punto de un
circunferencia (por ejemplo, de S') y luego llevando la circunferencia (menos
un punto distinto al que hemos quitado) mediante un homeomorfismo a un
segmento de R contenido en un subconjunto de R de interior no vacio.

Teorema 4.1.2. Si dos poligonos A y B tienen el mismo &rea, entonces

A=; B.

Demostracion. Veamos que dos poligonos A y B con el mismo &area, son
equivalentes por descomposicién excepto los bordes [Wag93|. Para probar
esto, veremos que cualquier poligono es equivalente a un cuadrado con su
misma area y de esta manera, se tendra por transitividad que dos poligonos
cualquiera de igual area son equivalentes.

Tomemos un tridngulo de base b y altura h, tenemos que su area es b-h/2,
que es la misma édrea de un rectangulo de lados a y b si se toma a = h/2.
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Si trazamos una recta paralela a la base del tridngulo b y que corte a h en
dos mitades iguales, tendremos que esa misma recta corta a los otros dos
lados del triangulo en dos mitades iguales. Por lo cual, podemos decir que las
dimensiones del tridngulo son base b, altura h = 2a y lados 2¢ y 2d (supo-
niendo que no es rectdngulo, en ese caso podemos decir que d = a). De esta
manera, esta recta que corta al tridngulo en dos, dividiéndolo en un trape-
cio Ty y en otro tridngulo, cuya altura es a, dividiendo ese triangulo en dos
tridngulos rectangulos (si es que no lo es ya), obtenemos otros dos de altura
a e hipotenusas c y d respectivamente. Entonces, mediante sendos movimien-
tos (rotacién+traslacién) podemos ver que estos tridngulos (lldmemoslos T,
y Ty), quitando los bordes, son congruentes con otros dos pertenecientes a
una particién del rectangulo de lados a y b (Ry). Teniendo una particién del
del triangulo

T=T.UT,UTy=; R,

X

\NAA A

b b

Figura 4.1: Descomposicién de un triangulo a un rectangulo

Para convertir un rectangulo en un cuadrado podemos suponer que si sus
lados son a y b, a < b < 4a. De no ser asi, podemos dividir este rectangulo en
dos iguales de lados a y b/2 y convertirlo en otro de lados 2a y b, repitiendo
este proceso cuantas veces fuesen necesarias para llegar a la suposicion ante-
rior. En el caso de que b = 4a, mediante el proceso descrito ya se llegaria a
un cuadrado de drea ab = 4a?.
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sqrt(ab)-a sqrt(ab)-a \ sqrt(ab)-a \

sgrt(ab)-a

b b b b

sqrt(ab)-a \ sqrt{ab)-a
sgrt(ab)-a \ sqrt(ab)-a

b

Figura 4.2: Descomposicién de un rectdangulo a un cuadrado

Ahora bien, en el caso de que a < b < 4a, como se muestra en la figura
4.2, se aumenta el lado a hasta llegar a una longitud igual a v/ab. Trazdndose
una recta desde el nuevo vértice del lado vab hasta el vértice contrario del
lado opuesto del que se hizo la extensién, obteniendo de esta manera una
“psuedodiagonal”. A continuacién se traza una recta paralela a los lados
a, de manera que de su corte con la “pseudodiagonal” trazada resulte un
triangulo igual en dimensiones al obtenido mediante la extension. Si se quita
este ultimo tridngulo el area de la figura se mantiene igual a ab. Para obtener
un cuadrado de lado v/ab basta con desplazar el trigngulo grande resultante
de los cortes con las rectas (el lado b — ¢ de la figura 4.2 tiene que valer v/ab
debido a que el drea se mantiene invariante).

Si tenemos dos cuadrados de distinta area, por el Teorema de Pitdgoras
se tiene que existe una particién de la unién de ambos, de manera que si
el lado de uno de ellos es a y el del otro es b, la unién es equivalente por
equidescomposicién finita a un unico cuadrado de lado ¢ = v a? + b2.

1t =¢

Figura 4.3: Llevando dos cuadrados a uno
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Por lo anterior y teniendo ademas que cualquier poligono puede trian-
gularse, tenemos que dos poligonos cualesquiera, que tengan la misma &area,
son equivalentes por equidescomposicién finita. Es decir, podemos descom-
ponerlos en la misma cantidad de poligonos respectivamente congruentes, sin
puntos interiores en comun. Sean Ay, As, ..., A,y By, Bs, ..., B, los interio-
res de esas partes, teniendo que

k=1 k=1
Como los conjuntos
k=1 k=1

estan compuestos por un numero finito de segmentos, podemos concluir,
aplicando el lema anterior, que

y de manera similar
U B:=sB.
k=1

Por lo anterior y por la transitividad de la equivalencia por descomposi-
cion finita, obtenemos que A =; B. n

De los resultados anteriores es inmediato el siguiente corolario.

Teorema 4.1.3. Teorema de Bolyai-Gerwien Para que dos poligonos
sean equivalentes por descomposicion finita, es necesario y suficiente que
tengan la misma area.

Demostracion. Este teorema resulta de la combinacion del teorema 4.1.1
aplicado a poligonos y del teorema 4.1.2 O]



Capitulo 5

Generalizacion de la Paradoja
de Banach-Tarski

Como se ha visto en el capitulo anterior, en R! y R? si que se puede ex-
tender la medida de Lebesgue a todos los conjuntos acotados si suavizamos
las condiciones de g-aditividad y pedimos que simplemente sea una funcién
finitamente aditiva, mientras que para dimensién superior esto no es posible
debido a que se cumple la paradoja de Banach-Tarski, y afirmar lo contrario
seria negar la existencia de los conjuntos no medibles. En este capitulo ve-
remos las principales diferencias que se dan en cuanto a la descomposicién
finita entre los espacios R! y R? y los de mayor dimensién. Las referencias
para este capitulo son [BT24] [MMS14].

5.1. Espacio de dimensién tres

En esta seccién, veremos cémo se comporta la descomposicién en R3,
llegando asi a una version generalizada de la paradoja de Banach-Tarski,
pudiéndose extender los resultados obtenidos a espacios de dimension supe-
rior. Como utilizaremos bolas en las demostraciones, la manera més sencilla
de generalizar los resultados a dimensiones superiores, serd trabajar con las
mismas pero manteniendo el resto de coordenadas acotadas.

Podemos reformular 3.2.2 en términos de la equidescomposicion finita,
quedando de la siguiente manera.

Lema 5.1.1. Paradoja de Banach-Tarski. Toda bola B en R? contiene
dos subconjuntos disjuntos A; y Ay de manera que B =; A1y B =f As.

Demostracion. La demostracién no difiere mucho de las ya dadas. Lo que ha-
cemos es notar que por ejemplo, si los conjuntos By := DU{0}, By, By, Bs, By
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son los mismos que en 3.2.2; llamando A; = By U B; U By y Ay = B3 U By,
estos cumplen la hipétesis del teorema y ademds B =; Ay y B =5 A,. O]
Lema 5.1.2. Sean B, y B; bolas congruentes, entonces By = By U By.
Demostracion. Sean Ay y As como en el lema anterior:
By = Ay, By =5 Ay,
AfUA; C Biy AiNAy =0.
Por la hipotesis de este lema,
By =y As.

Entonces el corolario 7?7 implica la existencia de un conjunto F contenido en
Ag y tal que

E =; By — By.
De acuerdo a lo anterior y a la proposicion 2.0.5, se concluimos que
BiUE =y By U(By; — By) = By U By,
A1UB C By C By U Bs.
Entonces por el corolario 2.0.9,
B, = B1 U Bs.
O

Lema 5.1.3. Si A es un conjunto acotado de interior no vacio en R?, existe
una bola B totalmente contenida en A de manera que A =5 B.

Demostracion. Como A es de interior no vacio, esto implica la existencia de
una una bola B totalmente contenida en A, sea esta la del enunciado. Como
también es un conjunto acotado, lo podemos descomponer en n subconjuntos,
no necesariamente disjuntos

A:OAM
k=1

cada uno de los cuales cumplen que existe una bola By congruente con B de
manera que Ay C By. Por el lema anterior,

B=;BUB;, 1<k<n,
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que, acorde con la proposiciéon 2.0.10, implica que

B:fBULnJBk.

k=1

Por otro lado, se obtiene por la hipotesis de este lema, que

BCACBUOBk.

k=1
Implicando directamente por el corolario 2.0.9 que A =; B. [

Teorema 5.1.4. Paradoja de Banach-Tarski generalizada. Si dos
conjuntos arbitrarios A; y As, contenidos en un espacio euclideo de dimensién
tres, son acotados y tienen interior no vacio, entonces A; =5 As.

Demostracion. Sean By y B, esferas contenidas en A; y As, podemos asumir
?
por los resultados anteriores que son equivalentes por descomposicion finita

By =y Bs,
en virtud del lema 5.1.3, obtenemos
Ay =5 By, Ay =¢ Bs.
De acuerdo con el teorema 2.0.4, que A; =5 As. [

Podemos observar que dos bolas con diferentes radios son equivalentes
por descomposicion finita, mientras que, dos circulos son equivalentes solo
cuando cuando tienen la misma area 4.1.1, es decir, sus radios son iguales.
Como se ha visto esta diferencia entre espacios de dimensién mayor o igual
que tres y de espacios de dimension menor, se debe esencialmente al hecho
de que el problema de la medida no tiene solucion en el primer caso y si en
el segundo.

5.2. La esfera

En esta seccién veremos que S? y las esferas en general se comportan
como R? desde el punto de vista de la equidescomposicién.

Lema 5.2.1. Si A y B son conjuntos situados en la superficie de la misma
esfera, A tiene interior no vacio (con respecto a la topologia de la esfera) y
B esta compuesto por un nimero finito de arcos y circulos, entonces

A=; AUB.
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Demostracion. La prueba es completamente analoga a la del lema 3.2.1. [

Lema 5.2.2. Si poligonos esféricos A y B, situados en la superficie de la
misma esfera, tienen igual drea, entonces A =5 B.

Demostracion. La demostracion esta basada en el lema anterior y no difiere
de la del teorema 4.1.2; una vez se usa el hecho de que dos poligonos esféricos,
situados en la superficie de la misma esfera y de igual area, son equivalentes
por descomposicién finita. Esto se puede ver facilmente puesto que se cumple
en el plano y se puede realizar una isometria de la esfera al plano de manera
que se trabajara con conjuntos congruentes que cumplen la dicha propiedad.

O

Como mismo hemos escrito un andlogo de la Paradoja de Banach-Tarski
para la equidescomposicién, podemos escribir uno para la Paradoja de Haus-

dorff

Lema 5.2.3. Paradoja de Hausdorff Una esfera S, puede descomponerse
en dos subconjuntos disjuntos, A; y Ay de manera que S =; Ay y S =; As.

Demostracion. Partiendo de los conjuntos C, Sy, Ss, S5, .54 de 3.1.3 y toman-
do Ay =CUSTUSy y Ay = A3 U Sy, se tiene que A; y As cumplen las
hipétesis del enunciado y que S =7 Ay y S =; As. O

Con la ayuda del corolario 2.0.7, este lema se generaliza facilmente por
induccion de la siguiente manera:

Lema 5.2.4. Sea n un natural cualquiera, la superficie S de cualquier esfera
se puede descomponer en n subconjuntos disjuntos Ay, ..., A, de manera que
S =¢ Ay para todos 1 < k < n.

Lema 5.2.5. Sea n un natural cualquiera y la superficie S de una esfera
es descompuesta en 2" poligonos esféricos congruentes By, Bs, ..., Bon sin
puntos interiores comunes, entonces S =y Bj.

Demostracion. Sean

k—1
B; =By, By=B,~ | JB,2<k<2"
=1

De esta manera obtenemos una descomposiciéon de S en 2" subconjuntos

disjuntos:
2TL
s=JB.
k=1
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Como cada conjunto By con 1 < k < 2" contiene puntos interiores (con
respecto a la topologia de la superficie de la esfera) y el conjunto By \ B;,
estd compuesto por un numero finito de arcos, se concluye, de acuerdo al
lema 5.2.1, que
De esto deducimos inmediatamente, de acuerdo con la hipdtesis del teorema,
que

B} =¢ B conl1<k<2"

Por otro lado, conforme con el lema anterior, sea
2n
k=1
una descomposicion de la esfera S en subconjuntos disjuntos de manera que
S:fAk,:>A1 :fAk, 1§k’§n
Teniendo por tanto que {Ax}r_, v {B}};_, cumplen las condiciones del co-

rolario 2.0.12, por lo cual A; =; B}, implicando entonces que S =¢ By. 0O

Lema 5.2.6. Si el conjunto A situado en la superficie de una esfera, no es
un conjunto frontera, entonces A =; S. [MMS14]

Demostracién. El drea de una esfera de radio p es 4mp?. Dividiendo la esfera
primero en dos partes iguales, se obtienen dos casquetes de &rea 2mp?, estos
dos casquetes pueden ser divididos a su vez en otras dos partes, obteniendo
cuatro conjuntos de drea mp?. Siguiendo este procedimiento un total de n
veces, obtenemos 2" poligonos esféricos cuyas dreas son iguales a 4mp?/2" y
ademas es claro que estos poligonos son congruentes. Descomponemos S en
2™ poligonos congruentes sin puntos interiores en comun:

21’1,
S=J B
k=1
De acuerdo con el lema anterior, obtenemos que

S =f Bl.

Los poligonos esféricos A; y B; tienen el mismo &rea, se puede concluir,
aplicando el lema 5.2.2, que
Al :f Bl-

De lo anterior es claro que S =; A;. Por otro lado, tenemos que

A CACS.

Conforme al corolario 2.0.9, llegamos a que A =¢ S. ]
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El lema 5.2.6 hace que la prueba del teorema 5.2.7 sea evidente;

Teorema 5.2.7. Si los conjuntos A y B, estan situados en la superficie de

la misma esfera y no son conjuntos frontera (su interior no es vacio), se tiene
que A = B.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos introducido el concepto de la equidescomposicion
o equivalencia por descomposicion finita y la hemos desarrollado de tal que
manera que se ha llegado a la Paradoja de Banach-Tarski, viendo que no solo
esta ocurre en R? o los espacios euclideos de dimensién mayor, sino también
en la superficie de la esfera. Como hemos visto esta equivalencia nos permite
relacionar conjuntos de distintas medidas. Si dos conjuntos son equivalentes
por equidescomposicion, su medida se mantiene siempre que los conjuntos
involucrados en la descomposicion sean medibles, de lo contrario se llegan a
descomposiciones paraddéjicas.

La medida ha estado presente a lo largo de todo el trabajo, desde el
principio hablando de las isometrias o los movimientos rigidos en el espacio.
Y es que como hemos llegado a ver, la Paradoja de Banach-Tarski implica
directamente que el problema General de la Medida no tiene solucién, no
existe una medida para la cudl todos los conjuntos acotados sean medibles,
esto es asi para cualquier espacio.

La manera de eliminar la paradoja es eliminar el axioma de eleccién y
tomar como axioma que todos los conjuntos son medible Lebesgue, pero es-
to nos lleva también a resultados tan paraddjicos o mas que el que estamos
tratando en este trabajo. En [TW19a| se puede ver que aceptando todos los
conjuntos acotados como medibles Lebesgue podemos llegar a la paradoja
de la divisién (the division paradox) que nos dice que en el espacio cociente
R/Q hay mas elementos que en R: |R| < |R/Q|, donde |X| representa el
cardinal del conjunto X (la cantidad de elementos que lo componen). Por
lo que deshacernos de la paradoja nos lleva a resultados quizas atin mas pa-
raddjicos y no nos proporciona ningun beneficio, obligandonos a deshacernos
de resultados ya conocidos y fundamentales para otras areas.

Por lo tanto, siendo el axioma de eleccién un elemento tan importante
para las matematicas modernas, permitiendo resultados tan significativos
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como puede ser el Teorema de Hahn-Banach o la existencia de Clausuras
Algebraicas para todos los cuerpos, eliminar este axioma debido simplemente
a la Paradoja de Banach Tarski seria un despropédsito. Ya otro tema seria
tratarlo desde un punto de vista filoséfico.
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