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Resumen

La primera parte del trabajo describe la nocién de tensor, prestando especial atenciéon al
enfoque libre de coordenadas, sin dejar no obstante de lado su tratamiento clasico como datos
de mediciones con respecto de un sistema de referencia (enfoque con coordenadas). Se incluye
ademas un estudio detallado de los campos tensoriales, como extensiéon del concepto de tensor,
tratando en especial los tensores y campos tensoriales métricos dada la importancia de los re-
sultados que derivan de ellos. La segunda parte aborda el concepto de dato tensorial, desde el
punto de vista de la generalizacién n-dimensional de las nociones de escalar, vector y matriz. A
partir de esta generalizacion del enfoque con coordenadas, se trataran sus operaciones practicas
actuales, junto con las descomposiciones tensoriales mas relevantes en la actualidad. Estas des-
composiciones se utilizan para generar algoritmos aplicables en numerosas areas actuales, como
en el estudio de senales, vision computacional, neurociencia, teoria de grafos, mineria de datos
y aprendizaje automatico, entre otros. El trabajo trata de unificar y contrastar la terminologia

clasica y la préctica actual.

Palabras clave: tensor, producto tensorial, campo tensorial, métrica, datos tensoriales, descom-

posiciones tensoriales.






Introduccion

Los tensores estdn continuamente presentes en nuestras vidas, basta pensar en el tensor de
presiones de la estancia en la que nos encontramos en este preciso instante, o en la imposibilidad
de alinear las ruedas de nuestros vehiculos si no fuera por el tensor de inercias. Pero sin duda,
el hecho que marcé un importante hito en el desarrollo de los tensores fue su aplicacién en la

formulacion de la teoria de la relatividad por Albert Einstein.

La palabra tensor fue utilizada por primera vez en 1846 por el matematico, fisico y astronomo
irlandés, William Rowan Hamilton, en su libro “ Lectures on Quaternions” relativo a la teoria de
cuaternios que él mismo habia desarrollado. Hamilton defini6 el tensor, dentro del marco de los
cuaternios, como una cantidad positiva, o de forma maés precisa, un escalar sin signo, que permite
medir la magnitud de un cuaternio, del mismo modo que la longitud de un vector permite medir
la magnitud del vector. En la actualidad este concepto se denomina valor absoluto del cuaternio,
quedando desvinculado el término tensor de esta acepcién. De hecho, el uso actual del término
tensor fue introducido en 1898 por el fisico aleman Woldemar Voigt, y comenz6 asocidndose a

las magnitudes de esfuerzo y tension en fisica.

El idea matematica de tensor tiene sus origenes en el desarrollo de la geometria diferencial
por Gauss, Riemann y Christoffel, quienes abrieron el camino para el desarrollo del calculo
tensorial. El célculo tensorial, también llamado en sus origenes célculo absoluto, fue desarrollado
en torno a 1890 por el matematico italiano Gregorio Ricci-Curbastro, quien en 1900, junto a su
discipulo Tullio Levi-Civita, publicaron la clasica obra “Méthodes de calcul différentiel absolu et

leurs applications”, la cual establece las bases del calculo tensorial.

Ya en el siglo XX, el célculo tensorial tom6 importante relevancia cuando Einstein aplic
todo el potencial que aportaban los tensores en la reformulacién completa de la teoria general
de la relatividad, que plasmoé en diversos articulos publicados en 1915 y 1916. Estos avances
provocaron un enorme progreso del calculo tensorial, convirtiendo estas técnicas de céalculo en

uno de los instrumentos mas poderosos de toda la fisica moderna.
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Son muchas las areas de conocimiento sobre las que toma una importante trascendencia el
céalculo tensorial, como por ejemplo la mecanica de medios continuos con tensores relevantes
como el tensor de esfuerzos o el tensor de deformaciones; o la aplicacién en el estudio del elec-
tromagnetismo, con el tensor electromagnético que permite derivar a partir de su definicién las

ecuaciones de Maxwell.

Las aplicaciones practicas de los tensores van més all de definiciones clasicas o reformulacio-
nes de teorias fisicas a lo largo de todo el siglo XX. Son muchas las aplicaciones en la actualidad,

en areas aplicadas como la neurociencia, la mineria se datos o el aprendizaje automaético.

i Después de todo esto es posible seguir creyendo que los tensores no han sido una pieza

primordial en la modelizacién del rumbo de nuestros avances cientificos y de nuestro dia a dia?

En el avance del céalculo tensorial, existen dos tratamientos distintos del concepto de tensor.
Por un lado, el enfoque clasico visualiza los tensores como generalizaciones n-dimensionales de
los conceptos de escalar, vector y matriz. Estos tensores se interpretan como mediciones respecto
de un determinado sistema de referencia, y los cambios de sistemas de referencias deben impli-
car cambios en las componentes siguiendo unas determinadas reglas o leyes de transformacion.
Este enfoque también se conoce como enfoque con coordenadas, y prioriza los datos sobre las

estructuras matematicas subyacentes.

En contraposicion, el enfoque moderno o enfoque libre de coordenadas visualiza los tensores
como objetos abstractos, construidos a partir de espacios vectoriales abstractos sobre los que
se asientan las bases del algebra multilineal. Este enfoque no trabaja con coordenadas hasta
que no es necesario introducir bases del espacio vectorial sobre el que se definen. Dentro de
este enfoque existen dos definiciones alternativas del concepto de tensor, por un lado como
aplicaciones multilineales, y por otro como elementos de un nuevo espacio vectorial definido de

forma axiomatica y conocido como el producto tensorial de espacios vectoriales.

El enfoque moderno estd mas estrechamente ligado al tratamiento que durante la historia los
mateméaticos han hecho del célculo tensorial, dando importancia al objeto tensorial y dejando
en un segundo plano sus componentes. Esto contrasta con el tratamiento clasico, predominante
en la fisica aplicada, tomando mayor relevancia las componentes y estudiando los cambios de

sistemas de referencia y los cambios de componentes.

La idea de tensor puede ser generalizada atn més desde el punto de vista de los campos
tensoriales, generalizando a su vez la idea de campo escalar o campo vectorial. Estos campos
se fundamentan en la asignacién de un tensor a cada punto de una variedad diferenciable. Son
muchos los casos en los que se utiliza el término tensor para hacer referencia realmente a un

campo tensorial.
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El trabajo se estructura en dos capitulos. El Capitulo[I]describe la teoria principal del dlgebra
multilineal, tratando los tensores tanto desde el punto de vista de las aplicaciones multilineales,
como del espacio vectorial fruto del producto tensorial de espacios vectoriales, desarrollando
para ello todos los resultados que permiten relacionar ambas definiciones. Se incluye ademas
una mencion al enfoque con coordenadas, que sera generalizado posteriormente en el Capitulo [2]
siendo necesario establecer las condiciones que definen los cambios de base en el espacio vectorial
de partida sobre el que se estructuran los tensores. Asimismo, este primer capitulo ahonda en
la construcciéon de los campos tensoriales, estudiando para ello todos los conceptos necesarios
relativos a variedades diferenciables. Antes de terminar el capitulo se introduce una clase de
tensores y campos tensoriales de notable relevancia, como son las métricas, profundizando en
sus aplicaciones mas trascendentes y que mas valor aportan. Se cierra por tultimo el capitulo con

varios ejemplos clésicos de campos tensoriales en geometria.

El Capitulo [2] tal y como adelantdbamos previamente, extiende el enfoque clasico de tensor
para obtener estructuras de datos n-dimensionales que generalicen los conceptos de escalar, vector
y matriz. Esta nueva acepcién de tensor posee una gran riqueza de operaciones, tratando en el
capitulo las més relevantes. La operacion primordial desde el punto de vista del algebra multilineal
deriva del concepto de producto multilineal, y sus aplicaciones sobre esta teoria derivaran en la
introduccién del concepto de descomposicion tensorial. En lo relativo a estas descomposiciones,
se abordarén las dos mas extendidas en la actualidad: la descomposicién CP y la descomposicion
de Tucker. Para terminar el capitulo, de forma analoga al cierre del primer capitulo, se incluye un

ejemplo de aplicacion de estas descomposiciones relativo al area de ciencias de la computacion.






1. Algebra multilineal

A lo largo del trabajo K denotara un cuerpo conmutativo, tipicamente R o C, y V(K) un
espacio vectorial sobre K. En aquellos casos donde no sea necesario indicar explicitamente el
cuerpo, utilizaremos V' como notaciéon de espacio vectorial. Ademas, salvo que se indique lo

contrario, V' serd un espacio vectorial de dimensién finita n € N.

1.1. Conceptos previos

En primer lugar haremos un repaso de aquellos conceptos que seran titiles a lo largo del

estudio de tensores desde la perspectiva del dlgebra multilineal.

Definicion 1.1.1 Se define el dual algebraico de V', que denotaremos por V*, como el conjunto

de aplicaciones de V en K lineales, es decir,

Vi0=L(V,K):={¢:V = K: ¢ es lienal}

Cada elemento del dual ¢ € V* recibe el nombre de forma lineal.

V* es un espacio vectorial sobre K de dimensién n bajo las definiciones habituales de suma

y producto por un escalar dadas para cada vector x € V:

= (¢ + ) (x) = d(z) +Y(z), Vo, € VF,
» (ag)(z) =a- ¢(x), Vo € V*, Va € K

Fijamos una base de V', {¢e,...,¢e,,} C V. De esta forma, si x € V', sabemos que existen unos
n

tinicos x!,...,2" € K tales que x = Y_ a'e;. Por ello, aplicando la linealidad de los elementos
i=1
¢ € V*, se tiene

dlz) =Y a'dle;) €K
=1



6 ALGEBRA MULTILINEAL

Proposicion 1.1.2 Sean V' un espacio vectorial de dimension n sobre K y B = {e, ..., e, } una
base de V. Entonces existe una tinica base B* = {el,....e"} de V* tal que, gi(gj) = (5}, para todos

i,j € {1,..,n}, donde 5; representa la delta de Kronecker.

Definicién 1.1.3 Fijada B = {e;,...,e, } una base de V, la base B* = {e!,...,e"} de V* dada

en la proposicion anterior se denomina base dual de B.

Fijada por tanto la base B = {e;,...,e, } de V y su base dual B* = {e!,...,e"} de V*, si

=) xz'e €V, se verifica
i=1

dz) =& (zﬁei) =S we(e) = 3wt =t
=1 =1 =1

Por tanto se tiene
n

z=> e(z)e;, VzeV
j=1

n
De forma andloga, siy = ) y;e’ € V™, entonces se verifica
T =

n n
yle) = wielle) => yidi=y;
=1 i=1

Por tanto se tiene

y:Zy(gj)gj, VyEV*
j=1

Convenio de sumacion de Einstein

Si observamos las expresiones escritas hasta el momento, vemos que en todos los casos las
sumas se producen con respecto a los indices que aparecen repetidos dos veces en lossumandos
, v que figuran una vez como superindices y otra como subindices. Para abreviar la escritura, y
sin pérdida de claridad, Einstein propuso omitir la sigma griega como simbolo de representacion

de la suma, 3, y en su lugar introducir el siguiente criterio:

Siempre que en un monomio aparezca dos veces el mismo indice, una como superindice y otra
como subindice, se debe, a menos que se indique expresamente lo contrario, sumar l0os monomios

obtenidos dando a este indice todos los valores posibles.
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1.2. Aplicaciones Multilineales y Tensores

Definicion 1.2.1 Sean Vi, Vs, ..., Vi, W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Un ope-
rador F': V1 x ... x V,, = W se denomina operador multilineal si es lineal en cada una de sus m

variables, esto es, si para cada i =1,...,m y para todo v;,w; € V;, A € K, se verifica
Fvg, e Ay + Wy, oo v,,) = A (U, oo U4y oo 0,,) + F(U1 0y Wy ey 0,,)

StW =K, el operador multilineal F' : V1 X...x Vy, — K recibe el nombre de aplicacion multilineal.
St ademds se tiene que Vi = ... =V, =V, el operador F : V x ... x V = K se denomina forma

multilineal .

Observacion 1.2.2 FEn la literatura general, el término aplicacion multilineal se utiliza también
para denotar cualquier operador multilineal, independientemente de ser o no K el espacio de
llegada, si bien en este texto mantendremos la terminologia expuesta en para facilitar la

comprension.
Si F' es un operador multilineal, de la definicién previa se deducen propiedades importantes,
en particular las dos siguientes:

» F(vy,...,9,,) =0 si v; =0 para algin indice i = 1, ..., m.

n F(Ug, e, AU+ LW ey Uy,) = AF (U, 054 o 0,,) + L F (Vg oy w5, -0y 0, ), Para cada i =
1,...,my para todo v;,w; € V;, \,u € K.

Yo X

Definicion 1.2.3 Sea V' un espacio vectorial sobre K de dimension finita n, y sean r,s enteros
no negativos. Un tensor r veces covariante y s wveces contravariante, también llamado de tipo

(r,s), sobre V es una aplicacion multilineal
T:Vx-"xVxV*x-2.xV* = K
(24, ...,gn,gl, o y") o Tz, ...,gn,gl, e y™)
Por convencion, definimos un tensor de tipo (0,0) como un elemento del cuerpo K. Los ten-

sores de tipo (r,0) se denominan tensores covariantes, y los tensores de tipo (0, s) se denominan

tensores contravariantes.

Denotamos por [7,°(V)| el conjunto de tensores de tipo (r, s) sobre V. Sobre este conjunto se

definen de la forma natural las operaciones de suma y producto por escalares:

» Si T,7" € T5(V), para cualesquiera zq,...,z, € V e gl,...,g" € V*, se define la suma
T + T’ como

(T +T)(zy, ...,gn,yl, ") =Ty, ...,gn,yl, e )+ T (24, ...,gn,gl, ")
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» SiT e T7(V)y A €K, de nuevo para cualesquiera z, ...,z, € V e gl, .,y € V7, se define

el producto por un escalar A -T como

(N-T)(zy, ...,gn,gl, o y") = AT (2, ...7§n,g1, e y")

Es claro que para todo par de tensores T,7" € T5(V), T +T" € T*(V), y para todo tensor
TeTs(V)ytodo A€ K, \-T € T*(V). Ademaés, consideramos como tensor nulo de 7,5(V') el

tensor T'= 0. A partir de estas observaciones se deriva de forma directa el siguiente resultado:

Proposicion 1.2.4 Con las operaciones de suma y producto por escalares definidas previamente,

T2(V) es un espacio vectorial sobre K.
Definiciéon 1.2.5 Dado un tensor T € T5(V'), se define el orden de T como el valor r + s.

Ejemplos 1.2.6
1. Un tensor de tipo (1,0) en V se corresponde con una forma lineal de V en K. Por ello es

claro que se tiene TP (V) = L(V,K) = V*.

2. Un tensor de tipo (0,1) es una forma lineal del espacio V* en K, luego ToH(V) = L(V*,K) =
V** el bidual de V. Puesto que hemos considerado V' como un espacio vectorial de dimen-

sion finita, sabemos que el Teorema de Reflexividad afirma que la aplicacion
V=V
z—i(z): V=K
y = i(z)(y) = y(z)

es un isomorfismo entre V. y V** por lo que podemos identificar el espacio vectorial de los

tensores de tipo (0,1) con el espacio V, considerando asi T3 (V) = V.

3. Los tensores de tipo (1,1) son aplicaciones bilineales de V- x V* en K, lo que denotamos

como TH(V) = L(V x V*,K). Un ejemplo particular de tensor (1,1) es la evaluacion:
ev:VxV*=K
(z,y) = ev(z,y) = y(z)
En general, existe una correspondencia biunivoca entre los tensores de tipo (1,1) y los en-

domorfismos del espacio vectorial V. En efecto, al endomorfismo f :V — V le corresponde

el tensor (1,1) dado por

T:VxV*—=K



APLICACIONES MULTILINEALES Y TENSORES 9

Reciprocamente, dado un tensor T' de tipo (1,1), este se corresponde con el endomorfismo
f:V = V™ =V tal que f(z) es el vector de V' que se identifica con el vector de V** dado
pory — T(z,y):

z(f(g)) V*F =2 K
y —~ y(f(z) =T(z,y)

donde z(f@)) denota la imagen de f(x) por el isomorfismo i entre V. y V** de identificacion

de ambos espacios visto en el ejemplo anterior.

En particular, al tensor ev de evaluacion le corresponde el endomorfismo identidad. El
espacio vectorial de los tensores (1,1) queda identificado asi con el espacio vectorial de los

endomorfismos de V.

4. El producto interno cuando K = R, también conocido como producto escalar, representa

un ejemplo de tensor de tipo (2,0).
() VXV SR
(£17$2) = <£17£2>

En general, para cualquier cuerpo K, los tensores de tipo de (2,0) son las aplicaciones
bilineales T : 'V x V. — K, y para cualquier v > 0, los tensores de tipo (r,0) son las
aplicaciones multilineales T : V x --- x V. — K. Los tensores (r,0) reciben también el
nombre de formas multilineales, en particular, son las formas lineales para r = 1 y las

formas bilineales para r = 2.

Notacion 1.2.7 Denotaremos por (V)" x (V*)% al espacio V X --- x V. x V¥ x -1+ x V*.

Al igual que ocurria con las formas lineales, veamos que cada tensor T' € T.°(V) queda

determinado por sus valores en una base B = {e;, ...,e, } v en su base dual B* = {¢!, ..., e"}.

Proposicion 1.2.8 Sean T' € T2(V), z;,...,z, € V e gl,...,gs € V* y consideramos la base
B = {e},...,e,} de V y su base dual B* = {e!,....e"} de V*. Entonces existen unos tinicos

coeficientes a; y b para cadai € {1,....,n}, pe{1,..,1} yq €{1,...,s} tales que

1 S\ _ 4J1Js i1 i 1 s
T(xy, ey Yy y°) = 1557 0t oy - by b3

e; e, .. e, con iy, ... ip,j1,..vJs € {1,...,n}. Estos coeficientes

i10 0 i

donde t]!7}° = T(e

estdn univocamente determinados: el coeficiente a,, es la coordenada i-ésima del vector x, en la

base B, y el coeficiente b} es la i-ésima coordenada del vector y? en la base dual B*.
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Demostracion.

A partir de las bases B y B*, sabemos que existen unos tnicos coeficientes aﬁ, y b para cada
i€{l,.,n},pe{l,.,r}y g€ {l,..,s} tales que z, = a;gi, Vpe{l,.,r} eyl = bg’gj, Yq €
{1, ..., s}. Entonces

1 s\ _ i1 7 1 71 s g
T(zy,e 2y, y s y®) = T(a) Qil,...,ar’“gir,bjlgj ,...,bjsgjs)
= J1 JsYy . gt .. gt L LS
_T(e’i17 7Qi,r7§ 7”-7§S) a]_ arr b]l b]s
N js. i1 4 pl 7S
=ty 01 by by

Definicion 1.2.9 Los coeficientes tﬁf: Para i1, ...,ip, ji,--js € {1,...,n} determinados en

reciben el nombre de componentes de T respecto de la base B = {e},...,e,}-

Notese que la base dual B* = {e!,...,e"}, asociada a B, juega un papel auxiliar, aunque

fundamental, en esta nociéon de componentes tensoriales.

Observacion 1.2.10 La notacion de indices desarrollada por los matemdticos italianos Tullio
Levi-Civita y Gregorio Ricci-Curbastro, distingue entre subindices y superindices: los subindices
representan las componentes covariantes de los tensores, mientras los superindices representan

las componentes contravariantes.

Veamos a continuacion como se transforman las componentes de un tensor cuando se produce

un cambio de base en el espacio vectorial V.

Proposicién 1.2.11 Sea B = {ej,...,e,,} una base de V. y B* = {e},...,e"} su base dual.
Consideramos ahora B = {€1,..-,€,} otra base de V' y B* = {&,...,e"} su respectiva base dual. Si
las componentes de un tensor T € T5(V) en las bases B y B son tﬁf: =T(e e el el®)

i1 " /)

Y f]ii:'.l]; = T(ékl,...,ékr,EIH ...,éls) respectivamente, entonces
T

=1yl i i l ls 1 Js

con P = (p}) la matriz de cambio de base de BaByP'l= ((p/)é) su matriz inversa.

Demostracion.

Cada elemento de B puede expresarse de forma tinica como combinacién lineal de elementos
de B a partir de la matriz de cambio de base P: &, = p ¢;. Sea ahora @ la matriz de cambio de

base de B* a B*. De nuevo cada elemento de B* puede expresarse como combinacién lineal de
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elementos de B* a partir de la matriz de cambio de base Q: é! = ¢

; ¢/. Podemos observar que,

de hecho, se tiene que Q = P~ 1:

5 =¢e'(er) =é'(nhe;) = d & (&) = a4} ph. € (e3) = a} P}, 07 =, D

l.

) e/. A partir de estos cambios se

Por tanto el cambio podemos escribirlo como &' = (p)

deduce ya facilmente el cambio de coordenadas del tensor:

o ) o i . . . L
G =T (8o Ehyr €15 €9) = TP €y o D5 (P €7 o (0] €5°)
-1 I /)]z T(Q ejl,...,st)

. I
:p2‘1p;€r (p/)]l(p "‘7§i7‘77
l ls 17+ Js

i17
i1 T

O

A partir de las reglas de cambio de base anteriores, se obtiene el resultado que rige el enfoque

tensorial clasico basado en las coordenadas del tensor:

Teorema 1.2.12 Sea V' un espacio vectorial de dimension n. Un tensor T € T72(V) repre-
senta el mismo dato que una asignacion a cada base de V de n"T* componentes tﬁfj para
Wy eeeylpy J1y ey Js € {1, ...,n} tales que las respectivas asignaciones a cada par de bases B y B de
V' satisfacen las formulas de cambio de base de . Esto es, si tzllf: DATA ULy oeey by J1y ooy Js €
{1,...,n} es la asignacion asociada a la base B y f?{ll'::.llzr para ki, ....kp,l1, ..., ls € {1,....,n} es la

asignacion asociada a B, se debe cumplir para todo ki, ..., ke, 1y, ..., 15 € {1,...,n} que
7l ls i "r l ls j1°- 's
tkllk,r g p;gll .« e p;’gT . (p/)]ll P (p,)js . t‘zii_

con P = (pi) la matriz de cambio de base de BaByP!= ((p')é) su matriz inversa.

Demostracion.

Dado un tensor T' € 7,°(V), la definicién muestra que dichas asignaciones existen, y la

proposicion [I[.2.T1] afirma que dichas asignaciones satisfacen las formulas de cambio de base.

Reciprocamente, dadas dos asignaciones tzllf: para i1, ..., ir, ji, ..., Jjs € {1,...,n} asociada a
By féﬁll'ff.lzr para ki, ..., kr,l1,...,ls € {1,...,n} asociada a B, verificando las formulas de cambio
de base f,ill'_::lksr = pzll . pz’; . (p’)él1 e (p’)éss . t{::ffgj, el tensor T de tipo (7, s) puede definirse con
la asignacién en cualquier seleccién de la base de V' y, entonces, las formulas del cambio de base
muestran que dicho tensor no depende de la base elegida. .
Observacion 1.2.13 El teorema anterior sigue siendo vdlido si, en lugar de considerar las asig-
nactones a todas las bases de V', se consideran unicamente las asignaciones a las bases de cual-

quier conjunto no vacio de ellas, siempre y cuando se satisfagan las formulas de cambio de base

entre dos cualesquiera de estas bases.
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1.3. Producto tensorial de espacios vectoriales

Dados dos espacios vectoriales U y V sobre K, el espacio vectorial producto tensorial de ambos
espacios, que denotaremos por U ® V| y la aplicacién bilineal asociada, m : U xV - U ® V|,

quedan caracterizados salvo isomorfismos a partir de la siguiente propiedad universal:

Teorema 1.3.1 Dados U y V espacios vectoriales sobre K, eziste un inico (salvo isomorfismo)
espacio vectorial T sobre K y un operador bilineal m: U x V. — T tales que T = (Im(m)) y para
todo operador bilineal b: U x V. — W con llegada en un espacio vectorial W arbitrario, existe un

unico operador lineal I : T — W tal que lom =b.
UxV —=—T

|

|

T
b |

w

Notacion 1.3.2 El espacio T lo denotamos, salvo isomorfismo, como el espacio y las

imdgenes por el operador bilineal m las denotamos de la forma m(u,v) = u ® v.

Definicion 1.3.3 Definimos el producto tensorial de los espacios vectoriales U y V' como el par
(U ® V,m), donde el espacio vectorial U @ V' y el operador bilineal m : U x V — U ® V estdn
caracterizados de forma unica (salvo isomorfismo) por la propiedad universal|l.3.1.

Proposicion 1.3.4 Sean U yV espacios vectoriales sobre K. Para todos u,u;,us € U, v,v1,09 €

V ya,p €K, sewverifican las siguientes igualdades relativas al espacio U @ V :
1. (0w + Bug) @ v = a(uy ®0) + Bug ® )
2. u® (aw; + Bug) = a(u®@v;) + Bu @ vy)
8. a(u®v) = (au) ®@v=1u® (av)

Demostracion.

Por la bilinealidad del operador m : U x V' — U ® V asociado al espacio U ® V, se tiene

L (aw; + Buy) ® v =m((auy + Buy),v) = am(uy, v) + Bm(uy,v) = alu; ®v) + Bluy @)
2. u® (awy + Bug) = m(u, (aw; + Puy)) = am(u,vy) + Sm(u,vy) = a(u®vy) + Bu® vy)
3. a(u®v) = am(u,v) =m(au,v) = (cu) v, a(u®@v) = am(u,v) = m(u, av) = u® (aw)

O
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Proposicion 1.3.5 Sean U y V' espacios vectoriales sobre K. El producto tensorial de ambos

espacios es simétrico, esto es, existe un isomorfismo canonico entre U @V y V Q@ U.

Demostracion.

Seamy : UxV — U ®V el operador bilineal asociado al producto tensorial U ® V, y
mg : V xU — V ®U el operador bilineal asociado al producto tensorial V ® U. Definimos el

operador

b1 :UXxV = VU

(w,v) = bi(u,v) =ma(v,u) =v@u

el cual es bilineal por serlo mo. Por la propiedad universal del producto tensorial U ® V', existe
un tnico operador lineal [y : U®V — V ® U tal que l; o m; = by, y por tanto se verifica
Lhu®v) =v®u.

De forma analoga definimos el operador

by : VxU—=>URV

(v,u) = ba(v,u) :=mq(u,v) =u®v

de nuevo bilineal por serlo m;. Entonces por la propiedad universal del producto tensorial V @ U,
existe un unico operador lineal Iy : V@ U — U ®V tal que ly 0 mg = by, luego la(v®@u) = u®v.

Se tiene asi el siguiente diagrama de operadores lineales y bilineales:

El operador compuesto lpoly : URQV — UV verifica (o oll)(ml(g, y)) = (laoly)(u®v) =
la(v®u) = u®v = my(u,v) y por tanto laoly = Idygy. De igual modo se razona con el operador
lioly: VU — V®U para concluir que l; oly = Idygy. Se concluye asi que {1 y l2 son ambos

isomorfismos y que a su vez son inversos entre si, de donde se deduce U@V =2V @ U.

0

Proposicion 1.3.6 Sean U, V y W espacios vectoriales sobre K. El producto tensorial de los

espacios vectoriales es asociativo, esto es, existe un isomorfismo candnico entre U @ (V @ W) y
UeV)eW.
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Demostracion.

Para cada w € W consideramos el operador b, : U x V — U ® (V @ W) definido como
by (u,v) =u® (v@w). by es bilineal, y por la propiedad universal del producto tensorial U @ V'
existe una tnica aplicacion lineal [, : U®V - U ® (V@ W) tal que l,(u®v) = u® (v® w)

para todo par (u,v) € U x V, o lo que es lo mismo, para todo elemento u @ v e U ® V.

UXV —— UV

I
I

x) ilﬂ
- <+

U (VeW)
Consideramos ahora el operador

b:(UV)xW—= U ((VeW)
(t,w) = bt,w) = ly(t)

El operador b asi definido es lineal en ¢ para w fijo, puesto que [, es lineal. Veamos que también
es lineal en w para cada t fijo, esto es, veamos que se cumplen las igualdades ly 4w, (t) =
b, (t) + lw,(t) ¥ Daw(t) = My(t) para todos wy,wy € Wy para todo A € K. Es suficiente con
probar estas igualdades cuando ¢ es un elemento de la forma u ® v, puesto que ambos lados de
las igualdades son lineales en t y U ® V' esté constituido por combinaciones lineales de elementos

de este tipo.

Ly 4, U®V) =u® (® (W +w,y)) =u® (LR w) + (L wW,)) = (u® (L w)) + (u®
(y®w1)) = ly, (L@ V) + ly, (L@ V)

» D(U®v) =u® W Aw) =u@A(vow) =A(u® (Lew)) = lyu®v)

Como hemos visto que b es bilineal, por la propiedad universal del producto tensorial del
espacio (U ® V) ® W existe un tunico operador lineal I : (U® V)@ W — U ® (V @ W) tal que
It @w) =1y(t), luego ((u®@v) @w) =lp(LRV) =u® (v w).

UV)xW —— UV)eW

S

U (VeWw)

De forma analoga se construye el operador lineal [ : U @ (V@ W) = (U ® V) @ W de tal forma
que l(u® (v®@w)) = (u@v) ®w. De esta forma se verifica que (1ol)(u® (VOW)) = u® (vO W)

y (lol) (u®v) ®w) = (u®v) ®w, quedando asf probada la existencia del isomorfismo.
O
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El producto tensorial de tres o méas espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K se define
de forma analoga al producto tensorial de dos espacios vectoriales, a través de un resultado
idéntico al expuesto en el Teorema [I.3.1] el cuél se expone a continuacion en el Teorema [I.3.7]
No obstante, el resultado muestra que, aunque dispongamos de més de dos factores en
el espacio vectorial producto tensorial, estos se pueden asociar en sucesivos pares de diversas
formas, todas ellas isomorfas, de forma que el producto tensorial se expresara en funcion de

productos tensoriales de dos factores.

Teorema 1.3.7 Dados Vi, ..., V}, espacios vectoriales sobre K, eziste un winico (salvo isomorfis-
mo) espacio vectorial T sobre K y un operador multilineal m : Vi X --- x Vi, — T tales que
T = (Im(m)) y para todo operador multilineal b : Vi X -+ x Vi — W con llegada en un espacio

vectorial W arbitrario, existe un unico operador lineal I :'T' — W tal que lom =b.

VixooxVy —T2 5T

|
i
1]
\ }

w

El espacio vectorial T se denota por V; ® --- ® V. El par (V} ® --- ® Vi, m) que satisfaga
la propiedad universal (tnico salvo isomorfismos) recibe el nombre de producto tensorial
de los espacios vectoriales V7, ..., V4, v el operador m se denomina operador tensorial. El vector
m(vy,...,vy) de V1 ®---®V}, donde v; € V; para i € {1,..., h}, se denota por v1 ® ... @ vp. Tal y
como hemos visto en las proposiciones [I[.3.5] y [[.3:6] salvo isomorfismo, el producto tensorial es

conmutativo y asociativo, y lo mismo sucede con el operador tensorial.

Proposicion 1.3.8 Sean U y V' espacios vectoriales sobre K, By = {uy, ..., u, } una base de U
y By = {vy,...,v,,} una base de V. Entonces B = {u; ®uv; :i € {1,...,n},j € {1,....m}} es una
base del espacio U @ V.

Demostracion.

Sea u®wv € U® V. Sabemos que existen expresiones tnicas de u y v como combinaciones
lineales de los elementos de sus respectivas bases en los espacios U y V, esto es, existen unos
tinicos coeficientes o' para i € {1,...,n} y 7 para j € {1,...,m} tales que u = a'y; y v = ;.

Sim:U xV = U®YV es el operador bilineal asociado al producto tensorial U ® V', se tiene
u®v =m(u,v) =m(a'y, Fv;) =o' Bmy,v;) = o' (u; @ v;)

y por tanto B tal y como lo hemos definido constituye un sistema de generadores de U ® V.
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Veamos ahora que B es linealmente independiente. Consideramos la combinacion
o' B (u; ®uv;) =0 = (a'u;) ® (5]@]’) =0 (1.1)

Sea Bj; = {u!,...,u"} la base dual de By en U y B}, = {v!,...,v™} la base dual de By en
V', y definimos para cada (k,l) € {1,...,n} x {1,...,m} la aplicaciéon

bkl:UXV—>K

(u,v) = b(u,v) = u"(u)v'(v)

Para cada (k,l) € {1,...,n} x {1,...,m} es claro que la aplicacion by; es bilineal, por lo que
aplicando la propiedad universal del espacio vectorial producto tensorial U ® V', sabemos que
existe una tinica aplicacion lineal Iy : U @ V — K tal que ly(u ® v) = u*(u)v'(v). Aplicando
para cada (k,1) € {1,...,n} x {1,...,m} la forma lineal l}; en la igualdad [I.1} obtenemos

0= 1(0) = hu((a) ® (F,)) = s (@u)el(Fy) = o b ) 2!z = 0¥
puesto que u*(y;) = §F y 0! (v;) = 55-, lo que prueba que B es un conjunto linealmente indepen-

diente, quedando entonces probado que es una base del espacio vectorial U ® V.

O

Corolario 1.3.9 Si U es un espacio vectorial de dimension n y V es un espacio vectorial de

dimension m, el producto tensorial U @ V' es un espacio vectorial de dimension n - m.

Proposicion 1.3.10 Sean U y V espacios vectoriales sobre K. FEl espacio dual del producto
tensorial de los espacios vectoriales es el producto tensorial de los espacios duales, esto es, existe
un isomorfismo candnico entre (U@ V)* y U* @ V*.

Demostracion.

Sean f € U* y g € V* fijos, y consideramos la aplicacion

bigiUXV%K

(w,v) = brg(u,v) = f(u)g(v)

Es claro que by, es bilineal gracias a la linealidad de f y g. Simy : U xV = U@V
es el operador bilineal asociado al producto tensorial U ® V', por la propiedad universal se
tiene que existe una tnica aplicacion lineal If, : U ® V' — K tal que Iy, 0o m1 = by, esto es,

lyg(u®wv) = f(u)g(v) para todou®v € U® V. Por tanto Iy, € (U® V)"
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Definimos el operador

b U xV* = (UxV)*
(f,9) = b(f,9) =g URV =K
u@u =l (u®v) = flu)g(v)

Veamos que b es bilineal. Razonaremos tnicamente con la primera componente, ya que el
razonamiento es analogo con la segunda: b(af, + Bf,.9)(u ® v) = (af, + Bf,)(u) - g(v) =
a(f,(w) - g) +B(f,(w) - g@) =a-b(f,,g)+5-blf2g).

Por ello, simg : U* x V* — U*® V™ es el operador bilineal asociado a U* ® V*, de nuevo por
la propiedad universal del producto tensorial de espacios vectoriales existe un tnico operador

lineal [ : U* @ V* — (U ® V)* tal que [ o mg = b, esto es,

(Wf@g) =bf,9)=1ly = W(foguev) =I,(uev)=Ff(ug)

Veamos a continuacion que ! define un isomorfismo entre U* @ V* y (U ® V)*. Como hemos

probado que [ es lineal, para probar que [ es inyectiva nos basta ver que Ker(l) = {0}.

Sea F € U*®@V* tal que [(F) = 0. Sean {f', ..., f"} C U* una base de U* y {g', ..., g™} C V*
una base de V*. Por sabemos que existen unos tnicos «;; € K para todo i € {1,...,n} y
7 €{1,...,m} tales que F = a;;(f' ® g). Por ello, para todos u € U y v € V, se tiene

0=1(F)(u®v) = ©¢)(udv)=0a;((f ©¢)(u®v)) = ayf(u)g (v)

Como la igualdad es cierta para todo v € V, deducimos que se tiene 0 = ay; f(g)gj Y
como gl, ..,g"™ es un conjunto linealmente independiente de elementos de V*, se deduce que
aijf(g) = 0 para todo j € {1,...,m}. Aplicando el mismo razonamiento para todo u € U,
deducimos que 0 = oy; f, y por ser {f L f"} un conjunto linealmente independiente, se tiene

a;; =0,Vie{l,..,n}, j€{l,....,m}, y por tanto F' = 0, tal y como querfamos probar.

No falta por altimo probar que [ es sobreyectiva. Para ello sean {uy, ...,u, } C U una base de
U, {u!,...,u"} C U* su base dual y {v;,...,v,,} C V una base de V. Consideramos un elemento
h € (U®V)* y queremos probar que 3H € U* ® V* / I[(H) = h, para lo cual basta probar que
las aplicaciones lineales I(H) y h coinciden para todos los elementos de una base de U @ V.

Definimos H € U* ® V* como H = } u' ® ¢g* donde g, € V* es tal que g'(v;,) = h(u; ® vy,)

i=1
para todo k € {1,...,m}. Como {gj ®u, : je{l,..,n}hkc¢€ {1,...,m}} eshase de U®V,y
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ademas se tiene

3

n

W) (@ o) = 1 Y u' @ g ) (g @ vp) = 3 1w’ @ g)(w; @ vy)
=1 =1

= u(wy)g' () = ¢ (ug) = hlu; @ y)
=1

entonces [(H) = h, y por tanto [ es también sobreyectiva.

O

A partir de los resultados anteriores, el siguiente resultado muestra la relacién entre el pro-
ducto tensorial de espacios vectoriales y el espacio vectorial 7.°(V'). Antes de ello, definimos el

siguiente convenio de notacioén:

Notacion 1.3.11 SiU yV son dos espacios vectoriales, simplificaremos la notacion del producto

tensorial U® -~ @U@V ®-°- @V utilizando en su lugar la abreviatura (U)" @ (V).

Corolario 1.3.12 Dado un espacio vectorial V sobre K existe un isomorfismo candnico entre el
espacio vectorial T.°(V') de los tensores r veces covariantes y s veces contravariantes sobre V' y

el producto tensorial (V*)" @ (V)*.

Demostracion.

Hemos definido 7,°(V') como el espacio vectorial de las aplicaciones multilineales de (V)" x
(V*)* en K, lo que denotamos por L((V)" x (V*)*,K). Por la propiedad universal extendida
(Teorema, sabemos que existe, salvo isomorfismos, un tnico espacio vectorial (V)" ® (V*)*
y un operador multilineal asociado m : (V)" x (V*)* — (V)" ®(V*)® tales que para toda aplicacion
multilineal b : (V)" x (V*)® — K existe una tnica aplicacion lineal [ : (V)" ® (V*)* — K tal que

lom =0b.

~

(V)" x (V¥)? ——— (V)" & (V)

K

I

Deducimos por tanto que se tiene L((V)" x (V*)% K)
aplicando [1.3.10, obtenemos

L((V)" ® (V*)* K). Por tltimo,

TAV) = L((V)" @ (V) K) = (V)" ® (V)" = (V) @ (V)
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A continuacién se muestra la nocién de producto tensorial de tensores, operacion muy exten-

dida en la préctica y que serd de gran utilidad en la demostracién del resultado |1.3.15

Definicién 1.3.13 Sean Ty € T(V) y To € T3 (V). Se define el producto tensorial de los

tensores Ty y Ty como la forma multilineal Ty @ Th € 7;,‘1?/(‘/) dada por

!

(Tl ® TQ)(QI’ "'7$7'+7"7g17 "'?ys+s ) = Tl(gh "'7£7‘7g17 "'7%8) : T2(£7~+1, "'7£7"7y8+17 “"ys )

Proposicion 1.3.14 Dados T1,T»,13 € T5(V) y o, f € K, se tiene
1. Tie(hels) =T o) eT;.
2. (a1 + BT2) @ T = o(Ty @ T3) + B(T2 ® T3).

8. T @ (ol ® pT3) = a(Th @ T) + B(T1 @ T3).

Proposicién 1.3.15 Sea B = {ey,...,e,} una base de V y sea la base B* = {e,...,e"} de V*

su base dual. Entonces el conjunto
Bf = {ﬁil @ ®QZ‘7‘ ®§j1 DR ®§js : Z.lv -"7iraj17 "'7js € {17 ,TL}}
es una base de T°(V'). De hecho, cada T € T,*(V') se expresa como

T:tjl"'jsgil®...®§ir®§jl®...®§

A TRER 28 Js

(1.2)

donde la coordenada t2*”7° de T en B? coincide con T(e;. ,...,e; eIt ... ).
R r 31 ) ) )

Ty
Demostracion.

Veamos en primer lugar la segunda parte. Para probar que la expresion (1.2]) es cierta, vea-
mos que las aplicaciones lineales de ambos lados de la igualdad coinciden para todo elemento

(24, ...,gr,yl, ) e (V)T x (V).

Por sabemos que existen unos coeficientes tnicos a,, y bl para cada i € {1,....n},

p € {l,.,r} vy ¢ € {1,..,s} tales que z, = ag)gi eyl = a{gj para todo p € {1,...,r} y

qg€{1,...,s}, vy ademas

1 S\ __ pJ1ids | 01 i 1 s
T(xy, ey @y Yy y°) = 1557 0t @y - b b5

JiJs _
donde t; ;" = Ty €, s

derecho de utilizando para ello el hecho de que ¢; € T (V) y €' € T'(V) para todo i y la
definicion [T.3.13] tenemos

el .. els), con i1,y ip, j1, 0y ds € {1,...,n}. Evaluando el lado
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(tgllj_’_’gj R ReETRe, ® ®ng) (T N T T

=t e (ay) e () e, (y) e, (1)
=t e (0 ey,) € (armey, ) - e, (b €) -y (B )

— pdrds L gin L gie o ploL LS
= tiygy 01 by e by

Por tanto se tiene que, para todo (z, ...,gr,gl, wny?) e (V)T x (V)2
T(&lv "'7&7’)%17 '-'ags) = <tzllf: Qil Q- ®§ir ®§j1 K- ®Qj5>(£17 ---aimgla -"7gs)
_ pJ1ds i i
ST=t7e"® Q" ®e; Qe
lo que prueba ademés que los elementos de Bf generan el espacio 7,°(V'). Para probar que
B? es base de dicho espacio nos falta ver su independencia lineal. Consideramos para ello una

r

combinacion lineal igualada al tensor nulo, esto es,

J1ds il oL L @) el -
@jyoip € @ BETOE; @B =0
Evaluando este tensor en (e, ..., €y, , el ..., els) para cualesquiera ki, ..., kp, 1, ..., 15 € {1,...,n},
obtenemos
_ Jidssin o sie sl sls Ll
0= a3 0k, "+~ Ok, < 0f) -+~ 05 = ap
y por tanto los productos tensoriales de B; son linealmente independientes, a partir de lo cual

se concluye que B es base de T (V).

O

Corolario 1.3.16 SiV es un espacio vectorial de dimension finita n, entonces la dimension del

espacio vectorial T*(V) es n"*5.

Notese que, aunque en [1.3.15 hayamos probado que todo tensor de 7,°(V') puede expresarse
como una combinacién lineal de productos tensoriales, esto no implica que todo tensor sea un

producto tensorial.

Definicién 1.3.17 Dado un espacio vectorial V, un tensor covariante T € T,°(V)) (resp. con-
travariante T € T (V) es simétrico respecto de los indices p y q si las componentes del ten-
sor en una base cualquiera verifican it oo sipyeonsiqrensiv = Lit,ooosiqyeeesipsennsin (resp. tItdpredards =

tj1,---qu--,jpw,js).

Si ademds se verifica que ti, ;... =t (resp. tI1:32ss = tja(l)’jU(Q)"“’ja(?“)) para

Lo (1) o (2)sbo(r)

toda permutacion o del conjunto {1,...,m} (resp. {1,...,s}), el tensor se denomina simétrico.

Estas definiciones se extienden sin dificultad a tensores mixtos, tomando parejas de indices

ambos covariantes o ambos contravariantes.
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1.4. Campos tensoriales

Al igual que los tensores generalizan los conceptos de escalar y vector, un campo tensorial es
una generalizacién de los campos escalares y vectoriales, asignando a cada punto del espacio un

tensor.

1.4.1. Variedades diferenciables

Comenzaremos el estudio de los campos tensoriales analizando los conceptos y resultados
necesarios para la definicion de campo tensorial. En esta seccién nos limitaremos tnicamente a
enunciar los resultados, centrando la atencién en el contenido de los mismos y dejando al lector

la profundizacion en ellos (véase [8], [2]).

Definicion 1.4.1 Sea M un espacio topoldgico Hausdorff verificando el sequndo arioma de nu-

merabilidad.

» Una carta n-dimensional de M se define como una terna (U,V,x) donde U es un abierto

de M,V es un abierto de R™ yx : U — V es un homeomorfismo.

» Dadas dos cartas (U, Vi, x1) y (Ua, Va, x2) de la misma dimension y tales que Uy NUs # 0,

se define el cambio de carta de (Uy,Vi,21) a (U, Va,z2) como el homeomorfismo

ToOXq : xl(Ul N Uz) — :EQ(Ul N Uz)

» Se define atlas de la estructura M a toda familia de cartas n-dimensionales {(U;, Vi, ;) }ier

tal que M = |J U; y todos los cambios de carta son diferenciables (de clase C*).
i€l

Definicion 1.4.2 Diremos que un espacio topoldgico Hausdorff que verifica el sequndo azioma
de numerabilidad, M, tiene estructura de variedad diferenciable n-dimensional, si existe un atlas

asociado a dicha estructura formado por cartas n-dimensionales.

Definicion 1.4.3 Sea M una variedad diferenciable. Una aplicacion F : M — R™ es diferen-
ciable en p € M (de clase C*) si existe una carta local en p, (U, V,x), tal que la expresion local

de F en la carta, Fox™!:V — R™, es diferenciable en z(p).

Diremos que la aplicacion F : M — R™ es diferenciable en un abierto W de M si es

diferenciable en todo p € W.
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Un ejemplo de aplicaciones diferenciables son las funciones coordenadas de una carta:

Ejemplo 1.4.4 Dada una variedad diferenciable M y una carta (U, V,z) de M, se define para
cada i € {1,...,n} la funcion coordenada x* : U — R asociada a la carta, dada por x* = pr; o x,

donde pr; representa la proyeccion i-ésima de V C R™ en R.

U—=2 sV
\ J/pT'L
"R

Esta funcion es diferenciable en U puesto que su expresion local en la carta (U, V,z) viene dada

por ()71 o & = pry.

Definiciéon 1.4.5 Sea M una variedad diferenciable y (U, V,x) una carta de M. El abierto U de

n

M junto con las funciones coordenadas de la carta x',...,x" constituyen un abierto coordenado

de la variedad diferenciable M, el cual denotamos por (U;z?t,...,x"). La aplicacion
(z,..,2"): U — R"
p = (¢'(p), ..., z"(p))

establece un difeomorfismo de U en R™, y los elementos x'(p), ..., 2™ (p) se denominan coordenadas

locales de p en (U,V, x).

El siguiente paso consiste en definir el concepto de germen de funciéon, a partir del cual

podremos derivar la definicién de espacio tangente a una variedad.

Definicion 1.4.6 Sea M una variedad diferenciable y sea p € M. Consideramos el conjunto
de todos los pares (U,h) donde U es abierto de M con p € U, y h : U — R es diferenciable.

Definimos sobre este conjunto la relacion de equivalencia:
(Ul,hl) ~ (Ug,hg) <= AW abierto / WcuinUs, peWy h1|W = hg‘W

Cada clase de equivalencia por la relacion anterior recibe el nombre de germen de funcion dife-

renciable en p.

Denotamos por [(U, h)] la clase de equivalencia del par (U, h). En aquellos casos en los que
no sea necesario conocer el abierto U sobre el que se define la correspondiente funcion h, simpli-
ficamos la notacion denotando por [h], la clase de equivalencia de (U, h), o incluso tnicamente

por [h] o h sobreentendiendo en cada contexto el punto p € M sobre el que se trabaja.
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Proposicion 1.4.7 Sobre el conjunto de gérmenes de funciones diferenciables en p, definimos

las operaciones
= (U1, h1)] + [(U2, ho)] = [(U1 N Uz, ha + h2)]
= [(Ur,h)] - [(Uz, k)] = [(Ur N Uz, hahs)]

Estas operaciones no dependen de los representantes elegidos, y dotan al conjunto cociente de

estructura de anillo conmutativo y unitario.

Definicion 1.4.8 Dada una variedad diferenciable M, el conjunto de gérmenes de funciones
diferenciables en p € M dotado de las operaciones anteriores recibe el nombre de anillo de
gérmenes de funciones diferenciables en p, y se denota por[Onry)

En adelante, cuando no haya confusién sobre la variedad diferenciable M a la que pertenece

p, para simplificar denotaremos O, en lugar de Oy .

Es claro que podemos ver R como el subanillo de O, formado por los gérmenes de las funciones
constantes, y por tanto O, tiene estructura de R-algebra, considerando para ello el producto

alh]p, = [ah], para todo a € R. En particular, O, tiene estructura de R-espacio vectorial.

Proposicién 1.4.9 El anillo O, de gérmenes de funciones diferenciables en p es local, es decir,

posee un tinico ideal mazximal, concretamente el ideal my, = {[h], € Op : h(p) = 0}.

Definicién 1.4.10 Llamaremos derivacion de M centrada en p a toda aplicacion ¢ : O, — R

tal que

1. ¢ es R-lineal, esto es, S(A[h]p + plglp) = A0([hlp) + 1 d([9lp), V [Alp, [9)p € Op y A, € R.

2. 0 wverifica la regla de Leibniz: §([h]plglp) = h(p) d([g]p) + 9(p) 6([R]p), ¥ [hlp, [9]p € Op.

Proposiciéon 1.4.11 El conjunto de todas las derivaciones de M centradas en p, con la suma y

producto por escalares definidos del modo habitual, es un espacio vectorial sobre R.

Definicion 1.4.12 Dada una variedad diferenciable M de dimension n, el espacio tangente a M
en p, denotado por , es el R-espacio vectorial de las derivaciones centradas en p. Ademds,
se define el espacio vectorial cotangente , como el espacio dual de T,(M).

Volviendo al resultado consideramos ahora el ideal mz% generado por los productos

2
p

y tomamos ahora el espacio vectorial cociente p /m2 sobre R. Denotaremos por [g]p la clase
p

[h1]p[ha]p con [hi]p, [he]p € my,. Tanto m, como m; son espacios vectoriales sobre R, con mg C my,

mo6dulo m?2 de [g]p, definida como l9], = {lglp + [hlp : [hlp € m2}. A partir de este espacio

obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 1.4.13 Dada una variedad diferenciable M, y un elemento p € M, existe un isomor-

fismo candnico entre el espacio cotangente, T,,(M)*, y el espacio cociente mp/mlz).

Demostracion.

. .. . * .
Comenzamos la prueba viendo que 7T},(M) es canénicamente isomorfo a (mp /2 ) . En primer

lugar, tomamos 6 € T),(M), una derivacion centrada en p, la cual verifica:

1. 6(A) = 0 para todo A € R (germen constante).

2. 5([h],) = 0 si [B], € m2 :

T

Un elemento [h], de m2 es de la forma [h], = Y_[filp[9ilp, con [filp [9ilp € myp, luego
i=1

fi(p) = gi(p) =0, para i € {1,...,7}. Entonces

r

5(ly) = (18 o) = X (5@ 0ol + i) 8(1) =0

i=1 i=1
La derivacion § induce la aplicacion lineal

Ds:™Mp/y2 = R

9], = Ds([g],) = d([glp)

la cual es lineal por la linealidad de §, y esta bien definida gracias a la propiedad (2) anterior:

dados [g1]p # [g2]p € myp con [g1], = [g2],,, se tiene que [g1], — [g2], € m2, luego

D([g1l,) = D(lg2l,) = Ds([91], — [92],) = 0([91], — [92],) = 0 = Ds([on],) = Ds([gal,)

Obtenemos asi el operador lineal ¢; entre los espacios T,(M) y (mp/m2 )*:
P

61: Ty(M) = (M2/;,2)"

6 — Ds: mp/mQ — R
p

l9], — Ds(lgl,) = d([glp)

Reciprocamente, si D : Mp /2 — R es una aplicacion lineal dada, esta induce la aplicacion
P

51) : Op — R
l9lp = dp(lglp) = D(lg — 9(p)],)
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donde [g — g(p)],, es la clase modulo mIQ) de [glp — 9(p) = [9 — 9(p)]p- Es facil ver que dp es una

derivacion centrada en p, y por tanto, 6p € T,(M). Obtenemos asi el operador lineal ¢o:
P2: (mp/mz) — Tp(M)
p
D +— 4p: O, = R

l9]p = dp(lglp) = D(lg — 9(p)],)

Observemos por 1ltimo que se tiene ¢ 0 ¢1 = Id, (ar) ¥ ¢10 P2 = Id( )* para probar

mp /mg

de esta forma que T),(M) = (mp/mz )"
P

» Consideramos la aplicacion ¢9 o ¢1 : T(M) — T,(M). Para todo § € T,(M) y todo
[9]p € Op, se tiene

(92 0 ¢1)(3([glp)) = 0p;s(l9]p) = Ds(lg — 9(p)],) = (lg — 9(P)lp) = 3(lgl, — l9(P)]p)

=6([glp) —d(9(p)) = d([glp) —0=06([glp) = ¢20¢1 =Idr, )

= Consideramos ahora la aplicaciéon ¢1 o ¢ : (mp/mz)* — (mp/mQ)*. Para todo D €
P p

(M, 2 )"y para todo @p € My, (es decir, para todo [g], € my, con [g], = [g], + mz),
P P
se tiene:

(¢1002)(D([9],)) = Dsp(l9],) = 6p(l9]p) = D(lg — 9(»)],) = D(lgl,) [puesto que [g], € my)

= ¢lo¢2g1d(mp/ 2)*
mp

Como el bidual de un espacio sabemos que es canénicamente isomorfo al espacio original,

obtenemos que el espacio "p /mIQ) es canonicamente isomorfo al espacio cotangente T),(M)*.
O

Siguiendo con la notaciéon del teorema, dado un germen [f], € O,, se tiene [f — f(p)], € mp,
y llamamos diferencial de f en p a la clase [f — f(p)], € mp/mz, que denotamos como df|,, o

simplemente df cuando no dé lugar a confusion.

Se define la derivacion %‘p : Op — R por &Ei”‘p ([flp) = 6{'905”_1 (z(p)) para todo [f], € Op.

Proposicién 1.4.14 Si (U;z!,...,2") es un abierto coordenado asociado a la variedad diferen-

ciable M, y 2'(p), ..., ™ (p) son las coordenadas locales en p € U, el conjunto { 8%1 b azin p}

es base del espacio tangente Ty(M), y el conjunto {dx? b dx”\p} es la correspondiente base

o)
oz’

dual del espacio T,(M)*, y por tanto se verifica d$i< p)) = 5;, para todos 1,5 € {1,...,n}.
P
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Corolario 1.4.15 Dada una variedad diferenciable M y un punto p € M, los espacios T,,(M) y

Tp(M)* son espacios vectoriales de dimension n.

Notaciéon 1.4.16 Si (U;x',...,z") es un abierto coordenado asociado a la variedad diferenciable
M, la asignacion a cada q € U de daci‘q se denota por dx'. En el caso de las derivadas parciales,
simplificaremos la notacion anteriormente utilizada, pasando a denotar la asignacion a cada

d
qeU de 55

g bor 0;.

A efectos del convenio de sumacion de Einstein, para la notacion %, el indice 7 se considera

subindice. De esta forma, un vector tangente de T),(M) se puede denotar de forma tinica como

0
Oxt?

forma tnica como b; dx".

at o alternativamente como a’9;, y un vector cotangente de 7,(M)* se puede denotar de

Proposicién 1.4.17 Sea (U;x',....,2™) un abierto coordenado asociado a la variedad diferen-
ctable M. Dada una funcion g : W — R diferenciable, st U C W, es decir, si g estd definida en
el abierto coordenado, se tiene

99 . i
dgly = D dx

donde dg|;; denota la restriccion de dg a U.

1.4.2. Campos tensoriales sobre variedades diferenciables

Existen dos enfoques a los campos tensoriales sobre variedades diferenciables, que resultan
ser equivalentes para variedades de dimensioén finita. En este trabajo introduciremos los campos
tensoriales utilizando aplicaciones multilineales asociadas al espacio vectorial tangente T,(M), y

asignando “de forma diferenciable” a cada punto de la variedad un tensor sobre dicho espacio.

El segundo enfoque posible parte de la teoria clasica de los C*°-modulos T (M) y T*(M) de
campos vectoriales y 1-formas respectivamente, y a partir de ellos define los campos tensoriales
como el C>®-médulo de las aplicaciones (T(M))" x (T*(M))® = C> que son C*°-multilineales.

Para nuestro caso a estudio consideramos una variedad diferenciable M y un elemento p € M,
y tomamos el espacio vectorial 7° (T (M )) de los tensores de tipo (r, s) sobre el espacio tangente

a M en p, formado por las aplicaciones multilineales

T

T:Tp(M) x -~ x Tp(M) x Tp(M)* x -* x T,(M)* — R
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Consideramos ahora el conjunto
T3 (M) = |_| T2 (Tp(M)) [union disjunta]
peEM

U {eD):TeTHT(M) } ={(pT):peMT e T>(T,(M))}
peM

Proposicion 1.4.18 El conjunto TS(M) sobre una variedad diferenciable M admite estructura
natural de variedad diferenciable de dimension n + n" "¢, tal que la aplicacion de proyeccion
m: T (M)— M
»T) = p

+s

es diferenciable y de rango n" 7% en todos los puntos.

Definicion 1.4.19 Dada M una variedad diferenciable de dimension n, se define el espacio total

del fibrado tensorial de tipo (r,s) sobre M como la variedad diferenciable

T2(M)|= | | T*(T,(M))

peEM

El fibrado tensorial de tipo (r,s) sobre la variedad diferenciable M se define como el par formado

por el espacio total del fibrado tensorial, TS (M) y la aplicacion diferenciable de proyeccion, .

Aunque los fibrados tensoriales consisten también en la aplicaciéon de proyeccion, en lo que
sigue pondremos énfasis en el espacio total del fibrado puesto que, al tomar coordenadas locales,
son suficientes estas coordenadas junto con el espacio total para describir los campos tensoriales

y trabajar con ellos.

A partir del concepto de fibrado tensorial (cuyas propiedades y resultados exceden los objeti-
vos de este trabajo y por ello nos limitamos a hacer uso tnicamente de su definicién) obtenemos

la nocién de campo tensorial:

Definiciéon 1.4.20 Un campo tensorial de tipo (r,s) sobre un abierto W C M, es una funcion
T:W — T (M) tal que T(p) € T,5(T,(M)) para todo p € W.

Ejemplos 1.4.21

1. Sir=s=0, un campo tensorial de tipo (0,0) asigna un escalar a cada elemento p € W C

M, por ello estos campos tensoriales son simplemente funciones reales T : W — R.

2. Sir=0ys=1, los campos tensoriales de tipo (0,1) se denominan campos vectoriales. Los

campos vectoriales asignan a cada p € W C M un elemento del espacio tangente Tp,(M).
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3. Sir=1ys=0, los campos tensoriales de tipo (1,0) reciben el nombre de formas diferen-
ciales (de clase C*°), o 1-formas . Las 1-formas asignan a cada p € W C M un elemento

del espacio cotangente T,(M)*.

Veamos ahora cémo definir la diferenciabilidad de los campos tensoriales, para lo cual parti-

mos de los casos concretos de diferenciabilidad de campo vectorial y 1-forma:

Definicion 1.4.22 Sea M una variedad diferenciable, y W C W un abierto no vacio.

= Un campo vectorial D : W — Tg(M) se dice diferenciable (de clase C*) si para toda

funcion f € C°(W), se cumple que la funcion

D(f): W = R
p — D(p)(f)

es diferenciable. El conjunto de todos los campos vectoriales diferenciables en W se denota

por T (W).

» Una 1-forma 0 : W — TY(M) se dice diferenciable (de clase C*) si para todo campo

vectorial diferenciable D € T (W), se cumple que la funcion

g(D): W — R
p — 0(p)(D(p))

es diferenciable. El conjunto de las 1-formas diferenciables en W se denota por T*(W).

» Un campo tensorial T : W — T(M) se dice diferenciable (de clase C*°) si para todos los
campos vectoriales D1, ..., D, € T(W) y todos las 1-formas 0',...,0° € T*(W), se cumple
que la funcion

T(Dy,...,D,, 0%, ...,0°) : W — R
D~ T(p)(Dl(p),...,Dr(p),Ql(p),...,Bs(p))

es diferenciable. El conjunto de los campos tensoriales diferenciables de tipo (r,s) sobre el

abierto W C M, se denota por T5(W).

Fijado el par (r,s), sobre el conjunto 7,°(M) podemos definir del modo habitual las opera-

ciones de suma y producto por funciones f € C*:

» Dados T1,T» € 7,°(M), se define para todo p € M la suma (71 + T3)(p) = T1(p) + T2(p)-



CAMPOS TENSORIALES 29

» Dados T € T°(M) y f € C*, se define para cada p € M el producto de un campo tensorial
por un elemento de C*> como (f - T)(p) = f(p) - T'(p).

Ambas operaciones estan bien definidas dada la estructura de espacio vectorial del espacio

T (Tp(M)). Se deduce asi el siguiente resultado:

Proposicion 1.4.23 Dada una variedad diferenciable M, el conjunto posee estructura
de mddulo sobre el anillo de funciones diferenciables C*°(M). Ademds, dado que todo abierto
no vacio W de M es también una variedad diferenciable (con la estructura inducida de M), se

deduce que el conjunto T;?(W) es también un mddulo sobre el anillo de funciones diferenciables

sobre W, C(W).

Las respectivas estructuras de moédulo sobre los conjuntos de campos tensoriales son com-
patibles con las restricciones (los campos tensoriales definidos sobre M se restringen a campos
tensoriales definidos sobre W). A continuaciéon, mostraremos como cuando tomamos W = U un
abierto coordenado, gracias a las coordenadas, los médulos de campos tensoriales definidos sobre
U tienen bases (es decir, son modulos libres) y, por tanto, se pueden manejar como los espacios

vectoriales tomando como escalares a las funciones de C*°(U).

Definiciéon 1.4.24 Sean (U;x!,...,2™) un abierto coordenado asociado a la variedad diferencia-
ble M de dimension n, y T un campo tensorial de tipo (r,s). Se definen las componentes de T

con respecto al abierto coordenado (U;x',...,z"), como las funciones
W'l =T(8;,....0;,,dat, . d2*) : U — R
p = T(p)(0iylps s Oi, |y A2 |, ..., da?* )
para todo i1, ..., ipy J1, -y Js € {1, ..., n}.
A partir de la definicion [1.3.13] relativa al producto tensorial de dos tensores definidos sobre

el mismo espacio vectorial, definimos el producto tensorial de campos tensoriales:

Definicién 1.4.25 Sea Ty € T (Tp(M)) un campo tensorial definido en el abierto no vacio
Wi CM, yIp € 7;‘?, (Tp(M)) un campo tensorial definido sobre el abierto no vacio Wo C M,
tales que W = W1 N Ws es no vacio. Se define el producto tensorial de Ty y T> como el campo

tensorial Ty @ Ty € 7;?75/ (T,(M)) definido sobre el abierto W, dado por

(Th @ T2)(p) = (T1lw)(p) @ (T2lw)(p)

donde Th|w y Ta|w denotan las restricciones a W de ambos campos tensoriales.
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Proposiciéon 1.4.26 Si (U;z!,...,2") es un abierto coordenado asociado a la variedad diferen-

ciable M, sobre los puntos de p € U, un campo tensorial T de tipo (r,s) se expresa de la forma
T=hllFd"®  @d" 20, ® - ®0,

con hzll:::f: las componentes de T en (U;xl,...,2"), da™,...,dz* € T*(U) y 8;,,...,0;, € T(U)
para todo i1, ..., ip, ji, ..., js € {1,...,n}.

Veamos por ultimo céomo relacionar la diferenciabilidad local de los campos tensoriales con

la diferenciabilidad de las componentes del campo tensorial.

Proposicién 1.4.27 Sean (U;z!,...,x2™) un abierto coordenado asociado a la variedad diferen-
ciable M, y T un campo tensorial de tipo (r,s) definido en un abierto no vacio W C M con
U C W. Entonces T € C>®(U) si y solo si hzllf: = T(@il,...,&'r,dle,...,dij) € C*(U) para
todos i1, ..., iy, j1, .-y Js € {1, ..., n}.

1.5. Meétricas

Los tensores y campos tensoriales métricos, también conocidos como métricas tanto en el
contexto vectorial como diferencial, constituyen una clase particularmente importante de tensores
y campos tensoriales desde el punto de vista de las aplicaciones practicas. Mas allé de su utilidad
para la formulacion de aspectos puramente métricos (distancias, &ngulos, areas...) en esta seccion

daremos forma a estos tensores y campos tensoriales métricos y nos centraremos

= desde el punto de vista vectorial, en la posibilidad de establecer un isomorfismo canénico
entre un espacio y su dual en presencia de un tensor métrico, lo que derivaré en el estudio

de la manipulaciéon de indices de tensores, y
= desde el punto de vista diferencial, en el estudio de las condiciones a imponer para asegurar
la existencia de campos tensoriales métricos sobre variedades diferenciables.
1.5.1. Meétricas en el contexto vectorial
Definicion 1.5.1 Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimension finita n.
» Una métrica semi-euclidea es un tensor T € T (V') de tipo (2,0) simétrico y no degenerado.

» Una métrica euclidea es una métrica semi-euclidea T € T2 (V) cuya forma cuadrdtica

definida a partir de la forma bilineal simétrica es definida positiva.
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Un tensor 7' de tipo (2,0) es una forma bilineal g : V x V' — R. Si tomamos una base
B ={ej,...,e,} de V y su respectiva base dual B* = {e!,...,e"} de V*, por [1.3.15 sabemos que
BY = {ei ®e :i,je{l,.., 2}} es base de 7(V), y podemos expresar la forma bilineal como

g:gij§i®§j

con gij = g(e;,¢;) € R, para i,j € {1,...,n}.

Si consideramos la matriz (g;j) € Myxn(R), el tensor g es una métrica semi-euclidea si la
matriz (g;;) es simétrica y tiene determinante distinto de 0, y es una métrica euclidea si ademas

todos los autovalores de (g;;) son positivos (sabemos que son reales por ser la matriz simétrica).

Llamaremos de forma genérica tensor métrico a la métrica g € 7(V), independientemente

si se trata de una métrica semi-euclidea o euclidea.

La nocién de signatura de un tensor métrico, extensible para cualquier forma cuadratica real
definida a partir de una forma bilineal simétrica real sobre un espacio vectorial de dimensién

finita, permitird dar una definicién alternativa de métrica euclidea:

Definicion 1.5.2 Se define la signatura de un tensor métrico g como el nimero de autovalores

positivos, negativos y nulos de la matriz simétrica (g;5) con respecto a una determinada base.

El Criterio de Sylvester asegura que la signatura del tensor no depende de la elecciéon de
la base. Por ello, denotaremos por (ny,n_) la dupla compuesta por el nimero de autovalores
positivos y negativos del tensor métrico (el nimero de autovalores idénticamente nulos se deriva
de los datos anteriores a partir de la dimension del espacio). De esta forma, podemos definir una
métrica euclidea sobre un espacio vectorial de dimensiéon n como una métrica semi-euclidea con

signatura (n,0).

Definicion 1.5.3 Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimension n. Si dotamos a 'V de una
métrica euclidea (resp. semi-euclidea) g, se dice que (V,g) (o simplemente V' si no hay confusion)

es un espacio euclideo (resp. semi-euclideo).

Observacion 1.5.4 Para el caso de las métricas euclideas, remarcar que estas se corresponden

con el conocido producto escalar en R, determinado por aplicaciones
(., VxV =R
(21, 29) = (21, 22)

bilineales, simétricas y definidas positivas.
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Proposicion 1.5.5 Sea V un espacio vectorial y g un tensor métrico sobre V. El operador

o:V—V*
v—T,: V—R (1.3)

w— Ty(w) = g(v, w)
define un isomorfismo entre los espacios V y V*.

Demostracion.

Es claro que T, € V* gracias a la bilinealidad de g. Queremos ver que ¢ es un isomorfismo,
para ello comenzamos viendo que es inyectivo. Sean vy,v, € V tales que T,, = T,,, lo que

equivale a que g(v,w) = g(vq, w) para todo w € V. Por tanto se tiene
g(vy,w) — g(vy, w) = g(v; — vy, w) =0, paratodow €V

y por ser g no degenerado se tiene v; — vy = 0, v; = v;, lo que prueba la inyectividad de ¢.

Veamos ahora que la transformaciéon en sobreyectiva. Para ello, tomamos una aplicaciéon
T € V*, y queremos probar que existe v € V tal que T' = T,,. Consideramos para ello una base
B =1{e,...,e,} de V y su base dual B* = {e!,...,e"} de V*, a partir de las cuales se tienen las

: i i
expresiones I' = a; €' y v =b'g;.

Para ver cuales han de ser los coeficientes en la base B del vector v buscado, suponemos

T =T,, que equivale a que T" y T}, coincidan en los elementos de la base B:
= T(e;) = aj € (e;) = a;

» Tyle;) = g(v ;) = gt/ ej, ;) =V glej, ;) = d/ gy

y por tanto se tiene a; = b’ gij- Utilizando la matriz inversa de (g;;), que existe por ser g no
degenerado, y que denotamos por (¢¥/), se tiene que b = a; g¥. De esta forma, tomando el
vector v = a; g¥ €j, se verifica T' = T, luego queda probada asi la sobreyectividad de ¢, y en

consecuencia ¢ define un isomorfismo entre V' y V*.

O

Observamos que la prueba anterior no tiene dificultad alguna, sin embargo muestra cual es
el procedimiento para transformar un tensor contravariante v € 7'01(V) en un tensor covariante
T, € 7'10(V) en presencia de una métrica, y viceversa. La idea béasica vemos que radica en
multiplicar los coeficientes del tensor por los coeficientes g;; o g%, segtin el objetivo buscado. A

partir de esta idea se deduce el siguiente resultado:
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Proposicion 1.5.6 Sean V' un espacio vectorial de dimension n con base B ={ey,...,e,} y base
dual B* = {e!, ...,e"} de V*, y g un tensor métrico sobre V. Dada la base B¢ definida en

de T,2(V), consideramos un tensor T' € T,*(V') con componentes en la base B;

Jigs _ j1 j
til"'ir - T(gilu '"7§iT7§J 9 "‘72']3)

Dado p € {1,...,1}, el isomorfismo entre V. y V* inducido por g nos permite “subir el

indice del lugar p” y definir un nuevo tensor = 7;5’_+11(V) con componentes en la base Bfﬂ :

~j1"'jsjs+1 _ ]1]§ 7 js+1

ti1-~~?p'~~ir - til”'ip"'ir g7
donde el simbolo ™ indica que el indice ha sido omitido. De forma andloga, dado q € {1,...,s},
el isomorfismo inducido por g nos permite “bajar el indice del lugar q” y definir un nuevo

tensor T € ﬂﬁl(V) con componentes en la base Bﬁ_ﬁ

*jl“';q"'jsjs—‘—l L dideds
Uiy iy =tii,  Yigirn
Como consecuencia obtenemos que podemos identificar los tensores de tipo (r,s) con los
tensores de tipo (0,7 + s), y con los tensores de tipo (r + s,0), etc. sin mas que aplicar la

transformacion con las matrices (g;5) o (¢*/) de forma alternada tantas veces como sean necesarias.

Corolario 1.5.7 Dado un espacio vectorial V y un tensor métrico g asociado al espacio, todo
tensor T € T,(V') se asocia con r + s tensores de orden r + s. En particular, todo tensor tiene

. . r+s
asociado un tensor covariante T :V x -+ xV — R

1.5.2. Meétricas en el contexto diferencial

De forma andloga a lo estudiado para tensores en el contexto vectorial, los conceptos y

resultados estudiados se pueden extender al contexto diferencial.

Definicion 1.5.8 Sea M una variedad diferenciable de dimension n y W C M un abierto no

vacio de la variedad diferenciable.

= Una métrica semi-riemanniana sobre W es un campo tensorial diferenciable T € TL(W)

de tipo (2,0) tal que, para todo p € W, T'(p) € EO(TP(M)) es una métrica semi-euclidea.

= Una métrica riemanniana es una métrica semi-riemanniana T € T3)(W) tal que para cada

punto p € W el tensor T(p) € T (T,(M)) es una métrica euclidea.

» Una métrica de Lorentz en una métrica semi-riemanniana T € T (W) tal que la signatura

del tensor T'(p) en cada puntop € W es (1,n —1).



34 ALGEBRA MULTILINEAL

Observacion 1.5.9 Si el abierto W C M es conezo, la signatura del tensor métrico T'(p) es

constante para todo p € W.

Definicion 1.5.10 Una variedad diferenciable M dotada de una métrica semi-riemanniana, rie-
manniana o de Lorentz, se denomina respectivamente variedad semi-riemanniana, riemannianda

o de Lorentz.

Ejemplo 1.5.11 Como curiosidad, un caso particular utilizado en relatividad general es la va-
riedad de Lorentz de dimension 4 utilizada para modelar el espacio-tiempo. En ella, si denotamos
por g la métrica de Lorentz asociada a la variedad, los vectores tangentes en cada punto de la
variedad se clasifican en tres tipos: vectores temporales o de tipo tiempo (si g(u,u) < 0), vec-

tores nulos, luminicos o de tipo luz (si g(u,u) = 0) y vectores espaciales o de tipo espacio (si

g(u,u) >0).

Dado un abierto no vacio W C M, el resultado aplicado para cada p € W sobre el
espacio vectorial V' = T,(M), establece un isomorfismo entre el espacio tangente a la variedad
M en p, y el espacio cotangente T},(M)* en p, en presencia de una métrica g € T2 (W), bien sea

una métrica semi-riemanniana, riemanniana o de Lorentz.

Del mismo modo que hemos procedido con las métricas, llamaremos campo tensorial métrico
a toda métrica en el contexto diferencial, bien sea semi-riemanniana, riemanniana o de Lorentz.
De esta forma, un campo tensorial métrico g definido sobre el abierto no vacio W C M, asigna a
cada punto p € W un tensor métrico ¢g(p) (que denotaremos por g, para simplificar) del espacio
tangente a M en p
gp : Tp(M) x T,(M) — R

de modo que varie de forma diferenciable con p, lo cual se traduce en que la aplicacién

gp(Dl,D2> W =R
p = 9(p)(D1(p), Da(p))

sea diferenciable para todo par de campos vectoriales diferenciables Dy, Dy € T(W).

Consideramos ahora un abierto coordenado (U; !, ..., ™) sobre una variedad M, y un campo

tensorial métrico g definido sobre U C M. Sea la base { % s e %} } de T),(M) formada por
! Ip " Ip
campos vectoriales, y la respectiva base dual {dx! ‘p ey A p} de T,(M)* formada por 1-formas.

Consideramos la representacion como en del campo tensorial métrico

9 = gij da' @ dx?
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donde g;; = g( o0 ) : U — R son funciones tales que g;;(p) = g(p)( 0 0 ‘p) € R. Como

i’ DT dxtlp’ i
g es diferenciable, por [1.4.27| sabemos que g;; es diferenciable en U, y ademas, por definicion de

métrica, para cada p € U la matriz (g;;(p)) es simétrica y no degenerada.

Los componentes del campo tensorial métrico dependen de la elecciéon del abierto coorde-
nado. Veamos por ello como se transforman las componentes bajo un cambio de coordenadas.
Consideramos otro abierto coordenado (V;y!,...,y™) tal que p € U NV. Entonces, el campo ten-

sorial métrico determinaré una nueva matriz gy = g( . Esta nueva matriz de funciones

_0_ i)
ayk ) ayl
se relaciona con la matriz original mediante la aplicacién de la regla de la cadena
o or' 0
oyk  Oyk Ozt
por lo que la relacién ente las expresiones locales de g con respecto a (U; 2!, ..., 2™) y (V; 9, ..., y™)
viene dada por ' '
oz' 0z’
gkl = 87/“ 873/1 Gij
En términos de matrices, si denotamos por (gij)[x} la matriz de los coeficientes del campo
tensorial métrico asociada al abierto coordenado (U;z?, ..., 2"), y por (gij)[y] la matriz asociada

al abierto coordenado (V;4', ..., y"), ambas matrices se relacionan mediante la igualdad matricial

x —1\T —
(9:) = (Dy)™")" (gi)¥ (Dy) ™
donde Dy denota la matriz Jacobiana del cambio de coordenadas.

Llegamos asi a la conclusion que la existencia de campos tensoriales métricos definidos sobre
un abierto coordenado (U; 2!, ..., 2™) est4 garantizada, pero no ocurre lo mismo en el caso general,
cuando tratamos de definir un campo tensorial métrico sobre un abierto W de M, incluyendo asf el
caso de toda la variedad. Acabamos de ver que en el caso de disponer de dos abiertos coordenados,
es necesario imponer condiciones adicionales para garantizar que no existen incompatibilidades

en los cambios de coordenadas entre cartas.

Veamos a continuacién qué condiciones son las que garantizan la existencia de métricas rie-
mannianas sobre variedades diferenciables. Para ello, comenzamos viendo unos conceptos previos

que seran de utilidad en la formulacién del resultado buscado:

Definicion 1.5.12

= Un recubrimiento de un conjunto X es una coleccion de subconjuntos de X cuya union
contiene a X, esto es, una familia indexada U = {U, : a € A} de subconjuntos de X es

un recubrimiento de X si X C |J U,.
acA
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= Un recubrimiento de un espacio topologico X es abierto si todos sus elementos son conjuntos

abiertos.

» Un recubrimiento V = {Vg : B € B} de X es un refinamiento del recubrimiento U = {U, :
a € A} de X si para todo Vg en V' existe un U, de U tal que Vg C U,,.

» Un recubrimiento por abiertos de X es localmente finito si todo punto del espacio posee un
entorno que interseca unicamente a un numero finito de elementos del recubrimiento, esto
es, st dado un recubrimiento U = {Uy : o € A} de X, para todo x € X existe un entorno

Vy de x tal que el conjunto {a € A: U, NV, # 0} es finito.

= Un espacio topologico X se dice que es paracompacto si todo recubrimiento abierto admite

un refinamiento localmente finito.

La principal caracteristica de los espacios X paracompactos que son a su vez espacios de
Haussdorf es que admiten particiones de la unidad subordinadas a cualquier recubrimiento por
abiertos. Esto significa que, dado un recubrimiento abierto del espacio X, entonces existen una

coleccion de funciones continuas en X con valores en el intervalo unidad [0, 1] tales que:

= Paratoda funcion f : X — R de la coleccion, existe un conjunto abierto U del recubrimiento

tal que el soporte de f esté contenido en U.

= Para todo punto z € X, existe un entorno V, de x tal que todas salvo un ntimero finito de

ellas son idénticamente nulas en V' y la suma de las funciones no nulas es 1 en V.
A partir de estos conceptos y resultados previos, obtenemos el siguiente resultado:

Proposicion 1.5.13 Toda variedad diferenciable paracompacta M puede ser dotada de una mé-

trica riemanniana.

Demostracion.

Sea M = |J U, un recubrimiento de M por abiertos coordenados {(Uq, ¢a)}a. Para cada
acU
«, consideramos la métrica riemanniana g, en U, cuya expresion local ((ga)ij) es la matriz

identidad. Sea {pq}a una particion diferenciable de la unidad subordinada al recubrimiento
{Ua}a y definimos g = 3 paga.
acA
Como la familia de soportes de p, es localmente finita, g sera localmente finita, y por tanto g

estd bien definida. Ademaés, es claro que g sera diferenciable, bilineal y simétrica en cada punto.

Como p, > 0 paratodo a« € A,y > ps = 1, también se deriva que g es definida positiva, y por
acA
tanto es una métrica riemanniana sobre M.

O
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1.6. Ejemplos

Veamos seguidamente algunos ejemplos notables de campos tensoriales que aparecen en dis-

tintas areas de conocimiento dentro de las matematicas y la fisica.

1.6.1. Primera Forma Fundamental

Consideramos una superficie diferenciable S en R?, la cual sabemos que constituye una varie-
dad diferenciable de dimensién 2. Sobre esta variedad definimos la primera forma fundamental
de S como el campo tensorial métrico I: .S — T9(S) tal que, para cada p € S, el tensor métrico
I(p) =1, € T3 (T,(S)) se define como la restriccion al espacio Tp,(S) del producto escalar en R?

(métrica euclidea en R?), obteniendo asi el tensor métrico

I, : T,(S) x Tp(S) = R
(v,w) = I(v,w) =v-w

Veamos como representar de forma local las componentes del campo tensorial métrico. Dado
un punto p € S, consideramos una carta (U, V, :c_l) tal que p € U. S estd contenida, como
subvariedad diferenciable de dimensién 2, en la variedad diferenciable R3, y la inmersién vendra

dada localmente por las ecuaciones paramétricas diferenciables

.%'1 — ZCl(ul,UQ), 1,2 — xz(ul,u2), .%'3 _ x3(u1,u2)

o | o
p’ Ox2 p7 Ox3
métrica euclidea en R? en cada uno de los puntos p € R3. Por tanto se tiene que

o1 . 9
8:1:’“}7 Oxh

En R3, las derivaciones parciales { %‘ » } forman una base ortonormal para la

= Okh
p

Por otro lado, en los puntos p € S, las derivaciones parciales { %‘p, 8%2 » } son elementos

linealmente independientes del espacio T;,(S). Por la inmersién de S en R?, el espacio T,(S) sera

un subespacio bidimensional del espacio Tp(R3) de dimension 3. Por ello, aplicando la regla de

la cadena a las ecuaciones z!

%‘p y %‘p en la base { %‘p’ %‘p’ % p}:

, 22 y 23 que definen la inmersién, obtenemos las coordenadas de

9| ozt 9o or*| 9 o3| 0 ok o i 19
il T outl Hrl il 92 9| 03l T ouil ogk| YT
our|, Ou|,0xz'|,  Ou|, dx*|, Ou|, Oxz*|, Ou'|, Ox"|,
donde gﬁ? se calcula como la parcial con respecto a u’ de la funcion z* en (u',u?) = 271(p):
P
Oxk 0 p Oxk o,
ut |, oul p(:c )= 8ui(u )
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De este modo, las componentes g;; de I en esta carta son

_ (9 9N_9 9
99 =9I\ oui' 0w ) ~ 0wl 0w

y utilizando el hecho de que las derivaciones parciales 8?& son una base ortonormal, se tiene

oxt oxt  9x%2 022 Oz 023 3 9z ork

9= Gui gw " 0w i | oui 0w 2 dui i

Observacion 1.6.1 De hecho, esta expresion es la utilizada habitualmente, que no requiere del
uso de derivaciones dado que habitualmente se trabaja con vectores v = (vy,v2,v3) € R? 3 el
espacio T,(R3) se identifica con el espacio vectorial habitual R® dotado con la métrica euclidea.
Realmente, si tomamos los vectores

dz' 92* O’

1,2 .
o _(on! oa? 0n? —1,2
Tui = Ty (W, u7) <6uz’ out’ a“z> ‘(ulv“?)’ o

y definimos gij = 1.+ 1,5, tomando el espacio T,,(S) como el subespacio vectorial de R3 generado
por los vectores r,1 y r,2 tangentes a S en p, estos coinciden con las derivaciones 8%1 Y %, Y

por tanto ambas definiciones de los coeficientes g;; coinciden.

De forma habitual, los coeficientes de la primera forma fundamental se denotan siguiendo la
nomenclatura E(p) = g11(p), F(p) = g12(p) = g21(p) vy G(p) = g11(p), obteniendo asi la matriz

asociada al tensor métrico

i)l = (E(p) F(p))

a -
ou’

—wt O
p WEW 50

Dados v = v € T,(S), se tiene
P

o wl
p) = gij(p)v'w' = (vl v2> (igji ggg) (wQ)

(S, 1) constituye una variedad riemanniana con campo tensorial métrico I. Gracias a la primera

0

i i 0
L,(v,w) :Ip<v i

w -
’ i
v ou

forma fundamental, podemos estimar longitudes de curvas definidas sobre la superficie y angulos

de interseccién entre curvas.
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1.6.2. Segunda Forma Fundamental

Siguiendo con la notacién desarrollada para la primera forma fundamental, veamos cémo
definir la segunda forma fundamental asociada una superficie S de R3. Para ello necesitamos en
primer lugar suponer que la superficie esta orientada (como vamos a trabajar de forma local,

toda carta (U, V, 1) induce una orientaciéon en U, que sera con la que trabajaremos).

Tomamos las coordenadas locales u' y u? compatibles con la orientacion, y definimos el vector

normal inducido por la carta en cada punto p € U en coordenadas locales como

bu?) Xz (ul, u?)

B 1 2y Tul(u
1) ) < e (2]

tomando para ello los vectores 7,1 y 7,1 definidos como en [1.6.1] con X el producto vectorial de
ambos vectores. El campo n asi definido para cada punto de U es diferenciable, y define asi los

vectores n,1 y n,z de R3.

Se define la segunda forma fundamental asociada a la superficie S de R3 como el campo
tensorial 11 : S — T9(S) tal que, para cada p € S, el tensor 11, € EO(TP(S)) viene dado por
sus coordenadas locales en la carta (U,V,z71) por bjj = —n,: « 7,5, que son funciones reales

diferenciables definidas sobre U.

El tensor II, verifica b;; = bj;, luego es un tensor simétrico, y no depende de las coordenadas
locales elegidas, esto es, se comporta bien ante cambios de base en T),(S) dado por cambios de

coordenadas locales.

Por razones histoéricas las componentes de la segunda forma fundamental se designan por

L(p) = b11(p), M(p) = bi2(p) = ba1(p) y N(p) = b11(p), obteniendo asi la matriz

La segunda forma fundamental II permite principalmente estudiar la curvatura de la superficie

y clasificar sus puntos.






2. Datos tensoriales

Tal y como menciondbamos en la introduccién, existen dos formas de enfocar la teoria ten-
sorial. Mientras el primer capitulo establece el enfoque moderno basado en la estructuraciéon
abstracta de los tensores a partir de aplicaciones multilineales y productos tensoriales sobre
espacios vectoriales (enfoque libre de coordenadas), en este segundo capitulo trataremos el enfo-
que clasico, visualizando los tensores como generalizaciones n-dimensionales de los conceptos de

escalar, vector o matriz (enfoque con coordenadas).

La teorfa clésica establece las componentes de los tensores como mediciones respecto de un
sistema de referencia. Estas componentes se interpretan como las componentes del tensor en una
determinada base. Si cambia el sistema de referencia, las nuevas componentes deben cambiar
siguiendo unas determinadas leyes impuestas por el cambio de base (véase el resultado .
En este capitulo extenderemos este enfoque clasico, y trataremos los tensores como componentes
de almacenamiento de datos, manteniendo fijo el sistema de referencia. De esta forma, podremos

definir el tensor del siguiente modo:

Definicion 2.0.1 Sean Vi,..., VN espacios vectoriales de dimensiones respectivas Iy, ..., Iy de-
finidos sobre el cuerpo K. Se define tensor de orden N como un elemento del espacio vectorial

Vi ® - ® Vn. Por convencion definimos los tensores de orden 0 como los elementos de K.

Observamos que esta definicion difiere notablemente del resultado Con esta definicion
alternativa podremos representar estructuras de datos de forma que la dimensién de cada espacio
no tenga porqué coincidir. Esto nos permite acercarnos de un modo maés realista al concepto de

arreglo (o array) n-dimensional, sin perder de vista el enfoque matemético de la definicion.

Dada una base de cada uno de los espacios vectoriales, podemos considerar la base del espacio
tensorial producto como el conjunto de los productos tensoriales de los elementos de cada base

(véase y , esto es, si B; = {vt, v}, ,y’ll} es una base de V; para cada i = {1,..., N},

el conjunto
B={v} @l @ --®u) :1<i;<I,je{l,.,n}}

N

41
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es base del espacio V] ® --- ® Vy. De esta forma, cada tensor podré expresarse de forma dnica
en la forma

T:thiz...iN Qlll ®y7,22 ®®Qf\1]\7
donde los elementos ¢V € K se denominan las componentes del tensor respecto de la base B.

Mediante esta expresion, es claro que podemos identificar cada elemento del espacio tensorial

Vi ®---® Vy con un elemento del espacio K1 ¥ ¥y .= KI' @ ... @ KN expresado en la forma

i1 da iy L1 2 N
13 e, ®e;, Q- Qe
donde gé‘? se corresponde con el vector j-ésimo de la base estandar de K/x.

Dado que de aqui en adelante no serd necesario expresar explicitamente el tensor a partir de
la base anterior y por tanto no se harad uso del convenio de sumacién de Einstein, utilizaremos
subindices en lugar de superindices para denotar las componentes del tensor. Este criterio esta
respaldado dado que los espacios vectoriales reales son susceptibles de ser provistos de métricas
euclideas. En el resto del capitulo trabajaremos con tensores definidos sobre R-espacios vecto-
riales, y simplificaremos su uso tratandolos como elementos de R/1**IN si bien los resultados

presentados podrén extenderse sin dificultad al caso general.

A partir de esta definicion alternativa de tensor es claro que hemos obtenido una generaliza-
cion de los conceptos de escalar, vector y matriz, puesto que estos se corresponden con tensores

de orden 0, 1 y 2, respectivamente.

2.1. Operaciones con tensores

Veamos a continuacion las operaciones béasicas habituales entre tensores, para lo cual nece-
sitamos en primer lugar definir una serie de conceptos basicos que nos permitiran definir con

mayor facilidad estas operaciones.

Dado un tensor, podemos crear subtensores, definidos como subconjuntos de componentes
del tensor. Estos subtensores se obtienen dejando fijos un determinado conjunto de indices,

@

permitiendo variar tinicamente los indices restantes. Utilizaremos el caracter para denotar
aquellos indices cuyos valores pueden variar en todo su dominio. Los dos casos mas importantes

de subtensores son los siguientes:

Definicion 2.1.1 Sea T € RIv<XIN yn tensor de orden N.

» Una fibra asociada al modo k-ésimo (también llamada fibra k-modal) del tensor T', es un
subtensor de orden 1 obtenido al dejar fijos todos los indices menos el indice k-ésimo. Se

denota por Tj, .

o Tk—155Tk41, N
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» Una seccion (slice) del tensor T es un subtensor de orden 2 (matriz) obtenido al fijar todos

los indices menos dos de ellos.

En una matriz A € R’/ (tensor de orden 2), las columnas son las fibras 1-modales (segundo

indice fijo, A. ;), y las filas son las fibras 2-modales (primer indice fijo 4;.).

En un tensor 7' € R*/*K de orden 3, las fibras 1-modales (T ;%) se denominan columnas,
las fibras 2-modales (7} . ;) se denominan filas, y las fibras 3-modales (7} ;.) se denominan tubos.
A su vez, las secciones del tensor de orden 3, en funcion del indice fijado, se denominan secciones
horizontales (fijando el primer indice T; . .), verticales (fijando el segundo indice T' ;.) y frontales
(fijando el tercer indice 7' . ). En la Figura se muestra un ejemplo grafico de estos conceptos

sobre un tensor de orden 3.

(a) (b)

Figura 2.1: Representacion grafica de (a) un tensor T € R!*/*K de orden 3, con componentes L ks

(b) las secciones frontales T' ., y (c) las fibras 1-modales (columnas) T ; x

Definicion 2.1.2 Un tensor T € RIV<XIN es diggonal si Tiy,..iy 70 solo siig =--- =1ip.

Una generalizacion del producto tensorial de tensores ([1.3.13) permite trasladar esta opera-

cion desde el punto de vista de las componentes de un tensor en una base:

Definiciéon 2.1.3 Dados dos tensores TH) € RIv<-xIn o 7(2) ¢ RI1%-%JIm ge define el producto
tensorial (o exterior) de T y TPy se denota como el tensor C' € RIV< - XINXJixexJm

R ¢ ) (2)
de orden N + M con componentes ¢, . iy j1,..in = ti17-~-,iN i ing

Notese que utilizamos el simbolo o para denotar el producto tensorial en lugar de ®, tal y
como hicimos en el primer capitulo. Esto se debe a que més adelante definiremos el producto de
Kronecker, el cual utiliza también el simbolo ® para su representaciéon, permitiendo asi distinguir

facilmente ambos productos sin necesidad de anadir subindices al operador.

A partir de este producto de tensores, se deriva un nuevo tipo de tensor, conocido como

tensor de rango uno, que serd un tensor clave en el estudio de las descomposiciones de tensores.
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Definicién 2.1.4 Un tensor T € RIVXIN se denomina de rango uno si puede escribirse como

(N)

producto tensorial de N tensores de orden 1, esto es, si existen N vectores vV, 0@ . v con

v¥) € R para cada k € {1,...,N}, tales que T = v o v® o ... 0 ™)y por consiguiente las
1), (2) (N) (k)

componentes del vector se escriben de la forma t;, iy . iy = v, V. - v donde v;

i Vi i denota
k)

la componente j-ésima del vector vl

El siguiente concepto a desarrollar se basa en la representacion de un tensor en forma matri-
cial. Este proceso, que llamaremos despliegue matricial del tensor (del término inglés unfolding),
se basa en la reordenaciéon de los elementos de un tensor de orden N para construir una matriz.
Consideraremos tinicamente los despliegue n-modales, que seran los despliegues de utilidad para

la definicion del producto n-modal.

Definicién 2.1.5 Dado un tensor T € RIXXIN sy matriz de desplieque asociada al mo-
do n-ésimo se define como la matriz RInx (I In-1Ing12IN) - cop componentes ti,,j don-

de el indice j que determina la columna de la matriz viene determinado por el multi-indice

J =01,y bne1,bntl, ---, tN definido por
11,19, ..., N = 11 + (iQ — 1)[1 + (i3 — 1)[1[2 —+ - (iN — 1)]1 - In_q

Notese que las columnas de la matriz de despliegue asociado al modo n-ésimo son las fibras
n-modales del tensor T, dispuestas en el orden establecido por el multi-indice j. El criterio
de ordenacion establecido se denomina convenio little-endian, y se corresponde con el orden
lexicografico. En algunos contextos, se utilizan otros criterios de ordenaciéon, como es el caso del

convenio de ordenacién big-endian, definido a partir del multi-indice
11,92, ..y iny = iN + (in—1 — D)IN + (in—2 = D)ININ_1 + - (i1 — 1)y - 1o

En la Figura [2.2] se muestra una representacion grafica de un ejemplo de despliegue aplicado

sobre un tensor T' € RI*/*K de orden 3.

~K

Y & YV Y ”’I’ V & &V

] ] I

Figura 2.2: Representacion grafica de la matriz de despliegue T{;) € RI*(J K) agociada al primer modo

de un tensor T € RT*/*K de orden 3, utilizando el convenio little-endian sobre las fibras 1-modales
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Si nos centramos ahora en analizar el despliegue de un tensor desde el punto de vista del
espacio vectorial a partir del cual hemos definido los tensores, vemos que existe un isomorfismo

de espacios vectoriales sobre el que se construye este despliegue.

Si denotamos por Sy el grupo simétrico de N elementos, para cualquier permutacion = € Sy
sabemos que existe un isomorfismo candnico entre los espacios tensoriales V3 @ Vo ® --- ® Vi
Y Vi) ® Ve @ -+ @ Vi (véase . Los paréntesis suelen omitirse sobre estos productos
tensoriales de espacios debido al isomorfismo canénico existente entre V;@(V;@Vy,) y (Vi@V;) @V,
(véase . No obstante podemos utilizarlos para enfatizar un agrupamiento particular de los

factores. Tomamos entonces el agrupamiento
Va) @ @ Vi) @ (Vagr;_141) @ - @ Va(r)) ® - @ (Va(rp_y 11) @ @ Vi)

de £ grupos con r; — rj_1 espacios en el grupo j-ésimo, definiendo para ello rg =0y 7 = N.

Fijadas bases de los IV espacios vectoriales, sabemos que

Vﬂ'("'j—l"rl) R R Vw(rj) o KI”(’“j—ﬁ‘U R ® KIW(TJ‘)

Si denotamos por [d] el conjunto {1, ...,d}, dada una aplicacion p : [n1] X -+ X [ng] = [n1 - ng]

biyectiva, se tiene el isomorfismo

p: K'"®@ - --@KW — KM
(2.1)

i J o
thIl el @@ el 15da) o

J1 S yeda)
Definimos ahora s; = {W(Tj_l +1),7(rj—1+2), ...,ﬂ(rj)} para cada j € {1, ..., £}, y conside-

] = [Ns;] con Ng, = [] I
k€s;

ramos una aplicacion biyectiva g : [Inr; 1)) X =+ X [In(r))

Tal y como acabamos de ver con la definicién del isomorfismo (2.1)), haciendo uso de p;

. Incr. Lngr .
podemos establecer un isomorfismo entre K 7149 @ ... @ K' 7 y K.

Mediante este procedimiento, dados £ grupos de indices s1, ..., s¢ disjuntos, se tiene que
VN - Vy2xKYa g. .. @KV

y el nuevo tensor de orden /¢, obtenido tras aplicar el isomorfismo entre ambos espacios, se

denomina (s1, ..., s¢)-aplanamiento del tensor 7', y lo denotaremos por T(y, ).

Dado un tensor 7' € RI1XXIN ¢] despliegue asociado al modo k-ésimo se corresponde con
el aplanamiento asociado a los conjuntos de indices s; = {k} y so = {1,2,...k—1,k+1,..., N},

y se denota por T3 = T{

51,82)"
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Otro caso particular de aplanamiento de una matriz consiste en tomar un tnico conjunto s
compuesto por todos los indices del tensor. De esta forma, podemos transformar un tensor en
un vector, y la técnica de aplanamiento se conoce como vectorizaciéon. Para ello bastara con fijar
un orden de reordenacién de los elementos consistente, como por ejemplo fijando el convenio

little-endian correspondiente al orden lexicografico:

Definicién 2.1.6 Dado un tensor T € RIV<XIN = se define la vectorizacion del tensor T, y
se denota como como el tensor de orden 1 (vector) vec(T) € RIV"IN con componentes

¢j = b utilizando el multi-indice fijado por el convenio de ordenacion little-endian.

En la Figura [2.3] se muestra un ejemplo de representacion grafica de la vectorizacion de un

tensor de orden 3, aplicando el criterio de ordenacion little-endian tal y como se ha establecido

-

J

en la definicién.

fessasatey

1

|

Figura 2.3: Representacion grafica del vector vec(T) € RI"/"K obtenido tras la vectorizacién del tensor
T € RIXJXK aplicando el convenio de ordenacion little-endian. El ejemplo muestra de hecho la vectori-

zacion de un tenor T' € R?*4*3 obteniendo el vector vec(T) € R?*

A continuacion se definen una nueva operacién relativa a los tensores, la cual, tal y como

veremos més adelante, esté ligada al concepto previo de despliegue.

Definicion 2.1.7 Dados un tensor T € RIV<XIN yn vector b € RI* y una matriz A € R *In

se definen el producto n-modal del tensor T por el vector b como el tensor C = T X, b €

RV X n—1 X Inp1 X XIN - con componentes Cityoovsin—1int1rin = Do Lityssin,min Oins Y €l producto
in

n-modal del tensor T por la matriz A como el tensor D = € Ry xIn—1 XX In 1 XXy

con componentes diy,...i, 1 jinst,in = 2 Lityingein Chsin
in

De la definicién de producto n-modal de un tensor T' y una matriz A, podemos observar
como sus calculos se reducen al producto de cada fibra n-modal de T por la matriz A. De esta

observacion se deduce el siguiente resultado:
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Proposiciéon 2.1.8 Dados un tensor T € RIVXIN o yna matriz A € R el producto n-
modal D = T X, A equivale al cdlculo despliegue tensorial del producto matricial de A y T(y,,
esto es,
D=T x, A +— D(n):AT(n)
En la Figura podemos observar, mediante una representacion grafica, la equivalencia

anterior asociada al producto 1-modal de un tensor 7' de orden 3.

PR

114 T(l)

I I I LI

Figura 2.4: Representacion grafica del producto 1-modal de un tensor 7 € R11*/2%Is de orden 3 y
una matriz A € R7*/1| obteniendo un tensor D = T x,, A € R7*[2XIs_ Esto equivale al ecuacién de

multiplicacion matricial D) = AT(y)

El producto k-modal de un tensor T' € R/ *IN y una matriz A € R7*/* se relaciona, en

términos del espacio vectorial V; ® - -+ ® Vi, con un cambio de base del espacio Vi:

Sea By, = {ef, ...,gfk} una base de Vj, y consideramos una nueva base By, = {&F, ...,élkk} de
Vi.. Cada elemento gi’“ de Bj puede expresarse de forma tinica como combinacion lineal de los
elementos de By, esto es, Qik = p] éf, donde p; representan las componentes de la matriz de
cambio de base de By a Bj. Se tiene asi

t ik iN Qzll - ®§fk Q- ®Ql]'\1[\r — Wtk IN 2111 R ® (p? ek

11

:til"'ik”'inigl Q- QeFx e

Por tanto, si denotamos por P, = (pf ) la matriz de cambio de base en el espacio V}, utilizando
la notacion por componentes, dado un tensor T € R *IkxxIN 15 representacion del tensor

en la nueva base vendréi dada por el cambio T'=T X, Pk, y sus componentes seran

tll:~-~ﬂk71,]ﬂk+1r~~ﬂN - tllrnﬂk:mﬂN pik
i

donde el indice j varia en el mismo conjunto que ix, puesto que la matriz de cambio de base seréa

cuadrada, con dimensién I}.
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Para modos distintos de un tensor, el orden de los productos por matrices asociados a estos

modos es irrelevante:

Proposiciéon 2.1.9 Dado un tensor T € RNV XIN 4 las matrices A € R7*In y B € RIm>*Im,

con n # m, entonces

T Xp AXp B=(TXpA) X, B=(T Xy B) x5, A

Demostracion.

Es claro que se tiene (T X, A) X B, (T Xy B) X A € RIVX 0 X Im>xXIN- (suponiendo

que n < m, el otro caso es andlogo). Veamos que las componentes de ambos tensores coinciden:

((T Xn A) Xm B) 1 = Z (T Xn A)il7---7in7---7im7---1i1\1 b]mﬂm

ilv"'vjnr"?jmv"-vZN

Im

= E : tilv"’7j717"'7im7"'7iN ajnvin bjmaim
inyim

= E (T X Biy,..osinseeesjmseensing Ojinsin
in

= ((T xm B) x5 A),

U15--5]nse-Jmy-- N

O

No ocurre lo mismo con el producto n-modal de un tensor y una sucesién de vectores, puesto
que el orden de las operaciones y de los resultados intermedios cambia. Si T € R XX nxexTm XX Iy

)

a € R" y b € R con n < m, se verifica

T %pa%mb= (T %pa) Xm1b= (T Xmb) Xna

Si los modos sobre los que se aplica el producto n-modal por matrices coinciden, para matrices
de dimension adecuada se tiene el siguiente resultado, que muestra que bajo estos supuestos el

orden de aplicacién de los productos n-modales si es relevante.

Proposiciéon 2.1.10 Dado un tensor T € R1V > XIN 4 las matrices A € R/7">*In ¢ B € REnxIn
entonces

TXpnAX,B=T x,, (B-A)

Demostracion.

Es claro que se tiene T x, A x,, B, T x,, (B -A) € RIxEaxXIN Veamos que las

componentes de ambos tensores coinciden:
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(T X0 A X By, bipiiny = D i reoinroiing @i Db

ilvjn

= E gy (E Ujsin bkn,jn>
in n

= E titsesinysin (A Biin
in

— (T % (B~ 4)

T1yeeskn,e N

O

A partir de estas propiedades, si tomamos todos los modos de un tensor, obtenemos un

producto multilineal de tensores por un conjunto de matrices,

Definicién 2.1.11 Dado un tensor T € RNV <IN y un conjunto de matrices BY, ..., BN con

BW®) e Rk para cada k € {1,..., N}, se define el producto multilineal del tensor T y las

matrices BY ..., BN) | que denotaremos p0r|[[T; BW B(N)]]L como el producto

[7: BV, . BM] =T x; BY x, B?... xx BV

Esta operacién se corresponde con el concepto de producto o multiplicacién multilineal, en-
marcado dentro del algebra tensorial. Para su definicién algebraica debemos recordar que, tal y
como hemos definido el producto tensorial de espacios vectoriales a partir a la propiedad universal
[1.3.7] sabemos que todo elemento del espacio tensorial puede expresarse como combinacion lineal
de productos tensoriales de vectores de cada uno de los espacios, esto es, dado T' € V1 ® - - - ® Vy,

este puede expresarse en la forma T = /1 Uz‘ll Q@ ’Ufld con vfk € Vi para todo k € {1, ...,d}.

Definicion 2.1.12 Sean Vi, ..., VN espacios vectoriales sobre K de dimension finita. Dada una
coleccion de operadores lineales Ay : Vi, — Wy para k € {1,...,n}, se define la multiplicacion
multilineal asociada a los operadores (Ay, ..., An) como el operador derivado del producto tensorial

de los operadores A1, ..., AN, esto es,

A®- QAN V@@V — W Q-0 Wy
{i1eestd Uill ®...®vz€ld s tiesid Al(vill)®"'®AN(Uzdd)

Tomando bases de los espacios Vi, y Wy para todo k € {1,.., N}, las aplicaciones lineales
pueden representarse en forma matricial a partir de las coordenadas en la representaciéon en
las bases, de forma que para cada k consideramos la matriz A\k = (ag?) e K/»*Ix con J, la
dimension de Wi, e I la dimensién de V.
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Si consideramos ahora el tensor como un elemento de K'*+*IN representado como T' =
tht2iN Qz‘ll & @122 R ® §f>fv, con gg? el vector j-ésimo de la base estandar de Klk, el producto

multilineal de A1, ..., Ay aplicado al tensor T' queda de la forma

(4@ @ANT) = (A1 @ @AN) 27N el el @ @el)
=t RN (A el) ® (Are}) @ @ (Anel),)
(N) 1

€

_ pipdg iy (1) (2)
=1 a JN AN =01

2 N
j1vi1 Losio """ @ Q€5 Q- Qe

Obtenemos de esta forma un nuevo tensor (A ® --- ® Ay )(T) € K/1%/2%*JN Observamos
como este producto tensorial se corresponde con el producto multilineal desde el punto de vista

de las coordenadas del tensor.

Si tomamos el operador Idy, : Vi, — Vi paracada k € {1,....,n—1,n+1,..., N}, y tomamos un
operador lineal A, : V,, — W,,, el correspondiente producto multilineal desde el punto de vista
del analisis de las coordenadas del tensor se corresponde con el producto n-modal de un tensor
y una matriz. De forma similar podemos establecer la analogia entre este producto multilineal

asi definido y el producto n-modal de un tensor por un vector, sin mas que tomar W,, = K.

Por dltimo desarrollaremos dos productos matriciales que seran de gran utilidad en la sim-

plificacién de las descomposiciones tensoriales que trabajaremos en la siguiente seccion.

Definicion 2.1.13

» Dadas dos matrices A € R™*7 y B € REXL | se define el producto de Kronecker de A vy
B, como la matriz e RUKIXIL) cop componentes (A® B)~ 51 Qi by, donde
Lk=k+(G—-1DK y j,l=1+(—1)L.

» Dadas dos matrices A € RI*K y B € R7*K | se define el producto de Khatri-Rao de A y
B, como la matriz C = e RUD*E con columnas c.j=a.;®b.;, cona.;j, b ; las

columnas de las matrices A y B. respectivamente.

» Dadas dos matrices A, B € RI*7 se define el producto de Hadamard de A y B, como la
matrz’z € R con componentes (A * B); ; = ai jbi ;.
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2.2. Descomposiciones tensoriales

El objetivo principal de las descomposiciones de tensores estandar es la factorizacion del
tensor en factores que puedan ser interpretables desde el punto de vista de la contextualizaciéon
de los datos tensoriales. Estas descomposiciones permiten establecer correspondencias entre los
distintos espacios que componen el tensor. En esta seccion estudiaremos las dos descomposiciones
tensoriales por excelencia, la descomposicién CP y la descomposicion de Tucker, junto con sus

aplicaciones practicas en amplias areas de conocimiento.

Tanto la descomposicion CP como la descomposicion de Tucker se consideran generaliza-
ciones de la descomposicion en valores singulares (SVD, de sus siglas en ingles Singular Value
Decomposition) de matrices, y del analisis de componentes principales (PCA, de sus siglas en

ingles Principal Component Analysis).

2.2.1. Descomposicion CP

En esta seccion nos centraremos en la descomposicion CP, cuyas siglas derivan de los términos

CANDECOMP (Canonical Decomposition) y PARAFAC (Parallel Factors Decomposition).

Dado un tensor T' € R/ >IN de orden N, la descomposicién CP factoriza el tensor como

suma de tensores de rango uno, esto es,

R
T%’Z)\T agl)o---oagN)
r=1

con ag«k) € R para cada k € {1,...,N} y A\ € R, para todo r € {1,..., R}. A partir de estos
datos, construimos las matrices A*) = [agk) | agk) |- |a§§)] € R*E denominadas matrices
factor, definidas por columnas a partir de los vectores que constituyen los componentes de los

tensores de rango uno. Podemos de esta forma reescribir la descomposiciéon como
T Naloa® o 0a™=Ax; A xy APy AN = [A; AW, AC) AN ]

con A € RF> X yn tensor diagonal de orden R con valores en la diagonal i = Ar (véase la

Figura para ver este esquema de descomposicion con un tensor de orden 3).

Utilizando el producto matricial de Khatri-Rao y tomando la matriz I' = diag(\), la version

matricial de la descomposiciéon CP asociada al modo n-ésimo viene dada por la identificacion

Ty = AT (AN 0.0 A 0 ALD ... 0 AT (2.2)
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IR
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Figura 2.5: Representacion gréfica del esquema de descomposicion CP, para un tensor 7' € R/*/*K de

S W@ @)
orden 3, en la forma T2 [A; A AP AC) ] =S . ap’ 0oay” 0ar

r=1

Definicién 2.2.1 Dado un tensor T € RIV"XIN de orden N, el rango del tensor, representado
por R = rank(T), es el minimo nimero de tensores de rango uno que permiten expresar T como

combinacion lineal de los mismo

En otras palabras, el rango de un tensor es el minimo ntimero de componentes necesarias en la
descomposicion CP para que esta sea exacta. Una descomposicion CP exacta con R = rank(T)

componentes se denomina descomposicion de rango R de T

Observacion 2.2.2 La definicion de rango de un tensor es andloga a la definicion de rango de
una matriz, aunque existen diferencias notables en sus propiedades. Por ejemplo, a diferencia de
lo que ocurre con las matrices, no existe un algoritmo directo para determinar el rango de un
tensor dado, y de hecho su cdlculo es un problema NP-complejo. Otra peculiaridad del rango del
tensor viene asociada a los términos de rango mdzimo (el mayor rango alcanzable) y de rango
tipico (cualquier rango que ocurre con probabilidad mayor que cero sobre un conjunto con medida
de Lebesgue positiva). Sobre la coleccion de matrices de dimension I x J, los rangos mdzximo y
tipico coinciden, con valor min{I,J}. En cambio en el caso de los tensores ambos rangos pueden

no coincidir.

Veamos a continuacién bajo qué supuestos podemos garantizar la unicidad de la descompo-
sicién de rango R de un tensor. Sea asf un tensor 7' € R >IN de rango R, esto es,

T:Zag)oa@)o-.-oa(m =AW, ..., AM]

r r
r=1

Consideramos que el tensor A de normalizacién de los factores se toma inmerso dentro de una

de las matrices factor. De esta forma fijamos el siguiente convenio de notaciéon:
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Notacion 2.2.3 Sean AY) | ... AN) matrices tales que A®) € R'*!x para cada k € {1,...,N}, y

consideramos el tensor identidad I € RI1<*IN cop componentes i;, . iy =1siig =..=iy y0
en el resto de casos. Entonces entonces denotaremos por ﬂA(l), e A(N)]] el producto multilineal
del tensor I por las matrices AY, ..., AN esto es,

[AD, . AM ) =[1; AD, ... AN

Cuando hablamos de unicidad en la descomposicion hacemos referencia a la existencia de una
dnica combinacién de tensores de rango uno cuya suma permite recrear el tensor 1" original, con

las excepciones de los cambios de escala y permutaciones:

= Cambio de escala:

T= Z adyo (@@ a®)o--o0(@™MaM)  con Hafnk) =1, Vke{l,. N}
k=1

= Permutacion:
T=[AD, . AM]=[14AD11L, ..., AM 1] para toda matriz de permutacion II € RF*E

El resultado més general y conocido acerca de la unicidad de la descomposicion de rango R

viene asociado al concepto de k-rango.

Definicion 2.2.4 Dada una matriz A € R/ el k-rango de A, denotado ka, se define como el

mdrimo k tal que k columnas cualesquiera de A son linealmente independientes.

Teorema 2.2.5 Sea T € RIVXIN yn tensor de orden N y rango R, y supongamos que su

descomposicion de rango R es
R
T = Za?(”l) oag,Q) 00 asqN) = [[A(l)7 7A(N)]]

Entonces se verifica:

(a) Es condicion suficiente para que la descomposicion de rango R sea tnica que

N
> kpm = 2R+ (N —1)

n=1

(b) En los casos R =2 y R =3, la condicion (a) es también una condicion necesaria, aunque

esto no es cierto de forma general para R > 3.
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(c) Es condicion necesaria y suficiente para que la descomposicion de rango R sea inica que

se verifique la condicion

min {Tcmk:(A(N) (ORERXO) A1) ® Aln—=1) O 0 A(U)} - R
1<n<N

Las demostraciones sobre estas condiciones de unicidad no se anaden en este trabajo dado

que exceden los objetivos del mismo, no obstante pueden consultarse en 13|, [14] y [10].

Una vez fijamos el naimero de componentes de la descomposicion, debemos definir un algorit-
mo que permita computar la descomposicién CP. Nos centraremos a continuacién en el algoritmo
més popular y extendido en este contexto: el algoritmo de Minimos Cuadrados Alternados (ALS,

por sus siglas en inglés Alternating Least Squares).

Consideramos un tensor 7' € R >IN de orden N. El objetivo a tratar radica en encontrar

la descomposicion CP con R componentes que mejor aproxima al tensor T, esto es,

R
min |7 —T||  con f:Zafﬂl)oa?)on-oaﬁN) =AW, ..., AM] (2.3)
T r=1

para lo cual consideramos la norma tensorial definida como la rafz cuadrada de la suma de todos

los elementos del tensor al cuadrado, esto es,
— 2
1Tl = [ > . i
U1yeesiN
(Esta norma tensorial es la analoga a la norma de Frobenius para el caso matricial).

El algoritmo ALS minimiza el error en optimizando individualmente cada matriz factor
A®) mientras mantiene fijas el resto de matrices. Tomando las ventajas que aporta la simplifi-

cacion matricial el algoritmo actualiza las matrices factor en la forma

V= ((A(l))T AWM wk (A(n—l))T Aln=1) (A(n+1))T A (A(N))T A(N))
Atk — Ty (A(N) -0 AP o A(n=1) o Lo A(l))VT

donde V € REXE v VT denota la pseudo-inversa de Moore-Penrose de la matriz V. La pseudo-
inversa de Moore-Penrose de una matriz, no necesariamente cuadrada, se debe recordar que se
calcula como V1 = (VT V)~1yT,

En el Pseudocoédigo se muestra el algoritmo ALS, para el cual se supone fijado el criterio

de inicializacion de las matrices A% iniciales. Esta inicializacion podra llevarse a cabo de forma



DESCOMPOSICIONES TENSORIALES 55

aleatoria, o siguiendo algtn criterio preestablecido. El algoritmo se repite de forma iterada hasta
alcanzar alguna condicién de parada, definida a partir de criterios relativos al orden de mejora
en la funciéon objetivo, en las modificaciones de las matrices factor y/o al establecimiento del

numero maximo de iteraciones.

procedure CP-ALS(T,R)

initialize: A € RI»*E pn e {1,..,N}
repeat
forn=1,...,N do

Vo= (AD)TAD g (A=INT A1) o (AFINT A1) oy (AT AN)
A Tin (A(N) @0 AT o A-D o .. o A(l))VT

normalizar las columnas de A(™ y almacenar las normas en \ (opcional)

end

until condicion de parada
return A, A, A@) AN

end

Pseudocoédigo 2.1. Algoritmo ALS para computar la descomposiciéon CP con R componentes de un
tensor T € R XIN de orden N

2.2.2. Descomposicion de Tucker

La segunda descomposicién que trataremos en este trabajo es la descomposiciéon de Tucker,
cuyo nombre se debe al matematico Ledyard R. Tucker, que en 1963 (véase |15]) introdujo esta

descomposicién.

La descomposicién de Tucker descompone el tensor en un tensor niicleo multiplicado a lo largo
de cada modo por una matriz. Dado un tensor 7' € RI1%*IN de orden N, la descomposicién de

Tucker puede expresarse como

T=3 3 S Gy (agp oal? o...oagp)

con a&’,j) € R!¥ para cada i € {1,..., Ry} y k € {1,..., N}. Construimos a partir de estos vectores

las matrices factor A*) = [agk) |aék) | -] agfk)] € RI>*Br De esta forma podemos reescribir la

factorizacion de Tucker de T' como
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=303 3 i (0200 )

ri=1rqo=1 ry=1

=G x1 AD x5 A@ Ly AN = [G; AN A A(N)]]

(2.4)

con G € R XEN o] tensor de componentes gr, . ry, denominado tensor nicleo (véase la
Figura [2.6). Las entradas del tensor nicleo muestran el nivel de interaccion entre las diferentes

componentes de la descomposicion.

&
7 2 7\ e

4 AR
~ G A®T R, = o S;(z) +ot O b® T
I T = i A
J
— | 4o by by
L — AD

Ry

Figura 2.6: Representacion grafica de la descomposicion de Tucker, para un tensor T € RIX/*XK de
orden 3, en la forma T = [G; AD, AP A® ] = [[A; BV, B® BO[; AL AR A®) ] En la segunda

expresion se realiza la descomposicion CP del tensor nicleo G, de utilidad en determinados contextos

Por componentes, la descomposicion de Tucker de T € R X XIN eg

R1 R

§ : § : § : MO (V)
7/1#2: Y gTIJ‘Z TN 117“1 aiz?“z aiNT‘N

ri=1ro=1 N

para iy € {1,..., I3} con k € {1, ..., N}. Utilizando el producto matricial de Kronecker, la version
matricial asociada al modo n-ésimo de la descomposicion de Tucker viene dada por la identifica-

cion

Tiy 2 A™ Gy (AN @ - @ AT @ AP D g ... AD)T (2:5)

Definicion 2.2.6 Dado un tensor T € RIVXIN de orden N, el rango n-modal del tensor,

denotado por ranky,(T), es el rango, en el sentido matricial, de la matriz de desplieque Tin)-
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En otras palabras, el rango n-modal de un tensor es la dimensién del espacio vectorial gene-
rado por las fibras n-modales (véase la Figura . Si tomamos en la descomposicién de Tucker
los valores R,, = rank,(T) para cada n € {1,..., N}, se dice que el tensor T' es un tensor de
rangos modales (Ry, ..., Ry), o simplemente de rangos (Ry, ..., Ry). Es importante no confundir
el rango n-modal con el rango del tensor (véase [2.2.1). Es claro que rank,(T) < I, para cada

n € {1,..., N}, y se verifica también el siguiente resultado:

Teorema 2.2.7 Dado un tensor T € RIV"XIN de orden N, se verifica que, para cada k €
{1,...,; N}, rank(T) < rank(T).

Demostracion.

Sea T' € RIXXIN de rango R, luego existe una descomposicion CP en la forma
R
T — Z a/(l)J’ o) a(Q)vr O---0 a/(N)vT‘
r=1

con a®)" € R para cada k € {1,..., N} y r € {1, ..., R}. Fijamos un k € {1, ..., N}. Considera-

mos el tensor 77 = a0 a7 o ... 0 g™ con componentes

1,r k—1),r k),r k+1),r N),r
H gL g )
syl —12k Uk 15U N 11 Up—1 1k Tpt1 IN

Las fibras k-modales del tensor T'" son los vectores

r (D, (k—1),r (k),r (k+1),r (N),r
til’~~-77:k7171’ik+17~~~77:N = a; iy a Tt @iy

y por tanto la matriz de despliegue asociada al modo k-ésimo de la matriz T'" viene dada por

T = [cg’c)ﬂ” I IR 2 O K P O R IR a(k)ﬂ”} e RIXM

CON 8 = 11, ..., bk—1, bk+1, ---, LV Siguiendo el criterio little-endian, M =1y -- - Ix—1 - Ixy1 - IN, ¥

k), 1), k1), k1), N),
0 O W 0
215yl —15%k 415+t N 1 Tg—1 Tk+1 TN

Por tanto se verifica que R
Twy =Y T

r=1
De esta forma, la s-ésima columna de la matriz de despliegue k-modal T{;) viene dada por

C'(Sk)’l . a(k)vl + C(k)72 . a(k)vz _|_ . e + C(k)vR . a(k)’R c <{a(k)91’ a(k)727 .. 7a(k),R}>

S S
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Por tanto es claro que la dimension del espacio generado por las columnas de la matriz T{y,

es a lo sumo R, quedando asi probado que ranki(T) < R para cada k € {1,..., N}.

O

Dado un tensor 7' € R >IN de orden N, se puede encontrar facilmente, tal y como se mues-
tra a continuacion, una descomposicion de Tucker de rango (Ry, ..., Ry) con R, = rank,(T),
para cada n € {1,...,N}. Sin embargo, si en alguno de los modos tomamos R,, < rank,(T),
el proceso de computo de una descomposiciéon de Tucker es més costoso y al mismo tiempo més
inexacto. En este segundo caso, haremos referencia a dicha descomposicién como descomposicion

de Tucker truncada.

En cuanto a la unicidad, la descomposicién de Tucker de un tensor 7' como en [2.4|no es tnica.
Para ello, basta considerar matrices B, ..., BY) no singulares, con B®) ¢ RErxEk y de esta

forma es facil comprobar que se verifica

[G; AV, . AN = [[[[G; BW, .., BM ], A0 (W)~ AN (BUV))‘l]]

En otras palabras, podemos modificar el tensor ntcleo G sin afectar al ajuste siempre y
cuando apliquemos las modificaciones inversas sobre las matrices factor A® | ..., A Esto nos
permitird tomar aquellas transformaciones que permitan simplificar en la medida de lo posible la
estructura del tensor ntcleo, tratando de obtener un tensor con el mayor ntimero de componentes

nulas posibles.

Tucker introdujo, junto con la descomposicién, varios métodos para su computo. El primero
de ellos, v el mas extendido en la actualidad, es el conocido como método de descomposiciéon
en valores singulares de orden superior o HOSVD (de sus siglas en inglés, High-Order Singular
Value Decomposition). Este método sera de utilidad, y ademaés facil de aplicar, en aquellos casos
en los que se busque una descomposicion de Tucker de orden (Ry,..., Ry) con Ry, = rank,(T')

para cadan € {1,..., N}.

Veamos a continuacion una descripcion del algoritmo HOSVD para el computo de la descom-
posicion de Tucker (véase ademaés el Pseudocodigo . Dado un tensor 7 € RI**IN de orden
N, para cada k € {1,..., N} se considera la descomposicion en valores singulares de la matriz
de despliegue k-modal, esto es, T(y) = Uy X VkT con U, € RIexlk vy Vi € RMXM grtogonales
y ¥k € RI*M yna matriz formada por los valores singulares de T(1) en su diagonal principal
ordenados de mayor a menor (M = Iy---Ij_1Ip+q1---In). Por las propiedades del producto

multilineal, dada I € R%*%x la matriz identidad, se tiene
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T:TX1IX2_["'><NI
=T x U Ul xo U UL - xy Uy UL

:(TX1U1T><2U2T~--><NU}G) X1U1 XQUQ---XNUN

Tomando el tensor nacleo G = T X3 v X9 Ut .. X N U(N)T, se obtiene la siguiente

descomposiciéon de Tucker:

T = G X1 Ul o XN UN = [[Ga Ulv"‘a UN]] = [l:[[T7 UiTr‘v U]E]]v Ul,..., UN:”

procedure HOSVD(T, Ry,...,Ry)
forn=1,...,N do

AM « matriz U,, de la descompocisiéon en valores singulares T, n) = UnXp VnT
end
G« T x1 AW x5 AD" .5y AN
return G, AW, A®) AN

end

T

Pseudocodigo 2.2. Algoritmo HOSVD para computar la descomposicion de Tucker de rango
(Ri,...,Ry) de un tensor T' € R1* >IN de orden N

Cuando para algtin modo se verifica R,, < rank,(T), la descomposicion HOSVD se denomina
descomposicion HOSVD truncada. Tal y como se menciona anteriormente, esta descomposicion
truncada no es 6ptima en términos de obtener el mejor ajuste medido como la norma de la
diferencia entre el tensor y la aproximacién. Sin embargo, si resulta tutil como método de partida

para el siguiente algoritmo a estudio.

El algoritmo de iteracion ortogonal de orden superior (HOOI, de las siglas en ingles High-
Order Orthogonal Iteration) es esencialmente un algoritmo ALS que utiliza la salida del algoritmo
HOSVD como punto de entrada para inicializar las matrices factor de la descomposicion (véase
el Pseudocodigo con los diferentes pasos del algoritmo). Si consideramos un tensor 1 €

RIxxIN de orden N, el problema de optimizacién que tratamos de resolver es

min [T —T| con T=[G;AD, .. AN] (2.6)
T

con G € REvx-xBy v A() ¢ RInxBn y ortogonal por columnas, para cada n € {1,..,N}. El

tensor nicleo debe satisfacer

T

G=Tx; AV ... xy A" = [G; AT, AN
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procedure HOOI(T, Ry,...,RN)

initialize: A ¢ RI»*fn 5 € {1,..., N} utilizando HOSVD
repeat
forn=1,...,N do

V «— T x4 A(I)T e Xp—1 A(nfl)T Xn41 A(n+1)T cee XN A(N)T
A« R, vectores singualres por la izquierda de Viny

end

until condicion de parada
G ~— T X1 A(I)T X9 A(Q)T oo XN A(N)
return A, AM, A@) AN

end

T

Pseudocoédigo 2.3. Algoritmo HOOI para computar la descomposicion de Tucker de rango
(R1,..., Ry) de un tensor T € RI1* <IN de orden N

2.2.3. Aplicaciones practicas

La descomposiciones tensoriales se utilizan de forma aplicada en distintas areas de conoci-
miento, como neurociencia, procesamiento de senales, vision computacional, mineria de datos o

aprendizaje automético.

Dado un tensor es claro que, tras descomponerlo, se puede obtener una nueva representaciéon
que puede ser manejada con un menor nimero de componentes. Esta técnica de compresiéon de
tensores puede aplicarse en distintos campos, permitiendo trabajar con estructuras de datos de
ordenes de magnitud inferior, reduciendo asi el coste computacional de muchos algoritmos. Un
ejemplo muy sencillo en el que se puede sacar partido de esta reduccién de componentes de la
nueva descomposicién podemos encontrarlo en la compresiéon de imagenes. Por este motivo, dada
la sencillez del método, se muestra a continuacién un ejemplo de compresion de imagenes con el

fin de poner en préctica los algoritmos de descomposiciéon estudiados.

Consideramos una imagen digital en formato PNG con un modelo de color RGB. De esta
forma la imagen puede ser tratada como una matriz de pixeles, y a su vez cada uno de estos
pixeles puede tratarse como un vector de 3 componentes. Por todo ello estas imagenes pueden
tratarse como tensores de orden 3. Para el ejemplo se considera una imagen de un tamano de

256 x 256 pixeles, obteniendo asi tensores de dimension 256 x 256 x 3 (Figura .

Utilizando el algoritmo HOOI para obtener descomposiciones que aproximen el tensor origi-

nal, podemos obtener descomposiciones de Tucker para un rango fijo (Ry, Re, R3). En la Figura
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[2.7] se muestra el resultado de la imagen obtenida tras reconstruir el tensor a partir de des-
composiciones de Tucker con rangos (128,128,3), (64,64, 3), (32,32,3) y (16,16, 3). Para cada
descomposicién se analiza el porcentaje de compresiéon obtenido al descomponer el correspon-

diente tensor, y el error relativo cometido medido en la norma de Frobenius tensorial.

Imagen original Reconstruccion Reconstruccién Reconstruceion Reconstruccién
Rango = (256, 256, 3) Rango = (128,128, 3) Rango = (64,64, 3) Rango = (32,32,3) Rango = (16,16, 3)
Compresion = 0% Compresion = 41,66 % Compresion = 77,07 % Compresion = 90,10 % Compresién = 95,44 %
Error rel. = 0% Error rel. = 2,29% Error rel. = 6,24 % Error rel. = 10,16 % Error rel. = 14,32 %

Figura 2.7: Compresion de imégenes mediante descomposiciones de Tucker

El tensor original se compone de un total de 256 x 256 x 3 = 196698 elementos, mientras que,
por ejemplo, la descomposicion de rango (128,128, 3) se compone del tensor ntcleo de dimension
128 x 128 x 3 (49152 componentes), dos matrices de dimension 256 x 128 (32768 componentes)
y una matriz de 3 x 3 (9 componentes), lo que hacen un total de 114697 elementos, permitiendo
una compresion del 41,66 %, con un error relativo cometido del 2,29 %. De forma analoga se

estudian los tres casos restantes.
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