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Introduccion

Desde el mismo comienzo de la historia hay constancia de que el hombre se ha in-
teresado por describir los objetos y formas que lo rodean, de esta forma surgié la
geometria. Este fue el proposito inicial de esta parte de las matematicas y como 16gi-
ca consecuencia, hasta ya entrado el siglo XIX la tinica geometria que el hombre fue
capaz de concebir es la que describe el mundo en el que vivimos. A principios de
dicho siglo fueron descubiertas las primeras geometrias no euclideas, lo que hizo que
rapidamente esta posicion quedase obsoleta. Hoy en dia son muchas de geometrias
diferentes.

Una vez hemos dicho que existen muchas geometrias y no una tnica, hace falta dejar
claro qué es una geometria. El matematico aleman David Hilbert nos dio en “The
foundations of Geometry” (1899) una buena idea que seguir:

“Una geometria es el conjunto de teoremas que se de deducen de su sistema de
aziomas.”

Esta definicién puede resultar muy abstracta y puede hacer que se empiece a construir
demasiado lejos del mundo real o de las aplicaciones de la geometria. Buscando algo
mas concreto, una posible definicién de geometria es la siguiente:

Una geometria es un par (Q,1), donde Q es un conjunto e I una relacion sobre los
objetos de Q) simétrica y reflexiva.

La idea detras de esta definicién es que el conjunto 2 contenga todos los objetos
geométricamente relevantes y la relacion I describa si los objetos son incidentes entre
si. Parece que la relacion de incidencia natural es la de contencién, sin embargo, esta
relacion no es simétrica; esto se puede solucionar facilmente anadiendo la posibilidad
no sélo de contener si no de ser contenido.

Existen geometrias construidas sobre diversas estructuras, sin embargo nosotros tra-
taremos principalmente con aquellas construidas sobre cuerpos. Uno de los teoremas
mas conocidos de la geometria clésica es el teorema de representacién que nos asegura
que a todo espacio afin o proyectivo, que cumpla el conocido teorema de Desargues,
se le puede dotar de coordenadas sobre un cuerpo. Nosotros partiremos desde aqui,
definiendo directamente estos espacios sobre estructuras vectoriales.
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Se han estudiado a lo largo del grado en matematicas el espacio afin y proyectivo
sobre los cuerpos R y C, nosotros trabajaremos sobre cuerpos finitos para acabar
estudiando también algunas de las aplicaciones de la geometria en el campo de la
combinatoria. Cabe resaltar que, aunque no se traten a lo largo del presente trabajo,
las estructuras que estudiaremos tienen amplias aplicaciones en las telecomunicaciones
actuales, tanto en el campo de la criptografia como en el de los cédigos correctores.

Puesto que las geometrias con las que se va a tratar estan construidas sobre cuerpos
finitos, el trabajo comienza con un primer capitulo en el que se recopilan las propie-
dades més importantes a cerca de ellos y algunas propiedades que se utilizaran mas
adelante para por ejemplo, clasificar las formas bilineales.

En el segundo capitulo se introducen, partiendo de los espacios vectoriales Fy, los
espacios proyectivo, P"(F,), y afin, A"(F,). Se hace un conteo de los subespacios
que los forman a través de los coeficientes gaussianos y se comprueba que cumplen
los axiomas que habrian bastado para definirlos.

En los dos siguientes capitulos se introduciran las aplicaciones bilineales, las for-
mas cuadraticas que siempre las acompanan y se hard una clasificacién de las
mismas. Aqui aparecerd una de las mas significativas diferencias de los espacios que
tratamos con los espacios construidos sobre R o C; en espacios de dimensién mayor
que dos siempre aparecen vectores ortogonales a si mismos, luego estos espacios no
pueden ser anisotréopicos como el euclideo. Se ha separado en dos capitulos para tratar
por separado aquellos cuerpos en los que no se puede dividir entre dos, puesto que
pese a que la clasificacién acaba siendo similar, es necesario tratarlos de diferente
manera.

Puesto que bajo nuestros espacios proyectivos subyace una estructura vectorial, es-
tas forma cuadraticas tratadas anteriormente, generan unos interesantes objetos en
P"*(F,) llamados cuadricas. En el quinto capitulo estudiamos las propiedades de estos
conjuntos, haciendo especial hincapié en los espacios de baja dimension. Finalmente,
en un guino a la matematica patria clasificamos las cuddricas que parten de formas
cuadraticas degeneradas como se hace en [San|; obra escrita por uno de los mds im-
portantes matematicos espanoles, Luis A. Santald, que pese a ser espanol tuvo que
exiliarse gran parte de su vida en Argentina.

Algunas de las cuddricas estudiadas no dejan de ser casos particulares de unos objetos
que viven en el espacio proyectivo. Estos objetos se llaman curvas y a su estudio se
dedica el sexto capitulo del trabajo. La parte mas importante de este capitulo es el
teorema de Segre, que afirma que en determinados casos, las cuadricas que hemos
estudiado son las tinicas curvas posibles.

Desde la segunda mitad del siglo XX hasta nuestros dias la geometria proyectiva se
ha enfocado en estudiar su relacién con la combinatoria. Esto ha desembocado en el
reto de describir una geometria a partir de sus parametros combinatorios. A cerca de
este tema versan los ultimos dos capitulos.

En el séptimo capitulo se introducen los disenos combinatorios un tipo de es-
tructura combinatoria que fue muy utilizada durante el siglo XX en el diseno de



INDICE GENERAL

experimentos. Estas estructuras existen de forma natural en la geometria finita, co-
mo analizamos en este capitulo. El avance més grande que se ha hecho en esta materia
es el teorema de Bruck-Ryser que constituye el colofén de este séptimo capitulo.

En el dltimo capitulo definimos una nueva geometria, los planos inversivos como
un diseno combinatorio y analizamos su estrecha relacién con la geometria afin y los
ovoides, estructuras del espacio proyectivo.



Capitulo 1

Cuerpos finitos

Aunque existen geometrias apoyadas en estructuras que no son cuerpos, en este tra-
bajo nos centraremos en las que si lo estan, concretamente en las que se basan en
cuerpos finitos. En este capitulo desglosaremos las propiedades mas elementales de
los cuerpos finitos. Existe mucha literatura acerca de ellos, un buen libro es [Rom].

1.1. Estructura

Definicién 1.1. Un cuerpo (F,+,-) es un conjunto no vacio, F, con dos operaciones
internas (+,+), a las que nos referiremos como suma y producto respectivamente, que
cumplen las siquientes propiedades:

1 (F,+) es un grupo abeliano cuyo elemento neutro denotamos por 0.
11 Siendo F* =F — {0}. Entonces (F*,-) es un grupo, cuyo elemento neutro es 1.

1t Cumple la propiedad distributiva por ambos lados, es decir:

(a+b)-c=a-c+b-¢c a-(b+c)=a-b+a-c abcelF

Definicién 1.2. Dado un cuerpo F, su caracteristica es car(F) = r, con r € N, si
T veces

e N——— .
r es el menor natural de forma que 1 +---+1 =11 =0; se toma car(F) = 0 si no
existe dicho 7.

Teorema 1.3. La caracteristica de un cuerpo es 0 6 p siendo p un nimero primo.
En particular la caracteristica de un cuerpo finito es un nimero primo.

Demostracion. Sea F un cuerpo y r = car(F), supongamos que r no es ni nulo ni un
nimero primo, entonces r = st para algin par de ntimeros naturales, quizd primos.
Asi que 0 =1 = (s1)-(t1) y por ser un cuerpo siempre dominio de integridad o bien
s1, o bien t1 deben ser nulos y por lo tanto, 7 no es el menor niimero natural con
rl =0.

O



1.1. ESTRUCTURA

De aqui en adelante todos los cuerpos seran finitos y conmutativos, esto es, F sera
un conjunto finito y (IF*,-) serd un grupo abeliano, por lo tanto, las dos relaciones
distributivas de la definicién de cuerpo seran la misma. Ademds, donde se pueda
distinguir por el contexto omitiremos el simbolo“-”para el producto.

Definicién 1.4. Dado un grupo (G,-):
» Llamamos orden del grupo |G| a su cardinal.

» Sea x € G el orden de x, o(x), es el minimo n € N que cumple " = 1.

= Decimos que e € N es el exponente de G si e es el menor numero natural que
cumple x¢ =1 para cualquier v € G.

Definicién 1.5. Un grupo G es ciclico si existe x € G de forma que
G={z":n=0,1...}.
En tal caso x es un generador de G.

Proposicién 1.6. Dado un grupo finito y conmutativo G su exponente, e, coincide
con el mdzimo de los drdenes de los elementos de G.

Demostracién. Es facil ver que dado x € G se tiene 2% = 1 si y s6lo si d resulta ser
miltiplo del orden de z, o(x). Por lo tanto, el exponente de G, e, serd el minimo
comun multiplo de todos los érdenes o(x;) de elementos de GG. Tenemos que ver que
de hecho existe un elemento cuyo orden es e.

Podemos escribir e como producto de primos distintos con diferente multiplicidad
e =ef" ---ef'. Por ser e el minimo comuin multiplo de los o(x;); para cada j, 1 < j <'t,
existe un elemento x; € G' de forma que egj divide a o(x;).

Si existe un elemento de orden n entonces existen elementos de orden d para cada d
divisor de n sin mas que considerar el elemento /.

Consideramos ahora cada factor e?j . Existe para cada j con 1 < j <tuny; € G de

orden e?j. Por lo tanto, el elemento y = y; - - - y; tiene orden e.
O

Proposicién 1.7. Dado un grupo finito y conmutativo G, es ciclico si y solo si el
exponente de G coincide con el orden de G.

Demostracion. Por un lado, si G es ciclico de orden n se escribe
_ N n—1
G={l=a"x,...,2" "},

por lo tanto, para cualquier potencia z* con ¢ < n se tiene 2° # 1 y para cualquier
elemento a € G existe un j < n de forma que a = 27 y a™ = 2" = 1 lo que significa
que n es el exponente de G.

Si G tiene exponente |G| = n, por la proposicién anterior existe un elemento x € G
de orden n y por lo tanto G contiene n elementos de la forma 2°, i=1...n, y estos
son los que forman el grupo, por tanto,  genera G y es ciclico.

m



CAPITULO 1. CUERPOS FINITOS

Teorema 1.8. Dado un cuerpo finito F el grupo (F*,-) es un grupo ciclico.

Demostracion. El orden de F* es m — 1, y por lo tanto todos sus elementos son
raices de p(X) = X™ ! — 1 € F[X]. Por otra parte, F* no puede tener un exponente
e < m — 1 porque entonces el polinomio f(X) = X¢— 1, de grado e, tendria m — 1
raices. Como el exponente de F* coincide con su orden es ciclico.

m

Definicién 1.9. Dado un cuerpo F, definimos lo siguiente:

= Un conjunto K C F es un subcuerpo si, con las operaciones heredadas de TF,
tiene estructura de cuerpo.

» SiK CF esun subcuerpo se dice que F es una extension de K. Se denota F/K.

Si F es una extension de K, podemos verlo como un K-espacio vectorial con las
operaciones esperadas: como suma de vectores la suma usual en F y como producto
de un escalar de K por un vector de F también el producto usual en F.

Definicién 1.10. Sea F/K una extension de cuerpos, se llama grado de la extension
y se denota [F : K] a la dimension de F como K-espacio vectorial.

Definicién 1.11. Dados dos cuerpos F,K; un homomorfismo de cuerpos es una apli-
cacion ¢ : K — F que cumple las siguientes propiedades:

I ¢(1K) = 1]1:
11 ¢(a) + ¢(b) = ¢(a+0b) para todos a,b € K.
1 ¢(a)p(b) = ¢(ab)  para todos a,b € K.

Nota. Un homomorfismo de cuerpos es un morfismo de anillos en el que los anillos
son cuerpos. Luego la imagen de un homomorfismo de cuerpos es un cuerpo. Ademas,
es siempre inyectivo, puesto que su nticleo es siempre {0}. Si € ker(¢) entonces
¢(x) = 0. Si suponemos que x # 0 entonces tiene un inverso, y € F distinto de cero.
Si aplicamos el homomorfismo a xy = 1 tenemos 1 = ¢(zy) = ¢(x)p(y) = 0 asi
llegamos a un absurdo y podemos concluir que z = 0.

Teorema 1.12. Sea F un cuerpo finito de caracteristica p. La aplicacion o : F — F
definida como o(x) = 2P es un isomorfismo de cuerpos.

Demostracion. Basta con ver que se trata de un homomorfismo de cuerpos, puesto
que todos son inyectivos, y puesto que dominio e imagen tienen el mismo cardinal
también serd suprayectivo. Evidentemente para todos x,y € F se cumple o(zy) =
xPy? = o(x)o(y). Para comprobar la propiedad relativa a la suma escribimos:

o(z+y) = (r+y)P= i (f) Y

1=0

10



1.1. ESTRUCTURA

Como todos los elementos que forman los numeros combinatorios estan en el cuerpo
la expresion tiene sentido. En [, por ser de caracteristica p, se cumple p = 0 y por
lo tanto se anulan todos los sumandos excepto los que tienen ¢ = 0 o ¢ = p. De esta
forma hemos probado que (z + y)? = 2P + y?, lo que necesitabamos.

O

Definicién 1.13. Dado un cuerpo finito F de caracteristica prima, p, el isomorfismo
de grupos
c: F - F
x — o(r)=aP

se denomina isomorfismo de Frobenius.

Recordamos que Z,, el anillo de los enteros médulo p, es un cuerpo para todo nimero
P primo.

Proposicién 1.14. Si un cuerpo F tiene caracteristica p, un niumero primo, existe
un subcuerpo de F isomorfo a Z,.

Demostracion. Definimos un homomorfismo de cuerpos de la manera siguiente:

¢:Z,—F

Z Veces

_ e N——
Zr—z-1=1+---41.

El homomorfismo es inyectivo porque ¢(z) = z1 = 0 < z = pa donde a € Z luego
Z = 0. De esta forma, Z, = I'm(¢) C F, que es un subcuerpo de F.
]

Teorema 1.15. Cada cuerpo finito F tiene orden |F| = p™, siendo p un nimero primo
yneN.

Demostracion. En primer lugar, veremos que si F/K es una extensién de cuerpos
finitos y [F : K] = d entonces |F| = |K|?. Para ello veamos que si la dimensién de F
como espacio vectorial sobre K es d, entonces existe una base B con d elementos. De
forma, cada elemento x € [F se escribe de manera tnica como combinacion lineal de
elementos de B. Es decir, x = Zle a;b; con b; € B,a; € F y existen exactamente
IK|¢ combinaciones de este tipo.

Por la proposicién 1.14 cada cuerpo finito se puede ver como una extension de Z, con
p su caracteristica, que debe ser un ntimero primo.

]

Corolario 1.16. Sea F de cardinal p" y K un subcuerpo de de IF, entonces |K| = p™,
siendo m un divisor de n.

Demostracion. Si K es un subcuerpo de F debe contener a 1g. Como debe ser cerra-
do para la suma y hereda las operaciones de F, facilmente podemos deducir que la

11



CAPITULO 1. CUERPOS FINITOS

caracteristica de K debe ser también p. Por lo tanto, |K| = p™. Por otra parte, F es
un K—espacio vectorial, luego si llamamos [F : K| = d, podemos escribir:

pn — |F‘ — ’K‘d — pmd7

de lo que se deduce que m divide a n.
m

Lema 1.17. Sea q = p" una potencia de un primo. Sea F un cuerpo de orden q y K
una extension de F con |K| = ¢%. Entonces la aplicacién o : K — K definida como
o(xz) = x? es un morfismo de cuerpos y ademds o(x) = x si y solo si, v € F

Demostracion. La aplicacion o se define aplicando n veces el isomorfismo de Frobe-
nius, luego es un morfismo de grupos. Dado = € F podemos escribir 29 = 29 'z = 1.2
porque F* es un grupo ciclico de orden ¢ — 1. Ademés el polinomio X9 — X no puede
tener mas de ¢ raices, justamente los elementos de F.

O

Lema 1.18. Con la notacién del lema anterior, las aplicaciones o' con 1 < i < d
forman un grupo ciclico.

Demostracion. Como K es un cuerpo finito de cardinal ¢¢ el menor i que cumple
7' = x para todo z € K es i = ¢? luego o¥(z) = 27" es la identidad y cualquiera de
las potencias anteriores de o no puede serlo, luego es un grupo ciclico de orden d.

[]

Definicién 1.19. Dados un cuerpo finito de orden q y una extension suya de orden
q?, K/F. Llamamos grupo de Galois G(K|F) al grupo ciclico que forman las potencias
de la aplicacion:
c: F - F
r — o(r) =z

Definicién 1.20. Sea F un cuerpo de q elementos, K una extension de grado d y o
un generador del grupo de Galois G(K|F); la aplicacion tr : K — F definida por:

tr(z) = Zai(x), Ve € K

se denomina traza.

Proposicion 1.21. En las condiciones de la definicion anterior, la aplicacion traza
esta bien definida y viendo K como un F-espacio vectorial es una aplicacion lineal.

Demostracion. Hemos visto en 1.17 que x € F si y sélo si, o(z) = z. De la misma
forma que se prob6 para el automorfismo de Frobenius, se puede ver que

oz +y) =o(x) +a(y). (1.1)

12
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Por lo tanto ;

oltr(z) = 3" o' (2),
i=1
como los o’ son todos los integrantes del grupo de Galois, esta nueva suma vuelve a
incluirlos a todos y tenemos o(tr(x)) = tr(x), luego tr(z) € F. Para ver que es lineal
sélo hace falta recordar la ecuacién (1.1) y que para todo A € F, A\? = X luego para
todo z € K, o(Az) = N7 = Ao (z).
O

1.2. Cuerpos de descomposicion

Vamos a ver que los cuerpos de cardinal ¢ = p™ se pueden ver como un tipo especial
de cuerpos, los cuerpos de descomposicion, esto los dota de una estructura particular.

Nota. Recordamos que si F es un cuerpo y f(X) € F[X] un polinomio irreducible
entonces F [ X] / (f(X)), el anillo cociente de F [X]| por el ideal engendrado por f(X),
es un cuerpo.

Proposicién 1.22. Sea F un cuerpo; dado f(X) € F[X], existe una extension K/F
en la que f(X) tiene una raiz.

Demostracion. Podemos suponer que f(X) es irreducible, si no es asi, basta con coger
uno de sus factores irreducibles. Si consideramos el siguiente cuerpo:

K=F/(f(X))

Podemos ver F embebido en él mediante el morfismo ¢ : F — K que lleva z € F en
¢(z) = z su clase en K. En este cuerpo la clase X es una raiz de f(X).
O

Corolario 1.23. Dado un cuerpo F y un polinomio f(X) € F [X] existe una extension
K/F en la que f(X) se descompone en factores lineales f(X) = (X —ay) -+ (X —ay,)

Demostracion. La demostracion consiste en la aplicacion reiterada de la proposicion
anterior.

O

Definicién 1.24. Si«a es una raiz de f(X) € F[X] su multiplicidad, n, es el mdximo
entero de forma que (X — a)" divide a f(X). Sin > 1 decimos que se trata de una
raiz multiple y si no, decimos que la raiz es simple.

Definicién 1.25. Un polinomio f(X) € F[X] irreducible es separable si no tiene
raices multiples en ninguna extension de .

Definicién 1.26. Sea F un cuerpo y f(X) € F[X]| un polinomio. Un cuerpo de
descomposicion de f(X) es una extension K/F que cumple:

(1) f(X) se descompone en factores lineales.

13



CAPITULO 1. CUERPOS FINITOS

(11) Es la extension mds pequena que contiene a todas las raices de f(X).

Definicién 1.27. Sea f(X) € F[X] un polinomio con la forma

f(X)=a+au X+ - +a, X",

su derivada formal es un polinomio f'(X) € F[X] con la forma

f(X)=a; +2aX + -+ +na, X",

Teorema 1.28. Un polinomio f(X) € F[X] no tiene raices maltiples si y sdlo si
f(X) y su derivada formal f'(X) no tienen raices en comain.

Demostracion. Siempre existe; por el corolario 1.23 una extension en la que:
JX) = (X =) (X —ay)”

con o; # o si i # j. La derivada formal es:

n

FX) =" lelX — o) (X — o)
i=1 i
Si X — «; divide a f'(X), divide a todos los sumandos. Por lo tanto; no tienen raices

en comun si y solo si, e; = 1 para todo 1.
O

Corolario 1.29. Un polinomio irreducible f(X) es separable si y sélo si f'(X) # 0.

Demostracion. Como deg(f') < deg(f)y f(X) esirreducible, si f'(X) # 0 no pueden
tener raices en comun.

]

Teorema 1.30. Sea ¢ = p" y F, un cuerpo finito de q elementos, entonces F, es el
conjunto de raices del polinomio g(X) = X?—X € F, y en consecuencia es el cuerpo
de descomposicion de g(X) sobre F,.

Demostracion. Sabemos que F; es ciclico de orden g — 1 luego todos sus elementos
son raices de X7 — X y como 0 también lo es, todos los elementos de F, lo son.

Por otra parte, f/(X) = —1 luego es separable y no existe ninguna extensién en la
que tenga raices multiples, por lo tanto, es el cuerpo més pequeno en el que g(X)
descompone en factores lineales, es decir, el cuerpo de descomposicién.

m

Definicion 1.31. Dado un cuerpo F, dectmos que a € F es un cuadrado, si existe
b eF de forma que a = b>.

Proposicion 1.32. Dado un cuerpo finito F de caracteristica distinta de 2:

s Il dnico elemento de orden 2 es -1.

14
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» -1 es un cuadrado si y sélo si ¢ = 1(mod 4).

= Dados dos elementos a,b € F que no son cuadrados, su producto ab es un
cuadrado.

= Dados dos elementos a,b € F si uno es un cuadrado y el otro no, entonces su
producto no es un cuadrado.

Demostracion. Hemos visto en 1.8 que F* es un grupo ciclico, luego existe un a € F
de forma que:
F={0,a""=1,a,a%...,a7 %}

Si tomamos un elemento a' (1 <1< q—2) de orden 2, entonces a? = q?!. Como

F no tiene caracteristica 2, ¢ es un nimero impar y podemos deducir [ = q;21. Por
. .- a=1

lo tanto existe un unico elemento de orden dos y es a 2 . Veamos ahora que —1, es

decir, el opuesto de 1 para la suma, tiene orden 2:

0=((-1)4+1)°=(-1)+1-1-1=(-1)-1 = (-1)%=1

Por lo tanto, el tinico elemento de orden dos es -1.
De la representacion anterior de F podemos deducir que los cuadrados de F son
exactamente los siguientes:

2 4 2 g3
{0,1,a%,a%,...,a",...,a?"}

De lo que se deducen facilmente los dos tltimos puntos.

1.3. Aspectos practicos

Una vez hemos explicado algunas de las propiedades mas importantes de los cuerpos
finitos; en esta ultima seccion explicaremos brevemente como se opera con ellos. He-
mos visto que todos los cuerpos tienen orden ¢ = p"” donde p es un numero primo,
evidentemente, si n = 1 se trabaja en el cuerpo de los enteros moédulo p, es decir,
F, =1Z,.

Si por el contrario, n # 1 Sabemos que Z,» no es un cuerpo. En este caso, para tra-
bajar con I, necesitamos un polinomio irreducible de grado n en F,, [X], que siempre
existe. De hecho, excepto en el caso de un polinomio de grado dos sobre [y se pueden
elegir varios polinomios, que producen cuerpos isomorfos. Una vez hemos elegido un
polinomio, p(X), irreducible de grado n, operar en el cuerpo se reduce a operar con
las clases en F,, [X] / (p(X)).

En la practica, puesto que cualquier polinomio f(X) € F, [X] se puede escribir (gra-
cias al algoritmo de divisién de Euclides) como f(X) = ¢(X)p(X)~+r(X) se opera con
los polinomios de grado estrictamente menor que n con coeficientes en [F,. La suma
dentro de [F, es la suma usual y el producto es el resto de la divisién del producto
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CAPITULO 1. CUERPOS FINITOS

usual entre p(X). Para facilitar este célculo el polinomio p(X) se suele tomar ménico
y de forma que p(X) — X™ tenga el menor grado posible.

Otro calculo que puede resultar interesante es el del inverso de un elemento, para ello
se utiliza el algoritmo de Euclides extendido.
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Capitulo 2

Geometrias afin y proyectiva

En este capitulo introducimos las geometrias afin y proyectiva de dimensién n sobre
el cuerpo finito de orden ¢, IF,. Los espacios proyectivo y afin se definen adaptando las
definiciones de los espacios sobre los cuerpos real y complejo que aparecen en [Cas],
el conteo de subespacios y la equivalencia de los axiomas se hacen siguiendo [BeuRos]
y [Hall].

Sobre estos dos espacios, P*(F,) y A"(F,), se asentara gran parte del resto del trabajo.

2.1. El espacio proyectivo P"(F,)

Los espacios proyectivos se pueden construir de forma axiomatica como mas adelante
comentaremos. Sin embargo, nosotros lo definiremos partiendo directamente de un
espacio vectorial IF;‘“ que nos hard mas facil operar en el espacio.

Definicién 2.1. Un espacio proyectivo de dimension n € N sobre F,, P"(F,), es un
congunto relacionado con IFZ“ por una aplicacion sobreyectiva

T Fptt — {0} — P"(F,),
que cumple:
m(v) = m(w) <= ewiste \ € F, talque v = A\w.

A los elementos de P™(F,) se los llama puntos. Si w(v) = p € P™(F,) se dice que v es
un representante de (o representa a) p.

A los subconjuntos de P*(IF,) que conservan las propiedades del espacio total se los
denomina subespacios.

Definicién 2.2. Dado un subconjunto L C P"(F,); se dice que es un subespacio
proyectivo de P™(F,) si existe un subespacio lineal F' C IFZ“ de forma que L =
m(F —{0}). De nuevo, se dice que F' representa a L.

Nota. Si {vy,...,v} es un conjunto de vectores en [y, denotaremos el subespacio
vectorial que generan por: (v ..., v;).
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CAPITULO 2. GEOMETRIAS AFIN Y PROYECTIVA

De la definicién de P*(F,), podemos deducir que a cada punto P € P"*(F,) lo repre-
senta el subespacio vectorial (771(P)) y es por lo tanto un subespacio proyectivo,
mas adelante veremos que de dimension 0.

Proposicién 2.3. Si un subespacio proyectivo L C P™(F,) es representado por F C
F7+t, entonces F — {0} = 7~ (L)

Demostracion. Sea L C P*(FF,) un subespacio proyectivo y F' un subespacio vectorial
en FZH que representa a L. Si v # 0 estd en 7 1(L) entonces, porque F representa
a L, existe w € F' — {0} de forma que 7(v) = 7(w). Por la forma en que se define
P"(FF,) sabemos que existe A € F; tal que v = Aw y por lo tanto, v € F' — {0}. Asi
probamos F — {0} D 77 '(L). La otra contencién, F' — {0} C 7= *(L), es evidente por
la definicién de representante.

[]

Corolario 2.4. Si Ly = n(F}) y Ly = w(F3y) son dos subespacios proyectivos. Enton-
ces Ly C Ly siy solo st Iy C F

Demostracion. Si Fy C Fy entonces Ly = w(Fy — {0}) C n(Fy — {0}) = L. Recipro-

camente, si L1 C Lo tenemos Iy = 7 1(L; — {0}) C 77} (Ly — {0}) = [,
[

La proposiciéon 2.3 deja claro que cada subespacio lineal representa un tinico subespa-
cio proyectivo. Parece entonces logico, definir la dimension de subespacio proyectivo
relacionandola con la del subespacio lineal que lo representa.

Definicién 2.5. Dado un subespacio proyectivo L C P™(F,); diremos que tiene di-
mension d, si su representante F' es un subespacio vectorial de dimension d + 1.

s Por convenio se define la dimension de O como -1.
s Cada punto es un subespacio de dimension 0.
= Los subespacios proyectivos de dimension 1 se denominan rectas.

= Los supespacios proyectivos de dimension n — 1 se denominan hiperplanos.

Proposicién 2.6. Si L C P*(IF,) es un subespacio proyectivo de dimension d, enton-
ces es un espacio proyectivo de dimension d.

Demostracion. Sea F' el representante de L, entonces es un subespacio vectorial de
dimensién d + 1; por lo tanto, existe un isomorfismo lineal de F' con IquH:

o :FA S F

Componiendo ¢ con 7|p, la aplicacién de la defincién de espacio proyectivo restringida
a F') tendremos una aplicacién 7o ¢ : qu+1 — L que cumple las condiciones para
definir un espacio proyectivo de dimension d, veamoslo. Sean dos vectores v, w €
]quﬂ, de forma que 7 o p(v) = 7o p(w); entonces por las propiedades de 7 tenemos
©(v) = Ap(w) para algin A € F,. Finalmente, como ¢ es un isomorfismo, podemos
deducir v = \w.

]
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2.1. EL ESPACIO PROYECTIVO PV (Fy)

Definicién 2.7. Dados tres niumeros naturales n,d,q € N, el coeficiente gaussiano

l Z ] se define como sigue:
q

{n} ("= 1D(g"=q) - (¢" — ¢*)

d|, =~ (@@= —q) (¢ —q¢=1)

Proposicién 2.8. Dado un espacio proyectivo P*(F,); el numero exacto de subespa-
n—+1 }
q

ctos proyectivos de dimension d que contiene es d+1

Demostracion. Como hemos visto, existe una correspondencia biunivoca entre los
subespacios proyectivos de dimensién d contenidos en P"(F,) y los subespacios lineales
de dimensién d 4+ 1 de IF;‘H. Por lo tanto, para probar la proposicién nos basta con
contar estos ultimos. Cada subespacio de dimensién d + 1 queda definido por d + 1
vectores linealmente independientes. Hay ¢" ™! — 1 formas de elegir un vector no nulo
en Fq"+1, ¢"*t! — ¢ formas de elegir un segundo vector independiente del anterior; de
esta forma podemos ver que hay

(@ =1) (""" —q) - ("~ ")

formas de elegir estos d + 1 vectores. Sin embargo, varias de estas elecciones pueden
conducir al mismo subespacio. Siguiendo el mismo proceso que antes para elegir d +
1 vectores linealmente independientes, pero ya en el interior de un subespacio de
dimension d + 1, tenemos

(qd+1 _ 1) (qd+1 —q)--- (qd+1 _ qd)

formas de hacerlo, que definen el mismo subespacio. Por lo tanto, el nimero de subes-
pacios proyectivos de dimension d es:

(" =1) (" —q) - (" = ¢)
(@ — 1) (" —q)- - (g™ — ¢%)

]

En particular, esta proposiciéon da cuenta del nimero de puntos que contiene ca-
da espacio proyectivo de dimension n, tomando los puntos como los subespacios de
dimensién 0 tenemos:

1 n+1_1
{nT } =L L
q q—1

Proposicién 2.9. Dado un subespacio proyectivo L C P*(F,) de dimension k existen

_k ' . y ‘
{ Z_ 3 } subespacios de dimension d con d > k que contienen a L.
q
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CAPITULO 2. GEOMETRIAS AFIN Y PROYECTIVA

Demostracion. Razonando como en la proposicién anterior y apoyados en el corolario
2.4 tenemos que contar los subespacios de dimensién d + 1 en IFZ;“ que contienen a
7 '(L) U {0} = F. Necesitamos elegir d — k vectores en F7™! de forma que ellos y el
subespacio F', de dimension k + 1, sean linealmente independientes. Podemos elegir
(g™ — ¢Ft1) vectores fuera de F, después de esto podemos elegir (¢"™ — ¢*?) li-
nealmente independientes de F'y el vector anterior. Asi podemos definir un subespacio
vectorial de dimensién d 4+ 1 que contenga a F' de

(q”“ _ qk+1) (qn+1 _ qk+2) (qn+1 _ qd)

formas. Sin embargo, igual que antes estamos contando subespacios repetidos, puesto
que hay
(qd+1 _ qk+1) (qd—H _ qk+2) o (qd+1 _ qd)

formas de generar el mismo subespacio a partir de F. Por lo tanto el nimero de
subespacios que contienen a F'y tienen dimension d + 1 es:

(qn+1 - qk+1) (qn+1 . qk+2) (qn+1 _ qd)
(7= ) (T = 72 (g = )

Si ahora sacamos factor comun a ¢**! en cada término tanto en numerador como en
denominador:

(@ "= " —q) (" —g""") _ { n—k ]
(** =1) (¢"*F —q) -+ (¢"F — ¢*+7) d—Fk ],

O

Utilizando esta proposiciéon para calcular el niimero de rectas que contienen a un
punto, es decir, k =0y d = 1 obtenemos:

-1
[H =L
g 9-1

Existen mas espacios proyectivos que los que hemos definido. En general se puede
definir espacio proyectivo como todo conjunto que cumple las condiciones que enun-
ciamos en el siguiente teorema.

Teorema 2.10. Dado un espacio proyectivo P*(F,) se cumple:

1 Dados dos puntos diferentes P, Q) € P*(F,) existe una unica recta que llamaremos
PQ que contiene a ambos.

11 Dados cuatro puntos diferentes de forma que no haya tres en la misma recta
A, B,C,D e P*(F,); si AB y CD tienen interseccion no vacia y P € ABNCD;
entonces, AC y BD se intersecan en un punto Q).

11 Cada recta tiene al menos 3 puntos
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2.1. EL ESPACIO PROYECTIVO PV (Fy)

Demostracion. Demostraremos los puntos uno por uno:

1 Dado P € P"(F,); existe v € F/*!, de forma que 7(v) = Py ya hemos visto que
7 H(P) = (v). Como Q # P dado w € F*', representante de Q; no existe o € F,
de forma que se cumpla v = aw, es decir, son linealmente independientes. Por lo
tanto, v y w generan un subespacio lineal de dimension 2. El subespacio vectorial
(v,w) C IF;L“ es el inico de dimensién 2 que contiene a los representantes de P
y a los de Q. Luego, 7({v,w) — {0}) es la unica recta que contiene a ambos.

11 Dados cuatro puntos distintos A, B, C, D € P"(FF,); existen vectores va, vg, v¢, Up
en IF;‘H que son representantes de cada punto respectivamente. Ademas, los vec-
tores va,vg, Vo, vp son independientes dos a dos, porque representan puntos dis-
tintos. Como hemos visto en la demostracién anterior, el subespacio (v4,vg) re-
presenta a la recta AB y el subespacio (v¢, vp) hace lo propio con C'D. Como P €
ABNCD sivp es un representante de P tendremos que vp € (v4,vg) N (v, vp).
Luego vp se puede escribir de las formas siguientes:

vp = Aua + Aup,
Vp = (1 VUo + QUp,
Si ahora definimos vy = A\jva — aqve el punto Q@ = 7(vg) pertenece a la recta

AC, también esta en BD porque restando las dos expresiones para vp tenemos
Vg = \U4 —Q1Vc = Up — A2Up. Ya hemos encontrado el punto que buscabamos.

11 Si una recta r C P*(F,) estd representada por (vi,vs), siendo vy y vy indepen-
dientes al menos existen tres puntos en ella: m(vy), w(ve) y 7(v1 + vg).

]

Coordenadas homogéneas

Para trabajar de forma mas comoda en P"(F,) introducimos las referencias y las
coordenadas. Comenzamos por generalizar la nociéon de puntos no alineados, la idea
es poder conseguir un conjunto de puntos que tengan la menor relacién posible entre
ellos.

Definicién 2.11. Dado un conjunto de puntos {Fy, ..., P} C P*(F,), se dice que es
independiente si los vectores que los representan son linealmente independientes.

Definicién 2.12. Dado un conjunto de puntos {F, ..., P} C P*(F,) y un represen-
tante de cada uno {vo, ..., v} C IF;‘“, se define el subespacio proyectivo generado por
Py..., P, como el subespacio proyectivo representado por (v, ...,v;) y se denota:

P0+"‘+Pt:7T(<’U0,...,'Ut>).

De ahora en adelante el simbolo * indicara que el elemento sobre el que estd queda
excluido de la expresion.
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CAPITULO 2. GEOMETRIAS AFIN Y PROYECTIVA

Definicién 2.13. Dado P*(F,), un espacio proyectivo; un conjunto de n+ 2 puntos,
AN =A{Py,...,P,, A} es una referencia proyectiva si cumple:

1 El conjunto de puntos {Fy, ..., P,} es independiente.
11 Para cada v =0,...,n, se tiene queA%Po—l—“-—i-lf’i—i—'--—I—Pn.

Nota. Otra forma completamente equivalente de definir referencia es cambiar esas dos
condiciones por:

“Dados n + 1 puntos de A, son siempre independientes.”

Definicién 2.14. Dada una base de IFZH, B ={vg,...,v,}; se dice que es una base
adaptada a una referencia A si para cada i =0, ...,n; el vector v; es un representante
de P; y ademds vy + - -+ + v; es representante de A.

Proposicién 2.15. Dada una referencia A = {Fy, ..., P,, A} C P"(F,) existe una
base adaptada a ella.

Demostracion. Sea A una referenia proyectiva. La primera condicién en 2.13 nos dice
que si v; es un representante de P; para cada 7, entonces los v; forman una base de
Iﬁ'g“. De esta forma, dado v4 un representante de A; se puede escribir de manera
unica como combinacién lineal de ellos, es decir, v4 = Agvg + - - - \,v,,. La segunda
condicién nos dice que ninguno de los coeficientes en dicha combinacion puede ser
nulo, de lo contrario, si existiese un \; = 0, podriamos expresar v4 como combinacién
lineal de v; con j # ¢ por lo que A estaria en Py + --- + P+ -+ P,. Si tomamos

como nueva base § = {Agvo, ..., AUy, } €s una base adaptada a A.

]
Proposicién 2.16. Dada en P"(F,) una referencia A = {P,...,P,, A}, si B =
{vo, .- svn} ¥y S ={wo, ..., wu} son dos bases adaptadas a A, entonces existe X € T,
de forma que v; = Aw; para todo I =0,...,n.

Demostracion. Puesto que para cada P;, v; y w; son representantes, para cada ¢ existe

A € I de forma que v; = \;w;. Por otra parte, si definimos vy = Z?:o v;; por ser B

una base adaptada, es un representante de A, igual que antes, existe A € F; de forma
n

que vg = A Zi:o w;. Juntando todo obtenemos:

n
Vg = E )\ivi =)\ E w;.
1=0 1=1

Como S es una base, la representacion de vy en ella debe ser tnica, es decir A\; = A

para todo 1.
O

Ahora ya estamos en condiciones de definir las coordenadas de un punto en P™(F,)
con respecto a una determinada referencia.
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Definicién 2.17. Dado un punto P € P*(F,), una referencia proyectiva A y una base
adaptada a A\, B; decimos que el punto P tiene coordenadas (xo, ..., x,) si el vector
expresado con esas coordenadas en B es un representante de P.

En particular, las coordenadas de los elementos de la base son:
bo = (1707"'a0>7
pn = (0,...,0,1),
A = (1,1,...,1).

De la misma forma que no habia unicidad en las bases adaptadas no la hay en la en las
coordenadas, pero igual que las bases, si un punto tiene dos coordenadas diferentes
(Tis- s 2n) ¥ (Yo,---,Yn) existe A € F de forma que z; = Ay;. Resulta evidente
entonces, que si con estas coordenadas en IF;LH se representa un subespacio lineal,
L, ya sea con ecuaciones implicitas o explicitas, entonces en P"(F,) representan el
subespacio proyectivo que L representa, esto es, m(L).

2.2. El espacio afin A"(F,)

Igual que en el caso proyectivo, definimos el espacio afin partiendo directamente de
una estructura vectorial.

Definicién 2.18. La geometria afin de dimension n sobre F,, A™(F,); es un conjunto
de g™ elementos, llamados puntos, relacionados entre si por medio de una aplicacion:

An(]F(I) X ]Fqn — An(]Fq)
(P,v) — P+,

que cumple las siguientes propiedades:
1 P+ (v+w)=(P+v)+w para todo P € A*(F,) yv,w e F,".
11 P+ 0= P para todo P € A"(F,).

11 Para cada dos puntos P,Q) € A™(F,) existe un unico vector v € F,", de forma
que P4+ v = Q), se denota v = PQ.

Definicién 2.19. Sea A"(F,) un espacio afin y F' C Fy un subespacio vectorial de
dimension d; se dice que el conjunto L es un subespacio afin de dimension d y F su
subespacio director si:

L=P+F:={P+v:veF}

s Los puntos son subespacios afines de dimension 0.
» A los subespacios afines de dimension 1 se les llama rectas.

» A los subespacios afines de dimension 2 se les llama planos.
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CAPITULO 2. GEOMETRIAS AFIN Y PROYECTIVA

s A los subespacios afines de dimension n — 1 se les llama hiperplanos.

Nota. De la propiedad (III) de la definicién de A™(F,) se deduce que un subespacio
de dimensién d tiene exactamente ¢¢ puntos.

Pese a que en la definicion de subespacio afin aparece un punto P, este no es el tinico
que puede definir dicho espacio, de hecho cualquier punto contenido en el subespacio
es valido.

Proposicién 2.20. Dados dos puntos P, Q) € A™(F,) y un subespacio lineal F' C Fy;
la igualdad P+ F = Q + F es cierta si y solo st Q € P+ F.

Demostracion. Si Q + F = P + F es evidente que Q € P + F. Por otra parte, si
@ = P+v conv € F cualquier punto A € Q+ F se puede escribir como A = Q+w =
P+v+4+wconwe F. Luego Q + F C P+ F. Para probar la contencién contraria
basta con observar que Q = P+v < @ =P — .

O

Proposicion 2.21. Dados dos subespacios afines L = P+ F y L' = P' + F'; se
cumple L C L' si y sélo si F C F' y ademds LNL # 0

Demostracion. Si tenemos L C L' es evidente que la interseccién de ambos conjuntos
no serd vacia. Si tomamos @, un punto de dicha interseccion, la proposicién anterior
nos dice que podemos escribir L = Q + F' y L' = @ + F’. Por lo tanto, si tomamos
v € F el punto Q) 4+ v pertenecerda a L luego Q +v € L’ y por lo tanto v € F’, es
decir I C F’. Para probar el reciproco, tomamos de nuevo Q € L N L' y volvemos a
expresar L y L’ como antes. Sea P € L entonces P = @ +v con v € L C L' luego
pPel.

O

Proposicién 2.22. Sea L = P+ F C A™(F,) un subespacio afin de dimension k;

. n—=k . ‘ . .
entonces existen { d—k ] subespacios afines de dimension d que lo contienen.
q

Demostracion. Por lo visto en las dos proposiciones, 2.20 y 2.21 nos basta con contar
el numero de subespacios lineales de dimension d en Fy, que contienen a F. Para
hacerlo se procede igual que en la demostracion de 2.9, pero ajustando la dimension.
Llegando a la conclusién de que el niimero exacto es:

[nok] Sl g g
d—k . (g% —1)(q** —q)--- (¢ F — k1)

[]

Definicién 2.23. Dados dos subespacios afines L, L' C A™(F,) con subespacios di-
rectores Iy F' respectivamente, se dice que son paralelos si tienen interseccion vacia
y se tiene F C F' ¢ F' C F.

En la siguiente proposicién se listan unas propiedades que cumplen los espacios afines.
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Teorema 2.24. Dado un espacio afin A™(F,), cumple las siguientes afirmaciones:
I Dados dos puntos P,(Q) € A"(FF,) existe una inica recta que contiene a ambos.

11 Dada una recta v C A™(F,) y un punto P € A"(F,) no contenido en r, existe una
unica recta paralela a r que contenga a P.

111 Una recta contiene al menos dos puntos.

Demostracion. Lo probaremos por separado:

1 Sean P,() € A"(F,) dos punos diferentes; por (III) en la definicién de A" (F,)
existe un tnico vector, v = P_Q de forma que ) = P+ v. Larectar = P+ v
contiene a ambos puntos. Si otra recta, [, contiene a ambos puntos, su subespacio
director debe ser el generado por v, y evidentemente la interseccién r N1 # (),
luego por 2.20 tendremos r = [.

11 Sea una recta r C A"(FF,) y un punto P € A"(F,) —r. Por la definicién de subes-
pacio paralelo y la proposicion 2.20, dos rectas son paralelas si y solo si comparten
subespacio director y tienen un punto comun. Por lo tanto el subespacio director
de r y el punto P definen una tnica recta paralela a r que pase por P.

11 Cualquier recta se puede representar como P+ (v) con v € Fyy PeA" (F,), por
lo tanto, la recta contiene al menos a Py a P+ v.

]

Esta lista de propiedades en muchos casos se toma como una serie de axiomas que
debe cumplir una estructura para constituir un espacio afin.

Coordenadas afines

Definicién 2.25. En el espacio afin A™(F,) una referencia R = {0, B}, estd formada
por un punto O € A™(F,) y una base vectorial B C FFy.

Definicién 2.26. Dada una referencia afin R = {O, B} de A™(F,) se dice que un
punto tiene coordenadas (z1,...,x,) en dicha referencia si el vector v que cumple
O + v = P tiene esas coordenadas en la base B.

Una vez fijamos una referencia afin R los puntos cuyas coordenadas son solucién de
un sistema de ecuaciones lineales independientes de la forma:

a, = atry + -+ alw,,
a9 ayry + -+ aya,,

Una = G- go1+--+a’ 4o,

Forman un subespacio afin de dimensién d. Estas son sus ecuaciones implicitas. Tam-
bién se puede definir un subespacio con ecuaciones paramétricas. Si (p1,...,pn)r = P
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CAPITULO 2. GEOMETRIAS AFIN Y PROYECTIVA

es un punto y (v!,...v%) = L es un subespacio de dimensién d, todos los puntos de
P + L se pueden representar en coordenadas como sigue:

T = pr+ Aot v+ A0,
Ty = Py A+ v 4+ Ag0d, con \; € Fy.

Ty = pn—i—)\lU}L—i-)\gv,%—i----jL)\dvg,

2.3. Inmersién de A"(F,) en P*(F,)

Vamos a ver como A"(F,) se puede ver como una parte P*(FF,), de hecho vamos a
ver que A"(F,) es todo P"*(F,) excepto un hiperplano proyectivo al que llamaremos
el hiperplano del infinito.

Lema 2.27. Dado un hiperplano cualquiera Hy, C P*(F,), existe una referencia R
en la que P € Hy,, si y solo si, sus coordenadas en R cumplen la ecuacion

1’0:0.

Demostracion. Sea Ho, un hiperplano de P"(F,), podemos elegir n puntos, P, ..., P,
en H,, independientes, porque el hiperplano lineal que lo representa tiene dimension
n. Para cada punto P; podemos elegir un representante v;. Como IF;L“ tiene dimension
vectorial n + 1, existen vectores independientes de los v;, sea vy uno de estos vectores
y Py el punto que representa, que evidentemente esta fuera de H,,. El conjunto B =
{vo, ..., vy} es una base de F)*'. Si ademés consideramos el punto A = m(vg+- - -+vy),
estd claro que el conjunto {F, ..., P,, A} es una referencia. Ademés, la ecuacién del
hiperplano vectorial que representa a H,, es 2o = 0 en B y por lo tanto, representa a
H, en el espacio proyectivo.

m

Teorema 2.28. Dados un espacio afin y uno proyectivo, ambos de la misma dimen-
sion y sobre el mismo cuerpo, A™(F,) y P*(F,), y un hiperplano proyectivo Hy, C
P™(F,); existe una aplicacion ® : A™(F,) — P*(F,) inyectiva que cumple:

1 Im(®) = P*(F,) — Ha.

11 Dado un subespacio afin F de dimension d, existe un subespacio proyectivo, L,
de la misma dimension, de forma que ®(F) C L.

Demostracion. Dado un hiperplano H,, ya hemos visto en 2.27 que existe una refe-
rencia proyectiva, A, en la que
Hoo = Xg — 0.

Fijamos ahora una referencia afin R en A"(F,) y podemos definir la aplicacion:

o: A™F,) — P(F,)
(1, x)r = (Lizg,...,x,)a
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2.3. INMERSION DE AN (F,) EN PN (F,)

Para ver que es inyectiva, basta con darse cuenta de que las coordenadas (zo, . .., Zn)a
y las coordenadas (o, . - ., yn)a describen el mismo punto en P™(F,) si y solo si, existe
A de forma que (zg,...,2,) = A(¥o,---,Yn), como en dos puntos de la imagen se

cumple g = yo = 1 debe ser A = 1 y por lo tanto (x1,...,Z,)r = (Y1, -, Un)R-
Vamos a comprobar las otras dos propiedades:

I Resulta evidente que Im(®) C P"(F,) — Ho, veamos la contencién contraria.
Si un punto P € P*(F,) no estd en H,, entonces dadas unas coordenadas suyas
en A, (zg,...,x,), sabemos que zy # 0 por lo tanto, (1,212, ..., 2,25") son
también coordenadas de P por lo que éste estd en la imagen de .

11 Sea F' = () + T un subespacio afin de dimensién d, entonces dado un sistema de
generadores de T', por ejemplo {v!,... v"}, y las coordenadas de Q = (q1, . .., ¢y,)
podemos expresar F' en coordenadas paramétricas

d d
(qﬁzaiv;‘,...,qﬁzawz)
=1 =1

con o; € IFy. De esta forma se pueden expresar todos los puntos de F', vamos a
ver como actia ®.

d d d d
@((q1+zaw;,...,qn+zaw;) ):(ml+zaivi,...,qn+zaw;>
=1 =1 R =1 =1

R

Estas coordenadas en A describen los mismos puntos que ellas mismas multipli-
cadas por cualquier v € F;. De manera que todos los elementos de la forma:

d d
<% VY a, Y Y ow%)
A

i=1 i=1

forman parte de ®(F'). En Fi*! estas coordenadas describen puntos contenidos en
un subespacio vectorial de dimensién d+ 1 (si pudiese ser v = 0 y renombrésemos
~va; = f; tendriamos unas ecuaciones paramétricas) por lo tanto, representa a un
subespacio proyectivo de dimensién d en P*(F,) en el que ®(F') estd contenido.

]
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Capitulo 3

Aplicaciones bilineales simétricas

Analizaremos en este capitulo y en el siguiente las aplicaciones bilineales definidas
sobre los espacios vectoriales IF;I. Las aplicaciones bilineales son un caso particular
de las aplicaciones sesquilineales que se clasifican en [Ball]. Estas aplicaciones estén
intimamente relacionadas con las formas cuadraticas que nos permiten definir las
cuadricas en el espacio proyectivo y que trataremos més adelante.

Si bien las definiciones de aplicacion bilineal o forma cuadratica son idénticas a las
definidas sobre espacios vectoriales en un cuerpo cualquiera, a la hora de clasificarlas
aparecen diferencias con las formas sobre los cuerpos real y complejo. Por ejemplo,
veremos que en dimensiéon mayor que 2 es necesario que haya vectores sobre los que
una forma cuadratica se anule, cosa que no ocurre en R ni en C.

3.1. Aplicaciones bilineales.

Definicién 3.1. Una aplicacion (-,-) : Fy x Fy — Fy, se dice que es una aplicacion
bilineal en Iy si cumple:

I Dados tres vectores v, w,u € Fy se cumple (v+w,u) = (v, u)+(w,u) y (v, wt+u) =
(v, w) + (v, u).

11 Dados dos vectores v,w € Fy y A € Fy se cumple (Av,w) = (v, \w) = Av, w).
Definicién 3.2. Dada una aplicacion bilineal; se dice que es no degenerada si cumple:

= FEl dnico vector, vy € Fy, que cumple (vg, w) = 0 para todo w € [y, es el vector

nulo.
» FEl dnico vector wy € Fy que cumple (v,wo) = 0 para cualquier v € [y, es el
vector nulo.
Definicién 3.3. Dada una aplicacion bilineal (-,-) y una base {e1,...,e,} = B la

matriz de Gram en B, es la matriz que queda definida por las imdgenes de los e; de
la siguiente manera: A;; = (e;, e;).
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3.1. APLICACIONES BILINEALES.

Con la matriz de Gram en una base B, la aplicacion bilineal queda totalmente deter-
minada puesto que la podemos escribir como sigue:

(@1, o) W y)s) = 3 @i Ay
4.J

De lo que facilmente se deduce que una aplicacion bilineal es no degenerada si y s6lo
si, su matriz de Gram es invertible. Si tenemos otra base de F}, S = {v1,...,v,}, en
la cual la expresién de los elementos de S en B es:

n
v; = E tijej
Jj=1

Podemos considerar una nueva matriz B, la matriz de Gram en la nueva base, cada
coeficiente B se puede obtener de la siguiente manera:

B = (v, vg) = (Z tije;, Ztklez) = Ztijaﬂtkl
=1 =1 il

Por lo tanto, si agrupamos los ¢;; en la matriz de cambio de base, T', podemos deducir
que B = TAT".

Esto nos permite discernir cuando dos aplicaciones bilineales son realmente distintas
y no la misma aplicaciéon expresada en diferentes bases.

Definicién 3.4. Dos matrices de Gram A y B, se dice que son equivalentes si existe
una matriz de cambio de base, T, de forma que B = T AT,

Definicion 3.5. Dos aplicaciones bilineales son equivalentes si lo son sus matrices
de Gram.

De entre todas las aplicaciones bilineales son especialmente interesantes aquellas que
se comportan de forma similar a un producto escalar, es decir, aquellas que son
simétricas

Definicién 3.6. Una aplicacion bilineal se dice que es simétrica si (v,w) = (w,v)
para todo v,w € Fy o equivalentemente, cuando su matriz de Gram es simétrica.

Definicién 3.7. Dada una aplicacion bilineal simétrica (-,-) su radical es el subespa-
cio vectorial definido como:

Rad ((-,-)) = {v € Fy|(v,w) =0Vuw € IFZ} .
Definicién 3.8. Dada (-, -) una aplicacion bilineal simétrica; la aplicacion

Q: F, — F,
vo—= Q) =(vv)’

se dice que es la forma cuadrdtica asociada a (-,-). Ademds, decimos que la forma
cuadratica es no degenerada cuando lo es su aplicacion bilineal simétrica.
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CAPITULO 3. APLICACIONES BILINEALES SIMETRICAS

Es evidente que en una forma cuadrética se cumple Q(Av) = A2Q(v), de hecho una
forma cuadrética en [y define, un polinomio homogéneo de grado 2 en n variables.
Por otra parte, dados dos vectores v,w € Fy podemos escribir:

Qv+ w) = (v,v) + (w,w) + 2(v,w) = Q(v) + Q(w) + 2(v, w)

Por lo tanto, si estamos en un cuerpo en el que se pueda dividir entre dos; es decir,
un cuerpo de caracteristica impar; podremos recuperar el valor de (v, w). Acabamos
de ver que en un cuerpo de caracteristica impar es equivalente definir una aplicacién
bilineal simétrica y definir directamente su forma cuadratica.

3.2. Ortogonalidad

Definicion 3.9. Dada una aplicacion bilineal simétrica en Fy, (+,-); dos wvectores
v,w € Fy se dice que son ortogonales si (v, w) = 0.

Definicioén 3.10. Dada una aplicacion bilineal en ¥y y un subconjunto @ C Fy se
define el complemento ortogonal de €2 como sigue:

Qt={ve F7l(v,w) = 0 Vw € Q}

Una vez fijada una aplicacion bilineal simétrica, cada wy € €2 define una ecuacién
homogénea implicita (v,wy) = 0. Los vectores que estdn en QF son aquellos que
cumplen todas estas ecuaciones y por lo tanto, forman un subespacio lineal.

Proposicion 3.11. Dada una aplicacion bilineal simétrica no degenerada en ¥y, si
L CFy es un subespacio lineal, entonces:

dim(L) + dim(L*) = n.

Demostracion. Dado un vector no nulo v € Fg, como la aplicaciéon bilineal es no
degenerada, existe w € F? de forma que (v,w) # 0y por lo tanto {v}+ # F7.
Veamos que {v}* es un hiperplano, es decir, dim ({v}*) = n — 1. Para demostrarlo,
basta con probar que la interseccién de {v}+ con cualquier subespacio de dimensién
2 contiene algun vector distinto del nulo. Fijamos un subespacio de dimensién 2,
(wy,ws). Denotamos a los valores (v,w;) y (v, ws) por Ay vy respectivamente. Si A 6
7 son 0, ellos mismos pertenecen a la interseccién con {v}+, si ninguno lo es, entonces
(v, yw; — Awg) = 0 y tenemos

0 # ywy — Aws € {v} N (wy, ws).
Sea {e1,...,e,} una base de [y, entonces:
(en)t D (er,e2)t Do D en, ... en)t =F1+ = {0}

Como (ey,...e)t = (e1,...e.1)" N {e))t v {e;)* es un hiperplano; en la cadena
anterior la dimensién decrece como mucho en una unidad por paso. En la cadena hay
n — 1 pasos y se llega a un subespacio de dimension 0, entonces podemos deducir
que de hecho en cada paso la dimensién decrece exactamente 1. Como la base puede
ser cualquiera, tenemos que para cualquier subespacio (e; ..., ¢e;) de dimensién t, la
dimensién de su complemento ortogonal es n — t.

]
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3.3. CLASIFICACION

3.3. Clasificacion de las formas bilineales simétri-
cas en cuerpos de caracteristica impar.

Como se puede deducir del titulo, en esta secciéon nos centraremos en cuerpos de
caracteristica impar, por lo que en lo que resta de capitulo tendremos ¢ = p™ siendo
P un numero primo e impar.

Definicion 3.12. Dada una aplicacion bilineal simétrica en Fy:

= Un vector v € F} se dice que es isotrdpico si es ortogonal a si mismo, (v,v) = 0.

= Un subespacio lineal L C Fy se dice que es totalmente isotrdpico si: (v,w) =
0Vv,w € L.

n Se dice que la aplicacion bilineal es anisotropica si no existe ningun vector v
distinto del nulo que cumpla (v,v).

El producto escalar en el espacio euclideo es un ejemplo de aplicacion bilineal an-
isotropica, por ello se dice que es un espacio anisotropico. Veremos ahora que en
espacios vectoriales sobre cuerpos finitos este tipo de aplicaciones no existen en espa-
cios con dimensién superior a 2.

Definicién 3.13. Sea M una matriz n X n con coeficientes en F,; definimos el dis-
criminante de M como sigue:

1 si det(M) es un cuadrado
—1 si det(M) no es un cuadrado

disc(M) = {

Proposicion 3.14. El discriminante de una matriz de Gram es independiente de la
base.

Demostracion. Sea A la matriz de Gram en una base, dada otra base hemos visto que
la matriz de Gram en ella se puede escribir B = T AT, siendo T la matriz de cambio
de base pertinente. Tomando determinantes tenemos det(B) = det(A)det(T)?, vimos
en la proposicién 1.32 que el producto de un cuadrado por un no cuadrado es un
no cuadrado y evidentemente, el producto de dos cuadrados es un cuadrado, luego
disc(B) = disc(A).

O

Aplicaciones bilineales simétricas en 1 dimension

Teorema 3.15. Dada una aplicacion bilineal (-,-) distinta de la aplicacion nula en
F,, sea Q su forma cuadrdtica; o bien Q(z) es un cuadrado para todo x € F, o bien
Q(z) es no cuadrado para todo x € F,,.

Demostracion. Sea x € F,, para todo y € F, existe A € [F, de forma que y = Az,
entonces Q(y) = A2Q(x). Por lo tanto, si Q(x) es cuadrado, todos lo son y si no lo es,
ninguno lo es.

]

31



CAPITULO 3. APLICACIONES BILINEALES SIMETRICAS

Nota. Resulta obvio que multiplicando una forma bilineal simétrica por una constante,
obtenemos otra forma bilineal simétrica. Por lo que para pasar de un caso al otro en
el teorema anterior basta con multiplicar por un no cuadrado.

Formas bilineales simétricas en 2 dimensiones

Teorema 3.16. Sea (-,-) una aplicacion bilineal no degenerada en ]Fg, entonces hay
dos opciones:

» Fxiste un vector no nulo v € Fg que cumple (v,v) = 0 y es equivalente a una

aplicacion con matriz de Gram ( (1) (1) >

= No existe ningun vector isotropico y es equivalente a una aplicacion cuya matriz

10
de Gram es ( 0 —r ), donde v es un no cuadrado.
Demostracion. Supongamos que existe un vector v; € F Z isotropico, como la aplica-
cién es no degenerada, podemos encontrar w € Fy de forma que cumpla (v, w) # 0,
de hecho podemos elegir w de forma que (vy,w)=1. Si definimos a = =27 (w,w) y
ademas v, = w + awvy. Entonces v; y v9 forman una base y cumplen:

(U17U2) = 17

(/017 Ul) = 07

(v2,v2) = (W + avy,w + avy) = (w,w) + 2a = 0.

10

1
Por lo tanto, en esta base la matriz de Gram es la que dice el teorema, ( 0 )

Supongamos ahora que no existe ningtin vector isotrépico. Vamos a ver por reduccion
al absurdo que no puede ser que (v,v) sea un cuadrado para todo v. Supongamos
que (v,v) es un cuadrado para cualquier vector. Sea e; un vector no nulo, pusto que
dim({e;)t) = 1y e; ¢ (e1)T porque no hay ningiin vector isotrépico, lo podemos
completar a una base de forma que (e, es) = 0. Ademds, como (v, \v) = \?(v,v)
y el inverso de un cuadrado es un cuadrado podemos elegir la base de forma que
(e1,e1) = 1. Entonces, para cualesquiera «, 5 € [F, se cumple

(0461 + 562, aeq + /662) = Oé2 + B2,

de lo que podemos deducir que la suma de cuadrados es un cuadrado. De esto podemos
deducir, si la caracteristica de [, es p:

p—1 veces

——
d=p-1=T+.-+1

Por lo tanto, como el producto de dos cuadrados es un cuadrado y el inverso también,
tenemos que los cuadrados de un cuerpo forman un subcuerpo. Si embargo, puesto que
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el cardinal de un subcuerpo debe ser divisor de su cardinal q y el cardinal del conjunto
de los cuadrados es % +1 > 2, hemos llegado a una contradiccién. Tampoco puede
ser que (v,v) sea un no cuadrado para todos los vectores. Si fuese asi, la aplicacién
bilineal simétrica n(-,-), con n € F, no cuadrado, cumpliria por 1.32 que 7(v, v) es un
cuadrado para todo v y acabamos de ver que eso es imposible.

Por lo tanto, tiene que haber un vector v € F, de forma que (v,v) = a®. Definimos
er = a 'v. Sabemos que existe ey ortogonal a e; y que ademés son linealmente
independientes, puesto que si no lo fuesen, serian ambos isotrépicos. Supongamos que
— (e, €2) es un cuadrado: —(eq, €9) = b?, entonces el vector be;+ey # 0 serfa isotrdpico.
Por lo tanto, v = —(es, e5) tiene que ser no cuadrado. Acabamos de encontrar la base

que buscdbamos B = {e1, e5} en la que la matriz es ( (1) 0_7 )

Las matrices del teorema anterior tienen determinante -1 y —~ respectivamente, como
v es no cuadrado, —v sera cuadrado si no lo es -1 y viceversa. Luego, una vez hemos
determinado si en FF, -1 es cuadrado o no (recordemos 1.32) podemos distinguir en
que caso de los anteriores nos encontramos por el discriminante de la matriz de Gram
de la aplicacién.

Definicién 3.17. Al plano ]FZ con un producto interno definido por una aplicacion
bilineal como la del primer caso se lo conoce como plano hiperbolico.

Formas bilineales simétricas en dimension n > 2

Proposicién 3.18. Sea (-,-) una aplicacion bilineal simétrica en T} con n > 2;
entonces existe un vector isotrépico distinto de 0.

Demostracion. Si la aplicacién es degenarada, es obvio que existe. Si no, podemos
elegir un vector vy que cumpla (vg,vg) = 1; para convencerse de esto, basta con
ver que el espacio contiene algiin subespacio de dimension 2 y en cualquiera de las
formas del teorema 3.16 existe un vector con esta propiedad. Por la proposicién 3.11,
dim({vg)t) = n —1 > 2 y de nuevo en ambas formas del teorema 3.16 podemos
encontrar un vector v; que cumpla (vy,v;) = —1. Si consideramos ahora v = vy + v;
tenemos:

(v,v) = (vg,v0) + (V1 +v1) =0

Por lo tanto, ya hemos encontrado un vector isotrépico.
O

Teorema 3.19. Sea (-,-) una forma bilineal simétrica no degenerada sobre Fy con q
impar y n > 2; entonces:

= Sin es par, entonces podemos descomponer Fy como sigue:

FZ:H1++Hn/2—1+A
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CAPITULO 3. APLICACIONES BILINEALES SIMETRICAS

Donde los H; son planos hiperbolicos y A es o bien, un plano hiperbdlico, o bien,
un plano anisotropico. Ademdas todos los subespacios de la descomposicion son
ortogonales entre si.

» Sin es impar, entonces podemos descomponer ¥y asi:
Fg=Hi+ -+ Hunp+(v)

Donde los H; son planos hiperbdlicos y o bien, (v,v) = 1, o bien; (v,v) = 7
con vy un no cuadrado. Ademds todos los subespacios de la descomposicion son
ortogonales entre ellos.

Demostracion. En la proposicién anterior hemos visto que existe un vector isotrépico
no nulo, lo llamamos v;. Como estamos ante una aplicacién bilineal no degenerada,
existe un wj € (v;)* de forma que (v, w}) # 0 y podemos elegir que (v, w}) = 1.

Definimos o = —27H(w), w}]) y wy = w;y + awvy, de forma que (w;,w;) = 0. Entonces
H; = (v1,w) es un plano hiperbélico. Como (vq,w;) = 1, tenemos

(v, w1) N (v, wi) " =0,
y como por la proposicién 3.11 dim({vy,w;)*) = n — 2 podemos deducir
F; = Hy + H;'.

Si dim(Hi) > 2 podemos volver a realizar el mismo razonamiento restringiéndonos a
Hi y asf hasta llegar a un subespacio de dimensién 1 si n es impar o de dimensién 2
si m es par y este ultimo subespacio lo podemos clasificar de acuerdo con 3.15 y 3.16
respectivamente.

]

De nuevo, una vez hemos determinado si -1 es un cuadrado en en I, podemos distin-
guir en qué caso de los dos anteriores nos encontramos gracias al discriminante. En
el caso de n par, si todos los planos de la descomposicién son hiperbdlicos el determi-
nante de la matriz de Gram vale (—1)"2 y si no (—1)™?2~15 con 7 un no cuadrado.
Si al contrario, n = 2m + 1 el determinante sera (—1)" o (—1)"y dependiendo del
caso en el que estemos.

Examinaremos a continuacién un par de aplicaciones bilineales. Comenzamos por
clasificar la forma cuadritica en F: que viene dada por

Q((an x17$2)) = XoT2 — flf%

Recordamos que los elementos en F5 son {0, 1,2, 3,4}. Puesto que el inverso de 2 en
F5 es el 3 la aplicacién bilineal simétrica que tiene asociada es

ToY2 T2Yo
2 + 2

cuya matriz de Gram en esta base es

((zo, 21, 2), (Yo, Y1, ¥2)) = — T1Y1 = 3xoY2 + 3T2Yo + 4T1Y1,
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w o O
O = O
S O W

y por lo tanto su determinante vale —4 -4 - 3 que en F5 es la clase del 4 luego no
es degenerada y ademés sabemos que tiene discriminante 1. Sabemos que existe una
base en la que la matriz de Gram tiene la forma:

010
1 00
0 0 n
vamos a buscarla. Para ello lo primero buscamos un vector isotropico, por ejemplo
eo = (1,0,0). Buscamos ahora un segundo vector e; = (yo, 41, y2) también isotrépico

y de forma que (eg,e;) = 1 para terminar de formar el plano hiperbdlico. Estas dos
condiciones se traducen en un sistema de dos ecuaciones

Qe1) =vyoy2 —yi =0,
(60,61) = 3y2 = 1

La segunda ecuacién nos fuerza a tener y, = 1/3 = 2. Trasladando esto a la primera
ecuacion nos queda

2y0 = 3/%,

Esta ecuacion tiene varias soluciones, sin embargo, la que mas nos facilita los calculos
es Yo = 41 = 0, de forma que el segundo integrante de la base resulta ser e; = (0,0, 2).
Finalmente, necesitamos un tercer miembro que sea ortogonal a estos dos, para ello,
si denotamos ey = (20, 21, 22) tenemos que imponer las dos condiciones

{ (60,62) = 322 = 0,

(61, 62) = 620 =0.

Por lo tanto resulta obvio que el tercer elemento, una vez elegidos ey y e; debe
ser e = (0,1,0). La forma bilineal tiene por matriz de Gram en la base B =
{(1,0,0),(0,0,2),(0,1,0)} la forma canénica que buscabamos

010

1 00

0 01
En este caso hemos trabajado en 3 dimensiones, ahi una vez sabemos que la forma es
no degenerada hay una tnica posibilidad, la forma permite descomponer en un plano
hiperbdlico y un subespacio ortogonal al plano de dimensiéon uno, aunque puede haber
diferentes elecciones del plano. En 4 dimensiones hay dos posibilidades, puede que el

espacio se descomponga en dos planos hiperbdlicos ortogonales entre si y por lo tanto
exista una matriz de Gram con forma
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CAPITULO 3. APLICACIONES BILINEALES SIMETRICAS

0100
1000
0001/
0010

o puede que se descomponga en un plano hiperbdlico y un plano anisotrépico de forma
que su matriz de Gram tenga la forma

010 0
100 0
001 0 |
000 —y

donde v debe ser un no cuadrado.

Analizaremos la aplicacién bilineal sobre F3 que viene dada por

((wo, 21,2, 23), (Yo, Y1, Y2, Y3)) = ToYo + T1Y1 + Taya + T3Ys.

En primer debemos determinar que tipo de aplicacién bilineal simétrica es. En cuatro
dimensiones, si se trata de suma ortogonal de dos planos hiperbdlicos el discriminante
de la matriz de Gram es 1 y si es un plano hiperbdlico suma ortogonal con un plano
anisotropico el determinante de la matriz serd -y, un no cuadrado, y por lo tanto su
discriminante -1. Resulta evidente que la matriz de Gram de nuestra forma bilineal
es la matriz identidad luego su discriminante es 1 y nos encontramos en el caso de
dos planos hiperbdlicos.

Vamos a buscar dos planos hiperbdlicos ortogonales entre si. Para ello buscamos un
vector isotrépico, por ejemplo Iy = (1, 1,1,0), de la misma forma que antes buscamos
un segundo vector l; € F3 de forma que Q(l;) =0y (lo,l;) = 0, lo que desemboca en
el sistema:

(lo,l1) =yo+y1+y2=1

Un vector solucién del sistema es [ = (2,1,1,0), luego el primer plano hiperbédlico
serd (lo,(1). El segundo plano es el que definen las ecuaciones implicitas

{ Q) =w+y¥+yr+yi=0,

(lg,v) :Zo+2’1+22:0,
(ll,U) :2ZQ+21+22:0.
Si queremos completar la base en la que la matriz de Gram es la candnica necesitamos

un tercer, [y, vector que ademas de cumplir las dos ecuaciones anteriores sea isotropico,
es decir, que sea solucion del sistema

(l(), lg) = 20 -+ 1 + z9 — O,
(li,ls) =22+ 21+ 20 =0,
Qlly) =z2+21+22+22=0.
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Sumando las dos primeras ecuaciones lineales vemos que se debe cumplir la ecuaciéon
21 + z2 = 0, restandolas vemos que debe ser zy = 1, proponemos el vector (0,2,1,¢)
que cumple ambas condiciones, si ademas imponemos la tercera ecuacion, nos queda
22 + 12+ €% = 2+ & = 0, una posible solucién es Iy = (0,2,1,1). Nos queda un
unico vector por encontrar, para hacerlo a las condiciones del tltimo sistema hay que
anadirles la condicién (ly.l3) = 1, de forma que nos queda resolver el sistema

(lo,l3) =ap+a;+ay=0,

(lla l3) - 2(10 +a1+ax = 07
Q(l3) =a2+a?+ai+ai=0,
(12,13) :2a1—|—a2+a3 =1.

Las dos condiciones ag = 0 y a; + as = 0 siguen siendo vigentes, restando la tltima
ecuaciéon a la segunda nos queda ay — ag = —1, luego tenemos la condicién a3 = 1.
Finalmente nos queda el vector I3 = (0,1,2,1), de forma que la base

S={(1,1,1,0),(2,1,1,0),(0,2,1,1),(0,1,2,1)},

tiene por matriz de Gram la que estdbamos buscando.
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Capitulo 4

Formas cuadraticas en cuerpos de
caracteristica dos

En este capitulo trataremos los casos de caracteristica par que evitamos en el anterior.
Veremos que en general los resultados que se tienen en caracteristica impar relativos
a la clasificacién de formas son ciertos o al menos tienen su equivalente en estos
cuerpos. Sin embargo, las peculiaridades de estos cuerpos hacen que el tratamiento
sea algo diferente, sin ir més lejos ya hemos visto que inevitablemente perdemos la
equivalencia entre aplicacion bilineal simétrica y forma cuadrética, lo que nos hara
tener que redefinir algiin concepto.

4.1. Aplicaciones simplécticas

Antes de centrarnos en la caracteristica dos trataremos un tipo de aplicaciones bili-
neales que nos serd 1til al estudiar las formas cuadraticas en cuerpos caracteristica
par.

Definicién 4.1. Dada una aplicacion bilineal (-,-) en Fy, se dice que es simpléctica
si para todo v € Fy se cumple (v,v) = 0.

Definicién 4.2. Dada una aplicacion bilineal (-, -) en [y, se dice que es antisimétrica
si para todos v, w € Fy se cumple (v,w) = —(w,v).

Proposicion 4.3. Toda aplicacion bilineal simpléctica es antisimétrica.

Demostracion. Sea (-,-) una aplicacién simpléctica, entonces dados w,v € [, tene-
mos:

0=@w4+wv+w)=(v,v)+ (w,w) + (v,w) + (w,v) = (v,w) + (w, v)

y por lo tanto, (v,w) = —(w,v).
[

Evidentemente la matriz de Gram de una aplicacion bilineal antisimétrica es anti-
simétrica. Podemos definir el complemento ortogonal de un subconjunto exactamente
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4.2. FORMAS CUADRATICAS

igual que lo hicimos para aplicaciones bilineales simétricas. También se cumple, y de
hecho se prueba de la misma forma que en aquel caso ,la siguiente proposicion.

Proposicién 4.4. Sea (-, ) una forma bilineal simpléctica no degenerada sobre Fy oy
L C F} un subespacio vectorial de IFy; entonces se cumple:

dim(L) + dim(L*) = n.

Vamos a ver que las aplicaciones simplécticas no degeneradas no pueden existir en
cualquier dimension.

Proposicién 4.5. Sea (-,-) una forma bilineal simpléctica no degenerada sobre Fy,
entonces n es un numero par. Ademdas existe una base en la que su matriz de Gram
estd formada por bloques de la forma

(50),

Demostracion. Tomamos un vector vy € Fy, como (+,+) es una aplicaciéon no degene-
rada, existe w] € F} de forma que (v, w}]) = X # 0. Definimos wy; = A~'w], ademds
v1 ¥ wy son linealmente independientes, porque de lo contrario tendriamos

situados sobre la diagonal.

(vl,wl) = )\(vl,vl) =0.

Ningtin vector de (vq,w;) es ortogonal a este mismo subespacio, luego gracias a la
proposicién 4.4 tenemos F} = (v, wy)+(vy, wi) . Si ahora nos restringimos a (v, wy )"
podremos realizar el mismo proceso hasta quedarnos unicamente con el subespacio
{0}, en cuyo caso estariamos en dimensién par, o con un subespacio de dimensién 1.
Supongamos que llegamos a un subespacio de dimensién 1. Dado un vector u en este
subespacio, u seria ortogonal a todos los vectores de los subespacios anteriores y, por
ser (-,-) simpléctica, a s{ mismo. Acabamos de ver que (v,u) = 0 para todo v € Fy
luego la forma seria degenerada. En cada paso del proceso podemos obtener una base
como {vy,w;} adaptada a ese subespacio, {v;, w;}, de forma que la matriz de Gram

de la aplicacion restringida a ese espacio en esta base es la que buscamos.
m

4.2. Formas cuadraticas

En el capitulo anterior vimos que, en cuerpos de caracteristica impar, las aplicaciones
bilineales simétricas y las formas cuadraticas contienen la misma informacién. Vamos
a analizar el caso de caracteristica par, para ello comenzaremos definiendo forma
cuadratica. De ahora en adelante en este capitulo, salvo que se indique lo contrario
F, sera un cuerpo de caracteristica 2, o lo que es lo mismo, tendremos q = 2".

Definicién 4.6. Una forma cuadrdtica en ¥y es una aplicacion Q : Fy — F, que
cumple:
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CAPITULO 4. CARACTERISTICA PAR

= Q(\z) = N?Q(z) Vv €eF?, VAEF,.
» La aplicacion (z,y) = Q(x +y) + Q(x) + Q(y) es una aplicacion bilineal.

Puesto que, en cuerpos de caracteristica dos, todo elemento es su propio opuesto, es
facil ver que la aplicacion bilineal asociada a una forma cuadratica es simpléctica.

Nota. Como todo elemento es el opuesto de si mismo, las formas simétricas y anti-
simétricas son exactamente las mismas.

A diferencia de en el caso de caracteristica impar; aqui, pese a que una forma cuadrati-
ca define de forma inequivoca una aplicacion bilineal simétrica asociada a ella, el
reciproco no es cierto, puesto que de la forma bilineal no se pueden recuperar los
valores de la forma cuadratica. Por ejemplo, si definimos en IFZ la siguiente forma
cuadratica:

Q((x1,12)) = axi + brs + cr17,

Su forma bilineal asociada es:

((1‘1, 1‘2), (yla y2)) -
a(x% + y% + (21 + yl)Q) + b(fg + y% + (29 + y2)2) + c(x129 + 1Yo + (21 + Y1) (T2 + 42))

Es fécil ver que z? + y* + (z + y)? = 0 en caracteristica par, ademds z179 + y1y2 +
(1 + y1)(x2 + y2) = T1Y2 + Y122 por lo tanto:

(1, 72), (Y1,92)) = c(T1y2 + Y172)

Luego dos formas cuadraticas diferentes pueden dar lugar a la misma aplicacion bili-
neal aunque ellas sean distintas.

4.3. Clasificacion formas cuadraticas

Puesto que la forma bilineal asociada a una forma cuadratica es simpléctica, la nocién
de ortogonalidad a si mismo de un vector se tiene que definir directamente con la forma
cuadratica. El concepto equivalente a vector isotrépico del capitulo anterior es el de
vector singular.

Definicién 4.7. Dada una forma cuadrdtica @ : Fg — F,, decimos que un vector
v ey es singular si Q(v) = 0.

En caracteristica impar hemos visto que una forma cuadratica es degenerada cuando
lo es su forma bilineal asociada, es decir, cuando existen vectores distintos del nulo
ortogonales a todo el espacio. Sin embargo, en el caso de caracteristica 2 para cualquier
forma bilineal asociada a una forma cuadratica se tiene (v,v) = 0. Por lo tanto hay
que introducir la informacién de Q(v) en la definicién de degeneracién.

Definicién 4.8. Sea Q) : Iﬁ‘g — F, una forma cuadrdtica y (-,-) su forma simpléctica
asociada, decimos que () es no degenerada si para todo v € Rad((-,-)) —{0} se cumple

Q(v) # 0.
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Formas cuadraticas en caracteristica par y dimensién 2

En un cuerpo de caracteristica par, todos los elementos son cuadrados, luego es im-
posible hacer la distincién que se hacia en el caso de caracteristica impar y dimension
1. Por lo tanto, todas las formas cuadraticas son equivalentes en dimensién 1.

En un cuerpo de caracteristica par, la aplicacién que lleva z en z? es un isomorfismo, el
isomorfismo de Frobenius, luego todos los elementos son cuadrados. El lema siguiente
nos permite dividir los elementos de un cuerpo de caracteristica par en dos grupos,
con traza nula y con traza 1, de la misma forma que los elementos de un cuerpo de
caracteristica par se dividian en cuadrados y no cuadrados.

Lema 4.9. Dado un cuerpo finito de caracteristica 2 y un elemento a € F,, existe
z € F, de forma que a = x + a? si y sdlo si, al considerar F, como extension de Fy y
la aplicacion traza definida como en 1.20, se cumple tr(a) = 0.

Demostracion. Sea a € F,, supongamos que existe € F, de forma que a = z + 2%
La aplicacién que envia x en x? es un integrante del grupo de Galois de la extensién
[F, : Fy], luego tr(xz) = tr(z?). Por lo tanto, puesto que la traza es una aplicacién
lineal,

tr(a) = tr(z + 2*) = tr(z) + tr(z®) = tr(z) + tr(z) = 0.

Sabemos, de la teoria de aplicaciones lineales, que dada una aplicacion lineal ¢ : B —
V' tenemos:

dim(Im(¢)) + dim(ker(¢)) = dim(V).
Como la traza es una aplicacién lineal en Fy; su nicleo, es decir, el subespacio de
los elementos que cumple ¢r(a) = 0, es un hiperplano de F, visto como Fs-espacio
vectorial. Por otra parte, la aplicacién que definimos:

o: F, — F,
r — x4+’

es lineal sobre Fy, veamoslo. Tenemos que
d(Ar) = A + X% = Nz + 2?),
porque A solo puede ser 0 6 1. Ademas,
Crt+y)=z+y+(@+y) =v+2"+y+y’ =20(z)+2(y),

como vimos en el automorfismo de Frobenius. Como el tnico elemento que es igual
a su cuadrado, y por lo tanto opuesto, es 1; sabemos que el niicleo de ® es {0,1},
un subespacio de dimensién 1. Por lo tanto la imagen de ® es un hiperplano de F,.
Hemos visto que ker(tr) C Im(®) al principio de la demostracién y puesto que tienen
la misma dimensién, son iguales. Asi queda el lema demostrado.

O

Lema 4.10. Dada una forma cuadrdtica @) ]FZ — Fy; st su aplicacion bilineal
asociada es la aplicacion nula, entonces Q) es degenerada.
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Demostracion. Sea (-,-) la aplicacién bilineal asociada a ). Supongamos que es la
aplicacién nula, por lo que rad((-,-)) = Fg. Entonces

0=(v,w) =Q()+Qw) +Qv+w); Yv,weF:

y como estamos en un cuerpo de caracteristica 2, podemos deducir Q(v + w) =
Qv) + Q(w).

Tenemos una aplicacion de Fg, un espacio de ¢* elementos, en F,, un cuerpo de g
elementos. Existen por lo tanto dos opciones:

. 7 2 o
» Existe algin vecto/r v#0 en . de forma que Q(v) = 0, en cuyo caso () es
degenerada y habriamos terminado.

= No existe dicho vector, veamos que esto es imposible:

Si no existe, quiere decir que de los ¢> — 1 vectores no nulos de Fg, todos tienen
imagen por () no nula. Existen ¢ — 1 escalares no nulos en F,, luego al menos dos
vectores distintos, wy y ws, deben tener la misma imagen Q(w;) = Q(wy) = v # 0.
Sin embargo, hemos visto que Q(w; + wy) = Q(wy) + Q(ws2) = v+ v = 0 y como
wy # we sabemos w; + wy # 0.

m

Estamos ya en condiciones de clasificar las formas bilineales de cuerpos en carac-
teristica par. El siguiente teorema divide las formas cuadréticas sobre cuerpos de
caracteristica par de forma similar a como el teorema 3.16 diferenciaba entre planos
anisotrépicos e hiperbdlicos.

Teorema 4.11. Dada una forma cuadrdtica Q) : IFg — [y no degenerada, existen dos
opciones:

» Eziste una base {v1,v2} de forma que Q(v1) = Q(v2) =0 y Q(v1 + v2) = 1.

» No eziste ningin vector no nulo con Q(v) = 0 y existe una base {vy,ve} con
Q(v1) =1, Q(ve) = a con tr(a) =1, siendo la traza relativa al grupo de Galois

G (Fy[F5).

Demostracion. Sea (-,-) la forma simpléctica asociada a @Q); por lo visto en 4.5 debe
ser o la aplicaciéon nula o no degenerada, si no fuese asi quedaria un subespacio de
dimensién 1 (impar) en el que (-,-) restringida a él seria no degenerada. Hemos visto
en lema 4.10 que si su aplicacién bilineal asociada es nula, entonces () es degenerada.
Vamos con la primera opcion:

Sea vy € IF% no nulo de forma que Q(v;) = 0, como ) es no degenerada vy no esté en
el radical de la forma bilineal, por lo que existe w de forma que (v, w) # 0; dividiendo
por una constante adecuada podemos tomar (v, w) = 1. Sea vy = w + nv, entonces
(v1,v9) = 1. Evaluando la forma cuadratica:

Q(v2) = Qw) + *Qv) + n(v, w) = Q(w) + .
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Si elegimos 7 = Q(w) tenemos Q(ve) = 0 y la base {vy,v2} cumplird lo que estipula
el teorema, puesto que Q(vy + v2) = Q(v1) + Q(v2) + (v1,v2) = 1.

Pasamos ahora al caso en el que no existe ningtin vector singular. Como en caracteristi-
ca par todos los elementos de un cuerpo son cuadrados podemos elegir sin problema
un vector v, de forma que Q(v) = 1. Dado que la aplicacién bilineal asociada a @
es no degenerada y (v,v) = 0, existird w € Fi, independiente de v, de forma que
(v,w) # 0 y de nuevo lo podemos elegir de forma que (v,w) = 1. Supongamos que
Q(w) = a, evaluamos la forma cuadrética en un vector arbitrario:

Qaw + pw) = *Q(v) + B*Q(w) + af = o* + B*a + af.

Como no hay ningin vector singular, esta ultima expresion tiene que ser distinta de
0 siempre que lo sean « y (. Cualquier vector av + fw es proporcional a uno de la
forma yv + w luego nos podemos restringir a este caso sin pérdida de generalidad.
Necesitamos por lo tanto que v2 + v + a # 0. Segtin el lema 4.9 esto se dard si y s6lo
si, al considerar la extensién [F, : Fo| la traza de a es 1.

O

Nota. El plano dotado de la forma cuadratica del primer caso tiene la misma es-
tructura que el plano hiperbdlico en caracteristica y par y por lo tanto, también es
denominado plano hiperbdlico.

Clasificacién de caracteristica 2 y dimensién > 2

De nuevo aparece una similitud con los cuerpos de caracteristica impar. Igual que
entonces vimos la imposibilidad de que existieran espacios anisotrépicos de dimensién
superior a 2, ahora vemos que necesariamente existen vectores singulares en cualquier
espacio de dimensién 3 o mayor.

Proposicion 4.12. Dado un espacio vectorial, Fy, conn > 3 y Q) una forma cuadrdti-
ca en él, existe un vector v # 0 de forma que Q(v) = 0.

Demostracion. Sea v € Fy no nulo, por 4.4 sabemos que dim({v)*) > 2y por lo tanto
existe w € {(c)* independiente de v de forma que (v,w) = 0. Sea el vector v + nw
evaluando Q:

Qv+ nw) = Q(v) + 1°Q(w).
Si Q(w) = 0 ya hemos terminado, en caso contrario fijando n = Q(v)Q(w)~! hemos
encontrado el vector que queriamos.

]

Procediendo de manera idéntica a como se hizo en caracteristica impar, se puede
probar el siguiente teorema:

Teorema 4.13. Dada (), una forma cuadrdtica no degenerada en Fy; el espacio
vectorial se puede descomponer de la siguiente manera:

F' = Hy+ -+ Hpy + R.

Donde los H; son planos hiperbolicos y para R existen las siguientes opciones:
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s Sin = 2m entonces R puede tener la forma de cualquiera de las opciones de
4.11.

s Sin=2m — 1 entonces R es un subespacio de dimension 1 no degenerado.

Analizaremos una forma cuadratica de la que ya hablamos en el capitulo anterior

Q((zo, 21, T2, 73)) = 72 + 2] + 5 + 23,

pero esta vez en el cuerpo Fo. En primer lugar vamos a buscar la expresion de su
forma bilineal asociada, sean dos vectores v = (g, 1,2, 23) v w = (xg, X1, T2, T3),
entonces

(v,w) = Q) + Q(w) + Qv +w) =
v R R e Rk e
(To +v0)* + (z1 +v1)* + (22 + 12)* + (z3 + y3)> = 0,

por lo tanto, como consecuencia del lema 4.10 la forma es degenerada. Llama la
atencién que una forma pueda ser degenerada o no en funcion del cuerpo sobre el que
sea estudiada.

44



Capitulo 5

Cuadricas en el espacio proyectivo

Fijada una referencia proyectiva en P*(F,) podemos establecer unas coordenadas ho-
mogéneas basadas en las coordenadas usuales en . Examinaremos en este capitulo
los conjuntos de ceros de las formas cuadraticas entendiéndolos como parte del es-
pacio proyectivo. Veremos que las diferentes formas cuadraticas que aparecen en las
clasificaciones dan lugar a conjuntos de puntos con propiedades realmente diferentes.

5.1. Definiciones y conteo

Definicién 5.1. Fijadas una referencia proyectiva en P*(F,) y una forma cuadrdtica
Q sobre IF;‘“. Si q es impar decimos que un punto P € P*(FF,) es isotrdpico si lo es el
subespacio vectorial que lo representa. Si q es par decimos que un punto P € P"(F,)
es singular si lo son los vectores que lo representan.

Clasificaremos ahora los diferentes tipos de puntos isotropicos en funcién de las dife-
rentes formas cuadraticas que los generan, ver teoremas 3.19 y 4.13.

Definicién 5.2. En las condiciones de la definicion anterior:

» Siq es impar (resp. par) denotamos por Q(2m,q) C P*™(F,) y llamamos cuddri-
ca parabdlica al conjunto de puntos isotrdpicos (resp. singulares) de una forma
cuadrdtica no degenerada en Fgm“.

» Siq es impar (resp. par) denotamos por Q*(2m—1,q) C P*"~1(F,) y llamamos
cuddrica hiperbdlica al conjunto de puntos isotrépicos (resp. singlares) de una
forma cuadrdtica no degenerada en ]Fgm que permite descomponer el espacio en
suma de planos hiperbolicos.

» Siq es impar (resp. par) denotamos por @~ (2m—1,q) C P*"~Y(F,) y llamamos
cuddrica eliptica al conjunto de puntos isotrdpicos (resp. singulares) de una
forma cuadrdtica no degenerada en ]Fgm que permite descomponer el espacio en
la suma de m — 1 planos hiperbdlicos y un plano anisotrdpico (resp. asingular).
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De ahora en adelante no distinguiremos entre el caso de ¢ par o impar, trataremos
el caso impar, pero si no se dice lo contrario el resultado también es valido en ca-
racteristica par intercambiando los conceptos de isotrépico y singular. Vamos a ver
cuantos puntos contiene cada una de las cuadricas descritas.

Teorema 5.3. Dada una cuddrica hiperbdlica QT (2m—1,q) C P*"~1(F,), su nimero
de puntos es:

m m—1
!Q+(2m—1,q)| — ((] 1)((] +1).
q—1
Demostracion. Trataremos en primer lugar el caso de m = 1. En este caso la cuadrica
esta generada por una forma cuadrética, ), en F Z que da lugar a un plano hiperbdlico.
Denotaremos por hi(A) al nimero de vectores de v € Fg que cumplen Q(v) = A. Si @
es una forma cuadratica hiperbdlica y la multiplicamos por una constante seguimos
teniendo una forma cuadratica hiperbdlica, por lo tanto, cualquier constante A # 0

debe tener el mismo hy(A). Por otra parte, vimos en 3.16 que existe una base {ey, €2}

en la que la matriz asociada a la forma bilineal es , de esta forma podemos

01
10
ver que los unicos vectores que cumplen Q(v) = 0 son los multiplos de e; y los
miltiplos de ;. Acabamos de ver h(0) = 2¢ — 1. En IF2 hay ¢* vectores, por lo tanto,
quedan ¢*> — 2q +1 = (¢ — 1) vectores con Q(v) # 0 por lo tanto, para todo X # 0

tenemos hy(A) = ¢ — 1.

Supongamos ahora que tenemos una forma cuadrética, ), en F Zm de forma que ]Fgm
se puede descomponer en suma de m planos hiperbdlicos. Sea h,,(\) el nimero de
vectores que cumplen Q(v) = A en Fgm. Podemos descomponer Fgm en un plano
hiperbdlico, H, y la suma ortogonal de otros m — 1 planos hiperbdlicos, V. Sabemos
que dados v € H y w € V se cumple (v,u) = 0, por lo que Q(v + u) = Q(v) + Q(u).
Podemos obtener un vector isotrépico de dos formas, suma de uno isotrépico en H
con uno isotrépico en V' o suma de un vector anisotropico en H con otro de V
también anisotrépico con su valor opuesto. De la primera forma podemos encontrar
Pm—1(0)h1(0) vectores. En V hay ¢*™~1 — h,,_1(0) vectores anisotrépicos, dado un
vector con Q(v) = « en V existen en H hi(—a) = ¢ — 1 vectores, u, que hacen que
v + u sea isotropico. Por lo tanto, acabamos de encontrar una relacion recursiva para
los vectores isotropicos en Fgm.

hin(0) = hiy—1(0)h1(0) + (¢* ™ = =1 (0)) 1 (1) = qhm—1(0) + (g — 1)g*" V.

Veamos por induccién que h,, (0) = ¢™1(¢™+q—1). Supongdmoslo cierto para m—1,
entonces:

hn(0) = ¢¢™ 2 (" +q—1)+(g— )™ = ¢" g™ +g2m — 1 = ¢" (g™ +q—1).

Ahora para contar los puntos isotrépicos de P 1(FF,) tenemos que recordar que el
0 no representa ningtin punto en el espacio proyectivo y que cada punto tiene ¢ — 1
coordenadas distintas. Por lo tanto, el nimero de puntos isotropicos es:
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hm(0) — 1
qg—1

Y

por lo que finalmente nos queda:

(¢" —1(¢" ' +1)
q—1 '

[

Teorema 5.4. Dada una cuddrica eliptica Q~(2m — 1,q) C P*™ 1(F,), su nimero
de puntos es:

MM+D@W*—D_

Demostracion. El razonamiento es similar al de la prueba anterior. Sin embargo, ]Fgm
se descompone en suma ortogonal de m—1 planos hiperbdlicos y un plano anisotropico.
Por lo tanto, la relacion que podemos utilizar ahora es:

em(0) = B 1(0)e1 (0) + (27 = 1 (0))em(1),

donde e,,(0) representa el niimero de vectores con Q(v) = 0 de F2™ cuando @ es una
forma cuadratica eliptica, y e,,(1) representa el nimero de vectores con Q(v) = 1,
que ya sabemos que es el mismo niimero que para cualquier otra constante no nula.
Por definicién de plano anisotrépico, resulta evidente que el tinico vector sobre el que
la forma cuadrética se anula es el vector 0, luego e;(0) = 1, por lo tanto

en(l) =¢* = 1/g—1=q+1,
de forma que conocemos todos los valores necesarios y podemos escribir:

en(0) = hin—1(0) + (¢ = b1 (0) (g + 1) = ¢*" 7 = g™ + g™

De nuevo el 0 no representa ningtin punto en P?*"~1(FF,) y cada punto es representado
por g — 1 vectores diferentes, por lo tanto:

(¢"+1)(¢" " =1)
q—1 '

Teorema 5.5. Dada una cuddrica Q(2m,q) C P*™(F,), su nimero de puntos es:

Q(2m, q)| = &
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CAPITULO 5. CUADRICAS EN EL ESPACIO PROYECTIVO

Demostracion. En este caso tenemos que contar el nimero de vectores isotrépicos en
F2m+1 asociados a una forma cuadrética, @, que permite descomponer F2"*! en la
suma de m planos hiperbdlicos, V', y un subespacio unidimensional no degenerado,
R. En 3.15 vimos que en el caso de ¢ impar habia dos formas diferentes, sin embargo,
esto no hace diferencia alguna en los ceros de () puesto que se pasa de una a otra
sin mas que multiplicar por un no cuadrado. Suponemos entonces que los valores que
toma () en R son todos cuadrados. Dados v € V' y u € R, las formas de que u + v sea
isotrépico son, por un lado que v sea isotrépico y w también, sélo hay un vector en
R con Q(u) = 0y es el vector nulo, por lo tanto, hay tantos vectores de este tipo en
F?+2 como en V, es decir, h,,(0). La otra opcién es que Q(u) sea el opuesto de Q(v).
En V tenemos ¢*™ — h,,(0) vectores no isotrépicos, sin embargo, la tnica opcién de
encontrar su opuesto en Q(R) es dicho opuesto sea un cuadrado, luego nos tenemos
que quedar con la mitad de esos nimeros. Por otra parte en Q(R), cada elemento de
F, cuadrado estd dos veces. El nimero de vectores w con Q(w) = 0 en F2™*! es por
lo tanto:

Teniendo en cuenta que el 0 no representa ningtin punto de P>™(FF,) y que cada punto
es representado por ¢ — 1 vectores el cardinal de nuestra cuadrica sera:

2m_1

|Q(2m, q)| = qu-

]

Trataremos en la siguiente seccion las cuadricas no degeneradas en espacios proyecti-
vos de dimension 2 y 3.

5.2. Cuddricas en P*(F,)

Estudiamos la cuadricas el el plano proyectivo, cuya denominaciéon comun es la de
cénicas. Mantenemos la denominacién de cuadricas por homogeneidad con el resto de
la memoria.

Nos encontramos ante una cuddrica parabdlica como la descrita en el terorema 5.5 en
el caso m = 1. Por lo tanto, sabemos que Q(2,q) C P?(F,) tiene exactamente g + 1
puntos. La misma cantidad de puntos que tiene una recta en P?(F,), como vimos en
2.9. Sin embargo, sabemos que (2, ¢) no es una recta porque esto implicaria que la
forma cuadratica que la genera se anula en todo un plano de Fz y sabemos que es
imposible, puesto que resultaria una forma degenerada. Consecuencia de ésto es la
siguiente proposicion.

Proposicién 5.6. Sea Q una forma cuadrdtica no degenerada en Fi y Q(2,q) la
cuddrica que genera en P?(F,). Dada una recta r C P*(F,), r tiene como mucho 2
puntos en comin con Q(2,q).
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Demostracion. Sea (-, -) la aplicacién bilineal asociada a ). Supongamos que existen
tres puntos distintos Py, P, y Py en 1N Q(2,q). Estos puntos estan representados por
tres vectores diferentes vy, vy y v3, independientes dos a dos y todos ellos contenidos
en un mismo plano vectorial en Fg. Vamos a ver que entonces () se anula en todo
este plano, lo que es imposible. Podemos escribir v3 como combinacion lineal de los
otros dos v3 = aw; + Pug, siendo a y [ no nulos. Consideramos la base del plano
{e1 = awy, €9 = Pug}. Puesto que @ se anula sobre v; y vq, para cualquier vector del
plano tenemos

Q(Aey + vea) = My(eq, ea),

pero como también (e, e2) = $Q(e1 + €2) = 3Q(vs) = 0 la forma cuadrética se anula
en todo el plano de forma que llegamos a un absurdo.
O

Definicién 5.7. Una recta | C P*(F,), se dice que es tangente a Q(2,q) si en 1N
Q(2,q) hay un inico punto.

Proposicién 5.8. Dada una cuddrica Q(2,q) C P*(F,), por cada punto P € Q(2,q)
pasa una unica tangente. Ademds, si vp € ]Fg es el vector que representa a P, el
subespacio que representa a la tangente a O por P es (vp)=*.

Demostracion. Sea @ la forma cuadratica que genera la cuadrica y (-, -) la aplicacién
bilineal asociada. Dado un punto P € (2, q) existe un subespacio (vp) C IFg que lo
representa, evidentemente Q(vp) = 0. Si consideramos (vp)L por 4.4 es un subespacio
de dimensién dos, que contiene a vp porque es un vector isotropico. Dado un vector
w € (v)* no puede ser isotrépico porque si no (-, ) se anularfa en todo el plano (vp)*

y esto no se puede dar.
O

, . P o 2
Al final del tercer capitulo analizamos la forma cuadrética Q((xo, 21, x2)) = xoxe — 7.
Ahora analizaremos la cuadrica parabdlica a la que da lugar en un plano proyectivo
sobre un cuerpo finito de caracteristica impar arbitrario, [F,

Q(qu) = {(x()?xlvx?)l\ € P2(IFQ> : Q((:L‘()?xl?'r?)) - O}v

donde A es una referencia proyectiva ya fijada. Si consideramos la recta del infinito
Teo la que viene determinada por la ecuaciéon xy = 0, su unica interseccién con los
puntos de Q(2,q) es el punto Py, = (0,0,1),. Por lo tanto, el resto de puntos de
la cuadrica tienen su primera coordenada no nula y para evitar la indeterminacion
propia de las coordenadas homogéneas la podemos fijar como zy = 1. El resto de
puntos deben cumplir la ecuacién xo = 2%, luego dependeran de un tnico pardmetro
mas, A € I, de forma que para cada valor que tome A habra un punto més en (2, q)
al que denotaremos Py = (1, A, A\?),.

De esta forma acabamos de demostrar que

Q(2,9) = {(1,\,\})x € P*(F,) | A € F,} U{(0,0,1)5}.
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Resulta evidente que la recta tangente a (2, q) en P, es la propia recta del infinito.
Veamos que sucede en el resto de puntos de la cuadrica. Ya vimos que la forma bilineal
asociada a esta forma cuadratica tiene la forma

ToYy2 | T2Yo
2 2
ademas sabemos que si un punto P, es representado por un vector vy, su recta tan-
gente es representada por el subespacio (vy)t. Para calcular la ecuacién implicita
que representa a la recta tangente a (Q(2,q) por P, a la que llamamos r) basta con
sustituir las coordenadas de Py en la forma bilineal simétrica e iguala a cero de lo que

obtenemos

((930,%,372),(90791,?/2)) = — T1Y1,

2

A 1
™ = ((x‘o, Xy, ZL’Q), (17 )\, )\2)) = ?JZO — )\l’l + §$2 = 0.

5.3. Cuddricas en P*(F,)

Cuéddrica eliptica en P3(F,)

Nos centraremos primero en el caso expuesto en el teorema 5.4 con la particularidad
de m = 2, por lo tanto, Q™ (3, q) contiene ¢* + 1 puntos. Al igual que en el caso de las
cuddricas en P?(F,), una forma cuadrética @ que induzca una cuédrica eliptica no se
puede anular en un subespacio vectorial de dimensién 2, esto resulta en propiedades
similares que se prueban de forma similar.

Proposicién 5.9. Dada una cuddrica eliptica Q= (3,q) C P*(F,) y una recta r C
P3(F,), su interseccidon tiene como mucho 2 puntos.

Demostracion. La prueba es la misma que la de la proposicién 5.6, el hecho de @) se
anule en tres puntos de una linea en P3(F,) obliga a que @Q se anule sobre todo un
plano de IF;‘.

O

Definicién 5.10. Un plano m C P3(F,) se dice que es tangente a Q™ (3,q) si la
interseccion ™ N Q~(3,q) tiene un inico punto.

Proposicién 5.11. Dada una cuddrica eliptica Q~(3,q) C P*(F,), por cada punto
P € Q(3,q) pasa un unico plano tangente. Si P es representado por el subespacio
(vp) C IF3 el plano tangente a Q= (3,q) en P es representado por el subespacio {(vp)=*.

Demostracion. De nuevo, vuelve a ser muy similar a la prueba de la proposicién 5.8,
con la diferencia de que ahora (vp)* tiene dimensién tres y por lo tanto representa a

un plano proyectivo.
m

Proposicién 5.12. Sea Q(3,q) C P*(F,) una cuddrica eliptica. Dado un plano
7w C P3(F,) no tangente a Q™ (3,q) su interseccion con dicha cuddrica tiene q + 1
puntos.
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Demostracion. Sea @ la forma cuadratica que genera la cuddrica eliptica y (-,-) la
aplicacion bilineal asociada. Sea 7 un plano proyectivoy L C F ;‘ el subespacio lineal
que lo representa. Si la restriccién de () a L es no degenerada, sabemos que Q)
genera una cuadrica Q(2,q) en L de ¢+ 1 puntos. Veamos que si 7 no es tangente, la
restriccion a L es no degenerada. Para ello supongamos que es degenerada y veamos
que entonces 7 es tangente. Sabemos que @ y (-, -) se pueden anular por completo
como mucho en un subespacio vectorial de dimensién 1. Sea (v) C L el subespacio
en el que las restricciones se anulan, entonces L C (v)® y como por la proposicién
3.11 tienen la misma dimensién son iguales, pero hemos visto que (v)* es justo el
subespacio que representa al plano tangente a @)~ (3,q) que pasa por el punto que
representa (v).

O

Cuddrica hiperbdlica en P3(F,)

Trataremos ahora un caso diferente a los dos anteriores, puesto que la la forma
cuadrética que genera Q% (3,¢q) permite descomponer ]F;1 en 2 planos hiperbdlicos,
ahora existen subespacios vectoriales de dimensién 2 sobre los que tanto () como su
forma bilineal asociada, (-,-) se anulan. Por lo tanto, hay rectas en P*(F,) contenidas
en Q7 (3,¢q). Veamos cuantas:

Proposicién 5.13. Sea Q*(3,q) C P¥(F,) una cuddrica hiperbdlica. Por cada punto
P € Q" (3,q) pasan 2 rectas contenidas en Q% (3,q). En una cuddrica hiperbdlica en
P3(F,) hay 2(q + 1) lineas diferentes.

Demostracion. Sean Q) y (-, ) la forma cuadrética y la aplicacion bilineal que generan
nuestra cuddrica hiperbdlica. Sea P € Q7 (3,q) y sea (v) el subespacio lineal que
representa a P; como (v,v) = 0, podemos completar una base de IF;‘, B = {v,v,v9,v3}
en la que la matriz de (-,-) sea

o O = O
o O O
_— o O O
o= O O

Buscamos las coordenadas de (v)* en dicha base:

(aa ba Ca d) = b - 0,

_— o O O

0
0
1
0

o O O
oS O O

0
1
0
0

por lo tanto (v)* es la suma ortogonal de (v) y un plano hiperbdlico, (v, v3). De esta
forma podemos ver que en (v)* hay dos planos completamente isotrépicos, (v, vy) y
(v,v3) y por lo tanto, por P pasan dos rectas, representadas por estos subespacios,
totalmente contenidas en Q*(3,q).
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CAPITULO 5. CUADRICAS EN EL ESPACIO PROYECTIVO

Si por cada punto de Q7 (3, ¢) pasan 2 rectas, el cardinal de la cuddrica es |Q™ (3, q)| =
(¢g+1)? y en cada recta hay ¢ + 1 puntos. El nimero de rectas diferentes es:

g+ 1)

| =2(¢+1).

Estas rectas que forman Q7 (3, ¢) tienen una determinada estructura.

Proposicién 5.14. Sea Q*(3,q) C P3(F,) una cuddrica hiperbdlica. Las 2(q + 1)
rectas que contiene se dividen en dos grupos de g+ 1 rectas de forma que si dos rectas
pertenecen al mismo grupo no tienen interseccion entre ellas.

Demostracion. Sea () la forma cuadratica en
F que genera Q*(3,¢q) C P*(F,) y [ una recta contenida en la cuddrica. Conside-
ramos los ¢ + 1 puntos que segin la proposicién 2.8 contiene, | = {FP, P, ..., P}
representados por (v;). Llamamos g; a la otra recta que pasa por P;. Cada recta g; es
representada por (v;,w;). Supongamos que g; y ¢; se intersecan en un punto repre-
sentado por (v;, w;) N (v, w;), entonces () se anula sobre el subespacio (v;, v;, w;). Sin
embargo, () no se puede anular sobre un subespacio de dimensién mayor que 2 y por
lo tanto g; y g; no se pueden intersecar. Luego el conjunto de rectas {go, ..., g,} no
presenta intersecciones entre si.

[

5.4. Cuddricas descomponibles en P*(F,).

Hemos analizado las cuddricas en el espacio proyectivo con ayuda de la clasificacion
que hicimos de las formas bilineales simétricas, sin embargo, una cuddrica no deja
de ser el conjunto de puntos representados por ceros de polinomios homogéneos de
segundo grado. En [San] las cuddricas en P*(F,) como tal son tratadas y se separan en
dos grupos; conicas no descomponibles, que se corresponde con el grupo de cuadricas
no degeneradas que ya hemos tratado, y conicas descomponibles. Estas ultimas se
llaman asi porque la ecuacién de segundo grado que las define se puede factorizar en
producto de dos términos lineales. Vamos a ver como podemos llegar a esta conclusién
desde nuestro punto de vista.

Trataremos las cuddricas en P?(FF,) sobre cuerpos de caracteristica impar, es facil
llegar a un resultado equivalente en los cuerpos de caracteristica par.

Teorema 5.15. La expresion de una forma cuadrdtica degenerada sobre ]Fg no nula
puede ser factorizada en dos términos lineales. Dependiendo del caso se puede dar:

» Dos facotres lineales con coeficientes en una extension K de F,.
» Dos factores lineales diferentes con coeficientes en IF,.

» Un factor lineal elevado al cuadrado con coeficientes en F,.
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Demostracion. Una forma cuadratica estd definida a partir de una forma bilineal
simétrica. Supongamos ahora que esta forma, (-,-), es degenerada y que su radical
tiene dimension 1. Supongamos que rad ((+,-)) = (v1). Si completamos vy hasta formar
una base de ]Fg, la restriccion de la forma bilineal al subespacio bidimensional generado
por los otros dos vectores debe ser no degenerado, el teorema 3.16 nos dice que este
plano puede ser o bien anisotrépico o bien hiperbdlico.

Supongamos que estamos en el primer caso y este subespacio es anisotrépico, como
consecuencia del teorema 3.16, vy se puede completar hasta una base B = {vg, v1,v2}
en la que la matriz asociada a la aplicacion sea

00 O
01 0 )
00 —n

donde recordemos que 7 es un no cuadrado. Consecuencia de esto la forma en esta
base de la forma cuadrética es

Q ((zo, 21, 9)5) = 7 — nT3.

Evidentemente en [F, esta ecuaciéon no se puede descomponer en factores lineales
puesto que el polinomio x? — 73 no tiene raices, esto se puede ver teniendo en cuenta
que nr3 es siempre un no cuadrado y z? es, obviamente, un cuadrado luego no se
puede dar 27 = nz3. Sin embargo, en una extensiéon de F, en la que & = 7 tenga
solucién, tendremos la descomposicion x? — nz2 = (z1 + xg) (21 — Exy) = 0.

Si por el contrario el subespacio es hiperbdlico, segin el teorema 3.16, existird una
base que complete a vy, S = {¥, 01, U2} en la cual la matriz de Gram de la aplicacién
es

o O O
_ o O
O = O

Resulta evidente entonces que la expresion explicita en esta base de la forma cuadrati-
ca sera

Q ((zo, z1,2)s) = 2 211,

producto de dos factores lineales, x; y x».

En el caso en el que el radical tenga dimension 2, es consecuencia de 3.15 que existe
una base G = {09, 01,02} en la que la forma cuadratica tenga la forma

Q (0, 21, 12)g) = Y23,

donde ~ puede ser cuadrado o no, pero a efectos practicos es equivalente a la ecuacién
23 = 0 es decir el producto de un factor lineal consigo mismo.
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Es facil ver que los factores en los que se ha descompuesto cada forma no dejan de ser
lineales en ninguna base, pues las coordenadas x; y x5 son combinaciones, también

lineales, de las coordenadas en la otra base.
m

Corolario 5.16. Las cuddricas en P?(F,) que definen las formas cuadrdticas en Fg
explicadas en el teorema anterior estan formadas en cada caso por:

= un unico punto,
» 2q + 1 puntos situados sobre 2 rectas,
= [0s ¢+ 1 puntos de una recta.

Demostracion. Siguiendo con la notacion de la demostracion anterior, con la expresion
Q ((zo, 1, 22)5) = 23 — na3, los dnicos vectores para los que @ se anula son los

. ’ . 3
representados por (A, 0,0), es decir los que estdn en el subespacio (vy) C F, que
representa a un unico punto en el plano proyectivo.

En el segundo caso los vectores sobre los () se anula son los que estan en los planos
r1 =0y x9 = 0, cada uno de ellos representa una recta diferente, ambas se cortan en
el punto representado por (vp).

Finalmente, en el tercer caso los tnicos vectores con imagen nula son los que estan

contenidos en el plano vectorial x5 = 0 que representa una recta en el plano proyectivo.
O

Corolario 5.17. La expresion de una forma cuadrdtica no degenerada en Fg no se
puede descomponer en factores lineales.

Demostracion. Hemos visto que si la expresion se descompusiese en factores lineales,

. , . 2
esta se anularia sobre todo un plano y por lo tanto la cuadrica Q(2,q) C P*(F,)
contendria una recta, pero sabemos que esto tltimo no es cierto.

]

Este dltimo corolario nos revela que la denominaciéon de conica no descomponible es
acertada.
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Capitulo 6

Curvas

Hemos tratado las cuadricas en el capitulo anterior, algunas de ellas constituyen un
caso particular de unos conjuntos del espacio proyectivo, P"(F,), llamados curvas.
Analizaremos estos objetos mas generales y en particular trataremos con los 6valos,
un tipo de curvas en el plano proyectivo. Veremos en que caso los évalos son curvas
maximales y como, si ¢ es impar, en P?(FF,) los tinicos évalos que existen son las
cuadricas (2, q) como ya vio Segre en 1955, [Seg].

6.1. Curvas en el espacio proyectivo

Definicién 6.1. Una curva, A C P*(F,), es un conjunto de al menos n + 1 puntos
de los cuales hay como mucho n contenidos en un mismo hiperplano.

Consideramos en P"(FF,) el conjunto definido en coordenadas homogéneas como sigue:
A={(1,6¢,...,6"):£€F,}uU{(0,0,...,0,1)},
dado un hiperplano, H, se puede definir por una ecuacién
agTo + a1y + -+ - + apx, =0,

si se cumple a,, = 0, entonces el punto (0,0,...,0,1) estd en el hiperplano; puesto
que el polinomio
ag + art + ast? + -+ ap_1t" !,

tiene como mucho n — 1 raices diferentes, se cumple | AN H| < n. Por el contrario, si
a, # 0, entonces (0,0,...,0,1) no esta en el hiperplano y el polinomio

ap + art + -+ ant”,

tiene a lo sumo n soluciones. Por lo tanto, dado un hiperplano cualquiera nunca hay
mas de n puntos de A en él, luego el conjunto A es una curva en P*(F,).

Proposicién 6.2. Sin > q¢ — 1, entonces una curva en P*(F,) tiene como mucho
n + 2 puntos.
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Demostracion. Supongamos que tenemos una curva con n + 2 puntos. Por definicién
no hay ningin hiperplano que contenga a n+ 1 puntos, luego si elegimos n+ 1 puntos
en la curva son independientes, por lo que estamos en las mismas condiciones que en
la definicién de referencia proyectiva 2.13. Existe por lo tanto una referencia en la
que los n + 2 puntos que contiene la curva se pueden expresar como:

(1,0,...,0), (0,1,0,...,0),..., (0,...,0,1), (1,...,1)

Elegimos otro punto cualquiera, P € P"(F,). Podemos escribir P = (zo,...,2,) en
sus coordenadas en la referencia anterior y como n + 1 > ¢ tenemos dos opciones:

= Hay una coordenada de P nula, en cuyo caso el hiperplano z; = 0 tendria n+ 1
puntos.

» Hay dos coordenadas x; y x; iguales, en este caso el hiperplano z; = x; tendria
n + 1 puntos.

Sabemos que la igualdad es posible por el ejemplo anterior.

6.2. Curvas en el plano

Si nos restringimos al plano, la condicién de que un hiperplano no contenga més de
n puntos se traduce en que en una misma recta no puede haber mas de dos puntos
de la misma curva. Esta propiedad es la misma que tiene la cuddrica Q(2,q) que
estudiamos en el anterior capitulo, jhabrd curvas distintas de Q(2, ¢) en P?(FF,)?.

Vamos a analizar cual es el tamano méximo de una curva A C P?(F,). Sea un punto
P € A, vimos en 2.9 que por él pasan g + 1 rectas y en cada una de éstas hay, como
mucho, un punto més contenido en A, por lo tanto |A| < ¢ 4+ 2. Sabemos que las
coénicas tienen ¢ + 1 puntos, estudiamos a continuacion la existencia de curvas mas
grandes.

Definicién 6.3. Un conjunto O C P*(F,) es un dvalo si es una curva de g+ 1 puntos.

Sabemos por la proposicién 2.9, que por un punto de P?(F,) pasan ¢+ 1 rectas. Por lo
tanto, dado un punto en un évalo P € O, de esas g+ 1 rectas, ¢ quedan definidas por
el resto de puntos de O y la recta restante tinicamente insterseca a O en un punto.
Por lo que por cada punto de un évalo pasa un una tnica recta tangente a él. Vamos
a ver que en el caso en el que el cuerpo sobre el que trabajamos tenga caracateristica
2 existe siempre una curva que contiene al 6valo.

Proposicién 6.4. Sea g = 2" y O C P*(F,) un dvalo, entonces dado un punto P ¢ O
por €l pasan 6 una tangente a O ¢ ¢+ 1 tangentes a O.

Demostracion. Dado un punto P ¢ O, por él pasan ¢+ 1 rectas. Como ¢ es un ntimero
par, ¢ + 1 es impar y puesto que en una recta puede haber, a lo sumo, dos puntos
de O, tiene que haber al menos una tangente a O que pase por P. Sabemos que por
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cada punto de un évalo pasa exactamente una tangente. Tenemos por lo tanto que
por cada punto de P?(F,) pasa al menos una tangente y existen ¢ + 1 tangentes. Es

decir:
2 _
PF)= |J
r tangente a O

Dado un conjunto de [ rectas diferentes contenidas en un plano proyectivo, su unién
contiene al maximo nimero posible de puntos si y sélo si todas ellas tienen el mismo
punto en comun. En este caso el numero de puntos de la union es gl + 1, cada recta
aporta g puntos diferentes, a los que anadimos el punto comin. Tenemos entonces un
grupo de g + 1 rectas cuya unién forma P?(F,) que como vimos en la proposicién 2.8
tiene ¢ 4+ ¢ + 1 puntos. Luego todas las rectas deben concurrir en el mismo punto.

Sabemos por lo tanto que por cada punto pasa al menos una recta tangente a O y
existe un punto, IV, por el que pasan todas. Supongamos que por un punto fuera de O
pasan dos rectas, esas dos rectas también pasan por N, luego tienen que ser iguales.

m

Definicién 6.5. Dado un dvalo en un plano proyectivo sobre un cuerpo de carac-
teristica 2, P%(F,); el punto por el que pasan las ¢ + 1 tangentes a €l se denomina
nucleo del ovalo.

La unién de un 6valo, O C P%(Fs.), y su nicleo N sigue siendo una curva con la
particularidad de que no tiene ninguna recta tangente.

Definicién 6.6. Una curva en P*(F,) con q + 2 puntos es un hiperdvalo.

Proposicién 6.7. Sea ¢ impar y O un dvalo en P*(F,). Por cada punto P ¢ O pasan
o bien 2 tangentes o ninguna.

Demostracion. Llamamos x; al nimero de puntos no contenidos en O por los que
pasan i tangentes. Podemos contar el nimero de pares (P,t), donde P es un punto
no contenido en O y t es una tangente que pasa por P de dos formas. Por un lado
tenemos ¢ + 1 tangentes y cada una tiene g puntos fuera de O. Por otro, por cada
punto contado en x; pasan ¢ tangentes diferentes. Por lo tanto:

alg+1) =) iz (6.1)

Ahora contamos de nuevo de dos formas distintas las ternas (P,t,1) formadas por
un punto P y dos tangentes distintas cuya intersecciéon es P. Por un lado, dadas dos
tangentes distintas se cortan en un punto fuera de O, ya que por cada punto de O
pasa una unica tangente. Por otro lado, si por un punto pasan 7 tangentes en ese
punto hay i(i — 1) ternas distintas. Podemos escribir:

g+1

g(g+1) = Zm(z ~1) (6.2)
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Restando la ecuacién (6.1) a la ecuacién (6.2) nos queda la expresion

> (i = 2)a; = 0.

%

Como q es impar g + 1 es par, luego el nimero de puntos en O es par y el nimero
de lineas que pasan por un punto es par. Por tanto, dado un punto P ¢ O por él
s6lo puede pasar un numero par de tangentes a O. De esto se deduce que z; = 0 si ¢
es impar y por lo tanto todos los términos de la serie son mayores o iguales que cero
luego todos deben ser 0. De esto deducimos que x; sélo puede ser distinto de 0 si 7 es
06 2.

m

Proposicién 6.8. Sea q impar, entonces no existen hiperévalos en P*(F,).

Demostracion. Todo hiperdvalo contiene un évalo, por lo tanto para formar un hi-
perévalo podemos partir de un évalo. Sea O un évalo en un plano proyectivo sobre
un cuerpo F, con ¢ impar y sea P ¢ O. Por la proposicién anterior por P pasan 0 6
2 tangentes a O por lo que siempre tienen que pasar secantes a O asi vemos que no
podemos anadir otro punto y seguir teniendo una curva, puesto que tendriamos tres

puntos alineados.
m

6.3. Teorema de Segre

Vamos a ver que los Unicos 6valos que existen en planos proyectivos sobre cuerpos
de caracteristica impar son las cuddricas (2, q) estudiadas en el capitulo anterior.
Esto fue originalmente demostrado por Beniamino Segre en 1955, un matematico
italiano nacido en Turin en 1903. Segre fue uno de los pioneros en el estudio de la
geometria finita. La prueba original aparece en [Seg], sin embargo, nosotros seguimos
una posterior en [Cam)].

Teorema 6.9 (Teorema de Segre). Sea q impar y O un dvalo en P?(F,), entonces
existe una forma cuadrdtica, @, de forma que O es el conjunto de puntos isotropicos

de Q, la cuddrica Q(2,q).

Demostracion. Estructuramos la prueba en pasos:
Paso 1. El producto de todos los elementos en Iy es -1.

Todos los elementos excepto 1 y -1 (que son sus propios inversos) aparecen multipli-
cados por su inverso, los Unicos que prevalecen en el producto son precisamente 1 y

-1 luego:
H a=—1.
ackFy
Paso 2. Dados tres puntos no alineados; P;, P> y Ps; podemos elegir una referencia

de forma que las coordenadas en ella de estos puntos sean (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1).

o8



6.3. TEOREMA DE SEGRE

Ademas, en esta referencia se tiene que las rectas r;, definidas por pasar por los puntos
Pjy P,coni#j, k#jyi#k, tienen ecuacién x; = 0.

Paso 3. Dadas tres rectas ly, ls y l3 que pasan por Py, P, y Ps respectivamente y se
cortan en un mismo punto, si sus puntos de corte con 1y, ro y 13 son (0,1,a), (b,0,1)
y (1,¢,0); entonces abc = 1.

Para demostrarlo, hay a ver que las ecuaciones de [y, [y y I3 son 3 = axy, x1 = brs y
To = cxy. Sustituyendo tenemos:

T3 = axry = acx, = abcrs,

luego por el paso 1 tenemos abc = 1.

Paso 4. Sea O un dvalo en P*(F,). Supongamos que los tres puntos (Pi, Py y P3)
estan sobre O y las tangentes al dvalo por ellos tienen ecuaciones r3 = axrs, x1 = brs
Yy xo = cxy respectivamente; entonces abc=-1.

Primero veamos que las tangentes pueden tener esas ecuaciones. Una recta que pasa
por P tiene ecuaciéon

axy + 51’3 = 0,

si a = 0 la recta pasa por P,, de hecho es es r3, y no es tangente y si § = 0 entonces
pasa por P, es ro y no es tangente tampoco, luego la ecuacién esta bien definida y
a # 0. Ademas, corta a r; en (0,1, a).

En O hay otros ¢ — 2 puntos, p1,ps, ..., ps—2, podemos suponer que la recta que pasa
por P y p; tiene ecuacién x3 = a;xo, por lo tanto corta a r; en (0,1,a;). Como la

recta tangente y estas ¢ — 2 rectas son distintas, también lo son a y los a;, entonces
constituyen los ¢ — 1 elementos de Fj y por el paso 1 tenemos

Podemos hacer las mismas construcciones desde P, y P3 obteniendo

q—2 q—2
bez = CHCi = —1,
i=1 i=1

por lo tanto:

q—2
abce H aibici = —1.
i=1

Las rectas que pasan por P, P, y P; y se cortan en p; cumplen las condiciones del
paso 3 y por lo tanto a;b;c; =1y abc = —1.
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CAPITULO 6. CURVAS

Paso 5. Dados tres puntos de O existe una conica que pasa por ellos y con las mismas
tangentes que O en estos puntos.

Si consideramos los puntos y las tangentes del paso anterior la conica definida como

C = x93 — cr3x1 + caxixy = 0,

lo cumple. Tanto, (1,0,0) como (0,1,0) y (0,0, 1) estédn en C, ademés si consideramos
la recta 3 = axo. La tnica solucion del sistema:

0 = 2913 — cax3T + carixs
T3 = aTg,

distinta de la nula es (1,0,0) asi que esta recta es efectivamente una tangente. Lo
mismo ocurre con la recta xo = cxy. Si anadimos la condicién del paso 4 (abc = —1)
a la recta x; = bxs también le ocurre lo mismo.

Paso 6. Dados 3 puntos de O y una cuddrica que pase por ellos y tenga las mismas
tangentes en dichos puntos O, pasa por el resto de puntos del évalo con la tangente
correcta.

Para demostrarlo consideramos 4 puntos de O; Py, P, Py y Py, representados por los
vectores vy, U9, U3 ¥ U4, con tangentes ty, t9, t3 v t4 representados por los subespacios
Ly = (v1,wy), Ly = (vg,ws), L3 = (v3,ws) y Ly = (vy4,wy). Consideramos tres for-
mas cuadraticas @1, Q2 y 3 que generan las cuddricas que pasan por {Py, P, P3},
{Py, Py, P,} y {P1, P3, P,} respectivamente. Estas formas cuadréticas estdan determi-
nadas salvo un factor constante. Hemos visto en 5.8 que L; = (v;)*. Todas las matrices

tienen la misma tangente ¢; en P;. Por lo tanto, la matriz de (); en L; es ( 8 o(z)- >,
J

luego multiplicando por una constante adecuada las tres formas cuadraticas coinciden
en L.

Consideramos ahora las restricciones de ()2 y Q3 a Ly Razonando igual que antes, la

0 5
embargo, coinciden en L N Ly, luego tienen que ser iguales. De la misma forma ) y
()2 coinciden en Ly y ()1 coincide con Q3 en L. De esta forma hemos visto que Q)5 y
(3 coinciden en Ly, Ly y Ly N L3, lo que las obliga a ser iguales.

. . . 0 0 .
restriccién de las formas a este espacio en la base {vy, w4} tiene forma , sin

]
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Capitulo 7

Disenos combinatorios

Los disenos combinatorios se utilizan en experimentos en los que la cantidad de mues-
tras a analizar es muy grande. La idea es conseguir dividir estas muestras de forma
efectiva. Por ejemplo, si estamos en una cata de quesos y el objetivo es ser capaces
de distinguir de entre dos quesos cual es el mejor, las muestras se dividen en bloques
de k elementos cada uno, de forma que cada fromelier pruebe las muestras de un
bloque. Si conseguimos que dados 2 quesos distintos siempre haya A\ bloques en los
que estén podremos consultar la opinién de los A expertos que han probado ambos.
Esta estructura es un 2-(v, k, \) diseno.

Otra situacion en la que los disenos son 1tiles es a la hora de realizar pruebas de aler-
gias. Se pueden elaborar v muestras de forma que en cada una de ellas se encuentren
k posibles alérgenos disueltos. Si conseguimos que dadas 2 muestras distintas siempre
nos lleven a una sustancia concreta, las dos muestras que mayor reacciéon produzcan
nos conduciran al alérgeno al que mas sensibles somos.

7.1. Definicién y parametros

Comenzaremos por definir de manera formal lo que es un diseno.

Definicién 7.1. Dado un conjunto Q) de v elementos, un t-(v, k,\) diserio es una
familia, D = {By,..., By}, de subconjuntos de Q llamados blogques, que cumple las
propiedades:

s Cada blogue B; tiene cardinal k.
s Cada subconjunto de () de t elementos estd contenido en exactamente \ bloques.

Un caso frecuente en geometria es el de A = 1, por ejemplo dos puntos definen una
Unica recta.

Definicién 7.2. Un t-(v,k, 1) diserio es un S(t, k,v) sistema de Steiner.

Vamos a estudiar dos parametros que tienen gran importancia a la hora de estudiar
los disenos: en cuantos bloques esta cada elemento de ) y cuantos bloques hay en un
diseno D.
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CAPITULO 7. DISENOS COMBINATORIOS

Proposicién 7.3. Sea D un t-(v, k,\) disenio en Q); cada elemento w € Q) estd en r

bloques con:

A(U—l)(@—?)---(v—tle)
(k—1)(k—=2)---(k—t+1)

. (7.1)

Demostracion. Cada subconjunto de €2 de t elementos, por definicién determina A
bloques. Fijado un elemento w € €2, hay v — 1 formas de completar w a una pareja
en 2, (”gl) formas de completarlo a un trio, de la misma forma hay (::11) formas de
completar un subconjunto de ¢ elementos. Sin embargo, cada uno de estos bloques
puede ser determinado por otro subconjunto de ¢t elementos, veamos cuantas veces
estamos contando cada bloque. Dado w, dentro de un bloque hay (];:11) formas de
elegir otros t — 1 elementos dentro del mismo. Por lo tanto:
v—1
r=abet

t—1

(v=1(v=2)---(v—t+1)

A SOk —2) (=t 1)

Proposicién 7.4. Un t-(v, k,\) diseno D tiene b bloques con:

vio—=1(wv=2)-(v—t+1)

= S )= (=t £ 1)

(7.2)

Demostracion. La demostracién es muy similar a la anterior, la diferencia es que
ahora no partimos de un elemento, pues nuestro objetivo es contar todos los bloques
y no sélo los que contienen a un elemento fijado. Ahora tenemos (Z) formas de elegir
una pareja, (g) formas de elegir una terna y (7;) formas de elegir ¢ elementos. Cada
subconjunto de t elementos determina A bloques distintos. Dentro de un bloque hay
k elementos, por lo tanto, un subconjunto de t elementos se puede elegir dentro de
él de (zt’) formas diferentes, es decir, estamos contando cada bloque todas esas veces.
Finalmente el nimero total de bloques sera:

() =W =2)-- (vt +1)
b_AFS_AMk—D%—Zyu%—t+U'

]

El parametro r se denomina pardmetro de replicacion. Dividiendo una la ecuacion
(7.2) entre (7.1) obtenemos una relacién entre los pardmetros del disefio:

kb = rv,

la interpretacion combinatoria de esta relacién es facil, por un lado kb es el niimero
de bloques por el niimero de elementos que contiene cada uno y por el otro, rv es el
nimero de puntos en €2 por el nimero de bloques en el que estd cada uno. De forma
que kb y rv son dos formas de contar la misma cantidad.
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7.2. Ejemplos conocidos

Las estructuras geométricas son proclives a formar disenos combinatorios. Un claro
ejemplo de esto es que dos puntos determinan una tinica recta o que en un espacio de
dimension n, precisamente n puntos determinan un hiperplano. A lo largo del trabajo
ya nos hemos cruzado con varias estructuras que dan lugar a disenos combinatorios,
muchos de estos ejemplo aparecen en [Ball] o [LiWi].

Proposicion 7.5. Sea n un niumero natural y q una potencia entera de un nimero
pPrimo:

» El conjunto de las rectas del espacio proyectivo P*(F,) es un S (2, q+1, qn;_l1_1>
sistema de Steiner.

» El conjunto de las rectas del espacio afin A™(F,) es un S (2,q,q") sistema de
Steiner.

Demostracion. Esta claro que dos puntos definen una tnica recta. Las rectas tienen
q¢+ 1y q puntos en P*"(F,) y A"(F,) respectivamente segin las proposiciones 2.8 y
2.22. Por otra parte, en el primer caso el espacio ambiente es el espacio proyectivo
con |P*(F,)| = =1 v en el segundo, = A™(F,) con |A™(F,)| = ¢™.

q—1

]

Proposicién 7.6. Sea n un nimero natural y q una potencia entera de un numero
pPTIMo:

q"""lfl qnil qn71>

» Bl conjunto de hiperplanos del espacio proyectivo P™(F,) es un 2—< pa R pl i |

diseno.

. . . . n n ,n— nol_
» El conjunto de hiperplanos del espacio afin A"(F,) es un 2—<q LY Z"*Q—})'
diseno

Demostracion. En el primer caso se tiene Q = P*(F,), por lo tanto contiene v =
qn+1_1
q—1
n—1
2.9 estd contenida en £— hiperplanos distintos. Por otra parte los hiperplanos son
qg—1

subconjuntos de qqn%ll elementos, tal y como dice la proposicion 2.8.

puntos (elementos). Dos puntos definen una recta que segin la proposicién

En el segundo caso 2 = A"(FF,), ocurre lo mismo, dos puntos definen una recta que
estd contenida en Z::—;j hiperplanos segun la proposicion 2.22. Anadiendo a esto
el tamano del espacio, |A"(F,)| = ¢" y que el cardinal de los hiperplanos es ¢" !,
podemos terminar.

]

Podemos considerar sistemas en espacios ambiente mas pequenos, por ejemplo en la
cuddrica @~ (3,q) C P*(F,), estudiada en el capitulo quinto. Los disefios con esta
estructura se conocen como planos inversivos y los estudiaremos en profundidad mas
adelante.
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Proposicién 7.7. Sea Q= (3,q) C P*(F,) una cuddrica eliptica. Consideramos las
intersecciones de planos no tangentes a Q= (3,q) con la propia cuddrica como bloques.
Estos constituyen un S(3,q + 1,¢* + 1) sistema de Steiner.

Demostracion. Sabemos por el teorema 5.4 que la cuddrica eliptica en P3(F,) tiene
¢*> + 1 puntos. Dados tres puntos cualesquiera de Q™ (3,¢) nunca estan alineados,
luego definen un tnico plano en P?(F,) que evidentemente no es tangente a Q~ (3, q)
y cuya interseccién con la cuddrica tiene g+ 1 puntos segtn la proposicién 5.12. Luego
tres puntos en (3, ¢) bastan para determinar un bloque y cada bloque tiene g — 1

puntos.
O

Introducimos ahora un par de nuevos ejemplos asociados a la conocida estructura de
plano afin A%(F,).

Proposicién 7.8. Dado un plano afin A*(F,), la familia de los conjuntos formados
por pares de lineas paralelas constituye un 2 — (q2,2q,2q — 1) diseno.

Demostracion. Veamos que dos puntos estan en 2¢g — 1 bloques. Tomamos dos puntos
P,Q € A*(F,). Fijado un punto, P, en el plano afin, por él pasan ¢ + 1 rectas tal y
como se vio en la proposicién 2.22. Por lo tanto, por P pasan exactamente ¢ rectas
que no contienen a (); podemos, como vimos en 2.24, identificar una recta paralela
a cada una de estas que pase por (), existen por lo tanto ¢ bloques de este tipo. Por
otra parte, si consideramos la recta P(), podemos tomar una recta secante a ella, s.
Por cada uno de los ¢ — 1 puntos de s distintos del punto de corte con PQ), pasa una
recta paralela a la propia PQ), formamos asi ¢ — 1 nuevos bloques. En total, fijados
dos puntos, existen exactamente 2q — 1 bloques de los descritos en la proposicién que
contengan a ambos.

Puesto que una recta contiene ¢ puntos, un bloque contiene 2q.

[]

En [Cag] se dan condiciones necesarias y suficientes para determinar si un cierto
2 — (n? 2n,2n — 1) diseno puede verse como parte de un plano afin.

Proposicién 7.9. Sea q impar. En el plano afin A*(F,) existen q + 1 direcciones
diferentes, las agrupamos en q;r—l parejas, si dos direcciones estdn emparejadas decimos
que son perpendiculares. El conjunto de bloques formado por las uniones de dos rectas
perpendiculares excepto el punto de su interseccién constituye un 2—(q*,2q—2,2q—3)
diseno.

Demostracion. Tomamos dos puntos P,Q € A?*(F,). Igual que antes, estos puntos
pueden estar en un bloque de dos formas distintas. Por una parte la recta PQ) define
una direccion, por cada uno de los ¢ — 2 puntos de la recta que son distintos de P
y de () pasa una recta perpendicular a la direccién de P(Q), existen por tanto ¢ — 2
bloques de este tipo. En segundo lugar podemos hacer que por () pase una recta, r,
con una direccion distinta de las definidas por P(Q) y su perpendicular, de forma que
por P pase otra con direcciéon perpendicular a la de r. Podemos elegir ¢ —1 bloques de
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este tipo, uno por cada una de las direcciones que no intervienen en los bloques de la
primera forma. Por lo tanto, sumando los bloques de ambos tipos tenemos A\ = 2¢g— 3.

Dadas dos rectas que se intersecan en punto, tienen en total 2¢ — 1 puntos, si a este
conjunto le quitamos el punto de la interseccién, nos quedan bloques con cardinal
2q — 2.

O

7.3. Planos proyectivos

Dentro de los disenos hay unos muy particulares, su interés reside en que tienen
propiedades muy similares a las de los planos proyectivos, son los S(2, m+1, m?+m-+1)
sistemas de Steiner. Los bloques tienen m + 1 elementos, los mismos que tiene una
recta proyectiva en un plano de orden m y el espacio total tiene m? + m + 1 puntos,
los mismos que un plano proyectivo de orden m. La diferencia estriba en que aqui,
en teoria m no esta forzado a ser la potencia de un primo, sin embargo, no se conoce
ningun diseno de orden compuesto; su existencia es un problema abierto. La principal
diferencia con los planos que nosotros hemos tratado, P*(F,), estd en el hecho de
que si el orden de estos disenos es compuesto no pueden tener la estructura vectorial
detrés que define P?(F,). Las similitudes entre ambos objetos motivan la siguiente
definicion:

Definicién 7.10. Un S(2,n+1,n*+n+1) sistema de Steiner es un plano proyectivo
de orden n. A los bloques del diseno los llamamos rectas.

Gracias a la proposicién 7.4 sabemos que el nimero de bloques es n? +n+ 1, es decir,
el mismo que el nimero de puntos. A los disenos con esta propiedad se los conoce
como disenos simétricos. Puesto que conocemos la relacion kb = rv, un diseno es
simétrico si y sélo si, se tiene la igualdad k& = r. Por lo tanto, cada punto esta en
tantos bloques como puntos contiene un bloque, en nuestro caso n + 1.

Pese a que la existencia de determinados planos proyectivos es un problema abierto, si
que conocemos ciertos limites que han de cumplir, recogidos en el teorema de Bruck-
Ryser, 7.18. Antes de proceder con la prueba de este teorema vamos a explicar ciertos
conceptos y algun resultado de teoria de niimeros que nos hara falta, los resultados
son sencillos, pero una buena referencia para estos hechos de teoria de nimeros es

[HaWr|.

Definicién 7.11. Dado un sistema de Steiner con v elementos, aq,...,a, y b bloques,
By, ..., By, sumatriz de incidencia A € M, queda definida por:

A — 1 si a; € B,
Y10 sioa; ¢ B

Proposicién 7.12. Dado un 2 — (v, k,\) diseno si A es su matriz de incidencia se
cumple:

AAT = B = (r — NI + \J,
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donde r es el parametro de replicacion, I la matriz identidad y J una matriz con todo
unos, ambas cuadradas con b columnas.

Demostracion. El elemento b; de B es el producto escalar de la fila i-ésima de A
consigo misma, luego cuenta el nimero de bloques en los que se encuentra el elemento
a;, esto es, r. Por otra parte, el elemento b;; es el producto escalar de la fila ¢—ésima
de A con la j-ésima, es decir, cuenta el nimero de bloques en los que coinciden el
elemento a; y a;, el pardmetro \.

]

El siguiente lema se debe a Leonard Euler y se cumple en cualquier anillo conmutativo,
es conocido como la identidad de los cuatro cuadrados.

Lema 7.13. Se satisface la siguiente igualdad:

(a1 + a3 + a3 + ag)(af + @5 + a3 + 23) = yi +y5 +y3 + ui,

donde
Y1 = Q11 — QT2 — G3T3 — A4y,
Yo = Q1T2 + A%y + A3T4 — A4T3,
Y1 = 173+ a3x; + Q4o — ATy,
Y1 = a1T4 + a4T3 + G273 — a3T2.

Proposicion 7.14. Sea p un niumero primo e impar y xy, xa, dos enteros, al menos
uno de llos no divisible por p, de forma que

r+ 25 =0 (méd p),
entonces p es la suma de dos enteros elevados al cuadrado.

Demostracién. Por hipotesis, sabemos que z? + 3 = rp para algiin r positivo. Toma-
mos una expresion del tipo
R,
Tf +xy = rp, (7.3)

con r lo mas pequeno posible. Si » = 1 hemos terminado. Veamos que no puede ser
r > 1. Elegimos dos enteros uy, uy de forma que u; = xy (méd r) y ug = —25 (méd r).
Podemos tomar |u;| < r/2. Evidentemente 22 + 23 = 0 (m6d r) y por lo tanto:

2 2 2 2_ .
ul +u; =27 + 25 =0 (méd 7),

luego tenemos la igualdad u? + u2 = rs, como hemos elegido |u;] < r/2, podemos
acotar rs = u? +u3 < r?/2, y por lo tanto, s < r. Poniendo todo en comun:

r2sp = (x7 + 23) (u] + u3) = (vrung — Tous)® + (T1us + Toup ).
Puesto que x1 = u; (méd 7) y —x9 = up (mdd r) se cumple:

(z1u1 — Taug) = (23 + 23) = 0 (méd ),
(x1ug + Touy) = 129 — 2921 = 0 (M6d 7).
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Por lo tanto, (z1u; —xoug) = ra 'y (r1us + x2uy) = rb. Podemos escribir una expresion
con la forma de (7.3),
sp = a® + b,
que contraviene la eleccion de r lo mas pequeno posible llegando a un absurdo.
m

Proposicién 7.15. Sea p un nimero primo e impar y x1, To, T3, T4 enteros, al menos
uno de ellos no divisible por p de forma que

o3+ 22 + 22 + 22 =0 (mddp),
entonces p es la suma de 4 cuadrados.
Demostracion. Se prueba de forma muy similar a la anterior. O]

Proposicion 7.16. Cualquier entero positivo se puede escribir como la suma de
cuatro cuadrados de enteros no negativos.

Demostracion. Gracias al lema 7.13 sabemos que si dos niimeros son la suma de
4 cuadrados su producto también lo es. Por lo tanto, nos basta con probarlo para
nimeros primos. Para el 2 podemos escribir 2 = 12 4 12 + 0% 4 0 de forma que nos
podemos centrar en los primos impares.

Sea p un primo impar, denotaremos durante esta demostracién por a a un entero y
por @ a su clase en F, = Z/(p). Existen dos casos, -1 es un cuadrado en F,, o no lo es.

Supongamos que es un cuadrado, entonces existe a de forma que @ = —1, es decir,
a’+1=0 (mdd p) y por 7.14 p es la suma de 2 cuadrados.

Si por el contrario, -1 no es un cuadrado. Sea m el entero mas pequenio de forma
que M no es un cuadrado. Entonces —m es un cuadrado por ser producto de no
cuadrados y m — 1 también. Por lo tanto, existen z e y de forma que 72 = m — 1
e 7> = —m. Es decir, 22 = m — 1 (méd p) e y* = —m (méd p), juntdndolo todo
2?2 +y?> + 12 =0 (méd p) y de nuevo aplicando 7.15, p es suma de 4 cuadrados.

]

Proposicién 7.17. Dado un entero n, si la ecuacion x* +y? = nz?, tiene soluciones
enteras con (z,y,z) # (0,0,0), entonces n es la suma de dos cuadrados.

Demostracion. Sea n = pi' ---p;* la descomposiciéon en primos distintos de n. Pode-
mos suponer que 1 = e; = --- = ¢, en caso contrario n = mu?, donde m no tiene
ningtn factor cuadrado. Si se cumple m = a? + b%, entonces n = (au)? + (bu)?.

Podemos suponer por tanto n = py - - - p;, siendo todos los p; primos y distintos entre
si. Podemos también suponer que x,y y z no tienen factores comunes. Entonces no
existe p; que divida a z e y a la vez, si existiese 6 p? dividirfa a n 6 p; dividirfa a z.
Por la proposicion 7.14 para cualquier ¢ el nimero p; es la suma de dos cuadrados.
Aplicando laigualdad (22 +23)(ui+u3) = (r1u; —Tous)*+(z1us+T2u; )? repetidamente
podemos concluir.

m
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Estamos ya en condiciones de probar el teorema de Bruck-Ryser, probado en 1949
por estos dos matematicos, [BrRy].

Teorema 7.18 (Bruck-Ryser). Sin =1 6 2 (méd 4) y existe un plano proyectivo
de orden n, entonces n es la suma de los cuadrados de dos enteros.

Demostracion. El ntimero de puntos del plano serd N = n?+n+ 1, puesto que n = 1
6 2 (méd 4), sabemos que N = 3 (méd 4). El pardmetro de replicacién, r, en un
plano proyectivo es n + 1, ademds es un 2 — (n? +n + 1,n + 1,1) disefio, luego tal y
como vimos en la proposicién 7.12, si A es la matriz de incidencia del plano tenemos

AAT =nl + J.

Consideramos zi,...,zy indeterminadas y definimos z = (xy,...,2y). Definimos
también z = A = (21,...,2,), de forma que las z; son combinaciones lineales de las
x; con coeficientes enteros. Multiplicando z por su traspuesto tenemos:

220 = nxa” +xJal,
que podemos expresar explicitamente como:

A2 =l 4+ aly) (7.4)
donde w = x; + - - - + xx. Consideramos una nueva indeterminada zy; y anadimos
nai,, a ambos lados de (7.4), resultando:

2t ey F e = n(al e ) F o (7.5)
El nimero N + 1 es congruente con 0 médulo 4, luego es un multiplo de 4 y podemos
dividir las x; en grupos de 4. Por la proposicién (7.16), sabemos que n se puede
escribir como la suma de 4 cuadrados, n = ¢& + ¢3 + ¢3 + ¢f y por el lema (7.13)
sabemos que el producto de cuatro cuadrados por otros cuatro vuelve a ser la suma
de cuatro cuadrados, en particular:

2 2 .2 2
(T o+ Thga) = Y+ Yisas

Donde los y; vuelven a ser combinaciones lineales enteras de los z;, de forma que

llegamos a la igualdad:

2 2 2 2 2 2
Zl+"'+ZN+an+1:y1+"'+yN+1+w, (76)
Las transformaciones lineales que llevan las x; en las z; y en las y; son ambas inverti-
bles, luego podemos anadir restricciones a la igualdad (7.6) y si éstas son compatibles
con dicha ecuacién seguiremos teniendo una igualdad. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que tanto y; como z; dependen de x;. Si no lo hacen con el mismo
coeficiente, podemos anadir la restriccién y; = z1, si el coeficiente es el mismo en
ambas combinaciones lineales anadimos la restriccién z; = —y; para evitar incompa-
tibilidades; en ambos casos tenemos z7 = y?, simplificindose la igualdad (7.6) a:

2y A, =Y YR
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7.3. PLANOS PROYECTIVOS

Podemos repetir este proceso hasta quedarnos con la igualdad:

2 2 2
NTNy1 = Yy T W

Donde yn41 y w son multiplos racionales de x .1, podemos por lo tanto, elegir para
xn+1 un valor entero de forma que yy1 y w sean también enteros. Para cumplirse esa
igualdad, por la proposicion 7.17, se tiene que dar que n sea la suma de dos cuadrados
enteros.

]

Consecuencia inmediata de este teorema es que no existen planos proyectivos de orden
6, 14, 21 e infinitos valores. Un afio después de ser probado, en 1950, este teorema fue
extendido por el propio Ryser y Chowla a todo tipo de disenos simétricos, [ChoRy].

El primer valor que no es potencia de primo y que el teorema de Bruck-Ryser no
descarta es el 10. En 1985 la existencia de un plano proyectivo de orden 10 se redujo
a la existencia de cierta configuracién de 19 puntos y finalmente en 1989 fue descartada
con uso exhaustivo de ordenador, [LaThSw]. Este el tnico avance que se ha hecho
desde 1950.
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Capitulo 8

Planos inversivos y ovoides.

Hemos estudiado espacios afines y proyectivos, existen otro tipo de configuraciones
geométricas. En este capitulo estudiaremos los planos inversivos, una geometria inti-
mamente relacionada con los planos afines y cuya estructura combinatoria es muy
similar a la del diseno que estudia la proposicién 7.7, que utiliza como espacio am-
biente los puntos de una cuéddrica Q~ (3, q).

8.1. Planos inversivos

En el capitulo anterior analizamos en la proposicion 7.7 como podemos inducir un
disenio en el espacio ambiente Q) (3, ¢) tomando como bloques sus intersecciones con
planos de P*(F,) no tangentes a la cuddrica. De dicha construccién brotaba un S(3, ¢+
1,¢*+1) sistema de Steiner, esta familia de sistemas de Steiner tiene una denominacién
particular.

Definicién 8.1. Un S(3,n+1,n%*+1) sistema de Steiner se denomina plano inversivo
o plano de Moebius de orden n. Sus bloques se denominan circunferencias.

Por definicién, si dos circunferencias tienen tres puntos en comun tienen que ser el
mismo, por lo tanto, dos circunferencias diferentes se pueden intersecar en 0, 1 6 2
puntos.

Definicién 8.2. Dado Z un plano inversivo, sean C, D C §2 dos circunferencias:
» Si|CND=0|, sedice que los dos circunferencias son paralelas.
» Si|CN D =1|, se dice que los dos circunferencias son tangentes.
» Si|CN D =2|, se dice que los dos circunferencias son secantes.

Con estas definiciones trataremos dos tipos de conjuntos de circunferencias estudiados
en [Dem?2].

Definicién 8.3. Sea Z un plano inversivo. Dados dos puntos, P,QQ € I su haz,
B(P,Q) es el conjunto de todas los circunferencias secantes en P y Q.
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8.1. PLANOS INVERSIVOS

Proposicién 8.4. Sea Z un plano inversivo y P,Q dos puntos. El haz B(P, Q) tiene
q + 1 circunferencias.

Demostracion. Existen ¢ — 1 puntos en Z distintos de P y @, cada uno de ellos
basta para definir una circunferencia por el que pasen P y (), sin embargo, cada
circunferencia de estas contiene ¢—1 puntos distintos de P y () luego estamos contando
cada circunferencia de B(P, Q) ¢ — 1 veces. Por lo tanto

¢ —1

q—1

IB(P,Q)| = =q+1

]

Definicién 8.5. Sea Z un plano inversivo y P € Z un punto. Un haz, P(P), es un
conjunto mazimal de circunferencias de forma que dadas dos circunferencias en P(I)
son tangentes en P.

Nota. Pese a que ambos conjuntos son definidos como haces esto no induce confusion
alguna puesto que el primer tipo de haces esta generado de por dos puntos y el
segundo por un unico punto.

Proposicién 8.6. Sea Z un plano inversivo y P € T un punto. Si P(P) es un haz,
entonces hay q circunferencias contenidas en él.

Demostracion. Puesto que el conjunto P(P) es maximal y por cada punto pasan
varias circunferencias tiene que haber al menos una circunferencia C' € P(P). Sea
@ un punto en Z no contenido en C. En el haz B(P,Q) hay ¢ + 1 circunferencias
de las cuales inicamente una se corta con C' solo en P. De esta forma cada uno de
los ¢? — q puntos fuera de C' define una nueva circunferencia de P(P), sin embargo,
puesto que en cada circunferencia hay ¢ puntos distintos de P, estamos contando cada
circunferencia g veces. De esta forma tenemos

P —q

:q_17

puntos distintos de C' en P(P) luego en total tenemos g.
[

En el capitulo anterior vimos como los planos proyectivos se pueden definir también
como disenos pese a que en la practica los tinicos que conocemos son los que estan
construidos sobre cuerpos. Lo mismo ocurre con los planos afines.

Definicién 8.7. Un S(2,n,n?) sistema de Steiner es un plano afin. Los bloques son
rectas.

Las propiedades enumeradas en el teorema 2.24 siguen siendo ciertas con esta defini-
cién de plano afin. Vamos a analizar la relaciéon que tiene un plano afin y un plano
inversivo.
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CAPITULO 8. PLANOS INVERSIVOS Y OVOIDES.

Proposicién 8.8. Sea Z un plano inversivo de orden n y P € T un punto. Si Cp es
el conjunto de las circunferencias que contienen a P. El conjunto Q@ — {P} con los
blogues C' — {P} con C € Cp es un plano afin de orden n.

Demostracién. Evidentemente A = Q — {P} tiene cardinal ¢*. Nos falta probar que
cada dos puntos de A definen una recta. Sean dos puntos @, M € A, entonces existe
una Unica circunferencia en ) que contenga a P, () y M, sea C dicha circunferencia,
entonces C' — {P} es la recta en A que buscamos. Hemos probado que A con los

bloques definidos es un S(2, ¢%, q) sistema de Steiner y por lo tanto un plano afin.
O

Se puede ver como de esta forma los haces P(P) dan lugar a conjuntos de rectas
paralelas entre si y como los haces B(P, Q) dan lugar a los conjuntos de rectas que
pasan por () en el plano afin. Veremos a continuacién como esta relacion entre los
planos afines y los planos inversivos se puede ver en alguna ocasién de una forma mas
explicita.

Dentro del plano complejo, 2 puntos definen una recta y 3 puntos determinan una
tinica circunferencia. Si a C le afiadimos un punto, oo, y denotamos C = C U {oo}.
Por medio de la conocida proyeccién estereografica podemos identificar una esfera
con C, esta construccién es la esfera de Riemman. En la esfera tres puntos siempre
definen una circunferencia. Si dada una recta r C C definimos en C una circunferencia
generalizada como 7 U {oo} tres puntos en C siempre determinan una circunferencia.
En el caso de que los tres puntos pertenezcan a C y no estén alineados la circunferencia
que determinan en C es la que determinan en C. Si dos de los puntos pertenecen a
C y el tercero es oo 6 se trata de tres puntos alineados en C, la circunferencia que
definen en C es la circunferencia generalizada correspondiente.

De forma andloga al caso complejo que acabamos de exponer, se puede completar
un plano afin finito, A*(F,), para formar un plano inversivo. La expresién de una
circunferencia a la que estamos acostumbrados es:

{(z.y) € R?|(x — a)’ + (y = b)* = 1% 1 £ 0},
veamos que en el caso de geometrias finitas se puede tratar de forma similar.

Lema 8.9. Dados tres puntos A, B,C € A*(F,) y fijada una referencia afin, R; existe
una unica ecuacion con la forma

(x—a)l+(y—b>=p abelFy,; pelF,
que sea satisfecha por las coordenadas de los tres puntos en R.

Demostracidén. La ecuacién (z — a)? + (y — b)? = p se desarrolla de la forma

ar + By +v = —(2? +y?), (8.1)

donde o = —2a, B = —2b v = a® +b* — \. Sustituyendo las coordenadas de A, By C
en la ecuacién (8.1) obtenemos un sistema lineal de ecuaciones. Puesto que los tres
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8.1. PLANOS INVERSIVOS

puntos no estan alineados, obtenemos una solucién unica para los coeficientes «,
y 7 a partir de los cuales podemos obtener, de nuevo de forma tnica los coeficientes
originales, a, b y p.

m

Analizaremos ahora bajo que condiciones este tipo de ecuaciones da efectivamente
lugar a bloques de ¢ + 1 elementos.

Proposiciéon 8.10. Siempre que F, sea un cuerpo en el que -1 no es cuadrado el
congunto de puntos afines

{(z,y) € A*(F)|(x —a)*+ (y—b)* =p; a,beFy; peF}

tiene cardinal q + 1.

Demostracién. Basta con probarlo para la ecuacién x2 + y? = p, puesto que el paso a
otras ecuaciones es una mera traslacién. Recordando la inmersion afin en el espacio
proyectivo que hicimos en 2.28, podemos ver A?(FF,) embebido en P?(F,). Utilizaremos
en el plano proyectivo unas coordenadas (x,y, z), en las que la recta del infinito
sea representada por la ecuacién z = 0.

La forma cuadratica Q((z,y,z)) = x® + y? — pz?, es no degenerada y por lo tanto
representa ¢ + 1 puntos en P?(F,). Los ¢ + 1 puntos estardn en A?(F,) si y s6lo si, no
hay ninguno sobre 7., es decir, si y solo si, no hay soluciones de la ecuacién

Q((:B,y, Z)) = 1'2 + y2 - pZQ = 07 (82)

compatibles con z = 0. Esto es cierto si y sélo si, la ecuacién

x2+y2:o,

no tiene solucién alguna en F,, lo que se cumple si y sélo si -1 no es un cuadrado en

F

g
En este caso, todos los puntos que sean solucién de (8.2) tendran su tercera coordenada

distinta de 0, por lo tanto, todos los puntos admitiran un tinica representacién de la
forma (z,y,1). Lo que significa que la ecuacién se puede transformar en

2’ +y* = p,

y ya sabemos que tiene ¢ + 1 soluciones que son los puntos afines representados en el
enunciado de la proposicion.
O

Nota. Recordamos que en los cuerpos de caracteristica par —1 = 1 y por lo tanto,
siempre es un cuadrado. Por otra parte, los cuerpos de caracteristica impar en los que
-1 es cuadrado son aquellos en los que ¢q es de la forma ¢ = 4t + 1 como vimos en la
proposicién 1.32. Por lo tanto los cuerpos en los que esto funciona es los que ¢ tiene
la forma g = 4t — 1.

73



CAPITULO 8. PLANOS INVERSIVOS Y OVOIDES.

Definicién 8.11. Sea A*(F,) un plano afin sobre un cuerpo, F, en el que -1 no es
un cuadrado. Entonces el conjunto de q + 1 puntos

{(z,y) € A(F))|(z — a)* + (y — b)> = p; a,b € Fy; p € Fi},

es una circunferencia.

Proposicién 8.12. Sea F, un cuerpo en el que -1 no es un cuadrado. El conjunto
A%(F,) U {oo} con las circunferencias de A*(F,) y los conjuntos r U {oc}; con r C
AQ(]F q) una recta; actuando como circunferencias, es un plano inversivo.

Demostracién. El plano afin tiene ¢? puntos, a los que aiadimos el punto del infinito,
luego en total hay ¢* + 1 puntos. Dados tres puntos, si los tres estan en A*(F,) y no
estan alineados, por el lema 8.9 hay una unica ecuacion del tipo

(x—a)P’+y—b>=p abeFy;pel,

que los representa. Ademaés puesto que -1 no es un cuadrado, por la proposicién 8.10
esta ecuacion define una circunferencia de ¢ + 1 puntos. Si por el contrario los tres
puntos estan en A%(F,) pero alineados o uno de ellos es 0o, definen de forma evidente
un tnico bloque del tipo r U {oo}, que también tiene ¢ + 1 puntos.

]

En los teoremas 2.10 y 2.24 se expusieron una serie de propiedades de los espacios
proyectivo y afin respectivamente, de hecho ambas estructuras se pueden construir
axiomaticamente a partir de dichas propiedades. Lo mismo ocurre con los planos
inversivos.

Teorema 8.13. Sea Z un plano inversivo y C el conjunto de sus circunferencias.
Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

I Dados tres puntos distintos existe una unica circunferencia en C que contenga a
todos.

11 Sean P,QQ € T y C € C de forma que P € C y Q ¢ C, entonces eziste una unica
circunferencia D € C de forma que Q € D y C N D = {P}.

11 Hay al menos dos circunferencias y al menos tres puntos en cada circunferencia.

Demostracion. La primera propiedad es consecuencia directa de la definicion de sis-
tema de Steiner. Para probar la segunda nos apoyamos en el mismo argumento que
hemos utilizado en la prueba de la proposicién 8.6. En el haz B(P,Q) hay ¢ + 1
circunferencias, ¢ de ellos estan definidos por P, ) y cada uno de los ¢ puntos de
C distintos de P, la circunferencia restante es nuestra circunferencia D. La tercera
propiedad es simplemente una condicion para evitar casos degenerados. O]
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8.2. Ovoides

La definiciéon de ovoide se puede escribir en cualquier dimension, sin embargo, Uni-
camente existen en espacios proyectivos de dimensién inferior a 4 [Ball]. Nosotros
trabajaremos desde el principio en P3(F,) puesto que nuestro objetivo es llegar a los
planos inversivos, estructuras con las que estan intimamente relacionadas.

Definicién 8.14. Un ovoide es un subconjunto O C P*(F,) que cumple con las
propiedades:

1 Cada linea de P*(F,) interseca a O en 2 puntos como mdzimo.

11 Dado un punto P € O la union de todas las rectas cuya interseccion con O es
exactamente { P} es un plano, al que llamamos plano tangente a O por P.

Las cuédricas elipticas Q™ (3, ¢) que ya estudiamos en quinto capitulo constituyen un
ejemplo de ovoide en P*(F,) puesto que cumplen ambas condiciones de la definicién,
como vimos en las proposiciones 5.9 y 5.11 respectivamente. Otras propiedades de
estas cénicas, relativas a su cardinal y a su relacion con los planos proyectivos, que
ya fueron estudiadas en las proposiciones 5.4 y 5.12 se hacen extensivas a todos los
ovoides de P3(F,) como reflejan las dos proposiciones siguientes.

Proposicién 8.15. Un ovoide O C P3(F,) contiene ¢* + 1 puntos.

Demostracion. Sea P € O, las rectas que pasan por él deben cortar al ovoide en uno
6 dos puntos. Las rectas que lo cortan en punto forman un plano, sabemos que dentro
de un plano pasan por un punto ¢+ 1 rectas gracias a la proposicion 2.8. Por lo tanto,
el resto de las q;%ll = ¢*+ g+ 1 rectas de P3(F,) que pasan por P tienen que cortar a
O en dos puntos luego definen un punto distinto cada una. En total tenemos el punto
P més los ¢% puntos que acabamos de definir, luego:

0] =¢*+ 1

]

Proposicién 8.16. Sea O C P3(F,) un ovoide. Dado un plano = C P3(F,) existen
dos opciones:

» O bien 1N O es un dvalo en .
s O bien 1N O es un unico punto y w es el plano tangente a O en él.

Demostracion. Sea O un ovoide en P3(F,). Sabemos por la proposicién 2.8 que hay
¢* + ¢* + ¢+ 1 planos en P3(F,). Sea P € O un punto, por P pasa exactamente un
plano tangente mp, en el que estan contenidas todas las rectas cuyo tinico punto de
corte con O es P. Sabemos por 2.9 que por P pasan ¢ + ¢+ 1 planos, sea 7 un plano
de ellos distinto de mp. Veamos que m N O es un 6valo en 7. Puesto que el espacio
ambiente es un plano, la condicién de curva exige que no haya mas de dos puntos
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CAPITULO 8. PLANOS INVERSIVOS Y OVOIDES.

en una misma recta de 7, esto es inmediato de la definicion de ovoide, si vemos que
ademas el cardinal de la interseccién es ¢ + 1 sabremos que efectivamente se trata de
un 6valo.

La proposicion 2.9 nos dice que por P pasan exactamente ¢ 4+ 1 rectas contenidas en
m, ademas su unién es el propio 7

Una de estas rectas, por ejemplo rg, es la interseccién @ N wp y su Unico punto en
comin con O es el propio P. Existen por lo tanto g rectas {ri,...7,} en la expresién
anterior de 7, que cortan a O en dos puntos de forma que cada una define un punto,
P;, distinto de P en O, estos ¢ puntos unidos a P conforman el total de la interseccion
TN QO.

Veamos cuantos planos hay de este tipo. Para definir un plano de este tipo nos hacen
falta 3 puntos en O, luego hay (q2;r 1) formas de definir un plano con 3 puntos del
ovoide, sin embargo, cada uno de estos planos tiene ¢+ 1 puntos en O luego hay (qgl)
formas de definir el mismo plano. En definitiva hay

241
() _@+Da@-1 _
(" (g+1)glg—1) ’
planos de este tipo. Sumando los g% + 1 planos tangentes a estos ¢> + ¢ tenemos el
ntimero total de planos en P3(F,), ¢®> + ¢*> + ¢ + 1, luego no hay otro tipo de planos.

]

En el quinto capitulo vimos que los évalos en planos proyectivos sobre cuerpos de
caracteristica impar eran siempre cuddricas (2, q), este resultado es el teorema de
Segre. Por lo expuesto en la anterior proposicién sabemos que dado un ovoide O C
P3(F,), su interseccién con un plano no tangente al ovoide, 7, se puede identificar con
los ceros de una cuadrica en el subespacio que represente a w. Uniendo todas estas
cuadricas, en 1955, Barlotti y Panela, de forma independiente, consiguieron extender
el teorema de Segre llegando al siguiente teorema [Bar|, [Pan].

Teorema 8.17 (Barlotti-Panella). Sea ¢ impar y O un ovoide en P*(F,). Existe
una forma cuadrdtica eliptica, @), en F;l de forma que su conjunto de puntos isotropi-
cos, la cuddrica Q~(3,q), es igual a O.

Por lo tanto, queda descartada la existencia de ovoides diferentes de los que ya co-
nociamos en espacios proyectivos sobre cuerpos de caracteristica impar. Esto no es asi
en cuerpos de caracteristica par, en los cuerpos de orden g = 2%~ se conoce otro tipo
de ovoide, el ovoide de Tits. Este objeto fue descubierto por Jacques Tits en 1962,
[Tit] como ya hemos comentado sélo existe en cuerpos en los que ¢ es una potencia
impar de 2. La representacion de este ovoide en coordenadas homogéneas dada una
referencia R es:
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{(d,t,s7 + st +1t""* 1)p : s, € F,} U{(0,0,1,0)r},

donde a“ representa el morfismo de cuerpos dado por

ts 7 =12
Recordemos que estamos trabajando en cuerpos con orden ¢ = 22~1,

Se conocen en la actualidad dos familias de ovoides en espacios proyectivos P?(F,);
las cuddricas elipticas, que existen para todos los cuerpos y los ovoides de Tits que
unicamente existen en espacios sobre cuerpos de determinado orden. La existencia o
no de otros ovoides a dia de hoy es un problema abierto.

Igual que ocurre en el caso de las cuddricas Q™ (3, ¢) cualquier ovoide en P?(FF,) define
un plano inversivo.

Proposicién 8.18. Sea O C P3(F,) un ovoide. Consideramos las intersecciones de
planos no tangentes a O con la propia cuddrica como circunferencias. El ovoide O
con estos bloques constituye un plano inversivo.

Demostracion. Dados tres puntos de O definen un plano no tangente y por 8.16 su
interseccion con O tiene exactamente ¢ + 1 puntos, luego tres puntos de O definen
una circunferencia de ¢ + 1 elementos. Por la proposicién 8.15 O tiene ¢* + 1 puntos.

m

De hecho es posible que todos los planos inversivos sean isomorfos a estructuras de
este tipo. En 1963 Peter Dembowsky probo un resultado parcial para esto, [Dem1].

Teorema 8.19. Todo plano inversivo de orden par n es isomorfo a la estructura de
incidencia de puntos e intersecciones por planos de un ovoide en un espacio proyectivo
de orden n.

En particular esto implica que si existe un plano inversivo de orden par n, entonces
n es una potencia de 2. No se conocen planos inversivos de orden impar que no
provengan de cuddricas elipticas en P3(F,).

7
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