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Introduccion

La ecuacion de Schrédinger no lineal es una ecuacion en derivadas parciales que aparece en
diversas dreas de fisica, quimica e ingenierfa. La derivacion mas importante de esta ecua-
cién es la asociada a la aproximacion del campo medio en el problema de muchos cuerpos
en fisica cudntica, especialmente para el estudio de los condesados de Bose-Einstein [2],
donde se denomina ecuacién de Gross-Pitaevskii. Otras importantes aplicaciones incluyen
la propagacién de ondas en aguas profundas [3], simulacién de materiales basada en pri-
meros principios [0] y propagacién de haces laser en Optica cuédntica [!], entre otras. En
particular, nos centraremos en la ecuacién de Schrodinger ctbica.

El objetivo principal de este Trabajo de Fin de Grado es realizar una integracién eficiente
de la ecuacién no lineal de Schrédinger con condiciones frontera periddicas, integrando en
espacio con una discretizacion pseudoespectral y en tiempo con un método de escision.
Ademas, se realiza un analisis de la conservacion de algunos invariantes con este esquema,
asi como de la dispersién y de la estabilidad e inestabilidad al integrar ondas planas. Para
ello, se sigue principalmente el trabajo pionero de Weideman y Herbst [13]. También se
siguen en gran medida el trabajo de Begofia Cano en [3] para el estudio de la conserva-
cién de invariantes para la integraciéon propuesta y el trabajo de Begomia Cano y Adolfo
Gonzélez-Pachoén en [1] para el anlisis de los resultados numéricos.

En el primer capitulo, se introducen y demuestran las propiedades de la ecuaciéon de Schro-
dinger ctubica no lineal. Mas concretamente, se estudia la conservacion de tres magnitudes
de interés fisico y la dispersién y estabilidad de las ondas planas en el problema continuo.

A continuacion, se presenta el método numérico propuesto para integrar la ecuacién no
lineal de Schrédinger exponiendo tanto sus propiedades generales como alguna mas con-
creta al aplicarlo a esta ecuacion en particular. Esto constituye el segundo capitulo.

En el tercer capitulo, se estudia cémo se ven afectadas las propiedades de la ecuacion
enunciadas en el primer capitulo al realizar la integraciéon con el esquema propuesto. Fi-
nalmente, en el capitulo cuarto, se muestran los resultados de la integracién con MATLAB
y se comprueba si se satisfacen las caracteristicas de la integracion predichas en el capitulo
previo, tanto de estabilidad como de conservacién de invariantes.

En el apéndice se incluyen los programas en MATLAB que se han utilizado para obtener
los resultados numéricos recogidos en el capitulo cuarto.

A lo largo del trabajo se usan resultados y conceptos relacionados con las ecuaciones di-
ferenciales y con su integracién numérica adquiridos principalmente en las asignaturas
“Ecuaciones Diferenciales” y “Solucién Numérica de Ecuaciones Diferenciales”. También
se han utilizado conceptos relacionados con la aproximacion funcional discreta estudiados



en la asignatura “Ampliaciéon de anélisis numérico”.

Agradecer a mi tutora, Begona Cano, por su direccién, tiempo y dedicacion en la elabo-
racion de este trabajo.



Capitulo 1

Propiedades del problema
continuo

Se considera la siguiente ecuaciéon de Schrodinger no lineal (NLS por sus siglas en inglés).
iy + er + qlb* = 0, —00 < T < 00, (1.1a)

donde 9 : [0,7] x R — C. Esta ecuacién también puede escribirse como
Pt = it + iqlth|*), —00 < T < 00 (1.1b)

Dicha ecuaciéon se estudia muchas veces solamente en un intervalo acotado espacial, don-
de se suponen condiciones frontera periédicas. Mas concretamente, supondremos que el
intervalo espacial es [a,b] y que ¥(a,t) = (b, t), ¥z (a,t) = 1. (b,t).

1.1. Invariantes

En esta seccién se presentan tres cantidades que permanecen constantes en el tiempo en
la ecuaciéon NLS. Considerar estos invariantes resulta interesante ya que representan can-
tidades de interés fisico y por tanto es deseable conservarlas a nivel discreto. Sin embargo,
su importancia va mas alla del interés fisico ya que la conservacion de la masa garantiza
que la aproximacion no crezca desproporcionadamente en cada paso de tiempo.

1.1.1. Masa

La primera cantidad conservada considerada,

b
N(t) =/ v [2da, (1.2)

se conoce como masa en al ambito de la mecanica cuantica y corresponde al nimero total
de particulas. Por otro lado, en el campo de la 6ptica, se denomina potencia.

Supongamos que v es suficientemente regular para que se cumpla

d [ bd
G [kdo= [ Givkas

(Ver [7] para observar las condiciones de regularidad precisas que garantizan esto.)
Entonces, teniendo en cuenta que

d oo d,
£|¢| =7 (V) = Ytp + Yy,



y sustituyendo v, en esta expresién por (1.1b) y su conjugada por la correspondiente
expresion conjugada

d _ _ _ _ _
0P = (Wos + gl P0) 6+ (—ither — ig[P0) = iWuat) + igl]* — s — igly]*
_ _ d _ _

Una vez obtenida esta expresion, basta integrar entre a y b, aplicar la regla de Barrow y
por la periodicidad es inmediato que

d [ hd o, I
dtLWﬁh=ﬁldmwﬂwwwam:ﬂmw—wwhgzo

1.1.2. Energia

Ademaés de la masa, también es de gran importancia a nivel fisico la conservacién de la
energia

Et) = % / ’ (el = Zp1") da. (1.3)

Esta cantidad, ademas de representar la energia en mecanica cuantica, se corresponde con
la energia electromagnética en Optica y en numerosos textos se denomina hamiltoniano.

De nuevo se supone que ¥ es suficientemente regular para que la integral y la derivada
temporal sean intercambiables

Lo ab (1l Lol dr = ;/b;i (19 = Z1o1*)) d.

Desarrollando ahora el integrando,
Lol — L) = L (ot — L (0)?) = 5 — gl Lo
= (Wal? = 2101*) = = (Vathe = 5 (¥9)°) = vttho + Yuthae =l [9]
d _ - - - d
= % (wth + wzwt) - lﬁﬂ/)m: - wxx¢t - QW|2$WJ\2
A continuacién, usando (1.1a), se sustituye 15, y su conjugada, obteniéndose
d 2 94\ _ d 7 " 2 . Ty 2d o
= (al? = S1t) = = (Vb + i) + alul? (e + i) — a1
d _ _
- (wﬂﬂx + ¢z¢t) .

Con esta igualdad y con la ayuda de la periodicidad de v, es inmediato que

1d [

1 ["ad , - _ _ e
st ), (10l = l) dw=3 / T (el + atht) da = [teihe + Yuthe] Ty = 0.

1.1.3. Momento

Este tercer invariante fisicamente representa el momento lineal

b
P@—;/Imw&) (1.4)



(Si se estuviese trabajando en més dimensiones también se conservaria el momento angular
[10]). Suponiendo también suficiente regularidad en 1), ocurre que

1d [ 1 [td .
5 [ (i) =5 [ G (v (1.5)

Utilizando ahora de nuevo (1.1b), su expresiéon conjugada y la expresién obtenida al deri-
varla respecto a x

d
ot = i i (g ()0 + 0P )
se procede a demost}"ar que P es un invariante temporal. Para ello, se tiene en cuenta que
Im (wl/)a:) = _% (¢¢x - %1/1) y se€ deriva 7/”/’96 - ¢x¢
d _ L _ _ _ _ _ _
% (Wﬁx - %w) :wtw:v - 1/%% + wth - ww:vt =1 (%x% + %z%) + iCIW\Q (W/Jz =+ 1/1%)
_ _ d _ _ _
= i (Paaa + V¥aaa) +id (—2dx<|wl2)ww — I, — wlw%)
d - - . - - d
= {dw (Voo + Pban) =2 (Yoot + Yaathe) + 2q¢wd$rw\2}
d _ - d - d
=—1 {dx (wwa:a: + Wﬂm) - 2% (%%) + quWJA‘} .

Por tanto,

1d b _ 1 b d B - b d ) , i
5@ g Im (1/%) :_Z {/a %(w%xJﬂb%w) d%—?/a %(wxqu) Cl.%'—i—q/ m(‘w‘4)dx}’

a

v las integrales del lado derecho de la igualdad previa son nulas por la periodicidad de
todos los términos entre paréntesis. De aqui se deduce que P es un invariante temporal ya
que

d 1d [? _
1.2. Dispersion

En esta seccion y la siguiente se trabaja en el intervalo [0, 27| por simplicidad. Se considera
una onda plana con amplitud a, nimero de onda k y frecuencia w,

Yz, t) = ae*r=wh), (1.6)

Esta funcién es solucién de la ecuacién NLS siempre y cuando w = k% — g|a|?, como se
demuestra a continuacién con la ayuda de las siguientes relaciones

= —iwy, b = —k*p,  [Y[* =lal®. (1.7)
Sustituyendo en la NLS (1.1a), (w — k24 q|a]2) ¥ =0, lo que implica qye
w = k% — qla*. (1.8)

El hecho de que la amplitud aparezca en la relacién de dispersién es tipico de las ondas
no lineales y causa que la solucién sea inestable en ciertas condiciones como se muestra en
la seccién posterior.



1.3. Estabilidad

En esta seccion se trabaja con soluciones de la forma tomada en la seccién previa (1.6)
cumpliendo la condicién (1.8) para que sea solucién y se trabaja en el intervalo [0, 27] de
nuevo por simplicidad. Para garantizar la periodicidad se supone que k es entero.

Con el objetivo de analizar la estabilidad de este tipo de soluciones consideraremos una
solucién perturbada de la forma

¢($»t) = ¢($»t) (1 —}—E(l‘,t)),

donde la perturbacién es débil, es decir, |e|* < 1. Sustituyendo la solucién perturbada en
(1.1b) se obtiene

Ve (L+€) + e =i (Yan (1 +€) + 2056, + Veug) + i (L+€) |al® (L + e+ €+ |e]?) .

Esta expresion se simplifica drasticamente considerando que 1 es solucién de (1.1b) y
despreciando las potencias de orden superior a uno de €. Mas concretamente, se llega a

Yer = i (2per + Per) +itvglal® (e + €) = —2kibe, + ithes, +ithglal? (e + €),
de donde se obtiene que
¢ = —2ke, +ieg +iglal? (e 4+ €). (1.9)

Se asume que la funcién €(z,t) es periddica en espacio con periodicidad 27 y que admite
desarrollo en serie de Fourier

o0

€(x,t) = Z cn(t)e™. (1.10)

n=—oo

Teniendo en cuenta la relacion obtenida para la perturbacién de la solucién (1.9) y el
desarrollo de Fourier, se busca encontrar condiciones para la estabilidad de la solucién
perturbada. Notemos que debe cumplirse

o o0 o o0
Z c, (t)e™ = — 2ki Z ne, (t)e™ — i Z n2e, (t)e™ +iglal? Z cn(t)e™
n=-—o00 n=-—o00 n=-—00 n=-—o0o
o0
rigal? Y cu(e
n=-—oo
o oo
=i Z en(t)e™ (—n® — 2kn + qlal?) + qla|? Z Cop(t)em™®
n=—oo n=—oo

Por tanto, de la unicidad de la expansion en serie de Fourier se deduce que
d, =1i[(qla|* — n® — 2kn) ¢, + qla*c_,] .

Realizando el proceso andlogo con la relacién conjugada de (1.9) y con la serie de Fourier
de € = 3" ¢,e™* se obtiene

—/

&, =1i[(—qla|* +n* — 2kn) c_, — qlal’c,] .



De esta manera, hemos obtenido un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

d (e \ _ . (qla* —n*—2kn glal? e
dt <C—n> _Z< —glaf? —qla]® +n? —2kn) \e_,, )~ (L11)

Los autovalores, )\f, y autovectores, v,jf, de la matriz del sistema son

n2—glal?+£ny/n2—2qla|?

2
AP = 4ny/2¢lal® —n2 —i2kn y ol = el

1

Si n? > 2q|al?, los dos autovalores son imaginarios puros pero, si n? < 2¢|a|?, uno de los
autovalores tiene parte real positiva con lo que ¢, (t) crecerda exponencialmente con t¢.

Por tanto, el estudio de la estabilidad de la onda plana en el problema continuo al introducir
una perturbacién muestra que la posible inestabilidad proviene del termino no lineal de la
ecuacion NLS y sélo aparece si g > 0.



Capitulo 2

Método Numeérico

2.1. Splitting

Escribiendo la ecuacién NLS como en (1.1b) se observa que la parte que no depende de 1)y
queda separada en dos sumandos, siendo uno lineal y uno no lineal. Dado ¢ (x,0), ¥ (z,t)
viene dado por una ecuacién de la forma

Ui, t) = A(Y(x, 1) + By (x, 1)),

donde A y B son los operadores

A(W) = iy, B(Y) = iq|y|*¢. (2.1)

Pensemos en que los dos operadores fueran lineales y correspondieran de hecho en dimen-
sién finita a la multiplicaciéon de una matriz por un vector. Mas concretamente, suponga-
mos el problema

¥ = (A+ B)Z,
para ciertas matrices A y B. Entonces es bien conocido que la solucién del problema es

Z(t) = "B z(0)
Por otro lado, sabemos que el(A+B) = otAptB g y solamente si A y B conmutan [J] y que,
de hecho, en el caso de que no conmuten, la diferencia esta en el desarrollo de potencias en
el término en 2. El método de escisiéon de Lie-Trotter consiste en integrar separadamente
cada uno de los problemas

¥ = AZ, I= Bz
Maés concretamente, para longitud de paso 7, si t; = I7 (I = 0,1,...), se propone como
aproximacion Z; a Z(t;) la que corresponde a Ty = Z(tp) y después, recursivamente,

T4 = Bz

Segtin lo dicho anteriormente, el error local asociado a esta discretizacion es O(72), con lo
que el método tiene orden global 1.

Para la ecuaciéon de Schrodinger, se propone igualmente integrar separadamente cada uno
de los operadores en (2.1) de tal manera que si ¢; es la aproximacién a ¥ (x, t;),

wl-‘rl — eTAe’TBwl



donde e™Py? denota la solucién del problema

b = igloPe,  (0) = ¢°, (2.2)

con condiciones frontera periédicas y e denota la solucién de

Pr = iy, P(0) = ¢, (2.3)

bajo el mismo tipo de condicién frontera.

Notemos que el problema no lineal (2.2) se puede resolver exactamente ya que |¢| se
conserva en la ecuacién (2.2),

d d , - - - . _
VP = 2 (00) = vt + g = g9 — ivaly P = 0. (24)
Por tanto, se puede resolver como una ecuacion lineal facilmente, y se obtiene

() = $(0)e W OFL,

En cuanto a la integracién de (2.3), utilizaremos una discretizacion pseudoespectral en
espacio para resolverla debido a su gran precisién al utilizar condiciones frontera periddicas
y bajo condiciones de regularidad [!1]. Lo describiremos con detalle en la siguiente seccién.

2.2. Método pseudoespectral

FEn esta seccién se realiza la descripcion de la discretizacion espacial y se explota la relacién
de la transformada de Fourier discreta y la interpolacién trigonométrica espacial.

La transformada de Fourier discreta (N-dimensional) es la aplicacién de CV en si mismo

(=D (k=1)

dada por x — Fyx donde Fy es la matriz cuyo elemento (Fy);i es wy , siendo

wy = e~ ~'. La inversa de la transformada de Fourier discreta es (Fy) ! = +F% donde
Fy; es la matriz conjugada de Fly.

En adelante, consideraremos la notaciéon L = b — a. El intervalo [a,b] se divide en N
subintervalos de igual longitud h := (b —a)/N = L/N, los puntos de la red asi creada se
denotan por x; = a + jh con j =0,..., N — 1. Ademas se toma siempre N par con el fin
de que N/2 sea entero.

Una vez se ha creado la red en el espacio, se plantea el problema de interpolar ¢ (x,t) en
dicha red por un polinomio trigonométrico, T'(z,t), de la forma

N 4
2
Tn(x,t) = Y cn(t)e™™ " (2.5)

__N
n=—s5

Este problema tiene solucién tnica. Dado un vector x € CV denotamos por X el vector
obtenido el intercambiar en bloque las primeras N /2 componentes por el bloque formado
por las N /2 restantes. Si ¥ = [¢(z0,t),¥(x1,1),... ,w(xN_l,t)]T, entonces el vector de
coeficientes desconocidos es

CcC = Ciﬁ,07%+1,...,0ﬂ 1 :fFN\I/. (26)



El uso de la transformada rapida de Fourier permite calcular la transformada discreta de
Fourier de forma muy eficiente [5].

Por otra parte, el método pseudoespectral permite aproximar la solucién del problema
lineal como se muestra a continuaciéon. Puesto que

N_4q N4
. jx—a 47?2 3 r—a
(Tn)i(,t) = (1™ Ty (TN)ae(,t) ::——n?—iﬁf D ealt)em™ L
ne_ X B
2 2
imponiendo (2.3) a T,
, 24772
e, (t) = —in ﬁcn(t)
con lo que
—in2£t
ca(t) = e 177en(0). (2.7)

De esa manera, la aproximacién a la solucién de (2.3) es tremendamente precisa para
soluciones suficientemente regulares [11].

En algunas ocasiones, se utiliza el interpolante trigonométrico centrado simétrico

N
N

Y a4

k=—Z+1

r—a

é (t)ein T

(2.8)

m‘z

N | =

1 e
Tr(z,t) = 56_%@)67”—]\7 L

Este interpolante simétrico garantiza que, cuando interpola valores reales, Ty es real ya
que TX (x) = Re(Tn(x)) en ese caso.

10



Capitulo 3

Propiedades del método

3.1. Invariantes

Como ya se ha comentado en la seccién §1.1, existen ciertas cantidades que permanecen
invariantes en el problema continuo. Debido a sus significados fisicos, es deseable que se
conserven a nivel discreto al implementar el método numérico.

3.1.1. Masa

Al separar la ecuaciéon NLS en (2.2) y (2.3), veamos que se mantiene la conservacién de la
masa (1.2) en cada uno de los dos subproblemas.

La invariancia temporal de la masa en el problema no lineal es inmediata imponiendo las
condiciones de regularidad necesarias a la solucién ¢ dado que || se conserva, como se
vi6 en (2.4).

Por otra parte, para el problema lineal, la demostracion es esencialmente la misma que
para la ecuacién NLS. El desarrollo de la misma difiere de la ya realizada en la ausencia
de los términos no lineales y, como en dicho caso se anulaban, la demostracién se concluye
con el mismo razonamiento.

Una vez se ha comprobado que, mediante la escision del problema, no se pierde la con-
servacién de la masa, veamos que las discretizaciones temporales y espaciales también la
mantienen. La conservaciéon mediante la discretizacion temporal es trivial ya que la inte-
gracion de cada subproblema es exacta.

Por tanto, comprobando la conservacién con la discretizacién pseudoespectral se concluiria
la conservacion de la masa en el método numérico. Sea W7 el vector de RN cuya compo-
nente j-ésima, \IJ;-”, es la aproximacion en el nodo (z;,m7).

Notemos que la discretizacién mas razonable, dados esos valores, de la masa continua (1.2)
en tiempo t,, seria la masa discreta

N-1
No=hYy ORGP = Rl (3.1)
j=0
donde || - || es la norma euclidea. Esto corresponde a la aproximacién mediante la regla del

rectangulo (y equivalentemente la regla de los trapecios por la periodicidad del problema)

11



de la correspondiente integral en (1.2) en tiempo ty,.

En primer lugar, la solucién del problema no lineal se resuelve exactamente, por lo que
denotando por @7} a la solucién de este problema intermedio y por CI{T a sus componentes

N-1 N-1 , N-1
IR = D (@7 =Y [T TwrE =Y e = ||y
j=0 =0 5=0

Una vez obtenida esta igualdad, se procede a demostrar la conservacién de la masa al
resolver el problema lineal con la discretizaciéon pseudoespectral. Para ello se usa la relacion
de Parseval

| Py @3 || = NZI|NZIW | = Nf z_:w ™ waﬂ“
N N
k=0 j5=0 k=0 \ j=0 Jj=0
N-1N-1 N—-1N-1
ZZZW‘I’"‘ZW =D D ¥EINGy
J=0 j'=0 J=0 j'=0
N-1
=N _ 0®7 = N| 8%,
7=0

la cual, junto con (2.6), permite conocer la relacién entre la norma del vector de coeficientes
del polinomio trigonémetrico de colocacién asociado a ®7%; y la norma del vector solucion.
Maés concretamente,

1
1)1 = HFN¢> I*= IIFN@ I* = FINeR* = Nllex[l*.

Con esto se esta en disposicion de avanzar cada coeficiente temporalmente de manera
exacta segun (2.7), de manera que la norma permanece constante. Aplicando nuevamente
la relacién de Parseval, se obtiene la conservacion discreta de la masa con el tiempo. Més
concretamente, para todo m natural,

N_q N_4q
= = ’LTLQﬁT
IR =8R° = N> =N Y [0 =N Y |er0) ™ 27

__N __N
n=-s5 n=—s5

81
=N e (TP = [ eR1%
n=¥

3.1.2. Energia

La conservacién de la energia (1.3) no presenta un equivalente a nivel discreto al aplicar
el método numérico. Dado que la discretizacién espacial de la ecuacién completa (1.1b) si
conserva un analogo discreto de la energia [3, 12], el origen de la no conservacién debe ser
la discretizacién temporal [3].

3.1.3. Momento

En el estudio de la discretizacién del momento (1.4) se sigue el mismo esquema que en el
de la masa. Veamos en primer lugar la conservacién para cada uno de los subproblemas

12



obtenido con el método de escisién. Se supone la regularidad necesaria de la soluciéon para
poder intercambiar el orden de la integral espacial y la derivada temporal en (1.5).

Comenzando por el problema no lineal (2.2), mediante su expresién conjugada y la expre-
sién obtenida al derivar respecto a x

[ d
ot = i (00 + VP ).
x
y, realizando un desarrollo anédlogo al realizado en §1.1.3, se tiene

d - - - - d - - -
e = 0.5) =i (4 D) + i (2 (0D = IV = GloPs
d

. cde 4
= lQ(ﬂW’@hﬂ = Zq%\w .
De esto se deduce que
1d b - 1 b d 4 1 47x=b
Sdi ; Im (%fo) = —4Q/a @‘W dr = _Zq UW ]x:a7

de manera que la periodicidad de ||* garantiza que el momento es un invariante para la
ecuacién no lineal.

Adaptando esta demostracién, realizada para el problema no lineal, a la ecuacién lineal
(2.3) se obtiene

d - _ - _ _ _
[ d - — d _
=1 {dw (1/1%:(; + ¢¢m) - 2% (%%)} )
de manera que

1d [? _ 1([d, - _ b g _
adt ). Tm (44, =1 {/a %(w%ﬁibwm) dx—2/a %(wx%) dx}.

La periodicidad de ¢ y ¥, (y por (2.3) la de v,,) implica que todas las integrales del
lado derecho de la igualdad previa sean nulas. Por este motivo, el momento también es un
invariante del subproblema lineal.

Una vez hemos comprobado que ambos subproblemas mantienen la conservacién del mo-
mento a nivel continuo y dado que la discretizacién temporal no puede afectar a la misma
por ser la integracién de cada subproblema exacta, inicamente resta comprobar la con-
servacién con la discretizacién espacial pseudoespectral.

Para estudiar la conservacién del momento con la discretizacion espacial, separaremos la

solucién de (1.1b) en parte real e imaginaria y obtendremos una cuasiconservacién. Si
¥ = v+ dw, con v y w funciones reales, la ecuacion NLS es equivalente a

o))
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En primer lugar, sustituyamos ¢ = v + iw en (1, — ¥4, con lo que se obtiene
(W_z - wm&) =(v + iw)(vy — iwg) — (Vg + iwg) (v — iw)
= — Wy + 1wu, + v, w — iwv = —2i(vw, — VW),
de donde es inmediato que el momento en esta formulacién es

1

b b . b
;/a Im (Yipg) = 2/a _%(Q,Z)T/;x — hp))de = —;/a (vwy, — vpw)dz. (3.3)

Al discretizar en espacio y separar (3.2) mediante la escisién de Lie-Trotter se obtiene lo
siguiente. Como

1 _miNz=e 1
* — = TN T, -
Th(z) =Tn(x) 5C_Ne + 5C- X ,
se tiene que
272 . 2 72 S
w0 N gl TN —miN bj_aa T N MNTJ_;
TN ($]) —TN(CU])+ 2(()—0,)2 %6 2(()—@)2 _%6

(3.4)

. 7T2N2 _mNZiTe
= ]I\/](x])—i‘lmlm(c_%e LN 35— )

Por tanto, en el problema lineal, denotando Uy = Viy + ¢ Wy, con Vi v Wiy las partes
reales e imaginarias respectivamente de la aproximaciéon numérica N-dimensional Uy, se
cumple que

%(VN +iWy) = i[ANVN + iANWN],
siendo Ay la matriz resultante de la discretizacién de la derivada segunda a través del
polinomio interpolador centrado no simétrico. Dicha matriz An 10 es real ya que, aunque
los datos de partida sean reales, T% (;) no es real, sino solamente T5% (;). Por ese motivo,
descomponemos

A N=AnN+ iA N
donde Ay es la matriz resultante de la discretizacion espacial de la derivada segunda a
través del polinomio interpolador trigonométrico centrado simétrico y A\N es la matriz
asociada al término multiplicando a i en (3.4) cambiado de signo. Notemos que el tamafio
de A ~ aplicado sobre un vector es O(N?c_ N/2) y que, segun [11], si el vector se correspon-
de con los valores nodales de algo muy regular, dicha cantidad decrece exponencialmente
con N.

En cualquier caso, el sistema lineal, en términos de las partes real e imaginaria, que se

estd integrando es

d (Vn . —ANWN(t) — A\NVN
dt <WN> - ( ANVN(t) — ANWix ) ' (35)

En cuanto al subproblema no lineal, en términos de Viy y Wy, es

d (VY _ [(—a(Vn(t).2+ Wy(t).2).Wn(t)
dt <WN) - < q(Vn (t).2 + Wi (t).%). Vi (t) > ’ (3.6)
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donde los productos (Vi (t).2 + Wx(t).2).Wx(t) vy (Va(t).2 + Wy (t).2).Vy(t) son compo-
nente a componente.

La discretizacién en espacio que proponemos entonces para el momento continuo (3.3) es

h

Pn(t) = 5

[(Vn(t), BN\Wi (1)) — (Wn(t), BNVN(2))], (3.7)
donde (-, -) denota el producto escalar usual y By, la matriz correspondiente a la derivada
primera con la discretizacion pseudoespectral, mas concretamente, a la derivada del poli-
nomio interpolador centrado simétrico . Veamos exactamente quién es dicha matriz By.

Notemos que, dados los valores u = (ug, u1,...,un—_1), y teniendo en cuenta la expresion
de los coeficientes (2.6), el polinomio interpolador centrado simétrico (2.8) toma la forma

1 —nf - S ik
Thu=— Wy 2 upe ™I 4 E — Wk, e e E W2 U™ T
2N N N 2N N
= __ N = =
n k=—%417m 0 n
Desde esta expresion y definiendo
1 N oy 1 X
Ny —irNEZ2 kn 2mik =2 ny imNEZ=2
(Th)n = =—=wy 2e ™ T 4 g —wne e  —w e L (3.8)
2NN N 2NN ’
k=—%+1

es sencillo obtener el valor de los elementos de la matriz By. Mas concretamente, para
I,ne{0,1,...,N —1},

d
(BN)(141)(n+1) = [dx (TN)n} .
=&y
81
e —N(n-l) 27 k(n—1) m Y(n-1)
k=—Z+1
Dado que los elementos de By son reales y que Re(iwkN(n_l)):-Re(iwk(l_”)) se tiene que
(BN)(i+1)(nt1) = —(BN)(nt1)(141), s decir, By es antisimétrica.

Ademas, es clave para la cuasiconservacion del momento discretizado el hecho de que
BJQV = Ay, que se obtiene de las siguientes igualdades denotando por Pyu (para cualquier
funcién compleja u) al vector de CV formado por sus valores nodales:

d d d
2 o _ e * — 7 * el *
BNU_ = BN(BNU) = BN [PNda;(TNu)} PNdx [TN <PNd$(TNu)>:|
d[d, ., a2 o

Aqui se ha utilizado que %(T]{,u) se puede expresar exactamente como un polinomio tri-
gondémetrico centrado simétrico, derivando (2.8) y redefiniendo los coeficientes, por lo que
permanece inalterado ante la accién de tomar N valores nodales e interpolar mediante Ty;.

15



Con estas consideraciones, ya se estd en disposicién de demostrar la cuasiconservacion del
momento discretizado (3.7). Mas concretamente, desarrollaremos

Dty = 2L [(Var(e), By War (1) — (Wix(0), ByVar (1) (59)

2dt
en cada uno de los problemas de interés. Comenzando con el lineal, sustituimos (3.5) en
(3.9), obteniéndose que

d h

—Pn(t) = —3 [

7t <—ANWN(t),BNWN(t > <VN,BNANVN( )>

)
— (ANVN(t), BNVN(t)) — (WN(t), —BNANWN (1)) (3.10)
+ (—ANVi(t), BAWn (1)) + (Viv, =By AN Wi (1))
— (~ANWn(t), BNVN(t)) — (Wn(t), ~ByAnVi (1)) ].

El primer término en esta expresién se anula ya que Ay = B]2V y <B]2VU N, BNU N> =
— <B ~vUN, BJQVUN> = 0 para cualquier vector Uy de RY, debido a la antisimetria de By.
Realizando un razonamiento andlogo para el resto de términos en los que aparece Ay se
obtiene que son nulos, asi que la derivada del momento discretizado se reduce a

d ~ /\
%PN( ) = h[{ANVN, BN\WN) — (ANWn, BN V)],

donde de nuevo se ha utilizado la antisimetria de la matriz By. Segun lo dicho anterior-
mente, cuando Viy y Wi estén aproximando a funciones muy regulares, estos términos se
espera que decrezcan exponencialmente a cero.

Con el fin de estudiar la conservacion del momento discretizado en el subproblema no
lineal, se sustituye (3.6) en (3.9), obteniéndose

d

apN( )= _*q

< (VN t) —|—WN( ) ).WN(t),BNWN(t)>
+ Vv, BN (Vv (£).2 + W (1).%). V() (3.11)
— (VN ()2 + Wi (t).2).Vn(t), BN V(1))
N (

)2
t), =By (Vi (t).> + W (8).2).Wn (1)) ].

- (W

El primer y cuarto sumando coinciden con la regla de cuadratura del rectangulo con
distancia h entre abscisas para aproximar

d
—TNWh(t)dz.

b
o [ TRV (2 + W () Ty W (0) 1

Por otro lado, el segundo y tercer término son la regla de cuadratura del rectangulo para
aproximar

d

—TNVn(t)dz.

T IN Vi (t)

Sumando los cuatro términos y denotando por Qg la regla del rectdngulo aplicada a
cierta funcién se obtiene

%PN( ) = Qnan (;; (TR VN () + T W (1)?)?] da:) .

b
q/ (THVN()? + TEWN () T Vi (t)
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Maés concretamente, denotando a la expresion entre paréntesis de la formula de arriba por

f#),

b b b
Qrn (F(1) = Qrn (T 1(1)) = / TS f(t)de = / (T3 f(t) — F(t))de + / o)

dado que la QR integra exactamente al polinomio trigonométrico Ty f(t). Como f(t) =

%g(t) con ¢(t) peridédica en espacio, la tltima integral es nula. Ademads, f(t) puede ser

extendida a una funcién holomorfa en la banda |[Im(z)| < 8 donde estaria acotada por
Ch 5(t), con lo que se tiene, por [11], que

T3 f(0) = 1O =0 (Chplte ™ ).

De esta manera, se tiene una cota del mismo tipo para la integral y, finalmente, se deduce
de lo de arriba que

%PN(t) =0 (Chﬁ(t)e_¥) .

Como para el problema lineal también es de esperar que la derivada en tiempo del momento
decrezca exponencialmente con IV, podemos esperar un comportamiento de la forma

d  A(—C'N
S PN =007,

para cierta constante C’ > 0, es decir, aunque la derivada no sea nula, se espera que sea
muy pequeiia para N moderado.

3.2. Dispersion

En este apartado, por simplicidad, se toma el intervalo [0, 27]. Se parte de una onda plana

P(z,t) = aetkr=emD(con k€ {—& -8 +1,..., 8 —1}) y se trata de ver si el método

descrito anteriormente proporciona soluciones numéricas que en el nodo (z;, mr) sean

Y = ge'lkrimemm), (3.12)

A continuacién se procede a calcular \Il;"H partiendo de W’ segtin el método explicado en

§2.1 y §2.2. Primero se avanza un paso 7 con 9; = ig|i|>¢. La solucién numérica a partir
de (xj,m7) de este paso intermedio se denota por CI’}”. Dada la independencia temporal
de [¢| y la solucién tomada se tiene |V’ = [a|, y por tanto

; 2 ; L _ 2
(I);n — ez7’q|a\ \Ilajn _ aez(kxj T(wm qlal ))
A continuacién se procede a resolver
¢t = Zw:r:m

tomando como condicién inicial el vector de componentes CI‘E”. Como @;” puede verse
como los valores nodales de un polinomio trigonométrico de grado N de coeficientes ¢, (0)
(n=-4,-5 +1...,§ —1) dados por

2
en(0) = { ! nak (3.13)

a et (~wmtdlal®) n =k,
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de la relacién (2.7) se obtiene que

0 n # k,
en(T) = {

aeiT(—wm+q|a|2—n2) n—=k.

Por tanto, conocidos los coeficientes del polinomio trigonométrico, es inmediato que
\I/erl _ aei(k:cj—wmr+q|a|27—k27') (3 14)
" : .
Para que esto coincida con (3.12), debe ocurrir
W = k2 - q|a‘2’

expresion idéntica a la relaciéon de dispersién obtenida para las ondas planas con niimero
de onda k y frecuencia w que eran solucién de la ecuacién NLS. Por tanto, el método
numérico aplicado cumple exactamente la relacion de dispersion real (1.8).

Haber obtenido la relacion de dispersion real es consecuencia de que la discretizacién de
Fourier es exacta para la solucién tomada ya que los coeficientes que se han truncado en
la interpolacién trigonométrica son nulos, de manera que la expansién es exacta.

3.3. Estabilidad

Como en la seccién previa, se va a trabajar en el intervalo [0, 27] por simplicidad. Notemos
que en otro caso, mediante un cambio lineal de variable en espacio, siempre podemos llevar
el problema a uno en el intervalo [0, 27]. Partimos de nuevo de una onda plana y trabajamos
con las soluciones numéricas del método, que denotamos por

\I/;n _ aei(kzj—wmr) _ aei(ka:j—kaT+q|a|2mT)‘ (315)
Veamos cémo una perturbacién en la condicién inicial del problema afecta a la solucién
numérica en pasos posteriores. Para ello, denotamos a la perturbacién en tiempo t,,, = ™m
como

m m m
o = Uy (1+¢€). (3.16)

Supondremos que e? corresponde a los valores nodales de una funciéon 2m-peridédica y pe-
quena, es decir, |’|? < 1. Veamos cémo evoluciona egn con m respecto a 6?.
Aplicando el método numérico propuesto se resuelve en primer lugar (2.3), por lo que
al haber introducido la perturbacién se obtiene como soluciéon perturbada de este paso

intermedio
&)\Jrﬁ - /\I]\]m/exp (Z'TCI@?F) = U7 (1+¢€")exp (iTq]\Il;”|2|1 + € 2) 317
= \P;”H exp (’iTkQ)(l + e;”) exp (z'Tq|a|2(|1 + e§”|2 —1)).

Aproximando la segunda exponencial hasta orden 1 en ;' y € se tiene

é‘;ﬁ ~ \I/;.”He”kQ(l + M (1 +irqlal*(€]" +€)),

y tras despreciar los términos de orden mayor o igual a dos en €;" y €7,
Tm o Jm+1 _iTk? m . 2/ m | =m
PP A~ W e (14 € +irqlal®(] +€7))
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obteniéndose asi una version linealizada de la solucién intermedia (3.17).

Considerando los polinomios trigonométricos interpoladores (2.5) de los valores nodales
{el"} v {®}'} con coeficientes ay y ¢i'(0) respectivamente, se tiene que

(0 = a e~ W (mA )T pith? [1 +ag"(1+ iqT|al?) + c_zgliq7'|a\2] , n =k,
" a e~ W(mAD)T gith? [a?_k(l +ig7|al?) + &Z”_niqﬂam , n # k.
Esta relacién podria parecer nicamente cierta cuando k € {—N/2,...,N/2 — 1}, sin

embargo, su validez se sustenta en tomar el valor de k& médulo N cuando no se esté
en dicho supuesto, siendo entonces la relacién cierta debido al fenémeno del “aliasing”.
Un problema totalmente analogo aparece cuando el subindice en a,_j; no pertenece a
{—=N/2,...,N/2 — 1} asi que, de nuevo, basta tomar su valor médulo N.

A partir de aqui, teniendo en cuenta la relacién (2.7), se obtiene que, tras avanzar con la
parte lineal del problema,

i q e—iw(mt+1)T [1 + af (1 + ig7|al?) + d@”iqﬂalﬂ n==k
e (7) =

ae—w(m+1)T6i7k2€—in27 [a;n_k(l 4 iq7’|a]2) 4 d?_niq7'|a|2] n 7& k.
Ademas, por (3.16), estos coeficientes son iguales a

q e~ wm+1)T [1 + agn-i-l] n =k,
ae—iw(m+1)7—am+1 n 7& k:,

n—k
de lo que se deduce que, tanto para [ # 0 como para [ = 0,
alm+1 — iT(42k) [a}”(l + iqrlal?) + &Tliq7'|a]2] )

Realizando un desarrollo totalmente analogo desde la expresién conjugada de (3.16), se

obtiene .
d’fl“ — (iT(IF~2kl) [aTl(l — iqﬂa!z) — a?”iq7\a|2] ,

que, junto con la expresion previa, puede escribirse en forma matricial como

am—i—l am
(o) = (i) s
con matriz A; igual a

e—’iT(l2+2k2l) (iq7'|a|2 + 1) e—ir(12+2kl),b~7_q|a|2 (3 19)
_eir(l272kl)iq7_|a|2 eif(l%m) (1 _ iq7\a|2) :

Los autovalores de la matriz A; son

NS = e T [ﬁ, +4/6% — 1} , (3.20)

siendo
1 , . . ,
B =3 (—z’qr!a\QellQT + iqT]a\Qe*mT e Ty €Zl2T) (3.21)
=cos (I*7) + qrlal?sin (1°7) (3.22)
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Para evitar el crecimiento exponencial de (a}”, dTl)T, los autovalores de A; deben satisfa-
cer \)\li\ < 1. Por tanto, la condicién de estabilidad del método numérico no depende del
valor de k, ya que |e~2¥!7| es siempre 1. Esto ya ocurria con el método de Strang (método
de escisién simétrico de segundo orden) [1].

Notemos que la estabilidad viene completamente determinada por la acotacién de las po-
tencias de Ay, lo cual esté directamente relacionado con la acotacién de los autovalores de
dicha matriz.

Como se demuestra a continuacion, la acotacion del médulo de los autovalores de la matriz
A, por la unidad es equivalente a que

|Bnl = |cos (nT) + q7|al® sin (n?7)] < 1. (3.23)

Demostremos en primer lugar, razonando por contrareciproco, que |[AFX| < 1 implica que
|Bn| < 1.

Si B, > 1 se tendria [A\}| = |8, + /B2 — 1| > 1; asf que |[AF| < 1 implica 3, < 1. Ar-
gumentando de manera andloga para 3, < —1y A, se tiene que |\f| < 1 implica 3, > —1.

Para la otra implicacién, suponemos que |3,| < 1 de lo que se deduce que 52 —1 <0y,
por tanto, A2 = |B,]? + |\/1 - B2|> = B2 + 1 — B2 = 1. Con esta implicacién no sélo
hemos demostrado la equivalencia buscada, sino que ademas, cuando |8,| < 1, [\, |f = 1.

En particular, por (3.23) se ha de cumplir 3, < 1 que, realizando un desarrollo en serie
de Taylor en 7, equivale a que

2
1 — n?r2 (”2 — qla* + 0(72)) <1, (3.24)

es decir, para que haya estabilidad se tiene que cumplir la condicién
n* > 2qlal* + O(7?).

Este resultado es consistente con la condicién de estabilidad encontrada para el problema
continuo en la seccién §1.3, que era n? > 2q|al?.

Por otra parte, si en la condicién (3.23) se fija qla|? y 7, y definimos

g(nZ) = cos (nZT) + q7'\a|2 sin (n27'),

veamos cémo se comporta dicha funcién considerando n? como una variable continua a
pesar de tomar tnicamente valores discretos para nuestros intereses.

Nétese que, en n = 0, siempre g(0) = 1, con lo cual dicha frecuencia nunca conduce a
crecimiento exponencial del error. Veamos qué ocurre con el resto de frecuencias.

En primer lugar, notemos que, si ¢ = 0 (corresponde al caso de la ecuacién lineal), existe
siempre estabilidad, ya que el coseno siempre toma valores de médulo menor o igual que 1.
Nos centraremos entonces en el caso ¢ distinto de 0 y distinguiremos entre ¢ > 0y ¢ < 0.
En ambos casos, puesto que

g (z) = —7sin(a7) + q72]a|2 cos(zT),
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la derivada de g(x) presenta ceros en los puntos

0
J,'p: _:_pﬂ-7 pzoa]-u"'7

donde 6 := arctan (g|a|?7) y la funcién g(x) entre dichos puntos es estrictamente creciente
o decreciente.

En el caso ¢ < 0, la funcién g decrece (¢'(x) < 0) si x € (xgp, x2p4+1) mientras que crece
(¢'(x) > 0) si z € (zap41,T2p12). Respecto al caso ¢ > 0, g(z) decrece en (xopt1, Topt2) ¥
crece si x € [0,z9) U (x2p, x2p4+1). En particular, ¢’(0) toma el mismo signo que ¢, asi que
g en el origen es decreciente para ¢ < 0 y creciente para g > 0.

Veamos que, en los puntos en los que se anula la derivada ¢’(z), no se satisface la condicién
de estabilidad (3.23), ya que

|cos(x,T) + glal?7 sin (z,7)| = |cos(0 + pr) + gqla*7 sin (0 + pr)|
= |cos (arctan (g|a|*7))(—1)? + q|a|*7 sin (arctan (g|a|*7))(—1)?|
_ 1
-
T Rl > 1

qlal?r

Vit Pl

+ q|a|27-

Este hecho se observa en las graficas de la figura 3.1 que representan la funciéon g y la
regién en la que se satisface la condiciéon de estabilidad en rojo.

La representacién se ha realizado para ¢ = —1 y ¢ = 1, para ciertos valores de 7 y a, de
manera que son observables las diferencias en el tipo de grafica a consecuencia del signo
de gq.

a=5,7=01,q=1

A ”'// \\\\ / | i;// “\_\\ ‘//’\\\
/ \ ,r/ J/ \ / \\

Figura 3.1: Funcién g(x) que determina la estabilidad numérica segin (3.23)

A continuacién, se busca expresar la condicién de estabilidad de manera que la desigualdad
indique la distancia a la que deben estar los valores discretos n? de los puntos Tp, P =
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0,1,.... Con este fin se desarrolla la siguiente cadena de equivalencias

|cos (n27) + qrlal?sin (n7)| = 1

2 1 (2 qrlal? — 1
< |cos (n T)\/W + sin (n°7) \/1+q2|a‘4T2| e
& |cos (n?7) cos (0) + sin (n?7) sin ()| = cos () & |cos (n?7 — 0)| = cos (0)

& n?r—0—pr|=1|0| paraalginp € Z <& |n? —x,| = @ para algin p € Z
De esta cadena de equivalencias y dado que si n? = zp la condicién de estabilidad (3.23)

no se satisface si ¢ # 0, se tiene que dicha condicién es equivalente a que, para todo p
entero,

(3.25)
Una vez obtenida esta expresién y separando casos segin el signo de ¢, se buscan condi-

ciones sobre N y 7 de manera que se cumpla la restriccién obtenida.

Para el caso ¢ > 0, se tiene que # > 0 y la condicién de estabilidad se corresponde con que
n? pertenezca a las zonas rojas en la figura 3.2.

0
T
e [
0 0 T = G”LT” T2 3
Figura 3.2
Una manera de garantizar que n? no sobrepase la primera zona roja para n € {—%, —% +
1,...,% — 1} es que se cumpla
N2 & 47 h?
— < - & 7L = —. 3.26
4 — 71 - N2 g (3.26)
En ese caso, cada frecuencia n es estable si
20
n?> =, (3.27)
T

que corresponde a que esté exactamente en la primera zona roja si se le une a la condicion
(3.26). Cuando 7 es pequefio 0 ~ gla|?>7, de manera que dicha condicién se parece a

n* > 2qlal?,
que es la condicién de estabilidad que aparecia en el problema continuo.
Considerando el caso g < 0, se obtiene que # < 0 y la condicién de estabilidad se satisface
cuando n? pertenece a las zonas rojas de la figura 3.3

19|

T

Figura 3.3
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En el problema continuo no aparecian inestabilidades si ¢ < 0. Para evitar que aparezcan
en el caso discreto, es suficiente garantizar que n? para n € {—%, —% +1,..., % — 1} no
pase de la primera zona roja del diagrama. Para ello basta imponer

N72<7T—|—207
4 — T

que es equivalente a

T 4 h?
Brw S N At (3:25)

En particular, si 7 es pequefio, dado que |0| ~ |¢||a|?T, la condicién equivale a

47

N2r <dA(m =2qlla?*r) & 1< ——————.
< ( ICIH ’ ) _N2+8]q\|al2

Las restricciones (3.26) y (3.28) son suficientes para garantizar que la condicién (3.23) se
cumple. Sin embargo, no son necesarias. En otras palabras, se puede obtener estabilidad
sin imponer dichas restricciones. Ademads, dichas desigualdades expresadas en funcién de
la longitud de paso, h, son validas para cualquier intervalo general [a, b].
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Capitulo 4

Experimentos Numeéricos

En este capitulo se comprueba la veracidad de las condiciones de estabilidad obtenidas en
§3.3. Ademas, se obtiene el error en la conservacion de la energia y se comprueba que el
error en el momento y en la masa es despreciable para cualquier valor del paso de tiempo 7.

4.1. Estabilidad

Consideramos la ecuacién NLS con condicién inicial ¢ (z,0) = %, es decir, trabajamos con

la solucién independiente de x
1 1qt
P(x,t) = 5 exp(—). (4.1)
2 4
Para estudiar la inestabilidad del método numérico introducimos una perturbacién en la
condicién inicial. La condicién inicial perturbada que se toma es

otwy=0sfrror (1 20)], we[ L1 as

El estudio realizado en §3.3 de la estabilidad al introducir una perturbacién sobre una on-
da plana se ha realizado para perturbaciones 2m-peridédicas. Sin embargo, las condiciones
(3.26) y (3.28) expresadas en funcién de h son vélidas para un intervalo general.

El andlisis de la estabilidad se realiza para valores positivos y negativos de ¢, tomando
en cada caso distintas ternas de 7, L, y N para poder observar las diferencias segin se
esté en la region estable o inestable. Para cada uno de estos conjuntos de valores se va
a representar el modulo de la solucién numérica U7 y el médulo de los coeficientes c;,
del polinomio trigonométrico interpolador de la misma. En el caso de los coeficientes, se
representa Unicamente para n € {0,. .., %} por la simetria de la solucién.

Comencemos con el caso ¢ > 0, en particular con ¢ = 2. Tomando L = 16 y N = 30 se
tiene que la condicién de estabilidad (3.26) se transforma en

2
< ~ 0.0905.
T =302
Por tanto, tomando 7 = 0.090 cada frecuencia n € {—%, cee % — 1} cumple que n? no

sobrepasa la primera zona de estabilidad, representada por la primera zona roja en la figura
3.2. Con este valor de 7 tinicamente aparecen inestabilidades asociadas a los dos modos
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de frecuencia menor (|n| = 1,2)), que son los que no cumplen la condicién equivalente a
(3.27) en el intervalo [—%, %] Mas concretamente, la inestabilidad de estas frecuencias se

debe a que no satisfacen
2
(2”"> > 29 < 10007,
L T

lo que es andlogo a no alcanzar la primera zona de estabilidad de la figura 3.2. Esto se
corresponde con la inestabilidad que aparece en el problema continuo y puede observarse
en la figura 4.1 tanto en las perturbaciones visibles en el tiempo, correspondientes a fre-
cuencias 1 y 2 en espacio (a), como en el crecimiento con el tiempo del valor absoluto de
los coeficientes |¢]'| (b), que es més notable para esas dos frecuencias.

by lep' | 1

0s »/

n=0 t=24

t=36

t=12

Figura 4.1: Solucién de la ecuaciéon NLS con condicién inicial (4.2)
¢gq=20 a=05 L=16 7=0.09 N =30
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A continuacion, se cambia el valor del paso de tiempo a 7 = 0.091 de manera que la
condicién (3.26) deja de cumplirse. En este caso, a las inestabilidades [n| =1y |n| =2 se
les une la inestabilidad de alta frecuencia correspondiente a |n| = 15. La inestabilidad de
dicha frecuencia para estos valores concretos se debe principalmente que al aumentar 7
la zona inestable en cuyo centro se sitia x1 se ha desplazado hacia el origen, como queda
claro en la figura 4.2. Al variar 7, ademads del efecto ya comentado, la anchura de las
regiones inestables, dada por 22, cambia pero el cambio producido para los valores de 7
aqui considerados es irrelevante, de manera que en ambos casos

9 2715\ 2
91 <05 ¥ <”> ~ 34.608.
T L

2 .
Los valores {(%T") } se corresponden a los asteriscos en la figura 4.2, de manera que el

correspondiente a n = 15 ha pasado a estar en la zona de inestabilidad correspondiente a
z1 al aumentar 7.

7 =0.090

L|v|¢ e = # # * = * i | |

il il

0

0 1 ~ 35.406
7 =10.091

LLL e S = # # * = * Ll |

il il

0

0 x1 ~ 35.023

Figura 4.2

En la figura 4.3 se ha representando frente a cada frecuencia el méaximo del valor absoluto
de los autovalores de la matriz de estabilidad (3.19) para los pardmetros particulares de
este problema. De esta manera, se confirma que la frecuencia asociada a [ = 15 pasa a ser
inestable con el cambio de 7 realizado.

Radio espectral, = 0.09 Radio espectral, = 0.091
1.045 1.05

1.04 1.045

1.035

1.03

1.025

Figura 4.3: Radio espectral de la matriz de estabilidad
q=20 a=05 L=16 N =30

La solucién numérica se muestra en la figura 4.4, que corrobora tanto en el valor absoluto

de la solucién como en el espacio de frecuencias la inestabilidad debida a la frecuencia
|n| = 15, que se une a las de las frecuencias [n| =1y |n| = 2.
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=36

m
(b) e | 1+

0.5 - L

)

n=0

t=36

t=24

Figura 4.4: Solucién de la ecuacion NLS con condicién inicial (4.2)
q=20 a=05 L=16 7=0.091 N =30

Tanto en el caso 7 = 0.090 como en el caso 7 = 0.091, el crecimiento de las inestabilidades,
al estar representadas por el médulo de la solucién numérica, estd en gran parte controla-
do por la propiedad de conservar la masa del método numérico §3.1.1. Sin embargo, esta
propiedad no garantiza que la solucién sea precisa para tiempos largos. De hecho, dadas
las longitudes del paso en tiempo (7 = 0.09,7 = 0.091) y de las subdivisiones espaciales
(h =~ 0.53), es esperable que la solucién no sea muy precisa para tiempos largos.

Consideramos ahora el caso ¢ < 0, en particular ¢ = —2, e integramos la ecuacién NLS
con la condicién inicial perturbada en el intervalo [—2.975,2.975], es decir, L = 5.95.

En esta ocasion, fijamos el valor del paso de tiempo en 7 =0.05 y tomamos distintos valores
del niimero de divisiones del intervalo, N. La restriccién de estabilidad para el caso ¢ < 0
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(3.28) en estas condiciones y expresada en funcién del nimero de intervalos es

N< BT s,
v T

por lo que, para satisfacer la condicion de estabilidad, es necesario tomar N < 14. Sin em-
bargo, la desigualdad (3.28) es suficiente para garantizar la estabilidad pero no necesaria,
como se puede observar en la figura 4.5, donde se mantiene la estabilidad a pesar de que
N = 20. En las figuras 4.6 y 4.7 queda clara la inestabilidad que aparece con |n| = 13
cuando N = 26.

m
e |

0.5
=80

x=-2.975

x=2.975 t=0 x=2.975 =0

Figura 4.5: N=20 Figura 4.6: N = 26

m
leg 11
0.5

t=80

t=20

n=13 =0

Figura 4.7: N = 26

Soluciones de la ecuaciéon NLS con condicién inicial (4.2)
gq=-20 a=05 L=595 7=0.05

Aunque a partir del modo |n| = 8 se sobrepasa la primera zona de estabilidad, represen-
tada por la primera zona roja en la figura 3.3 particularizada a estos parametros, ninguna
frecuencia hasta |n| = 13 estd en alguna regién de inestabilidad.

También es destacable que para t = 70 se vuelve al estado inicial, se ha producido conserva-
cién de la masa, al compensarse el crecimiento de la frecuencia n = 13 con el decrecimiento

enn=20.

Dividiendo el intervalo considerado en N = 30 subintervalos iguales aparecen inestabili-
dades asociadas a las frecuencias asociadas a |n| = 13 y |n| = 15, como se muestra en
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la figura 4.8 donde se ha representado el maximo valor absoluto de los autovalores de la
matriz de estabilidad (3.19) paran € {0,1,...,N}.

Radio espectral, = 0.05

1.03

1.025 1

1021

1015

101

1.005

Figura 4.8: Maximo valor absoluto de los autovalores de la matriz de estabilidad
g=-20 a=05 L=595 7=005 N =30

Dada la condicién (3.25), transformada para un intervalo general (n — %T”), es sencillo
comprobar que la inestabilidad de la frecuencia |n| = 13 se corresponde con la zona co-

rrespondiente a x3, mientras que la frecuencia |n| = 15 debe su inestabilidad a la regién
en cuyo punto medio se encuentra x,.

La figura 4.9 (b) muestra los coeficientes de la soluciéon numérica hasta tiempo t=40. Se
corrobora el crecimiento en tiempo de los coeficientes asociados a las frecuencias n = 13 y

n = 15 y la correspondiente visualizacién en la figura 4.9 (a) de perturbaciones asociadas
a esas frecuencias.

@l | 15

x =-2.975
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Figura 4.9: Solucién de la ecuacion NLS con condicién inicial (4.2)
qg=-20 a=05 L=59 7=0.05 N=30

4.2. Invariantes

Comprobemos ahora la conservacion de los invariantes presentados y veamos cémo afectan
las inestabilidades a estas magnitudes. De nuevo consideramos el caso de la integracion
de una onda plana constante en espacio (k = 0) con la condicién inicial perturbada segin
(4.2).

Distinguiremos de nuevo entre los casos ¢ positivo y negativo. Para ambos, mediremos
para distintos pasos de tiempo el error en la energia y lo representaremos frente al tiempo
con el fin de comprobar hasta qué punto se conserva numéricamente y determinar el efecto
de la inestabilidad del método numérico. Ademas, comprobaremos que, al integrar, el error
cometido en la conservacion de masa y momento es despreciable para cualquier valor de
7, como se predijo en §3.1.1 y §3.1.3, respectivamente.

Para calcular la masa discretizada se utiliza la expresién (3.1).

Por otro lado, la discretizacién natural de la energia continua (1.3) es

1 472 iy qul
&N = §h N~z Z n?lep|? — B Z|‘I’§n|4 ;
n=—2=, Jj=0

2

donde el primer término resulta de integrar exactamente

2
| N/2-1 N/2—1

S L 1 TN o ipo—a b—a 5 4m?n?
A A D I e D D st

n=—N/2 n=—N/2

y el segundo resulta de aplicar la férmula del rectangulo a
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q b
~1 / Ty ()| de.

(Recordemos que Ty es el polinomio trigonométrico centrado (2.5))

A la hora de computar el momento discretizado (3.7), se recurre a los coeficientes del
polinomio trigonémetrico centrado simétrico (2.8), como en §3.1.3, aunque en esta seccién
lo calcularemos sin separar en parte real e imaginaria la solucién. Més concretamente,

1 b _
P =3 / (T (2, tn) - T (@, tn)

N_q
1 (b 1 miN 20 < 171'2]\7
:/aIm Tl |- - Zm% ey || da

N
2t

N
N

— m|2
=-7 E 7’L|Cn | ’
n:—%—&—l
donde T/ (x,t) es el mencionado polinomio trigonométrico centrado simétrico y el vector

de coeficientes ¢ = %F ~¥7 ha sido previamente calculado en la obtencién de la solucién.

Ademaés de comprobar la conservacién de estos invariantes, se va a intentar evitar las
posibles inestabilidades del método numérico para lo que se propone lo siguiente.

Para ¢ > 0, recordemos que las posibles inestabilidades que imitan las del problema con-
tinuo son las correspondientes a la primera zona negra en la figura 3.2. Aparte de ser
inestabilidades inevitables, corresponden a frecuencias pequenas, que son las que usual-
mente almacenan la mayor informacién de las funciones (al menos de las regulares). Sin
embargo, las frecuencias inestables a la derecha de la primera zona roja en la figura 3.2
no se corresponden ya con las del problema continuo. En el caso de longitud de intervalo
L, la localizacién de dichas frecuencias corresponde a

2mn 2>E
L T

L
> P
Vrinl > 5

lo que proponemos es controlar el crecimiento de los coeficientes de la discretizacién pseu-
doespectral, ¢, de manera que, si || > 1.000001|c™|, se redefine

Por este motivo, cuando
(4.4)

~m+1 _ m+1 |Cnm| 4.5
Cn =Cy Cm+1 : ( ’ )
n

De esta manera, el coeficiente correspondiente a esa frecuencia n no puede crecer en mo-
dulo con el tiempo, tal y como ocurre en la estabilidad del problema continuo.

Para el caso ¢ < 0, donde no existen inestabilidades del problema continuo, proponemos
controlar todas las frecuencias inestables, que segtn la figura 3.3, comienzan a partir de

omn\ S m—2|0|
L T

31




Por ello, teniendo en cuenta que 6 < 0, siempre que

L 20
—— /1 + — 4.
2/ + 7w’ (4.6)

se redefinen, en cada paso, los coeficientes segin (4.5) cuando su crecimiento es tal que la
desigualdad |¢™1| > 1.000001|c™| es cierta.

V7n| >

Comencemos por el caso ¢ > 0, donde existen inestabilidades para las frecuencias meno-
res que son inevitables, ya que estan asociadas a la inestabilidad del problema continuo.
Tomamos el mismo intervalo, distancia entre abscisas y ntimero de onda que para el caso
q positivo de la seccién previa (¢ = 2, N = 30, L = 16). Consideremos los pasos de tiempo
7 € {0.091,0.090, 0.009,0.0009} y veamos cémo afecta la inestabilidad asociada al modo
n = 15 para 7 = 0.091, vista en la seccién previa, a la conservacién de los invariantes y el
efecto de aplicar el filtro de inestabilidades (4.5) en este caso.

Las figuras 4.10, 4.11 y 4.12 muestran la integracién original en la grafica (a) y con el filtro
activado en la grafica (b).

En particular, la figura 4.10 muestra el error cometido en cuanto a la conservacién de la
energia. Respecto a la integracién con los dos pasos de tiempo mayores, la figura 4.10 (a)
muestra que la conservacion de la energia se ve afectada por la inestabilidad mostrada en
la seccién anterior en 7 = 0.091 provocando una diferencia en el error del orden de 10? para
tiempos entre t = 10 y ¢ = 36. Por otra parte, la integracién con 7 = 0.009 y 7 = 0.0009 no
s6lo mantiene el error en la energia controlado hasta ¢t = 36, sino que para tiempos cortos
el error se ve reducido aproximadamente en la misma cantidad que el paso de tiempo,
confirmandose el orden 1 del método. La grafica (b) de la misma figura muestra que la
implementacién del control de inestabilidades mejora drasticamente el error en la energia
en la integracion con 7 = 0.091 al controlar el crecimiento de los coeficientes asociados a la
frecuencia correspondiente a n = 15. Para los otros tres pasos de tiempo el control de ines-
tabilidades no se activa para ninguna de las frecuencias por satisfacerse la condicién (3.26).

Conservacion de la energia sin filtro, qg=2

Conservacion de la energia con filtro, g=2

EE,|

0.0009

1071 1071
6 12 18 24 30 36 6 12 18 24 30 36

tiempo tiempo

(a) (b)

Figura 4.10: Error en la energia.
g=20 a=05 L=16 N =30

La propiedad del método numérico para conservar la masa se confirma en la figura 4.11
(a). En ella se representa el error en la masa frente al tiempo y puede observarse que
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dicho error es del orden del error de redondeo inicialmente. Evidentemente, dicho error
se va acumulando con el tiempo, pero es despreciable hasta tiempos moderados, como
cabia esperar. Sin embargo, en la gréfica (b) se observa cémo, al activarse el control de
inestabilidades para 7 = 0.091, la solucién se ve alterada perdiéndose la conservacién de
la masa.

" Conservacion de la masa sin filtro, g=2 o Conservacion de la masa con filtro, g=2
10° 10

T T
0.091 0.091
0.09 0.09
2 0.008 0.009
10 0.0009

0.0009

10"

NN |
NN |

1071

/ e —

-15
10
6 12 18 24 30 36 5 10 15 20 25 30 35
tiempo tiempo

(a) (b)

Figura 4.11: Error en la masa
g=20 a=05 L=16 N =30

107"

1071

A diferencia de la masa, el momento no se conserva exactamente como se demostré en
§3.1.3. Sin embargo, la pseudo-conservacién del momento es suficientemente fuerte y el
error en este invariante se mantiene en érdenes similares al error en la masa. Para los valores
concretos en estudio, el control de inestabilidades tinicamente acttia sobre la frecuencia
n = N/2 =15, por lo que el momento discretizado (4.3) no se ve afectado, como muestra
la figura 4.12, por no depender del coeficiente asociado a dicha frecuencia.

0 Conservacion del momento sin filtro, q=2 0 Conservacion del momento con filtro, g=2
10 10

10712 10"

10" 10-4

- W:

& 10718 &
1018 10718 1
1 T i T
0.091 0.091
102 009 102 0.09
0.009 0.009
0.0009 0.0009
102 102
6 12 18 24 30 36 6 12 18 24 30 36
tiempo tiempo
(a) (b)
Figura 4.12: Error en el momento
=20 a=05 L=16 N =30
Para analizar la conservacién de los invariantes en el caso ¢ < 0, se toma ¢ = —2, L = 5.95

y N = 20, valores ya tratados en la seccién previa y para los que no se obtuvieron inesta-
bilidades tomando 7 = 0.05, a pesar de no cumplirse la condicién (3.28). En esta ocasién
consideraremos 3 valores de 7, {0.5,0.05,0.005} en el cilculo de cada invariante.
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Comencemos analizando la energia. En la figura 4.13, se observa que el error cometido al
calcular numéricamente la misma se va dividiendo entre diez aproximadamente (al menos
para tiempos cortos) cuando 7 se divide por la misma cantidad. Por otro lado, los errores
son del orden de 107° y de 1075 para 7 igual a 0.05 y 0.005 incluso para tiempos largos,
mientras que para 7 = 0.5 los errores crecen bastante a partir de tiempo t ~ 10. Esto es
consistente con la estabilidad observada en la seccién previa para 7 = 0.05 y N = 20 y con
la estabilidad para 7 = 0.005, que esta garantizada por la condicién (3.28). Sin embargo,
para el valor de 7 = 0.5, el error en la energia empeora a partir de t = 10 a pesar de
la estabilidad lineal que muestra la figura 4.14, donde se ha representando frente a cada
frecuencia el méximo del valor absoluto de los autovalores de la matriz de estabilidad para
7 = 0.5. En dicha figura queda claro que, a pesar de que no se satisface la condicién (3.28),
ninguna de las frecuencias pertenece a zonas de inestabilidad lineal. Como la condicién
(3.28) no se satisface ni para 7 = 0.5 ni para 7 = 0.05, el control de inestabilidades
propuesto si actuara controlando el posible crecimiento de los coeficientes en estos casos
debido a la inestabilidad no lineal. En la figura 4.13, se observa que, al actuar el filtro, el
comportamiento observado para el error para tiempos cortos se extiende a tiempos largos
ya que se evita el crecimiento del error para 7 = 0.5. Notese que el error para 7 = 0.05
también mejora ligeramente.

Conservacion de la energia sin filtro, g=-2, N=20 i Conservacion de la energia con filtro, g=-2, N=20

E,|
EE,|

T T
05 05

0.05 0.05
0.005 0.005

5 10 15 20 25 30 35 40 45 B0 55 60 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
tiempo tiempo

(a) (b)
Figura 4.13: Error en la energia

Radio espectral, q=-2

1.0000000000001
[——os]

1.00000000000005

0.99999999999995

0.9999999999999

0 2 4 6 8 10

Figura 4.14: Radio espectral de la matriz de estabilidad
g=-20 a=05 L=595 N=20
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En cuanto a la masa, se mantiene un comportamiento esencialmente igual al del caso
g > 0. En la integracién sin filtro, se ratifica la conservaciéon mientras que al controlar el
crecimiento de los coeficientes para 7 = 0.5 y 7 = 0.05 el error aumenta considerablemente.
Todo esto se muestra en la figura 4.15.

" Conservacion de la masa sin filtro, g=-2, N=20 4 Conservacion de la masa con filtro, q=-2, N=20
10 107
10712 108 /._
1071% 108
) )
= z
z z
10" 10
10715 r 1012 T
05 05
0.05 —— 005
0.005 0.005
10°18 T
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
tiempo tiempo

(a) (b)

Figura 4.15: Error en la masa
gq=-20 a=05 L=595 N=20

Para los parametros concretos considerados para el caso g < 0, el error en el momento
permanece en valores de los errores de redondeo hasta ¢ = 60 tanto filtrando como sin
filtrar las inestabilidades, como se muestra en la figura 4.16.

e Conservacion del momento sin filtro, g=-2, N=20 " Conservacion del momento con filtro, g=-2, N=20
o 10 |

0%

1 '

i | )
) &
o

B (L
o ||“ll‘

N

I
i
|
T
05
005
0.005

0.05
0.005

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 5 30 35 40 45 50 55 60
tiempo tiempo

(a) (b)

Figura 4.16: Error en el momento
g=-20 a=05 L=59 N=20

0%

Con el fin de estudiar en mayor medida el efecto de las inestabilidades en la conservacion
de los invariantes, vamos a considerar los mismos valores de los parametros que hemos
considerado hasta ahora en el caso ¢ = —2 pero dividiendo el espacio en N = 30 partes
iguales en lugar de N = 20. Con este cambio aparecen inestabilidades lineales para las
frecuencias asociadas a [n| = 13 y |n| = 15 para 7 = 0.5 y 7 = 0.05 como muestra la figura
4.17 (para 7 = 0.05 ya se habian mostrado esas inestabilidades en la seccién previa).
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Radio espectral, g=-2, N=30

1.3

0.5
0.05
0.005

1.25

12

115

11

1.05

Figura 4.17: Radio espectral de la matriz de estabilidad
qg=-20 a=05 L=595 N=30

De nuevo comenzamos el analisis de la conservaciéon de los invariantes considerando la
energia, cuyo error se muestra en la figura 4.18. Debido a las inestabilidades presentes en
la integraciéon con 7 = 0.5 y 7 = 0.05, el error en la energia para esos casos crece de manera
desmedida alcanzando un valor 10?2 en un tiempo corto (t = 20). En la grafica (b) de la
figura recién referenciada se observa el efecto del control de inestabilidades, el cual consigue
anular el efecto de las inestabilidades manteniendo el error en la energia controlado hasta
el final de la integracién (¢ = 40). Ademds, el mantener controlado el error en la energia
permite confirmar nuevamente el orden 1 del método usado en la integracién.

Conservacion de la energia sin filtro, g=-2, N=30 i Conservacion de la energia con filtro, g=-2, N=30
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5 10 15 20 25 30 35 40 5 10 15 20 25 30 35 40

tiempo tiempo

(a) (b)

Figura 4.18: Error en la energia
qg=-20 a=05 L=595 N=30

Como muestra la figura 4.19, el error en la masa al dividir la red espacial en 30 partes
iguales presenta un comportamiento analogo al observado con N = 20. El error se mantiene
en Ordenes de los errores de redondeo para la integracion sin control de inestabilidades y
aumenta considerablemente para los valores de 7 € 0.5,0.05 al aplicar dicho control.
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Conservacion de la masa sin filtro, g=-2, N=30 Conservacion de la masa con filtro, g=-2, N=30
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Figura 4.19: Error en la masa
g=-20 a=05 L=595 N=30

Para los valores concretos de los parametros actuales, si es posible observar el efecto
de las inestabilidades en la conservacién del momento por la presencia de la inestabilidad
asociada a |n| = 13 < N/2. Sin embargo, el momento no se ve afectado por la inestabilidad
en la frecuencia asociada a |n| = N/2 = 15, la cual es la inestabilidad de mayor magnitud,
como muestra la figura 4.17. En la figura 4.20 se observa que efectivamente el error en el
momento se ve afectado por las inestabilidades aunque se mantiene en érdenes de magnitud
aceptables, recuperando el orden de magnitud de los errores de redondeo al aplicar el
control de inestabilidades.
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Figura 4.20: Error en el momento
g=-20 a=05 L=595 N=30
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha realizado una integracién de la ecuacién no lineal de Schrédinger con
condiciones frontera periddicas, integrando en espacio con una discretizacién pseudoespec-
tral y en tiempo con el método de escisién de Lie-Trotter. Se ha seguido el trabajo pionero
de Weideman y Herbst [13] para realizar un anélisis de la dispersién y de la estabilidad e
inestabilidad numérica al integrar ondas planas, extendiendo el estudio de la estabilidad e
inestabilidad, realizado en ese trabajo, al caso en el que la frecuencia espacial no es nula.

También se ha realizado un analisis de la conservacion de ciertos invariantes con el esque-
ma de integracion elegido. Se ha seguido, nuevamente, el trabajo de Weideman y Herbst
en el estudio de la masa (1.2), e incorporado la conservaciéon del momento (1.4), siguiendo
el trabajo de Begona Cano en [3], y de la energia (1.3). Ademéds se ha incorporado un
control de inestabilidades en la integracién inspirado en el que se propone en [1], trabajo
de Begona Cano y Adolfo Gonzalez-Pachén, para el método de escision de Strang.

Los resultados obtenidos en los experimentos numéricos para la estabilidad lineal en la
integracion de ondas planas han sido mostrados en §4.1 y estan en completo acuerdo con
el andlisis realizado en §3.3, tanto para ¢ > 0 como ¢ < 0. La existencia de estabilidad o
inestabilidad, mostrada en las graficas generadas en MATLAB para los distintos valores
de los parametros tomados, ha sido totalmente justificada con los resultados tedricos pre-
viamente desarrollados.

Respecto a los resultados obtenidos sobre la conservacion de los distintos invariantes, han
permitido ratificar los resultados tedricos sobre la conservacién de la masa y la pseudo-
conservacion del momento. La integracion en MATLAB ha permitido el anélisis de la
conservacion de la energia, confirmando los resultados obtenidos el orden 1 del esquema
utilizado en la integracién.

En cuanto al control de inestabilidades propuesto, ha demostrado su correcto funciona-
miento permitiendo controlar el error en la energia pero provocando que el método de
integracién propuesto pierda la propiedad de conservar la masa. Por tanto, su implemen-
tacién no es adecuada si se estd interesado en el estudio de la masa. Para algunos de
los valores concretos estudiados, el momento no se ha visto demasiado afectado por los
inestabilidades debido a su independencia de la frecuencia asociada a |n| = N/2, pero los
resultados obtenidos muestran un mejor comportamiento del error en este invariante al
integrar con el control de inestabilidades.
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Apéndice A

Programas de MATLAB

En este apéndice se muestra el cédigo de los programas de MATLAB realizados para la
implementaciéon de la integracion de la ecuacion de Schrodinger cibica con el esquema
elegido y el calculo de las magnitudes invariantes en estudio.

function [|=weideman

% Generaciéon de las gréaficas del articulo de weideman a partir
de la integracién con el polinomio simétrico no centrado.

% Utiliza las funciones auxiliares lineal.m, nolineal.m e
inicialweideman .m

global g a L N tau origen

q=—2.0;

a=0.5;

if qg==2
%.=8;
L=5.95;
origen=1L/2;
N=30;
tau=0.05;

tpasos=1600;
% parametros para no tener que modificar los ejes de la
graficas cada
% vez que cambio de q positivo a negativo
zmax=1.9;
M=16;
valoresy =[0,20,40,60,80];
nombrey={"'t=0", "t=20","'t=40","t=60","'t=80",};
end
% Tomando L=5.95 consigo que haya estabilidad en n=13 y n=15, n
=13 cae cerca de la raiz X 3 y n=15 cae en x_4

if q==2.0
L=16;
origen=1L/2;
N=30;
tau=0.091;

% tau=0.091
tpasos =400; % veces que voy avanzar la solucién tau veces
zZmax=2;
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M=§;
valoresy =[0,12,24,36];
nombrey={"'t=0", "t=12","t=24","t=36"};

end

theta=atan (qxabs(a) 2xtau);

h=L/N;

T=tauxtpasos;

abcisas=origen :h:I4origen—h;

if mod(N,2)~=0
disp ('N debe ser par')
return

end

if g>0

if tau>h"2/pi

disp( 'No se satisface la condiciéon de estabilidad (Se pasa de la
primera zona roja)')

end
else
if tau/(2*theta+pi)>h"2/pi~2
disp ( 'No se satisface la condicién de estabilidad (Se
pasa de la primera zona roja)')
end
end

x=zeros (tpasos+1,N);

coef=zeros (tpasos ,N);

% Recordar que abcisas va desde —L a L—h, necesario para hacer
la FFT_N si hiciese hasta L, haria FFT {N+1} y

x(1,:)=inicialweideman (abcisas);

for 1 =2:tpasos+l1

x(i,:)=nolineal (x(i—1,:));

[x(i,:),coef(i—1,:)]=lineal(x(i,:));

end

% mno represento para todos los t conocidos, solo represento 1 de
cada M, que

%M sea divisor de tpasos

tplot=tau*M;

[X,Y] = meshgrid ([abcisas ,L/2],0:tplot:T);

figure (1);

x=[x,x(:,1)];

m=mesh (X,Y,abs(x(1:M: tpasos+1,:)));

m. EdgeColor="k ';

m. MeshStyle="row " ;

axis ([origen origen+L 0 T 0 zmax])

nombrex={['x =',num2str(origen)],[ 'x=',num2str(origen+L/2)],[ 'x=
",num2str (origen+L) ] };

xticks ([origen ,origen+L/2,0origen+L]) ;

xticklabels (nombrex) ;
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yticklabels (nombrey) ;
yticks (valoresy)
% yticks ([0,10,20,30,40,50])

zticklabels ({'0",'0.5" "1/ "1.5" ["(a) |\Psi_jm | ", num?2str (
smax) | })
if q==2.0
zticklabels({'0',' 0.5 ,'1",'1.5" ,['(a) [\Psi_jm | ',
num2str (zmax) | })
zticks ([0 0.5 1.0 1.5 2])
elseif q==-2.0
zticklabels ({'0",'0.5",'"1" ['(a) [\Psi jm | ",num2str (

zmax) | })
zticks ([0 0.5 1.0 1.5 |])

end
view (34,50)
% angulo azimutal y altura de la vista

hold off

[X2,Y2]=meshgrid (0:N/2,tau:tau:T);

figure (2)

plot3 (X2,Y2,[abs(coef (: ,N/241:N)) ,abs(coef(:,1))], 'k")

axis ([0 N/2 0 T 0 1])

nombrex2={'n =0"',[ 'n="',num2str(N/2)]};

xticks ([0,N/2]);

xticklabels (nombrex2) ;

yticklabels (nombrey) ;

yticks (valoresy)

zticklabels({'0"','0.5" )" |c. nm | 1'})

zticks ([0 0.5 1])

hold off

% yticks ([0,10,20,30,40,50])

view (34,50)

beta=zeros (1,N/2+1);

lambda=zeros (1,N/2+1);

for n=0:N/2

beta (n+1)=cos ((2* pi*n/L) 2xtau)+q*tauxabs(a) 2+sin ((2*pixn/L) 2%
tau) ;

lambda (n+1)=max(abs (beta (n+1)+sqrt (beta(n+1)"2—1)) ,abs(beta(n+1)
—sqrt (beta(n+1)"2-1)));

end

modos=0:N/2;

figure (3)

plot (modos,lambda, 'k ")

title ([ 'Radio espectral , ', '"\tau = ' ,num2str(tau)])

hold off

end

function[]=invariantes ()

% Céalculo de la energia, masa con el polinomio trigonométrico
centrado no simétrico
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% posibilidad de filtrar inestabilidades si e=1
% Utiliza las funciones auxiliares linealestable.m, nolineal .m,
inicialweideman .m, masa.m, momento.m y energia.m

global q a L N origen

q=2.0;

a=0.5;

e=1;

if qg==2
%.=8;
L=5.95;
N=20;
tau=1[0.5,0.05,0.005];
T=60;

end

if q==2.0
L=16;
N=30;
tau=[0.091,0.09,0.009,0.0009];
T=36;

end

origen=1L/2;

h=L/N;

if mod(N,2)~=0
disp ('N debe ser par')
return
end
abcisas=origen :h:I4origen—h;
ini=inicialweideman (abcisas);
beta=zeros (1,N/2+1);
lambda=zeros (1 ,N/2+41);
% magnitudes invariantes para a condicion inicial perturbada
c=1/Nxfftshift (fft (ini));
Eexacta=energia (h,ini, c);
masaexacta=masa(h,ini);
momentoexacto=momento(c) ;
for j=1l:length(tau)
theta=atan (qxabs(a) 2xtau(j));
if g>0
if tau(j)>h"2/pi
disp('No se satisface la condicién de estabilidad (Se pasa de la
primera zona roja) ')

end
else
if tau(j)/(2xthetat+pi)>h"2/pi 2
disp( 'No se satisface la condiciéon de estabilidad (Se
pasa de la primera zona roja)')
end
end
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tpasos=round (T/tau(j))+1;
x=zeros (tpasos+1,N);
coef=zeros (tpasos+1,N);

coef (1,:)=c;

% Recordar que abcisas va desde —L a L—h, necesario para hacer
la fft N si

% hiciese hasta L, haria fft_{N+1} y

x(1,:)=ini;

for m =2:tpasos+1

x(m,:)=nolineal (x(m—1,:) ,tau(j));

[x(m,:) ,coef(m,:)]=linealestable (x(m,:) ,tau(j),coef(m—1,:) e,
theta);

end

% Célculo de la energia discreta
E=abs(energia (h,x, coef)—Eexacta);
t=0:tau(j):tpasosxtau(j);

figure (3)

semilogy (t,E)

hold on

% calculo de la masa

m=abs (masa(h,x)—masaexacta) ;
figure (1)

semilogy (t,m)

hold on

% calculo del momento

P=abs (momento ( coef )—momentoexacto) ;
figure (2)

semilogy (t,P)

hold on

for n=0:N/2

beta (n+1)=cos ((2xpixn/L) 2xtau(j))+qxtau(j)*abs(a) 2*sin ((2*pi*n
JL)"25tau(j))

lambda (n+1)=max(abs (beta(n+1)+sqrt (beta(n+1)"2—1)) ,abs(beta (n+1)
—sqrt (beta(n+1)72-1)));

end

modos=0:N/2;

figure (4)

plot (modos,lambda)

hold on

end

valoresx=[0,6,12,18,24,30,36];

nombrex={'0", 6", 12", "18",'24",'30",'36"'};

figure (3)

xlabel ('tiempo ")

ylabel ('|E-E {0}]")

if e==l1
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!

title ([ 'Conservaciéon de la energia con filtro,',' ¢=',num2str(q)
1); % "', N='",num2str(N)])

else

title ([ 'Conservacion de la energia sin filtro,',' ¢=',num2str(q)
1); % "', N=",num2str(N)])

end

if g==2

lgdenergia=legend (num2str(tau(1l)) ,num2str(tau(2)),num2str(
tau(3)), 'Location ', 'SouthEast');
elseif q==2
lgdenergia=legend (num2str(tau (1)) ,num2str(tau(2)),num2str(
tau(3)) ,num2str(tau(4)),'Location', 'SouthEast');
xticklabels (nombrex) ;
xticks (valoresx);
end
lgdenergia. Title.String = '\tau';
xlim ([tau (1) ,T])

hold off
figure (1)

xlabel ('tiempo ")
ylabel ("|[N-N_{0}]")

if e==1

title ([ 'Conservaciéon de la masa con filtro ,',' g=',num2str(q)]);
%', N=",num2str(N)])

else

title ([ 'Conservacion de la masa sin filtro ,',' g=',num2str(q)]);

%,', N=',num2str(N)])
xticklabels (nombrex) ;
xticks (valoresx);
end
if qg==-2
lgdmasa=legend (num2str (tau (1)) ,num2str(tau(2)),num2str(tau
(3)), 'Location', 'SouthEast');
elseif q==
lgdmasa=legend (num2str (tau (1)) ,num2str(tau(2)),num2str(tau
(3)) ,num?2str(tau(4)), 'Location', 'NorthWest');
end
lgdmasa. Title.String = '\tau';
xlim ([tau(1l) ,T ])

hold off

figure (2)

xlabel ('"tiempo ")

ylabel ("|P-P {0}]")

if e==

title ([ 'Conservacion del momento con filtro ,',' g=',num2str(q)])
; %, ', N=" num2str(N)]);
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else
title ([ 'Conservacion del momento sin filtro ,',' g=',num2str(q)])
; % ', N=' num2str(N)]);
end
if g==2
lgdmomento=legend (num2str (tau (1)) ,num2str(tau(2)) ,num2str(
tau(3)), 'Location ', 'SouthEast');
elseif q==
lgdmomento=legend (num2str(tau (1)) ,num2str(tau(2)),num2str (
tau(3)) ,num2str(tau(4)),'Location', 'SouthEast');
xticklabels (nombrex) ;
xticks (valoresx);
end
lgdmomento. Title.String = '\tau';
xlim ([tau (1) ,T |])

hold off

figure (4)
title ([ 'Radio espectral , ',' g=',num2str(q),', N=',num2str(N)])
if g==2
lgdlambda=legend (num2str (tau (1)) ,num2str(tau(2)),num?2str(tau
(3)), 'Location', 'NorthWest ') ;
elseif q==2
lgdlambda=legend (num2str (tau (1)) ,num2str(tau(2)),num?2str(tau
(3)) ,num?2str(tau(4)) ,num2str(tau(4)), " 'Location',"'
NorthEast ') ;
end
lgdlambda . Title. String = '\tau';
hold off
end

function [x,c]=lineal(x)

% cédlculo de la solucién del problema lineal avanzado un tiempo=
tau,

global N L tau

% calculo coefs pol trigonométrico

c=1/Nxfftshift (fft(x));

% evolucién temporal de los coeficientes

for j=1:N
c(j)=c(j)*exp(—1i *(j—N/2—1)"2x4xpi~2/(L"2)«*tau);

end

% obtencién de los valores de la funcién tras la evolucién con
la

% transformada inversa

x=1fft (Nxfftshift (c));

function [x,c]=linealestable (x,tau,coefprevio e, theta)

% cdlculo de la solucién del problema lineal avanzado un tiempo=
tau,

% control de inestabilidades si e=1
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global N L
c=1/Nxfftshift (fft(x));
for j=1:N
c(j)=c(j)*exp(—1i *(j—N/2—1)"2x4xpi~2/(L"2)*tau);

end
if e==1
for j=1:N
if sqrt(tau)xabs(j—N/2—1)>L/2/sqrt (pi)*sqrt(l+(theta—abs(
theta))/pi) ;
if abs(c(j))>1.000001xabs(coefprevio(j));
¢(j)=c(j)abs(coefprevio(j))/abs(c(}));
end
end
end
end
x=ifft (Nxfftshift (c));
end

function P=momento(coef)
% cédlculo del momento discreto del polinomio trigonométrico
centrado simétrico
global N
coef=abs(coef) . 2;
for j=l:size (coef , 2)
coef (:,j)=coef(:,j)*(j—N/2-1);
end
coef (:,1)=coef (:,1) %0;
P=—pixsum(coef ,2);
end

function E=energia (h,x, coef)
% cdlculo de la energia discretizada
global L N ¢q
for j=1l:size (coef 2)
coef (:,j)=abs(coef(:,j))."2x(j—N/2—-1)"2;
end
E=1/2%(4%pi~2/Lxsum(coef ,2)—h*q/2x(sum(abs(x)."4,2)));
end

function M=masa(h,x)

% Célculo de la masa discretizada
Mehssum (abs (x).72,2);

end
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