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1. Resumen

En este trabajo desarrollamos un método de factorizaciéon para Hamiltonianos unidimensionales ba-
sado en una generalizacién de los operadores escalera. Con esto se pretende calcular las simetrias del
sistema oscilador armoénico isétropo bidimensional. Empleamos este método tanto dentro del formalismo
cldsico como el &mbito de la mecdnica cudntica, lo que nos permite obtener las expresiones explicitas de

las trayectorias del sistema asi como el espectro energético y de estados ligados respectivamente.

2. Abstract

In this Thesis we have developed a method based on generalized ladder operators that allows us to
factorize the Hamiltonian of one-dimensional systems. It is intended to help us determine the symmetries
of the dimensional isotropic harmonic oscillator. Applying this procedure to both Classical and Quantum
Mechanics theory allows us to determine the explicit expressions for the trajectory of the system as well

as the energy and wave function spectrum respectively.



Trabajo de Fin de Grado — Sergio Salamanca

INDICE

Indice

8.

9.

. Resumen

Abstract
Introduccién
Factorizacion de Hamiltonianos

Particula libre unidimensional
5.1. Serie trigonométrica . . . . .. ..
5.2. Serie hiperbdlica . . . .. ... ..

5.3. Serie parabdlica . . . . . ... ...
Oscilador arménico unidimensional
Sistemas multidimensionales
Tensor de Fradkin

El oscilador cuantico plano

10.Separacién en coordenadas polares

10.1. Factorizaciones del oscilador radial

11.Factorizaciones y simetrias

11.1. Estados generados por las simetrias

11.2. Funciones propias . . . . . . . . ..

12. Oscilador clasico plano

13. Conclusiones

Bibliografia

12

13

14

15

17
18

21
24
26

27

30

31



Trabajo de Fin de Grado — Sergio Salamanca 3 INTRODUCCION

3. Introduccién

Este trabajo de fin de grado trata de la aplicacién del método de factorizaciéon para calcular las
simetrias del oscilador isotrépico en el plano dentro de los formalismos de la mecénica cuantica y de la
mecanica clasica.

En principio, el método de factorizacién se usa para resolver algunos sistemas sencillos de una dimen-
sién que se describen en mecdnica cuantica mediante la ecuacién de Schrodinger estacionaria. De hecho
ya fueron utilizados en los comienzos por Dirac y Schrodinger, y un trabajo exhaustivo sobre este método
puede encontrarse en el articulo de Infeld y Hull [1]. Hay varios libros y monografias més modernos sobre
el método y sus variadas aplicaciones, por ejemplo véase el de Cooper et al [2].

Lo que no es tan frecuente es la aplicacién del método de factorizacion para calcular simetrias de
sistemas en varias dimensiones y este es el objeto del presente trabajo mediante el ejemplo del oscilador
armonico isotrépico en dos dimensiones.

Como sabemos, este sistema cudntico tiene simetria rotacional en torno al eje perpendicular al plano
y situado en el origen de fuerzas. También es simétrico respecto a reflexiones con respecto al eje x, por
ejemplo. Esto significa que un valor de la energia F,, tendra funciones propias caracterizas por al menos
dos valores propios del momento angular ¢ y —¢, siendo ¢ un valor entero: 1y, %" ,. Por lo tanto estas
dos simetrias (una continua y la otra discreta) implican que cada nivel de energfa tiene una degeneracién
doble (salvo cuando el nivel es el de un estado propio de momento angular nulo). Lo que realmente sucede
con este sistema es que en cada nivel, la energia viene dada por: £, =n+1,n=0,1,... y cada uno de
estos niveles posee un espacio vectorial propio V,, de dimensién n + 1, incluyendo los estados propios con
momento angular ¢, ¢ —2 ¢ —4, ... —/{, siendo el momento angular méaximo ¢ = n.

En otras palabras la degeneracién es mayor que la que se puede explicar mediante las dos simetrias
antes mencionadas y ademas el momento angular toma valores de dos en dos. Nuestro objetivo es calcular
las simetrias (escondidas) que expliquen totalmente la degeneracién de cada nivel. Para hallar las simetrias
desconocidas seguiremos un procedimiento no estandar, utilizando coordenadas polares, para poner de
manifiesto el momento angular y sus variaciones. En los trabajos cldsicos de Demkov [3] y Fradkin [4, 5] se
utilizan las coordenadas cartesianas y el lector podra apreciar las diferencias con nuestro punto de vista.
En particular, ademés de utilizar el método de factorizacién, encontraremos simetrias complejas que nos
permitirdn calcular una base dentro de cada espacio de degeneracién, formada por todas las funciones
propias mencionadas antes: ¥}, ;" o,...,%",. En el oscilador plano clasico, dichas simetrias complejas
nos dan una fase que nos mide, la inclinacién de las érbitas elipticas.

La organizacion del trabajo es la siguiente. En la primera seccion se desarrollard un método general
de factorizacion para Hamiltonianos unidimensionales, que nos permite encontrar sistemas vinculados al
inicial, este vinculo permite relacionar las funciones de onda de los sistemas mediante la aplicacién de
los operadores de factorizacién, de forma que el espectro de soluciones del sistema inicial queda comple-
tamente determinado conociendo los estados fundamentales de los sistemas asociados, transformando asi
el problema de partida en un conjunto de problemas mas simples.

En la siguiente seccién ilustraremos la competencia de este método con un ejemplo de sistema invariante

de forma. En este tipo de sistemas el potencial asociado mantiene la estructura del sistema de partida,
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de forma que pueden resolverse de inmediato por método de induccion.

Tras esto nos centraremos en el oscilador arménico. La siguiente seccion serda donde analizaremos el osci-
lador arménico unidimensional, sistema invariante de forma. La resolucién de este sistema es clave para
el posterior andlisis del oscilador isotépico bidimensional, ya que como describiremos en la quinta sec-
cién, nos beneficiaremos de las simetrias del sistema para descomponer las funciones de onda del sistema
empleando los operadores simetria.

Veremos dos métodos de separacién, primero emplearemos los tensores cldsicos de Demkov [3] y Fradkin
[4, 5] para descomponer en dos osciladores unidimensionales independientes, de lo que obtendremos el
espectro de funciones y energias.

Tras esto, consideraremos el operador momento angular, lo que nos permitira separar el sistema en coorde-
nadas polares asi como calcular una simetria no trivial del sistema, que emplearemos en ultima instancia
para obtener la degeneracién energética del sistema asi como los estados propios del mismo.

Por ultimo, pasaremos al caso cldsico y calcularemos las funciones de la mecénica cldsica asociadas a

nuestros operadores cuanticos ya obtenidos y con ellas, las orbitas que puede describir el sistema.

4. Factorizacion de Hamiltonianos

El Hamiltoniano es un operador diferencial de segundo orden, por lo que nuestro objetivo en esta
seccién serd describir un método que permita encontrar dos operadores de primer orden que factoricen el
sistema.

Partimos del Hamiltoniano de la ecuacién de Schrodinger:

h2

H=——
2m

en donde 0,, = %22 es la derivada segunda en x, V(z) el potencial, y en lo sucesivo usaremos unidades
tales que la constante de Plank A y la masa m tomaran el valor h = 2m = 1. Entonces la ecuacién

estacionaria de Schrodinger se escribe:
Hijp(x) = (= Ope + V(2)) () = Byp(2) (4.2)

Conociendo una funcién de onda, en particular el estado fundamental ¢y con energia Fy del sistema (si

existe), podremos calcular el potencial del mismo:

q:jo// (J,')
Wo(x)

V(z) = + Ey (4.3)

Por simplicidad, estableceremos el origen de energias en E. Utilizaremos la notacién siguiente

Estado fundamental de Hy : ¥}  Energfa EJ

Estados excitados de Hj : Vi Energias Fjy
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Supongamos que conocemos el espectro discreto Ef y las funciones propias g del hamiltoniano de
partida Hy. Vamos a ver que mediante el método de factorizacion podemos construir una sucesién de
hamiltonianos Hy, Ho, ..., H,,... cuyos espectros y funciones propias se pueden calcular a partir de las
de H().

Definiremos los operadores AT, A~ creacién y aniquilacién respectivamente de la siguiente manera:
Hy=AJ Ay = 0uu + Vo(2);  AF = (F 0x + Wo(z)) (4.5)

Donde W(x) denominado superpotencial, es una funcién que define completamente la factorizacién y
satisface:
Vo(z) = W (z) — Wy () (4.6)

Podemos expresar el superpotencial en funciéon del estado fundamental del sistema, teniendo en cuenta

que A elimina el estado fundamental de Hy
Ay ¥y =0 (4.7)

Sustituyendo en (4.7) la expresién en (4.5) de Ay, vemos que
Wo(z) = — =0 (4.8)

Podemos ahora construir un Hamiltoniano H; asociado al inicial Hy conmutando nuestros operadores en
(4.5),
Hy = A§ A = 040 + Vi(x) (4.9)

El potencial del hamiltoniano resultante es:
Vi(z) = Wi(z) + W'(z) (4.10)

Estos hamiltonianos representan sistemas vinculados (entrelazados) por medio de los operadores creacién
y aniquilacién A(jf de la forma siguiente:
Hi Ay = Ay Af Ay = Aj Hy
(4.11)
HoAf = AJ Ay AL = AT H,

Estas relaciones de entrelazamiento conducen a relaciones entre los estados de estos sistemas. Supongamos

que ¥{ es una funcién propia de Hy con valor propio E{:

HoWl = ATA™ U} = EJUp (4.12)
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Entonces la aplicacién de A, sobre esta funcién verifica
Hy(Ag W) = Ag Ag Ag v = Eg (Ag ¥5) (4.13)

Este resultado nos indica que la funcién de onda Aj 1§ es un estado propio de H; con energia Ef (la
aplicacién del operador Aj no varia la energia de nuestra funcién de onda).

Se puede realizar un calculo andlogo a partir de las funciones de onda de H;
H\ U7 = Ag AJ WY = B Oy (4.14)
y al aplicar Aar obtenemos los estados propios de Hy,
Hy(AUY) = Af Ay AT WY = EY(AF0Y) (4.15)
Con lo que vemos que tanto las energias como las funciones de onda estédn conectadas (casi) uno a uno,
Ed=0 Ay :¥)=0
Ay ottt — WP = Ay Ut (4.16)
By = By
AJUY =gttt wlAL
Esta relacion uno a uno se rompe para el estado fundamental del sistema de partida, ya que

AgUs =0 (4.17)

De esta ecuacién podemos ver explicitamente que no existe ninguna funcién de onda W, asociada al
estado fundamental del sistema de partida, por lo que nos damos cuenta de que el estado fundamental
U9 de H; debe estar asociado con el primer estado excitado W} de nuestro sistema de partida (salvo
normalizacién):

WY = Ay g

Lo que nos permite en ultima instancia factorizar nuestro Hamiltoniano H; y encontrar unos operadores

creacién y aniquilaciéon para este Hamiltoniano:
Hy = ATA] + EY = AT AT + EY (4.18)

Ya que la notacion para H; es idéntica a la del Hamiltoniano de partida, podemos ahora repetir el proceso

y buscar un Hamiltoniano asociado a H; que denotaremos Hs tal que:
Hy:= AT Af + EY = H, + 2w (4.19)

Es obvio ver que las ecuaciones mencionadas anteriormente para el par Hy— H; se cumplen para Hy — Ho.

Y lo que es mas importante, podemos aplicar este método de forma recursiva para encontrar todos los
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H,, asociados de forma enésima con nuestro sistema de partida.

H, =AfA; + ES;  H, 0™ = Ertmgm
Hy= A, Ay +E) (4.20)

1

m m—1 =1 . —
v =115 (E9n+i+1 - Ewon-i-i) T A1 Ay \1191+m,1
n—1
Vol(@) = Vo(z) +2 > W/(x) (4.21)

Este nuevo sistema se encuentra vinculado con el sistema de partida ya que podemos establecer las

siguientes relaciones:

H{AUy =A"HYy
HAYUY = AT H Uk
Por lo que los operadores escalera nos relacionan las funciones de onda de ambos sistemas ya que A, ¥y

es un estado propio de H; con energia Ef y AS‘\II’f es un estado propio de Hy con energia EY.

Con lo que podemos ver que tanto las energias como las funciones de onda estan conectadas uno a uno.

B = EgtY
P =[EY, | Ay wptt (4.22)
Wit = (B AT vy
Esta relacién uno a uno se rompe para el estado fundamental del sistema de partida, ya que este estado es
aniquilado por el operador A~ por lo que el estado fundamental de H; debe estar asociado con el primer
estado fundamental de nuestro sistema de partida, por lo que 9} es el estado fundamental para H;. Esto
implica que la notacién para nuestro Hamiltoniano asociado es la misma que para el Hamiltoniano de

partida. Lo que nos permite en ultima instancia factorizar nuestro Hamiltoniano H; y encontrar unos

operadores creacién y aniquilacion para este Hamiltoniano.
Hy = AT AT + By = A AT + E} (4.23)

Ya que la notacién para H; es idéntica a la del Hamiltoniano de partida, podemos ahora repetir el proceso

y buscar un Hamiltoniano asociado a H; que denotaremos Hs tal que:
Hy = A7 AT + By = Hy +2W] (4.24)

Es obvio ver que las ecuaciones mencionadas anteriormente para el par H — H; se cumplen para H; — Ho.

Y lo que es mas importante,podemos aplicar este método de forma recursiva para encontrar todos los H,,
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asociados de forma enésima con nuestro sistema de partida. Las funciones de onda

H,=AfA; + E,; H, 07" = Emgm

H,=A; (AL 4+ EY | V() =V(e)+23" "W/ (x) (4.25)

n—1

o = [[r (B — gty 3 At AT RO

n =0 m n+m—1

De forma que conociendo el estado fundamental de los sistemas H,, podemos conocer los estados del
sistema de partida empleando los operadores AT,

Podemos resumir graficamente las conclusiones de este método:

En

Hm

Figura 1: Accién de los operadores de factorizaciéon AT.

Donde la coordenada horizontal denota el numero del sistema en el que nos encontramos, la coordenada
vertical la energfa del estado. De forma que los puntos de coordenadas (n,m), representan las funciones
de onda ¥~". Con esta notacién, es muy sencillo ver explicitamente la accién de nuestros operadores

sobre las funciones de onda, perdiéndose solamente la informacién sobre la normalizacién de las mismas.
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5. Particula libre unidimensional

En esta seccién aplicaremos el método desarrollado anteriormente, para resolver el problema de la

particula libre para diferentes valores de energia.
Hy = _amm

Nota: en esta seccién cambiaremos la notacién: en vez de Ef, ¥§ pondremos EO, W0 etc.

Este sistema posee tres tipos de estados segiin el signo de la energia del sistema.

HY,=E,V,
E? > 0= VY =qacosnz + bsinnz; ES =n? (5.1)
5.1
E=0=9"=qaz+b; E2=0
E? < 0= VY = acoshnz + bsinhnz; E9 = —n?
Por lo que consideraremos cada una de estas series por separado.
5.1. Serie trigonométrica
En este caso, consideraremos los estados con energia positiva. De soluciones conocidas:
U0 =qgcos(n+ 1)z +bsin(n+1)z; E°=(n+1) neNUO (5.2)
Por simplicidad, emplearemos la funcién seno,que verifica las condiciones de contorno
sin(n+1)x=0 enx=0,7
El superpotencial en este caso es )
Wo COS T
Wop=——% = —— 5.3
0 N sin x (5-3)

Lo que nos permite construir el primer hamiltoniano asociado.

2
Hi= 00+

sin“

Para factorizar este sistema, necesitamos conocer al menos el estado fundamental del mismo que obten-

dremos empleando la relacién entre las funciones de onda de los distintos hamiltonianos.

cosT 2

Ul =AY = (9, — )sin (n + 1)x; Ul =sin’x

ST

Conociendo el estado fundamental de nuestro Hamiltoniano, podemos calcular superpotencial del

sistema asociado.
Ccos T

Wi(a)) = -2

sinx
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Lo que nos permite repetir el proceso y calcular tantos sistemas asociados como se desee. Propondremos

una estructura general para los sistemas H,

n=sin""x; B =(n+m+1)?

1 1
_ (n+2 )n; W, = —(n+ 1)cosa:

que demostraremos por induccién.
Veamos que el sistema propuesto es valido:
(n+1)n

5 sin"t! = (n+ 1)2 sin” !

H, vy =(n+ 1)sin”71(95) (SiDQ(x) - nCOSQ(JT)) + sin” x

Estado propio de H,, con la energia propuesta. Veamos ahora el superpotencial del sistema:

yn Ccos &
Wy,=—=2=—-(n+1
vy (n+ )sinx

Por lo que el sistema propuesto cumple las condiciones necesarias. Calcularemos ahora el potencial del
siguiente sistema asociado:
n+1n 2n+1 n+2)(n+1
Ve = Va4 2w = D 2041 (0 Dt 1)

sin” x sin” x sin’

Que se corresponde con la estructura propuesta, y ya que determinando el potencial del sistema el resto
de funciones quedan determinadas, podemos concluir que los sistemas asociados cumplen la estructura

propuesta.

5.2. Serie hiperbdlica

Veremos ahora el sistema para valores negativos de energia. Tomamos las soluciones

T2 = cosh (n + 1)z (5.5)
que no tienen puntos singulares en R y que tienden a cero en x — +00. En este caso, de las dos soluciones
que tenemos para el sistema, trabajaremos con la funcién coseno para evitar asi las posibles divergencias
en el origen.

Con esto, calcularemos el superpotencial asociado al sistema, y con él, en ultima instancia los Hamilto-

nianos socios del mismo.

inh 2
Wo= % o Hy = Hy+ 2W) = 0o —
cosh x

R 5.6
cosh? z (5:6)

10
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Propondremos una estructura similar al caso anterior.

Up =cosh"™z B = —(n+m+1)?

n(n+1) (n+1)sinhz (5.7)
Vo = PR W, =—
cosh” z cosh x
Comprobamos la validez del sistema.
H,Up = —(n+1)?cosh" ™
o sinh x
Wy=--2=—-(n+1
' v (n+1) coshz
Tras esto, calculamos el siguiente sistema asociado:
1 1 1 2
Hn+1:Hn+2W,/L:—3m—n(n—z )_2n+2 :—C%a:—w (5.8)
cosh” x cosh” z cosh” x

Con esto, podemos afirmar que la estructura propuesta para este sistema son correctos.

5.3. Serie parabdlica

El caso de energia nula es un poco diferente, ya que todas las funciones de onda tanto del sistema

original como los asociados, poseen la misma energia.
Ho¥)=0= V) = Az + B (5.9)

Los parametros A, B pueden reabsorberse realizando tanto un cambio de escala como una traslacién en
la coordenada x. Conociendo el estado fundamental del sistema, calcularemos el potencial y el sistema
asociado.

1 2
WO:_7:>H1:_830$+7
X X

Propondremos la misma ley de transformacién que en los casos anteriores.

Yo =zt E’ =0 Va,beN

V. — (n +21)n; W, — " +1 (5.10)
T T
Comprobamos la estructura:
H,¥% = —(n+ 1)na™ 1 + L;l)nxnﬂ =
vy n+1
Wolz)=—-9% =~
() v T

11
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Calculamos el sistema asociado:

(n+1)n

1
T i -
x

(n+2)(n+1)

Hyy1=Hy, +2W), = =040 + (5.11)

T

Que cumple con la estructura propuesta.

Con esto, hemos comprobado que la particula libre para cualquier valor de la energia es un sistema
invariante de forma ya que todos los sistemas asociados al mismo mantienen la misma estructura. Y
es aqui donde radica la utilidad de este método ya que para este tipo de sistemas el calculo del estado
fundamental y los operadores escalera es inmediato para cualquier H,,, al poseer un potencial de estructura
analoga al sistema inicial, lo que nos permite desplazarnos entre sistemas para calcular asi el espectro de

estados del sistema de partida.

6. Oscilador armoénico unidimensional

Consideraremos el Hamiltoniano del oscilador arménico unidimensional.

1
Hy=—0., + Zw2x2 (6.1)

Calcularemos el superpotencial del sistema:

1
1w2x2:Wg—W6+)\:>W0:i%a:; /\:%

Estas dos factorizaciones no son independientes ya que dan lugar a los mismos operadores escalera:

A* =19, + %x

Un cambio en el signo de = simplemente intercambia el superindice de nuestros operadores de factori-

w
5.
Emplearemos esto para seleccionar el signo del superpotencial ya que esta funcién de onda debe ser

zacién. Por definicién, nuestro operador A~ aniquila el estado fundamental del sistema, de energia

renormalizable. Veamos que funciones son aniquiladas por los operadores A+

1 2

AT =5 (O +52)V_=0— V_ = 1v"

At = (<0, + 42) Ty =0 — W,y = e
Solo la primera ecuacién es renormalizable por lo que debemos seleccionar el signo positivo para el
superpotencial. Con esto, el estado fundamental del sistema es de la forma:

1,2

Uy = e v (62)

12
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Conociendo el valor del superpotencial, podemos expresar el Hamiltoniano del sistema como:

H:A+A‘+g

La simplicidad de este sistema radica en la linealidad del mismo, ya que al calcular su sistema asociado:
H1:H0+2W6:H0+w (63)

Nos encontramos con el sistema de partida con un desplazamiento energético. Esto implica que la aplica-
cién reiterada del operador AT al estado fundamental del Hamiltoniano da lugar a los distintos estados
excitados del sistema.

HAT = ATA AT = AT(H +w)

De esta forma multiplicando ambos terminos por un estado del Hamiltoniano, el estado ATV, es solucién
para nuestro sistema con energia F,, +w, al ser este nuevo estado uno propio del sistema, podemos volver

a multiplicar por el operador creacién para asi encontrar el siguiente estado excitado.
1
U x AT, = 0, o (AJr)ne*iMz; E, = (n+ 5)“’ (6.4)

Conociendo la expresion de los estados empleando los operadores escalera, buscamos ahora una expresion

polinémica. Para ello emplearemos los polinomios de Hermite h,, que se definen por:
hn(z)=(22-0,)"-1

Expresion similar a nuestros operadores creacion:

U, o (A-l-)ne—iwmz _ (_895 + %m)ne—%wgﬁ _ 6_%&;12(_896 n wx)n 1

Con lo que podemos expresar los estados del sistema sin normalizar como:

1,2 1
U, (x) o< hy, < ;x) e 1T E,=w(n+ 5) (6.5)

De forma que el problema queda completamente resuelto. Veremos ahora el oscilador arménico isotrépico
bidimensional.

7. Sistemas multidimensionales

El tratamiento descrito anteriormente solo puede emplearse en el caso de sistemas unidimensionales,
por lo que nuestro objetivo en el estudio de sistemas de dimensién mayor, serda beneficiarnos de posibles

simetrias del sistema que nos permitan simplificar el problema.

13
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Un operador S es una simetria del sistema si este conmuta con nuestro Hamiltoniano
[H,S]=0 (7.1)

Esto implica que la acciéon de estos operadores no modifica los valores propios del Hamiltoniano lo que

nos permite encontrar una base de estados comunes:
HY = EV, SU = \¥

Por lo que S¥ es un estado propio del Hamiltoniano y al mismo tiempo las funciones de onda del
Hamiltoniano son estados propios de la simetria. Por lo que conocer los estados propios de la simetria es
de gran ayuda ya que las funciones propias del Hamiltoniano se pueden buscar en el subespacio propio

V) de cada valor propio A\ de S.

El numero maximo de simetrias que puede tener un sistema queda determinado por la dimensién n del
mismo, siendo 2n — 1 el nimero méximo de simetrias independientes, incluyendo el propio Hamiltoniano
como una de ellas.

Podemos clasificar los sistemas teniendo en cuenta el numero de simetrias independientes,s, que posean

en tres categorias:
= Sistemas integrables s =n
= Sistemas superintegrables s > n
= Sistemas maximalmente superintegrables s = 2n — 1

Esta descomposicién por simetrias no es tnica, ya que para un mismo sistema podemos encontrar varios
conjuntos de simetrias independientes. En nuestro caso, estudiaremos el oscilador arménico isotrépico
bidimensional que es un sistema superintegrable de n = 2 dimensiones. Comentaremos a continuacién
brevemente el punto de vista de Fradkin en coordenadas cartesianas y mas adelante desarrollaremos el

nuestro propio en coordenadas polares.

8. Tensor de Fradkin

En este caso trabajaremos con coordenadas cartesianas donde el Hamiltoniano puede escribirse como:

1 1
H=-0,,+ Zw2x2 — Oyy + Zw2y2 (8.1)

Definiremos el tensor de Fradkin como:

1
Aij = 731']' + Zw%cixj (82)
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Es inmediato comprobar que cada una de las componentes de este hamiltoniano se corresponde con una
simetria del sistema
[A;;,H] =0

Por otro lado, sabemos que estas cuatro simetrias no son independientes, ya que en este caso el numero
maximo de simetrias independientes es 3.

Consideraremos el conjunto de simetrias independientes {H, A;,, Az, }. Ya que las cuatro componentes
del tensor, al ser simétrico solo son independientes tres, que puede reducirse a dos teniendo en cuenta

que la traza de este tensor se corresponde con el Hamiltoniano del sistema.

Emplearemos los elementos de la diagonal como simetria del sistema. Estos operadores se corresponden
con el Hamiltoniano del oscilador arménico unidimensional en esa direccién del que conocemos su solucion,
por lo que podemos resolver el sistema completo de inmediato ya que las soluciones del sistema total deben
ser proporcionales a los estados propios de ambos sistemas. Con lo que la solucién genérica del sistema
sera de la forma:

Vim(2,y) = Xn(2) Y (y)

Donde estas funciones se corresponden con estados propios del oscilador armoénico unidimensional. Por
tanto:
HUy (2, y) = (He + Hy)Vnm(2,y) = (En + En) Vi m (7, y) (8.3)

Con lo que estas funciones son estados propios del Hamiltoniano total. Por lo que este sistema debe

cumplir:

U, m(z,y) o< hy, (, / (;x> hn, (, / (;y) e‘iw(muyz); E,m=E,+E,=wn+m+1) (8.4)

Esta simetria nos permite por tanto resolver de forma sencilla el problema. Sin embargo,esta separacion
no es tunica del oscilador isotépico, por lo que analizaremos el problema considerando una simetria tnica

de este tipo de sistemas. Para ello, consideraremos el operador momento angular.

9. El momento angular y el oscilador cuantico plano

El momento angular J es una magnitud pseudo-vectorial que en Mecédnica Clésica, se define mediante
el producto vectorial J = R x P donde R es el vector posicién de nuestra particula mientras que P su
momento lineal.

Ya que estamos trabajando en un sistema bidimensional, la inica componente no nula sera J,,

J. = xpy — Ypa (9.1)
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Veamos el operador asociado a esa funcién:
J. = x(—ih0y) — y(—ihoy) (9.2)
Realizando un cambio a coordenadas polares, podemos identificar el significado fisico de este operador,
J, = —ih0y (9.3)

que de corresponde a una rotacién en la coordenada angular.
Al tratarse de una variaciéon angular, este operador serd una simetria de todos los sistemas con indepen-

dencia angular. Es decir, para un sistema bidimensional genérico:

1 ! 1, J2
H=—=0p — =0r = 5 0pg + V(r,0) = =0pr — —0, + 5 +V(r,0)
r r r r

Es inmediata la condicién que debe cumplir el sistema para conmutar con el momento angular.
[H, Jz] = [Vv Jz] =1i0pV (94)

Con lo que podemos concluir que todos los sistemas bidimensionales que posean un potencial que no
dependa de la variable angular, conmutan con el momento angular, lo que nos permite resolver ese
sistema en coordenadas polares separables.

En concreto en este caso trabajaremos con un potencial de la formas:
1
V(r) = szrQ

Al ser este operador una simetria del sistema nos interesa conocer las funciones propias y autovalores del

Momento angular ya que los estados W de nuestro Hamiltoniano cumplen:
HJ.V =J HV =FEJ,¥ (9.5)

Con lo que J,¥ también es un estado propio del sistema con la misma energia que la funcién de partida,
por lo que:
J U x ¥

La proporcionalidad de los estados nos permite factorizar las soluciones del sistema:
anyf(rv 9) = REL(T)GE(Q)’ H"/)n,f = En"/)n,f (96)
donde O, son las funciones propias del Momento angular tales que:

J.0, = (O, (9.7)
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Trabajo de Fin de Grado — Sergio Salamanca 10 SEPARACION EN COORDENADAS POLARES

Estas funciones de onda angulares deben mantener una periodicidad sobre la variable angular, ©(f) =
©(6+27), debido al significado fisico de nuestra coordenada angular. Esta condicién determina en ultima

instancia los posibles autovalores del Momento angular:
O,0)=e*, =10, Vel (9.8)
Podemos definir unos operadores Ji que nos permitan variar el valor del Momento angular,
Jr =", J+Op = Op11 (9.9)
Veamos ahora como conmutan estos operadores:

[J.,Ji] = +Jy, J2Jy = Je(J £1)?

10. Separacion en coordenadas polares

Emplearemos estos resultados para resolver el sistema.
HY, ,=HR}O; = E, ¥, (10.1)

La separacion de variables, nos permite separar el problema anterior en dos problemas conectados:

1 J2 1
(_arr — =0 + 7; + ZWQTQ)R?(T)@AH) = EnR?(’P)@g(Q) (10'2)
r r
El problema angular queda completamente resuelto al conocer el valor del momento angular. Lo que nos

permite obtener la ecuacion que debe satisfacer la parte radial de nuestra funcién

(0 —

- —
r

21 n n
Ot 3+ iwzrz)Re (r) = EnRE(r) (10.3)

Con lo que podemos definir el Hamiltoniano radial:

1. 2 1.,,
H[ = *arr - ;ar+ ’["72 + Zw r (104)

Para emplear el método de factorizacién mencionado anteriormente debemos realizar una descomposicién
sobre nuestra funcién de onda radial que nos permita eliminar las derivadas de primer orden, para ello

emplearemos una funcién auxiliar f para pasar a una nueva funcién uj (r),

R (r) = f(r)ug(r) (10.5)
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Realizamos unas consideraciones previas:

0r(R) = (0rf)u+ f(Oru)
Orr(R) = (Orr f)u+ 2(0-1)(0pu) + f(Orru)

Sustituyendo en el hamiltoniano, considerando solo los términos diferenciales obtenemos:
1 1. . .
Orr + ~0)R() = (F + ~fu+ 2f + = i+ fi (10.6)
Por lo que imponiendo la condicién
. 1
2f + - f=0

que nos permite eliminar las derivadas de primer orden sobre u, determina la funcién auxiliar

1
I=w

Con esto hemos transformado el problema en:
F@U? (r) = Enug(r)

en donde H;:

= 1 5, 1 1 55
Hy = =0+ (0 = 3) + 70°r (10.7)

ya no tiene términos con la derivada primera en r.

10.1. Factorizaciones del oscilador radial

A continuacién, factorizaremos este Hamiltoniano (10.7) empleando el método descrito en la primera
seccion.

Buscamos por tanto un par de operadores de la forma:

4 —

Ay = (FO0r +Wy) (10.8)
tales que nos permitan factorizar el hamiltoniano como:

—_ 7+7_ J—

Hg - Az AZ + )\é (109)
Sustituyendo las igualdades anteriores obtenemos la condicién que debe cumplir el superpotencial del

sistema.
5 1

4

Emplearemos un superpotencial de prueba de la forma:

1 P
Ve = = (2 — )+ V() =W — W)+ (10.10)

r2

Gy
We= — +cor
r
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Sustituimos en la ecuacién anterior:

1 1 1 1
e tan) = F( = 3) v ar=+l—3
Ar? = twhr? s c=+%

—2ac+c=XN=c(—2a+1)=dw(F+1)

Esto resulta en cuatro posibles factorizaciones para el sistema

A =0+ 2 e N =—w(e-1)

By = (70, + 2 —we X7 —w(e—1)

s e (10.11)
C‘g = (:Far —2s 4 77")7 )\f = 'LU(( + 1)

2
Dé = (F0, — M - gr; X@D =—w{l+1)

Estas cuatro factorizaciones no son independientes ya que se puede establecer la siguiente relacion entre

operadores:

IN| =

Ay = (-0, +2

w +3 w 5l
L) =0 - g = -
EZH—( or + +

—4r) =0 - S+ 40 = —(@)

w\»—A

Por lo que solo es necesario considerar un operador de cada igualdad anterior. Trabajaremos con el par

(A, C). Si analizamos estos operadores, podemos ver que:
+ + A _\C
Ay =07 Al = A2

De forma que estas dos factorizaciones se encuentran relacionadas. El origen de esta relacion se debe a

la independencia de nuestro Hamiltoniano respecto a una inversion en la coordenada angular.

Reescribiremos las factorizaciones anteriores empleando los operadores (A%, C*):

—= == A —— —t —A
Hé:AZAf +)\€ :Ae+1Ae+1+>\e+1—w

e p O e & (10.12)
Hy=CpCp+ X =C1Cpy+ X1 —
Aplicando e estos operadores al Hamiltoniano del sistema tenemos las siguientes relaciones
[ — _—+ —A —— J— _
Ae H@ == (Ae Ag + )\Z )Al = (Héfl +UJ)A£
L e o o e (10.13)
CoHe=(CpCp +X)C; = (Hepr +w)0y
De forma que podemos ver el efecto que tienen sobre las funciones de onda,
A, Hu) = E, (A, u}) = (Hp—y +w)A, u} (10.14)

Con lo que A, uy} es un estado propio de H,_; con autovalor asociado E, —w con lo que podemos afirmar
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que el espectro de energias del sistema es lineal.

Podemos realizar un planteamiento analogo empleando los operadores (Zj,é}t), que resulta en una
variacién tanto de E como de /.
—+ = —t = ~A —+ — —+
ApprHe = (A1 Appr + A —w)App = (Hepr —w) Ay (10.15)
—+ = —+ = ~C —+ — —+ '
Coo1He=(Cp1Crqy + Ny —w)Cyy = (Hp1 —w)Cy_4

Una forma sencilla de recoger estos resultados es ilustrar graficamente el efecto de nuestros operadores

sobre las funciones de onda del sistema.

A_ -
L C,

H,

Figura 2: Accién de los operadores de factorizacién AT, CF.

. —+ =+ .
Emplearemos ahora las propiedades de los operadores (A, ,C, ) para calcular explicitamente el resto
de simetrias del sistema total.

Busquemos primero combinaciones de nuestros operadores que mantengan la energia del sistema,

ZL@LE = Ay ((Hea — W)621 = Hfdzz_fléz_q

ey . - (10.16)
Ce+1A£+1Hl =Cp_o(Hp-1— W)A£+1 = H€+2ce+1A£+1

De esta forma, estos operadores que hemos encontrado, modifican el valor de ¢, manteniendo la energia
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del sistema. Definimos los operadores:
= = =+
Sy =40,
=+ A 5+
Sy = Ce+1Az+1
Que podemos expresar de forma explicita:
<+ — -3H-3%
S, = (=0, — 220, - Lm20) | 12,2y

. oo (10.17)
S@ = (*arr + 2“71874 - (Ea)(t+3) + %szZ)

r2
11. Las factorizaciones y simetrias en el espacio total

Los operadores que hemos encontrado actian sobre el espacio de las funciones u}, en esta seccién nos
encargaremos de encontrar operadores andlogos que actien sobre el espacio total del sistema.

Para ello, debemos recordar la transformacion realizada sobre el problema:
©c(0)f(r)Hef(r) 'R (r) = HOu(0) R} (r) (11.1)

. . ‘ —+ =+
Realizaremos un tratamiento andlogo sobre los operadores (A, ,C, ), para ello debemos tener en cuenta
que estos operadores modifican el valor del momento angular, como podemos en el esquema anterior.
Por lo que, teniendo en cuenta estos efectos, definimos los operadores (AT, C*F) que actiian sobre la

funcién de onda total de la siguiente formas:

O fA, f7lOo,  =A"
®e+1f2e++1f‘1@4 = A" (11.2)
O fC, fTlO, =C~

9671f€}t1f—194 =CT

Gracias a la sencilla estructura de las funciones ©; y f, podemos calcular de forma inmediata los opera-

dores del espacio total. Los resultados obtenidos son los siguientes:

A% = eF0(F0, + L 4+ 4r)

; " (11.3)
C* =T (50, — % +57)
Calculemos los conmutadores de estos operadores:
AT, AT =w
[CT,C7]=w (11.4)
[Aiv Ci] =0
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Conociendo la expresion de estos operadores en el espacio total, nos preguntamos si se mantienen las
propiedades de sus andlogos en el espacio reducido.

Estos operadores nos permiten factorizar el Hamiltoniano total del sistema:

H=ATA"4w—-wJ,

11.5
H=CTC~+w+uwl, (11.5)

Que podemos expresar el Hamiltoniano como una combinacién lineal de las dos posibles factorizaciones

como:

1
H= §(A+A* +CTC7) 4w (11.6)

El termino w se corresponde con la energia umbral del sistema.

Calculamos los conmutadores de nuestros operadores con nuestro Hamiltoniano:

[H, A*] = +wA*

(11.7)
[H,C*] = +wC*

De forma que estos operadores mantienen las propiedades del sistema reducido, modificando el valor del
momento angular asi como la energia.

. . —+
Emplearemos ahora estas reglas de conmutacién para verificar que los operadores S~ calculados ante-

riormente se corresponden con simetrias del sistema.

[H,ST|=[H,A"CT|=[H,A7]Ct + A"[H,CT] =0 (11.8)

Nos interesa ahora calcular explicitamente estos operadores:

(2J. — 1)87’ B Jz(Jz2:|: 2) n }wzrz) _ oFi20 (Hﬁ:Q
r r 4

J. — 18r72Jz(Jz2j: 1))

(11.9)

S* = AFCT = (=0, +
p

Nos interesa ahora calcular los conmutadores de los operadores S* con el momento angular.
[ST,87] =2w?).; [J.,8%] = +28% (11.10)

Ya que redefiniendo estos operadores de la forma:

Obtenemos las reglas de conmutacion estdndar caracteristicas del grupo de rotacién SO(3).

(L., Li]=+Ly; [L,L_]=2L, (11.11)
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Para resumir, en este caso hemos encontrado el conjunto de simetrias {H, J., Si} funcionalmente inde-

pendientes. Que estudiando la independencia lineal de estos operadores obtenemos :

ST 4+ S7 =24, — 24,,
St — 5= =4did,,

De forma que las simetrias obtenidas por los diferentes métodos no son funcionalmente independientes.
Resultado trivial ya que hemos obtenido por ambos métodos 3 operadores independientes que se corres-
ponde con el numero méaximo de simetrias funcionalmente independientes que puede poseer el sistema.
Como vimos con los operadores analogos en el sistema reducido, estos operadores modifican el momento
angular de nuestra funcién de onda en dos unidades manteniendo la energia del sistema.
Podemos por tanto, emplear este operador para encontrar las funciones de onda del sistema con la misma
energia, ya que:

STV, eox Uy o (11.12)

Que podemos ilustrar graficamente de la forma:

Nos beneficiaremos de esta propiedad para calcular el espectro de estados del sistema en la seccién

siguiente.
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11.1. Estados generados por las simetrias

En este apartado emplearemos los operadores (A*, CF) para calcular las funciones de onda del sistema,

para ello primero haremos un inciso sobre nuestros operadores

AE(r,0) = e (F0, — L0y + 47)
, . (11.13)
C*(r,0) = e¢z9( F O+ 700 + %r)

Podemos ver que tras realizar un cambio de coordenadas tal que #’ = —@ estos operadores son analogos,
ya que A*(r,0) = C*(r,—0). Por lo que solo consideraremos los operadores C* ya que para el caso A*
solo debemos realizar el cambio de coordenadas anterior. Esta propiedad tambien se extiende a nuestras
simetrias ST ya que ST(r,0) = S~ (r, —0).

Es conveniente considerar los estados aniquilados por los operadores A, C* ya que estos mismos estados

seran aniquilados por nuestras simetrias S.
SEp = AECTh = CFA*Y =0

De tal forma que nuestras simetras aniquilan los mismos estados que los operadores A*, C*. Realizando
un calculo de los estados aniquilados por cada uno de estos operadores llegamos a la conclusién de que solo
los estados aniquilados por los operadores A~, C~ tienen significado fisico al ser los tinicos de cuadrado
integrable.

Por lo que considerando el operador C'~, recordamos que el Hamiltoniano del sistema se puede factorizar
como:

H=C"C™4w(J,+1) (11.14)

De forma que un estado ¥} que sea aniquilado por el operador C~
C W, =0 (11.15)

haciendo uso de (11.14), serd un estado propio del sistema con energia asociada E,, = w(¢+ 1).

Estos estados poseen momento angular maximo, n = £,.x. Esta es la razén por la que estos estados son
aniquilados por el operador C~ y por lo tanto por la simetria S¥.

Nos interesa encontrar este tipo de estados ya que la aplicacién posterior de los operadores S*, nos
permiten formar una base del espacio de todos los estados con la misma energia.

Resolvemos la ecuacién anterior, teniendo en cuenta la descomposicién en variables separadas de nuestras

funciones de onda, de forma que la ecuacion a resolver es:

{  w
(0r — - + §T)R?(T) =0
Teniendo en cuenta las condiciones de contorno:

U(r=0,0)=9(r =0), U(r — 00,0) =0, U(r,0) =¥(r,0+ 2m)
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obtenemos los estados aniquilados:

2

Phow = plmoxeibmaxd=g0r™ g e NUO, fpax =7 (11.16)

max

El calculo andlogo con el operador A, nos da la funcién de onda con momento angular £;,in = —max.

Estos dos estados poseen la misma estructura para cualquier valor de n.

yn — rnein9— %wrz
n

VYn e NUO (11.17)

gn = rneinQ— %wrz
-n

Podemos ver como la parte radial es idéntica para ambos estados, cambiando solo el estado propio del
momento angular.
El resto de estados se deben calcular empleando los operadores ST ya que podemos emplear estos

operadores para modificar en dos unidades el valor del momento angular.

STU o U, (11.18)
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La simetria que existe en el signo del momento angular, nos permite calcular la degeneracién del
sistema para cada valor de energia E, = w(n + 1) fijo.
Si existe un estado con momento angular a, debe existir un estado analogo con momento angular —a,
esto implica que tendremos una degeneracién forma g, = 2n+ 1 que estamos acostumbrados para el caso
del operador L, del grupo de rotaciones SO(3), en nuestro caso L, = % por lo que para una energia E,,,
el momento angular méaximo asociado Lyax = 5 por lo que la degeneracion energética de nuestro sistema
es g, =n+1.

Para una energia dada, nuestros n 4+ 1 estados seran:
V0 = (ST)*T, a=0,1.n (11.19)

Un planteamiento andlogo puede hacerse empleando el operador S, partiendo del estado U™ .
Veamos el caso genérico de la aplicacién de este operador a las funciones U} teniendo en cuenta la

expresion para S~ en la que interviene el Hamiltoniano del sistema.
no, = 57U = (2n)r" 2l (2050 (42— 9(p — 1)) (11.20)

Podemos reabsorber el termino 2n con la normalizacién de la funcién de onda. Por otro lado, teniendo

en cuenta que Vg (r,0) = ¥, (r, —0) nos permite reducir el problema del calculo de estados.
B = (Wi = (n— 1)) 2eiCmi—ger® (11.21)

Veamos ahora ejemplos de las funciones de onda del sistema

11.2. Funciones propias

En este apartado calcularemos las funciones de onda de los casos n = 0,1,2,3 y representaremos su
parte radial. Al tratarse de los estados aniquilados o simplemente es necesario aplicar una vez nuestros
operadores S, podemos calcular los estados de inmediato. Una representacion grafica puede verse en la

figura Fig. 3.
1 . 1 2
\118 — e aWr \Ijll:l _ rei“g_z"”

Ui, = r2eti20—jwr? U2 = (wr? — 2)675”2 (11.22)

< . 1 2 : 1 2
\I/?tli — 7,.36:‘:13972(.07" \Ilgl:l — (wr2 _ 4)r€:tz€71wr
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Figura 3: Graficos para las densidades de onda para los estados W] (arriba izda), U1, (arriba dcha); U2 (medio
izda), U%, (medio dcha); %, (bajo izda), T35 (bajo dcha).

12. Simetrias del oscilador clasico plano

En este apartado veremos el significado fisico de nuestros operadores en el anédlogo clédsico del desarrollo
anterior.

Para ello realizaremos la correspondencia estandar de operadores cudnticos y variables canoénicas clésicas:

_iar — DPr
(12.1)
—i0p > pg = J,
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Lo que nos permite (con cierto cuidado) expresar las funciones asociadas a nuestros operadores como:

AT — ot = et (Fip, + % +gr)

ct — t= eij(:Fipr — % +gr)
(12.2)
H — thf. T2 + Ly2p2

ST — ATCF — st =gFcT = eiize(pr :FZ2szr _ 'r2 + w2 2)

Calculemos ahora los corchetes de Poisson de nuestras funciones para comprobar que se mantienen las

propiedades descritas en los conmutadores cuanticos de los operadores asociados a nuestras funciones.
{aT,a"} = 2iw {a*,ct} =0
{ct,c7} = 2iw {st,h} =0 (12.3)

{s%,J,} = £2isT {st,57} = —4iw?J,

+

Vemos que las funciones s* son constantes del movimiento. Una constante de movimiento a se caracteriza

por:

@—{ah}—i— =0

* en efecto lo son ya que verifican {s*,h} = 0 y no dependen explicita-

En nuestro caso, las funciones s
mente del tiempo.
Emplearemos estas constantes del movimiento para calcular la orientacién de la trayectoria. Expresa-

remos esta constante compleja de la forma:

; 2J2. 2].p, ;
st =eM(H - TF) + i(F 2P = goet2ifo (12.4)
Lo que nos permite despejar las ecuaciones para r y p, como:
2J2
E— —=% =qpcos2(0 —0y)
r? (12.5)
2J.pr .
—— = qosin2(6 — b)
Donde ¢3 = w?J2, ya que el modulo de ambas funciones s* es idéntico por lo que:
@=s"s"=ata e =(E-wl)(E—-wl.,)=E—-uWwJ?>0

Lo que significa que un movimiento con energia E puede tener un momento angular maximo que viene

dado por JM®* = E/w?. Las férmulas para las constantes de movimiento (12.4) nos permiten obtener
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inmediatamente la trayectoria en forma polar r(0) y el momento p,(9):

JV2
\/E VE? —w2J2 cos2(60 — )

(12.6)

E? — w?J2
—E?2—w?J2cos2(6 —bp)

Cada trayectoria queda fijada por los valores de las tres constantes de movimiento independientes: F,

pr(0) = sin2(6 — 6y) (12.7)

energia; ¢, momento angular; y 6, fase. Véase una ilustracién de las trayectorias en las figuras Fig. 4-5.

4

N
T

4T

Figura 4: (Izquierda) Gréficos para las trayectorias, fijando los valores de E =4 y £ = 2 pero variando el dngulo
6o. (Derecha) Trayectorias fijadas por E = 4 y 6y = 7/4 pero variando el momento angular ¢ (y por tanto la
excentricidad de 0 a 1).
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13.

-2

Figura 5: Trayectorias del momento p, para E = 4, 6y = 0 y distintos valores de £ = 3.5, 2, 0,5).

Conclusiones

Hemos desarrollado un método general que nos permite calcular operadores cuyo efecto sobre las
funciones de onda del sistema es conocido, lo que nos permite simplificar significativamente el calculo

de las mismas.

El método anterior nos permite factorizar este sistema por medio de dos familias de operadores
AT C*. Estas dos factorizaciones aparecen debido a la invariancia de nuestro Hamiltoniano respecto

a una inversién en la variable angular. Ya que:
H(r,0) = H(r,—0); A*(0) = C*(-0)

Por lo que el efecto de estos operadores sobre nuestras funciones de onda debe ser simétrico sobre la
parte radial, siendo inversa su accién sobre el termino angular. En ultima instancia es esta propiedad
la que nos permite definir las simetrfas S* ya que partiendo de una factorizacién tinica, el tinico

Operador que mantenga la energia de nuestros estados que podemos construir es el Hamiltoniano.

En este caso, los operadores de simetrfa encontrados en la factorizacién angular {S*, J,} forman
un &lgebra de Lie correspondiente al grupo SO(3), asociado al grupo de rotaciones tridimensionales.
Esta propiedad nos permite explicar la degeneracién energética del sistema, asi como los valores del

momento angular permitidos para los estados del sistema.

El método descrito anteriormente nos ha permitido calcular las expresiones de las funciones de onda
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del sistema aplicando los operadores S*:

e, (r0) = (S‘)“r”eme_%“ﬁ; E, =w(n+1); Yn,a e NUO / a<mn; (13.1)
De forma que el sistema queda completamente descrito conociendo el valor de la energia y el

momento angular.

En el caso clasico, es necesaria una tercera constante del movimiento 6y para determinar la tra-
yectoria, esta informacién no es necesaria para el caso cudntico ya que debido a la estructura de
nuestra funcién de onda, una traslacion en la variable angular se corresponde con un factor de fase

que podemos eliminar al normalizar el sistema.

= Este trabjo sienta las bases para un posible estudio comparativo entre el sistema de Kepler-Coulomb
y el oscilador arménico, ya que el metodo descrito nos permite analizar este nuevo sistema, que
conocemos es superintegrable. El interes de esta comparativa reside en la gran similitud entre

ambos sistemas.
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