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Resumen

Desde mediados del pasado siglo, la utilizacion de distintos espacios de funciones pa-
ra hacer representaciones en Mecanica Cudntica ha ido cobrando mayor relevancia. Este
trabajo presenta un compendio de los resultados fundamentales concernientes al espacio y
la representacion de Fock-Bargmann, la cual se podra interpretar en términos de estados
coherentes. Gracias a ella, se pueden representar las funciones de onda de cuadrado inte-
grable como funciones enteras, simplificando muchos calculos y procedimientos. Ademaés, se
presenta también una serie de aplicaciones de esta representacion al cédlculo de espectros de
diversos hamiltonianos, especialmente una a familia de ellos, que describen la interaccién
de la radiacién con un sistema de dos niveles, los llamados modelos de Rabi. Para acabar,
se aportard una vista general de otros espacios de Hilbert de funciones analiticas que tienen
relevancia en Mecdnica Cudantica.

Palabras clave: Fock-Bargmann, espacios de Hilbert, funciones analiticas, estados
coherentes, modelos de Rabi.

Abstract

From the 1950s, a large variety of function spaces have found increasing relevance in
quantum mechanical representations. This work summarizes some fundamental results con-
cerning Fock-Bargmann space and representation, which may be constructed by means of
coherent states. In this way, wavefunctions, which are square integrable functions, can be
depicted as entire functions. In some cases, the calculation of energy levels is considerably
simplified by Fock-Bargmann representation. Moreover, a series of quantum hamiltonians
are presented and their spectra are found. Particular attention is paid to a family of mo-
dels, called Rabi models, arising from the interaction of radiation with a two-level system.
Finally, an overview of other Hilbert spaces of analytic functions is shown.

Keywords: Fock-Bargmann, Hilbert spaces, analytic functions, coherent states, Rabi
models.






Capitulo 1

Introduccion

Los albores de una nueva rama de la ciencia moderna comenzaron a fraguarse en 1900
cuando Max Planck (1858-1947), hoy considerado padre y precursor de la teorfa cudntica,
propuso lo que él entendié como una astucia matemética para dar explicacién al espectro
de radiacion del cuerpo negro. Sin embargo, el mismo Planck fue reacio a creer que aquel
artificio de considerar cuantos de energia fuw diera respuesta a la verdadera naturaleza de
la radiacién.

Pocos anos més tarde, en 1905, Albert Einstein (1879-1955) dio explicacién al efecto
fotoeléctrico, fendmeno que habia intrigado a la comunidad cientifica por decenas de afnos,
utilizando los mismos cuantos de energia que habian sido introducidos por Planck. Este
nuevo acercamiento a la naturaleza de la luz le valié el premio Nobel en 1921. Paso a paso,
la idea de que los intercambios de energia se efectuaban en forma de pequenios paquetes se
fueron asentando en la fisica, pareciendo un enfoque cada vez mas natural.

Los aportes de fisicos y mateméaticos como Erwin Scrodinger (1887-1961), Louis de Bro-
glie (1892-1987), Werner Heisenberg (1901-1976) o John von Newmann (1903-1957) fueron
contribuyendo progresivamente a la consolidacién de la nueva teoria, y junto con los apor-
tes de David Hilbert (1862-1943) y Paul Dirac (1902-1984) supusieron su formalizacién y
unificacion. En esta nueva concepcion la idea de medida y de la perturbacién asociada a la
medida en un sistema, fisico cobraron un papel fundamental.

En este trabajo presentamos herramientas, de caracter profundamente matematico, den-
tro de esta teoria cuantica, que dan capacidad para abordar cierto tipo de problemas, de
forma especial los relacionados con hamiltonianos provenientes de la interaccién entre luz y
materia. Se trata de espacios de funciones analiticas que surgieron a partir de los trabajos
de Valentine Bargmann (1908-1989) [I], Vladimir Fock (1898-1974) [16], Stephan Bergman
(1895-1977) [2], Max Schiffer (1911-1997) [2], Peter L. Duren (1935) [10, 1I] o Godfrey H.
Hardy (1877-1947) [19] a lo largo especialmente de la etapa comprendida entre los anos
1950 y 1970.

Dado que los espacios de Hilbert habian mostrado ya ser la herramienta eficaz con la
cual tratar los problemas que surgian de la emergente fisica cudntica, muchos de los traba-
jos antes mencionados se propusieron continuar en esa linea de buscar nuevos espacios de
Hilbert que pudieran dar respuesta a diversidad de preguntas que iban surgiendo sucesiva-
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mente. Este enfoque y el interés que acarreé6 desembocaron en la creaciéon de los espacios
de Fock-Bargmann, y en la aplicaciéon en la teoria cudntica de todo lo concerniente a los
entonces novedosos espacios de Bergman o los espacios de Hardy[||

Respecto a la estructura del presente documento, hacemos a continuacién un pequeno
inciso indicando el contenido de los distintos capitulos. En el Capitulo [2] se presentardn los
espacios de Fock-Bargmann, espacios de Hilbert de funciones analiticas que surgen de forma
natural al considerar los elementos del espacio de estados como generados por superposi-
cion de estados resultantes de aplicar n veces el operador de creacién sobre el ket vacio.
Esta representacion ofrece la posibilidad de trasladar mediante una isometria los problemas
del espacio de estados a un espacio de funciones analiticas que permite resolver de forma
mas sencilla algunos problemas. En este capitulo se presentardn sus principales propiedades
matematicas y se introduciran los estados coherentes, que, como se verda en detalle, estan
profundamente relacionados.

En el Capitulo [3]se presentaran algunas aplicaciones del formalismo de Fock-Bargmann.
Ademads de resolver el oscilador arménico cudntico, se presentaran ciertos modelos llama-
dos modelos de Rabi, que reflejan interaccién entre radiacion y sistemas de dos niveles. El
objetivo de presentar estos modelos es dar una idea clara de las posibilidades de aplicar
el espacio de Fock-Bargmann a problemas concretos en Mecanica Cuantica. Las distintas
secciones se centraran en el calculo del espectro de los hamiltonianos de estos modelos.

Finalmente, en el Capitulo [] se presentardn de forma muy resumida otros espacios de
funciones analiticas que tienen aplicaciones en Mecédnica Cudntica, como son los espacios
de Bergman y los espacios de Hardy, junto con algunos ejemplos de sus aplicaciones. Esta
exposicién estd rematada por el Capitulo[5] en el que se presentan unas conclusiones a modo
de resumen del trabajo.

A continuacién, se dardn algunas definiciones, muy comunes en el lenguaje del analisis
funcional, para aquellos que no estén familiarizados con ellas, debido a que se utilizaran
frecuentemente a lo largo de todo el trabajo.

Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado que es completo respecto de su
norma. Que un espacio sea completo quiere decir que toda sucesion de Cauchyﬂ es conver-
gente a un elemento del espacio. Esto ha de entenderse en el sentido de que dicho espacio
no tiene agujeros (no en el sentido topoldgico), es decir, que cuando nos acercamos debi-
damente hacia algo que parece estar en el espacio, esto, de hecho, estd en el espacio. Esta
propiedad es origen de muchas muy buenas propiedades matematicas y, ademads, resulta
muy natural en muchas areas de la fisica, en las que se opera bajo la hipdtesis de medio
continuo, es decir, que el medio llena todo el espacio en el que esté; y que hace que se puedan
emplear los nimeros reales R (espacio de Banach por excelencia) para definir el espacio y
las propiedades fisicas. Sin embargo, donde se quiere poner el énfasis en este trabajo es que
los espacios que serdan completos serdn los espacios de funciones analiticas con los que se
trabajard, es decir, no hay ‘huecos’ entre las funciones.

!Terminologfa acuiada por Frigyes Riesz, que continué los trabajos de Hardy sobre funciones de variable
compleja y estos espacios en concreto.

2Se dice que una sucesién de elementos de un espacio normado, {x,}, es de Cauchy si para todo ¢ > 0
existe algin no € N tal que para todo m,n > ng se verifique que ||[xm — zn| < e.

GRADO EN Fisica UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



SECCION 1.1. OSCILADOR ARMONICO CUANTICO. 7

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno que es de Banach con
respecto de la norma que induce dicho producto interno || f|| = +/(f|f). En el espacio de
funciones de onda cudnticas esta norma no toma otra forma que la integral de la densidad
de la probabilidad de presencia de la particula, de forma que el requerimiento para ser una
funcién de onda fisicamente aceptable es ser de cuadrado integrable. Habitualmente se tra-
baja con funciones de onda normalizadas cuando se esta trabajando con una sola particula.
Los espacios de Hilbert estan en posesion de un teorema, el Teorema de Representacion de
Riesz, el cual es el que permite identificar de forma natural los kets y los bra que se utilizan
habitualmente en cuantica. En conclusién, el espacio de Hilbert en el que se suele trabajar
con las funciones de ondaﬂ es L%(Q), es decir, el espacio de funciones de cuadrado integrable
en un dominio €.

Los espacios de Hilbert en los que se centra este trabajo son aquellos en los que sus
elementos son funciones analiticas, es decir, funciones de variable compleja que admiten un
desarrollo en serie de potencias alrededor de cada punto de un determinado dominio. Esta
definicién se puede demostrar equivalente en cierto modo a la de funciones holomorfas, que
habitualmente se utiliza para referirse a funciones que son derivables en el sentido complejo
en un dominio determinado. Entre las notables propiedades de estas ya conocidas funciones
estd la de ser infinitamente derivables. Aunque la costumbre me lleva a denominar estas
funciones como holomorfas, a lo largo de todo el trabajo las denominaré, salvo error, como
analiticas, ya que esta es la denominacién que se les da mas habitualmente en los textos
relacionados con Mecanica Cuéantica.

Con este trabajo se pretende elaborar un documento que permita extender los conoci-
mientos de Mecanica Cuantica de un alumno de los ultimos cursos del grado en Fisica, a
la vez que se aporta una vista general sobre herramientas matematicas que estan siendo
utilizadas para resolver problemas fisicos en temas de investigacién de actualidad.

1.1. Oscilador armoénico cuantico

A continuacién, se presenta un breve resumen del tratamiento habitual del oscilador
armoénico cudntico, como se puede encontrar en [§]. Este tratamiento, que se supone conoci-
do de los cursos de Mecanica Cuantica del Grado, cimienta la base sobre la que se sustentara
la posterior construccion del espacio de Fock-Bargmann.

En mecéanica clasica, la ecuacion de conservacion de la energia de una particula de
masa m sometida a un potencial arménico unidimensional de frecuencia propia w, V(z) =
%mw2x2, es la suma de la energia cinética T' y la potencial V', de forma que se puede escribir

como

2

1
E:T+V:2])—m+§mw2x2, (1.1)

3Es conocido que L2 (2) es insuficiente para representar ciertos elementos relevantes en mecénica cuéntica,
como las ondas libres o las deltas de Dirac. Para subsanar estas carencias hace falta considerar espacios de
Schwartz y tripletes de Gelfand [5], pero estos no son el objetivo de este trabajo.

TRABAJO DE FIN DE GRADO JESUS DUENAS PAMPLONA



8 CAPiTULO 1. INTRODUCCION.

donde p es el momento lineal de la particula y x su posicién.

En mecénica cuantica, las magmtudes posicién y momento lineal son sustituidos respec-
tivamente por los operadorei posicién, X, y momento, P. De estos operadores es conocida
su relacién de conmutacién

[X,P] = ih. (1.2)
Este proceso de cuantizacién, a partir de la expresién (1.1), conduce a la expresion del
hamiltoniano del oscilador arménico cuantico

Hp = — + —mw? X2 (1.3)

Para trabajar de forma méas cémoda con este hamiltoniano se introducen dos operadores
adimensionales, X y P, proporcionales a los anteriores X y P, que permitiran escribir el
hamiltoniano de forma mas homogénea. Estos son

mw 1
X=,/—X, P =
h Vmhw

A partir del Capitulo [2] se prescindird totalmente de los operadores X y P y se trabajara
unicamente con los adimensionales X y P. Gracias a ([1.2]) se comprueba rapidamente el
valor de la relacién de conmutacién entre estos dos nuevos operadores:

X P = [ﬁxﬁp} 1 [x.P] =1 (1.5)

El hamiltoniano ([1.3]) queda expresado en funcién de estos nuevos operadores como

P. (1.4)

2hX2 hw

2 2
o T — 5 (X +P7). (1.6)

El paso clave que permite expresar muy cémodamente las soluciones de este hamiltoniano
es introducir dos nuevos operadores, llamados operador creacion y operador aniquilacion.
Estos operadores son

1 1
+ . .7 . . . .z
a” =—(X —1iP), (creacion a=—(X+1iP). (aniquilacion 1.7
5 (X =iP). (creacion) Py ( ) an
Se comprueba inmediatamente que a y a™ son operadores mutuamente adjuntos. Esto im-
plica que no son observables, ya que no son operadores hermiticos. A partir de (1.5)) y (1.7]),
utilizando las propiedades de las relaciones de conmutacién, se obtiene

la, 0] = [X—HPX iP] :%[P,X]—%[X,P]:—i[X,P]:l. (1.8)

Para escribir el hamiltoniano en términos de a y a* se invierte ((1.7)), sumando y restando,
obteniendo ) )
i

X =—(a"+a), P=—(a"t —a). 1.9

St - (19)

4Quizé es més habitual en algunos textos encontrar denotados los operadores posicién y momento como
X y P, pero en este trabajo se reservard esa notacién para los operadores adimensionalizados, ya que seran
los que se utilicen una vez superada esta seccion.

GRADO EN Fisica UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



SECCION 1.1. OSCILADOR ARMONICO CUANTICO. 9

Entonces, a partir de (1.6 y (1.9) se escribe el hamiltoniano del oscilador arménico cuantico
como

hw
Hy = — ((a+)2 +a*+aTa+aat - (a+)2 —a?+ata+ a+a>
4 (1.10)
_fw (a*a+ aa™)
2 )
y de aqui, utilizando (1.8)) en la forma aa® =1 + a*a, se puede escribir
1
Hy, = hw <a+a+2>. (1.11)

Para escribir este hamiltoniano de forma m&as compacta se introduce el operador ntimero
N, que es un operador hermitico,

N =a"a. (1.12)
De esta forma, utilizando (L.11]) y (1.12), se tiene que
1
Hy, = hw (N + 2) . (1.13)

Asi pues, los autovectoresﬂ de H}, y del operador ntimero son los mismos. Por tanto, resolver
el problema de autovalores del operador niimero equivale a resolver el problema de autova-
lores del oscilador arménico cuantico. En [§] se puede encontrar una demostracién de las ya
conocidas propiedades del espectro de N, que no presentamos aqui para no extendernos en
esta seccién preliminar de contenidos ya estudiados en el Grado:

= Los autovalores de N son niimeros enteros no negativos. De esta forma, el espectro del
hamiltoniano arménico cudntico (|1.13)) es discreto y estd compuesto de los autovalores
ﬁw(n—i—%), conn=0,1,2,...

» Los autoestados son no degenerados, y, por tanto, se pueden etiquetar como |n), siendo
n el autovalor de N asociado. Estos estados suelen denominarse estados nimero y
forman una base ortonormal del espacio de estados.

» La accién de los operadores a y at sobre los estados niimeros viene dada por
atn) =vn+1n+1), aln) =+/nin—1). (1.14)

Esto explica los nombres de los operadores, correspondiendo su accién a la creacion y
aniquilacién de un cuanto de energfa.

= Aplicando reiteradas veces (|1.14]) se obtiene

In) = 7 (a™)" |0y, (1.15)

por lo que todos los autovectores pueden construirse a partir de |0), que suele deno-
minarse estado vacio, por aplicacion del operador de creacion. Esto conduce a que,

®Cuando se diga tinicamente autovectores, nos estaremos refiriendo a autovectores o autofunciones por
la derecha. Diremos que |¢) es un autovector por la derecha de un operador lineal A con autovalor A si
Alp) = X)), y que lo es por la izquierda si (| A = (p| A. Estos dos conceptos coinciden para operadores
hermiticos.

TRABAJO DE FIN DE GRADO JESUS DUENAS PAMPLONA



10 CAPiTULO 1. INTRODUCCION.

como |n) forma una base del espacio de estados, cualquier ket pueda escribirse como
una combinacion lineal de ellos,

) = b [0) + by |1) + g [2) + -+ = (cg +c1a’ + e (a+)2 +.. ) |0) . (1.16)

Estos resultados seran suficientes para poder desarrollar la teoria del siguiente capitulo.

GRADO EN Fisica UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



Capitulo 2

El espacio de Fock-Bargmann

2.1. Estados coherentes

En el contexto del tratamiento del oscilador armoénico cuantico unidimensional y como
requerimiento previo para poder presentar el espacio de Fock-Bargmann, debemos introdu-
cir un conjunto de estados denominados estados coherentes. Se trata de los estados propios
del operador de aniquilacién a, el cual se introdujo en . A priori, es de esperar que
estos estados sean importantes en la teoria relacionada con el oscilador arménico, dado el
papel que juega el operador de aniquilacién. Podremos comprobar su importancia en los
desarrollos posteriores. En general, se puede encontrar més informacién al respecto en la
fuente bibliogréfica principal de esta seccién, “Coherent States in Quantum Physics”, [18],
de J.P. Gazeau.

En primer lugar, se va a buscar la representacion de los estados propios del operador

aniquilacién a en la base de los estados ntimero |n) del oscilador arménico cudntico. Consi-
deremos un ket general |z) expresado como superposicién de estados nimero

|Z> = ZAn |n> ) (2.1)
n=0

e impongamos la condicién de que sea autoestado del operador de aniquilacién con autovalor
z € C, a|z) = z|z). De esta forma obtenemos, utilizando ((1.14)),

a]z>:aZAn]m:ZAnJrl\/n—i—l]m:zZAn]m, (2.2)
n=0 n=0 n=0

de donde se obtiene la recurrencia A, 1 = zA,/+v/n + 1. Por tanto, salvo multiplicacién por
una constante, los estados coherentes vienen dados por

=3 2= n). (2.3)

Estos son los denominados estados coherentes de Schrodinger. Sin embargo, cabe destacar
que estos estados que acabamos de escribir no estan normalizados. Aunque pareceria proce-
dente tratar inicamente con los estados normalizados, los estados coherentes de Schrodinger
son los que hacen surgir de forma natural la construccién del espacio de Fock-Bargmann,

11
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y por eso cobraran su importancia en este trabajo. Los estados coherentes estandar, que si
estan normalizados, como comprobaremos a continuacion, vienen dados por

2y = e 2 Y f ny. (2.4)

Estos son también denominados estados coherentes de Glauber. A continuacién, demostrare-
mos algunas de sus propiedades, reduciéndonos sélo a las mas importantes y que sirven para
sostener el razonamiento posterior, ya que los estados coherentes presentan una abundantisi-
mo abanico de tiles propiedades. Con un argumento como el de se llega facilmente a
que, en cambio, el operador a™ no tiene autovectores por la derecha, ya que se obtiene que
todos los coeficientes de la serie han de anularse.

2.1.1. Producto y continuidad

Utilizando las expresiones (2.3) y (2.4]) se halla facilmente cudnto vale el producto escalar
de dos estados coherentes. En primer lugar, para los estados coherentes de Schrodinger se

tiene
(z1]22) = ( |) (nz:% \ji% !n}) = Z (zlnz‘g)" = exp(Z122). (2.5)

n=0
Esto garantiza, ademas, la convergencia en norma de la serie ([2.3]), asegurando que |z) estd
bien definido. Para los estados coherentes estandar se tiene que

2 2
zlz2)e = o~ (17113 +]z2[%) /2 (21]22) = exp <2122 _ |Zl+"22|> _ (2.6)

2

Otro elemento relacionado con el producto es el médulo de dicho producto al cuadrado, que
en mecanica cuantica se sabe que toma el valor de la probabilidad de transiciéon entre los
estados. Para los estados de Schrodinger, a partir de (2.5]) se tiene

[(z1]22) |2 = exp(Z122 + 2172) = exp (2Re (z122) ). (2.7)

Esta expresion revela con claridad que los estados coherentes no son una familia ortogonal.
Esto no supone ningin problema, pero implica tener més cuidado al operar. Para los estados
coherentes estandar se puede escribir, andlogamente, a partir de ([2.6)):

|5t<zl|Z2>St|2 = exp (2122 + 21%0 — |21)? — |22\2) = exp (— |21 — z2]2) . (2.8)

Como es de esperar, se obtiene la misma conclusién sobre la ortogonalidad al tratarse de
estados proporcionales a los anteriores. Sin embargo, esta expresién nos muestra, ademas,
que la familia de estados coherentes estdandar estan de hecho normalizados, como se habia
indicado previamente, mientras que muestra que los de Schrodinger no lo estan. De

(2.5) se deduce, ademas, que |(z|z)| = exp(|z]*).

De aqui se desprende también que la familia de estados es funcién continua del pardmetro
z en el plano complejo. Utilizando (12.5)), lo vemos en primer lugar para los estados coherentes
de Schrodinger, para ello la siguiente expresién

[121) = l22) [|* = ({21] = (22l ) (|21) — |22))
= e|21‘2 + ﬁ’l’”'2 — 2Re (z1|22) (2.9)
= exp(|21/*) + exp(|z2[*) — 2Re exp (Z122) -

GRADO EN Fisica UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



SECCION 2.1. ESTADOS COHERENTES. 13

De aqui que si se denota z; = x1 + ty1, 22 = 2 + iy2 se tiene

2
H |21) — |22) H = exp(|z1\2) + exp(|zz|2) — 2exp (x122 + y1y2) cos (r1y2 — x2y1), (2.10)

y esta expresion tiende a 0 cuando zp — 2z, dado que entonces exp (zi1x2 + y1y2) —

2 2 2 ,
exp(|z1]7), exp(|z2]|”) — exp(|z1]7) y cos (z1y2 — x2y1) — 1, y esto es lo que se queria ver.
Por lo tanto, el producto escalar de estados coherentes de Schrodinger tiene una expresién
muy sencilla; y, ademas, dicha familia de estados tiene la buena propiedad de ser funcién
continua del parametro.

De forma andloga a (2.9) y (2.10)), se obtiene la continuidad para los estados coherentes
estandar, utilizando (2.6). De aqui que

2 1) + |22 -
H|Z]_>St—|ZQ>StH =2|1—exp - Re exp (Z122)

2 2
21" + |22
=9 (1 — exp (—’ | 5 22| ) exp (z1x2 + Y1y2) cos (x1y2 — x2y1)> .

(2.11)

Haciendo tender zo — 23 como en (2.10]) resulta en que la expresion (2.11)) tiende hacia 0, y,
por tanto, la familia de estados coherentes estandar es también funcién continua del parame-
tro. Esto era de esperar, ya que el reescalado entre las dos familia de estados coherentes que

. .7 . — 2
estamos manejando es una funcién continua de z, e~ 1217/2.

2.1.2. Resolucion de la identidad

Aunque los estados coherentes no sean ortogonales entre si, disponen de una propiedad
de representacién que los hace extremadamente ttiles. Se trata de una resolucion de la
identidad o relacion de cierre. Cabe destacar que las dos familias de estados coherentes
que hemos presentado tienen relaciones de cierre respecto de distintas medidas en el plano
complejdﬂ En primer lugar, comprobemos que los estados coherentes estandar tienen una
relacién de cierre en la medida de Lebesgue usual. Usando ,

[e.e]

1 Z"zm 1
LBatel iz = 30 mytml [ ==~ exp(= 1) a (2.12)

n,m=0

Para conseguir la expresién buscada se efectiia la integral del lado derecho de (2.12]), pasando
a coordenadas polares, z = pe?| con p € (0,00) y 6 € (0, 27),

2 00
/ 2" 2™ exp(—|2|?) dz = / ¢! v=m) gp / p"+m+le_"2 dp. (2.13)
C 0 0

Se comprueba inmediatamente que la primera integral del lado derecho se anula si n # m
y vale 27 si n = m, y la segunda se encuentra en tablas de integrales, siendo igual a n!/2.
Por tanto se puede escribir que

l/vmmwﬁdz=§jmﬂm=1, (2.14)
C T n=0

!Péngase atencién en que el dominio donde vive la variable z que parametriza la familia de estados
coherentes es el plano complejo, y por tanto la resolucién de la identidad ha de integrarse alli, en z € C.
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14 CAPiTULO 2. EL ESPACIO DE FOCK-BARGMANN.

donde I es el operador identidad en el espacio de estados. Este cdlculo permite determinar
con facilidad cudl es la medida que da la relacién de cierre para los estados coherentes de
Schrodinger. Partiendo de (2.14) y teniendo en cuenta la relacién que mantienen (2.3)) y

(2.4)), podemos escribir

1 e~ A
T= [ hutel e = [ de = [ 12) el duta). (2.15)

s

En consecuencia, se ha obtenido la forma de la medida que permite construir una resolucion
de la identidad para los estados coherentes de Schrodinger, que es

du(z) = e dz. (2.16)

s

El hecho de que los estados coherentes de Schrodinger sean los preferibles para realizar la
construccién del espacio de Fock-Bargmann hace que cobre gran importancia la medida que
acabamos de presentar, como se vera mas adelante.

2.1.3. Saturacion de la desigualdad de incertidumbre de Heisemberg

Otra propiedad interesante es que los estados coherentes saturan la desigualdad de
incertidumbre de Heisemberg. Son, de esta manera, los estados cuanticos que tienen un
comportamiento méas parecido a estados clasicos. Esto hace que sean muy ttiles en muchas
aplicaciones. Se va a calcular (AX)(AP) para los estados coherentes estdndar, porque estos
estan normalizados. Se recuerda que la definicién AA de la dispersion de un observable A
en un estado |¢) es

(AA)? = (o] A% |p) — ((p] Alp))2. (2.17)

Teniendo en cuenta que, por ser funciones propias del operador aniquilacién, y usando (|1.8))
para la iltima de las expresiones que se va a calcular,
_ + _ > + — 1.2
St<Z|CL‘Z>St—Z, St<Z|CL |Z>st_z’ st<z|a a’|Z>st_ |Z|

2
St<Z’a’a’+ ‘Z>st = st<Z‘a+a + 1 ’Z>st = |Z’ + 17

)

(2.18)

se pueden calcular los siguientes valores esperados para los operadores X y P adimensiona-
lizados que se introdujeron en ((1.4). Entonces, se calcula por un lado para el operador de
posicién,

1
(2l X |2) g = E alzla+a®|2), = V2Rez, (2.19)
1
st(Z’XQ ’z>st = 5 st<z‘a2 + (a+)2 + aa+ + a+a ‘Z>st
1 1 (2.20)
=3 (z2 +z2 4 1+2]z|2> = 2(Rez2)* + 2
y, por otro lado, para el operador de momento,
i
st(Z’P ‘Z>st = 5 st(z"’a’+ —a |Z>st - ﬂImZ’ (221)

V2
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1
st<Z|P2 2) gt = D) st<Z‘a’2 + (a+)2 —aat —a'*a E (2.22)
1 1 ’
=5 (—z2 -z 41 +2|z|2> =2(Im2)* + 3

Se han calculado, por tanto, todos los elementos involucrados en el calculo de las dispersiones
que aparecen en la desigualdad de Heisemberg. De esta forma, se puede escribir

(AX)? = (X?) — (X)? = 2(Rez)? + % —2(Rez)? = % (2.23)
(AP)? = (P?) — (P)? = 2(Im2)? + % —(Im2)? = % (2.24)

De aqui se obtiene
(AX)(AP) = \/(AX2(AP)? — % (2.25)

Téngase de nuevo en cuenta que se estan utilizando operadores X y P adimensionalizados,
, es decir, premultiplicados adecuadamente por constantes para que el hamiltoniano
tome la forma {i En caso de utilizar los operadores posicién y momento usuales, X , ]5,
habria que tener en cuenta estas constantes y, por ello, se obtendria

(AX)(AP) =/ %\/mﬁw (AX)(AP) = g (2.26)

la expresién habitual de saturacion de la desigualdad de incertidumbre de Heisemberg.

En conclusién, se tiene que los estados coherentes estandar saturan la desigualdad de
incertidumbre de Heisemberg. Esta es una de las propiedades mas importantes de este tipo
de estados, y, de hecho, es la que da lugar a muchas familias de estados coherentes gene-
ralizados, que cumplen esta propiedad pero no necesariamente las otras que se han expuesto.

Otro hecho relevante que se desprende de esta deduccién es la luz que arroja sobre la
interpretacion de los estados coherentes en si mismos. Las componentes real y compleja de
z € C en un estado coherente |z) no son otra cosa que los valores esperados de posicién
y momento en dicho estado de incertidumbre minima divididos entre v/2. Esto
lleva a visualizar los estados coherentes como las funciones de onda maés concentradas que
pueden existir en torno a un punto con igual incertidumbre en posiciéon y momento. En caso
de que se permita que las incertidumbres en posicién y momento sean diferentes surgen los
llamados estados coherentes comprimidos o alargados, que no se trataran en este trabajo.

2.1.4. Evolucion temporal de estados coherentes

Otra propiedad relevante de los estados coherentes es que son una familia cerrada por
el operador de evolucion temporal del oscilador armoénico cudntico. Esto quiere decir que
la evolucién temporal de un estado coherente |z) por el hamiltoniano H;, = fw(N + 1/2),
, siendo N = a™a el operador nimero , seguird siendo un estado coherente.
Lo comprobamos a continuacién teniendo en cuenta que en el caso del oscilador armédnico
cuéntico el operador de evolucién temporal es U (t) = e~ "nt/h

—zwt

z’Hht Z i n+ )t ‘TL zwt/2 Z > — e_i‘"’t/z ‘e“"}t > . (2.27)
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16 CAPiTULO 2. EL ESPACIO DE FOCK-BARGMANN.

Por tanto, al evolucionar temporalmente los estados coherentes cambian de fase y de ar-
gumento, pero siguen siendo estados coherentes. Se observa que tras transcurrir un lapso
de tiempo At = 27 /w el estado coherente vuelve a estar en el estado que estaba antes de
transcurrir ese intervalo temporal salvo una fase global que no afecta al significado fisico.
Ademds, si se denota [1)(t)) = e~ iwt/2 ‘ei“tz> se puede observar que por se tiene

(WOR(1)) = (e'2]e™"2) = exp(|2[*), (2.28)

es decir, que su norma no se modifica con la evolucién temporal.

En definitiva, los estados coherentes no sélo son una familia cerrada por la evolucién
temporal, sino que, ademas, sus 6rbitas en C son circulares y cerradas, tal y como se ilustra
en la Figura [2.1

Im 2z
z), t=0
in/2 _ T
|e z> t %
//\\ Re z
) 3T
i37w/2 _
‘e z>, t 2
|e”z> , t= T

Figura 2.1: Orbitas de evolucién temporal de estados coherentes |z) en el plano complejo.

También es destacable el hecho de que a partir de (2.20) y (2.22) se puede encontrar el
valor esperado del hamiltoniano del oscilador arménico cuantico (|1.6) como

fuw fuw
o Hn|2)0 = 5 el X2+ P2L)y = o (212 +1), (2.29)

observandose que el valor esperado de la energia depende inicamente del médulo de z. Esto
indica que aunque la energia de los estados coherentes no estd bien definida, es decir, no son
autofunciones del hamiltoniano; sin embargo, el valor esperado de la energia es constante
en el tiempo, ya que las 6rbitas cerradas de la Figura[2.1]son de valor esperado de la energia
constante. Esta propiedad ayuda a acercar estos estados al comportamiento clasico de las
particulas.

Algunas otras propiedades de los estados coherentes se desprenderan al ir construyendo
el espacio de Fock-Bargmann.

2.2. Introducciéon al espacio de Fock-Bargmann

La idea de construir un espacio de funciones en el cual el tratamiento de ciertos sistemas
cuanticos resultara mas natural que en el propio espacio de funciones de onda de cuadrado
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integrable usual surge de la sucesion histérica de avances en el estudio del oscilador arménico
cuantico. En virtud del criterio histérico se ha tratado de organizar la subsiguiente exposi-
cién, con intencion de que resulte mas ilustrativa.

En 1949, con su articulo “La seconde quantification” [9], Paul Dirac introduce tanto
la notacién ketorial como los operadores creacién y aniquilaciéon para construir la usual
factorizacion del hamiltoniano del oscilador arménico que permite hallar sus estados pro-
pios, utilizando técnicas introducidas por Fock [16]. La bisqueda de una forma de tratar
el oscilador armonico cudntico més sencilla que los desarrollos en serie de los polinomios
de Hermite condujo a una representacion, la de Fock-Bargmann [I], que permitié tratar de
forma maés asequible otros muchos problemas de la Mecanica Cuédntica.

En la Seccién se introdujeron los operadores creacién a’ y aniquilacién a de ([1.7)),
los cuales van a ser las herramientas imprescindibles de la construccién del espacio de Fock-
Bargmann. Teniendo en cuenta (|1.16)), cualquier ket |p) se puede representar como

lp) = (co +c1at + ¢y (a+)2 +.. ) 0) . (2.30)

La idea fundamental sobre la que descansa la representacion de Fock es la expresién ante-
rior. Para llegar a la construccién final se ha de trabajar en una base de estados propios del
operador aniquilacién a. Como los operadores a y a™ no son hermiticos, sus autovalores por
la derecha (de haberlos) seran complejos, y s6lo los hay para a, como ya hemos visto en .

En la Seccién [2.1] se introdujeron varias familias de estados propios del operador aniqui-
lacién, pero todavia no sabemos cudl de ellas es la que nos ayudara a construir el espacio
en cuestion. Se tiene que para todas ellas se verifica

alz) =z|z), (zlat =7 (2], (2.31)

luego realizando la sustitucién z — Z se tiene
alz) =z|z), zlat = 2 (z|. (2.32)

De esta forma, proyectando la expresién por la izquierda sobre (Z| se obtiene
(Zlo) = (co+ c12 + e22® + c32° + ... (2]0), (2.33)

y, por tanto, se pueden representar los elementos del espacio de estados por medio de
funciones de variable compleja

p(z) =co+erz+ ez + ez +..., (2.34)

que en definitiva, por ([2.33)), se corresponden con el cociente (z|¢) / (z|0). Por sencillez de
las expresiones involucradas, se decide utilizar los estados coherentes de Schrodinger, ya que
para estos (z|0) = 1, ver (2.3)), y, por tanto, dicha funcién de variable compleja se puede
expresar simplemente como

{Zlp) = ¢(2). (2.35)

Si se tomaran los estados coherentes normalizados o esténdar, por ([2.4)), se podria escribir
5 (Z]0) = exp(— 2|? /2), y, en consecuencia, se tendria s (Zlp) = exp(— |2)? /2)¢(z). Esta
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18 CAPiTULO 2. EL ESPACIO DE FOCK-BARGMANN.

eleccién conduciria, sin duda, a los mismos resultados, pero complicaria la escritura de las
expresiones, y, por tanto, no es conveniente. Queda asi patente el motivo por el que intro-
dujimos unos estados coherentes no normalizados, como son los de Schrodinger, y es que
van a ayudar a hacer la notacién mas sencilla y compacta.

De esta forma, se ha asociado a cada ket una funcién de variable compleja ¢(z). Esta
funcién, como se ha visto, se puede escribir como un desarrollo en serie de potencias, por lo
que estamos ante una funcién analitica. Ademads, como se sabe por la construccién de los
estados coherentes en que existen autovectores por la derecha de a para todo z € C, se
puede efectuar el procedimiento anterior para cualquiera de esos z, y, por lo tanto, la serie
debe converger para todo z € C. De aqui se deduce que para que ¢(z) pueda representar a
un ket con sentido fisico tiene que ser analitica en todo el plano complejo, es decir, ha de
ser una funcién entera.

Otro punto importante va a ser encontrar la accién de los operadores creacién y aniquila-
cién sobre en representacién de estados coherentes. Por la definicién de |z) como autofuncién
por la derecha de a con autovalor z, lo cual conlleva por que |Z) es autofuncién por
la izquierda de a™ con autovalor z, se tiene directamente

(zla lp) = 2 (Zlp) = 20(2). (2.36)

Por otro lado, para encontrar la accién de a sobre las funciones enteras de ([2.35)) se utiliza la
resolucién de la identidad (2.15)) y la expresion para el producto escalar de estados coherentes
de Schrodinger (2.5)), obteniendo

p(z) = (Zlp) =[C<ZW> (wle) du(W)Z/CeXP(W) (wlg) dp(w). (2.37)

A continuacién, derivamos ([2.37)) respecto de z, ya que se tiene regularidad suficiente como
para introducir la derivada dentro de la integral,

L) = [ wexpleaw) (1) dutw) = [ Glak) wle) dutw) = Glale). (239
En conclusion, se tiene
Flale) = = (zlo) = (o) (239

En definitiva, el espacio de Fock-Bargmann consistird en el conjunto de todas las funciones
enteras (z) que representan de esta forma kets con sentido fisico, atendiendo al razona-
miento anterior. En la seccién posterior se dotara a este espacio de producto interno (que
esté de acuerdo con el producto interno en el espacio habitual de los ket), para que alcance
la estructura de espacio de Hilbert. El motivo para querer darle esta estructura es, eviden-
temente, que le permita describir las mismas propiedades fisicas que podian ser descritas
en el espacio de funciones de onda inicial.

A continuacién, se procede a una descripcion matematica un poco mas detallada que
permita comprender con mayor profundidad las propiedades de este espacio. Las primeras
cuestiones que deben preocuparnos son la forma que toma el producto interno cuando
consideramos dicha representacién y céomo se hace de forma concreta el cambio entre la
representacion usual de coordenadas y la representacién de Fock-Bargmann.
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2.3. Construccion del espacio de Fock-Bargmann

Se procede, entonces, a la construccion del espacio de Fock-Bargmann, es decir, a dotar
de producto interno coherente con el de las funciones de onda de cuadrado integrable a las
funciones analiticas antes descritas y a describir el resto de propiedades matematicas que
hacen eficiente el uso de esta representacién para resolver problemas cudnticos. La construc-
cién de este espacio se puede encontrar en [I], traduciéndose esta en las siguientes paginas
a notacion ketorial, de forma que resulte més asequible para estudiantes de grado.

El paso que se requiere a continuacién de forma natural es comprobar si las familias de
estados coherentes son adecuadas para construir este espacio de funciones, es decir, si su
resolucién de la identidad sirve para representar el producto usual que las funciones de
variable compleja han de heredar del espacio de funciones de onda de cuadrado integrable.
Para ello, consideraremos que la familia adecuada verifica una resolucion de la identidad o
relacion de cierre respecto de cierta medida u en el plano complejo:

LB ae) = [ B e aE = [ 126 due) (2.40)

donde I es el operador identidad en el espacio de estados. Las igualdades anteriores se tie-
nen por la simetria del dominio de integracién. Se buscard una medida de Lebesgue pesada:
du(z) = p(x,y)dxdy = p(z,y)dz siendo z = = + iy y p(x,y) una funcién real positiva.
A continuacién, se determinard la expresion adecuada de dicha medida en el espacio de
funciones para que su producto interno sea el mismo que el del espacio de kets, que toma,
la forma de la medida de Lebesgue pesada por una funcién. Una vez hallada la medida,
comparando con la medida de las resolucién de la identidad se vera que es adecuada.

2.3.1. Producto interno

En primer lugar, como se acaba de indicar, se procede a determinar la medida p en el
plano complejo C que dé el producto escalar usual entre dos kets. Escribiendo el producto
interno introduciendo la resolucién de la identidad (2.40) se tiene

(flg) = /C (f17) (zlg) du(z / &) 9(2) du(z). (2.41)

Como se ha dicho antes, se busca una medida de la forma du(z) = p(z,y) de dy = p(x,y) dz
siendo z = = + iy y p(z,y) una funcién real positiva. Para ello, se utiliza de nuevo la
resolucién de la identidad , esta vez involucrando al operador a, introduciéndola en
dos posiciones distintas, la primera vez entre (f| y a, y la segunda entre a y |g),

(flalg) = /c (f12) (2] alg) du(z) = /(C (flal2) (zlg) du(2). (2.42)

A continuacién, se trabaja con cada una de las dos igualdades que aparecen en ([2.42))
separadamente, utilizando la accién de los operadores a y a™, (2.36) y (2.39). Téngase en
cuenta que, usando el concepto de derivada de Wirtingerﬂ la derivada parcial respecto de

2 En el plano complejo, C, se definen las derivadas de Wirtinger como los operadores diferenciales si-

guientes:
17} 1/0 .0 0 1/0 19}
s (om) woale i) (249
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20 CAPiTULO 2. EL ESPACIO DE FOCK-BARGMANN.

z tiene sentido también cuando se aplica a funciones no analiticas pero que son derivables
respecto de su parte real y su parte imaginaria. Esto se utiliza en la primera manipulacién de
(2.44)) para hacer aparecer la derivada parcial respecto de z del peso de la medida, utilizando
la regla de derivacion del producto para la derivada de Wirtinger:

4612 Flalahautz) = [ o 32 dute) = [ 76 546 oty

0 of
/ (fgp) dz—/fg pdz—/fgde-
0z @8z

El tercer sumando de la ultima igualdad de se cancela debido a que f(z) es una
funcién analitica, y, por tanto, f(z) es antianalitica, llevando a que su parcial respecto de
z sea 0. Ademas, suponiendo que las funciones no crecen demasiado rédpido en el infinito
se puede considerar que se anula también el primer término. Esto es razonable porque las
funciones que se quiere representar en este espacio son funciones de onda, es decir, funciones
complejas de cuadrado integrable; por lo que es de esperar que sean de cuadrado integrable
también segun el producto que se busca en el espacio de funciones analiticas, y, por tanto,
que no crezcan demasiado deprisa en el infinito.

(2.44)

Para la otra igualdad de , a través de , se puede escribir
/ (flalz) (zlg) du(z) = /C 27(2) 9(2) du(z) = /C T g(2) pley)dz (2.45)

y, por tanto, la condicién sobre la medida p(z) que nos va a permitir encontrarla es que se
verifique la igualdad entre el sumando que no se anula de (2.44]) y (2.45):

/fgap dz—/czfgpdz. (2.46)

Esto sugiereﬂ que debe cumplirse
——— =7Zp. (2.47)

Expresando la ecuacion anterior en términos de x e y, 2 = x + iy, y teniendo en cuenta la
expresion de la parcial respecto de z, que viene dada por la derivada de Wirtinger (2.43)),
en la nota a pie de pagina|2] se tiene

<8p Op

o ay) — (e~ i, (2.48)

de donde, recordando que se estd buscando p(z,y) real positiva, se pueden separar las
ecuaciones correspondientes a parte real y compleja, resultando en

o _
or

dp
—2xp, — = —2yp. 2.49
- (2.49)

Gracias a las ecuaciones de Cauchy-Riemann se tiene que, para funciones analiticas, 9/9z se corresponde
con la derivada compleja y 9/0%z se anula, y al contrario para funciones antianaliticas. A efectos, z y Z
actian como variables independientes. Se tiene regla de derivacién del producto usual. Se puede encontrar

mds informacién en [29]

3La ecuacién es suficiente pero no necesaria para que se cumpla la condicién , pero como
tan sélo se quiere encontrar una medida que describa adecuadamente el producto interno del espacio de
Fock-Bargmann no debemos preocuparnos demasiado de este asunto, ya que no necesitamos probar que la
medida que encontramos es la Unica viable. Lo que si que podemos pensar con esta eleccién es que estamos
tomando, sin duda, la medida més sencilla posible que satisface nuestras necesidades.
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De la primera ecuacién de se desprende que p(z,y) = A(y) exp(—22), y de la segunda
que p(x,y) = B(x)exp(—y?), por lo que, necesariamente, siendo ¢ una constante, se tiene
que

p(z,y) = cexp(—z? — y?) = cexp(—z2) = cexp(— |2[%). (2.50)
Esta es la expresion definitiva que asumiremos que tiene el peso para la medida de Lebesgue
que define el producto interno del espacio de Fock-Bargmann. Efectivamente, se comprueba
que la medida obtenida es la de la resolucion de la identidad de los estados coherentes
de Schrédinger, por lo que tomamos ¢ = 1/7 para que encaje con la medida buscada, .

De esta forma, se puede definir de forma definitiva el espacio de Fock-Bargmann como
el espacio de funciones enteras, es decir, analiticas en todo el plano complejo C, que tienen
norma finita, por la norma

[PAISSRVAVAV DR (2.51)
dada por el producto
U =+ [ @@ e e an =1 [P e e

Ejemplos

A continuacion, a modo ilustrativo, presentamos una serie de funciones enteras habitua-
les y comprobamos si estas van a pertenecer o no al espacio de Fock-Bargmann, es decir, si
tienen norma finita segun el producto interno que se acaba de calcular. Se ha de comprobar
que

wIF1? / £ P du(z) / FEP e dz < oo (2.53)

Ejemplo 1: En primer lugar probaremos con polinomios. Gracias a la desigualdad
triangular basta con probar con los monomios. Tomando f(z) = z", para ellos la expresién
anterior se puede escribir

o0
T ||f||2 = / |z|2" e P dy = 27T/ r2ntle=? g — rpl < 0. (2.54)
C 0

Por tanto, los monomios estdn en el espacio de Fock-Bargmann, y, como se indicé antes,
por la desigualdad triangular estdn también todos los polinomios.

Ejemplo 2: Las otras funciones elementales que vamos a mencionar ahora son las
. n .
exponenciales f(z) = e**, con a € C. Para ellas se tiene

. oo
7 ||f]1? :/ |e°‘zn|26_|z‘2dz = / re2r" Re(ae®)=r? g, gy < 27r/ re2r"lel="* gy, (2.55)
C C 0

La cota que se acaba de presentar asegura que f(z) = e®*" pertenece al espacio de Fock-
Bargmann en el caso que n < 2 o bien si n = 2 y |a| < 1/2. Sin embargo esta cota no
permite garantizar nada para n > 2, habria que hacer un detalle més fino. No lo hacemos
aqui porque en vista de los argumentos que se desarrollardan posteriormente quedara claro
que tanto para n > 2 como para n = 2y |a| > 1/2 estas funciones no estén en el espacio
de Fock-Bargmann.
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Para acabar, al igual que la conclusién obtenida antes para los monomios permitié de-
ducir que los polinomios tenian que pertenecer al espacio de Fock-Bargmann, la actual
discusién sobre la exponencial sirve para asegurar que funciones trigonométricas y trigo-
nométricas hiperbdlicas del tipo sin(az™), cos(az™), sinh(az™) o cosh(az™) pertenecen al
espacio de Fock-Bargmann bajo las mismas restricciones sobre n y a que para las exponen-
ciales, ya que se pueden escribir como combinaciones lineales de ellas.

2.3.2. La transformacién integral (Z|z)

Ahora, se quiere determinar cudl es la forma de la transformacién (Z|x) que relaciona
para un ket dado |f) la funcién en representaciéon de Fock-Bargmann (Z|f) con la funcién
en representacién de coordenadas usuales (z|f). Para evitar la confusién con la notacién
se denotard ¢ (x) = (z|f), mientras que, como ya se ha visto en , para la funcion
entera se tendrd f(z) = (z|f). La transformacién buscada, al introducir la resolucién de la
identidad para la coordenadaﬁ x, viene dada por

f(2) = (Elf) = /R (2l2) () f) di = /R (2le) ¥(z) da. (2.57)

Para obtener (z|z) se considera (z|a™ |z) y se aplica el operador, recordando la definicién
(1.7), hacia cada uno de los dos lados, obteniendo

2 (ele) = (el Lo = @ 5 ) = 5
Andlogamente, se procede con (Z|a |x), escribiendo

o _ _ _ X +1iP 1 0\ _

52 Gl =Glal) = (71Dl = s (o= 2 ) ). (259)

De esta forma, se pueden separar las derivadas parciales respecto de cada una de las variables
de las ecuaciones (2.58) y (2.59), obteniendo

0
a0 ¢

x+ (;1) (Z|x) . (2.58)

0
Z|a) = (zﬁ - m) (z|z) = (zl2) = (m/é - z) Zlz).  (2.60)
z
Integrando la primera ecuacién de (2.60) se obtiene (Z|z) = A(2)exp(zzv2 — 2%/2), e
integrando la segunda (z|z) = B(x) exp(zxv/2—22/2), de forma que, siendo C una constante,
podemos escribir

(Z|x) = Cexp (z:): 2— (2 + x2)/2> , (2.61)

ademds, conjugando y haciendo el remplazo z — Z se tiene que (z|z) = (Z|x).
De nuevo, la eleccién de la constante no sera arbitraria, sino que estara supeditada a la
eleccion de estados coherentes que hemos tomado. Démonos cuenta que lo que acabamos de
calcular no es otra cosa que la representacion en coordenadas = de los estados coherentes
que veniamos utilizando. Por ello, para calcular la constante basta recurrir a la expresion

4Conviene recordar que |z) son los kets propios de X, no de X. Esto conduce a que

(Pl X|z) =z (plz), (| Plr) = —ia% (plz) . (2.56)
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(2.5)) y efectuar las operaciones de la manera que sigue, introduciendo la resolucion de la
identidad o relacién de cierre para la coordenada =,

2’2

(2]2) = /R (2]} (@]2) da = /R 1O exp (\/§(z + ) a? - '22> dx
= IC\Q/Rexp (— (fv - Z:/L; : > dx (2.62)

— |C exp(|2]?) /R exp <— (a: - %)) do = /7 |CPexp (122),

donde la ultima integral se ha efectuado dando por conocida la integral de una gaussiana.
Por otro lado, como indica que (z]z) = exp(|z|?), comparando con , se tie-
ne |C| = 1/¥m, que es el valor que buscdbamos salvo una fase que elegimos igual a 0,
C = 71/ Este mismo procedimiento se podria repetir de forma analoga en el caso de mas
dimensiones.

o |+

[\

N———
no
v
D
X
3
VR
—
I}
o |+
&
(Y]
[
N
(3]
o |+

Queda definido, por tanto, el procedimiento expreso para convertir las funciones de
onda usuales en funciones enteras del espacio de Fock-Bargmann sin necesidad de recurrir a
series de potencias, sino a partir del nticleo integral . Esto es uno de los elementos clave
de esta representacion, ya que supone una forma asequible, analiticamente o numéricamente
dependiendo del caso, de representar las funciones de onda. Por otro lado, queda completa
la representacion en coordenadas de los estados coherentes de Schrodinger de la forma

_ 1 2% + x?
(Z|x) = (x|z) = —171 OXP (zx 2 — 5 ) . (2.63)

Dotados de estos resultados podemos pasar a hacer alguna representacién grafica de los
estados coherentes.

2.3.3. Representaciones graficas de estados coherentes

A partir de la expresién para (z|z) que se acaba de obtener se puede hacer alguna repre-
sentacién grafica mas ilustrativa de como son los estados coherentes, ya que esa expresién
se corresponde precisamente con su representacién en coordenadas. Introduciremos a con-
tinuacién un nuevo concepto, que es conocido como transformada de Wigner o distribucion
de quasiprobabilidad de Wigner. La referencia principal que usaremos para enunciar los re-
sultados serd [17] de G. Folland, aunque el articulo histérico que lo introdujo fue [34], de
E.P. Wigner. Dada una funcién de onda en una dimensién espacial f(x), se define la funcién
de Wigner asociada a ella como la siguiente funcién en el espacio de fases (z,p),

fivtan) = = [ 9 @ +6) F—) de (2.64)

T
En primer lugar, ha de justificarse la introduccién de esta construcciéon un tanto extrana.
La necesidad que conduce a ella es que el principio de incertidumbre de Heisemberg impone
un limite a la precisién con la que posicién y momento pueden determinarse en un estado,
por lo que no tiene sentido hablar de funcién de distribucién conjunta de esas variables,
ya que si existiera se podrian determinar con arbitraria precisiéon probabilidades de que la

TRABAJO DE FIN DE GRADO JESUS DUENAS PAMPLONA



24 CAPiTULO 2. EL ESPACIO DE FOCK-BARGMANN.

particula esté en un rango de posiciones y momentos arbitrariamente pequenos. Por esta
razon, Wigner traté de crear la herramienta méas parecida a una distribucién de probabili-
dad conjunta que se pudiera, dando con esta transformacién.

En [I7] se atribuye a Bruijn una muy sugerente interpretacién de lo que hace realmente
la distribucién de quasiprobabilidad de Wigner. Dice que, siendo f(¢) la funcién que repre-
senta la amplitud de vibraciéon en un punto del espacio por el que pasa una onda actustica, y,
siendo f (w), su transformada de Fourier temporal, esta representa la sintesis de la vibracién
a partir de frecuencias puras. Sin embargo, en una partitura musical no estd plasmada ni
f ni f , sino una “gréfica” (partitura) que muestra simultdneamente tiempos y frecuencias.
Por eso Bruijn llamé amigablemente a fyy (¢,w) la “partitura musical” de la funcién f(t).

La propiedad clave que hace que dicha distribucién sea representativa es que si se integra
Unicamente en el momento o en la posicién, se obtiene la funcién de distribucién en el otro
espacio. Esto se prueba a partir de (2.64)) haciendo el cambio de variables u = z+&, v = z—¢:

[ twtepde= = [ 2 @) T g ds da

_ 1
_27rﬁ

(s L) (oo [emmrwan) = |

donde con f(p) se ha denotado la transformada de Fourier que se utiliza normalmente en
Mecénica Cuéntica, y que no es otra cosa que la representacién en el espacio de momentos,

e_ip“/hf(u) e~ v/l f(v) du dv

2
|

(2.65)

flp) = e P/ f () da (2.66)

F

Ahora, si se integra fy(x,p) sobre el espacio de momentos se tiene, utilizando que la
transformada inversa de Fourier de una onda libre es una delta de Dirac,

/fwxp /fx+£ x—o/‘QMm@&

(2.67)
:iéﬂaﬂm+®fu—€M£:U@W

Una vez que se dispone de esta herramientaﬂ y de su interpretacion razonable, se puede
proceder a hacer algunas graficas. Ademds, los calculos que acabamos de hacer nos indican
perfectamente quién debe ser la funcién f(z) para representar nuestras funciones de onda:
la representacion en coordenadas x. No debe llamar la atencién que fy(z,p) pueda tomar
valores negativos en ciertos casos, aunque no lo hara en el que presentaremos a continuacién,
ya que lo que tiene interpretacion fisica es su ‘proyeccion’ (integral) sobre los ejes x o p, que

ya hemos visto en (2.65)) y (2.67) que no pueden ser negativos.

®Las demostraciones (2.65) y (2.67) presentan alguna sutileza matemética en la que no fijaremos la
atencién. En principio no tenemos garantizada la convergencia absoluta de fR fw (z,p) dz, fR fw (z,p)dp,
pero como esto se puede solucionar favorablemente lo pasaremos por alto.
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Consideremos un estado coherente de Schrodinger |z), y sea i(x) = (z|z), cuyo valor
viene dado por . De esta forma, usando pero teniendo en cuenta que las coor-
denadas que se estén utilizando a lo largo de todo el trabajo estdn adimensionalizadas (lo
que conduce a la desaparicién de las h), tenemos

Y (x,p) = # /Rezipf exp <zﬁ(w +&) =222 — (z+ 5)2/2)

xexp (V2 (2 — €) = 2%/2— (- €)*/2) de
1 —2ip 7 B 22 472
ZTF;J,/Q/]R@ ? geXp<\f2x(z+z)+\@§(z—z)—2—352_52) d(f. |
2.68

Para simplificar la expresién anterior se recurre a agrupar cuadrados, teniendo que es igual
a la siguiente expresién

2
ol

o) = Spe 0B ) [T (269)
13/2 R

De las cuatro exponenciales que aparecen en la factorizacién (2.69) las tres primeras no
dependen de &, y la cuarta es una integral gaussiana con un desplazamiento complejo, que
vale /7, de forma que se tiene que

2
ol

Yw(z,p) = exp [— (x —V2Re z) 1 exp [— (p —v/2Im z) 2} (2.70)
De esta forma, ya se puede proceder a hacer las siguientes representaciones graficas. Dada
la forma de , se observa que el factor el proviene de que se ha hecho el cédlculo con
los estados coherentes de Schrodinger, que no estdan normalizados. Si se hubiera hecho con
los estados coherentes estdndar simplemente no hubiera aparecido ese término. Como era
de esperar en vista de y , los términos que aparecen restando a x y a p son los
valores esperados de la posicién y momento adimensionales.

Estos cédlculos van a poder ilustrar las érbitas descritas en la Figura [2.1] ain mejor, ya
que nos van a permitir dibujarlas en el espacio de fases. Eso es justamente lo que hacemos
a continuacién. Por sencillez, se toma el estado coherente ‘\/§>St y se le hace evolucionar

conforme dice la ecuacién 1} De esta forma, si el estado at =0 es ’z = \/§>st sucesiva-
mente ird pasando por los estados ‘z = \@z’>st parat = 7/(2w), ‘z = —\@>St parat = 7/w,
|z = — 2i>st para t = 37/(2w) y finalmente volverd a |z = \/§>st a tiempo t = 27 /w.

Se puede observar en la Figura[2.2] como el estado coherente estdndar en la representacion
de Wigner da vueltas peridédicamente alrededor del origen de coordenadas al evolucionar
temporalmente de acuerdo con la expresién

1 i\ 2 )\ 2
Y (t)(z,p) = —exp [— (x — V2Re (ze™ )) ] exp [— (p —V2Im (ze™ )> } . (211
T

Resulta también ilustrativo ver qué formas toman las representaciones en coordenadas
de estos estados. Como es de esperar, se trata de gaussianas. A partir de (2.63)) se obtiene

(z]2)]? = ﬁ exp (22w Rez — o” — (Re2)” + (Im2)?) (2.72)
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y, por tanto, premultiplicando por el factor e*|z|2, que es el factor de normalizacién que
diferencia a los estados coherentes estdndar (2.4) de los de Schrodinger (2.3)), elevado al
cuadrado, se obtiene:

1
|<a:|z>st]2 = 13 OXP (2\/§mRez — 22 — 2(Re 2)2) . (2.73)

Esto es lo que se hace en la Figura a partir del estado inicial |z = —2),, cuya evolucién
temporal viene dada explicitamente por la sustitucién z — ze™* en . Se elije represen-
tar [(z|z) st]2, es decir, esa magnitud para estados coherentes estandar, ya que es para estos
para los que esta magnitud tiene sentido fisico como densidad de probabilidad de presencia.
Cabe destacar que las magnitudes involucradas en la representacién (salvo el tiempo) son
adimensionales, por lo que la carencia de unidades est4 justificada. Por otro lado, se ha pre-
ferido indicar el estado coherente |z = 2)_, en vez de |2),, para evitar la posible confusién
con los estados niimero.

(a) Estado coherente |z = \/§>St, ent=0. (b) Estado coherente |z = \/§i>st, ent =m/(2w).

=02 U
< '
0.1 P
§ TGN 4
02 2
_ 0
2 9 2 p

2 4,

X

(d) Estado coherente |z=—v2i) , en t =

= st?
ent=7/w. 3/(2).

(c) Estado coherente |z = —v/2)

st?

Figura 2.2: Representacion de la distribucién de quasiprobabilidad de Wigner para la evo-

lucién temporal del estado coherente que en t = 0 es }z = \/§>S .
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0.5

0.4

2

0.3

[(]2) o]

Figura 2.3: Evolucién temporal del estado coherente que en ¢ = 0 toma la forma |z = —2) ,
en representacién de coordenadas .

2.4. Propiedades del espacio de Fock-Bargmann

En vista de la exposicién precedente se puede definir el espacio de Fock-Bargmann como
el conjunto de funciones analiticas enteras f(z) que tienen norma finita, siendo la norma
la definida por el producto interno en . En primer lugar, cabe preguntarse cémo se
puede expresar el producto interno en funcién de los coeficientes del desarrollo en serie de
la funcién analitica. Considérense entonces las funciones enteras f(z) y g(z),

f(z) = Zanz”, g(z) = anz”. (2.74)
n=0 n=0

Al efectuar el producto nos va a aparecer la misma integral que ya se traté al calcular la
resolucién de la identidad de |z) (z| en (2.13)), y la cual evaluamos directamente porque ya
la hemos calculado. Haciendo el cambio requerido a coordenadas polares z = pe? se puede

escribir, a partir de (2.52)),

_ —|2? 1 &
e 2
flg :/fz g(z dz = — anbm/znzmez| dz
o) = [ TG o) = 1 i |
| o o ’ . - (2.75)
= — an bm 6’i9(m—n) de/ pn+m+1€_p2 dp = Zn'an bn’
Trn,m:() 0 0 n=0

que es la expresion que se queria hallar. Disponiendo de esta expresién cabe preguntarse
por conjuntos ortonormales que ayuden a describir adecuadamente este espacio. A primera
vista surge que el conjunto de funciones

un(2) = (zlun) = (2.76)

2
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son efectivamente ortogonales entre si y, ademds, estan normalizados, como se puede com-

probar a partir de (2.75):

(Up|um) =

donde 6,,,, representa la funcion delta de Kronecker, que vale 1 cuando n = m y es idénti-
camente nula en el resto de casos.

Ademsds de lo anterior, se tiene que si todos los elementos de este conjunto son ortogo-
nales a un elemento del espacio entonces todos sus coeficientes tienen que anularse y, por
tanto, forman de hecho un conjunto ortonormal y completo. Este conjunto hace el papel de
una base en el sentido hilbertiano usual del espacio, y se van a poder describir los elementos
de dicho espacio en términos de este conjunto.

2.4.1. Algunas desigualdades

A partir de la expresién del producto interno que se ha obtenido en funcién de los
coeficientes (2.75]) se pueden deducir algunas desigualdades muy ttiles que deben verificar
las funciones del espacio de Fock-Bargmann. El primer ejemplo de ello es

o0 ni2 )
(Z\anz"\) (ananr?) (Z - ) = |fI7 e, (2.78)
n=0 n=0

donde la ultima de las desigualdades de la cadena anterior se obtiene aplicando la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz. De forma similar se obtiene una desigualdad para la derivada de
cualquier funcién del espacio de Fock-Bargmann,

2 o0 2 o )
S| =[S+ Dewn| < (Zml) anl w)
n=0 =0
00 ~ o
< <Z<n+ 1 |an+1|2) (Z <n+3!l>
= ZZO 2 (2.79)
= <nz::1n' |an|2> (Z_: Zn! X Zn Zn! >
<

2 (o= 2" !z”“! e 2\ s
T D= Z LA (1 + 121)
n=0 ’

Continuando con este procedimiento se podrian conseguir cotas para derivadas de érdenes
superiores.

Este tipo de cotas son muy habituales en espacios de Hilbert de funciones analiticas,

y arrojan consecuencias como que la convergencia en norma implica convergencia puntual.
Esta se obtiene a partir de (2.78)), aplicandola en la diferencia de dos funciones del espacio:

1f(2) — g(2)] < 2| f = g]. (2.80)

GRADO EN Fisica UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



SECCION 2.4. PROPIEDADES DEL ESPACIO DE FOCK-BARGMANN. 29

Sin embargo, la consecuencia méas importante de la desigualdad es que hace que
el espacio de funciones analiticas con ese producto interno sea un subespacio cerrado del
espacio de funciones de variable compleja de cuadrado integrable, y por tanto, herede la
propiedad de ser espacio de Hilbert. Ademads, la desigualdad también asegura que la
evaluacion de funciones analiticas del espacio de Fock-Bargmann en cualquier z € C es una
funcién continua como funcién de f, es decir, que estamos ante lo que se denomina un espacio
de Hilbert con nicleo reproductivo [12], que es como se llaman usualmente los espacios de
Hilbert en los que el funcional de evaluacion es continuo. Precisamente la transformacion
(z|w) que se describira en el apartado siguiente es la que hace la funcién de niicleo integral
del funcional de evaluacion.

2.4.2. Vectores principales

Los estados coherentes |z) son muchas veces llamados vectores principales en el lenguaje
de los espacios de Fock-Bargmann, y gracias a la notacién ketorial es muy sencillo darse
cuenta que representan efectivamente funciones analiticas y como se relacionan entre ellos.
Utilizando , y siendo w € C se tiene la siguiente representacién en serie de potencias:

(w|z) = e¥% = Z w” zn. (2.81)

|
0 n:

Cabe ademés destacar que (w|z) ademés de tratarse de una funcién analitica como funcién
de z, es antianalitica como funcién de w. Por tanto, retomando el comentario anterior sobre
espacios de Hilbert con nicleo reproductivo, esa exponencial e¥? es la sencilla forma que
toma el nicleo integral del funcional de evaluacién. Esto no es otra cosa que , es decir,

f(z) = (z1f) Z/C<Z\w> (@lf) dpw) :/Cewz]v(w) dp(w). (2.82)

2.4.3. Operadores lineales y continuos

Cabe a continuacién preguntarse cémo actiian y se representan los operadores lineales y
continuos que estamos habituados a ver trabajar sobre el espacio de kets en la representacion
de Fock-Bargmann. Con la ayuda de los estados coherentes de Schrodinger se van a poder ver
como transformaciones integrales. Sea A un operador en el espacio de estados. Veamos cual
es la representacién de Fock-Bargmann del estado transformado de |f) y de (f|, utilizando
la resolucion de la identidad ,

MAW=AMMMMﬁWM=AMAMﬂmwM, (2.83)

WAM=AMMMM@WM=LWAMﬂMWM- (2.84)

El siguiente paso es preguntarse por la naturaleza del nicleo de las transformaciones que
han quedado plasmadas en las ecuaciones anteriores: (z| A|w) o (w| A |z).

Es claro que ambos son complejos conjugados. El segundo de ellos, (w| A |z), si lo mi-
ramos bajo el lenguaje del espacio de Fock-Bargmann, nos dice que es el valor en el punto
w de la funcién analitica que es representada por A|z). De esta forma, como A|z) es un
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elemento del espacio de Fock-Bargmann por ser el transformado de |z) por A, se tiene que
(w| A|z) es una funcién analitica de w. Si, en cambio, se mira a (z| A [0), se deduce que
este es funcién antianalitica de z, y por tanto (@] A |z) es funcién analitica de z, por ser su
conjugado.

Se observa, ademads, que para el operador identidad, el nticleo integral se reduce al ya
conocido (@]z) = 2, (2.5)). Inclusive, debido a que [|(z| A ,[|4]2)]|* < oo, se tiene que las
integrales siguientes son finitas:

/ (2| Afw)|* du(w) = II(=| A%, / (@ Al2)” dp(w) = (A1) (2.85)
C C

También es inmediato hallar el nicleo integral de la composicién de dos operadores Ay B
introduciendo la resolucién de la identidad ([2.15):

<w‘AB‘w’>:/C<w‘A‘z><z‘B|w'>d,u(z). (2.86)

La condicién de que un operador sea unitario AAT = AT A = I queda traducida gracias a

la expresién como
/C<w‘A{z><w"A|z> du(z) = /C <z{A’w><z‘A‘w'> dp(z) = (wlw') = v (2.87)

Estos son los resultados principales sobre operadores lineales y continuos que deben des-
tacarse en el espacio de Fock-Bargmann. Se observa que, una vez dotados de la adecuada
notacién ketorial, estos resultados parecen extraordinariamente sencillos.

2.4.4. Vuelta al espacio de estados

Para acabar la consideracién tedrica del espacio de Fock-Bargmann hay que dar cuenta
de cémo devolver las funciones enteras al espacio de estados coordenado usual, ya que
es de presuponer que la utilidad de este espacio es que algunos cédlculos mecanocudnticos
se realizan con mucha mayor facilidad en él. Es, por lo tanto, de vital importancia tener
capacidad de retorno al espacio de estados coordenado para poder hacer uso de él. Como
es natural, en virtud de lo anterior se considera para un estado |f) con funcién de onda en
representaciéon de coordenadas (),

(x) = (2l f) = /C (2[2) (21 f) dp(z) = /C ([2) £(2) du(2). (2.88)

Sin embargo, por desgracia, la cosa no acaba ahi. La convergencia de la integral que aparece
no estd asegurada porque (x|Z) no es el conjugado de una funcién analitica del espacio de
Fock-Bargmann. Por suerte, esto se puede arreglar considerando un limite que, a priori, no
conmuta con la integral

A—1

P(x) = (z[f) = lim . (z[z) f(A2) du(2), (2.89)

donde el limite en A ha de entenderse como limite en el sentido de la norma del espacio
de Fock-Bargmann de funciones analiticas. Este resultado no es inmediato, y requiere de
algo mas de maquinaria de la que hemos desarrollado en el presente trabajo. Para el lector
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SECCION 2.4. PROPIEDADES DEL ESPACIO DE FOCK-BARGMANN. 31

interesado, la prueba puede encontrarse en el articulo original de Bargmann [I], teniendo
en cuenta los cambios de notaciéon que hay entre el articulo y este trabajo, que se deben a
tratar de presentar los resultados con la notacién ketorial habitual de estados coherentes.

Si se definen de esta manera operadores entre los espacios de funciones involucrados
A A1
f — d} ? fa

se tiene, ademés de que A es una isometria, que A es un operador unitario, es decir, que
A~! es su operador adjunto. También se puede definir el operador A, en vez de a partir de
(2.89), mediante la expresién siguiente, donde el limite tiene el mismo significado que acaba
de explicarse:

o) = lim [ (af2) f(=) du(2), (2.90)

o— 00 |Z|§O’

la cual puede ser més 1til a la hora de computar las funciones involucradas. Esta expresion,
que aqui se presenta sin prueba, se puede encontrar en [I].

2.4.5. Orden y tipo de las funciones enteras

Existen dos caracteristicas de las funciones enteras, el orden y el tipo, que son de mucha
utilidad para trabajar con el espacio de funciones que se ha introducido en este capitulo.
Es por ello que dedicamos esta tdltima seccién a sus definiciones y formas de calcularlos.
Su interés serd manifiesto en el capitulo siguiente. El crecimiento de una funcién entera es
descrito por dos pardametros (p,0), los cuales, en definitiva, describen cémo es el comporta-
miento de la funcién en cuestion en un entorno del infinito. El primero de estos nimeros,
p, es denominado el orden de la funcién entera. El segundo, o, es denominado el tipo de la
funcién. Si se define

M(R) = max IF (2l (2.91)

entonces el orden y el tipo de la funcién vienen dados por [4] 26] 31]

p:h'msupM azh’msupw.

) 2.92
R—0c0 InR R—00 kr ( )

Cuando se dispone de las expresiones de las funciones analiticas en funcion de los coeficientes
de sus desarrollos en serie

f(z) = Z anz", (2.93)
n=0

las expresiones anteriores resultan poco tutiles, y resulta mejor considerar las siguientes
expresiones, que son equivalentes:
nlnn

1
o=— lim nla,|”". (2.94)

= 1’
p nﬂoln(l/‘aﬂ)’ ep n—oo

Cabe resaltar que este concepto no es especifico de los espacios de funciones analiticas que
se utilizan en mecédnica cuantica, sino que es una propiedad general de las funciones enteras
que tiene gran relevancia en multiples &mbitos del andlisis en variable compleja [4], 26, [31].
Expresado en un lenguaje més intuitivo, decir que una funcién entera tiene orden p y es
de tipo o quiere decir que su comportamiento para z con médulo suficientemente grande es
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32 CAPiTULO 2. EL ESPACIO DE FOCK-BARGMANN.

equivalente a exp(o |z|?).

Es sencillo construir funciones enteras que tengan orden p y tipo o a partir de sus
desarrollos en serie. Considérese una funcién entera cuyo desarrollo en serie venga dado por

> =\ soep\n/p
f(z) = Zanzn = Z (T) 2" (2.95)
n=0 n=0
Para ellas se verifica facilmente que su orden y su tipo son
nlnn nlnn 1 oep
Im ——— = 1i = — Ii — =o. 2.96
A (1 Janl) e (/) (mn —Tnoep) 7 eprs"m — 0 (299

A continuacién, estableceremos una relacién de orden en los pares (p, o) que permite com-
parar entre si las distintas funciones enteras. Se dira que el crecimiento de una funcién dado
por (p, o) es mayor que (pg,00) si p > pp 0si p=pyy o > og. Se dird que es menor si no
es igual ni mayor.

Las funciones que pertenecen al espacio de Fock-Bargmann poseen una interesante pro-
piedad en lo que respecta a su orden y tipo, la cual ayudara a caracterizar funciones de onda
validas en numerosas aplicaciones. Resulta que todas las funciones enteras que pertenecen a
este espacio tienen crecimiento menor o igual que (2,1/2). Lo comprobamos a continuacién.
En el apartado de desigualdades se obtuvo el resultado , que puede reescribirse asi:

2
FEI < el (2.97)
Esto lleva a que M(R) < || f]| e®*/2, luego

Inln M Inl R?/2 In (1 R2/9

R—o0 InR R—00 InR R—o0 InR =2
(2.98)
Ahora bien, si el orden de una funcién es 2 entonces veamos que su tipo tiene que ser
menor o igual que 1/2. Para ello, recordemos la expresién obtenida para la norma de los

elementos del espacio de Fock-Bargmann en términos de los coeficientes de su desarrollo en

serie (12.75)),

oo oo
f2) =) an2", 1£17 = nllan]® < oo. (2.99)
n=0 n=0
Por tanto, por el criterio de convergencia de la raizﬁ tiene que verificarse que
lim ¥/n!|a,)?™ < 1. (2.100)
n—oo

Finalmente, aplicando la férmula de Stirlingﬂ se tiene que equivalentemente ha de verificarse

Im nja,|¥" <e. (2.102)

n—o0

®Dada una serie de nimeros reales Y oo @y, si se define A = limsup,,_,.. ¥/]axn|, entonces si A < 1 la
serie converge absolutamente y si A > 1 la serie diverge.
"La férmula de Stirling viene dada por
n!

lim ——— =1, 2.101
Jim B (2)" (2.101)

que habitualmente se expresa con la equivalencia n! =~ v/2wn (%)" para n suficientemente grande.
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En conclusién, por la definicién del tipo de una funcién entera en funcion de los coeficientes
de su desarrollo en serie se obtiene

1 1

oc=— lim nla,/*" < =, (2.103)
2e n—oo 2

que es lo que se queria obtener. Téngase en cuenta que esta condicién es necesaria pero no

es suficiente para garantizar la pertenencia al espacio de Fock-Bargmann.

Por otro lado, se tiene que toda funcién entera de orden estrictamente menor que 2
pertenece al espacio de Fock-Bargmann. Esto se desprende directamente de la definicién de
orden de una funcién , ya que supone que si f(z) es de orden p para cada € > 0 existe
una constante C' > 0 tal que

M(R) = ﬁé}é 1f(2)] < Cef™. (2.104)

Con esta desigualdad se puede acotar el cuadrado de la norma de la funcién (2.52)), de forma
que se puede escribir, pasando a polares z = pe'?,
2 > 2 —r? o [T opere 2
112 = 1715 = 2/ PM(r)%e dr = 20 / 2 g (2.105)
0 0

de forma que si p < 2 existe € > 0 tal que p+ € < 2, luego la integral converge, y, por tanto,
hace que f pertenezca al espacio de Fock-Bargmann.
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Capitulo 3

Aplicaciones

Este capitulo esta dedicado a mostrar algunas aplicaciones del espacio de Fock-Bargmann.
En las diversas secciones se calcularan espectros de ciertos hamiltonianos relevantes en Fisi-
ca. Se iran abordando en orden de dificultad creciente, partiendo del oscilador armoénico
cudntico hasta llegar a problemas de investigacién actual, como el hamitoniano de Rabi de
dos fotones, ilustrandose asi la vigencia de las herramientas que proporciona el espacio de
Fock-Bargmann.

3.1. El oscilador armoénico cuantico

En (1.11)) se expuso que el hamiltoniano arménico cudntico toma la forma

1
Hy, = hw <a+a - 2) . (3.1)
Este paradigmatico ejemplo es capaz de ilustrar la simplificacién que puede suponer aplicar
las herramientas desarrolladas en el Capitulo [2l Se van a buscar los kets |f) propios del
hamiltoniano con energia £ = hwE’. Por un lado, utilizando (2.36) y (2.39) se puede
escribir

M Lo fEd L )
Fl2E 1N = Elatel + 5 EN =2 Galn + 52 =2 L+ 12 (32)
De esta forma, la ecuacion diferencial a resolver es
af , . , 1
L= (5-3) 10, (33
la cual es de variables separadas, y se puede reescribir como
1
d(log f) = <E’ - 2> d(log ), (3.4)

y, por tanto, lleva a que, siendo C' una constante, las soluciones sean de la forma
f(z) = CF s, (3.5)

Como para pertenecer al espacio de Fock-Bargmann se requiere que estas sean funciones en-
teras, la condicién necesaria y suficiente que se debe aplicar sobre (3.5)) serd que el exponente
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36 CAPITULO 3. APLICACIONES.

de z sea entero, conduciendo a las conocidas energias

1
E:hwE':ﬁw(n+2>, conn=0,1,2,... (3.6)
Los estados propios correspondientes a estas energias son los monomios Cz", que, por
tanto, son las representaciones, una vez normalizados, en el espacio de Fock-Bargmann de
los estados nimero |n).

3.2. Modelos de Rabi

El modelo de Rabi fue propuesto por Isidor Isaac Rabi (premio Nobel de Fisica en 1944
por el descubrimiento de la resonancia magnética atémica) en 1936, en plenos albores de
la fisica cuantica, para describir la interaccién entre un campo electromagnético de una
sola frecuencia, por ejemplo, el confinado en una cavidad, y un sistema de dos niveles, pre-
sumiblemente un atomo. Este modelo ha vuelto a recibir especial atencion desde los anos
2000 [7, 24} 25], ya que contiene los fundamentos més sencillos de la interaccién entre luz y
materia.

Para introducir el hamiltoniano buscado se necesitan las matrices de Pauli, que vienen
dadas por las expresiones habituales:

(1) = (0F) (i h) e

junto con las de las matrices de subir y bajar niveles o y o_:

a+:<83>, @=<2 8). (3.8)

En el proceso de cuantizaciéon del campo electromagnético, como se puede encontrar en
[23, B2], se encuentra que el hamiltoniano total puede ser descrito como superposicién de
osciladores armonicos de distintas frecuencias. Esto conduce a que, en la descripciéon del
sistema interaccionante antes mencionada, al tratarse de una cavidad con una unica fre-
cuencia posible, el campo electromagnético pueda ser descrito por el hamiltoniano . El
hamiltoniano total que regira la evolucion del sistema estara compuesto por el hamiltoniano
de cada uno de los dos sistemas por separado: Awa'a para el foténlﬂ de frecuencia w que
interacciona con el sistema, (hwy/2)o, para el sistema de dos niveles atémicosEl, mas un
término de acople AH. El espacio de estados global donde se trabaja de aqui en adelante
es el producto tensorial del espacio de estados foténicos correspondientes a un oscilador
armoénico por el espacio de estados del sistema de dos niveles atémico.

HR:mwm+2?@+A% (3.9)

Para obtener la expresion del término de acople se requiere utilizar las expresiones cuan-
tizadas del campo electromagnético y del operador dipolo eléctrico. En [23] 32] se puede

!No se considera el término hw/2 que deberfa aparecer sumando al hamiltoniano del oscilador arménico
porque, al ser una constante, no anade dificultad a la resolucién. Esta constante deberd ser afiadida a las
energias propias que se obtengan.

2La magnitud fwo representa la separacién energética entre los dos niveles del sistema.

GRADO EN Fisica UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



SECCION 3.2. MODELOS DE RABI. 37

encontrar la expresion final, que viene dada por
AH =g(o~ +o)(a+a™), (3.10)

donde § es una constante con dimensiones de energia que mide la intensidad del acoplamiento
entre el fotén y el sistema de dos niveles. Haciendo g = 0 se obtendria el hamiltoniano para el
caso en el que ambos sistemas no interaccionan. El hamiltoniano completo es el denominado
modelo de Rabi y queda expresado como

hw
Hp = ma+a+7°az+g(a— +o)(a+a"). (3.11)
Para operar de forma mds cémoda con el hamiltoniano (3.11)) se trabajara con este dividid(ﬂ
entre hw, renombrando las constantes como § = WOQ/ 2y g=g/(hw), de forma que
Hr=aa+ 60, +gozla+a™). (3.12)

Merece la pena destacar que las constantes § y g son adimensionales. Este hamiltoniano
es habitualmente dificil de tratar de forma exacta, y es por ello que Jaynes y Cummings
[20] propusieron una simplificacién a través de la denominada aprozimacion de onda ro-
tante (RWA). Esta aproximacién supone despreciar en el hamiltoniano los términos que
oscilan rapidamente, que son los que tienen mayor contribucién cuando la frecuencia del
campo electromagnético aplicado estd alejada de la frecuencia de resonancia del sistema
de dos niveles, y se corresponden con oy a™ y o_a~. De esta forma, a partir de , el
hamiltoniano de Jaynes-Cummings queda expresado como

fuww
Hic = hwata + TOUZ +g(ora+to_at), (3.13)

y, de nuevo, al dividir entre fuw para adimensionalizar y renombrar las constantes podemos
escribir

Hjc=a"a+60,+g(ora+o_a'). (3.14)

En esta aproximacién los términos que quedan en el hamiltoniano de acople o interaccién se
pueden entender perfectamente como los dos procesos de resonancia tipicos de un sistema
de dos niveles: la absorcién (aniquilacién) de un fotén pasando el sistema de dos niveles al
nivel de mayor energia y la emisién (creaciéon) de un fotén pasando el sistema de dos niveles
al nivel de menor energia.

En dltimo lugar en este capitulo se presentard el modelo de Rabi de dos fotones. Este
modelo se corresponde a la interaccién de un sistema de dos niveles, de nuevo presumible-
mente atémico, con un estado entrelazado de dos fotones. La deduccién del hamiltoniano
es andloga a la anterior, sélo es que ahora el campo eléctrico que aparece en el término de
acople se corresponde a un campo asociado a un estado de dos fotones:

Hyp=a"a+60,+qgo, ((a+)2+a2) . (3.15)

3Esto no origina problemas porque w # 0, ya que w = 0 supondria la ausencia de campo electromagnético.
Operacionalmente es lo mismo que hacer hw = 1, pero conceptualmente es mas correcto. De esta forma, se
denotard con H los hamiltonianos originales frente a los que estén divididos entre fw, que se denotardn por
H, y los cuales son adimensionales.
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38 CAPITULO 3. APLICACIONES.

Este tipo de procesos tienen importancia en fisica del estado sélido [3]. En este modelo,
si se aplicase la aproximacién de onda rotante emergerian en el término de acople los dos
procesos que resultan caracteristicos: la absorcion de dos fotones junto con el paso del atomo
al nivel energético superior y la emisién de dos fotones junto con el retorno o desexcitacién
del 4tomo al nivel menos energético.

3.3. Modelo de Jaynes-Cummings

El siguiente modelo que vamos a tratar por medio de representacion de Fock-Bargmann
es el hamiltoniano (3.14]) de Jaynes-Cummings,

Hjc=a"a+60,+g(ora+o_at), (3.16)

va que es el mas sencillo de los tres presentados en la anterior seccion, al contar con la
aproximacién de onda rotante (RWA). En representacién de Fock-Bargmann cada una de las
dos componentes se corresponderd con una funcién analitica, (Z|¢1) = ¢1(2), (Z|p2) = p2(z).
Las autofunciones seran un producto tensorial correspondiendo a las dos componentes del
sistema de dos niveles, y (Z|f) se corresponderd con la funcién analitica f(z): C — C? que
tiene por componentes a las anteriores:

n=lee (o )+lee (). s@=En=-(28) e

Andlogamente a como se hizo con el oscilador arménico, se trata de escribir la ecuacion de
autovalores en la representaciéon de Fock-Bargmann, esta vez con (3.16)),

G Hye |f) = 22 (2) + 60-7(2) +9 (o—+j’;<z> + azf<z>) — Bf(2), (3.18)

lo cual se puede escribir directamente en forma de sistema como

L) L 5= Ben(=) + 922 () =,
ddz dz (3.19)
22(2) = 0+ E)pa(2) + g701(2) = 0.

Para resolver el sistema se puede despejar ¢1(z) de la segunda ecuacién de (3.19)), obteniendo

1 ngQ 1 ng2 0+ E

— (22— (§+ E =_-r= . 3.20
)= (920 - 6+ D) = L 2@+ . e
Para introducir (3.20)) en la primera ecuacién de (3.19) hace falta calcular su derivada, que
es

(3.21)

d902
der 1d2p 5+ B\ 2y, &) —¢2(2)
dor - 1oz ( ) . |

dz g dz? - g 2
De esta forma, sustituyendo (3.20)) y (3.21)) en la primera ecuacién de (3.19)) se obtiene la

ecuacién diferencial que hay que resolver,

d2 (5 27d802 (Z) ©2 (Z) 5 d 52 2 d
_1d%p tEN T _0—FEdp —F gdez, \ _
e+ () 20+ )+ 120 <0,

22 gz
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la cual se puede reescribir como

d%py 2F + g2\ dys(2) 5+ FE — 6%+ E?
_ =0. 2

La teoria de este tipo de ecuaciones diferenciales en el plano complejo puede encontrarse en
[15 21, B3]. En esta ecuacién, se comprueba que z = 0 es un punto singular 1regula1E|7 y, de
hecho, es el inico. Bastard imponer que las soluciones de la ecuacién indicial’| sean nimeros
naturales para conseguir funciones enteras solucién. La ecuacion indicial resulta

N_QE+@+ DA+ (E+6)(E-6+1)=0. (3.27)

De esta forma, las raices de la ecuacién indicial (3.27)) son

2E+¢*+1+/RE+¢>+1)2—4(E+0)(E—-6+1)
5 .

A= (3.28)

Ahora, se procede a despejar la energia, asumiendo que A = n € N para buscar soluciones
que sean analiticas en todo el plano complejo. Para ello, se puede escribir,

(2n—QRE+¢*+ 1)’ = 2E+ @+ 1) —4(E+6)(E -6 + 1),

(3.29)
= n?—n@2E+¢*+1)=—(E+8)(E-d+1),
y de esta forma se llega a la ecuacién de segundo grado
E?+(1-2n)E+ (n®* —n—ng®>—6*+4) =0. (3.30)

Los posibles valores de E son

Eny = 1+ 2+612 E,_ = ! 2+612 (3.31)
nt — N 5 ng 5 , n— — N 5 ng 5 . .

De esta forma, podemos comprobar cémo varia el espectro al cambiar los parametros adi-
mensionales g y 6. Ademads, se observa facilmente que al hacer g — 0 se obtiene el espectro

4Dada una ecuacién diferencial lineal de segundo orden de la forma

om0 Lo ra@re =0 (3.2)

se dice que un punto zg € C es un punto regular si p(z) y q(z) son analiticas en un entorno de dicho punto,
se dice que es un punto singular si no es regular, se dice que es un punto regular singular si (z — z0)p(z) y
(z — zo)Qq(z) son analiticas en un entorno de dicho punto y se dice que es un punto irreqular si es singular
pero no es regular singular.

® Al probar soluciones para la ecuacién (3.24) de la forma

oo}

f(z) = (2 — 20) Z (z—20)" (3.25)

en un entorno de un punto regular singular zg € C se obtiene que A debe de ser solucién de la ecuacién
siguiente,
A+ (po — DA+ qo =0, (3.26)

que es llamada ecuacion indicial, y donde po y go son el término de orden 0 de los desarrollos en serie en torno
a zo de (z — 20)p(2) y (2 — 20)%q(2) respectivamente. Este método es conocido como método de Frobenius.
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del oscilador arménico mas la contribucion 0,0 del sistema de dos niveles, que es lo que se
espera obtener en el caso desacoplado. Recordamos de nuevo que para obtener la energia
real habria que multiplicar @ por hw y anadir la energia del estado vacio foténico. Por
simplicidad, representaremos @, ya que las magnitudes involucradas son adimensionales.

En las siguientes figuras se representa para distintos valores de § la evolucion de los
niveles conforme se varia la constante de acoplamiento g. Se observa que para distintos
valores de § se produce desplazamiento de los puntos donde se cortan los niveles energéticos.

I

0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
g g

(a) Representacién del espectro (3.31)) con § = 0.2 (b) Representacién del espectro (3.31) con § =
y g variando entre 0 y 0.8. En -rojo el correspon- 0.4 y g variando entre 0 y 0.8. En -rojo el corres-
diente a E,+ y en -azul a E,,_. pondiente a F,,y yen -azul a E,,_.

Figura 3.1: Espectro de H jo como funcién del acoplamiento.

6
5
4
3
K 24
11
0
-1 -1
-2 + + - -2 + + +
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
g g

(a) Representacion del espectro (3.31)) con § = 0.5 (b) Representacién del espectro (3.31]) con § =1
y g variando entre 0 y 0.8. En -rojo el correspon- y g variando entre 0 y 0.8. En -rojo el correspon-
diente a E,y y en -azul a E,,_. diente a E,y y en -azul a E,,_.

Figura 3.2: Espectro de Hjo como funcién del acoplamiento en casos resonantes.
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En la Figura [3.2] se muestran casos resonantes, es decir, en los que las frecuencias del
foton son multiplos enteros de la frecuencia del sistema de dos niveles. En estos casos,
cuando no hay acoplamiento g = 0 se tiene que a partir de cierto nivel estos son dos veces
degenerados y es el acoplamiento el que rompe la degeneracién.

Por dltimo, también quedan determinados los estados propios asociados a cada nivel
energético. La recurrencia que presentan [15, 21l B3] para obtener la serie solucién impli-
ca, debido a que en este caso (3.23) presenta zp(z) y z2q(z) constantes se vuelve trivial,
implicando que dado F,+ o E,,_ la solucién de es proporcional a

pa(z) = 2" (3.32)

Introduciendo esto en la segunda ecuacién de (3.19)) se obtiene la otra componente, y de
esta manera se obtienen los autovectores asociados a cada autovalor
En:t —n—90 Zn_l
f(z) = g : (3.33)

ZTL

En esta expresion ya esta patente que las autofunciones pertenecen al espacio de Fock-
Bargmann, ya que se trata de monomios. Utilizando la ecuacién (2.75|) se normaliza ficil-
mente la expresion, obteniendo

E,o —n—96

1 n—1
g ‘ . (3.34)

: VI (B’ 2

Volviendo a la notacién de kets, conociendo que los monomios normalizados (2.76)) se co-
rresponden con los estados nimero gracias a lo visto en la Seccién [B.I], se puede escribir

f(z)

ey (o) e () o

Ent—n—3 \/n—i— <M>
g

3.4. Modelo de Rabi de un solo foton

3.4.1. La ecuacién confluente de Heun

A continuacién se va a presentar el modelo de Rabi de un tnico fotén, utilizando el
hamiltoniano adimensional que se ha presentado en ([3.12)). La fuente bibliografica principal
de esta seccidn es el articulo [25]. Dado

Hr=a%a+ 60, +g(c™ +o)(a+ah), (3.36)

procedamos a escribir las ecuaciones diferenciales en representacién de Fock. En este ca-
so, serd mas sencillo tratar el sistema tras llevar a cabo una transformacién unitaria que
desacople parcialmente las ecuaciones. Se toma la siguiente

1 1 1 1
U:ﬂ<1 1)2\/5(02—%096). (3.37)
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De aqui que el nuevo hamiltoniano H R, el transformado de Hp (D por la transformacién
U (3.37)), quede expresado como

A 1
Hr=UVTHRU = 3 (0, + 0z) (a+a + 0, + gog(a+ a+)) (0, +0z). (3.38)

Teniendo en cuenta las siguientes identidades se puede operar sobre el hamiltoniano ((3.38|)
con mayor facilidad. Estas propiedades se desprenden directamente de las definiciones de
las matrices de Pauli (3.7)),

o2=1, o2 =1, 0.0, = —0,0, = 10y, (3.39)

y, por tanto, se tiene que

(0,4 0z)0, (0, +0y) = (0,+0z)+0.(I —0,0,) = 20,
(0,4 0z)0x (0,4 0z) = (0,40z)+0,(I —0,0,) = 20, (3.40)
(0. +0.)(0.4+0,) = o2+0240.0040,0. = 2I

Utilizando estas expresiones se puede reescribir el hamiltoniano H R 1) asi:
Hgp = ata+ 6o, +go.(a+at). (3.41)

En consecuencia, si se buscan autofunciones

n=tee (o )+e (). (3.42)

entonces la ecuacién diferencial (| Hg |f) = E (z|f) dada por (3.41)) queda escrita, en virtud
de (Z36) ¥ (Z39), como

(= +9) 22 (2) = (B — g2 (2) — 59a(2),

(= = )22 (2) = (B + 92)ual2) — 50 (2).

El primer comentario importante es que [22] establece que el orden de las soluciones ente-
ras de un sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes racionales esta acotado por
el grado maximo de los coeficientes. Es por esto que las soluciones enteras de este sistema
tienen necesariamente orden menor o igual que 1, y, por tanto, pertenecen al espacio de
Fock-Bargmann.

(3.43)

Por otro lado, hay que intentar reescribir estas ecuaciones de la forma mas tratable.
En primer lugar, hay que juntar ambas dos ecuaciones para dar lugar a una ecuacién de
segundo orden, como se hizo con el sistema de ecuaciones diferenciales que se obtuvieron
para el hamiltoniano de Jaynes-Cummings . De la primera ecuacién de , se

despeja 1o(2),

da() = TPy () - 2EIN ) (3.4

A continuacién, al sustituir esta expresion en la segunda de las ecuaciones de (3.43)) se
obtiene

2
(=~ 9) (—gwl(z) +(E—gz— 1)%(@ —(z+9) dd;/;l (z)> _ .
=(E+92)(E—g2)Y1(z) — (E+g2)(2 + g)%(z) — 8241 (2),
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v esta se puede reescribir finalmente como

2
dd:gl (2) + ((E+gz)(z +9)+ (B —gz—1)(z 79))%(2)

(o= = 9) + (B +g2)(E — g2) — ) un (=) = 0.

—(z=9)(z+9) (3.46)

Para poder analizar con mayor claridad sus puntos regulares singulares se va a efectuar
un cambio de variable y de funcién incégnita. El objetivo del cambio de variable es llevar
linealmente los dos puntos que van a ser regulares singulares, —g y ¢ a los puntos 0 y 1.
El objetivo de introducir el cambio de funcién incégnita es conseguir la forma final de una
ecuacion de Heun conﬂuenteﬁ [211, 30], y, por tanto, poder escribir las ecuaciones indiciales
de forma inmediata. Siguiendo ese pensamiento se plantea

z=g2y—1),  i(y) = exp(26%y)v(y). (3.50)

Estos cambios de variable e incégnita son perfectamente licitos al estar buscando soluciones
enteras de la ecuacion diferencial en cuestion. Para sustituir ha de tenerse en cuenta que
por la regla de la cadena se tienen las siguientes expresiones:

%(z) = 2lg<292v(y) + U/(y)) exp(26°y), (3.51)
2
%(Z) = 4; (4941)(3/) + 4% (y) + U"(y)) exp(2¢%y). (3.52)

De esta forma, al tener en cuenta también que

z—g=29(y—1), z+g=2gy, gz=g(2y—1), (3.53)

la ecuacién diferencial (3.46|) toma la forma siguiente:

— 4d%y(y — 1) 4}(49411(1/) + 497V (y) + v”(y))

+ (B+9*2y—1) 26y + (B = g*(2y = 1) = 1) 26(y — 1)) ;g(zg%@) +o(y) B9

~(20°( - 1)+ (E+ g2y — 1) (E—¢°(2y — 1)) = 0%) v(y) = 0.
5 Se denominan ecuaciones de Heun generales a las ecuaciones de la forma

df(z)+<1+ . )ﬁ(z)—l-&f(z):o, (3.47)

dz? z z—1 z-—a)dz z(z = 1)(z — 20)

donde «, S, 7, 6, €, q, zo son pardmetros complejos arbitrarios con las unicas restricciones de que zp # 0,1
y que los primeros cinco parametros estén relacionados por

y+d+e=a+p+ 1. (3.48)
Cuando en una ecuacién de este tipo se hace zop — oo se obtiene una ecuacion confluente de Heun, que viene
descrita por la forma
d? 6 d —h
Lo+ (2+25) Lo - 22E e -0 (3.9)

dz? z z—1)dz z2(z—1)

donde #, 4, q1, g2, h son pardmetros complejos. Asi como la ecuacién de Heun general (3.47) es de tipo
Fuchsiano, es decir, que todos sus puntos singulares son regulares singulares, no es asi en la ecuacién
confluente de Heun (3.49)), ya que el oo deja de ser regular singular y pasa a ser un punto irregular.
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A continuacion se reescribe la ecuacion diferencial ordenando los términos como
—yly — D" (y)+
+ (4 y - D +y(E+g* 2y —1) + (- 1) (E-g°(2y —1) - 1)) V'(y)
+ (~4g'yly — 1) + 2% (B +¢*(2y — 1)) +2¢°(y — 1) (E —g*(2y — 1) — 1)

—20°(y—1) = (E+¢°(2y— 1)) (E - g*(2y — 1)) 4+ 6%) v(y) =0.
(3.55)

Vamos a trabajar en primer lugar con el coeficiente de v/(y) en la ecuacién (3.55)), al que
denotaremos por kq:

ki=—4g"y(y - +y(E+¢*2y—-1)+ -1 (E-g*(2y—1)—1)
= 4%y -1 +y (E+ g +2—1)9") + (y - 1) (E+¢° — 295" — 1).

Para continuar operando se van a realizar unos cambios de constantes que nos faciliten el
trabajo porque agrupen expresiones que aparecen con frecuencia. Se introducen las nuevas
constantes o = 4g%2 y v = E + g%. De esta forma, el término anterior k; toma la forma:

(3.56)

Y 71
ki=—ayly—1)+yw+0-Dy-1) =yly— 1)(—a+ T T) (3.57)
Para el coeficiente de v(y) en (3.55)), que llamaremos ko, usando astutamente 1 = y— (y—1)
y utilizando que aparecen algunos sumandos que aparecieron en kp (3.57)), se tiene entonces
que

-1
kozy(y—l)QQ(—ﬂ+2#+2vT)—292(y—1)—E2+94(éyM+1)+52
2 2_|_ 4+52—E2 9 -1 2_2 2 _ 4_52+E2
:y(y_1)<vg g : L2000 =D9"—29" — g >
Yy — y
279° + ¢ + 0% — (v = 2%y + ¢)
=yly—1) 1
y_
L2 =197 =200 — g - 24 (00 277 + )
y
4a? — +52 2_42_52
:y(y_1)<’y(g N+ -4 >
y—1 (0

(3.58)

De esta forma, sustituyendo (3.57)) y (3.58) en (3.55)), la ecuacién diferencial queda expresada

en la forma usual para las ecuaciones diferenciales de segundo orden como

_ o 2y 52 2 2 A2
v”(y)+<a+1”—7> fu'(y)+<7(7 ﬁ’l) "4 *j 7 )v(y):O. (3.59)

Este tipo de ecuacién diferencial, como se mencioné en el pie de péagina [6] es denominado
ecuacion de Heun confluente, una ecuacion diferencial similar a la hipergeométrica pero en
la que el infinito no es un punto regular singular. En ella, tanto y = 0 como y = 1 son
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puntos regulares singulares, mientras que el infinito es un punto irregular.

La teoria general para tratar este tipo de ecuaciones se puede encontrar en [15] 21} B3],
aunque las peculiaridades de esta ecuacion la hacen realmente complicada, y como muestra
de ello [30] estd dedicado inicamente a las ecuaciones diferenciales de Heun. El primer punto
es conseguir los indices correspondientes a cada uno de los dos puntos regulares singulares.
Gracias a que los términos que aparecen acompanando a v(y) sélo presentan polos de primer
orden no hard falta mds que tener en cuenta los términos que acompanan a v'(y). Para el
punto y = 0 la ecuacién indicial es I (a) = a?® — ya, luego los indices o exponentes de este
punto seran (7, 0).

Para el segundo punto regular singular, y = 1, se tiene la ecuacién indicial Fy(a) =
a? — (1 + v)a, luego se tienen indices o exponentes para este punto dados por (1 + +,0).
Ahora hay que recurrir a ciertos resultados de la teoria general. Para cada punto, si la di-
ferencia entre los dos indices no es un nimero entero entonces estéd demostrado que existen
dos soluciones locales distintas en un entorno de dicho punto (este entorno serd en este
caso un disco de radio unidad). A cada uno de los dos exponentes distintos queda asociada
una solucién local. Ademds, para exponentes enteros estd garantizada la analiticidad de las
mismas.

Juntando todos esos resultados se tiene que para v > 0 no entero se tendran soluciones
holomorfas o analiticas en un entorno de cada uno de los dos puntos regulares singulares,
asociadas para ambos puntos al indice 0. En tal caso basta comprobar que esas dos series
son de hecho la misma funcién (o proporcional) en el dominio interseccién para compro-
bar que existe solucion entera por continuacién analitica. Esto se comprueba mediante la
evaluacién del wronskiano, para comprobar que se puede realizar la uniéon de ambas solu-
ciones. De hecho, es suficiente con evaluarlo en un punto de la interseccién. El caso en el
que ~ es entero es mas dificil de analizar. La determinacién completa del espectro de este
hamiltoniano es un asunto complicado, lo cual puede entenderse echando un vistazo a [25],
un articulo de 2014 relacionado con este tema. Lo que se acaba de presentar aqui no es mas
que la primera aproximacién al problema.

De esta forma, queda descrito el procedimiento para encontrar la que, como afirma [25],
es la mayor parte del espectro del hamiltoniano de Rabi . Sin embargo, como esta
evaluacién es a primera vista costosa, en la subseccién siguiente se va a tratar de construir
el espectro de forma explicita de una forma ligeramente distinta, pero en cuyo fondo des-
cansa la misma idea del wronskiano de las dos soluciones en serie de potencias.

3.4.2. La obtencion del espectro

En la linea que acaba de proponer, se van a presentar los resultados obtenidos por
Braak en [7], que tienen un enfoque similar a los anteriores. Los resultados de Braak,
de 2011, son previos a los anteriores que se han mostrado, y en cierta forma seminales,
mostraron el procedimiento a seguir. Se ha elegido este modelo para acabar debido a que
los wronskianos que hace falta computar para determinar el espectro son relativamente
facilmente calculables, y, por tanto, nos permitiran hacer algunas representaciones que nos
den ideas mas precisas del espectro, que es, en definitiva, nuestro objetivo. El hamiltoniano
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que se va a tratar es el llamado hamiltoniano de un sélo modo espin-boson (3.41)), el cual
es el que se obtuvo del modelo de Rabi (3.12]) por la transformacién unitaria tipica (3.37))

Hp=a%a+ 60, + go.(a+at). (3.60)

Para reescribir dicho hamiltoniano en la forma ‘m&s diagonal posible’ se utiliza una trans-
formacién unitaria similar a la que aparecié en (3.37)). Es llamada transformacion de Fulton-
Gouterman, U. Siendo T' el operador de reflexion T'(f)(z) = f(—z) se define U por

502500 )k e o

Esto lleva a que:

. . 1/1 T ata+gla+at) ) 1 1
ot _1 R S
H=u HRu_Z(l —T>< ) ata—g(a+a™) T -T

([ ata+glatat)+oT 0 _(Hy 0
- 0 ata+gla+at)y—=0T )\ 0 H_ )’
(3.62)

donde para efectuar ese cdlculo matricial se ha tenido en cuenta que T'a™a = a*a T mientras
que Ta=—al' yTa™ = —a™T.

Dada la expresién diagonal del hamiltoniano en podemos tratar separadamente
cada una de las componentes, como se hara a continuacién. Considérese en primer lugar las
autofunciones 1) para la primera de las componentes de este hamiltoniano, ﬁ+. Seran estas
con las que se trabaje. Cabe destacar que el desacoplo no ha sido gratuito ya que a cambio
se ha hecho aparecer T en cada una de las ecuaciones, lo cual introduce incovenientes que
habra que salvar. Como se ha mencionado, siendo f la autofuncién de dos componentes

n=we(,)+iae(]). (3.63)

Entonces la ecuacién para la primera componente de (Z| H |f) = E (z|f), a partir de (3.62),
(Z| Hy |y = E (Z|1), se escribe como

ddzw(z) + (92 — E)Y(z) + dp(—z) = 0. (3.64)

(z+9)

Se practica a continuacién una argucia para deshacerse del término que contiene 1 (—z),
considerando la solucién de un sistema que se formulard a continuacién en el que

P(2) =€(2),  W(—2)=E(2). (3.65)

Estas dos funciones hacen referencia inicamente a la primera componente de |f), estdn ob-
viamente relacionadas por £(z) = £(—z), y son un mero artificio para el desarrollo posterior.
De (3.64]) y (3.65)) se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas que deben

verificar estas funciones. Apréciese que la segunda de estas ecuaciones que se presentan a
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continuacién no es la misma ecuaciéon que la que corresponderia a la segunda componente
de (3.62). Esta se obtiene al hacer la sustitucién z — —z en la primera,

(= + )5 (2) + (92~ BE(2) +0E(2) = 0,
i N (3.66)
(= = )% (2) ~ (92 + E)E(2) +98() = 0.

Se procede ahora a reagrupar las variables y cambiar las funciones incégnita para simplificar
el calculo. Como sélo se va a requerir probar series de potencias en el 0 basta considerar un
cambio de variable que lleve el punto regular singular de —g al 0, bastard un desplazamiento
sin escalado, ya que no hay necesidad de llevar g al 1. Para enfatizar que este cambio no
es el mismo que , que condujo a la ecuaciéon de Heun confluente, se utilizardn otros
nombres para las variables. Con este propoésito se considera la variable n = z+g, la constante
v = E + ¢g? y se cambia de funcién incégnita a

&(n) = exp (glg —m)h(n),  &(n) = exp (glg —n))h(n). (3.67)
De esta forma se reescribe (3.66|) a través de (3.67)) como

n <—g h(n) + ZZ;(W) + (9(n—g) — E)h(n) + 6 h(n) =0,

A dh X (3.68)
(n=29) | ~ghn) + 3 () | - (9(n —g) + E)h(n) + 8 h(n) =0,
el cual se puede escribir simplificadamente como
dh -
- (n) =~ h(n) = hn),
n . (3.69)

(n— 29)27};(77) = (v — 4¢° +2gn) h(n) — 5 h(n).

Ahora, se prueban soluciones en series de potencias en la primera ecuacién de . Ya
que la dependencia con la energfa esta codificada en v = E + g2, se pondré explicitamente la
dependencia de los coeficientes de los desarrollos en serie con 7y y no con las otras constantes
g, 0, que también aparecerdn en las expresiones explicitas. Desarrollando en la variable n
en torno al 0 se toman series del tipo

hn) = > Au(y)n" h(n) = > Kn(y)n" (3.70)

n=—oo n=—oo

De la primera de las ecuaciones del sistema ((3.69|) se obtiene la relacion siguiente entre los
coeficientes de ambas series:
0

nAn(7) =7An(7) —0Kn(7) =  An(y) = Kn('v)7 —
Si se pretende que las soluciones sean enteras hay que imponer que se anulen los términos
para n negativo. Para lograrlo, se busca conseguir la ecuacion de recurrencia que permite
construir los coeficientes A, (7v) y K, (7). Con ese objetivo se sustituye (3.70]) en la segunda
ecuacién del sistema (3.69)), con vistas a extraer del sistema toda la informacién posible:
52

y—n

(3.71)

nKn(v) —2g(n+ 1) Kni1(7) = (v — 49%) Kn(7) 4+ 29Kn—1(7) — Kn(v) (3.72)
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De esta forma, se puede reescribir la ecuacion de recurrencia de los coeficientes como:

n 2

1
+ 1)K, = = 4+ —(4¢%—
(n ) Kn1(7) <29 2 < g v+

))Ea) = Kaa), @73)

vy—n
y de aqui, finalmente, se puede formular la recurrencia como:
nKn(y) = rn-1(7)Kn-1(7) — Kn-2(7), (3.74)

donde los coeficientes r,(y) vienen dados por

rn(v):2g+1<n—7+ i > (3.75)

Por tanto, al tomar en la solucién ya sélo los términos que hacen de (z) una funcién
analitica se tienen dos posibles representaciones en serie de la solucién al juntar (3.67)),

B-10) y @.71,

€(2) = exp(—gMh() = S Kaln) g+ 2)", (3.76)
n=0
£(z) = &(=2) = exp(g2)h(—2) = e Y Kn(v) (9 — 2)", (3.77)
n=0

que se corresponden precisamente a los desarrollos en serie alrededor de los dos puntos re-
gulares singulares del sistema de ecuaciones diferenciales. Para evaluar los radios de conver-
gencia de estas series se utiliza el Teorema de Poincaré—Perrorﬂ ([21], Apéndice B, Teoremas
B.1 y B.2). Escribiendo a partir de la recurrencia de los coeficientes de en el
formato del teorema se tiene

Kn—l—l(V) = mKH(V) - #Kn—l(’)')v (380)

donde se obtiene, usando (3.75)), que

() 1 , 1
1/ _— = — l I —— == . . ]-
e R NN G Pty B (351

"Teorema. (Poincaré-Perron). Sea {z,}>°  una sucesién generada por la recurrencia siguiente

_ +
{ Int+1 = Anwn + ann—h n ez ’ (378)

1 = Aoo,

donde los coeficientes A, y B, tienen limites finitos A y B respectivamente cuando n — oo y, ademds, se
tiene que B, # 0 para todo n € ZT. Siendo A1 y Az las raices de la ecuacién caracteristica \> = A\ + B, se
asume que las rafces tienen distinto médulo, por ejemplo, [A1| < |A2|. Entonces existe un sistema fundamental
de soluciones {an},., {bn}rr, es decir, que la solucién a la recurrencia es una combinacién lineal de esas
dos sucesiones, tal que

lim 2L = lim 2oLy (3.79)

n—oo0  An n— 00 n

En estas condiciones el limite limy, oo Tn+1/2n siempre existe y vale Ay excepto cuando la solucién es un
7 . (e o)
miiltiplo de {b,} . ,, en cuyo caso vale A1.
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Aplicado los teoremas mencionados se tiene que la ecuacién caracteristica es A\(\ — ) =0,
luego el radio de convergencia de la serie puede ser o bien 2g o bien infinito. Para (3.77)) se
tiene, por (3.74]), la recurrencia de sus coeficientes dada por

1 . y—n rn(Y) 1
D T e D <v—nK"”)> *

1 y=(n-1 1
i Dy (i 1) (7— (n—l)K”l(”)>’

(3.82)

cuyos coeficientes tienen los mismos limites
que los anteriores y, por tanto, los mismos
radios de convergencia. La tnica forma de Im 2
que se defina una funcién entera es que la
funcién global sea holomorfa tanto en z = g e i N
como en z = —g. Por ello, para tener una , , A \
solucién entera se requiere que ambas fun- / ' 2 \
ciones coincidan idénticamente en el domi- ' + \¢ |
nio de interseccién de sus dominios de con- \ \ ] ;
vergencia que se muestra en la Figura [3.3 \ , ’ /
ya que entonces su radio de convergencia . ~ 7 e
tendra que ser mayor que 2g, luego co. Por
lo tanto, retomando las expresiones (3.76|) y
, se tiene que v = E + g2 pertenece al

espectro si y sélo si en el dominio intersec-
cién se verifica que la diferencia de las dos Figura 3.3: Dominios de convergencia garan-

expresiones mencionadas se anula tizados de (3.76) y (3.77).

[e.9] o0
Gi(1,2)=e" > Kn(y)(g—2)"—e ) Ka(n)—2— (g + )" = 0. (3.83)
n=0 n=0 T
Ademsds, es suficiente que esa condicién se consiga en un punto, ya que en un entorno de
cada punto ordinario existen dos soluciones distintas independientes, por lo que si se anulan
en él coinciden y se trata de la misma solucién en un entorno. Por tanto, si se verifica
que G4+ (7,0) = 0 se tiene que ambos desarrollos en serie coinciden y ademds convergen en
todo el plano complejo. Esta es precisamente la solucién fundamental que el Teorema de
Poincaré-Perron describe separadamente. Por tanto, la condicién para que v = E + g2 esté
en el espectro sera

G (1) = Ga(1,0) = 3 Kn(3) (1 - n) 7 =0 (3.84)
n=0

Pero cabe recordar que el caso que se ha tratado es el de la primera componente del hamilto-
niano total H, , H_ . Procediendo andlogamente se obtiene la condicién de pertenencia
al espectro asociado a la segunda componente de la diagonal de H (no hace falta repetir
todos los calculos de nuevo, sélamente notar que hay que cambiar de signo a § — —9):

>g"_a (3.85)

G_(v)=G_(7,0) = ZK"(V) (1 + vy—n
n=0
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Cabe destacar sin embargo, que no se han determinado asi todos los autovalores del sistema
en cuestion. En el articulo [7] se indica que existen algunos autovalores excepcionales que se
corresponden con casos limite que se han ido desprendiendo del razonamiento. Su anélisis es
mas complejo y, por ello, no se tendra en cuenta. Esto es a lo que se refiere [25] cuando indica
que con los resultados de Braak se creia ya conocido el espectro completo del hamiltoniano
de Rabi. Estas energias que no estan descritas por los calculos que acaban de llevarse a cabo
son precisamente las que Maciejewski queria enfatizar en el desarrollo que se llevé a cabo
en la seccion anterior, el cual permitia ir desgajando completamente todo el espectro sin
dejar cabos sueltos; aunque en esta exposicion hayamos obviado la parte mas complicada.

3.4.3. Representacion e interpretaciéon del espectro

La representacion de estas funciones que llevaremos a cabo a continuacién nos va a
proporcionar la informacion buscada sobre los niveles de energia del sistema fisico que se
estd estudiando. En primer lugar, presentamos gréficas de las funciones G () y
G_(v) que acabamos de presentar. En ellas se aprecian claramente singularidades
para valores enteros de 7, que son puntos que contribuyen a las partes del espectro que no
se han analizado.

4 I I 4 I I I
3 A 3 AU
2 Yot 2 o\ L\
~ 1 | NG ~ 1 V.
< 0 /Y N — < L :/—\:KL—J
a1 ] I
2 I 2 A
al ] al |
_4 _4 1 Il
-1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5
Y Y

(a) Representacién de la funcién G4 (v) en el in- (b) Representacién de la funcién G_(v) en el in-
tervalo [1, 5] para pardmetros 6 = 0.4, g = 0.7. tervalo [1, 5] para pardmetros 6 = 0.4, g = 0.7.

Figura 3.4: Representacion de las funciones G4 () y G_(7) en el intervalo [1, 5] para pardme-
tros d = 0.4, g =0.7.

Se ha representado tan s6lo una parte del los posibles valores de . Ninguna de estas
funciones esta definida para valores de v menores que —1, mientras que hacia el otro lado se
puede prolongar el dominio indefinidamente, encontrandose més y mas ceros sucesivamente.
De esta forma, queda constatado que existen estados estacionarios de energia tan alta como
se quiera, mientras que hay una cota inferior para la energia de estos estados. Esto es
razonable dentro del modelo que estamos considerando, ya que con el campo externo se
puede suministrar la cantidad de energia que se quiera.
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(a) Representaciéon de las funciones G4 (y) (- (b) Representacién de las funciones G4 (y) (-
rojo) y G_(v) (-azul) en el intervalo [1,5] para rojo) y G_(y) (-azul) en el intervalo [1,5] para
parametros 6 = 0.4, g = 0.5. parametros 6 = 0.2, g = 0.7.

Figura 3.5: Representacién de las funciones G (v) y G_(7) en el intervalo [1,5] para dis-
tintos parametros.

Comparando las Figuras [3.4] y se ilustra, aparentemente, una dependencia més bien
débil entre los ceros de estas funciones con la variacién del parametro 4, ya que contintian
practicamente en el mismo sitio. Esto implica que la relacién entre las frecuencias propias
del sistema y el campo externo va a marcar una dependencia débil sobre las energias de los
estados estacionarios, lo cual puede resultar sorprendente.
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(b) Representaciéon del espectro de H para
parametro 6 = 0.4, y distintos g. En -rojo las
lineas que provienen de ceros de G4 (y) y en -
azul las de G_(7).

(a) Representacién de los ceros de las funciones
G4(7) (-rojo) y G_(v) (-azul) en el intervalo
[1,5] para pardmetro 6 = 0.4, y distintos g.

Figura 3.6: Espectro de H |i como funcién del acoplamiento para § = 0.4.

Por otro lado, es destacable el hecho de que las representaciones se han realizado en
funcién de magnitudes adimensionales, como también lo son las funciones G4 (7). De esta
forma, la idea que dan las gréaficas sobre el espectro es mucho mas realista y nos hace no
depender de las unidades.
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En la Figura[3.6]y la Figura se presenta la dependencia de los ceros de las funciones
anteriores, es decir, los elementos del espectro con la variable de acoplamiento. En estas
graficas se observan fendémenos curiosos de cruce de niveles. Ademaés se verifica la particu-
laridad de que los niveles de mismo signo no se cruzan entre si, inicamente lo hacen los que
provienen de ceros de G4 (7) con los que provienen de ceros de G_(7).

5 5
4 f
P >x
3§ 1 — |
K 2
& 2
14 '
N pE—,. S
1 ‘ ‘ ‘ -1 :2 :4 +
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0. 0. 0.6 0.8

9

(b) Representacién del espectro de H para
parametro 6 = 0.2, y distintos g. En -rojo las
lineas que provienen de ceros de G (v) y en -
azul las de G_(7).

(a) Representacién de los ceros de las funciones
G4(7) (-rojo) y G_(v) (-azul) en el intervalo
[1,5] para pardmetro 6 = 0.2, y distintos g.

Figura 3.7: Espectro de H 1j como funcién del acoplamiento para 6 = 0.2.
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., . (b) Representacién del espectro de H para
(a) Representacién de las funciones Gy (v) (- parametro § = 0.5, y distintos ¢g. En -rojo las

r0jo) y G(v) (-azul) en el intervalo [1, 5] para lineas que provienen de ceros de G1(v) y en -
pardametros § = 0.5, g = 0.7. azul las de G_ (7).

Figura 3.8: Espectro de H 1} como funcién del acoplamiento para § = 0.5, caso de

resonancia.
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En la Figura presentamos las mismas graficas que en Figura |3.6| para otro valor de
6, comprobandose de nuevo que apenas hay variacién de una a la otra. Estas graficas son
especialmente curiosas en la medida en la que presentan un fenémeno que es el contrario a
uno que se presenta habitualmente, y es que un el término de acople pueda generar degene-
racion en lugar de reducirla. En Figura [3.8b|se presenta el caso de resonancia en el que el
acople rompe la degeneracién existente. Comparando con la Figura del hamiltoniano
de Jaynes-Cummings, se observa su coincidencia para g pequeno, como es légico al tratarse
del mismo hamiltoniano al aplicar la aproximaciéon de onda rotante.

Todas las representaciones del trabajo han sido realizadas utilizando R y TikZ.

3.5. Modelo de Rabi de dos fotones

El objetivo de la seccién siguiente es inicamente delinear de forma general los resultados
de A.J. Maciejewski y T. Stachowiak en su articulo [24]. El articulo es de 2017, lo que
sirve para poner en relieve la actualidad del tema que se estd tratando y la posibilidad
de existencia de multitud de aplicaciones inexploradas en distintos ambitos de la mecéanica
cuantica. El hamiltoniano a tratar, es ,

Hyp=a"a+60,+g <(a+)2 + a2> Ous (3.86)

que se escribe explicitamente de forma que se aprecie mejor visualmente su estructura
respecto al sistema de dos niveles como:

ata+6 g ((cﬁ)2 + a2>

Han = g ((a+)2 + aQ) ata—9¢

(3.87)

En esta forma las expresiones que resultarian al hacer los calculos no serian manejables
debido a los términos de acople entre los dos niveles. Por tanto, el primer paso razonable
que se dard serd tratar de desacoplar al méximo (no se puede totalmente) las ecuaciones de
ambos niveles. Para ello se considera la siguiente transformacion unitaria:

1 1 1
U_\/§<1 _1), (3.88)
de forma que el hamiltoniano transformado de (3.87)) por U sera

. ata+4 at)? + a2
H:U+H2RU:1<1 1) 2 9(( ) ) <1 1>
2\ 1 -1 g<(a+) +a2) ata—so 1 -1
(3.89)
ata+g <(a+)2 + a2) )
a ) ata—g ((a+)2 + a2)

En consecuencia, se ha conseguido convertir el término no diagonal en una constante. Con-
siderando, como en las secciones anteriores una autofuncién

|f>=|¢1>®<(1))+lw2>®((1)>, (3.90)
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la ecuacién de autovalores en representacién de Fock-Bargmann, (Z| H |f) = E (Z|f) se
puede escribir como el sistema de ecuaciones diferenciales
d? d
g T+ 22 1 (922 — () + bun(z) = 0,

(3.91)

Aty dipo
Lov2

912 (2) — e (2) 4 (922 + E)a(2) — 61p1(2) = 0.

En este sistema de ecuaciones diferenciales se ponen de manifiesto las ideas principales que
queremos analizar de este problema. La primera de ellas es que este sistema es mucho maés
facil de resolver que el de Rabi de un sélo fotén , ya que aqui el coeficiente que acom-
pana a la derivada de mayor grado es una contante, luego todos los puntos salvo el oo,
el cual es irregular, son puntos regulares. Sin embargo, el criterio de [22] de que el orden
de las soluciones enteras estd acotado por el grado maximo de los coeficientes del sistema
ahora ya no aporta inmediatamente la pertenencia al espacio de Fock-Bargmann, ya que
hay coeficientes que son polinomios de segundo grado. Aqui es donde reside el problema a
resolver en este modelo: aunque se puedan encontrar ficilmente las soluciones enteras de
, es costoso saber si estan o no en el espacio de Fock-Bargmann, y, por tanto, si esas
funciones analiticas representan funciones de onda vélidas o no.

Debido a que salvar estas dificultades es un problema técnicamente complicado, nos
limitaremos a indicar el camino a seguir, que se puede encontrar ilustrado en [24]. El proceso,
descrito en unas pocas lineas esquematicas seria:

= Juntar las dos ecuaciones del sistema en una soOla ecuacion diferencial de cuarto
orden. Comprobar que la simetria 7f(z) = 0, f(iz) conmuta con el hamiltoniano, y
que, por tanto, se pueden buscar autofunciones que sean autofunciones también de
dicha simetria. Simplificar la ecuacién diferencial atendiendo a los posibles autovalores
de la transformacién 7, que son +1 y =+i.

= Hacer un desarollo en serie de potencias e introducirlo en la ecuacién diferencial de
cada uno de los casos anteriores para obtener las ecuaciones de recurrencia que deben
satisfacer los coeficientes de dichas series.

» Utilizar la transformada de Mellin (una transformada integral en el plano complejo) a
partir de las ecuaciones de recurrencia obtenidas en el paso anterior para encontrar qué
relaciones deben verificar las energias E para que las soluciones analiticas encontradas
pertenezcan al espacio de Fock-Bargmann. Este paso es exigente técnicamente y se
sale totalmente del propdsito de este trabajo. El espectro se obtiene con la evaluacion
numérica de los ceros de un wronskiano.

Las dificultades que presenta el tercer paso hacen que se haya tomado la decisién de presentar
Unicamente de manera esquematica los pasos para resolver el problema. Este proceso se
puede encontrar adecuadamente desarrollado en [24].
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Capitulo 4

Otros espacios de Hilbert de
funciones analiticas

En este capitulo se mencionardn a titulo informativo otro par de espacios de Hilbert de
funciones analiticas que tienen relevancia en Mecanica Cuantica, presentando algunas de
sus aplicaciones. El objetivo de este capitulo es mas bien el de ilustrar a vista de aguila
varias posibilidades sin entrar en detalle en ellas.

4.1. Espacios de Bergman

Los espacios de Bergman surgieron como una generalizacion en cierta manera de los
espacios de Hardy que se van a mencionar en la siguiente subseccién. Existen multitud de
espacios de Bergman, pero sélo uno de ellos tiene la propiedad de ser un espacio de Hilbert,
de hecho, es el que Bergman traté inicialmente en su articulo [2], y el que nos interesa en
lo siguiente. Nos centraremos unicamente en alguna de las propiedades de este. Se puede
encontrar un tratado extensivo de estos espacios en [11].

El espacio de Bergman del que hablaremos es un espacio de funciones analiticas en
un dominio D C C (con frontera suficientemente regular) y que son de cuadrado integra-
ble en dicho dominio con la medida de Lebesgue. Por esta razén, el espacio de funciones
analiticas (holomorfas, de ahi el subindice h) en D y de cuadrado integrable sera denotado
como L (D). Es decir, estamos hablando de funciones de variable compleja analfticas que

7=/ If(2)|2d2>1/2 <. (4.1)

Esa norma dota al espacio de Bergman de estructura de espacio de Banach, y, en particular,
de espacio de Hilbert. Una de las particularidades de este espacio es que entra dentro de los
llamados espacios de Hilbert con nicleo reproductivo, la cual consiste en que el funcional de
evaluacién es lineal y continuo, es decir, que dispongan de una cota del tipo

IF) < AG) (I (4.2)

verifiquen:

donde A(z) es una funcién tal que la cota anterior se tiene para todos los elementos del
espacio. Por el Teorema de Representacion de Riesz, esto se puede traducir en que se va a
poder dar una representacién del valor de las funciones en cada punto del dominio D como
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funcién de una integral en la que aparece un nicleo.

Este nicleo es llamado nicleo de Bergman, se denota por K (z,§) y verifica la propiedad
de ser analitico en z y antianalitico en £ (propiedad que nos recuerda a las propiedades de
la Seccién 2:4.2) de entre las que se han expuesto sobre los espacios de Fock-Bargmann en
el Capitulo . En base a lo anterior, que se puede encontrar rigurosamente demostrado en
la bibliografia [2, [I1], se tiene la siguiente representacién integral:

f(2) = /D K (2,€)£(€) d. (4.3)

En su articulo seminal [2], Bergman aporta la forma concreta de este nicleo para el caso
en el que D se trate del circulo unidad {z € C: |z| < 1}:

K(Zvé)_ !

- (4.4)

En todo caso, la propiedad que resultard mas relevante en la aplicacién en Mecdnica Cudnti-
ca que vamos a presentar a continuacion es que dada una base ortonormal {¢1, @2, ... } del
espacio de Bergman (funciones analiticas de cuadrado integrable en el dominio D) se verifica
la propiedad de que

K(28) = 6206 (45)

Lo que se ha mencionado hasta ahora puede entenderse como resultados para una o méis
variables complejas (salvo (4.4)), que es la forma especifica del nicleo de Bergman cuando
D es el disco unidad).

Una de las propiedades a resaltar sobre el nicleo de Bergman es la relacion siguiente
que presentan sus elementos diagonales:

K(z,2) =sw{|f(2): f e LAD), I <1} (4.6)

4.1.1. Resultados

A continuacién, presentamos un breve inciso sobre las pruebas de algunos de los resul-
tados que se acaban de presentar. SOlo nos referiremos al caso méas usual, que es en el que
el dominio D es el circulo unidad {z € C: |z| < 1}. En el libro [10] se demuestra que para
funciones analiticas se tiene que la integral

/27{'
0

es una funcién no decreciente de r. Este es uno de los teoremas fundamentales de los espacios
de Hardy, que es probado a partir de un resultado similar para funciones subarmoénicas. De
esta forma, comparando el valor de la integral para r = 0 y un r > 0 arbitrario

rersg [
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Si ahora se multiplica (4.8) por 27r y se integra r entre 0 y ¢, siendo r una variable
independiente de z que va a ayudar a describir coordenadas polares en el plano complejo
centradas en z, se obtiene

) ) 2T
2 = 4T
72| f ()] =2 /0 |f<z>\Prdrs/0/0

Este es el resultado fundamental que antes se enunciaba, porque de él se desprenden
varias de las propiedades fundamentales de los espacios de Bergman. En concreto demuestra
a la vez que el espacio de Bergman L7 (D) es cerrado en LP(D), por lo que es un espacio
de Hilbert con el producto interno heredado de LP(D); y, por otro lado, enuncia que el
funcional de evaluacion es continuo, luego estamos ante un espacio de Hilbert con nicleo
reproductivo. Y esto es precisamente lo que permite la existencia del pretendido nucleo de
Bergman.

o |P
f(z—i—re’e)‘ dordr = {2, (49)

4.1.2. Aplicaciéon del niicleo de Bergman

Aprovechando que los espacios de funciones de onda son, de hecho, espacios de funciones
de cuadrado integrable, en ciertos casos puede resultar util proyectar sobre espacios de Berg-
man a la hora de tratar de resolver problemas en mecanica cuantica. Esto es precisamente
lo que describe C.L. Fefferman en su articulo [13], al que nos referimos en esta seccién. Nos
limitaremos a comentarlo de forma esquematica, dando la idea general.

En él toma un problema de la electrodinamica cudntica no relativista. Considera un
conjunto de nicleos colocados en posiciones espaciales fijas, un conjunto de electrones no
relativistas y un campo electromagnético. Se trata de un modelo general en el que se con-
templa la interaccién usual entre radiacién y materia en condiciones no relativistas.

Se considera el hamiltoniano Hggp de dicho sistema, que viene dado por la suma del
hamiltoniano del campo electromagnético mas el hamiltoniano electrénico, que incluye con-
tribucién dindmica y de Coulomb. No corresponde a este trabajo profundizar en la forma
de este hamiltoniano, por lo que no se dara explicitamente. Se puede encontrar en [13].

El nicleo de Bergman aparece en este problema al tratar de probar una propiedad que
es de extremada relevancia en muchos aspectos fisicos, y que es la H-estabilidad de dicho
hamiltoniano. Esta consiste en encontrar una cota inferior del tipo

(Y| Hgep |¢4) =2 =C - (N + M), (4.10)

es decir, que haya una cota inferior para las energias posibles del sistema como funcién del
numero de particulas involucradas (donde |¢)) estd normalizado). La constante C' no debe
depender ni de las posiciones de los nicleos ni de las cantidades de nicleos y electrones.
Hay dos razones por las que la H-estabilidad es importante en un sistema fisico:

1. La primera es que en el caso de que no se cumpliera, la energia del estado fundamental
del sistema irfa a —oo mas rapido que linealmente con el nimero de particulas involu-
cradas en el sistema. Esto implicaria que el estado fundamental de un sistema de 2NV
particulas tendria mucha menos energia que dos veces la del estado fundamental de un
sistema de IV particulas, lo cual haria que juntar cualquiera dos objetos macroscopicos
deberia liberar una gran cantidad de energia. La experiencia cotidiana nos dice que
no es asi, y que dicha dependencia a lo sumo lineal es necesaria.
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2. La segunda razon es de origen termodindmico, y se trata del comportamiento de la
funcién energia libre en el caso de que dicha hipdtesis no se cumpliera, ya que el resto
de magnitudes termodinamicas se pueden derivar a partir de ella. En el caso de que
no se verificara la H-estabilidad se obtendria que la energia libre se haria infinita,
provocando discontinuidades en las magnitudes termodinamicas implicadas.

Por suerte, la H-estabilidad se puede probar para este sistema, lo cual sirve de validacién
para el modelo fisico. Como muestra [13], esto se hace a través del nicleo de Bergman,
consiguiendo una cota superior para la densidad de presencia electrénica fabricada con la
traza del niicleo en cuestion, gracias a la expresion .

4.2. Espacios de Hardy y aplicaciones

Nos limitaremos a comentar rdapidamente algunas propiedades fundamentales de los
espacios de Hardy. Para mds informacién constltese [10), [19]. En el apartado referido a
espacios de Bergman ya se definié la cantidad

e = (5 [

para 1 < p < oo y se comenté que uno de los resultados fundamentales de la teoria de
Hardy es que dado f una funcién analitica en un disco dicha integral es no decreciente con
r. En el caso p = oo se define como

N Vp
f(re )‘ d9> , (4.11)

Moo(r, ) = max

Fre?)|. (4.12)

La definicién de los espacios de Hardy nace de esta cantidad. Se dice que una funcién
analitica f(z) pertence al espacio de Hardy H?, donde 0 < p < oo, si la cantidad M, (r, f)
permanece acotada cuando r — 1. En consecuencia, H*> se identifica con el espacio de
funciones analiticas acotadas en el disco unidad. Es facil darse cuenta que estos espacios
son subespacios de los espacios de Bergman . Estos espacios estan en estrecha relacion
con las funciones armoénicas, y los ceros de estas funciones determinan parte de su com-
portamiento, como también pasa en el caso del espacio de Fock-Bargmann, aunque no lo
hayamos mencionado antes [31].

El principio de causalidad en Mecdnica Cuédntica implica que sélo se puede efectuar
medidas sobre un estado cuantico una vez este ha sido preparado. Aunque parezca sorpren-
dente, este es el punto de partida que ha conducido a utilizar los espacios de Hardy en
Mecanica Cuantica. La idea que se presenta aqui de forma esquematica puede encontrar-
se desarrollada y concretada en el articulo “The Marvelous Consequences of Hardy Spaces
in Quantum Physics” [6]. El fundamento de la teoria cuédntica estd en que la ecuacién de
Schrodinger rige la evolucion de los estados ketoriales:

.0
ih s |6) = H |6) (4.13)

Sin embargo, bajo nuestra concepcién usual, esta ecuacién no parece tener preferencia por
la evolucién temporal en uno u otro sentido. El desarrollo histérico de la teoria cuantica
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ha ido progresivamente buscando espacios adecuados donde hacer residir a los estados que
son solucién de , para ir pudiendo dar cuenta de diversas propiedades cuanticas. El
espacio donde se trabaja normalmente es el espacio de funciones de cuadrado integrable, un
espacio de Hilbert, que parecia tener las propiedades adecuadas para la manipulacién de los
kets. Sin embargo, dada la importancia que en teoria cudntica revisten los funcionales delta
de Dirac, a los que no se puede dar cabida dentro de un marco de funciones de cuadrado
integrable, surgié la necesidad de los tripletes de Gelfand, o espacios de Hilbert equipados
[5], los cuales dotaban a las deltas de Dirac del espacio adecuado para trabajar y ademés
eran capaces de dar nuevas propiedades.

En esta linea de ir aportando nuevos espacios donde resolver la ecuacion de Schrodinger
que puedan aportar nuevos aspectos, se utilizaron los espacios de Hardy; los cuales daban
cuenta del principio de causalidad: no se pueden tomar medidas sobre un estado antes de
que este sea preparado. De esta forma, ayudan a incorporar en cierta forma la flecha del
tiempo en modelos de ciertos sistemas de la mecénica cuédntica. Los estados iniciales (pre-
parados) y finales (medidos) del experimento en cuestién viven en restricciones diferentes
del espacio de Hardy.

Esto ha resultado muy 1til en ciertas areas de la mecanica cuantica, como se indica en el
ya mencionado articulo [I3], muy especialmente en las dreas que conciernen a la dispersién
de ondas electromagnéticas clasicas, a la resonancia cuantica o fenémenos de desintegracion.
Este se trata de un campo muy activo de investigacion en la actualidad.
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Capitulo 5

Conclusiones

Las herramientas matematicas que proporciona este trabajo, que no son otra cosa que
la utilizacién de ciertos espacios de funciones analiticas en temas relacionados con Mecénica,
Cuantica, han supuesto un gran avance técnico desde su introduccién a mediados del siglo
pasado. Estas permiten abordar nuevos problemas, a la par que tratar de forma maés clara
problemas que ya se habian resuelto. Merece la pena enfatizar en este ultimo caso, por
ejemplo, el oscilador armoénico cudntico, el cual se resolvié sin apenas esfuerzo en la Seccién
al utilizar el formalismo de Fock-Bargmann, en comparacion con el esfuerzo que supone
resolverlo en serie de potencias, haciendo aparecer los polinomios de Hermite. También el
modelo de Jaynes-Cummings puede ser abordado sin estas herramientas de forma asequible.

Los espacios de funciones enteras se han mostrado de especial utilidad, gracias a que
los resultados de los que se dispone en el d&mbito de la variable compleja son de extremada
elegancia y potencia. Se pone de manifiesto como el desarrollo de herramientas matemati-
cas cada vez mas sofisticadas refuerzan el avance de la Fisica, permitiendo realizar nuevas
incursiones y exploraciones en la estructura de la naturaleza.

Se ha tratado de ilustrar con claridad los fundamentos esenciales de los espacios de Fock-
Bargmann que permitieran trabajar con comodidad, pero sin sobreabundar en propiedades
matematicas que no se fueran a utilizar mas tarde. En el proceso de construccién de este
espacio de funciones enteras ha surgido de forma natural una familia de estados que resul-
ta de extraordinaria importancia en fisica: los estados coherentes, ya que son los estados
cuanticos que mas se asemejan a estados clasicos; debido a la propiedad de saturacién de
la desigualdad de Heisenberg que se expuso. Se han presentado algunas de sus propiedades
mas importantes, permitiendo asi desplegar las propiedades del espacio de Fock-Bargmann.

Ademss, en el trabajo se han explorado aplicaciones de los espacios de Fock-Bargmann
a los modelos de Rabi, en las Secciones y lo cual permite visualizar de forma
clara la interrelacién entre las distintas ramas de la Fisica: unas nutren de problemas, ideas
y soluciones a las otras. Esta relacion entre las distintas ramas de la Fisica que se ha ma-
nifestado también a lo largo de todo el Grado en Fisica supone una verdadera fuente de
riqueza y de comunicacién fructifera que conduce en pos de horizontes mayores. En el caso
del modelo de Rabi confluyen la éptica, el electromagnetismo, la mecanica cudntica y la
fisica del estado sélido para enunciar un problema de caracter fundamental y cuya solucién
repercute positivamente en todas ellas.
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62 CapPiTULO 5. CONCLUSIONES.

Otro hecho fundamental que se ha puesto de manifiesto a lo largo de este trabajo es
céomo muchos problemas fisicos son realmente méas complicados de lo que pueda parecer a
primera vista, y hace falta tratarlos con pausa. En este caso, el problema del espectro del
modelo de Rabi parecia completamente cerrado tras los trabajos de Braak [7], y sin embar-
go ha continuado siendo fuente de estudio durante més tiempo. En [25] se puede encontrar
la cronologia histérica de los avances en este problema. Es sorprendente también la gran
duracion temporal que toma la resoluciéon de ciertos problemas en Fisica, como el modelo
de Rabi, que fue propuesto en 1936 y ha seguido siendo objeto de estudio en el presente siglo.

Finalmente, la rapida excursién ilustrativa a través de los espacios de Bergman, los
espacios de Hardy y sus aplicaciones en el Capitulo [4| nos da una idea precisa de cémo de
amplias pueden resultar las aplicaciones de la variable compleja y el andlisis funcional en
distintas partes de la mecanica cudntica y otras ramas de la Fisica.
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