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Introducción

El estudio del estado líquido de la materia tiene una rica y larga historia, tanto desde
el punto de vista teórico como del experimental. Desde las primeras observaciones
del movimiento browniano a los recientes experimentos de scattering de neutrones,
los experimentadores han trabajado para mejorar el entendimiento de la estructura
y de la dinámica de partículas que caracteriza a los líquidos. Al mismo tiempo, teó-
ricos han tratado de construir modelos simples que expliquen el comportamiento de
los líquidos.

El uso de técnicas de simulación computacional para estudiar las propiedades de
metales líquidos está bastante extendido en la actualidad. El trabajo pionero de
Pasquin y Rahman [22] ha sido seguido por un gran número de autores realizando
simulaciones de gran cantidad de metales alcalinos y de transición [21], [11], [25],
etc. En particular, en este trabajo se estudia el cobre líquido a 1423K.

En el primer capítulo, se exponen nociones básicas de mecánica cuántica así como
de funcionales, necesarias para la comprensión de la DFT, teoría presentada en el
siguiente capítulo. Además se introducen ciertas nociones sobre mecánica estadísti-
ca y funciones de correlación que permiten calcular las magnitudes necesarias para
analizar el sistema en estudio.

En los líquidos, los átomos/iones en su movimiento definen posiciones de equilibrio
de tiempo largo de manera similar a lo que ocurre en las redes cristalinas. La estruc-
tura electrónica se calcula para sucesivas configuraciones instantáneas de los núcleos,
de manera que la densidad electrónica de valencia resultante puede ser usada para
computar las fuerzas entre núcleos que determinan el subsecuente movimiento nu-
clear. Este procedimiento paso a paso, alternando cálculos cuánticos de la estructura
electrónica y la resolución de las ecuaciones clásicas del movimiento de los núcleos
para fuerzas calculadas en cada paso, se lleva a cabo mediante una combinación
de la teoría del funcional de la densidad para el cálculo electrónico y de un algo-
ritmo clásico de dinámica molecular para el movimiento nuclear. Este esquema es
el seguido en los cálculos de este trabajo y se expone con más detalle en el capítulo 2.

Además la dinámica molecular permite computar funciones de correlación depen-
dientes del tiempo que están íntimamente relacionadas con diversos fenómenos de
relajación y secciones eficaces dependientes de la frecuencia que caracterizan el scat-
tering inelástico de la radiación. También están directamente relacionadas con co-
eficientes lineales de transporte como la viscosidad o la velocidad adiabática del
sonido. En el tercer capítulo, se obtienen estas propiedades para el cobre líquido
en las condiciones concretas en estudio a partir de los datos obtenidos mediante la
simulación AIMD (“Ab Initio Molecular Dynamics”).
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Finalmente, en el cuarto capítulo, se comparan los resultados de la simulación con
la información experimental disponible y se concluye si los resultados obtenido son
adecuados y suficientes.

Agradecer a mis tutores, David J. González Fernández y Luis Enrique González
Tesedo, por su dirección y tiempo en la elaboración de este trabajo
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Capí tulo 1

Fundamento Teórico

1.1. Fundamentos cuánticos
En esta sección se introducen algunas ideas clave de la mecánica cuántica que fun-
damentan la teoría del funcional de la densidad. La ecuación fundamental de la
mecánica cuántica es la ecuación de Schrödinger que, en su forma no relativista e
independiente del tiempo, es

EΨ = HΨ,

siendo H el hamiltoniano y Ψ el conjunto de soluciones o autofunciones que permi-
ten definir los estados estacionarios del sistema.

En la aplicación de la mecánica cuántica a átomos, es clave observar que los núcleos
atómicos son mucho más masivos que los electrones, ya que cada protón o neutrón
tiene más de 1800 veces la masa del electrón.

Esto permite tratar a los electrones como si respondiesen mucho más rápido a cam-
bios en su entorno de lo que los núcleos son capaces. Precisamente en esto se sustenta
la aproximación de Born-Oppenheimer, en la que se desacoplan los problemas ióni-
cos y electrónicos, simplificándose sustancialmente las ecuaciones con ello.

En primer lugar, se resuelven las ecuaciones que describen el movimiento de los
electrones para posiciones fijas de los núcleos atómicos. Si se consideran Ni núcleos
en las posiciones R⃗1, . . . , R⃗Ni , la energía del estado fundamental se puede expresar
como función de dichas posiciones E(R⃗1, . . . , R⃗Ni). Una vez determinada la configu-
ración de menor energía en dicha situación, se calcula el movimiento iónico mediante
dinámica molecular; dichos cálculos son explicados en la sección §2.3.

En la situación que nos ocupa con múltiples electrones, Ne, interaccionando con
múltiples núcleos, la aproximación de Born-Oppenheimer nos permite descomponer
el Hamiltoniano en suma de uno nuclear y uno electrónico. Por tanto, considerando
la función de onda electrónica, ψ, la ecuación de Schrödinger es− ~2

2m

Ne∑
j=1

∇2
j +

Ni∑
k=1

Ne∑
j=1

Vk(r⃗j) +

Ne∑
j=1

∑
k<j

U(r⃗j , r⃗k) + Vext

ψ = Eψ, (1.1)

donde m es la masa del electrón y los sumandos entre corchetes son, en orden, la
energía cinética de cada electrón, la interacción entre cada electrón y el conjunto
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de núcleos atómicos, la energía de interacción entre electrones y los posibles efectos
externos que puedan afectar a la nube electrónica.

Aunque resolver la ecuación de Schrödinger pueda parecer el problema básico de
la mecánica cuántica, cabe destacar que la función de onda no es directamente
observable. La magnitud medible es la probabilidad de que los electrones estén en
un conjunto específico de coordenadas r⃗1, . . . , r⃗Ne , siendo esta probabilidad

ψ∗(r⃗1, . . . , r⃗Ne)ψ(r⃗1, . . . , r⃗Ne).

En realidad la información de interés es la probabilidad de que un conjunto de
Ne electrones estén en dichas posiciones en cualquier orden de numeración. Una
magnitud fuertemente ligada a esta probabilidad es la densidad electrónica, definida
como

n(r⃗) = ⟨Ψ(r⃗1, . . . , r⃗Ne)|ρ(r⃗)|Ψ(r⃗1, . . . , r⃗Ne)⟩ , (1.2)

donde ρ(r⃗) es la densidad numérica u operador de la densidad del número de elec-
trones

ρ(r⃗, t) =

Ne∑
i

δ(r⃗ − r⃗i(t)) (1.3)

La gran cantidad de información contenida en la densidad electrónica, siendo esta
una función de sólo 3 coordenadas, es también observable desde la función de onda
solución de la ecuación de Schrödinger completa, que es función de 3Ne coordenadas.

1.2. Funcionales

El método computacional utilizado para resolver la ecuación de Schrödinger en este
TFG se basa en la teoría del funcional de la densidad, donde es necesario minimizar
funcionales. A continuación, se introducen una serie de definiciones y resultados
relacionado con la diferenciación funcional [8].

Definición. Sea V un cierto conjunto. Un funcional F es una aplicación de V al
cuerpo de los números reales, R o al cuerpo de los números complejos, C.

Definición. Si V es un espacio vectorial, se dice que F es un funcional lineal si
para cada par de elementos de V f, g ∈ V , se verifica

F [λf + µg] = λF [f ] + µF [g];∀λ, µ ∈ K.

Vamos a considerar únicamente funcionales en los que V es un subconjunto de un
espacio de funciones, X, que supondremos con estructura de espacio de Banach de
dimensión infinita sobre los números reales.

Definición. Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo para la
métrica de la norma

El dominio de F , D(F ), es un cierto subconjunto de X en el que F[f] está definido.
Sea M un subespacio de X.
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Definición. Se dice que un funcional es diferenciable en la función f ∈ D(F ) si
existe un funcional lineal , que denotaremos por δFf : M → K, tal que en un cierto
entorno de f en D(F ) (asociado a un entorno de 0 ∈ M) se tenga:

F [f + h]− F [f ] = δFf [h] + ε(f, h)∥h∥,

donde ε(f, h) es tal que tiende a cero cuando ∥h∥ → 0. El funcional F se dice que
es diferenciable en D(F ) si lo es en todos los elementos de D(F ).

El funcional lineal δFf se denomina variación primera del funcional F en la función f .
La variación primera de un funcional desempeña un papel muy importante a la hora
de calcular energías en sistemas basados en la DFT, pues éstos utilizan principios
variacionales.

Teorema. Si el funcional F es diferenciable en la función f , la variación primera
δFf es única.

Definición. Se dice que el funcional tiene un mínimo relativo en la función f ∈
D(F ) si, para cualquier función g ∈ D(F ) que esté en un cierto entorno de f, se
verifica F [g] > F [f ].

Teorema. Sea F un funcional diferenciable. Si el funcional F tiene un mínimo (o
un máximo) relativo en la función f, entonces la variación primera δFf del funcional
F en la función f se anula, δFf [h] = 0.

1.3. Mecánica estadística
Dado que el sistema a estudiar es un líquido con un número alto de partículas, el
número de grados de libertad es elevado. Aunque el movimiento de los sistemas con
gran cantidad de grados de libertad obedece a las mismas leyes mecánicas que el mo-
vimiento de un sistema constituido por un pequeño número de partículas, el hecho
de que el número de grados de libertad sea grande conduce a leyes cualitativamente
nuevas, leyes estadísticas.

Si el número de átomos/iones es N , el estado del sistema está totalmente deter-
minado por un punto en el 6N-dimensional espacio de fases, ΓN . Las coordenadas
de un punto de ΓN vienen dadas por las coordenadas generalizadas (q⃗1, q⃗2, . . . , q⃗N )
y los momentos generalizados (p⃗1, p⃗2, . . . , p⃗N ). Estas coordenadas son funciones del
tiempo y su dependencia temporal sigue las ecuaciones de Hamilton,

q̇i =
∂H
∂pi

ṗi = −∂H
∂qi

}
i = 1, 2, . . . , 3N, (1.4)

donde H es el hamiltoniano del sistema. El conjunto de coordenadas {q⃗i, p⃗i} que
definen el microestado del sistema al evolucionar con el tiempo describen una tra-
yectoria del sistema en el espacio de fases.

Debido a que un macroestado dado del sistema, en general, se corresponde con una
gran cantidad de microestados, importantes características de la evolución en el
espacio de fases están mejor representadas en términos de una densidad de proba-
bilidad en el espacio de fases, ρ({qi, pi; t}) ≡ ρ(q⃗, p⃗; t). El conjunto de las posibles
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configuraciones de un macroestado junto con su densidad de probabilidad se deno-
mina conjunto o colectividad.

Esta función de densidad es tal que, en cualquier instante t, la cantidad de puntos
representativos entorno al punto (q⃗, p⃗) en el “elemento de volumen” dq⃗dp⃗ está deter-
minada por el producto ρ(q⃗, p⃗, t)dq⃗dp⃗. Además la densidad de probabilidad se define
de manera que esté normalizada,∫

ρ(q⃗, p⃗; t)dq⃗dp⃗ = 1.

La evolución temporal de la densidad de probabilidad en un punto fijo del espacio
de fase está gobernada por el teorema de Liouville [23]

dρ

dt
=
∂ρ

∂t
+

3N∑
i=1

{
∂ρ

∂qi
q̇i +

∂ρ

∂pi
ṗi

}
= 0, (1.5)

que es un análogo 6N -dimensional de la ecuación de continuidad de un fluido in-
compresible, es decir, el volumen en el espacio de fases ocupado por un conjunto de
puntos es constante. En otras palabras, La densidad ρ ha de permanecer constante
en la proximidad inmediata de cualquier punto representativo cuando el punto se
mueva en el espacio de las fases.

Denotando por {C,D} al corchete de Poisson e introduciendo el operador de Liouville
L· := i{H, ·}, la ecuación de Liouville (1.5) puede expresarse como

∂ρ(q⃗, p⃗; t)

∂t
= −iLρ(q⃗, p⃗; t), (1.6)

cuya solución es
ρ(q⃗, p⃗; t) = ρ(q⃗, p⃗; 0)exp (−iLt) .

Estos resultados y definiciones permiten estudiar la evolución del sistema y de cual-
quiera magnitud dependiente de las coordenadas y momentos generalizados. En
particular, es de especial importancia el valor medio de dichas magnitudes

⟨A(t)⟩ =
∫
ρ(q⃗, p⃗; t)A(q⃗, p⃗)dq⃗dp⃗

=

∫
ρ(q⃗, p⃗; 0)exp (−iLt)A(q⃗, p⃗)dq⃗dp⃗.

(1.7)

Este resultado es aplicable siempre que la magnitud macroscópica tenga un equiva-
lente microscópico.

Para el estudio de una magnitud, en dinámica molecular, es habitual usar el promedio
temporal

ĀT (q⃗, p⃗) =
1

T

∫ T

0
A(q⃗, p⃗; t).

Asumiendo que dado un macroestado el sistema puede encontrase en cualquiera de
los microestados correspondientes con igual probabilidad, se obtiene la relación entre
los dos promedios considerados:

⟨A⟩ = ĺım
T→∞

ĀT (q⃗, p⃗) = Ā.
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Esta suposición se denomina hipótesis ergódica y se basa en que el sistema cambia
entre microestados con el tiempo, de manera que tomando un periodo de tiempo
suficientemente largo se obtiene el comportamiento “promedio” a lo largo de dichos
microestados.

Esto permite considerar que el comportamiento promedio de una gran cantidad de
sistemas caracterizados por el mismo estado macroscópico que el original, distribui-
dos en los distintos posibles microestados posibles en un instante determinado de
tiempo, sea idéntico al promedio temporal del sistema original.

Realmente, en dinámica molecular, los promedios de la colectividad se toman como
promedios temporales que se estiman durante el intervalo finito T = Nt∆t, donde
Nt es el número total de interacciones. El periodo T ha de ser mucho mayor que
el tiempo de relajación para poder aproximar a infinito y el promedio se computa
como

⟨A⟩ = 1

Nt

Nt∑
k=1

A(k∆t).

Por tanto, estas medias a lo largo de la trayectoria del espacio de fase se correspon-
den con el conjunto microcanónico cuando el sistema es ergódico.

1.4. Funciones de correlación
Dadas dos variables dinámicas reales o complejas, A y B, su función de correlación
se define como

CAB(t
′, t′′) = ⟨A(t′)B∗(t′′)⟩,

donde el superíndice ∗ denota al complejo conjugado y ⟨·⟩ puede denotar tanto
al promedio temporal como al promedio del conjunto, que son equivalentes para
sistemas ergódicos. Más concretamente,

CAB(t
′, t′′) = ĺım

T→∞

1

T

∫ T

0
A(q⃗, p⃗; t′ + t)B∗(q⃗, p⃗; t′′ + t)dt, (1.8)

o bien, como el promedio del conjunto,

CAB(t
′, t′′) =

∫
ρ(q⃗, p⃗; 0)exp

(
−iL(t′ − t′′)

)
A(q⃗, p⃗; 0)B∗(q⃗, p⃗; 0)dq⃗dp⃗ (1.9)

donde se ha tenido en cuenta que la evolución temporal de una variable dinámica
A′ está determinada por A′(q⃗, p⃗; t) = exp(iLt)A(q⃗, p⃗; 0).

La función de densidad de probabilidad es independiente del tiempo en el equilibrio,
por lo que en tal supuesto se tiene que el promedio colectivo (1.7) y la función de
correlación (1.9) son invariantes bajo traslación temporal. Esto implica que [13] la
dependencia temporal con t′′ desaparece, de manera que es posible fijar arbitraria-
mente t′′ = 0. Por tanto, denotando B = B(0) se obtiene

CAB(t) = ⟨A(t)B∗⟩.

Particularizando para situaciones estáticas se toma el límite

ĺım
t→0

CAB(t, 0) = ⟨AB∗⟩.

7



Por otra parte, para tiempos grandes, y particularmente en el límite t → ∞, las
variables dinámicas son incorrelacionadas

ĺım
t→∞

CAB(t) = ⟨A⟩⟨B∗⟩.

Habitualmente, es conveniente centrar las variables dinámicas con el fin de excluir
sus valores promedio, de manera que se considere únicamente la correlación de sus
partes fluctuantes

CAB(t) = ⟨(A(t)− ⟨A⟩)(B∗(t)− ⟨B∗⟩)⟩. (1.10)

Con esta definición, se tiene que CAB → 0 cuando t→ ∞.

En el contexto de la simulación ab initio, son especialmente relevantes las funciones
de autocorrelación CAA(t), ya que describen la manera promedio en la que decaen
las fluctuaciones espontáneas (térmicas) de la variable A. Esta importancia recae
sobre el hecho de que algunos coeficientes de transporte lineal en hidrodinámica se
relacionan con integrales temporales de ciertas funciones de autocorrelación.

De esta manera, las funciones de correlación temporales constituyen una manera
cuantitativa de describir la dinámica microscópica de los líquidos.

Por otra parte, para el análisis de las correlaciones en magnitudes de carácter colec-
tivo es necesario considerar correlaciones espaciales

CAB(r⃗, r⃗′, t, t
′) = ⟨A(r⃗, t)B∗(r⃗′, t′)⟩,

en las que, de manera análoga al caso de las correlaciones temporales en el equilibrio,
cuando el sistema es homogéneo se tiene invariancia respecto a la posición de una
de las magnitudes CAB(r⃗, r⃗′, t, t

′) = CAB(r⃗, 0, t, t
′) para las correlaciones espaciales.

Si el coeficiente de correlación se define como en (1.10), es posible y de gran interés
considerar su transformada de Fourier en el dominio de la frecuencia

CAB(ω) =

∫ ∞

−∞
CAB(t, 0) exp (−iωt)dt

y en el espacio de momentos

CAB(k⃗, t) =

∫
CAB(r⃗, t) exp (−ik⃗ · r⃗).

Además, se puede demostrar [13] que tanto el coeficiente de autocorrelación de una
variable dinámica como la transformada de Fourier de dicho coeficiente son reales y
mayores o iguales que 0.

Con estas definiciones y resultados se está en condiciones de definir diversas magni-
tudes de vital importancia en el estudio del sistema en estudio, el cobre líquido.

1.5. Magnitudes
En dinámica molecular, no es más complejo medir propiedades dependientes del
tiempo fuera del equilibrio, que medir propiedades termodinámicas y estructurales
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en el equilibrio. Esto se debe a que están disponibles las trayectorias completas.

Nos centraremos en propiedades definidas en términos de funciones de correlación
dependientes del tiempo, como lo son el factor de estructura y los coeficientes de
transporte.

En la descripción detallada de la evolución temporal de las correlaciones espaciales
en líquidos, la variable dinámica más relevante es la densidad numérica

ρ(r⃗, t) =
N∑
i=1

δ(r⃗ − r⃗i(t)), (1.11)

cuya integral en todo el volumen es igual a N , el número total de partículas en el
sistema.

El promedio estadístico de la densidad numérica es la densidad local,

n(r⃗) = ⟨ρ(r⃗)⟩, (1.12)

que nos dice cuantas partículas sen encuentran en promedio por unidad de volumen
en torno a la posición r⃗ en el fluido. En el caso de un fluido homogéneo se reduce a
una constante igual a la densidad macroscópica ρ̂ = N/V .

De manera más general, se define una variable dinámica microscópica como

A(r⃗, t) =
N∑
i=1

ai(t)δ (r⃗ − r⃗i(t))

siendo ai el equivalente microscópico de la variable dinámica A(r⃗, t) en la partícula
i-ésima.

A la hora de medir propiedades toma relevancia la transformada de Fourier de las
variables dinámicas,

A
k⃗
(t) =

∫
A(r⃗, t) exp (−ik⃗ · r⃗)dr⃗ =

N∑
i=1

ai(t) exp(−ik⃗ · r⃗i(t)). (1.13)

Una variable dinámica microscópica se dice que se conserva si satisface la ecuación
de continuidad

∂A(r⃗, t)

∂t
+∇J⃗A(r⃗, t) = 0, (1.14)

donde J⃗A es la corriente asociada a la variable A.

La densidad numérica es la variable dinámica correspondiente al caso particular
ai = 1 para todo i y cumple la ecuación de continuidad (1.14), siendo su corriente
asociada

J⃗(r⃗, t) =
N∑
i=1

v⃗i(t)δ (r⃗ − r⃗i(t)) , (1.15)

donde v⃗i(t) es la velocidad de la partícula i-ésima.
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1.5.1. Propiedades Estáticas
La estructura de un fluido monoatómico está caracterizada por un conjunto de fun-
ciones de distribución para las posiciones atómicas, la más simple de ellas es la
función de distribución radial,

g(r⃗) =
1

N

〈
N∑
i=1

δ(r⃗ − r⃗i)

〉
. (1.16)

Con esta definición, la probabilidad de encontrar una partícula a una distancia com-
prendida entre r y r + dr de otra partícula, es igual a 4πr2ρg(r⃗)dr. Gran parte de
la importancia de la función de distribución radial se debe a que permite calcular el
factor de estructura estático S(k) de manera sencilla.

El factor de estructura estático se define en el espacio de momentos como

S(k⃗) =
1

N

〈
ρ
k⃗
ρ−k⃗

〉
, (1.17)

donde se ha utilizado la notación introducida previamente para la transformada de
Fourier. Sin embargo, ahora k es un parámetro y no una variable continua ya que
los vectores de onda están fijados por las condiciones de contorno periódicas. Cómo
se demuestra en [12], esta definición en el caso homogéneo es equivalente a

S(k⃗) = 1 + ρ

∫
(g(r⃗)− 1) exp (−ik⃗ · r⃗)dr⃗. (1.18)

El factor de estructura estático puede ser interpretado como la variación de la den-
sidad ante una perturbación. Por tanto, al ser evaluado en el espacio de momentos
mide la variación producida por una onda incidente de vector k⃗. Si la magnitud de k⃗
es igual a 2π

d , siendo d la distancia promedio entre partículas vecinas (dada según la
función de distribución radial), el factor de estructura presentará un pico claramente
definido en k⃗.

Además, S(k⃗) da acceso directo a propiedades termodinámicas macroscópicas, más
específicamente al coeficiente de compresibilidad isotérmico κT , ya que, como se
demuestra en [3],

ĺım
k→0

S(k) = ρkBTκT ,

siendo kB la constante de Boltzmann y T la temperatura. Esto puede interpretarse
como que las distancias de r serán suficientemente grandes como para usar un tra-
tamiento macroscópico. Los valores muy pequeños de κT son comunes en metales
cerca del punto de fusión.

Por otro lado, si k tiende a infinito se tiene que S(k⃗) tiende a 1, debido a que en
este límite las distancias son mucho menores que la separación entre partículas. Esto
puede ser interpretado como que la estructura no está definida, de manera que no
hay variaciones en la densidad. Esto se corresponde con el caso de un gas ideal o un
líquido cercano a la fase gaseosa.

La importancia de S(k⃗) también se debe a que es proporcional a la intensidad de la
difracción de neutrones o rayos X [4, 29]. Esto permite obtener S(k⃗) experimental-
mente.
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1.5.2. Propiedades Dinámicas
Las propiedades dinámicas o dependientes del tiempo se pueden clasificar según se
refieran al comportamiento individual o colectivo de las partículas en estudio.

Magnitudes individuales

La magnitud dinámica básica en el estudio individual de las partículas constituyentes
del sistema, es la función de autocorrelación de velocidades. Esta magnitud se define
como

Z(t) =
1

3
⟨v⃗i(t)v⃗i(0)⟩,

es decir, Z(t) es una medida de la proyección de la velocidad de una partícula sobre
su valor inicial, promediando en las condiciones iniciales. Su valor en el instante
inicial t = 0 está determinado por el teorema de equipartición y es

Z(0) =
1

3
⟨vi(0)2⟩ =

kBT

m
. (1.19)

Para tiempo suficientemente largos, las velocidades dejan de estar correlacionadas
con las velocidades iniciales así que Z(t) es igual a 0 cuando el tiempo tiende a
infinito. El tiempo necesario para observar este comportamiento debe ser grande en
comparación con los tiempos de relajación microscópicos, de manera que Z(t) decae
más lentamente en sistemas de baja densidad como consecuencia de que los choques
entre partículas son menos frecuentes.

La importancia de la función de autocorrelación de velocidades es su relación con
el coeficiente de autodifusión, el cual se puede obtener experimentalmente. El coefi-
ciente de difusión D de un sistema continuo está definido por la ley de Fick’s, que
relaciona el flujo de masa con el gradiente de la densidad numérica

ρv⃗ = −D∇ρ, (1.20)

de manera que la evolución temporal de ρ está descrita por la ecuación

∂ρ

∂t
= D∇2ρ.

Para t largo, en comparación con los intervalos temporales de colisión, el coeficiente
de difusión viene dado por la bien conocida expresión de Einstein [19]

D = ĺım
t→∞

1

6t
⟨(r⃗j(t)− r⃗j(0))

2⟩, (1.21)

expresión totalmente análoga a la relación

D =

∫ ∞

t=0
Z(t)dt, (1.22)

como se demuestra en [13].

La ecuación (1.22) es un ejemplo de fórmula de Green-Kubo, una clase importante
de ecuaciones en las que una propiedad dinámica macroscópica se expresa como la
integral temporal de una función de correlación temporal microscópica.
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Magnitudes colectivas

Las correlaciones dependientes de tiempo y espacio se describen por medio de la
función de correlación de van Hove [16],

G(r⃗, t) =
1

N
⟨
∫
ρ(r⃗′ + r⃗, t)ρ(r⃗′, 0)dr⃗′⟩

=
1

N

〈
N∑
i=1

N∑
j=1

δ(r⃗ − r⃗j(t) + r⃗i(0))

〉
.

La interpretación física de G(r⃗, t)dr⃗ es el número de partículas j en una región dr⃗
alrededor del punto r⃗ a tiempo t, suponiendo que a tiempo t = 0 había una partícula
i en el origen.

La función de Van Hove se puede separar de manera natural en dos términos, uno
que incluye el caso en el que la partícula a tiempo t en r⃗ es la misma que la partícula
a tiempo t = 0 en el origen, y otro correspondiente al caso en el que se trata de
partículas distintas. Más concretamente,

G(r⃗, t) = Gs(r⃗, t) +Gd(r⃗, t),

donde

Gs(r⃗, t) =
1

N

〈
N∑
i=1

δ(r⃗ − r⃗i(t) + r⃗i(0))

〉
,

Gd(r⃗, t) =
1

N

〈
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

δ(r⃗ − r⃗j(t) + r⃗i(0))

〉
.

Para realizar la distinción entre el caso en el que la partícula j es la misma que la i,
ha de estar justificado el uso del límite clásico (distribución de Maxwell-Boltzmann),
de manera que las partículas pueden tratarse como distinguibles.

En particular, en el instante de tiempo inicial se tiene que

Gs(r⃗, 0) = δ(r⃗), Gd(r⃗, 0) = ρg(r⃗).

Al evolucionar el tiempo, la delta, que constituye Gs en el instante inicial, se ensan-
cha y los picos iniciales mostrados por Gd se desvanecen.

Realizando la transformada de Fourier de la función de correlación de van Hove, se
define la función de dispersión intermedia en el espacio de momentos,

F (k⃗, t) =

∫
G(r⃗, t)exp

(
−ik⃗ · r⃗

)
=

1

N
⟨ρ

k⃗
(t)ρ−k⃗

(0)⟩. (1.23)

La función de dispersión intermedia también puede separarse en una parte de auto-
iteracción y de interacción entre partículas distintas a partir de Gs y Gd. La relación
con el factor de estructura estático (1.17) es evidente, F (k⃗, 0) = S(k⃗). Además, a
partir de esta magnitud se define el factor de estructura dinámico como su transfor-
mada de Fourier temporal inversa

S(k⃗, ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (k⃗, t)exp (−iωt) dt, (1.24)
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e integrando a todas las frecuencias se tiene que∫ ∞

−∞
S(k⃗, ω) = S(k⃗).

Al igual que el factor de estructura estático, el factor de estructura dinámico puede
medirse directamente en la difracción de rayos X o neutrones y genera un patrón con
picos que representan las frecuencias en las que la red propaga las perturbaciones.
En dinámica de fluidos, los modos de propagación son fenómenos de interés y su
comportamiento es análogo al de los fonones en los sólidos. Sin embargo, predecir
su existencia y su frecuencia no es posible por no existir una teoría que los describa
correctamente fuera del régimen hidrodinámico.

La densidad numérica aporta información sobre la distribución de las partículas, pero
para examinar las variaciones locales del movimiento de las partículas es necesario
acudir a la corriente asociada a la densidad numérica (1.15), cuya transformada de
Fourier es

J⃗k(t) =

N∑
j=1

vj exp
(
−ik⃗ · r⃗j(t)

)
.

Dado que J⃗
k⃗
(t) es un vector, su correspondiente función de correlación es un ten-

sor. Para fluidos isotropicos, consideraciones de simetría llevan a que únicamente
dos de sus nueve componentes son independientes. Las denotaremos como direc-
ción longitudinal (∥) a aquella paralela a k⃗ y transversal(⊥)a la perpendicular. Más
concretamente,

C∥(t) =
k2

N
⟨J∥

k⃗
(t)J

∥
−k⃗

⟩, C⊥(t) =
k2

N
⟨J⊥

k⃗
(t)J⊥

−k⃗
⟩.

El espectro de la función de autocorrelación de la densidad de corriente longitudinal,
C

∥
k⃗
, se relaciona con el factor de estructura mediante la ecuación

C∥(k⃗, ω) = ω2S(k⃗, ω), (1.25)

de manera que el factor de estructura puede calcularse según la conveniencia en el
cálculo como (1.24) o con la expresión recién obtenida.

Dado que los líquidos no presentan resistencia de cizalladura, la corriente transversal
no se transmite a escala macroscópica porque se disipa rápidamente en fenómenos de
difusión. Este es el motivo principal de la separación en componentes transversales
y longitudinales.

Como ya se ha comentado previamente, los modos de propagación en la dinámica
de fluidos no son predecibles y conocer su frecuencia no es posible en general. Sin
embargo, a escalas microscópicas se pueden inducir ecuaciones para la difusión a
partir del estudio de sistemas macroscópicos en el límite hidrodinámico.

1.6. Hidrodinámica
Comparando la longitud de onda con el recorrido libre medio lc y el tiempo con el
tiempo promedio entre colisiones τc, el plano de longitud de onda-frecuencia puede
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dividirse en tres regiones.

La zona en la que klc ≪ 1, ωτc ≪ 1 se corresponde con el régimen hidrodinámi-
co, donde el comportamiento del fluido se describe por ecuaciones fenomenológicas
macroscópicas de mecánica de fluidos. En el rango intermedio (klc ∼ 1, ωτc ∼ 1)
se debe tener en cuenta la estructura molecular del fluido, siendo necesario realizar
un tratamiento basado en las ecuaciones microscópicas del movimiento. El régimen
de partícula libre se presenta en el límite klc ≫ 1, ωτc ≫ 1, donde las distancias y
tiempos son tan cortos que cada partícula se mueve esencialmente de manera inde-
pendiente del resto.

En nuestro caso, la importancia de la división en regiones del espacio de longitu-
des de onda-frecuencia se debe a que, tanto en el régimen hidrodinámico como de
partícula libre, las funciones de correlación que se derivan de las ecuaciones de la
hidrodinámica son identicas a las funciones de correlación asociadas a variables mi-
croscópicas. Por ejemplo, para la función de autocorrelación de la densidad en el
régimen hidrodinámico se tiene que

⟨ρ
k⃗
(t)ρ−k⃗

(0)⟩ = ⟨n
k⃗
(t)n−k⃗

(0)⟩ klc ≪ 1, t/τc ≫ 1.

1.6.1. Descripción individual
En primer lugar, consideramos el problema de la difusión de una partícula en un
fluido de partículas idénticas en el cual la concentración de partículas es suficiente-
mente baja como para ignorar las interacciones entre partículas.

Este problema es equivalente al del movimiento de una única partícula descrito
por la función de autocorrelación de Van Hove Gs(r⃗, t) en la sección §1.5.2. Más
concretamente, denotando por

ρ(s)(r⃗, t) = δ(⃗(r)− r⃗i(t))

a la densidad macroscópica de la partícula i-ésima y por J⃗ (s) a la corriente propia
de la partícula se cumple un análogo a la ecuación de continuidad (1.14)

∂ρ(s)(r⃗, t)

∂t
= ∇ · J⃗ (s)(r⃗, t)

y a la ley de Fick (1.20), de manera que se obtiene la ecuación de difusión

∂ρ(s)(r⃗, t)

∂t
= D∇2ρ(s)(r⃗, t).

Pasando al espacio de momentos la ecuación de difusión obtenida, se tiene que

∂ρ
(s)

k⃗
(r⃗, t)

∂t
= −Dk2ρ(s)

k⃗
(r⃗, t),

ecuación cuya solución es

ρ
(s)

k⃗
(t) = ρ

(s)

k⃗
(0) exp(−Dk2t).

de manera que
1

N
⟨ρ(s)

k⃗
(t)ρ

(s)

−k⃗
(0)⟩ = exp(−Dk2t),
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es decir, en el régimen hidrodinámico función propia de dispersión intermedio es

F (s)(k⃗, t) = exp(−Dk2t).

Por tanto, de la relación (1.23) se obtiene que, en el régimen hidrodinámico, la
función de autocorrelación de Van Hove es

G(s)(r⃗, t) =
1

(4πDt)3/2
exp

(
−r2

4Dt

)
,

y el factor de estructura dinámico propio,

S(s)(k⃗, t) =
1

π

Dk2

ω2 + (Dk2)2
.

Con estas expresiones ya se está en disposición de comparar la teoría con los valores
experimentales obtenidos para Ss(k⃗, ω) mediante dispersión incoherente de neutro-
nes o mediante dispersión de Rayleigh de la luz en experimentos de disoluciones.

1.6.2. Descripción colectiva
En el regimen hidrodinámico las propiedades locales del fluido varían lentamente a
escala microscópica. El conjunto de variables hidrodinámicas incluye a la densidad
local de masa (1.12), la energía y el momento que como ya ocurría con sus equiva-
lentes microscópicos satisfacen una ecuación de continuidad de la forma (1.14).

En resumen, la dinámica de un fluido no relativista está gobernado por tres leyes
básicas de conservación

∂

∂t
ρ+∇ · [(ρ(r⃗, t)v⃗(r⃗, t)] = 0, (1.26)

∂

∂t
[n(r⃗, t)v⃗(r⃗, t)] +∇σ(r⃗, t) = 0, (1.27)

n(r⃗, t)
du

dt
+∇ · J⃗u(r⃗, t), (1.28)

donde n es la densidad de masa local (1.12), σ es el tensor de esfuerzos, u es la
densidad de energía interna y J⃗u es la corriente de energía.

Los coeficientes del tensor de esfuerzos pueden expresarse en función de la viscosidad
de corte o cizalladura, η, y de la viscosidad de volumen, ζ,

σij =

(
η +

1

2
ζδij

)(
vi(r⃗, t)

∂rj
+
∂vj(r⃗, t)

∂ri

)
La corriente macroscópica de energía se define como

J⃗e(r⃗, t) = (e+ P )u(r⃗, t)− λ∇T (r⃗, t)

siendo e = U/V la densidad de energía en el equilibrio, P la presión hidrostática, λ
la conductividad térmica y T (r⃗, t) la temperatura local.

15



Asumiendo que el sistema se encuentra cercano al equilibrio en todo momento, las
tres ecuaciones de conservación pueden ser linealizadas despreciando a partir de se-
gundo orden las posibles fluctuaciones.

En el proceso de linealización, se consideran las distintas componentes de la den-
sidad de corriente local J⃗(r⃗, t) = n(r⃗, t)v⃗(r⃗, t) y se transforman las ecuaciones de
conservación al espacio de momentos, tomando como componente longitudinal de J⃗
la dirección k⃗. Con este procedimiento se obtiene [14] un sistema que expresado en
forma matricial es



−iz 0 ik 0 0

0 −iz + ak2 Tik
ρ2CV

(
∂P
∂T

)
n

0 0

ik
m

(
∂P
∂n

)
T

ik
m

(
∂P
∂T

)
n

−iz + bk2 0 0

0 0 0 −iz + νk2 0

0 0 0 0 −iz + νk2





ñ
k⃗
(z)

T̃
k⃗
(z)

J̃z
k⃗
(z)

J̃x
k⃗
(z)

J̃y

k⃗
(z)


=



n
k⃗
(0)

T
k⃗
(0)

Jz
k⃗
(0)

Jx
k⃗
(0)

Jy

k⃗
(0)



donde se ha aplicado, además de la transformada de Fourier en espacio, la transfor-
mada de Laplace ( ·̃ ) respecto al tiempo, por ejemplo,

ñ
k⃗
(z) =

∫ ∞

0
dt exp (izt)

∫
n(r⃗, t) exp(−ik⃗ · r⃗)dr⃗.

En la matriz se ha utilizado la siguiente notación

a =
λ

nCV
, ν =

η

nm
, b =

4
3η + ζ

nm
,

siendo b la viscosidad cinemática longitudinal y ν la viscosidad cinemática de corte
o cizalladura. Además, CV denota a la capacidad calorífica por partícula a volumen
constante.

La estructura diagonal en bloques de la matriz hidrodinámica muestra que las fluc-
tuaciones de la corriente transversal (Jx

k⃗
y Jy

k⃗
) están completamente desacopladas

de las fluctuaciones del resto de variables. Resolviendo el subsistema transversal se
tiene que los modos transversales son

z = −νk2.

De esto se deduce que la componente transversal de la corriente satisface la ecuación
diferencial de primer orden

∂

∂t
Jα
k⃗
(t) = −νk2Jα

k⃗
(t), α = x, y.

A partir de esta ecuación, es inmediato que la función de autocorrelación de la
corriente transversal satisface una ecuación totalmente análoga, con condición inicial
dada por su propia definición, C(k⃗, 0) = k2 kBT

m . Trivialmente, se tiene que

C⊥(k⃗, t) = k2
kBT

m
exp

(
−νk2t

)
, (1.29)
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es decir, los modos transversales son puramente difusivos en concordancia con la
propiedad de los líquidos de no conducir ondas transversales.

Por otra parte, en la resolución del subsistema longitudinal se calculan únicamente
las frecuencias de propagación de orden menor o igual que k2, dado que el régi-
men hidrodinámico es únicamente válido para longitudes de onda largas. Con esta
consideración, la solución aproximada es

z0 = −iDTk
2,

z± = ±csk − iΓk2,

donde cs es la velocidad adiabática del sonido, DT el coeficiente de difusión térmica
y Γ el coeficiente de atenuación del sonido.

DT =
λ

nCP
, Γ = a

CP − CV

2CP
+
b

2

La matriz hidrodinámica muestra que los modos longitudinales colectivos son aque-
llos asociados con fluctuaciones en la densidad, en la temperatura o en la proyección
de la corriente de partícula en la dirección de k⃗. Las soluciones del subsistema longi-
tudinal son los tres modos de propagación z0, z+ y z−, los cuales permiten obtener
el factor de estructura dinámico normalizado. En el límite hidrodinámico

2π
S(k, ω)

S(k)
=
CP − CV

CP

2Dtk
2

ω2 + (DTk2)2

+
CV

CP

(
Γk2

(ω − csk)2 + (Γk2)2
+

Γk2

(ω + csk)2 + (Γk2)2

)
.

Entre esto modos es de especial importancia la línea Rayleigh en ω = 0 que se co-
rresponde con z0 y representa la difusión térmica a presión constante.

Los otros dos modos se denominan líneas de Brillouin, ω = ±csk, y son modos
acústicos propagantes por lo que permiten conocer la velocidad del sonido en el
medio.
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Capí tulo 2

Método Computacional

El método computacional parte primero de las posiciones fijas de los átomos/iones
para calcular el estado fundamental basándose en la DFT. Una vez determinado el
estado fundamental, se calculan las fuerzas sobre los átomos, a partir de las cuales
se pueden conocer sus velocidades y posiciones tras un paso de tiempo mediante
dinámica molecular. De esta manera se cierra la iteración y se comienza una nueva.

2.1. Teoría del Funcional de la Densidad

Los métodos tradicionales en el estudio de la estructura electrónica, por ejemplo la
teoría de Hartree-Fock, se basan en una función de onda multielectrónica y permiten
predecir el comportamiento de sistemas de pocos electrones a partir de la ecuación
de Schrödinger. Sin embargo, sus ecuaciones son demasiado complejas y su resolu-
ción numérica para sistemas más grandes es demasiado costosa computacionalmente.

La teoría del funcional de la densidad (DFT por sus siglas en inglés) es una de los
métodos computacionales más usados en el estudio de la estructura electrónica de la
materia. Sus aplicaciones son muy variadas y van desde el diseño de catalizadores en
la síntesis del amoniaco hasta el estudio de propiedades de materiales para modelar
la formación planetaria, ejemplos que se pueden consultar en [26].

Una característica fundamental de esta teoría es que se trata de un método ab-Initio,
un término en latín que significa ”primeros principios”. Este concepto se emplea para
referirse a que el método de resolución de problemas se basa en ecuaciones funda-
mentales como, en este caso, la ecuación de Schrödinger.

La DFT trabaja con funcionales de la densidad electrónica(1.2) permitiendo acceder
a sistemas más complejos al reducir las variables de las 3N de la función de onda
a 3, en un sistema de N electrones. La mayor desventaja de este método es el des-
conocimiento del funcional exacto que permite conocer la energía del sistema. En la
práctica, se usan funcionales que se han comprobado que dan buenos resultados.

Todo el campo de la teoría del funcional de la densidad se fundamenta en dos
teoremas probados por Kohn y Hohenberg [15] y la derivación de un conjunto de
ecuaciones por Kohn y Sham [18].
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2.1.1. Teoremas de Hohenberg-Kohn

En 1965 Hohenberg y Kohn [15], realizan un estudio del estado fundamental de un
gas de electrones interaccionantes sometidos a un potencial externo, υext(r⃗), pro-
bando los dos teoremas que llevan sus nombres y que han dado lugar a la teoría del
funcional de densidad. Por simplicidad, en ambos suponen que el estado fundamen-
tal es no degenerado.

En la demostración del primer teorema, es necesario tener en cuenta que los hamil-
tonianos de dos sistemas electrónicos distintos sólo difieren en su término corres-
pondiente al potencial externo, siendo el resto términos universales. Este hecho es
inmediato de la ecuación de Schrödinger para sistemas electrónicos (1.1).

Denotando por υext(r⃗) al potencial externo que actúa sobre los electrones, se puede
expresar la energía de la siguiente manera

E = ⟨Ψ|H|Ψ⟩ = T + U + Vext, (2.1)

donde T es la energía cinética de los electrones, U es la energía debida a las inter-
acciones entre electrones y

Vext =

∫
υext(r⃗)ρ(r⃗)d

3r

es la energía de interacción con el potencial externo.

Teorema. El estado fundamental de un sistema electrónico es un funcional único
de la función de densidad, n(r⃗).

Demostración. La prueba se realiza por reducción al absurdo.
Supongamos que existen dos Hamiltonianos, H y H ′ y por tanto dos potenciales
externos, υext y υ′ext, distintos que llevan a la misma densidad electrónica del estado
fundamental,

n(r⃗) = ⟨Ψ|ρ(r)|Ψ⟩ =
〈
Ψ′|ρ(r)|Ψ′〉 .

Denotamos por E y E′ las energías asociadas a los estados fundamentales Ψ y Ψ′,
respectivamente. Estos estados han de ser distintos puesto que satisfacen ecuaciones
de Schrödinger distintas (salvo que υext = υ′ext + cte).

Como ya se ha comentado, los hamiltonianos de dos sistemas electrónicos distintos
sólo difieren en su término correspondiente al potencial externo, más concretamente,

H −H ′ =

∫
(υext(r⃗)− υ′ext(r⃗))d

3r.

Con estas consideraciones, se obtiene la siguiente desigualdad

E′ =
〈
Ψ′|H ′|Ψ′〉 < 〈

Ψ|H ′|Ψ
〉
=

〈
Ψ|H + (H ′ −H)|Ψ

〉
= E +

〈
Ψ|(υ′ext − υext)|Ψ

〉
,

mientras que, por simetría, se deduce

E < E′ +
〈
Ψ′|(υext − υ′ext)|Ψ′〉 .
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Sumando estas dos desigualdades teniendo en cuenta que hemos supuesto que ambos
potenciales llevan a la misma densidad se llega al absurdo E + E′ < E + E′.

Por tanto, dos potenciales externos distintos no pueden llevar a la misma densidad
electrónica.

La forma en la que el teorema ha sido enunciado no ensalza las consecuencias del
mismo, pero de él es inmediato que la densidad electrónica del estado fundamental
determina todas las propiedades del estado fundamental, incluidas la energía y la
función de onda.

Para enunciar el segundo teorema de Hohenberg-Kohn denotaremos por E[n] a la
energía total que como se acaba de demostrar es un funcional de la energía.

Teorema. La densidad electrónica, n(r⃗), para la cual E[n] es mínima coincide con
la densidad electrónica del estado fundamental.

Demostración. Para un potencial externo dado υext(r⃗), la ecuación de Schrödinger
determina la función de onda y la función de densidad del estado fundamental, Ψ y
n(r⃗), respectivamente.

Si se considera cualquier otra función de onda, Ψ′, su función de densidad, n′(r⃗),
será distinta de n(r⃗) por el primer teorema de Hohenberg-Kohn y entonces se tiene

E[n] = ⟨Ψ|H|Ψ⟩ <
〈
Ψ′|H|Ψ′〉 = E[n′].

El segundo teorema es un principio variacional para la energía como funcional de la
densidad electrónica, generalizado a partir del principio variacional para la energía
a partir de las funciones de onda. Este principio variacional es usado en la práctica
con formas aproximadas del funcional real ya que únicamente hemos demostrado su
existencia y unicidad pero su forma exacta es desconocida.

2.1.2. Ecuaciones de Kohn-Sham
Los teoremas de Hohenberg y Kohn no garantizan que encontrar el valor mínimo
del funcional energía, E[n], sea más sencillo que la tarea completa de resolver la
ecuación de Schrödinger para la función de onda.

Esta dificultad fue resuelta por Kohn y Sham en [18], donde demuestran que el
proceso de encontrar la densidad correcta puede ser escrito como un conjunto de
ecuaciones autoconsistentes que involucran la ecuación de Schrödinger para un úni-
co electrón.

Si dado un sistema de electrones interaccionantes en un potencial externo, υext, con
densidad n(r⃗) existiese un sistema de electrones no interaccionantes con la misma
densidad, podríamos escribir el hamiltoniano, H, como suma de la energía cinética
del sistema de electrones no interaccionantes, Ts y de un potencial externo ficticio,
υs, en el que se incluyesen el resto de efectos propios del sistema interaccionante,

H = Ts + Vs, Vs =

∫
υs(r⃗)n(r⃗)d

3r. (2.2)
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El estado fundamental del sistema de N partículas no interaccionantes, supuesto no
degenerado, no es más que el determinante de Slater construido con las N soluciones,
ϕi, de más baja energía de la ecuación de Schrödinger para una partícula,{

−~2∇2

2m
+ Vs(r⃗)

}
ϕi = ϵiϕi, i ∈ 1 . . . , N. (2.3)

Por tanto, el sistema no interaccionante nos permitiría conocer la solución una vez
la energía fuese expresada como suma de la energía cinética y otro conjunto de tér-
minos que conformasen Vs.

La justificación de la existencia de tal sistema no interaccionante, que comparte la
densidad del estado fundamental con el sistema interaccionante, para cualquier po-
tencial externo puede consultarse en [7].

Los teoremas de Hohenberg-Kohn permiten expresar la energía como funcional de
la función de densidad,

E[n] = Ts[n] + Vext[n] + VH [n] + Exc[n],

donde
Vext =

∫
υext(r⃗)n(r⃗)dr y VH =

1

2

∫ ∫
n(r⃗′)n(r⃗)

|r − r′|
drdr′. (2.4)

El término VH se conoce como energía de Hartree y describe la energía debida a
la repulsión coulombiana, mientras que último sumando se denomina energía de
intercambio-correlación y, teniendo en cuenta (2.1), es ,por definición,

Exc = T − Ts + U − VH . (2.5)

Los energía potencial externa y de Hartree son claramente funcionales de n, al igual
que la energía (por los teoremas de Hohenberg-Kohn), por lo que justificando que
Ts también lo es quedaría justificado que Exc = Exc[n]. Dado que los orbitales ϕi
son funcionales de n y que Ts es una función de estos, Ts es un funcional de n.

La energía de intercambio Exc no posee una expresión sencilla y usualmente se se-
para en las dos términos que le dan nombre, el término de intercambio ,Ex, debido
al principio de exclusión de Pauli, y el término de correlación, Ec.

En el término de correlación se incluyen el resto de interacciones, como parte de la
contribucion de la energía cinética que no se tiene en cuenta al hacer la aproxima-
ción de electrones no interactuantes y la corrección necesaria para subsanar que el
potencial de Hartree incluye la autointeracción coulombiana de cada electrón.

La definición matemática de la derivada funcional es más sutil que la definición de
la derivada de una función como se ha detallado en §1.2, para enfatizar que no es la
definición usual de derivada se denota con δ en lugar de d.

El funcional de la energía E[n] ha de minimizarse cumpliendo que el número total de
electrones sea N, para lo cual se utiliza el multiplicador de Lagrange µ y se impone
la condición

δE[n]

δn⃗(r)
− µN = 0
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junto con con la condición de ligadura

N =

∫
n(r⃗)d(r⃗)

y la variación de la energía

δE[n]

δn(r⃗)
=
δTs[n]

δn(r⃗)
+
δVext[n]

δn(r⃗)
+
δVH [n]

δn(r⃗)
+
δExc[n]

δn(r⃗)
.

Realizando las derivadas se obtiene

δE[n]

δn(r⃗)
=
δTs[n]

δn(r⃗)
+ υext(r⃗) + υH(r⃗) + υxc(r⃗)

donde
υH =

1

2

∫
n(r⃗′)

|r − r′|
dr′ y υxc(r⃗) =

δExc[n]

δn(r⃗)
. (2.6)

Con esto, queda cumplido el objetivo de expresar la energía como suma de la energía
cinética Ts y otro conjunto de términos, que de acuerdo con (2.2), conforman Vs. De
esto es inmediato que

υs(r⃗) = υext(r⃗) + υH(r⃗) + υxc(r⃗). (2.7)

Con este desarrollo, se está en condiciones de aplicar la ecuación de Schrödinger del
sistema electrónico no interaccionante auxiliar, (2.3), cuyas soluciones nos permiten
calcular la función de densidad del sistema original como

n(r⃗) = ns(r⃗) =

Ne∑
i=1

|ϕi|. (2.8)

Precisamente, las ecuaciones (2.3), (2.7) y (2.8) son las denominadas ecuaciones de
Kohn-Sham. Para poder implementarlas es necesario comenzar con una densidad
dada n(r⃗) que permite calcular υs mediante (2.7). En este paso υext y υH son clara-
mente conocidos, sin embargo, la dependencia de Exc y, por tanto, de υxc con n(r⃗)
es desconocida por lo que será necesario usar aproximaciones. Las características de
estas aproximaciones se estudian en la siguiente subsección §2.1.3.

Una vez conocido υs(r⃗), se aplica (2.3), cuyas soluciones son conocidas, y se calcula
la nueva densidad (2.8). Este proceso se itera hasta alcanzar la convergencia de n(r⃗).

2.1.3. Energía de Intercambio-Correlación
En la implementación de las ecuaciones de Kohn-Sham la mayor dificultad resulta
ser el cálculo de la energía de intercambio-correlación. La forma exacta del funcional
de intecambio-correlación, cuya existencia está garantizada por el primer teorema
de Hohenberg-Kohn, es simplemente desconocida.

Existen varias aproximaciones para realizar dicho cálculo entre las que se encuentra
la aproximación de la densidad local (LDA), en la que se fija como potencial de
intercambio-correlación, ϵxc, en cada posición, el potencial para el caso del gas de
electrones homogéneo para la densidad electrónica observada en dicha posición. Esta
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aproximación está justificada porque las interacciones de intercambio-correlación son
de corto alcance y el cálculo exacto es

ELDA
xc [n] =

∫
n(r⃗)ϵ(r⃗)dr⃗.

La clase de funcionales más conocida tras la LDA, es la aproximación del gradien-
te generalizado(GGA) en la que se usa información sobre la densidad electrónica
local y su gradiente local. Debido a la multitud de maneras en que la información
del gradiente puede ser introducida en la GGA, hay un gran número de funciona-
les distintos en la aproximación del gradiente conjugado. La forma general de esta
aproximación es

EGGA
xc =

∫
n(r⃗)ϵxc (n(r⃗),∇n(r⃗)) dr⃗.

Obviamente, se pueden construir funcionales más sofisticados cuanta más informa-
ción física se use para construirlos. Una jerarquía de funcionales según la información
incluida se puede consultar en la sección §10.2 de [26].

En los cálculos realizados en este TFG se ha usado la aproximación LDA en la
formulación de Perdew and Zunger [24].

2.2. Pseudopotenciales
A pesar de la simplificación que suponen las ecuaciones de Kohn-Sham y las aproxi-
maciones del funcional de intercambio-correlación, el coste computacional necesario
para calcular propiedades de sistemas complejos y de cierto tamaño es enorme. Para
reducir el coste computacional se desarrollaron los pseudopotenciales.

Conceptualmente, un pseudopotencial remplaza la densidad electrónica de un con-
junto de electrones del core por una densidad suavizada de manera que se cumplan
ciertas propiedades físicas y matemáticas del core real. Las propiedades del core son
fijadas en esta aproximación y durante el resto de cálculos (FCA, frozen core appro-
ximation).

El razonamiento físico que subyace en la aproximación acometida mediante los pseu-
dopotenciales es simple, las funciones de onda de los electrones del core permanecen
prácticamente inalteradas al situarse en distintos ambientes químicos. Por tanto, la
principal contribución de las funciones de onda del core a los enlaces químicos se
reduce a forzar la ortogonalidad de las funciones de onda de valencia con los estados
del core. Dicha ortogonalidad entre los orbitales de valencia y los orbitales con idén-
tico número cuántico l pero distinto n, genera numerosas oscilaciones en los estados,
lo que complica el cálculo.

Por tanto, la aproximación de los pseudopotenciales permite la eliminación de pro-
blemas analíticos y numéricos, asociados con singularidades en los potenciales de
interacción entre núcleo y electrones, a la vez que se tienen en cuenta todas las
interacciones electrostáticas y cuanto-mecánicas de los electrones de valencia con el
core. Los electrones de valencia son descritos por suaves pseudo-orbitales que poseen
el mismo rol que los orbitales verdaderos.
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Los pseudoestados de los electrones de valencia, junto con la eliminación de los es-
tados del core, simplifica drásticamente la resolución numérica de las ecuaciones de
Kohn-Sham y permite el uso de ondas planas como base en los cálculos de la es-
tructura electrónica. Además, conllevan una ventaja adicional ya que muchos efectos
relativistas que están íntimamente relacionados con los electrones del core pueden
ser incorporados al pseudopotencial sin aumentar la complejidad del sistema.

Los pseudopotenciales, tal y como han sido definidos, no son únicos. Esto dota al
método de libertad para elegir aquellas formas que simplifiquen los cálculos y la
interpretación de la estructura electrónica resultante. Los métodos para generar
pseudopotenciales en la teoría del funcional de la densidad están bien estableci-
dos y los errores asociados a los pseudopotenciales son en gran medida controlados y
pequeños frente a los errores debidos a la aproximación del funcional de intercambio-
correlación.

Los pseudopotenciales se construyen de manera que posean ciertas propiedades de-
seables, como la transferabilidad , la aditividad o que las propios pseudopotenciales
y las pseudofunciones sean tan suaves como sea posible. Esto es necesario para man-
tener la base de ondas planas tan pequeña como sea posible.

Un pseudopotencial se calcula para el átomo aislado y se usa en el estudio de sis-
temas con más átomos, del mismo tipo o distintos. En general, se supone que este
mismo pseudopotencial sigue siendo valido aunque diferentes métodos de cálculo
del pseudopotencial pueden dar resultados ligeramente distintos. Esta propiedad de
los pseudopotenciales de ser satisfactoriamente extrapolables de un átomo aislado a
sistemas de más átomos se conoce como transferabilidad.

Un pseudopotencial, en general, debe cumplir cuatro requisitos básicos:

I Dentro del core toda pseudofunción obtenida del pseudopotencial debe ser
suave y sin oscilaciones. La región del core se delimita con un radio de corte
rc.

I Una función radial de momento angular orbital l calculada mediante el pseudo-
potencial RPP

l (r) debe ser idéntica a la real RAE
l (r) más allá del radio de corte,

|r| > rc. El superíndice AE utilizado en el caso real denota que se consideran
todos los electrones (all electron).

I La carga dentro de la región del core debe ser la misma en ambos casos:∫ rc

0
|RPP

l (r)|2r2dr =
∫ rc

0
|RAE

l (r)|2r2dr. (2.9)

I Los autovalores de ambas funciones deben ser iguales,

ϵPP
l = ϵAE

l .

Los pseudopotenciales que cumplen la condición (2.9) se dice que son de norma con-
servada.

En el caso particular de los metales de transición, como lo es el Cobre, el tamaño
del core es muy pequeño. Como rc es pequeño, el número de onda máximo será

24



grande y es necesario el uso de grandes bases de ondas planas a la hora de expan-
dir la pseudofunción de onda aumentando considerablemente el coste computacional.

Con el fin de evitar este aumento suele prescindirse de la condición de norma con-
servada y se usa un pseudopotencial ultrasoft(USPP). Este tipo de pseudopotencial
permite reducir el número de ondas planas al aumentar el tamaño del core e incre-
mentar la suavidad del pseudopotencial. La no conservación de la carga se resuelve
introduciendo funciones auxiliares de carga, más sencillas de tratar numéricamente.

Habitualmente el USPP posee un radio en el que la norma es conservada y otro
radio mayor que desempeña el papel de rc. El resto de condiciones clasifican los
pseudopotenciales en locales y no locales, dependiendo estos últimos del momento
angular orbital l.

Para aplicar los pseudopotenciales a la teoría del funcional de la densidad, se se-
para la densidad electrónica del core nc cuya contribución a la energía total suele
ignorarse, por ser constante, y se sustituye la densidad electrónica por una pseudo-
densidad de los electrones de valencia nv, además de cambiar el potencial exterior
por el pseudopotencial.

Esta separación no supone un problema en la energía de Hartree ya que posee linea-
lidad, sin embargo, la energía de intercambio-correlación exige que las densidades
nv y nc estén separadas en el espacio para que la aproximación sea válida. En caso
contrario se aplican las denominadas correcciones no lineales de core.

Una desventaja de usar USPPs es que la construcción del pseudopotencial para cada
átomo requiere que se específiquen ciertos parámetros empíricos.

2.3. Dinámica molecular

En esta sección se exploran los métodos de la dinámica molecular (DM), un conjunto
de herramientas computacionales usadas para seguir las trayectorias de los átomos.
Los átomos/iones del sistema se pueden tratar como entidades que obedecen las
leyes de la mecánica clásica. Dado que el problema clásico de N cuerpos carece de
solución analítica, la única vía posible es la numérica.

Los sistemas desordenados, entre ellos los líquidos, son el estado de la materia más
frecuentemente estudiado por los métodos de dinámica molecular. Esto se debe a
razones históricas, dado que los sólidos cristalinos y los gases tienen fundamentos
bien desarrollados pero los líquidos no poseen una teoría general. Teóricamente, en
los sólidos se comienza asumiendo que los constituyentes atómicos sufren pequeñas
oscilaciones sobre las posiciones fijas de la red; para los gases se asume que los átomos
son independientes y se introducen las interacciones como perturbaciones débiles.
En el caso de los líquidos, las interacciones son tan importantes como en los sólidos
pero no existe una estructura ordenada subyacente con la que comenzar.

Para conocer la configuración de los átomos en cualquier instante, es necesario espe-
cificar 3N posiciones, r⃗1, r⃗2, . . . , r⃗N ., y 3N velocidades, v⃗1, v⃗2, . . . , v⃗N . Para conocer
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dicha configuración las leyes de Newton del movimiento son de gran utilidad

Mi
dr⃗i
dt

= F⃗i, (2.10)

donde Mi es la masa del átomo i-ésimo y la fuerza se relaciona con la derivada de
la energía potencial, V , mediante

F⃗i = ∇r⃗iV (r⃗1, r⃗2, . . . , r⃗N ).

Para hacer uso de esta formulación, es necesario que la distancia interatómica sea
mayor que la longitud de onda térmica

λ =
h√

2πmkBT
, (2.11)

condición necesaria para evitar el solapamiento entre funciones de onda y la apari-
ción de fenómenos de carácter cuántico.

La aproximación clásica es válida en la mayoría de los casos, fallando solo para áto-
mos muy ligeros o para líquidos a muy bajas temperaturas.

En muchas aplicaciones de la MD se pretende comparar los resultados con datos
experimentales. Para ello en una primera fase se debe trabajar en el conjunto canó-
nico donde el sistema termaliza, ya que habitualmente los átomos del material en
estudio pueden intercambiar calor con el entorno. Al realizar la termalización, las
velocidades de dichos átomos siguen la distribución de Maxwell–Boltzmann.

Durante la primera fase, en cada paso de tiempo las energías cinética y potencial
cambian por lo que las velocidades se reescalan. Tras un tiempo los átomos alcanzan
las posiciones de equilibrio y la energía potencial se equilibra. En ese intervalo de
tiempo la energía total varía de forma cuasimonótona (creciente o decreciente) y
tras un alto número de pasos de tiempo el sistema alcanza el equilibrio.

Una vez el sistema se ha termalizado,la temperatura no sufrirá más que algunas
pequeñas oscilaciones, esto junto a que las ecuaciones del movimiento conservan la
energía total permite pasar a trabajar en el conjunto microcanónico.

Para determinar las posiciones y velocidades en cada paso de tiempo ha de resol-
verse (2.10). Para ello, se utiliza un método estándar de resolución de ecuaciones
diferenciales ordinarias como lo son los métodos en diferencias finitas.

El objetivo es conocer las posiciones, velocidades y otra información dinámica a tiem-
po t+∆t siendo conocidas a tiempo t. La elección del paso de tiempo ∆t dependerá
de la precisión del método pero siempre debe ser significativamente más pequeño
que el tiempo típico que tarda el átomo en trasladarse su propio tamaño.

A la hora de elegir un método de integración algorítmico como lo son los métodos
en diferencias finitas, se han de tener en cuenta las características tanto del método
como del problema al que se va a aplicar. A continuación, se comentan que cualida-
des del método son más críticas en nuestro caso.
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La velocidad de integración en cada paso no es crucial, es mucho más importante
que se puedan usar longitudes de paso de tiempo largas de manera que el periodo
simulado pueda ser cubierto en un número modesto de pasos, manteniendo el tiempo
de computación controlado. Claramente, cuanto mayor sea ∆t, de manera menos
precisa seguirá la solución la trayectoria clásica correcta.

Obviamente, ningún algoritmo proporciona una solución esencialmente exacta du-
rante un tiempo largo, afortunadamente esto no es necesario ya que en dinámi-
ca molecular es únicamente necesario mantener una solución precisa para tiempos
comparables con los de correlación de manera que sea posible calcular con suficiente
precisión las funciones de correlación.

Por otra parte cuando usamos el método para generar estados que sean muestras del
conjunto microcanónico no es necesario conocer las trayectorias exactas pero se debe
hacer énfasis en la conservación de la energía. La clave consiste en que la trayectoria
de la partícula debe permanecer en la hipersuperficie de energía constante adecuada
del espacio de fases, de otra manera no se generarían los promedios del conjunto
correctos.

Por todas estas razones, la mayor parte de los programas de dinámica molecular
usan una variante del algortimo de Verlet conocido como algoritmo de velocidades
de Verlet [1]. En la siguiente subsección se describe dicho algoritmo.

2.3.1. Algoritmo de Verlet

A continuación se expone el algoritmo utilizado para resolver las ecuaciones del
movimiento. Este método iterativo debe su nombre a su utilización por parte de
Loup Verlet en [27, 28]. El algoritmo se obtiene a partir de los siguientes desarrollos
de Taylor:

r⃗(t+∆t) = r⃗(t) + v⃗(t)∆t+
a⃗(t)∆t2

2
+

1

6

d3r⃗(t)

dt3
∆t3 + . . . ,

r⃗(t−∆t) = r⃗(t)− v⃗(t)∆t+
a⃗(t)∆t2

2
− 1

6

d3r⃗(t)

dt3
∆t3 + . . .

Sumando ambas expresiones y despejando la posición a tiempo t+∆t se tiene que

r⃗(t+∆t) = 2r⃗(t)− r⃗(t−∆t) + a⃗(t)(∆t)2 +O((∆t)4), (∆t→ 0).

Por otro lado restando los desarrollos de Taylor y despejando la velocidad se obtiene

v⃗(t) =
r⃗(t+∆t)− r⃗(t−∆t)

2∆t
+O((∆t)2), (∆t→ 0).

Este método para calcular las velocidades tiene únicamente orden 2 frente al orden
4 de las posiciones lo que constituye el mayor problema de este método.

Sin embargo, la forma más habitual y útil de escribir el algoritmo de Verlet es en la
denominada forma de velocidades de Verlet[1]. Este algoritmo requiere más operacio-
nes y almacenamiento que el algoritmo original, sin embargo, permite incorporar un
control para reescalar la temperatura con mayor facilidad. Además permite cambiar
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el paso de tiempo trivialmente. Este algoritmo se define por medio de las siguientes
ecuaciones:

r⃗(t+∆t) = r⃗(t) + ∆t v⃗(t) +
1

2
(∆t)2a⃗(t) (2.12)

v⃗(t+∆t) = v⃗(t) + ∆t
a⃗(t) + a⃗(t+∆t)

2
(2.13)

Esta formulación del algoritmo de Verlet mantiene el orden 2 en las velocidades y
reduce a orden 3 el cálculo de las posiciones.
La aceleración se computa directamente a partir de la energía potencial

a⃗i =
1

Mi
∇R⃗i

V (R⃗1, R⃗2, . . . , R⃗N ).
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Capí tulo 3

Cobre líquido

En este capítulo se presentan los resultados obtenidos en la simulación AIMD para
las propiedades estáticas y dinámicas del metal Cobre Líquido a T = 1423K. Se ha
tomado este estado termodinámico en particular por su cercanía al punto de fusión
(a presión ambiente) y por ser el estado para el que existe un mayor numero de
datos experimentales.

3.1. Características de la simulación

La simulación se ha realizado con el software QuantumEspresso [10] que se basa
en la teoría del funcional de la densidad. La energía de intercambio-correlación se
obtiene mediante la aproximación LDA en la formulación de Perdew and Zunger
[24] y para la interacción electrón-core se ha utilizado un pseudopotencial ultrasoft.

En la simulación, se estudia un estado termodinámico caracterizado por una tem-
peratura T = 1423K y una densidad numérica ρ = 0.0755Å−3 para un sistema
constituido por 150 átomos de cobre. Dado que la masa atómica del cobre es aproxi-
madamente 63.546u, la longitud de onda de De Broglie (2.11) para la temperatura
seleccionada es igual a λ = 0.05805Å. Esto justifica la validez del límite clásico ya
que la distancia interatómica es del orden del Ångström.

El paso de tiempo iónico ∆t implementado es de 0.0050 picosegundos, calculándose
25347 configuraciones para la posición y velocidad de cada partícula. El tiempo de
simulación total fue de 126.735ps aplicando en cada iteración el algoritmo de Verlet.

La configuración electrónica del Cu es [Ar]3d104s1. En nuestro cálculo, el pseudopo-
tencial considera como electrones de valencia los 11 electrones 3d104s1, incluyéndose
los electrones d por su cercanía al electrón 4s.

3.2. Propiedades estáticas

La distribución radial (1.16) obtenida mediante AIMD se representa en la figura
3.1 junto con los datos experimentales obtenidos por Waseda [30]. La distribución
radial presenta una sucesión de máximos y mínimos cuyas amplitudes decrecen rápi-
damente al aumentar r, lo que muestra la existencia de cierto orden de corto alcance

29



en torno al átomo referencia. En dicha figura, se observa un buen acuerdo de los re-
sultados de la simulación con los datos experimentales, coincidiendo las posiciones
de los máximos y mínimos.

Figura 3.1: Función de distribución radial g(r) para el Cu a T = 1423K.

Tal y como se enunció en §1.5.1, la probabilidad de encontrar una partícula a una
distancia comprendida entre r y r+dr de otra partícula, es igual a 4πr2ρg(r⃗)dr. Por
tanto, la distribución radial permite obtener el promedio de primeros vecinos, deno-
minado número de coordinación, CN , simplemente integrando dicha probabilidad
entre el origen y la posición del primer mínimo de g(r), rm,

CN =

∫ rm

0
4πr2g(r)dr = 11.80.

Es decir, en promedio un átomo tiene 11.8 primeros vecinos. Este resultado es con-
sistente con la estructura local icosaédrica típica en los metales de transición en
estado líquido a temperaturas cercanas al punto de fusión.

Además, la distribución radial se relaciona con el factor de estructura estático me-
diante (1.18). En la figura 3.2 se muestran los valores obtenidos para el factor de
estructura estático mediante la simulación Ab initio junto con los resultados expe-
rimentales obtenidos por Waseda [30] y O. J. Eder et al [6]. Estos últimos a una
temperatura de 1393K suficientemente próxima a la temperatura de la simulación
como para que la comparación sea relevante.

Los datos de la simulación presentan un pico principal en k1 ≈ 3.08Å con un va-
lor de S1(k) ≈ 2.77, mientras que los picos principales de los datos experimentales
obtenidos por Waseda y O.J. Eder que se encuentran en k1 = 3.0Å con alturas
iguales a 2.587 y 2.816, respectivamente. Este primer máximo es de gran importan-
cia ya que se corresponde con una frecuencia dominante en la g(r), es decir, una
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distancia que se repite y que se puede asociar a un parámetro de red de corto alcance.

Los picos sucesivos presentan de nuevo un buen acuerdo entre la simulación y los
datos experimentales disponibles.

Figura 3.2: Factor de estructura estático para el Cu a T = 1423K.

El valor del factor de estructura estático en el límite k → 0 permite calcular el co-
eficiente de compresibilidad isotérmica, κT . Para obtener dicho valor, consideramos
los valores de S(k) para los cinco menores k calculados y ajustamos a una parábola
de la forma S(k) = ak2 + b de manera que el valor de S(0) es igual a la constante b.
El valor obtenido por este método es igual S(k) k→0−−−→ 0.0193± 0.0008

Dado que S(0) = κTρTkB, se tiene un valor del coeficiente de compresibilidad
isotérmica de κT = 1.30 ± 0.05 · 10−11m2N−1. Se conocen los resultados experi-
mentales mostrados por S. Blairs en [5], que para el cobre líquido son de κT,exp =
1.49 · 10−11m2N−1.

3.3. Propiedades dinámicas

3.3.1. Magnitudes individuales

La figura 3.3 muestra la autocorrelación de velocidades normalizada frente al tiempo,
es decir, muestra la siguiente magnitud

ZN (t) =
Z(t)

Z(0)
=

3kBT

m
⟨v⃗(t)v⃗(0)⟩.
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Figura 3.3: Función de correlación de velocidades para el Cu a T = 1423K.

En dicha figura se observa el comportamiento típico de la función Z(t) con un pri-
mer mínimo pronunciado seguido de oscilaciones de amplitud decreciente ya que la
velocidad de cada partícula deja de estar correlacionada con su velocidad inicial. Es
primer mínimo se corresponde con el denominado efecto caja por el que una partí-
cula dada rebota contra la caja que forman sus vecinos más próximos.

Dadas las relaciones (1.19) y (1.22), a partir de los valores obtenidos para la fun-
ción de correlación de velocidades normalizada calculamos el coeficiente de difusión
mediante

D =
kBT

m

∫ ∞

0
Z(t)dt,

obteniéndose un valor igual 0.275± 0.002A2/ps.

Además, el coeficiente de difusión también cumple la ecuación (1.21). Esta relación
permite obtener dicho coeficiente representando el desplazamiento cuadrático medio
frente al tiempo y realizando una regresión lineal para los valores de t grande. Con
este método se obtiene un valor del coeficiente de difusión igual a 0.274±0.008A2/ps.

Ambos valores del coeficiente de difusión para los resultados de la simulación ab
initio son muy cercanos entre sí y relativamente próximos al valor experimental de
0.37± 0.01 obtenido por A. Meyer [20].

3.3.2. Magnitudes colectivas

La primera magnitud calculada en el estudio del comportamiento colectivo del sis-
tema es la función de dispersión intermedia, que ha sido calculado mediante la
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siguiente fórmula

F (k, t) =
1

N

〈
N∑
j=1

exp
(
−ik⃗r⃗j(t)

) N∑
l=1

exp
(
ik⃗r⃗j(0)

)〉
,

equivalente a (1.23). Los resultados obtenidos se normalizan por el valor inicial, que
es igual al factor de estructura estático S(k), y se muestran en la figura 3.4. En dicha
figura, se observa un comportamiento oscilatorio con el tiempo para los vectores k
menores que km, siendo km el punto donde F (k, t = 0) = S(k) alcanza el máximo
principal. El rango de valores k ∈ [0, km] se conoce como pseudo primera zona de
Brillouin.

Respecto al comportamiento de F (k, t) en k ≈ km, se observa un decaimiento lento.
El hecho de que km ≈ k1, donde se recuerda que k1 es el vector para el cual el
factor de estructura estático alcanza su máximo, explica el lento decaimiento como
consecuencia de las fuertes correlaciones entre primeros vecinos. Este fenómeno se
denomina estrechamiento de de Gennes.

Figura 3.4: Función de dispersión intermedia normalizada para el Cu a T = 1423K

Como se ha comentado en §1.5.2, la importancia de esta magnitud recae en su
Transformada de Fourier temporal, el factor de estructura dinámico S(k⃗, ω) debido a
que esta magnitud se puede medir experimentalmente mediante dispersión inelástica
de neutrones o de rayos X. La figura 3.5 muestra esta magnitud, normalizada por
el factor de estructura estático S(k) en función de k y ω. En ella, además de un
pico bien definido para k ≈ km asociados al estrechamiento de de Gennes, aparecen
dos picos para k pequeños. De ellos el pico central (ω = 0) tiene carácter difusivo
mientras que el lateral, que se muestra ampliado en la figura 3.6, tiene carácter
dispersivo.
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Figura 3.5: Factor de estructura dinámico normalizado para el Cu a T = 1423K

Figura 3.6: Ampliación de la zona donde el factor de estructura dinámico normalizado pre-
senta los picos inelásticos

A partir de las frecuencias asociadas a los picos inelásticos, ωm(k), se ha obtenido la
relación de dispersión de las fluctuaciones de la densidad y se muestra en la figura
3.7 junto con la relación de dispersión obtenida para el máximo de la función de co-
rrelación de la corriente longitudinal, ωl(k). La relación entre el factor de estructura
dinámico y la función de correlación de la corriente longitudinal es (1.25), por lo que
sus relaciones de dispersión son muy similares, especialmente a pequeños valores de
k como efectivamente se observa en dicha figura.

Además, la pendiente de ωm(k) cuando k → 0 es la velocidad del sonido adiábatica,
cs, lo que permite obtener un valor para esta magnitud a partir de los resultados
AIMD. Para ello, se realiza una regresión lineal con los valores de ωm(k) con k <

0.8Å−1 junto con el origen, obteniéndose un valor de la velocidad del sonido igual a
cs = 3500 ± 400m · s−1. Este valor está en buen acuerdo con el valor experimental
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[5] cs,exp = 3481m · s−1.

Figura 3.7: Relación de dispersión longitudinal para el Cu líquido a T = 1423K. Círculos
negros: resultado AIMD de las posiciones del pico lateral de S(q, ω). Círculos rojos: resultado
AIMD de las posiciones de los máximos de la corriente longitudinal C∥(k, ω). Línea continua:
dispersión lineal con la velocidad del sonido hidrodinámica, cs,exp.

Otra magnitud dinámica de interés es la función de correlación de la corriente trans-
versal C⊥(k, t), cuya transformada de Fourier temporal, C⊥(k, ω), nos proporciona
información sobre la posible existencia de modos de oscilación transversales a la di-
rección de propagación, denominados shear modes.

La figura 3.8 muestra C⊥(k, t), quedando claramente manifiesta la naturaleza os-
cilatoria de la correlación y el aumento de la velocidad de su decaimiento para k
grande.

Figura 3.8: Función de correlación de corrientes transversales, C⊥(k, t), para varios valores
de k, para el Cu líquido a T = 1423K.

35



La figura 3.9 muestra la transformada de Fourier de C⊥(k, t) que, de manera similar
al factor de estructura dinámico, permite obtener la relación de dispersión transversal
a partir de los máximos de C⊥(k, ω) en función de la frecuencia y del vector de
onda. La C⊥(k, ω) presenta un pico para k = 0.500Å (vector de onda mínimo para
la simulación) y según aumenta k los picos se ensanchan.

Figura 3.9: Función de correlación de corrientes transversales en el espacio de frecuencias,
C⊥(k, ω), para varios valores de k, para el Cu líquido a T = 1423K

La relación de dispersión transversal, mostrada en la figura 3.10, permite calcular
una velocidad transversal del sonido (asociada a las ondas shear) en el medio. Sin
embargo, la nueva función será cuasilineal ya que presenta un límite inferior para
los vectores de onda. Más concretamente,

ωT = cT (k − kmin),

siendo cT la velocidad transversal del sonido y kmin el vector de onda mínimo para
que haya transmisión de la componente transversal. Los valores obtenidos a partir
de la regresión lineal son de cT = 1900± 300 y kmin = 0.19± 0.12Å.

Figura 3.10: Relación de dispersión transversal para el Cu líquido a T = 1423K. Círculos
negros: resultado AIMD de las posiciones de los máximos de la corriente transversal C⊥(k, ω)
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A partir de C⊥(k, t) mediante la relación (1.29) se puede obtener información de la
viscosidad de cizalladura del líquido, ya que mediante la transformada de Laplace
se tiene

C̃⊥(k, z) =
kBT

m

[
z +

k2

ρm
η̃(k, z)

]
,

siendo η̃(k; z) un coeficiente generalizado de la viscosidad de cizalladura. Además,
C̃⊥(k, z = 0) se relaciona con la función de autocorrelación de la corriente transversal
normalizada mediante ∫

C⊥(k, t)

C⊥(k, 0)
dt =

m

kBT
C̃⊥(k, 0),

de manera que a partir de las corrientes transversales es posible calcular η̃(k, z = 0)
según

η̃(k, 0) =
ρkBT

k2C̃⊥(k, 0)
, (3.1)

donde ρ se denota la densidad numérica y m, la masa atómica.

A partir de η̃(k, 0) tomando el límite k → 0 se obtiene la viscosidad de cizalladura
η, así que es de especial interés obtener η̃(0, 0). Para ello, se calcula η̃(q, 0) mediante
(3.1) para los vectores con k ≤ 1.75Å, y se realiza un ajuste a una parábola. Con
este procedimiento se ha obtenido un valor de la viscosidad de cizalladura igual a
ηAIMD = 4.70 ± 0.20mPa · s. Se conocen dos resultados experimentales con los
que comparar este valor: Iida y Guthrie [17] presentan un resultado experimental
de ηexp = 4.38mPa · s a T = 1357K y M. J. Assael et al aportan un resultado
experimental ηexp = 3.74mPa·s a T = 1400K y de ηexp = 3.46mPa·s a T = 1450K.
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Capí tulo 4

Conclusiones

Se ha realizado una simulación AIMD para el cálculo de varias propiedades estáti-
cas y dinámicas del metal cobre en un estado termodinámico cercano a su punto de
fusión.

Los resultados obtenidos para la estructura estática muestran un buen acuerdo con
la información experimental disponible como evidencian la función de distribución
radial, g(r), y el factor de estructura estático, S(k). En particular, la diferencia en
la intensidad del pico principal de S(k) entre el resultado de la simulación y los
datos experimentales obtenidos por Waseda no es de gran relevancia debido a que
los cálculos de la g(r) experimental presenta también errores en las amplitudes de
las oscilaciones. Además, el buen acuerdo con los más recientes resultados experi-
mentales de O.J. Eder et al confirma la fiabilidad de los resultados de la simulación,
al igual que el hecho de que el coeficiente de compresibilidad exhibe un valor acorde
con los resultados experimentales.

El cálculo AIMD del factor de estructura dinámico, S(k, ω), presenta picos laterales,
lo que indica la presencia de excitaciones colectivas de densidad. Las relaciones de
dispersión y la velocidad de propagación obtenidas de los resultados de la simulación
están en acuerdo con los datos experimentales disponibles.

La funciones de correlación de la corriente transversal AIMD, C⊥(k, t), exhibe claras
oscilaciones para vectores de onda pequeños y su espectro asociado, C⊥(k, t) presenta
picos en una rango de k, lo que refleja la presencia de shear waves en el cobre líquido.

Se han calculado varios coeficientes de transporte como el coeficiente de autodifu-
sión, la velocidad adiabática del sonido y la viscosidad de corte o cizalladura. Los
valores calculados con el método AIMD están de nuevo en buen acuerdo con sus
correspondientes datos experimentales.
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