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Introduccion

El presente trabajo es una continuacién de investigaciones previas realizadas
por miembros del grupo de Fisica Tedrica de nuestra Universidad, en las que
se establecen relaciones entre Grupos y Algebras de Lie, bases ortonormales en
espacios de Hilbert separables de dimension infinita y lo que en fisica cuantica
se denominan bases continuas, funciones especiales y equipaciones de espacios
de Hilbert. También se buscan aplicaciones a situaciones fisicas concretas.

En el primero de estos trabajos previos [1], se definfan equipaciones de L*(R)
y L*(R") mediante las funciones de Hermite (espacio de Schwartz) y funcio-
nes de Laguerre, respectivamente, de tal manera que estas equipaciones hagan
continuos los operadores que representan a elementos de las algebra de Lie
del grupo de Heisenberg y su(1, 1), respectivamente. Las bases continuas se
generan mediante los autovectores generalizados de elementos significados del
algebra (tales como los operadores posicién y momento para el grupo de Hei-
senberg). En todos los modelos estudiados, se manejan dos representaciones de
las equipaciones de los espacios de Hilbert, una concreta generada por las fun-
ciones especiales bajo estudio y otra abstracta que es la que ayuda a definir las
llamadas bases continuas. Este primer ejemplo puede ser ttil para modelizar
la Teorfa de la Senal a partir de la Transformacién Fractal de Fourier [5]

Un segundo trabajo estudia la continuidad de los elementos del algebra de Lie
s0(3) en equipaciones del espacio de Hilbert L?(S?, df2) basadas en las pro-
piedades de los armonicos esféricos. Sin embargo, las equipaciones construidas
no hacen continuos los generadores de las variables angulares, los cuales son
continuos en el espacio de Hilbert L?(5?,d2). No obstante, pueden construirse
funciones relevantes de dichos operadores que verifican buenas propiedades de
continuidad con respecto a la equipacién [3].

Dejando aparte algunos ejemplos més sencillos [4, 6], se ha extendido el forma-
lismo a representaciones del algebra de Lie de su(1,1) @ su(1, 1) sobre equipa-
ciones construidas mediante funciones de Zernike en el circulo [7] (con posibles
aplicaciones a sistemas 6pticos) y su(2,2) y equipaciones sobre funciones de
Jacobi [8].

En un trabajo reciente [9] se han soluciones de Yang-Mills para el caso del
campo electromagnético que son proporcionales a armonicos hiperesféricos.
Este trabajo usa el espacio de Hilbert generado por los arménicos hiperesféricos
como soporte de representaciones del dlgebra de Lie so(4). Esto nos sugiere
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INDICE GENERAL

la extension del esquema anterior con otros grupos al grupo SO(4), pues ya
existe una motivacion de tipo fisico. Las soluciones encontradas en [9] sugieren
la topologia que debe de darse al equipamiento del espacio de Hilbert generado
por los armoénicos hiperesféricos. Con esta topologia algunos elementos del
algebra so(4), relevantes para [9] resultan ser operadores continuos.

Aqui termina el presente TFG, que tendra pronta continuidad en el anélisis
de las equipaciones construidas, en particular, cuales son los elementos de del
algebra envolvente que son continuos con las equipaciones estudiadas. Prevee-
mos que, al igual que en el caso de so(3), no todos los elementos del dlgebra
envolvente van a ser continuos por nuestras topologias, pero si lo van a ser
algunos elementos de la base y funciones de aquellos elementos de la base que
no sean continuos mediante las equipaciones.

El TFG esta organizado como sigue:

= En un primer capitulo se explica el concepto de equipamientos de
espacios de Hilbert (rigged Hilbert spaces), se muestran ejemplos y
se describen algunas de sus aplicaciones.

= En el capitulo 2 se introduce el concepto de arménicos hiperesféri-
cos y se estudian algunas de sus propiedades, como las relaciones de
ortogonalidad (imprescindible no solamente para definir un espacio de
Hilbert formado por dichas funciones, sino también para construir las
equipaciones) o sus relaciones con los polinomios de Gegenbauer.

= Finalmente, en el tercer Capitulo construimos las topologias que hacen
continuas a las transformaciones utilizadas en [9]. Nétese que estas trans-
formaciones no quedaban claramente definidas, cosa que hemos realizado
en el presente TFG.



Capitulo 1

Equipaciones de espacios de
Hilbert

El punto de partida es un espacio de Hilbert H de dimension infinita y sepa-
rable sobre el cuerpo complejo. En particular, ésto significa que los conjuntos
ortonormales completos, que por un abuso de lenguaje se llaman también bases
ortonormales, de ‘H tienen una cardinalidad infinita numerable.

1.1. Algunos ejemplos

Sea ¢ un subespacio vectorial denso en H. En primer lugar, ® hereda la to-
pologia de la norma en H, por lo que es un subespacio topoldgico de H y por
ende un espacio vectorial topolégico. Pero queremos dotar a & de una topo-
logia estrictamente mas fina que dicha topologia heredada. Hay varias maneras
de hacerlo. La mas sencilla es la de dotar a & de una familia numerable de
seminormas, de tal manera que una de ellas sea la norma heredada de H, y
considerar la topologia inducida en ® por esta familia de seminormas. Al in-
cluir la vieja norma, nos estamos asegurando que la topologia en ® va a ser
mas fina que la heredada de H, de tal manera que la inyeccién candénica

i P—H  i(p)eH YVped, (1.1)

sea continua. Al exigir que el nimero de seminormas sea, al menos, numerable
estamos buscando asegurar que la topologia en ® sea estrictamente més fina
que la topologia normada heredada de H. Vamos a presentar unos ejemplos.

Espacio de Schwartz

Sea S el conjunto de funciones f(z) : R —— C verificando las siguientes
propiedades:

1 Si f(z) € S, entonces admite derivadas continuas en todos los puntos y a
todos los dérdenes, es decir, f(z) € C°(R).
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1.1. ALGUNOS EJEMPLOS

11 Toda funcién f(x) € Sy todas sus derivadas a todos los 6rdenes tieneden
a cero en el infinito mas rapidamente que el inverso de cualquier polinomio,
es decir:

dm
lim [z" D™ f(x)| =0, D™ =

|z|—o0 dz™’

(1.2)

conn,m=20,1,2,....
Por su parte S tiene las siguientes propiedades [10]:

1. & es un espacio vectorial sobre el cuerpo complejo. Se le denomina espacio
de Schwartz o espacio de funciones de decrecimiento répido.

2. Toda funcién f(z) € S es de cuadrado integrable, de tal manera que

S C L*(R).
3. S es denso en L*(R) con la topologfa de la norma, heredada de L?(R).

4. Sabemos que las funciones normalizadas de Hermite, H,,(x), forman una
base ortonormal en L*(R), de tal manera que si f(z) € L?(R), entonces:

f@) = an Hy(x), (1.3)

donde la serie converge en el sentido de la norma. Recordemos que

@IP = [ eRdr=Y laP <o, (1)

donde las integrales se consideran en el sentido de Lebesgue.
Pues bien, resulta que para toda f(x) € S se verifica que:

e}

1A2=Y"(n+1)*a.? <o, p=0,1,2,....  (L5)

n=0

Las || f||, para todo f(z) € L*(R) y p =0, 1,2, ... resultan ser un sistema
de normas en S.

5. Las normas (1.5) determinan la topologia en S. Segtin ésto, una sucesién
de funciones {f,(x)} en S converge en esta topologia hacia una funcién
f(z) € S sipara todo p=0,1,2,...

(@) = f(@)[lp — 0. (1.6)
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CAPITULO 1. EQUIPACIONES DE ESPACIOS DE HILBERT

Una sucesion de Cauchy se define de manera andloga. Obviamente, po-
niendo p = 0 vemos que si f,(z) — f(z) en S, también lo hace en
L?(R), pero el reciproco no puede ser cierto, de tal manera que la topo-
logia en S es estrictamente m4s fina que la heredada de L*(R).

Conviene anadir que existen al menos otras dos colecciones distintas de
normas que nos dan la misma topologia [10], pero que no vamos a entrar
en ellas aqui.

. Como curiosidad diremos que la transformacién de Fourier de f(z) € S

(FPHH) = %2_7? / @) e ds (L7)

estd bien definida y es una funcién en S [11]. Ademas la transformacién
de Fourier, F, es una aplicacion biyectiva del espacio de S en si mismo,
que es continua y con inversa continua en §. También puede extenderse
a una aplicacién unitaria en L?(R).

. La topologia en § tiene algunas propiedades. Por ejemplo S es metrizable
y completo, es decir, un espacio de Fréchet. También es nuclear y, por lo
tanto un espacio de Montel [12, 14]. Los espacios de Montel conservan
propiedades de los espacios vectoriales topolégicos de dimension finita,
aunque sus dimensiones sean infinitas. Por ejemplo, en un espacio de
Montel, la bola unidad es compacta. Esta propiedad no existe en los
espacios de Hilbert de dimensién infinita.

. Finalmente comentemos que podemos considerar el subespacio, S(A),
del espacio de Schwartz S, de todas aquellas funciones con soporte en un
intervalo, A, finito o infinito, de la recta real R. El espacio S(A) tiene
las mismas propiedades que S, excepto que sea invariante mediante la
transformacién de Fourier F.

Espacio de distribuciones

Vamos a suponer que A = [—n,n], para cualquier valor de n = 1,2,...,y
tengamos los espacios S[—n, n], para todo n = 1,2,.... Obviamente,
S[-1,1] cS[-2,2]Cc---CS[-n,n]C.... (1.8)

Se verifica que la inyecciéon canénica

S[-n,n] — S|-n—k,n+ k|, (1.9)

es continua para todas las duplas de nimero naturales n, k. Se puede entonces
definir el limite inductivo estricto de los espacios S[—n,n| en su unién

8



1.1. ALGUNOS EJEMPLOS

D(R) := | J S[-n,n]. (1.10)
n=1
Algunas de las propiedades de D(R) son:

1. D(R) es un espacio vectorial sobre el cuerpo complejo C. Sus vectores
son funciones del espacio de Schwartz de soporte compacto. La sucesion
de intervalos, [—n,n|, podriamos haberla escogido de otra manera, a
condicién que fuera una sucesién expansiva (un intervalo contenido en el
siguiente) y que su unién fuera todo R, de tal manera que el resultado
final fuera exactamente el mismo.

2. D(R) no es un espacio de Fréchet, pues no es metrizable. Es un espacio
de tipo LF, que significa limite inductivo estricto de espacios de Fréchet,
lo que significa que su topologia es la mas fina que hace continuas a las
inyecciones

i:S[—n,n] — DR), (1.11)

de espacios de Frechet. Pese a ello, hay algunas propiedades que tiene
en comun con los espacios metrizables, como que la topologia puede ser
caracterizada secuencialmente, es decir, mediante las sucesiones conver-
gentes gracias a los Teoremas de Dieudonné-Schwartz [14, 15].

3. Toda funcién en D(R) es una funcién de Schwartz y de soporte compacto,
y por lo tanto estd en L?(R). Pero ademés D(R) es denso en L*(R), y la
inyeccién canénica D(R) — L*(R) continua.

4. Todo limite inductivo estricto de espacios nucleares es nuclear [12]. En-
tonces D(R) es nuclear y, por lo tanto, Montel.

Transformada de Fourier

La transformacion de Fourier de una funcién de Schwartz de soporte compacto
es también una funciéon de Schwartz que no se anula en ningin intervalo de
la recta real y que ademas admite una prolongacién analitica a una funcién
entera, o 1o que es lo mismo, holomorfa (analitica) en todo el plano complejo;
exponencialmente acotada en el infinito [11]. Vamos a definir

Z(R) = FID(R)], (1.12)

es decir, que toda funcién de Z(R) es la transformada de Fourier de una funcién
de Schwartz de soporte compacto. Esta aplicacién (transformada de Fourier,
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CAPITULO 1. EQUIPACIONES DE ESPACIOS DE HILBERT

al fin y al cabo) es inyectiva, por lo que tenemos una aplicacién biyectiva
F : D(R) — Z(R). Entre las propiedades de Z(R), entresacamos:

1. Si f(z) € Z(R), su restriccién a la recta real, f(z), es una funcién de
Schwartz. Desde este punto de vista, Z(R) € S € L*(R).

2. Z(R) es denso en L*(R).

3. Debido a la propiedad de biyectividad, podemos transportar la topo-
logia de D(R) a Z(R), por lo que este tultimo seria un espacio vectorial
topoldgico de tipo LF. También nuclear y Montel.

4. La aplicacién canénica D(R) — L?*(R) es continua.

Conclusion.- Si H = L*(R), entonces tres posibles elecciones de ® son S, D(R)
y Z(R). Estos espacios admiten una clara generalizacién si en lugar de elegir
funciones de R en C, utilizamos funciones de R™ en C. Las propiedades son
equivalentes. En todos los casos ® es denso en H y la aplicacion candnica
continua.

1.2. Espacios de Hilbert equipados

Un espacio localmente convexo es aquél en el que todo punto tienen un sistema
fundamental de entornos convexo. En nuestro caso estamos trabajando con
espacios vectoriales topoldgicos luego, esto es equivalente a que la propiedad
se verifique en el origen. Un espacio vectorial topoldgico es localmente convexo
si y solo si su topologia puede ser inducida por una familia de seminormas.

Vamos a analizar unas ternas de espacios vectoriales topoldgicos localmente
convexos, en las cuales ya tenemos las dos primeras componentes, ® y H. La
tercera es ®*, el espacio antidual de ®.

Una aplicacién antilineal F' : ® — C es aquella en la cual para todos p,¢ € ®
y todo par «a, f de niimeros complejos, verifica:

Flap + py) = o F(p) + 5 F(y), (1.13)

donde la estrella significa conjugacion compleja. Una aplicacién F' : & —— C
es continua si F~1(O) es un abierto en ® para todo abierto O C C. En el caso
que ¢ fuera metrizable, F' seria continuo si para toda sucesion convergente de
vectores en @, p,, — ¢, se verifica que F(¢,,) — F(y) en C. La propiedad de
antilinealidad de F', nos anade un muy interesante criterio de continuidad [10]:

Teorema 1.1. Dada una aplicacion antilineal (o lineal) F' de un espacio vec-
torial localmente convexo ® en C; si existen un niumero positivo C > 0 y k
de las seminormas, p;(—), que definen la topologia en ®, tales que, para todo
p € O, se verifica que:
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1.2. ESPACIOS DE HILBERT EQUIPADOS

|F ()| < C{pi, (¢) + piy(0) + - + pi (@)} - (1.14)

entonces la aplicacion F es continua.

Si bien C' > 0 y las p;;(—) no son tnicas, si son las mismas Vo € ®. La
demostracion es muy similar al mismo criterio restringido a espacios normados,
donde hay una unica seminorma: la norma. En el caso de aplicaciones lineales
éste criterio también es valido.

En el presente contexto, un funcional en ® es una aplicacion antilineal y con-
tinua de ® en C.

Es muy facil demostrar que el conjunto de los funcionales en ® forman un
espacio vectorial sobre el cuerpo complejo que se suele denotar como $*.

Normalmente, a la accién de un funcional F' € ®* en un vector ¢ € ® se la
denota como F'(p). No obstante, por seguir la notacién de Dirac de la Mecénica
Cuantica, lo haremos como

F(p) = (p|F), Veoed, YFed*. (1.15)

En lo sucesivo entenderemos los motivos del cambio de notacién propuesto en
(1.15). Comencemos por analizar un importante ejemplo.

Sea 1 € H un vector cualquiera del espacio de Hilbert y definamos F, como:

(plFy) =(plY), Veeo, (1.16)

donde (—|—) es el producto escalar en H. Por compatibilidad con la notacion
de Dirac, siempre lo consideraremos lineal por la derecha y antilineal por la
izquierda.

Vamos a ver que F, es un funcional, para cualquier vector ¢ € ‘H. La antili-
nealidad es evidente. En cuanto a la continuidad, la demostraremos usando el
teorema 1.1. En efecto: Fijemos ¢ € H. Para todo ¢ € ®, a consecuencia de
la desigualdad de Schwarz, se tiene que

(el Fp)| = (el < (18l lell = Cllell (1.17)

con C := |[¢||. Como la inyeccién candénica ® — H es continua, resulta que
la norma es una seminorma continua en ®. Aplicando (1.15), la continuidad
de F; queda demostrada.

La clave de esta continuidad reside en la continuidad de la inyeccion de ® en
‘H. La propiedad que mas 1til hace a un espacio de Hilbert es el hecho de que
existe una biyeccion natural entre sus elementos y los de su dual topologico,
es decir, la aplicacién (1.15) es continua si vemos ¢ como elemento de H, por
el hecho de ser H de Hilbert. Que la inyeccién sea continua hace que (1.15)
sea una composicién de aplicaciones continuas, la inyeccién y la natural entre
@y 1, lo que hace que sea continua también.
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CAPITULO 1. EQUIPACIONES DE ESPACIOS DE HILBERT

Tenemos una aplicaciéon ‘H —— ®*, que nos lleva ¢ € H a I, € ®*. Esta
aplicacion es obviamente inyectiva, lo cual es consecuencia de la identificacion
biyectiva de H con su propio dual. Luego tenemos una aplicacion inyectiva de
H en &, que no puede ser sobreyectiva porque la topologia en ® es estricta-
mente mas fina que la topologia de la norma en H.

Si bien es un abuso de lenguaje, es habitual identificar el vector i con el
funcional Fy, con lo que tendriamos que H C ®*. Al espacio antidual ®* le
podemos definir una topologia cualquiera compatible con el par dual {®, ®*}:
fuerte, McKey o débil. Aunque para algunas aplicaciones se puede usar la
topologia fuerte, nosotros usaremos la débil. Sus seminormas se definen de la
siguiente manera: Cada ¢ € ® nos define una seminorma como

pe(F) = [l F),  VF e, (1.18)

lo que desemboca en que la convergencia en ®* sea la convergencia puntual,
entendiendo que ahora los puntos son los vectores de ®, que suelen ser funcio-
nes. Es interesante notar que H es denso en ®* y que la inyeccién candénica
1 — F, es continua. Al triplete

dPCHCI, (1.19)

se le llama: espacio de Hilbert equipado (rigged Hilbert space (RHS)), terna
de Gelfand o equipacion del espacio de Hilbert H. En lo sucesivo, usaremos la
abreviatura RHS.

Hemos definido equipaciones de espacios de Hilbert con espacios localmente
convexos, un caso particular de estos son los espacios de Banach, espacios
vectoriales normados y completos. Podemos equipar H de manera que ® sea
un espacio normado (en general de Banach) y ®* su dual, necesariamente de
Banach. Algunos autores exigen que ® sea reflexivo, es decir que ® ~ (®*)”*
cuando en ®* usemos la topologia fuerte. Un ejemplo lo tendriamos cuando
® fuera el espacio W2 de las funciones f(x): R — C tales que

/_00(1 + %) | f(2)* dr < o0, (1.20)

en el sentido de Lebesgue. Su dual puede escribirse como el espacio de funciones
f(z) : R+ C con

/00(1 + ) (@) dr < 00, (1.21)

—00

que denotamos como W?2,. Estos son espacios de Banach y duales el uno del
otro. Podemos escribir que:

Wi c L*(R) c W2,. (1.22)

Las inyecciones candnicas son continuas. Pero ademas obsérvese que se puede
construir toda una secuencia de espacios contenidos los unos en los otros:

12



1.3. OPERADORES LINEALES

L CWECWECLAR)CW? cW3 C ... (1.23)
Por ejemplo, las funciones en W? han de satisfacer
/ (1+2%)"|f(z)*dr < 0, (1.24)

1.3. Operadores lineales

Definimos un operador lineal como una aplicacion lineal, A, entre un subespacio
denso de H, al que llamaremos dominio del operador, D(A) y el propio H. Si el
operador es continuo, automaticamente entenderemos que su dominio es todo
H, puesto que una aplicacién lineal y continua en D(A) se puede extender de

forma tnica a una aplicacién continua y lineal en D(A) = H.

Dado un operador lineal A : D(A) — H, el operador adjunto de A es un
operador, A" que para un vector ¢ € H cumple:

(A9, ) = (¥, Ap) Vp € D(A) (1.25)

Supondremos de ahora en adelante siempre que el dominio de A es denso y
que el dominio del adjunto es denso.

Teorema 1.2. Sea A un operador en H con dominio denso D(A). Sea D(AT)
el dominio del adjunto, AT, de A y supongamos que:

1 & C D(AT).
11 AT® C ®, es decir que para todo p € ®, tenemos que ATp € ®.
11 At es continuo en ®.

Entonces A puede extenderse a un operador continuo en ®*, mediante la si-
guiente formula de dualidad (duality formula):

(ATp|F) = (p|AF), Ype®, VFcd*, (1.26)

Hemos usado el mismo simbolo para A y su extension al antidual ®*. Por los
dos primeros supuestos del teorema, A en ®* estd bien definido. La propia
linealidad de A implica la linealidad de su extensién a ®*. Para ver que AF
esta bien definido como elemento de ®*, para todo F' € ®*, escribamos para
un ¢ € ¢ fijo:

[(p|AF)| = (AT|F)| = par (F),  VF € (1.27)

y usemos (1.15). Para ver que A es continuo en ®*, al menos con respecto a
la topologia débil en ®*, usemos el siguiente resultado [10]:

13



CAPITULO 1. EQUIPACIONES DE ESPACIOS DE HILBERT

Teorema 1.3. Sea A una aplicacion lineal o antilineal de un espacio vectorial
topoldgico localmente convero ® a si mismo. A es continua si y sélo si para toda
seminorma p;(—) continua en ®, y por lo tanto de las que define su topologia,
existe una constante C' > 0 y k seminormas continuas en ® tales que para
todo p € P,

pi(Ap) < C{pin () +pin(#) + - + pi(9)} - (1.28)

Aqui C, k y las seminormas dependen de la eleccién de p;(—), pero no de ¢.

La demostracién de la continuidad débil de A en ®* es una reescritura de la
ecuacién (1.27) y del teorema 1.1. Sea ¢ € ¢. Tomemos la seminorma:

Po(AF) = [(p|AF)| = par,(F),  VFed*. (1.29)

Todo lo escrito arriba tiene una muy facil reescritura si el operador A fuera
simétrico o Hermitico en @, es decir A = Af en ®.

Lo presentado hasta este punto no es ain suficiente para establecer las bases
matematicas rigurosas de la formulacion de Dirac de la Mecanica Cuantica,
una tarea llevada a cabo por varios autores [16-24]. Presentamos ahora sus
ingredientes basicos.

Supondremos de ahora en adelante siempre que el dominio de A es denso y
que el dominio del adjunto es denso, lo que se consigue cuando, por ejemplo,
el operador A es cerrable (se puede extender a un operador cerrado) [10].
Diremos que cierto F' € ®* es un autovector generalizado de un cierto operador
A con autovalor generalizado A € C, si Al est4 definido en todo ® y ademaés

(ATQ|FYy = X (p|F), Veecd. (1.30)

Si anadimos la hipétesis que AT® C @, entonces gracias al teroema 1.2 A
puede extenderse a un operador lineal en ®*, y ahora (1.26) nos dice que
(ATp|F) = (p|AF). Bajo estas circunstancias, los conceptos de autovector y
autovalor generalizados son autovectores y autovalores ordinarios en ®*, es

decir AFF = \F.

Ya estamos en condiciones de enunciar el Teorema fundamental de la expansion
de un operador autoadjunto en términos de sus autovalores generalizados,
debido a Gelfand y Maurin [17].

Teorema 1.4 (Gelfand-Maurin). Sea A un operador autoadjunto con do-
minio D(A) en un espacio de Hilbert separable y de dimension infinita H.
Entonces existe un RHS ® C H C ®* y una medida v en los borelianos de la
recta real R, con soporte en el espectro de A, o(A), tales que:

1 & CDA) yAd C O.
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1.3. OPERADORES LINEALES

11 Para todo A € 0(A), salvo quizd un conjunto de medida i nula, eziste un
autovector generalizado |N\), tal que AJX) = X |N).

11 Para todo par de vectores @, 1) € ® y todo entero no negativon = 0,1,2, ...,
tenemos la siguiente descomposicion espectral:

(elarw) = [

a(

N A" (@A) Al) dp(X) - (1.31)

Algunas observaciones sobre el teorema de Gelfand-Maurin

= Cabe recordar que un operador es autoadjunto cuando es hermitico y
ademas el domino de su operador adjunto coincide con el suyo propio.

= La descomposicion espectral que nos ofrece el teorema es realmente equi-
valen a la que nos da el célculo integral [26, 27

» Por (p|\) entendemos la accién del funcional |A\) en el vector ¢ € ®.
Ademas () = (| A)*, donde la estrella significa conjugacién compleja.

» Es usual escribir la ecuacién (1.31) eliminando los vectores arbitrarios
v, € & de tal manera que resultaria:

A" = / A" AV dp(N) - (1.32)
o(A)

» Para n = 0 tendriamos una descomposicion de la identidad:

1= / AL (1.33)

que conocemos como relacion de cierre o clausura.

= En el Teorema de Gelfand y Maurin, el espacio de los vectores test &
puede escogerse nuclear [12].

Consideramos ahora un ejemplo con un conocido operador.

Sea X el operador multiplicacién en L?(R),

(Xf(z) = 2f(x),  Vf(z)eD(Xs) (1.34)

1'Usamos esta notacién a fin de acercarnos a la notacién usada por Dirac [25].
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CAPITULO 1. EQUIPACIONES DE ESPACIOS DE HILBERT

Este dominio es muy simple, esta formado por aquellas funciones f(x) € L*(R)
tales que zf(x) € L*(R). Para ver que D(Q) no es todo L*(R), vamos a
construir una funcién que esté en L2(R) y no en D(Q). Esta funcién es:

0 si <1,
flz) = 1 (1.35)
E si x>1.

En efecto, zf(z) ¢ L*(R). El operador multiplicacién X posee las siguientes
propiedades:

1 Es autoadjunto en D(X) con espectro absolutamente continuo igual a la
recta real, 0(X) = R. Se puede ver que , X es cerrado sin extensiones
cerradas y no acotado.

11 El dominio D(X) contiene al espacio de Schwartz S. Obviamente, si f(x) €
S, entonces [X f](x) = xf(z) € S, el espacio de Schwartz es invariante
frente a la accién de X. Si tomamos & como dominio de X, entonces en
dicho dominio X es esencialmente autoadjunto. Esto significa que X es
simétrico (Hermitico), es decir que

(fIXg)=(Xflg),  VYf(zx),9(x) €S,

y que tiene una y sélo una extension autoadjunta. Notemos que, como X
no estd acotado, esta relacién no significa que X sea autoadjunto. Sélo
significa que D(X) C D(X') y que para toda funcién f(x) € D(X),
(X f](x) = [XTf](z) = zf(x), es decir, que el adjunto X' extiende a X:
X < XT. Un operador simétrico, A es autoadjunto si y sélosi A = AT. Para
ver que X es esencialmente autoadjunto (e.s.a.) en S usemos el siguiente
resultado [10]:

Teorema 1.5. Sea A un operador simétrico en H con dominio D(A) denso
en H. Entonces A es e.s.a. en D(A) si los espacios (AT £il)p son densos
en H cuando o recorre D(AT). Aqui I es el operador identidad en H.

Como X extiende a XT (i.e. X < XT) cuando el dominio de X es S,
entonces el adjunto X' es también el operador multiplicacién, de hecho,
resulta que D(XT) = D(X), tal y como lo definimos antes. Consideremos
ahora

(XT+il)f(z) = (x£i)f(z), Vf(x)eS. (1.36)

Vamos a ver que las aplicaciones X' 4] son biyecciones en el espacio de
Schwartz (son obviamente inyectivas). Para todo f(z) € S, las funciones
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1.3. OPERADORES LINEALES

% €S. (1.37)

Pero entonces,

xtein 2 _ L@ gy, (1.38)

r =+t T+t

Pero como f(z) es una funcién arbitraria en S y S es denso en L?(R),
aplicando el teorema 1.5, resulta que X es e.s.a. en S. Este comentario
es oportuno, aunque no esté directamente relacionado con el Teorema de
Gelfand y Maurin. Pero observemos que & C L*(R) C 8* es un RHS.
Justo el RHS que conviene para la aplicacion de dicho Teorema. No es
dificil demostrar que X es continuo en S, por lo que puede extenderse a
un operador continuo en §* este antidual es conocdido como el espacio
de las distribuciones temperadas, el espacio de los funcionales antilineales
continuos en S.

11 Segun el Teorema de Gelfand y Maurin, existe un RHS y una medida p en
o(X) para los cuales se verifica (1.31). Como dijimos antes, el RHS es, en
nuestro caso, S C L*(R) C §*. Como es constumbre, vamos a llamar |x)
al autovector de X con autovalor z € R, X|z) = z|x). De esta manera, y
siguiendo la notacion (1.32), nos queda:

X = /OO x|x) (x| dp(z) . (1.39)

Si bien no lo vamos a demostrar, el hecho que el espectro de X coincida
con la recta real y sea absolutamente continuo, implica que la medida p
sea absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en R.
De aqui que, debido al Teorema de Radon-Nykodym, exista una funcién
densidad p > 0, tal que du(z) = p(x)dz. Para cada (o casi para cada)
r € R, redefinamos |z) como p(z)|z) (es decir llamemos de nuevo |z) a
p(z)|z)). Entonces, (1.39) quedaria como

X = /_00 x|x)(z|dx. (1.40)

Unos resultados similares? se obtienen también para el operador derivacién

P = —id/dx.

2Con la salvedad que la determinacién del dominio D(P) de autoadjuncién de P es mucho
mas técnica.
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CAPITULO 1. EQUIPACIONES DE ESPACIOS DE HILBERT

1.4. Aplicaciones

Ya hemos visto la definicién y alguna aplicaciéon de los RHS en la teoria ma-
tematica necesaria para la elaboracién sistematica de la Mecénica Cuéntica.
Pero las dos grandes aplicaciones de los RHS provienen de su utilidad en la
construcciéon de los estados de Gamow, que describen procesos que decaen
exponencialmente en Mecdnica Cuantica, lo cual aproxima en un amplio in-
tervalo de valores del tiempo a las resonancias o estados cudnticos inestables,
y también en la representacion de grupos y semigrupos de Lie. En el presen-
te trabajo iniciaremos una contribuciéon a dicha representacion de grupos, en
cuanto a los semigrupos, hay algo hecho, pero queda mucho por hacer. En
lineas generales, RHS se han utilizado para [28]:

1. Proporcionar un significado riguroso a la formulacion de Dirac de la
Mecéanica Cuantica, tal y como mencionamos anteriormente.

2. Encontrar un significado matematico riguroso para los vectores de Ga-
mow, vectores estado para los procesos resonantes en Mecanica Cuanti-
ca [29-31].

3. Extender la Mecanica Cuéntica con el objetivo de acomodar el caracter
irreversible de ciertos procesos tales como los procesos de decaimiento de
atomos y particulas [32]. Esto también incluye el llamado formalismo de
la Mecanica Cuéntica con irreversibilidad temporal (Time Irreversible
Quantum Mechanics) [33].

4. Proporcionar un contexto apropiado para la descomposicién espectral
de los operadores de Koopman y Frobenius-Perron, que resultan rele-
vantes en ciertos sistemas cadticos, en términos de las resonancias de
Pollicot-Ruelle [34], que son singularidades del espectro de potencias
(power spectrum).

5. Extender el formalismo de Mecanica Estadistica con el objetivo de in-
troducir ciertos estados generalizados y estructuras singulares con ellos
relacionados. Para ello se utilizan los espacios de Liouville equipados

(Rigged Liouville Spaces (RHS)) [35].

6. Definir algunos elementos que aparecen en la Teoria Axiomatica de Cam-
pos Cudntica, tales como el funcional de Wightman, las dlgebras de Bor-
chers y estados generalizados [36, 37].

7. Tratar con problemas fisicos que requieran el uso de distribuciones.
8. Describir el Ruido Blanco y otros procesos estocasticos [38].

9. Algunas ecuaciones en derivadas parciales admiten soluciones en térmi-
nos de funciones generalizadas. Ver por ejemplo [14].
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1.4. APLICACIONES

Los RHS permiten el uso simultdneo de bases discretas (conjuntos ortonor-
males completos en espacios de Hilbert) y bases continuas, que serian los fun-
cionales de tipo |\), descritos anteriormente. En el contexto de las represen-
taciones de algebras de Lie en RHS, se pueden conseguir espacios de vectores
test ® sobre los cuales los elementos del dlgebra y del algebra envolvente sean
continuos, en algunos casos no todo el algebra es continuo, pero si funciones
relevantes de sus generadores. En este contexto, los espacios de vectores test
admiten representaciones en términos de espacios de funciones especiales. De
esta manera, bases discretas y continuas, representaciones de algebras de Lie
mediante operadores continuos y funciones especiales, son diferentes aspectos
del formalismo de las equiparaciones de espacios de Hilbert.

Desde este punto de vista, se han analizado diversos grupos para los cuales se
han construido representaciones tales que los elementos del algebra envolven-
te sean continuos, como dijimos antes hay algunas matizaciones. En algunos
casos el operador continuo no es un generador del dlgebra, sino una funcién
del mismo. En general, usamos dos RHS, uno abstracto y el otro una repre-
sentacién concreta del anterior que es donde juegan un importante papel las
funciones especiales. Vamos a enunciar brevemente los ejemplos estudiados
hasta la fecha por el grupo de Valladolid:

1. El ejemplo més sencillo y méas pedagdgico parte de SO(2) como grupo [4].
Aqui las series de Fourier juegan un papel esencial. Un espacio de Hilbert
soporte de representaciones irreducibles de SO(2) serfa L?[0,27], cuyas
funciones pueden escribirse en términos de series de Fourier como:

1 - —in
f(¢) = Von Z ane "7 (1.41)

n=—oo

El espacio @ de funciones test estda formada por aquellas de la forma
(1.41) que satisfacen

> ntilPlan)? <oo,  p=0,12,.... (1.42)

n=—oo

Para p = 0 tenemos la condicién para que (1.41) pertenezca al espacio de
Hilbert L?[0,27]. Las raices cuadradas de (1.42) nos dan las seminormas
(en este caso normas) que nos definen la topologia en ® que es metri-
zable, Fréchet y nuclear. Ademds de la base ortonormal en L?[0,27], se
construye una base continua de funcionales |¢) € ®*, ¢ € [0, 27, de tal
manera que cada h = |h) € ® pueda escribirse en términos de esta base
continua como

hy = /:ﬂd)w» a6, (1.43)
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CAPITULO 1. EQUIPACIONES DE ESPACIOS DE HILBERT

Esto significa que para todo g € ® tenemos que

2

(glh) = ¢ (glo) do, (1.44)

0
con

(glo)" = (dlg) = g(9), (1.45)

expresion que define los funcionales |¢) para casi todo (en el sentido de la
medida de Lebesgue) ¢ € [0, 27]. Ademds en ® el generador infinitesimal
de SO(2), y por lo tanto el generador del algebra so(2), J, es un operador
continuo.

. A partir de este caso se han estudiado modelos mas complicados inclu-
yendo grupos de Lie no triviales. En [5], se parte del grupo de Weyl-
Heisenberg y se usan espacios de funciones generados por funciones de
de Hermite y Laguerre, pero lo méas interesante son las descomposiciones
de RHS standard como suma directa de RHS obtenidos a través de la
llamada Transformacion Fractal de Fourier. Detalles y discusién en [5].
En [3], el grupo estudiado es el SO(3). Vemos el primer ejemplo en el
cual los generadores angulares del dlgebra no son continuos en ® y si
lo son ciertas funciones de los mismos que los substituyen. Justamente,
estos generadores, estan representados mediante operadores continuos en
L2(S2,dQY), que es el espacio de Hilbert que soporta la representacion.
Aqui S? es la esfera hueca unidad sumergida en R? (variedad bidimen-
sional) y dQ es la restriccién de la medida de Lebesgue en S?. La cons-
truccién de @ se realiza jugando con las bases de arménicos esféricos de
la misma manera que habfamos utilizado la base {\/%7 e} en L0, 27].

. Otros casos estudiados han sido, de menor a a mayor complejidad: SU(2)
6], el grupo SU(1,1) ® SU(1,1) y su relacién con las funciones de Zer-
nike en el disco unidad en el plano, estas funciones se estan utilizando
en éptica cldsica [7], y finalmente, el espacio de de Sitter SO(3,2) y
sus representaciones en RHS formadas por funciones de Jacobi [8]. Este
ultimo ejemplo tiene una complejidad mucho mayor a los anteriores [8].
En estos modelos, no solamente construimos equipaciones de espacios de
Hilbert como lo hicimos en SO(2), sino también otras equipaciones en
forma de series de funciones uniformemente convergentes. Recopilaciones
resumidas de estos trabajos estéan en [1, 39, 40].

En el presente TFG vamos a iniciar un programa similar utilizando el grupo
SO(4). Las funciones que, usaremos son los arménicos hiperesféricos, los cuales
nos van a generar un espacio de Hilbert y una equipacion del mismo adecuado
a nuestros intereses. Estudiaremos la continuidad de algunos operadores de
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interés en Fisica que se obtienen de un anélisis adecuado de las aplicaciones
discutidas en [9].

21



Capitulo 2

Armonicos hiperesféricos

Es bien sabido que en fisica cuantica, en problemas en los que se ven envueltos
potenciales centrales nos es muy 1til separar la variable radial de las angula-
res. En estos casos sabemos que la solucién de la parte radial de la ecuscion
de Schrodinger nos lleva a la representacién en armoénicos esféricos, unas fun-
ciones definidas sobre S5 con propiedades bien conocidas. Generalizaremos en
este capitulo esas funciones a espacios de cualquier dimension. Introducimos
los armonicos hiperesféricos, a partir de los cuales definiremos un espacio de
Hilbert. Buenas referencias para este tema son [41] y [42].

2.1. Polinomios Armonicos

Un polinomio homogéneo de grado n en d variables p,(x) es un polinomio que
cumple la siguiente propiedad:

Pn(AX) = N"pu(x), (2.1)

es facil ver que un polinomio p, es homogeneo de grado n si y sélo si:

Opn
Z xja—xj = np,. (2.2)

Esta relacion se conoce como la relacion de Euler. Evidentemente cada po-
linomio homogéneo de grado n estd formado por una combinacién lineal de
monomios de grado n. Por lo tanto, la dimensién del espacio vectorial de poli-
nomios homogeneos de grado n coincidird con el nimero de monomios de este
tipo que es:

n+p—1 n+p—1)!
( . ):(n!@p— 0] 23)

Situandonos en el espacio euclideo d-dimensional; el operador Laplaciano ge-
neralizado se define de la siguiente forma:
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2.1. POLINOMIOS ARMONICOS

A= i o (2.4)

i 8xz~2

Definimos también el hiperradio:
r? =z 4 - agl (2.5)

Dado p,, un polinomio homogéneo de grado n y k un entero; se puede probar
que:

A(r*p,) = k(k +d + 2n — 2)r*2p, +r*Ap,.

Esta identidad nos hace sospechar que el Laplaciano actia de forma distinta
sobre la componente radial que sobre el resto del polinomio; para comprobarlo
nos centramos en los polinomios homogéneos, que ademas cumplen la ecuacién
de Laplace Ah,, = 0 a los que se denomina polinomios armdnicos. De lo anterior
facilmente podemos deducir que si h,, es un polinomio armoénico de grado n,
entonces cumple:

A(r*h,) = k(k +d + 2n — 2)r*2h,,. (2.6)

Cualquier polinomio homogéneo p,, se puede escribir como una suma de de
polinomios armoénicos multiplicados por potencias pares del hiperradio. Esta
descomposicién se conoce como descomoposicion canonica de un polinomio
homogéneo:

P =hp +12hy g+ 1 0y g+ (2.7)

Aplicando repetidamente el operador A a ambos lados de la ecuacion anterior
y con ayuda de (2.6) obtenemos la siguiente igualdad:

(/2]
o (d+2m—2k -2,

Al — ( 2k—21 3

P Z(2k;—2l)!!(d—|—2n—2k—2l—2)!!r n2k

k=l

(2.8)

donde

j(j—2)---4x2 si j par,
gl = (2.9)
j(j—2)---3x1 si j impar.

Evidentemente (2.8) se anula cuando [ supera la mitad de n. Sin embargo, los
casos en que no se anula forman un sistema de ecuaciones resoluble. Despe-
jando en este sistema podemos identificar los hy en (2.7):
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(d 42X —2)I! d+2)\—2j )11
—2)l Z

hy =
= MId+n+ A I(d+2X — 4)ll

2JAJ+ n— /\)fn~

(2.10)

Se puede definir un operador, O,, que asigne a cada polinomio homogéneo de
grado n, p,, su componente hy en la descomposicion canoénica de la siguiente
manera;

Ox[pn] = ha, (2.11)

haciendo, ademéas que sea nulo si A es par y n impar o viceversa.

2.2. Momento angular generalizado

El momento angular es una magnitud conservada en muchos sistemas fisicos.
Cuando esto sucede en fisica cuantica en el caso 3-dimensional, es decir, cuan-
do el momento angular conmuta con el Hamiltoniano total del sistema, se suele
utilizar una base de armonicos esféricos en 3 dimensiones, precisamente por-
que estas funciones tienen momento angular bien definido. Esta situacion se da
en sistemas invariantes bajo rotaciones, recordemos que el momento angular
es el generador de las rotaciones. De aqui viene su interés por generalizar-
lo a sistemas d-dimensionales, que sean invariantes ante rotaciones en dicho
espacio.

Definimos el operador momento angular generalizado, A% como sigue:

d
0 0
= E A? Ay = —i — —
st st Z(xs(?xt xt@xs)

s>t

Sustituyendo y haciendo los calculos se puede demostrar que el Laplaciano ge-
neralizado también se escribe de la siguiente manera en funcién del Laplaciano

1 0 0 1
A= —— —pd=1 2 A2 2.12
rd— 187“T or r? ( )

De forma andloga a como se definen las coordenadas esféricas en R?, se pue-
den definir las coordenadas esféricas generalizadas en el espacio euclideo de d
dimensiones:
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r — ,/[L’%—f—..._f_x?l,

¢ = tan(zy/m),

6, = tan! (\/x%—l—xg/xg),

(2.13)
9, = tan~! (\/1:% + 22 + x%/m) :
045 = tan™! (\/x% +--+ xﬁ_l/xd) .
La transformacién inversa es la siguiente:
x1 = 7rsin(fg_o) sin(fy_3) - --sin(f3) sin(fy) sin(6y) cos(o),
xo = 71 sin(fy_2) sin(fy4_3) - - -sin(f3) sin(fs) sin(6;) sin(¢),
x3 = 1 sin(fg_2) sin(fy_3) - - -sin(fs) sin(fy) cos(6y),
3 (fa—2) sin(fa-3) (03) sin(6;) cos(61) (2.14)
xy = 71 sin(fy_2) sin(fy_3) - - -sin(f3) cos(fy),

xg = 1 cos(fg_2).

Una vez hemos introducido estas coordenadas podemos ver que A tnicamente
actua sobre las coordenadas angulares. Es decir, si tenemos una funcion de la

forma R(r)©(u) donde R es la parte radial y u la parte angular se puede ver
que A R(r)O(u) = R(r)As4O(u).

Un armdnico hiperesférico es una funcién que sélo depende de las variables
angulares y es propia de A% Vamos a ver que si evaluamos un polinomio
arménico en la esfera S?1, es decir, si lo restringimos a sus variables angulares;
resulta ser un armonico esférico. En efecto, sea hy un polinomio arménico de
grado A\ entonces podemos definir:

Yy(u) :=r*hy. (2.15)
Asi definido, es claro que Y, es funcion sélo de las variables angulares, u y por
lo tanto, %Y,\(u) = 0. Si aplicamos el operador A a hy = Y, y utilizamos
2.12 y (2.6) tenemos:
Ahy = (Zr2ri L — SA%) Y,

rd=1 9p or

(2.16)
0 = (MM +d—2)—A%) 2y,

lo que implica que

A?Yy = A\ +d —2)Y), (2.17)
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CAPITULO 2. ARMONICOS HIPERESFERICOS

luego Y, es una funcién propia del operador momento angular con autovalor
asociado A(A 4+ d — 2). Para un valor fijo de \ existen diferentes armonicos
linealmente independientes entre si, que son autofunciones de A? con el auto-
valor A(A+d — 2). Para etiquetar los diferentes armonicos asociados al mismo
autovalor de A? utilizamos el subindice p, de forma que las funciones Y, ,, son
propias de AZ.

Sea h) un polinomio arménico de grado A en d variables. Consideramos los
monomios que lo forman y que no contienen a x4, a su suma la llamamos
hy. A la suma de los monomios que contienen unicamente factores lineales
en z, dividida entre z, la llamamos fl,\,l, a la suma de los que contengan
linicamente factores cuadréticos en x, dividida entre z? la denotamos por

ha_s v asi sucesivamente. Podemos por lo tanto expresar hy como sigue:

A
ha = wihay, (2.18)
j=0

donde los polinomios h, son homogeneos de grado v en las d — 1 variables
restantes. Aplicamos ahora el operador Laplaciano resultando

A A
0=Ahy=> j(j—1)a)  hay+ Y _ alAhy;, (2.19)

j=2 J=0

donde A es el operador Laplaciano en d — 1 dimensiones. Reorganizando los
términos y definiendo h_; = h_5 = 0, la relaciéon queda

S ad [(j +2)(j + Dhajoo + Ay - (2.20)

=0

Podemos ver la expresién anterior como un polinomio en z, y puesto que los
monomios xé forman una base, todos los términos que los acompanan deben
ser nulos.

Qhao + Ahy = 0,

6ha3+ Ahy_y = 0,
_ (2.21)

Ah, _ 0,

Ahy = 0.

Esto define una relacion recursiva que los h, deben cumplir, de forma que una
vez fijados hy y hy_1 el resto de polinomios, y por lo tanto h) quedan deter-
minados. Por (2.3) sabemos la dimensién del espacio de polinomios arménicos
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de grado A y A — 1 en d — 1 variables. Por lo tanto, el nimero de coeficientes
que hay que fijar para determina h, es:

<d+i_2>+(diiz3), (2.22)

Sirviéndonos de la igualdad
k k(k—1
(z):7(z_1>’ (2.23)

d+X—2/\+d—3 N Ad—3\ 2 +d—2/A+d—-3 (2.24)
A—1 A—1 N A A—1 ) '

Acabamos de probar que el nimero de polinomios armonicos linealmente in-
dependientes de grado A\ es

la expresién (2.22) queda

n

N\ (2.25)

A A—1
Puesto que cada polinomio arménico de grado A genera un armonico esférico
con autovalor asociado A(A+d —2), N()) es también el nimero de arménicos
esféricos linealmente independientes asociados a dicho autovalor en d dimen-
siones. Por lo tanto, si encontramos un conjunto de N () arménicos indepen-
dientes podremos escribir cualquier polinomio que sea autofuncién de A como
combinacién lineal de elementos de ese conjunto. Como A% no actiia sobre el
radio también se verifica:

2A+d—2<)\+d—3)

A’hy = AA +d — 2)hy. (2.26)

2.3. Integracion en la hiperesfera

De forma analoga a como se define el diferencial de angulo sélido en 3 dimen-
siones se puede definir el diferencial de dngulo solido en d dimensiones, d€,
como sigue:

dzy dzy - - - deg = rtdr dQy, (2.27)

cuya expresién explicita utilizando las coordendas (2.13) es:

de = Sin(@l) SinZ(eg) cee Sindfz(ﬁd,g) d(91 d92 cee Qd,g d(b, (228)

Podemos evaluar la integral en la hiperesfera
S = L(xy, ... wq) s 222t =1} (2.29)
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del angulo sélido por medio de la integracion de varias funciones gaussianas
obteniendo el siguiente resultado:

QO a0, = 22 2.30
T /S 4T r(d)2) (2:30)
para las primeras dimensiones tiene valor:

QQ = 27'('7

Qs = A4, (2.31)

Q4 = 27'('2.

La integraciéon con respecto a df); introduce de forma natural un producto
interno entre los polinomios restringidos a S~

(9. f) = /Sd1 9" fdQq. (2.32)

Vamos a ver que con este producto interno dos armonicos hiperesféricos de
diferente grado Y) y Y, son ortogonales. Para ello partiremos del teorema de
la divergencia para vectores en d dimensiones, [43], cuya férmula aplicada a la
bola unidad para una magnitud vectorial A(x) es:

/B pV.A(x)ddx: / A(8) - £dQy. (2.33)

Sp=1
Si lo aplicamos al vector hy\Vhy — hyVh, obtenemos:

V- (haVhy — hyVhy) dia = / (haVhy — hyVhy) (€) - €. (2.34)

Bpr Sp71

Gracias a la identidad vectorial

V - (hy\Vhy) = Vhy - Vhy + hyAhy (2.35)
y al hecho de que los hy son arménicos, el primer término de (2.34) se anula.

Por otra parte, podemos utilizar (2.2) para ver:

d

haVhy =hy )

i=1

Ohy

a—fzgl — )\,h)\h)\/, (236)

por lo que nos queda:
(N — )\)/ hahaxdQg = 0. (2.37)
Sp—1
Por lo tanto, si son arménicos de distinto grado (A # \'), la integral debe anu-
larse. Los arménicos esféricos que hemos definido no dejan de ser la restriccion

de polinomios arménicos a la hiperesfera en d dimensiones, luego hemos pro-
bado la ortogonalidad de los arménicos como queriamos.
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Haciendo A = 0 en (2.37) deducimos que la integral sobre la esfera de un po-
linomio armoénico de grado positivo es siempre nula. Esto nos permite evaluar
la integral sobre la esfera de cualquier polinomio homogéneo f,, mediante su
proyeccion canonica.

fdQy = / (P + 72y + 1 hyeg + -+ ) dQg = hy / dQq, (2.38)
Sd—1 S

d—1

donde hy viene dado por (2.10), ademds, si n es impar la integral siempre se
anula.

2.4. Polinomios de Gegenbauer

Una vez introducido un producto interno entre polinomios es natural buscar
familias de polinomios ortogonales. Existen numerosas familias de este tipo
con diferentes propiedades y aplicacianos como son los polinomios de Hermite,
Legendre, Jacobi o Chebyshev. Introduciremos en esta seccién una familia
polinomios que juegan un papel analogo al de los polinomios de Legendre en
los armonicos esféricos en Ss.

Consideramos dos vectores en el espacio d-dimensional, x v X’ y sus vectores
)
. . ! ] o . .
unitarios u = § yu = —f,. Podemos escribir el “potencial newtoniano” como:

1 1
= , (2.39)

|x —x/|972 méax{r,7"}92(1 + € — 2eu - ')

donde a =d/2 —1ye= min{r,'}

max{r,r’} "
Si calculamos la serie de Taylor en € de la expresion anterior, el coeficiente que
acompana a €', C¢(u - u’) se denomina polinomio de Gegenbauer. Por como
hemos definido C§ tenemos:

1 1 >

= > ACR(u-u). (2.40)

|x — x/|9=2  méax{r,r’ }d-2 —~

Se puede demostrar que la expresién para los polinomios es la siguiente:

/ [A/2] 1))y (2u - w2
Ci(u-u)=>" (=1 (t!)(A_(Qt)! ) : (2.41)

t=0

donde
(et 1)
(a)j_ (Ck—l)'

Como el operador A debe comportarse igual en cualquier sistema de coorde-
nadas; lo calculamos en uno en el que x’ = 0 y vemos que es nulo:

(2.42)

29
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AL :( ! 2r‘Hg)L:o. (2.43)

|x|4—2 ré=1 or or

En cualquier sistema de coordenadas, en los puntos tales que r < 7’; si escri-
bimos la funcién como en (2.40) podemos obtener:

1 R — .
A =l e > A (PC(u-u)) (2.44)
A=0

’X _ X/‘d 2

Como vale para todos los valores posibles de r, se tiene que anular cada término

de la serie. Ademas, evidentemente £-C§(u - u’) = 0, como sabemos que A

conmuta con 7 si aplicamos (2.6) a 7* (1 es un arménico de grado 0) obtenemos:
A (TACS(U_ . u’)) = (L@rd_lﬁ — 7%2A2) g

rd=1 9r or

(2.45)
0 = (AA+d—2)—A2)P208,

dividiendo entre 72, podemos ver que los polinomios de Gegenbauer son

funciones propias de A con autovalor A(A+d —2) y en consecuencia se pueden
escribir como combinacion lineal de arménicos hiperesféricos. Supongamos que
los Y) , forman una base.

Ci(u-u) Za)\u (u) (2.46)

Puesto que los polinomios C§ son funcién del producto escalar u-u' y éste se
conserva bajo las rotaciones, también se debe conservar el valor del polinomio.
Si R es una rotacién d-dimensional, es decir, un elemento de SO(d), se tiene
que:

RCY(u-u')=CY(R'u-R™M) =C{(u-u). (2.47)

Si a un arménico esférico, Y) ,, se le aplica la misma rotacién, R, sigue sien-
do un autovector de A, luego, se puede escribir como combinacién lineal de
armonicos con el mismo A:

Vi, (R ') ZYM (R), (2.48)

aqui D,’) () es una matriz asociada a la rotacién R. Como los arménicos
esféricos rotados siguen formando un sistema ortonormal la transformacion
D* es unitaria, y por lo tanto:

> DY (R)D;),(R) = bau(R). (2.49)

Operando con (2.46), (2.47) y (2.48) tendremos:
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ZCL)\#(UI)ZY)\J,( Za,\a Y)\a ) (250)

Dado que los arménicos Yy , forman una base, podemos igualar sus coeficien-
tes a ambos lados de la expresién, posteriormente utilizando que D* es una
transformacién unitaria y despejando obtenemos la ley de transformacion de
los ay ,, que resulta ser la inversa de (2.48) como era de esperar:

ay (R Za)\ (WD (R). (2.51)

Podemos ver, tomando los complejos con!]mgados7 que Yy ,(u), (2.48),y a3 ,(u'),

(2.51), se transforman de la misma forma para cualquier R. Esto solo puede
darse si:

ay,(0) = K3Y), (W), (2.52)
donde K es una constante de proporcionalidad. Por lo tanto, podemos escribir
los polinomios de Gegenbauer de la siguiente forma:

O (u-u') KAZYM (u) (2.53)

Este resultado anterior es conocido como el teorema de adicién (addition theo-
rem). La constante de proporcionalidad se puede calcular y queda [42]:

(d —2)Qq
— T 2R 9.54
AT droN—2 (2.54)

2.5. Base estandar de armonicos

Vamos a ver como se generara un conjunto ortonormal de armoénicos hiper-
esféricos en d dimensiones a partir de uno en d — 1 dimensiones.

Denotamos por hs a un polinomio arménico de grado s en d — 1 dimensiones
y descomponemos el Laplaciano en dos partes, una que actia en las primeras
d — 1 variables y la otra en la ultima:
- H?
A=A+ —. 2.55
0z (2:55)
Con esta definicién, Ah, = 0. Fiajdo BS, el polinomio f, = xg_sﬁs es un
polinomio homogéneo de grado n. Vamos a utilizar (2.10) para ver cual es
la componente armoénica de mayor grado que contiene f,. Para ello primero
vemos el resultado de aplicar el Laplaciano k veces con k < (n—s)/2. Teniendo
en cuenta que Af, = 0, obtenemos:

0
a2k

2k

—3)!
Ui WSS T (2.56)

A2k n—sﬁs _
T )xd (n—s—2k)"?
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Ahora si, aplicando (2.10) con A = n y teniendo en cuenta que si k > (n—s)/2
entonces AFf, = 0, obtenemos la componente arménica h,,:

(n—s)! R

(=D (d+2n =2k =4 5 o5
n nes2khg, (2,57
(d+2n — 4)!! — (2k)!(n — s — 2k)! real ( )
reordenando la expresion anterior, llegamos a
h. — rnfsil (TL — S)l [*72] (_1)k(d +2n — 2k — 4)” (ﬁ)n—s—% (2 58)
' dr2n—4) &= @kIn-s-2kl  \7 - (2
de modo que, podemos reescribir (2.41) de la siguiente forma:
LAz k NA—2k
a / (=1)%(d + 2\ — 2k — H)!l(u - )
) - 2.
Rl )= D i = sl - O (2:59)

k=0
Comparando esta ltima expresién con (2.57) reescribimos la proyeccién de f,
como:

nsr (n—8)I(d+2s —4)!!

hy, =r o 0o:t3

Zq
(d+2n — 4)!! n=s (7)
En (2.15) definimos los armdnicos hiperesféricos a partir de polinomios armoni-
cos. Si denotamos por 7 el hiperradio e y por u las variables angulares, ambos
en d — 1 dimensiones, podemos tomar un polinomio arménico, k;, de grado [
y su armoénico hiperesférico asociado:

(2.60)

Y, =7k (2.61)

Utilizando (2.60) y sin tener en cuenta las constantes podemos escribir un
polinomio armoénico de grado A en d dimensiones de la siguiente forma:

ha = “C““( )h, (2.62)

Ahora aplicando (2.15) obtenemos el arménico que buscabamos:

s = (1) et (%) vt 263

Podemos escribir explicitamente una base ortonormal para los armoénicos hi-
peresféricos en d dimensiones como sigue:

ittt (015 02, 0) —e””“’l_[Caﬁ“ﬁ1 (cos(6;)) sin(6;)" ™ (2.64)

Hjt+1
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De las relaciones (2.13) y (2.14) es facil deducir que

7/r=sin(0q2),  xa/r =cos(fa2). (2.65)

Por lo visto en (2.63) de un armonico en d— 1 dimensiones obtenemos uno en d
sin introducir dependencias en las variables propias del espacio d-dimensional.
Por lo tanto, los arménicos esféricos siguen siendo autovectores del operador
A3, (momento angular generalizado en d — 1 dimensiones). Gracias a esto los
armonicos no son soélo ortogonales si tienen diferente grado, es decir, diferente
autovalor para A2, sino que también lo son si tienen diferente autovalor para
algiin A?; una base con estas propiedades es una base estdndar de arménicos
esféricos. En definitiva, hemos construido una base ortogonal de armédnicos
hiperesféricos, multiplicando por las constantes adecuadas podremos obtener
una ortonormal.

2.6. Bases no estandar

Para determinados problemas fisicos esta base puede no ser la més adecuada.
Por ejemplo, puede ser mas conveniente utilizar una que respete la simetria
del problema. A continuacién vamos a esbozar la construccién de una base
general de este tipo.

Supongamos que queremos trabajar en un espacio de dimension d, separado
en dos subespacios de dimensiones d; y ds, evidentemente d; + dy = d. Las
variables en cada espacio serdn x; y X, respectivamente y en el espacio total
X = (X1, X3). Definimos las variables radiales:

2
o = X1-Xj,
rs = Xg- X, (2.66)
r? = x-x= r% + r%.

Los Laplacianos en cada subespacio los representaremos por A; y A, de forma
que el Laplaciano total sera A = A; + A,. Supongamos que tenemos dos
polinomios armonicos hy, (x1) v hy,(Xx2), uno en cada subespacio. Para construir
un polinomio homogéneo de grado A en el espacio total fy,, ;, tenemos que
multiplicar por potencias de los radios de la siguiente forma:

f/\,ll,lz = rlﬁlrgg hl1 (Xl)hlz (X2)7 (267)

Con la condicién de 5+ B2 +1; + 13 = A. Proyectando con (2.10) obtenemos un
polinomio arménico en el espacio total hy, 1,. A partir de él ya sabemos como
construir los arménicos que necesitamos, que en este caso seran autofunciones
del momento angular generalizado de cada subespacio y del total.
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2.7. Armonicos hiperesféricos en 4-D

Particularizaremos lo expuesto hasta ahora al caso de 4 dimensiones en el que
nos centraremos en el resto del trabajo. Las coordenadas esféricas generalizadas
expuestas en (2.13) se reducen en cuatro dimensiones a:

ro= Ja?+ad+ai+a?

¢ = tan"'(xg/xy),

6 = tan! <\/x% +$§/a:3> :

X = tan! (x/x% + 23+ x%/m) :

La relacién inversa, equivalente a (2.14) se escribe de la siguiente manera:

(2.68)

x1 = rsin(x)sin(0) cos(¢),

xe = rsin(y)sin(f)sin ¢,

(2.69)
xg = rsin(x)cos(f),

xy = rcos(x).

Son bien conocidos los arménicos esféricos en tres dimensiones, Y, (0, ¢). Si

multiplicamos por las potencias adecuadas de r(3) = /a7 + 23 + 23 para ob-
tener polinomios armoénicos en tres dimensiones:

i~ rly Vi 0, 0) (2.70)

Para obtener pohnomlos armoénicos en 4 dimensiones de grado A nos basta con
multiplicar &, por 277!, Para obtener la componente canénica de este nuevo
polinomio hy aplicamos (2.60) a 2~ ' y resulta ser proporcional a:

1+l
et (22). o

donde evidentemente ry = | /r%g) + 22. De lo que se deduce facilmente que

-
1= % + cos?(x) (2.72)
r
(4)
y por lo tanto
sin(x) = —2. (2.73)
T'(4)

Ahora dividiendo entre 7"( 1) obtenemos los arménicos esféricos en 4 dimensio-
nes:
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Vit = sint(x) O (cos(x)) Yin (6, 6). (2.74)

Estos armonicos son los de la base estandar, sin embargo en lo sucesivo uti-
lizaremos una base de arménicos no estandar, la base utilizada en [9] y que
explicamos a continuacion.

Buscamos una base de armonicos esféricos en 4 dimensiones cuyos elementos
sean vectores propios de de los generadores de SU(2) x SU(2).

Utilizaremos una parametrizacién diferente de la esfera. Consideramos las
coordenadas usuales en R*, (z1, 2,73, 74) y definamos las nuevas variables

ay f.
Qx| + 1T, B = x3+ixy, (2.75)

y sus conjugadas
o = x1 — iTo, B* = x3 —ixy, (2.76)

todas ellas completan una base ortogonal en R*. En esta base los generadores
del momento angular toman el siguiente aspecto:

I, = (00" — ady)/V2,
I = (@dy+ B0 — a*Op — $05)/2,
I. = (a*0p — BDa)/V2,

(2.77)
Ji = (BOu — ac‘?ﬁ*)/\/ﬁ,
J3 = (0y + B0s — a* 0y — B*0p+)/2,
J_ = (a*05 — B*@a)/\/i,
donde se ha utilizado el frecuente cambio de variable:
L= (L+1L)/V2,  Je=(Ji£L)V2 (2.78)

Con las coordenadas introducidas en (2.75) y (2.76) la esfera S3, embebida en
R* se puede definir a través de la siguiente expresion:

a4+ BB =1 (2.79)

De forma que una base de armoénicos hiperesféricos, ya normalizada sera:

27 +1 [29— m]—l—m )127=7(5 4 n)! im j=m 2
=2 \/ Ly Ly, (280
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tal y como se indica en (3.11) de [9]. Con esta eleccién de base, los operadores
mas relevante a la hora de estudiar el momento angular tienen las siguientes
expresiones:

[3}/};m,n = ij;m,na J3Y;';m7" = nY}-;m,n,
(2.81)
Y = Yo = 3G + 1Y,

donde los operadores I? y J?, como acostumbramos, se definen como sigue

P=DR+I 1, +11., JP=J+JJ +J.J. (2.82)

Sabemos que el dlgebra de Lie de SO(4), es decir, so(4) es isomorfo a su(2) &
su(2). Ademsés el dlgebra su(2) queda determinada por las relaciones de con-
mutacién

[, I]=2L,  [I;1.])==L (2.83)

Vamos a ver si nuestros operadores las cumplen:

1., 1] = L[(8°00" — ady)(a*dpr — Bda) — (0" D3 — BO) (800" — ady)]

%(a@a + [*0p« — a*0pr — 03) = I,

(2.84)
el segundo conmutador es:
I3, 1.] = % [(a0y + [*0g — A 0pr — SO3)([*0a* — a0p)
—(*0a* — a0p) (s + B*0px — A*Opr — [03)] (2.85)

\%(6*8@* —adg) = 14,

finalmente el tercero
I, 1] = 555 [(a0a + 505 — "0 — pO3) (0 Dse — 50,)
—(a*0g — B0a)(0n + B0« — *Op» — 03)] (2.86)

= —%(Oé*aﬁ* - B@a) =—1_.

Todos coinciden con las relaciones estdndar expuestas en (2.83) salvo (2.84),
sin embargo, esto se puede solventar sin més que multiplicar 1. por v/2. Por
lo tanto, estos operadores I e I3 cierran un élgebra su(2);. Lo mismo ocurre
con los Jy y J3, que por lo tanto cierran otro dlgebra su(2);.

Ademaés se puede comprobar que los operadores J; vy los I; conmutan, por lo
tanto juntos constituyen un algebra suma directa de ambas su(2) @ su(2) que
ya hemos visto que es isomorfo al dlgebra de Lie de SO(4).
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Capitulo 3

Topologia en los espacios de
hiperesféricos

Las soluciones descritas en [9] sugieren una equipacién para el espacio de Hil-
bert que generan los armonicos esféricos descritos en el capitulo anterior. Con
esta equipacién los operadores asociados a las soluciones propuestas resultan
ser continuos. Ademas en esta equipacion resultan ser continuos los seis gene-
radores del grupo de rotaciones SO(4).

3.1. RHS generado por lo arménicos hiper-
esféricos

Definiremos a partir de los arménicos hiperesféricos un espacio de Hilbert, H.
Posteriormente lo equiparemos con un subespacio denso, ®; que como vere-
mos en la seccién 3 hace continuos los operadores que generan las soluciones
propuestas en [9].

Sean Y., ,, los hiperarmonicos esféricos que se han discutido al final del Capitu-
lo 2. El espacio de Hilbert H generado por estos hiperarmonicos sera el espacio
vectorial de todas las series:

y = Z Qj.m,n Y};m,na (31)

J;m,n

cuyos modulos al cuadrado convergen, es decir,

> ajmal® < oo (3.2)

J;m,n

Esta definicién es coherente con el producto interno que se definié en (2.32)
para el cual dos arménicos hiperesféricos distintos de nuestra base son orto-
gonales. Como es légico la condicién (3.2) es equivalente al hecho de que la
norma que induce este producto interno
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Il =, I lajmnl?, (3.3)
Jm,n

sea finita. Evidentemente, dado otro vector X € H cuyos coeficientes en la
expansion (3.1) denotamos por bj., , la expresién del producto interno es:

<X7 y) = Z b;;m,naj§m7n' (34)

2;m,n

Las soluciones que en [9] se encuentran para potenciales de Yang-Mills [44] en
el Gauge de Coulomb sugieren la siguiente equipacion para H. El subespacio
denso en H que necesitamos, ®, serd el formado por las funciones de H cuyas
seminormas @), 4, definidas a continuacién son finitas:

(QpaV)? =) G+ I+ (G+m[+1)* [ajmnl* <00, pg=0,1,2,....
Jm,n
(3.5)
este subespacio es denso en H. Lo comprobamos viendo que para cualquier
funcion Y = 3377 >, @jmnYjmn en H podemos considerar la sucesion de
funciones en ®, {);}5°, definidas como:

yz‘ - Z Z aj;m,nyj;m,na (36)

7=0 m,n

que converge a ). Hemos visto que ® es secuencialmente denso en H y, como
este ultimo es separable, denso.

Hemos construido por lo tanto una espacio de Hilbert y lo hemos equipado
con un subespacio ¢ denso en él.

3.2. Operadores REK

En [9], férmulas (3.19) y (3.20), se denomina X4 y X3 a unas funciones cons-
truidas mediante los armonicos hiperesféricos. Nosotros vamos a usar esta no-
tacion para definir unos operadores relacionados con esta transformacién. Las
soluciones propuestas en este documento son de dos tipos diferentes.

Soluciones de tipo I

Vamos a comenzar con (3.19). Consideremos todos los vectores ) en ®, es
decir, aquellos Y que verifiquen (3.5). Sobre ellos definiremos lo que ahora van
a ser operadores X, y X3, de la siguiente forma:
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XY= amn VG —n)G—n+1)/2eP0TY (3.7)
7im,n
XY= tmnVG+n)(j+n+1)/2e207y, 00 (3.8)
7m,n

XaY = Y g VU 12— 02 20Ty (3.9)

J;m,n

donde los limites de los indicesson 7 > 0,m = —j,...,jyn=—j—1,...,5+1
y

Yiim,—j—1 = Yjmj+1 =0 (3.10)
El pardmetro 7 € (0,7) que aparece en las fases estd ligado a la parametri-
zacién utilizada en [43] para describir la inclusién (embedding del 4-D espacio

de de-Sitter en un espacio de Minkowski 5-D (14+4). Denominamos a estos
operadores rational electromagnetic knots (REK).

Vamos a demostrar que estos operadores dejan ® invariante, es decir, la imagen
de ® por ellos esta contenida en el propio ®.

Comenzaremos por X,. Sea una funcién Y € & vamos a ver que su X,V
cumple (3.5) y por lo tanto estd contenida en ®. Para ello analicemos sus
seminormas:

Qe XaI) = 2 3 lagona PG =)=+ D+ I+ 1+ 12+l + 1.
e (3.11)

Tal y como hemos elegido n es obvio que (j —n)(j —n+ 1) > 0, ademas:

G=n)G—n+D)@+In+ 1+ <G+ )G+ o+ 1) + |n]+2)*

< 2%(j + || + 1)@,
(3.12)
por lo tanto, podemos acotar todas las seminormas de X ):

(Qpa(XaP))* < 3305000 2770 + ] + 1) (G 4 ]+ 1)° [0

< 2%t (Qp+1,q(y))2 < 0.
(3.13)
Procedemos de manera idéntica con X_. En las mismas condiciones que antes,
evaluamos (Q, ,(X_Y)*:
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1 . . . ‘
@al X D) =5 3 lasima P G+0)G+n+ 1)+ =1+ 1P (] +1)%,
Jim,n
(3.14)
De nuevo, gracias a la eleccién de n tenemos que (j +n)(j +n+ 1) > 0, por
lo tanto todos los términos de la serie son positivos. Ademds se cumple:

G+ +n+0)G+In=1U+1D* <G+ )G +Inl+ 1)+ |n] +2)%

< 2%(j + |n| 4 1)2FD
(3.15)

Por lo que las seminormas de X_) son finitas:

(Qpa(X-D))* < 532500 270 + [ + 1)*D (G 4 [m] + 1)* a0

< 2%t (Qp—qu(y))z < 00.
(3.16)

Finalmente, vamos a ver que con X3 ocurre lo mismo.

(Qpa(XsV)* = D Jagmn|* [(14+1)* =0 (j+ |n| +1)* (j+|m| +1)*. (3.17)

J;:m,n

Por la eleccién de n, sabemos que (j + 1)* — n? > 0. Ademas,

(j+1)?=n" < (j+|n|+1) (3.18)

Por lo que de nuevo la seminorma queda acotada:

(Qpg(X3V))* < (Qpr14(V))* < 00 (3.19)

Ya hemos visto que estos tres operadores dejan ® invariante, las mismas acota-
ciones (3.13), (3.16) y (3.19) junto con el el teorema 1.3 nos permiten concluir
que de hecho los tres operadores son continuos de ® en si mismo.

Los operadores X. y Xj estan definidos salvo una eleccién en la fase et20+1Dir

por lo tanto no tenemos tres operadores sino 6. En el caso de X3 ambos ope-
radores son el adjunto formal el uno del otro.

Vamos a calcular los adjuntos formales de X . Buscamos un operador Xi
tal que dadas dos funciones Y = Zj;m,n imnYjimn Y X = Zj;m,n bimnYjimn
cumpla:

(XTx,Y) = (X, X)) (3.20)

Puesto que la base de armoénicos es una base ortonormal, el segundo término
nos quedara:
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(X, X1Y) = Z mn“ajmn\/j —n)(j —n+1)/2eF20HD" (3.21)

jim,n

Suponemos que el operador adjunto actia de la siguiente forma sobre X

XTX =" cimnYimm, (3.22)

por lo tanto, recordando que la base de armonicos es ortonormal e imponiendo
(3.20) podemos deducir:

Z C;;m,naﬁmﬁ = Z b;;m,n+1a’j;m7”\/(j - n) (j —n+ 1)/2ei2(j+1)i77 (323>

J;m,n Jsym,n

de lo que podemos deducir el valor de los coeficientes

mmn b* 7mn—1 \/(j - n) (] —n+ 1)/2 e:l:Q(j-l—l)iT' (324)

Por lo que finalmente el adjunto tendra la forma:

J

XEX =3 b/ G =) —n+ /2672007y, (3.25)

Jim,n
Calcularemos ahora los adjuntos formales de X _, de la misma forma que antes,
buscamos un operador xt que dadas las mismas funciones X e )Y cumpla:

(XTx,¥) = (x,X_Y) (3.26)

El segundo término de la féormula tiene la forma:

(XX V)= U 1@/ G+ 1) (G + 0+ 1) /220007 (3.27)

jm,n

Suponemos de nuevo que el operador X T tiene una forma genérica:
XX =" cimnYimn, (3.28)

como (3.26) se tiene que cumplir, obtenemos:

> Gt = 2 V1 Giman/ (G + 1) (G + 1+ 1)/26520407, - (3.20)

J;m,n Jim,n

de lo que podemos obtener el valor de los coeficientes cj.,,,,, y por lo tanto,
definir el operador:
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XX =" bjmaV/ G+ 1) +n+1)/2e72007Y 0 (3.30)

J;m,n

Vamos a ver que tanto Xi como X' tienen a ® como subespacio invariante y
ademas son operadores continuos de ¢ en .

Comenzaremos con Xl, sea Y € ®, vamos a ver que Xiy también esta en ¢
viendo que las seminormas (), , estdn acotadas:

(@oa(X13))" = 3 3 lagumal?G=m)G=nt )+ =117 2m| 1)

7jsmmn
(3.31)
es facil ver que

G=n)G—n+ 1)+ n =1+ 1% <G+ )G+ o]+ 1)(7 + [n]+2)*

< (] + o] + 12040,
(3.32)
Por lo tanto, podemos concluir:

(@ua(X19))" < 227 Qi o)) (3.33)

Lo que a su vez implica, tomando raices cuadradas, por el teorema 1.3 que es
una aplicacién continua. Con X! ocurre lo mismo:

(QualX13))" = 5 3 lagmal G4m0t 1)+ =11+ 122G+l 1),
Jym’n (3.34)

Como se cumple

G+n)+n+)(+In+1+ 1% <G+ )+ Inl + (G + [n] +2)*

< 221?(]' + |n| + 1)2(p+1)
(3.35)
Por lo tanto, las seminormas de X' ) vuelven a quedar acotadas:

(@ra(X19))" < 227 Q). (3.36)

Por lo tanto, sabemos que los operadores X, sus adjuntos formales Xl y los
operadores X3 que son adjuntos formales uno del otro, cumplen las condiciones
del teorema 1.2 y por lo tanto pueden extenderse al antidual de ®, ®*.
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Soluciones de tipo II

Consideramos unos nuevos operadores segun la ecuacién (3.20) en [9]. En este
caso j > 1, m=—j,...,5yn=—j+1,...,7 — 1y quedan definidos por:

ZY == VGG 0+ 1)/2657 Vi (3.37)
Jim,n
2= tjmn G- — 0+ D265, (3.38)
7sm,n
Z3Y =Y G V52— 02T Y (3.39)
Jsm,n

Vamos a ver que al igual que X1 y X3, estos operadores dejan ® invariante.
Evaluamos las seminormas de Z,) sabiendo que ) € .

(Qpa(Z4D))" Z |@jimal® (7 1) (G +n+1)(G + [0+ 1+ 1)* (5 + m| +1)*
] m,n
(3.40)
Gracias a la eleccion de n todos los sumandos son positivos. Puesto que

G+n)(G+n+1)<(G+]|n|+1), (3.41)

podemos acotar:

GAn)G+n+DG+n+1+D%* < (G +|n|+1)2(G + |n|+2)%
(3.42)
< 2%(j + |n| 4 1)20FD),

Por lo tanto, las seminormas quedan acotadas en funcién de las de Y que
sabemos que son finitas por pertenecer ) a ®. Asi

(Qpa(Z: D))" < 535 |G 272G + 0] + 1)EF (4 ] + 1)

<2771 (Qpr1,4(V))” < 0.

(3.43)
Procedemos de manera similar para Z_.
(@uaZ- V) = 5 3 lagumn (=) (G =t )G+ In= 1+ 1) | + 1)
] m,n
(3.44)
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los términos de la serie siguen siendo todos positivos y

G=—n)—n+1) <G+ )G+ Inl+1), (3.45)

por lo tanto:

G—n)i—n+1)G+In+1+1)* < (G+|n|+1)%( + |n|+2)*
(3.46)
< 2%(j + [n| 4 1)20FD),

Acotando las @, ,(Z_Y) como sigue:

(621,7(1(Z_y))2 < %Zj;m,n |@omn|222P(5 + 0| + 12D (5 4 |m| + 1)%

<2271 (Qpr14(Y))’ < 0
(3.47)
Finalmente, para el operador Z3, veamos que Z3) € ® siempre que ) € O,
luego ® es invariante por Zs. Efectivamente

(Qua(ZsY))* = Y Nagmnl* [* = 0% (G + Inl + 1) (j + [m| + 1)% (3.48)

jm,n

Sabemos que para —j < n < j se tiene

2 —n?>0, F2=n?<(j+n+1)? (3.49)

luego:

(Qpa(Z5Y))” < (Qpr14(V))” < 0 (3.50)

Estas sencillas acotaciones nos permiten ver la invariabilidad de ® bajo la
accion de Z,, Z_ y Z3. Ademas, si tomamos raices cuadradas en (3.43), (3.47)
y (3.50) la aplicacion del teorema 1.3 nos hace ver que de hecho constituyen
aplicaciones continuas de ® en el mismo.

Igual que ocurria con los operadores X, y X3, estos operadores estan definidos
salvo un signo en la fase.

Calculamos el adjunto formal de Z,, es decir, un operador Zl que dadas dos
funciones de ®, X = Zj;mm bjmnYjmn € Y = Zj;m,n QjimonYjimn S€ cumpla:
(X1X,)) = (X, X, ) (3.51)

Gracias a la ortonormalidad de los armonicos esféricos podemos escribir el
término de la derecha:

(X, Z.9) =Y i1 @mnV G+ 0) (G + 0+ 1) /25007 (3.52)

jm,n
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Descoponiendo Z, Y en la base de arménicos hiperesféricos:
ZIX =" mnYiman: (3.53)
imm

dado que (3.20) se debe cumplir, podemos deducir:

Y Cmmeimn = > Vi1 @i/ G+ 1)+ 0 1) /2557 (3.54)

7m,n 7m,n

De lo que se puede extraer el valor de los conjugados de los coeficientes

G = Vo1V (G 1) (G + 1+ 1)/2e757, (3.55)

quedando el adjunto con la forma explicita:

ZLX =3 b/ G+ 0) (G 0+ 1) /2e75TY . (3.56)

Jim,n
Calculamos también los adjuntos formales de Z_ de la misma forma que antes,
buscamos unos operadores Al que dadas las funciones X', Y € & cumplan:

(ZVx, ) = (X, Z_Y) (3.57)

El segundo término es:

(X, 2D =3 1 Ggma/ (G — ) — i+ D)/2257. (3.58)

Jim,n
La expresion en coeficientes del operador adjunto Z1 serd:
2= Y Vi (359
Jim,n

Para que se verifique (3.57), se debe cumplir

Z j m naﬁmﬂ = Z b;;m,n—laﬁm,n \/(j - n) (j —n+ 1)/2 eiZjiT’ (360)

7m,n Jsm,n

de lo que podemos obtener el valor de los coeficientes ¢}, ,, y por lo tanto de
los ¢j.m,n y definir el operador:

Z'x = Z bj;m,n\/(j —n)(j—n+ 1)/26$2jhyj;m,n+1 (3.61)

J;m,n

Resulta facil ver que los operadores Z3 son los adjuntos formales el uno del otro.
Si ahora demostramos que los operadores Z4 y Z:Tt cumplen las hipdtesis del
teorema (1.2), tendremos de nuevo unos operadores definidos en ®*. Para ver
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que dejan ® invariante, tenemos que ver la imagen de una funcién ) € ® esta
también en @, es decir que las cantidades Qp,q(Ziy) son finitas. Comenzamos
con Zi:

(Qp,q(Zly>>2 - % > 0l G0) (G +nA 1) (G =1+ 1) (G + ] + 1),

J:m,n

(3.62)
Ya sabemos que todos los sumandos son positivos. Puesto que
GHn)G+n+1)<(G+|n+1), (3.63)
podemos acotar:
G+n)G+n+1)G+n+1+1)* < (j+|n|+1)*J + |n| +2)*
(3.64)

< 9W(j + [n] + 1204,

Por lo tanto, las seminormas QM(ZLJJ) quedan acotadas en funcién de las
Qp.,(Y) que sabemos que son cantidades finitas por pertenecer ) a ®.

2
(@0alZ19)) < 55 asmnP222( + Il + 12EH) (4 ] 4 1%

<2271 (Qpr1,4(Y)) < 00
(3.65)
De la misma forma procedemos con Ziy .

(Qp,q(Ziy>)2 = % D ajmal* (G =n)(G =+ DG+ [t 1+ 1) (+ m] + 1),

7sm,n
(3.66)
dados los valores que pueden tomar j y n se tiene que
=) —n+1) <G+ )+ nl+1), (3.67)

por lo tanto:

=) —n+1)G+In+1+1)* <G+ n))(G+ |n| + 1) +[n| +2)*
< () + || + 120,
(3.68)
Acotando las seminormas de Qm(Ziy) como sigue:
2
(@ra(Z13))" < 3% 22102+ ] + 12D (G o] +1)%

< 221 (Qp+17q(y))2 < Q.
(3.69)
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Igual que en los casos anteriores estas acotaciones y el teorema 1.3 nos bastan
para probar que los operadores Al y Zl son continuos de ® en si mismo.
Tenemos por lo tanto que los operadores Z, y Z3 y sus adjuntos formales Z:Tt
y los propios Z3 son continuos y cumplen las hipotesis del teorema de extension
1.2 luego se pueden extender de forma continua a ®*.

3.3. Elementos del algebra de SO(4).

El algebra envolvente de SO(4) se puede ver como generada por los operado-
res expuestos en (2.77). De forma similar a lo que se hizo en [3] con SO(3)
se pretende analizar si estos generadores son continuos en las equipaciones
construidas.

Por como se define la base de armonicos que utilizamos para construir estos
espacios comenzaremos analizando I_ y J_. Dado un arménico esférico Y., p,
la accion de I_ sobre él sera:

2] + 1 23 m( j +m)129="(j 4+ n)! (1)Y= ( ]y o
o =\ 75 — )@ —n) ’

(3.70)

comparamos esta expresion con la definicién de Yj.,—1,

2j+1 [ (G +m - DI (G +n)l j=n 2
i =5 \/ NG —mor DG -y
(3.71)

si dividimos ahora ambas expresiones entre si, obtenemos una ecuacion equi-
valente a:

—
I_Yj;m,n—\/ Ui mmE Dy, (3.72)

Vamos a ver que este operador /_ deja invariante ¢ y ademads es continuo
como operador de ® en el propio ®. Para ello elegimos una funciéon ) =
> jomm @Gimn Y contenida en @, es decir con Qp,4(Y) < o0, para todo p, g €
N. Comprobaremos ahora que @, ,(/-Y) < oo. Efectivamente

(Qpa(1-D))? Z |@jimn (G +m) (f—mA41) (G + 0|+ 1) (G +m—1]+1),

(3.73)
podemos acotar cada factor (j +m)(j —m + 1)(j + |m — 1| + 1)*@ por
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(G +m)(J =m+ 10+ n =1+ 1)% < (j+ m| + 1)*(j + m| + 2)*

< 2%(j 4 || + 1)2a+),
(3.74)
Esto deja las seminormas acotadas y por lo tanto ® es invariante por [_:

(Qpa(I-P))" < 535 [@5mnl* 2% (G + [0 + 1) (j + [m] + 1)2D

< 2%t (Qp,qul(y))Q < 0,
(3.75)
ademds, si tomamos raices en (3.75) en virtud del teorema 1.3 podemos con-
cluir que es una aplicacién continua de ® en si mismo.

Vamos a tratar J_ de forma similar, comenzamos viendo como actia sobre un
armonico Y., n:

[2j+1 [2i— m]—l—m'ZJ "(j 4+ n)! - - .
o J —m(J ) n+1  2j
272 \/ —m)1(2)1(j — n)'( Y @

(3.76)
podemos compararlo con la expresién de Y., ,—1 llegando a la conclusién de
que la acciéon de J_ sobre Y}, ,, es la siguiente

infjmqqn — \/(] + n)(.]Q n + )}/};mynfl- (377)

Analizamos a continuacion como actia J_ sobre los elementos de ® y veremos
que los deja dentro del mismo subespacio, ergo ® es un subespacio invariante
de J_. Sea Y € &, la expansién en arménicos esféricos de J_) es:

+n)(g—n—+1
n = Z aj§m7n\/(] )(]2 )Y};m,n—la (378)

J:m,n

luego el valor de (Qp4(J_-V))* es

(Qpa(J-Y))? Z |@jimnl* (7 +7) (G =+ 1) (G + 0]+ 1)+ |m— 1]+ 1),

_] m,n

(3.79)

Resulta evidente que J_ se comporta igual que I_ intercambiando los papeles
de m y n, luego podemos acotar

(Qp,q(ny))2 < 2%+t (Qp,qul(y))Q (380)
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y hemos probado que ® queda invariante y ademads, si tomamos raices cua-
dradas en (3.80) podemos ver J_ induce una aplicacién continua de ¢ en si
mismo por el teorema 1.3.

Para tratar los operadores I, y J, utilizamos el hecho de que, tal y como
estan definidos en (2.78) son los adjuntos formales de /_ y J_ respectivamen-
te. Utilizaremos este hecho para averiguar cual es su expresion extendida en
coeficientes. Haremos el calculo con I, puesto que con Jy es idéntico solo que
intercambiando los papeles de m y n. El hecho de que sean adjuntos el uno
del otro implica que si tenemos dos funciones ) y X', definidas como

Y= Z aj;m,ny};m,m X = Z bj;mvnY’]'§m’” (381>

Jim,n Jim,mn
se debe cumplir la conocida igualdad:

(LA, Y) = (X, 1)) (3.82)

Puesto que los armonicos hiperesféricos son ortonormales podemos desarrollar
el término de la derecha como sigue:

(X, 1Y) = Z jim—1 naj;mvn\/(j i m)(]é— mt1) (3.83)

jmymnm

Suponemos ahora que la accién de I, sobre X se puede escribir como:

LX =" cimnYimn, (3.84)

J:m,n

por lo que si escribimos la igualdad (3.82) explicitamente nos queda la expre-
sién

G+m)(G—m+1)
Z cjmnajmn - Z Jym— 1na3;m,n\/ 2 . (385>

7m,n 7m,n

De esta ultima ecuacién podemos despejar los coeficientes ¢}, , que se expre-
san como

. +m)(j—m+1
Jim,n - \/<j )(]2 >bj;m—1,n7 (386)

por lo que finalmente queda una expresion para I, de la forma siguiente

 +m)(j—m—+1
I+X = Z bj,m,n\/(j )(]2 Yj;m—i-l,n' (387)

J;m,n

Ahora que conocemos la expresion de I, vamos a ver que también deja P
invariante y ademads es continuo con la topologia definida en el espacio de
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funciones test. Dada una funcion ) € &, las seminormas de I,) tienen el
valor:

+ +1) . .
Qo LeD) = 3 gL 2R G 120 1] 2)
Jim,n
(3.88)
Gracias a la desigualdad

GA+m)G—m+1DG+|m+ 1] +1)% <2293 + |m| + 1)@ (3.89)

podemos acotar las seminormas de 1,) en funcién de las de ), que sabemos
que son finitas, de modo que resulta

(Qa(Ls)” < 5 i 21 0jmn (4 |1l + 1) (5 + || + 1)

< 221 (QP,QH (y))Q :

De esta forma conseguimos probar que las seminormas de 7, ) son finitas, luego
I,Y esta en @, es decir, [, deja ® invariante. Ademas, de nuevo aludiendo al
teorema 1.3 podemos afirmar que I, es un operador continuo de ®.

(3.90)

De forma totalmente analoga se puede trabajar con J,, con solo intercambiar
los papeles de m y n, llegando a exactamente las mismas conclusiones para
este operador.

Finalmente comprobaremos la continuidad de I3 en ®, en (2.81) vimos como
actua I3 sobre los armonicos hiperesféricos. Dada una funcién ) en ® analiza-
mos cual es el valor de las seminormas de I,),

(@paIsV))? = D lajmanl>m?(j + 0| + )™ + [m| + 1), (3.91)

J5m,n

evidentemente se tiene m < (j + |m| + 1), luego

(QpaIsV)* <D Namal’ (G + 2] + 1 + [m| + 17D < (Qpgr (V)
7sm,n
(3.92)
Por tanto I3 deja ® invariante y es un operador continuo como consecuencia
del teorema 1.3. Lo mismo ocurre con Js.

Una vez llegados a este punto hemos probado que 6 generadores del algebra
de SO(4) linealmente independientes I3, I, J3 y Jx, son todos continuos con
la topologia que hemos definido en la terna de Gelfand ® C H C ¢*.
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Conclusiones

Llegados a este punto podemos concluir:

En el reciente trabajo [9] se encuentran soluciones a las ecuaciones de
Maxwell en el Gauge de Coulomb rational electromagnetic knots via ecua-
ciones de Yang-Mills en un espacio de de-Sitter 4-dimensional.

Hemos formalizado la parte matematica de dicho trabajo.

Las soluciones de rational electromagnetic knots son obtenidas por noso-
tros en forma de operadores (Operadores REK) sobre arménicos hiper-
esféricos.

Hemos construido una equipacién para el espacio de Hilbert de arménicos
esféricos 4-dimensionales sobre la hiperesfera S3.

El espacio de funciones test de dicha equipacion constituye un dominio
denso, ®, sobre el que los operadores REK que generan dichas soluciones
son continuos y, de hecho, se pueden extender de forma continua al espa-
cio dual ®*. De esta forma hemos proporcionado un marco matematico
riguroso para los REK.

El grupo de rotaciones SO(4) es el grupo de simetria de la esfera S y
elementos de su algebra de Lie so(4) generan los arménicos hiperesféricos.

Los operadores que generan el dlgebra so(4) también resultan ser con-
tinuos con la equipacion construida para H. De hecho el espacio sobre
el que los operadores REK estan definidos resulta ser invariante por las
rotaciones en el espacio 4-dimensional.

Un problema abierto es comprobar si los operadores REK estan ligados
de alguna forma a so(4).

Otra cuestion pendiente de estudiar es si todos los elementos del dlgebra
envolvente de so(4) son también continuos con la equipacién construida.
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