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Resumen

En 1939, E. Wigner presenté uno de sus articulos mas significativos en el que trataba la cla-
sificacion de las particulas relativistas elementales como un problema puramente matemé&tico: un
problema de clasificacion de representaciones unitarias e irreducibles del grupo de Poincaré. Esta
idea motiva el trabajo presente que aborda dos objetivos: estudiar el grupo de Poincaré y obtener
la clasificacién de sus representaciones; y profundizar en un conjunto de representaciones muy par-
ticulares, las representaciones de espin continuo. Estas representaciones fueron desechadas por el
mismo Wigner debido a que, aparentemente, no podian relacionarse con ninguna particula fisica;
no obstante, en la actualidad han adquirido cierta relevancia por su posible relaciéon con las Teorias
de Campos.
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Capitulo 1

Introduccién: Origen y caracterizacion
del problema

En 1939, E. Wigner presenté uno de sus articulos mas significativos, [39], en el que trataba la
clasificacién de las particulas elementales relativistas como un problema puramente matematico: un
problema de clasificacién de representaciones unitarias e irreducibles del grupo de Poincaré. Esta
forma de abordar el problema constituia una nueva manera de estudiar la fisica: reducir problemas
fisicos a problemas puros de teoria de grupos. No es casual que se considere uno de los primeros
éxitos de la fisica matematica o fisica tedrica.

Esta perspectiva motiva el estudio realizado en este trabajo, el cual plantea dos objetivos: es-
tudiar el grupo de Poincaré y obtener la clasificacion de sus representaciones de tal manera que
permita clasificar las particulas elementales relativistas; y profundizar en un conjunto de repre-
sentaciones muy particulares del grupo de Poincaré, las representaciones de espin continuo. Estas
representaciones fueron desechadas por el mismo Wigner debido a que, aparentemente, no podian
relacionarse con ninguna particula fisica; no obstante, en la actualidad han adquirido cierta relevan-
cia por su posible relacién con las Teorias de Campos. Conviene notar que este trabajo constituye
la continuacién del Trabajo de Fin de Grado (TFG) de Mateméticas, Una introduccion a la teoria
de representaciones unitarias de grupos localmente compactos, en el que se tratd con profundidad
la Teoria de Representaciones de grupos.

En este primer capitulo se introducen los conceptos mas relevantes para este trabajo con la
intencién de presentar una perspectiva general. En se ve la relacién entre el grupo de Poincaré
y las simetrias espacio-temporales partiendo de los principios fundamentales de la Relatividad
Especial y la axiomatizacion de la Mecanica Cuéantica. Es decir, a partir de la descripcion cuantica
de un sistema relativista recuperar de forma natural la estructura de grupo de Poincaré. Esta
relacién permite abordar el punto clave y también punto de partida del trabajo: la vinculacién entre
representaciones unitarias e irreducibles del grupo y las particulas elementales. La importancia de
esta relacion subyace en que establece el puente que permite llevar el problema de la clasificacién
de particulas a un problema de clasificacion de representaciones del grupo de Poincaré.

En se introducen las representaciones de espin continuo, cuyo estudio fue desestimado
por los motivos ya indicados. En esta seccién se establecen las ideas fundamentales que permiten
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reinterpretar estas representaciones como limite de representaciones masicas. En §I.3]se realiza un
esquema del trabajo.

1.1. La conexion entre Teoria de la Relatividad y Teoria de Gru-
pos

La naturaleza del espacio-tiempo

La naturaleza absoluta del espacio y del tiempo constituye la hipdtesis fundamental de la
Mecéanica Newtoniana. Sin embargo, el conocimiento empirico del mundo fisico apunta en otra
direccién: desde mediados del siglo XIX se ha puesto de manifiesto una realidad mas sofisticada
donde espacio y tiempo constituyen una unidad fisica (el espacio-tiempo). Esto conforma el pilar
fundamental de la Teoria de la Relatividad de Einstein.

En este texto se restringe el analisis a la Relatividad Especial; con mayor precision, el objeto
de estudio serd la particula libreﬂ en movimiento en el espacio-tiempo vacio. Dentro de este
marco, la naturaleza del espacio-tiempo es tal que verifica los dos principios fundamentales de la
Relatividad: i) que la velocidad de la luz en el vacio es constante para todo sistema inercial de
referencia, ii) las leyes fisicas deben ser equivalentes para todos los sistemas inerciales de referencia.
Geométricamente, estos principios se pueden reinterpretar como leyes de simetria en el espacio de
Minkowski (espacio plano R* con métrica lorentziana). Es decir, estableciendo que todos los puntos
del espacio-tiempo son equivalentes desde el punto de vista fisico, unos respecto a otros (simetria de
traslacién, o propiedad de homogeneidad); que todas las direcciones espacio-temporales son iguales,
sin que exista una direccién privilegiada (simetria de rotacién, tanto espacial como espacio-temporal
—boost de Lorentz—, o propiedad de isotropia). Estas propiedades se engloban bajo el nombre de
simetrias espacio-temporales, y establecen la nocién fundamental del trabajo. No obstante, antes
de tratar la forma de estas conviene puntualizar qué se entiende por simetria.

Simetrias en Mecanica Cuantica

El estado fisico de un sistema cuantico queda descrito por una funcién de onda . El conjunto
de estados fisicos del sistema generan un espacio lineal, un espacio de Hilbert H complejo, equipado
con un producto interno (¢, ). Este estado fisico se suele tomar normalizado, es decir, (1,v) = 1.
Esto equivale a tomar la proyeccién en forma de rayos sobre el espacio de Hilbert de tal manera que
toda funcién de onda ¢ que se diferencie por producto por una constante, como ¢ = a), representa
el mismo estado fisico; es decir, ¢ y ¥ pertenecen al mismo rayo. El estado fisico se asocia a este
rayo [36].

Una simetria es una transformacion del estado del sistema, de su funcién de onda, que no
cambia la naturaleza fisica de este. Se puede entender como un cambio de punto de vista de tal
manera que las leyes de la naturaleza no cambian bajo la transformaciéon [37]. Un ejemplo de
ello son las rotaciones o traslaciones del sistema de referencia: para la particula libre, la fisica

!Entendiéndose por particula libre aquel sistema fisico sobre el cual no acttia ninguna fuerza externa significativa
para el observador.
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debe ser la misma si se considera la particula bajo cualquier sistema de referencia. En particular,
las probabilidades de transicién del sistema fisico no cambian: si {¢,} es el conjunto de posibles
resultados experimentales para el sistema, entonces

P(p — ¢p) = P(¢) — ¢,) que se expresa como (¢, ¢,) = (¢', ¢),) (1.1)

donde la tilde (/) denota la funcién de onda transformada.

De este modo, las transformaciones de simetria actiian como operadores sobre el espacio de
funciones de onda enviando estados del sistema en estados del sistema: si T representa la transfor-
macién de simetria tal que v ER Y’ entonces se puede encontrar un operador U(T) sobre H que
verifique

()6 = (1.2)
La exigencia de preservar la condicion limita la naturaleza del operador: el operador debe ser
i) o unitario y lineal o ii) antiunitario y antilineaﬂ Este resultado se conoce en la literatura [36]
como Teorema de Wigner. El conjunto de todas las transformaciones de simetria del sistema
fisico, denotado por T, tiene estructura de grupo; esta estructura se manifiesta en los operadores
de la siguiente manera,

U(T)U(Ty) = e T U (TyTy)

donde T y T3 son transformaciones de 7 y w es un parametro real vinculado a ambas transforma-
ciénes (es més, w : G x G — R como funcion es llamado sistema de factores). De aqui se puede
diferenciar entre,

1. Si w = 0, entonces los operadores heredan la estructura de grupo de las transformaciones. Se
dice entonces que se tiene una representacion.

2. Si w # 0, existe una fase que difiere de la unidad. Se habla entonces de representacién
proyectiva o representacion salvo factor multiplicativo.

En este texto se restringe el trabajo a representaciones del tipo 1. Conviene notar que el segundo
tipo aparecen en la forma de representacién simple/doble-evaluada, verificando U(Th)U(T2) =
+U(T1T3), en el estudio del grupo de Lorentz (fruto del recubrimiento universal del grupo). Sin
embargo, no se incidirda demasiado en ello.

Simetrias en Relatividad Especial y su conexién con el Grupo de Poincaré

En el marco de la Relatividad Especial, la invarianza espacio-temporal de las leyes fisicas da
lugar a una simetria entre sistemas de coordenadas. En particular, si la funcién de onda 1 describe
una particula libre relativista, entonces existird una correspondencia entre todas las funciones de
onda que describen el mismo estado en diferentes sistemas de referencia lorenzianos. Por tanto, si
O es el sistema de referencia inicial, y O’ otro sistema de referencia,

o L, o’
v W = U

2En Mecéanica Cuéntica se suele trabajar con operadores unitarios; no obstante, existen operadores antiunitarios
y antilineales, como ejemplo, los operadores vinculados a las transformaciones de Paridad e Inversién Temporal

(1.3)
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— * F’\, -

—
\

Particula masica en el sistema Particula de masa nula en el sistema
de referencia en reposo de referencia alineado con el momento
a) b)

Figura 1.1: Representacién grafica de las simetrias internas para dos particulas (con masa no nula
y nula, respectivamente) en su sistema de referencia caracteristico. En a), el vector S denota el
momento angular intrinseco; la proyeccion sobre el eje vertical se denota por s, espin. El grupo de
simetrias de S es el grupo de rotaciones en el espacio, SO(3), representado por la esfera roja. En
b), el vector P denota el momento lineal de la particula (tipo-luz). La proyeccién de S sobre P se
denota por h, helicidad. El grupo de simetrias es el grupo de rotaciones en el plano (en torno a P),
SO(2), representado por el cono rojo.

La condicion (|1.1)) se debe verificar puesto que la descripcién fisica del sistema no puede depender
del sistema de referencia. De este modo, a través del Teorema de Wigner, se concluye que el conjunto
de transformaciones que conectan distintos sistemas de coordenadas, las transformaciones espacio-
temporales, forman un grupo. Este grupo es el Grupo de Poincaré o grupo inhomogéneo de
Lorentz.

El punto principal y méas importante del trabajo es la vinculacion de las representaciones
del grupo de Poincaré con las particulas elementales relativistas. Una primera aproxima-
cién, para asentar ideas, se basa en las siguientes consideraciones: i) fijado un estado inicial para
una particula libre, este estado se puede asociar con cualquier otro estado de la particula relacio-
nado por una transformacién del grupo de Poincaré; ii) para dicha particula, existen pardmetros
invariantes bajos las transformaciones anteriores que permiten caracterizar a la particula (y a la
representacion).

En particular, el estado de una particula maésica (esto es, con masa en reposo no nula) puede
siempre relacionarse con el estado donde la particula esta en reposo. Para esta particula existen dos
invariantes: uno maésico (es decir, la masa en reposo; pues siempre se puede relacionar el estado de
la particula con dicho estado en reposo), y otro de espin (relacionado con las simetrias de rotacion
—en el espacio— del momento angular intrinseco de la particula, ver Figura a). Masa y espin
caracterizan a la representacién asociada. En efecto, la repesentacion que transforma estados de una
particula de masa m y espin s, cada uno visto en un sistema de referencia distinto, esta caracterizada
por dichos pardmetros. Otro ejemplo interesante es el caso de particulas de masa nula, para las
que no existe transformacion tal que deje a la particula en reposo, pues su velocidad es la de la luz.
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En este caso solo se podréa asociar con un sistema de referencia que siga la direccién de traslacion
de la particula. En este sistema de referencia, las simetrias relacionadas con el momento angular
intrinseco tomaran la forma de rotacién en torno al eje de movimiento, distinguiéndose asi del caso
de particula mésicaﬂ (ver Figura b). Estas restricciones obligan a la representaciéon asociada
a tomar una forma totalmente diferente en comparacion con las representaciones de particulas
masicas. Se concluye que cada particula libre relativista estara asociada con una representaciéon del
grupo de Poincaré que la caracteriza en la transformacién.

Con las consideraciones anteriores se puede dar un razonamiento quizd m&s matemdtico. Si-
guiendo los razonamientos de Weinberg [36, §2.5], una particula libre relativista con funcién de
onda v, , estd caracterizada por su cuadrimomento p y un indice o que denota la simetria interna
de la particula (p. €j. el espin), que ademas, se asume como discreto (quiza infinito). La accién de
una transformacién T' del grupo de Poincaré se puede escribir como combinacion lineal de estados
transformados 14,

U(T)wpa = Z DUU’ (T)q/)p’o’ (14)

donde p’ no es més que la transformacién del cuadrivector bajo el cambio de sistema de referencia,
v Dgyor los elementos de matriz de la transformacion de indices. A través de una sutil combinacién
lineal de 1);,, se pueden escoger los indices o de tal manera que la matriz D, diagonalice en bloques,
donde cada bloque corresponde a una representacion irreducible de U(T). De manera natural se
identifica los estados de la particula con las componentes de estas representaciones irreducibles.

El parrafo anterior permite definir la nocién de particula elemental relativista como aquella
que se identifica con una representaciéon irreducible y unitaria del grupo de Poincaré. Se concluye
asi con el punto fundamental: la clasificacién de las representaciones unitarias e irreducibles del
grupo permiten clasificar también las particulas elementales; resultado conocido como programa
de Bargmann-Wigner en referencia al articulo conjunto de V. Bargmann y E. P. Wigner [I].
Insistiendo en esta idea, la relaciéon entre representacién unitaria e irreducible y particula elemental
permite reescribir el problema de clasificar las particulas elementales como un problema puramente
matematico, como problema de teoria de grupos, que equivale a la clasificacion de las representa-
ciones del grupo inhomogéneo de Lorentz.

Todo ello se puede resumir del modo siguiente: «por un lado, las leyes de la Mecanica Cuantica
implican que las simetrias cudnticas se correspondan con representaciones unitarias del grupo de
simetria asociado al espacio de Hilbert de estados fisicos. Es maés, si las traslaciones temporales son
subgrupo uniparamétrico del grupo de simetria, entonces la ecuacién de Schrédinger es basicamente
una representacién unitaria de dicho grupo. Por otro lado, el principio de relatividad dicta que
toda isometria del espacio-tiempo sea simetria del sistema fisico. Todo junto, esto implica que las
ecuaciones de onda relativistas y lineales puedan ser identificadas con representaciones unitarias
del grupo de isometria»[3].

3En este caso, el pardmetro asociado a esta simetria se conoce por helicidad, distinguiéndolo del espin.
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1.2. Particulas de espin continuo

Clasificacion de las representaciones del grupo de Poincaré

El estudio del grupo de Poincaré y la clasificaciéon de sus representaciones unitarias e irreducibles
fue llevado a cabo por E. Wigner en 1939 en el articulo [39]. Este trabajo mostré que solo existen
cuatro tipos de representaciones unitarias e irreducibles del grupo. Estas representaciones se denotan
como:

1. Representaciones masicas asociadas a la érbita de tipo-tiempo, cuyo grupo pequeno es

SO(3).

2. Representaciones de masa nula asociadas a la érbita de tipo-luz, cuyo grupo pequeno es
el grupo euclideo E(2). Debido a la estructura interna de este grupo, se dividen a su vez en
dos tipos de representaciones:

a) Representaciones de espin finito, inducidas por el subgrupo SO(2) de E(2).

b) Representaciones de espin continuo, inducidas por todo E(2).

3. Representaciones taquidnicas asociadas a la érbita de tipo-espacio, cuyo grupo pequeno
es el grupo propio de Lorentz de dimensién 3, SO*(1,2).

4. Representaciones asociadas a la 6rbita degenerada, {0}. El grupo pequeiio es el grupo
propio de Lorentz SO™(1, 3).

Dos de ellas describen particulas maésicas y sin masa con espin y helicidad bien definida, 1. y
2.a respectivamente. Sin embargo, la Naturaleza no parece utilizar las otras dos tipologiasﬁ una
describe particulas con momento de tipo-espacio, es decir, taquiones que se mueven mas rapido
que la luz, y la otra representacion que describe particulas sin masa y con un nimero infinito de
estados de helicidad (2.b) [15]. Estas tltimas estaran en el foco de atencién de este trabajo.

Definicién y propiedades exdéticas

Bajo una perspectiva matematica, las representaciones de espin continuo surgen de manera
natural del estudio del grupo de Poincaré, asociadas a las orbitas de cuadrimomento de tipo-luz.
Estan caracterizadas por dos pardmetros (invariantes): la masa, que toma un valor nulo m = 0;
y una constante © que toma valores en los nimeros reales positivos (y tal que para © = 0 se
obtiene las representaciones de masa nula con espin finito —vinculadas a particulas sin masa, como
el foton—). No obstante, las particulas de espin continuo, asociadas a estas representaciones, han
sido desechadas en la literatura debido a dos propiedades “exdticas” [2]:

1. Se caracterizan por un parametro continuo, ©, con dimensién de masa a pesar de ser particulas
de masa nula.

4Las representaciones de 6rbita degenerada se asocian con el vacio y no representan estados de particula elemental,
por ello, no se tienen en cuenta.




1.2. PARTICULAS DE ESPIN CONTINUO

2. Poseen infinitos grados de libertad por punto espacio-temporal.

La primera propiedad es el origen del (malogrado) nombre de espin continuo. Ciertamente, el espin
de la particula (realmente, la helicidad) toma valores discretos pero no acotados; por tanto, no es
continuo, pero si infinito. Este fenémeno explica la segunda propiedad. Con mayor precisién, se
puede describir esta particula como una torre infinita (pero numerable) de estados con helicidad
bien definida, que son mezclados por transformaciones de Lorentz. Bajo esta perspectiva, la onda
asociada para dicha particula se corresponde en cada punto como una suma infinita de ondas de
helicidad definida (i.e. infinitos grados de libertad).

En conclusioén, el estudio de estas representaciones ha sido relegado a un segundo plano debido
al poco interés que suscitaba. Las particulas asociadas, de espin continuo, fueron rechazadas del
elenco de particulas fisicas presentes en la Naturaleza. Sin embargo, el estudio profundo de las
nuevas Teorias de Cuerdas, Supercuerdas o Teoria M han devuelto el interés entorno a estas repre-
sentaciones [4], [30], [31], [32]. Conviene notar que estas teorias necesitan del estudio de la dindmica
de particulas de espin elevado, y de su interaccién [29]; las representaciones de espin continuo se
presentan, en este contexto, como limite de representaciones de espin finito. En definitiva, estas
representaciones toman un papel importante como herramienta de estudio de interacciones de espin
elevado.

La reinterpretacion de las representaciones de espin continuo como caso limite de representa-
ciones masicas motiva su estudio en este trabajo. La intencién sera buscar el contenido fisico de
estas como caso limite de particulas masicas y espin elevado.

Particulas de espin continuo como limite masa-espin

La manera usual de construir las representaciones de masa nula, que engloba tanto las repre-
sentaciones de espin continuo como las representaciones de espin finito, consiste en relacionarlas
con las representaciones masicas como caso limite de estas. Desde una perspectiva matematica,
la construccion de este limite se da bajo el mecanismo de contraccién de grupos (es decir,
como proceso que lleva al grupo pequefio de las representaciones maésicas al grupo pequefio de
representaciones de masa nula), introducido en 1953 por E. Wigner y E. Inonii [I4]. Fisicamente,
la contraccion se da como limite de masa nula de tal manera que:

1. Para una repesentacién de masa m y espin s, el limite m —— 0 permite obtener la repre-
sentacion de espin finito.

2. Para una representacién de masa m y espin s, bajo el doble limite m —— 0, s —> o0
y ms — © # 0 se obtiene una representacién de espin continuo (con parametros
m=0,0).

Esta conexién, via proceso contractivo, permite establecer una nueva perspectiva para las repre-
sentaciones de espin continuo. Por un lado, permite reinterpretar el contenido fisico de la repre-
sentacion: se establece la particula de espin continuo como limite de particulas masicas
energéticas (F > m) y de espin elevado (s > 1). Por otro lado, permite construir la ecuacién de
onda de espin continuo a partir de ecuaciones de onda mésicas (via la construcciéon de Kaluza-Klein
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[15]). Esta construccién ofrece una descripcion de la particula como torre infinita de estados
de helicidad bien definida, donde © queda como constante de acoplamiento entre los distintos
estados de helicidad [3].

1.3. Esquema del trabajo

Una vez introducido y caracterizado el problema en las secciones anteriores queda senalar el
esquema a abordar para este trabajo. De primera mano, se planetan dos objetivos, estos son:

e Estudiar el grupo de Poincaré y obtener la clasificacion de sus representaciones unitarias e
irreducibles de tal manera que se pueda obtener una clasificacién de las particulas elementales
relativistas. Ademads, dar la ecuacién de onda de dichas particulas.

o Estudiar las representaciones de espin continuo con la intencién de entender su posiciéon actual
en la fisica moderna, asi como ver su contenido fisico a través de la contracciéon de grupos.

Para ello el esquema de trabajo se estructura de la siguiente manera:

1. En el capitulo Preliminares matemdticos, se establece la base matematica para abordar
los capitulos siguientes. Esto es, la introduccién de la Teoria de Grupos y la Teoria de Re-
presentaciones (primera y segunda seccién), estudio de grupos de Lie y grupos matriciales de
Lie (cuarta y quinta seccién), y la introduccién de tres ejemplos de representaciones: repre-
sentaciones del grupo SO(2), SO(3) y del euclideo E(2). Esta ultima seccién es fundamental
ya que dos de los grupos tratados (SO(3) y F(2)) toman el papel de grupo pequeno para el
grupo de Poincaré (representaciones masicas y de masa nula, respectivamente). Este capitulo
es un resumen del TFG de Matematicas, en el cual se trataba con mayor profundidad estos
aspectos tedricos.

2. En el capitulo Estudio sobre el grupo del Poincaré, se estudia con detalle el grupo in-
homogéneo de Lorentz. En una primera secciéon se introduce las nociones fundamentales de
Relatividad Especial, como es el espacio de Minkowski o las transformaciones de Lorentz
que permitirdn, a su vez, fijar la notaciéon utilizada. En la segunda seccion, se describe el
grupo propio de Lorentz, o grupo homogéneo. Este grupo estd asociado con las simetrias,
sin considerar traslaciones espacio-temporales, del espacio de Minkowski. La tercera seccién
profundiza en el caso general, el grupo de Poincaré.

3. El capitulo Representaciones unitarias e irreducibles del grupo de Poincaré esta dividido
en cuatro secciones: en la primera se introduce la definiciéon de primer y segundo operador de
Casimir; en las tres siguientes se estudia paso a paso las representaciones masicas, de masa
nula y las asociadas a la érbita de tipo-espacio y 6rbita degenerada. Para las representaciones
masicas y de masa nula se anade la obtencién de las ecuaciones de onda asociadas a cada tipo
de representacién.

4. En el capitulo §5| Contraccion de grupos se introduce la contraccién de Inéni-Wigner con
la intencién de estudiar la vinculacién entre las representaciones de espin continuo con las
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representaciones masicas a través del doble limite masa-espin. Este capitulo establece el mar-
co tedrico que respalda dicha relacion; ademads, concede una nueva perspectiva fisica a las
representaciones de espin continuo.
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Capitulo 2

Preliminares matematicos

La intencién de este capitulo es introducir todos los conceptos matematicos antes de abordar el
estudio en profunidad del grupo de Poincaré y sus implicaciones fisicas. Se presenta como resumen
del contenido ya tratado en el TFG de Matemadticas [24].

La primera seccién introduce los elementos basicos de la teoria de grupos, notas que se apoyan
en el texto de Humphreys [I3]. En el tltimo apartado se discute la definicién de grupo localmente
compacto, siendo este la forma mas general de introducir la teoria de representaciones. Esta parte
estd apoyada principalmente en el texto de Folland [6] y en el de Varadarajan [35].

En la segunda seccién se establecen las primeras definiciones de la Teoria de Representaciones
asi como sus resultados principales (como son los Lemas de Schur). En el dltimo apartado se esboza
la técnica de representaciones inducidas y se introduce el Método de Mackey que es el elemento
clave a la hora de abordar la clasificacién de las representaciones del grupo de Poincaré. Los dos
primeros apartados se apoyan en las notas de Tung [34]. El apartado de induccién estéd basado en
el texto de Folland [6].

En la tercera y cuarta seccién se tratan, respectivamente, los grupos de Lie y los grupos ma-
triciales de Lie. Conviene notar que estos tltimos son los grupos mas comunes en el ambito de
la Fisica (grupo de rotaciones en el espacio o en el plano, grupo de Lorentz, etc.). Los libros de
referencia son el texto de Gilmore [9], el texto de Hall [11] y el de Lee [19].

En la dltima seccién se exponen tres ejemplos de grupos y sus respectivas representaciones
unitarias e irreducibles: SO(2), SO(3) y grupo Euclideo E(2). Los dos ultimos tomaran el papel de
grupo pequeiio para las érbitas maésicas y de masa nula, respectivamente, del grupo de Poincaré.
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2.1. Teoria de grupos

2.1.1. Primeras definiciones de grupos

Definiciéon 2.1.1. Un conjunto G es grupo si existe una operaciéon de grupo G x G — G :
(z,y) — =y, llamada producto, tal que

a) Es asociativo: es decir, se verifica z(yz) = (zy)z, para toda terna z,y, z de elementos del

grupo.

b) Hay elemento identidad: existe un elemento e del grupo tal que ex = xe = z para todo
x € G.

c¢) Hay inverso: para todo elemento z del grupo existe un elemento 2! tal que zz~! = 27 'z = e.

El orden del grupo G es el nimero de elementos que contiene, que puede ser tanto finito como
infinito. Se dice que el grupo es abeliano o conmutativo si se verifica que ry = yx para cualquier
par de elementos x,y € G.

Por otro lado, se define un homomorfismo de grupos como una aplicaciéon f : G — H entre
dos grupos tal que respeta el producto de grupo, es decir, f(zy) = f(x)f(y). Ademds, se dice que
los dos grupos son isomorfos si el homomorfismo es biyectivo.

En este texto, los grupos tratados seran grupos de Lie, grupos infinitos cuyas operaciones
del grupo son diferenciables (la diferenciabilidad se consigue déndole al grupo una estructura de
variedad diferenciable —como se vera en ) A continuacion se introducen dos ejemplos de grupos
(de Lie) que tendran un interés en el desarrollo posterior del trabajo: el grupo de rotaciones en el
plano y el grupo de traslaciones.

Ejemplo 2.1.2 (Rotaciones en el plano. Grupo SO(2)). Un grupo muy sencillo y de gran
interés es el grupo vinculado a las rotaciones en el plano, denotado por SO(2). Este grupo se puede

escribir como
cosf —sind

sinf cosf

R(0) = <

es decir, como una matriz de rotacién en el plano. La operacién del grupo esta dada como producto
matricial verificAndose R(0)R(¢) = R(0 + ¢). El elemento identidad es R(0) = I, matriz identidad.
Y el inverso estd dado como R™1(#) = R(—0). Es, ademés, grupo abeliano.

) , con 0 € [0,2m), (2.1)

Ejemplo 2.1.3 (Grupo de traslaciones). Sobre el espacio afin R" se considera un punto fijo xg.
Una traslacién por el vector v € R™ se escribe como x{, = xo + v. Si se traslada nuevamente por
w, se tiene x{j = X, + W = Xo + (V+ W); no es mas que la traslacién del punto inicial por el vector
vV + w.

Se concluye que el conjunto de traslaciones en R"™ forma un grupo dado por la suma de vectores
n-dimensionales. Se relaciona con el grupo aditivo (y abeliano) (R™, +). Este grupo tendréd un papel
fundamental dentro del grupo de Poincaré y grupo Euclideo.
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2.1.2. Subgrupos, clases laterales y subgrupo invariante

Definicion 2.1.4. Se dice que un subconjunto H del grupo G es subgrupo de G si la restriccion
del producto del grupo al subconjunto H verifica los axiomas de grupo (Definicién [2.1.1)).

Dado un subgrupo H del grupo G y x € G, se define la clase lateral por izquierda (o
derecha) de H al conjunto

xH ={zh: h € H} (respectivamente, Hx = {hz: h € H}) (2.2)

Dos clases laterales son o iguales o disjuntas; es mas, determinan una particién del grupo G.

Por otro lado, se dice que un subgrupo H de G es normal a G si verifica: x7'ha € H para
h € H y cualquier x € G. Para los subgrupos normales las clases laterales por izquierda y por
derecha coinciden. Es maés, el conjunto de clases laterales por izquierda (o por derecha) forman
un grupo bajo la operacion (xH)(yH) = (zyH). Es decir, para todo elemento zh; y yhy para
las clases laterales, xhiyho = xyy 'hiyhs = xyh que pertenece a (zhH). De este modo, se tiene
un mecanismo para construir nuevos grupos a través del cociente por subgrupos normales. Este
resultado es un punto fundamental para el desarrollo de la teoria de representaciones (en particular
para la induccién de representaciones).

2.1.3. Comentarios sobre grupos localmente compactos

Antes de introducir la teoria de representaciones se hace una pausa necesaria para discutir la
idea de grupo localmente compacto. En la bibliografia mas matemaética se construye toda la teoria
de representaciones en torno a este tipo de gruposﬂ . Por qué? La respuesta recae en considerar
el grupo mas general que permita construir una teoria de representaciones. Para el caso de grupos
finitos no se encuentra ningin problema, pero sin embargo, cuando se consideran grupos infinitos
se hace necesario pedirle una estructura topolégica (localmente compacto).

Entrando en detalle, bajo la premisa de introducir nociones (aun no tratadas, pero que seran
estudiadas con detalle mas adelante) de la teoria de representaciones, se puede asegurar que:

1. Para un grupo finito siempre se puede encontrar una representacién irreducible y unitaria. Se
escoge una representacion finito-dimensional (p. ej. la representacion regular [34, §3.7]): por
un lado, si la matriz de representacion es reducible, se restringe a un subespacio que haga de
la representacién irreducible; por otro lado, toda representacién puede hacerse unitaria (es
posible construir un producto interno tal que haga unitaria la representacién [34, Th. 3.3]).

2. Para un grupo de Lie, como ejemplo de grupo infinito (como es el caso del grupo Euclideo o
el grupo de Poincaré), no se puede garantizar que las representaciones unitarias e irreducibles
sean finito-dimensionales . Es mas, la construccion de representaciones unitarias no es trivial
y necesita de la definiciéon de una medida (una integral sobre el grupo) que sea invariante
bajo la accién del grupo.

'Véase las referencias mencionadas en la introduccién del capitulo, [6] o [35].
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Los detalles previos hacen necesario que al considerar el grupo més general para definir la teoria de
representaciones se exija una estructura que permita hablar de continuidad (espacio topoldgico) y
de tal manera que permita construir una medida invariante (conocida como medida de Haar), esto
es, pedir que el espacio topoldgico sea localmente compacto.

Histéricamente este estudio fue llevado a cabo, de manera general, por Mackey [21], 22}, 23]. Los
detalles estan tratados en el TFG de Matematicas; los textos de referencia son el texto de Deitmar
[5], Folland [6] y Varadarajan [35]. A continuacién se dan las dos definiciones basicas para cerrar
el apartado.

Definiciéon 2.1.5. Un grupo topolégico es un grupo G equipado con una topologia bajo la cual
las operaciones del grupo son continuas. Estas operaciones son

GxG— G:(z,y) — Yy

G—G:z—ax!

Un grupo localmente compacto es un grupo topoldgico cuyo espacio topoldgico asociado es
localmente compacto; es decir, si para todo punto x € G existe un K C V compacto que contenga
un entorno del punto.

2.2. Teoria de representaciones

2.2.1. Definicién de representacion

Definicién 2.2.1. Sea G un grupo, H espacio de Hilbert y U(H) espacio de operadores lineales
sobre el espacio de Hilbert. Una representacién del grupo es un homomorfismo 7 : G — U(H),
esto es, m(z)m(y) = m(xy) para cualquier z,y € G.

Al espacio de Hilbert H se le conoce como espacio de representacién del grupo. Por otro
lado, se llama dimensién de la representacién a la dimension del espacio de Hilbert, no nece-
sariamente finita. Ademds, se dice que la representacién es fiel si el homomorfismo 7 es inyectivo,
si no, se dice que es degenerada.

Ejemplo 2.2.2 (Representacién del grupo SO(2)). El grupo SO(2) se ha definido en el Ejemplo
2.1.2]en su forma matricial, como rotacién en el plano. Sin embargo, esto no es mas que una repre-
sentacién del grupo. En efecto, bajo esta representacién el grupo SO(2) actia como un operador
de rotacién sobre el espacio R2.

Este ejemplo permite dar una idea de la relacién entre grupo y representaciéon del grupo: el grupo
es un conjunto abstracto de elementos con ciertas propiedades (p. €j. SO(2)); una representacion
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del grupo no es méas que una manera de escribir o representar el grupo sobre un espacio vectorial
o Hilbert (en el ejemplo, el conjunto de rotaciones en el plano).

Dos representaciones m y 7’ son equivalentes si existe un operador S sobre el espacio de
representacion tal que
7'(x) = Sw(x)S™!, para todo z € G

Se puede dar la siguiente interpretacién: dos representaciones equivalentes son la misma represen-
tacion en distinta base del espacio, siendo S el cambio de base. La transformacién que lleva una
representacion 7 a otra StS~! se llama transformacién de semejanza.

Definicion 2.2.3.

= Sea M C H subespacio cerrado. Se dice que M es subespacio invariante respecto a =
si para todo = € G se tiene 7(z)(M) C M. Ademads, se dice que M es irreducible o propio
si no posee subespacios invariantes, no triviales, respecto a .

= Una representacién 7 sobre H es reducible si admite un subespacio invariante M C H no
trivial. Si no, se dice que la representacion es irreducible.

La restricciéon de la representacién m a un subespacio invariante M C H se conoce como
subrepresentacién y se denota como M, esto es,

MG — UM) y tal que nM = 7|\ para x € G
Se dice que la representacién en unitaria si el operador 7m(z) es unitario en H para todo z € G.
Esto es, si (-, ) denota el producto interno del espacio de Hilbert, entonces
(m(x)u, m(x)v) = (u,v), para u,v € Hy Ve € G
Si para cada subespacio invariante M, respecto a la representacion, el complemento ortogonal
de M es también espacio invariante entonces se dice que la representaciéon es completamente

reducible. Para representaciones unitarias, se verifica que toda representaciéon reducible lo es
completamente.

2.2.2. Lema de Schur

Los resultados mas importantes de la teoria son los llamados lemas de Schur, que ofrecen una
potente herramienta para caracterizar representaciones irreducibles y unitarias.

Teorema 2.2.4 (Lemas de Schur).
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1. Sea m representacion irreducible y unitaria del grupo G sobre el espacio de Hilbert H y sea
A operador arbitrario sobre el espacio de Hilbert. Si el operador A conmuta con todos los
operadores 7(g), Vg € G, es decir An(g) = w(g)A, entonces A es un maltiplo de la identidad,
A = MId con A € C.

2. Sea w, © dos representaciones unitarias e irreducibles del grupo G con espacios de re-
presentacion H, H', respectivamente. Sea A : H' — H transformacién lineal tal que
Ar'(g) = m(g9)A, Yg € G. Entonces, o (i) A = 0 o (ii)) H y H' son isomorfos y ambas
representaciones son equivalentes.

Una consecuencia inmediata del teorema se da en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.5. Las representaciones unitarias e irreducibles de los grupos abelianos son unidi-
mensionales.

Ejemplo 2.2.6 (Representaciones irreducibles de las traslaciones). En este primer ejemplo
se escoge el grupo de traslaciones sobre la recta real, asociado con el grupo abeliano (R, +). Por el
corolario anterior, sus representaciones irreducibles y unitarias deben ser unidimensionales.

Una manera sencilla de definir una representacién es tomar la funcién
£(z) = e®®, paraz € R

donde ¢ € R. En efecto, esta aplicacion & : (R,4+) — (T, X) es homomorfismo de grupos, donde
T ={z € C: |z| = 1}. Esta representacion unitaria e irreducible recibe el nombre de caracter del

grupo.

El punto interesante estd en que se puede definir una operacién natural para estos caracteres;
es decir, si £, € R la suma estd bien definido pues e!¢tX)? = ¢#%%¢XT v por tanto, &(z)x(z) =
(£ + x)(x). Esto permite construir un grupo sobre los carcteres; es mas, este grupo es, ni méas
ni menos, que (R, +). La construccién del grupo de caricteres no es algo casual, es un resultado
compartido por todos los grupos abelianos. Este conjunto de caracteres recibe el nombre de grupo
dual y es abeliano.

De manera natural se puede extender este resultado al grupo de traslaciones de R", denotado
por (R™ +). El grupo dual es (R",+4) y los caracteres se escriben como

E(z) = €%, conz e Ry £ € R" (2.3)

Comentario 2.2.7 (Grupo dual de un grupo abeliano). Sea G grupo abeliano (y de manera
general, grupo localmente compacto). Entonces, se denota por G al grupo dual cuyos elementos
son los caracteres del grupo G, es decir, sus representaciones unitarias e irreducibles. Los caracteres
se suelen denotar como & € G y la evaluacién como

(x,€) =&(x), parax € G (2.4)
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El estudio de los caracteres es el tema principal de la teoria de grupos abelianos. Una con-
secuencia inmediata de la teoria es la generalizaciéon de la transformada de Fourier que permite
relacionar funciones sobre el grupo con funciones sobre el grupo dual. El texto de referencia es el
libro de Deitmar [5].

2.2.3. Induccién de representaciones. Técnica de Mackey

La obtenciéon de representaciones para grupos que no son ni compactos ni abelianos no suele
ser algo sencillo o evidente, prueba de ello es la clasificacion de las representaciones del grupo
de Poincaré, o del grupo Euclideo. Una manera de obtener estas representaciones es inducirlas a
través de representaciones unitarias e irreducibles de subgrupos. En esta subseccion se introducira
escuetamente los resultados necesarios para tratar el grupo euclideo y el grupo de Poincaré. Un
estudio mas profundo, para grupos localmente compactos se puede ver en los textos de Folland [6),
§6] o de Varadarajan [35], §6].

El mecanismo de induccién se basa en la ertension de representaciones unitarias e irredu-
cibles de un subgrupo H C G a todo el grupo G. En detalle, para ¢ : H — H, representacion
unitaria e irreducible de H (con H, es el espacio de representacién de o), se construye un espacio
de funciones continuas de soporte compacto sobre el grupo G, Fy, y tal que las funciones verifican
f(z€) = o 1(&) f(x) para € G y ¢ € H. Entonces, la accién natural del grupo G sobre Fy estd
dada por

L:G—U(F): [Lx)f](y) = f(z'y) para z,y € G. (2.5)

Se puede construir un producto interno en este espacio de tal manera que la traslacién anterior
sea unitaria. Entonces, la extension (o complecion) Fy — F a un espacio de Hilbert lleva consigo
una extensién de la traslacién a una representacion (ahora si) unitaria del grupo G sobre F. Esta
representacién recibe el nombre de representaciéon inducida y se denota por Ind(o).

Método de Mackey

FEl método de Mackey no es mas que la aplicaciéon del mecanismo de induccién sobre un
tipo de grupo muy particular, el producto semidirecto, de tal manera que se puede garantizar una
obtencién completa de las representaciones irreducibles del grupo via induccion.

Definiciéon 2.2.8. Un grupo topoldgico G se dice que es producto semidirecto de N y H
subgrupos cerrados, si N es normal en G y la aplicacion N x H — G : (n,h) — nh es un
homeomorfismo. Se denota como

G=NXxH.

De este modo, cada elemento de G puede escribirse de forma tinica como nh y la ley del grupo
toma la forma de
(’I’Ll,hl)(ng,hg) = (nl[hanhfl],hth). (26)
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Sea G = N x H grupo tal que N es abeliano, y ademés, normal a G. El grupo dual del grupo
abeliano N se denota por N (ver Comentario donde se ha tratado esta nocién). Sobre este
grupo dual se puede definir una acciérﬂ del grupo G de la siguiente manera

G x N — N : (x,v) — av, dada por (n,zv) = (z " nz,v) (2.7)

En efecto, el grupo G envia al elemento v de N en el elemento zv de N. Este elemento zv, como

homomorfismo de grupos que es, estd bien definida por su evaluacién (puesto que N es normal,
-1

x~nx € N).

La accién del grupo sobre el dual permite definir ciertos conjuntos de interés: el grupo estabili-
zador, la orbita o el grupo pequeﬁoﬂ

Definicién 2.2.9.

1. Para cada v € N, se llama estabilizador o grupo de isotopia de v a

G,={x€G:ov=r}.

2. Se denota por O, a la érbita de v por G,

O, ={a2v:z € G}.

3. Se define el grupo pequeno (little group) H, como

H,=G,NH.

El resultado principal es conocido como teorema de Mackey que establece una clasificacion
completa de las representaciones unitarias e irreducibles de G en funcién de las representaciones
inducidas.

Teorema 2.2.10 (de Mackey). Sea G = N x H. La induccién de representaciones se efectia a
través de los siguientes pasos:

1. Se fija un elemento de v € N del espacio dual y se escoge una representacion irreducible y
unitaria p del grupo pequeno, H,.

2. Se construye una representacion del estabilizador G, del cardacter v: (vp) : G, — U(H,) tal
que (vp)(nh) = (n,V)p(h).

2La accién de un grupo G sobre un conjunto S se define como una aplicaciéon G x S — S tal que (z,s) — xs.
De una manera mas intuitiva, la accién explica cémo actia el grupo sobre un conjunto de tal manera que para el par
(z, s) el elemento = envia s en xs, otro elemento del grupo.

3El estabilizador también se conoce como grupo pequefio, sin embargo, en este texto se utiliza la acepcién dada
(mds restrictiva) que es la usual en teorfa de representaciones.
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3. Por el mecanismo de induccion se obtiene una representacion del grupo Ind(vp) : G —
U(H,) a través de la representacion del estabilizador.

Entonces, el teorema afirma que toda representacion unitaria e irreducible del grupo es equiva-
lente a una representacion construida de esta forma, caracterizada por (v, p); es mas, dos repre-
sentaciones inducidas Ind(vp) y Ind(v'p) son equivalente si y solo si los cardcteres pertenecen a la
misma orbita.

En virtud del teorema, para un grupo producto semidirecto basta obtener todas las érbitas y
los grupos pequenos asociados a cada una; de esta manera, todas las representaciones unitarias e
irreducibles del grupo quedan caracterizadas por (v, p), siendo v un representante de cada drbita y
p una representacion unitaria e irreducible del grupo pequeio H,,.

2.3. Grupos de Lie

Los grupos de Lie tienen un papel relevante en Matematicas y Fisica ya que ponen en conjuncién
dos ambitos importantes de ambas disciplinas: la geometria y el dlgebra. Por un lado, los grupos
de Lie se construyen sobre una variedad diferenciable que les dota del caracter geométrico; por
otro lado, la estructura de grupo proporciona a la variedad del cardcter algebraico. La riqueza en
propiedades ha hecho de la Teoria de Lie una rama 1til y fecunda en una gran variedad de campos
de la Fisica; ejemplos de ello son los grupos compactos SU(2), SO(3) que aparecen en la Mecanica
Cudntica, el grupo Euclideo E(3) o el grupo de Galileo, dentro de la Mecénica Clésica; o el grupo
de Lorentz homogéneo y el grupo de Poincaré en las teorias relativistas clasicas y cudnticas, y en
concreto como grupos asociados a las particulas relativistas.

2.3.1. Definicién de grupo de Lie

El primer aspecto a considerar es el cardacter geométrico del grupo de Lie, esto es, definir
el concepto de variedad diferenciable. Una variedad diferenciable n-dimensional es un espacio
topologico M tal que,

1. Existe un conjunto de cartas denotadas por (¢, Ua,Vy) de la variedad. Esto es, para U,
abierto de M, y V, abierto de R™ la aplicaciéon ¢, : U, — V, es homeomorfismo, con

¢o¢(Uo¢) - Va-

2. Que exista un atlas de la variedad, es decir, un conjunto de cartas que recubran completa-
mente a M: M C U, Ua,.

3. Que los homeomorfismos ¢,, o gb[;l 1 93(Ua NUg) — 0o (Uy NUpg), entre abiertos en R", sean
isomorfismos diferenciables. Esto concede la diferenciabilidad a la variedad.
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De manera concisa, una variedad diferenciable es aquella que se puede identificar, localmente (pero
para todos sus puntos, de ahi la exigencia del atlas), con abiertos del espacio R™ [19, §1.3]. La
dimensién de la variedad se define como la dimensién del espacio R"™.

El siguiente aspecto a tratar es como dotar a la variedad de estructura de grupo. Esto implica
construir un producto entre elementos de la variedad y una aplicacién de inversion. No obstante,
puesto que el conjunto de elementos posee estructura diferenciable se pide, ademas, que estas
operaciones sean diferenciables.

Definicién 2.3.1. Un grupo de Lie es una variedad M diferenciable con estructura de grupo y
tal que las operaciones de grupo son diferenciables,

GxG— G:(z,y)— zy

G—G:x—a !

En conclusién, desde otra perspectiva[z_‘-], un grupo de Lie es, en particular, un grupo cuyos
elementos dependen continuamente de ciertos parametros, y ademas, sus operaciones son diferen-
ciables. Con mayor profunidad, esto es, para una carta (¢, U, V'), se puede describir los elementos
del abierto U C M segin la parametrizacién ¢~'(x), con x € V.

2.3.2. Algebra de Lie

La variedad de un grupo de Lie suele tener una estructura complicada que se aleja de la forma
lineal; sin embargo, se puede restringir el trabajo en un entorno de la identidad de tal manera que
se pueda aproximar los elementos del grupo por elementos en el espacio tangente en la identidad.
Debido a la estructura diferenciable, el espacio tangente contiene suficiente informaciéon del grupo
como para suponer una buena aproximacién. Esta idea se conoce como linealizacién [9] y motiva
la definicion siguiente, de algebra de Lie.

Definicion 2.3.2. Un algebra de Lie compleja finita-dimensional es un espacio vectorial g
complejo de dimensién finita junto a una aplicacién [-,-] : g x g — g, conocida como corchete
de Lie, que verifica:

1. [-,-] es bilineal.
2. [-,] es antisimétrica (skew-symmetric): [X,Y] = —[Y, X| para todo elemento X,Y € g.
3. y verifica la identidad de Jacobi, para X,Y, Z € g,

[X,[Y, Z]) + [ [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

4Quizé una perspectiva més comtn en la literatura fisica, [9].
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Ademas, se define un homomorfismo de algebras de Lie como una aplicacién ® : g — b

entre dos algebras de Lie (g,[-,-]g) ¥ (h,[-,]s) tal que respeta su estructura de corchete, es decir,
[@(X), 2(Y)]y = D([X, Y]g).

Cada grupo de Lie se podra asociar a su algebra de Lie definida sobre el espacio tangente en la
identidad a través del proceso de linealizacién. Una forma de entender esta asociacién es a través
del argumento de linealizacién de Gilmore [9].

La idea es construir el algebra de Lie linealizando el grupo de Lie, esto es, expandiendo en serie
de Taylor la parametrizaciéon de un elemento en un entorno de la unidad de tal manera que se pueda
vincular con el espacio tangente. Conviene notar que el grupo de Lie es homogéneo, en el sentido
de que todo punto es localmente semejante a cualquier otro punto de la variedad diferenciable
y por tanto es valido tomar la expansién en un tnico entorno, entorno a la unidad, debido a las
propiedades algebraicas de este elemento. Para comprender el significado de la homogeneidad basta
ver que todo entorno V' de un punto x € G se puede llevar por traslacién a un entorno de otro punto
y € G; para ello, se toma la multiplicacién por yz~! por izquierda de tal manera que V — yaz =1V
es entorno de y. Ademaés, ambos entornos son homeomorfos debido a las propeidades de continuidad
del producto y la inversion de elementos.

Por tanto, se considera ¢(x) parametrizacién de un elemento entorno a la identidad, e. Es decir,
esto equivale a escoger una carta (¢!, U, V), con ¢ 1 : U C G — V CR" y tal que e € U. Si se
supone que ¢(0) = e, y por tanto, que V' es un entorno de 0, entonces la expansion puede escribirse
como
9¢(0)

90 T 0(6%*x) (2.8)

o(0x) = e+ Z ox;

Donde O(6%x) denota el resto de los términos, como O de Landau. Si se redefinen M; = %ﬁ—g)), estos

se pueden identificar con los vectores generadores del espacio tangente [19]. Luego, la linealizacién
se puede representar como

d(x) — e+ Z dx; M; (2.9)

Los elementos del dlgebra seran las combinaciones lineales de los generadores M; con el corchete
de Lie dado por [X,Y] = XY — Y X para X,Y elementos del dlgebra. Conviene notar que los
elementos del dlgebra son operadores (campos de vectores evaluados en la identidad), y por tanto,
estd bien definida la composicién XY o Y X[

Comentario 2.3.3 (Aplicacién exponencial). Cabria preguntarse si es posible invertir la linea-
lizacién, es decir, dado un elemento del algebra de Lie se puede recuperar un elemento del grupo.
La respuesta es afirmativa siempre que se considere un entorno de la identidad; la aplicacién que
lleva al elemento del algebra en el grupo se conoce como aplicacién exponencial.

Para motivar su expresion, se considera un operador X del dlgebra y un parametro real e. Por el
proceso de linealizacién, se puede encontrar un elemento del grupo, en un entorno de la identidad,
tal que se identifique con (e + €X). Si se quiere desplazar este punto lejos de la identidad puede
multiplicarse k-veces por si mismo (e + eX )k ; en particular, el limite siguiente también es elemento

5Se puede hacer una construccién més rigurosa de esta parte: dotar al espacio tangente en la identidad de estructura
de algebra de Lie a partir del dlgebra de campos de vectores invariantes por traslacién por izquierda (ver, por ejemplo,
[19, §5.4]). Se ha preferido omitir todos estos detalles en pos de una construccién més intutiva.
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del grupo

n

) Lok _ X" _
lim (e—i—EX) :nzz;)ﬁzexp(X) (2.10)

k—o00

Por tanto, con este proceso se pueden obtener elementos del grupo a través de elementos del algebra.
No obstante, conviene notar que solo se verifica para un entorno de la identidad y que, salvo ciertas
excepciones, no se puede extender a todo el grupo.

2.3.3. Constantes de estructura

La idea de los parrafos anteriores ha sido linealizar el grupo de Lie G definiendo asi el algebra
de Lie g asociada al grupo. Puesto que esta linealizacién es local el dlgebra solo admite propiedades
locales del grupo, no globales. No obstante, el algebra permite caracterizar bien al grupo; una
manera de hacerlo es especificando la accién del corchete de los elementos del algebra.

Puesto que el algebra de Lie se ha construido sobre el espacio tangente, su dimensién es la
misma que la del espacio tangente en la identidad. Por ser espacio vectorial, puede escogerse una
base de n operadores. Sea {X; : i = 1,...,n} base, debido a la superposicion lineal, basta especificar
el corchete de los n-elementos del algebra para caracterizarla,

(X3, X;] = CE X (2.11)

donde se ha tomado el criterio de sumacién de Einstein sobre los indices k. Las constantes ij se
llaman constantes de estructura y determinan completamente la estructura del algebra de Lie

[9].

2.3.4. Operador de Casimir

Un operador de Casimir, C, es un elemento distinguido del centro del algebra universal
envolventeﬂ del algebra de Lie, y por tanto, conmuta con todos los elementos del grupo [11, §10.2].
Si se consideran representaciones unitarias e irreducibles del grupo entonces, en virtud del Lema de
Schur el operador de Casimir toma la forma de multiplo de la identidad, es decir, C' = AId.

Esta caracteristica es importante, pues permite clasificar representaciones unitarias e irreduci-
bles de un grupo a través de los autovalores del operador de Casimir, es decir, de A. Por ejemplo,
permite obtener las representaciones del grupo SO(3), obtener las representaciones del grupo eu-
clideo E(2) o del grupo de Poincaré.

SEl 4lgebra universal envolvente, denotada por U(g), del 4lgebra de Lie g es el dlgebra més general que contiene
a g. Se construye como el cociente del dlgebra tensorial ®g por el ideal bilateral Z minimal que contiene a todos los
elementos de la forma X @ Y —Y ® X — [X,Y] con X,Y € g; es decir, U(g) = ®g/Z. Para més detalles consultar [I1]
§9.2|
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2.4. Grupos matriciales de Lie

2.4.1. Definicién y primeros ejemplos

Los grupos de Lie que mas aparecen en Fisica son los grupos matriciales, es decir, aquellos
grupos que pueden expresarse en forma de matrices (grupo de rotaciones tanto en el espacio como
en el plano, grupo de Lorentz, etc.)

Se define el grupo lineal general, GL(n;C), como el grupo de matrices complejas, invertibles
y n X n dimensionales.

Definicién 2.4.1. G C GL(n;C) es grupo matricial de Lie si es subgrupo de GL(n;C) y ademas
verifica que, para toda sucesién de matrices {A,} de G y tal que converja en A, entonces 0 A € G
o A es no invertible (y por tanto, A ¢ GL(n;C)).

La traduccién de la teoria de Lie al lenguaje matricial es inmediata: el dlgebra de Lie asociada
es un espacio vectorial sobre GL(n;C) donde el corchete de Lie toma la forma de conmutador
matricial, [X,Y] = XY — Y X. Es més, la aplicacién exponencial se convierte en la exponencial
matricial exp(A4) = 3°° , 47

n=0 pl *
Ejemplo 2.4.2 (Grupo unitario especial). El grupo unitario especial se define como el
grupo matricial SU(n) de matrices unitarias y con determinante unidad,

SU(n) ={A € GL(n;C): AAT =1d y det(A) = 1}. (2.12)

El algebra asociada se construye de la siguiente manera: basta tomar una curva en torno a la

identidad, es decir, Q(t) € SU(2) tal que Q(0) =1Id y %Q(t)‘ 0= A. Obsérvese que esta curva

=
puede tomarse como Q(t) = et4. Diferenciando Id = QT (t)Q(t),

d
0= —
(i

Que implica la condicién AT = —A. Por otro lado, ya que det (etA> = ") donde tr(A) denota
la traza de A, entonces

4
dt

Q"))+ Qo) (

Q) = At + A (2.13)

t=0 t=0

d
Sdet(Q(1)

ya que det(Q(t)) = 1. Se concluye que el algebra de SU(2) es

= tr(A) =0, (2.14)
t=0

su(2) ={A € GL(2;C): AT = —Aytr(A) =0} (2.15)

De mayor interés es el caso n = 2, que se identifica con el grupo de rotaciones de espin. Una
base del algebra esta formada por las matrices

nz(_oi _oi>,72=<(j —01>,73=<‘0i 0) (216)
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No obstante, la forma méas comun de dar la base es en la forma de matrices de Pauli,

w=(V o) m=(1 ) =0 ) .17

Los factores de estructura estan dados por las relaciones de conmutacion
(75, Tj] = €Tk (2.18)
Con €1, el tensor de Levi-Civita, o tensor totalmente antisimétrico.

Ejemplo 2.4.3 (Grupo ortogonal especial). El grupo ortogonal especial se define como el
grupo SO(n) de matrices ortogonales con determinante unidad,

SO(n) ={A € GL(n;R) : AAT =1d y det(A) = 1} (2.19)

donde AT denota la matriz traspuesta de A. Como se puede observar, guarda bastante semejanza
con el grupo SU(n), donde se sustituye la matriz adjunta por la traspuesta. Por tanto, aplicando
el mismo razonamiento del ejemplo anterior se puede encontrar la condicién sobre el algebra

so(n) = {A € GL(n;R) : AT = —A} (2.20)

La condicién de traza nula estd incluida en AT = —A ya que exige que la diagonal de la matriz sea
nula.

Hay dos casos de interés para el propdsito de este trabajo, n =2 y n = 3.

= El caso n = 2 es el grupo de rotaciones en el plano. Por las condiciones impuestas sobre el
algebra s0(2) el generador més sencillo solo puede ser

0 —1
J:(1 0) (2.21)

En este caso el grupo es abeliano y conexo, luego la aplicacién exponencial es sobreyectiva;
de este modo, los elementos del grupo SO(2) pueden expresarse en funciéon de este genera-
dor segiin A = €%/, para 6 € [0,27). Un célculo sencillo sobre las potencias del generador

demuestra que
1 0 0 —1 cosf) —sinf
0J :
e —COSH(O 1>+sm9<1 0) = (sin@ s 0 ) (2.22)

Y por tanto se recupera el elemento del grupo como matriz de rotacién. En la literatura fisica
[26] al generador infinitesimal J se le vincula con el operador momento angular de las
rotaciones en el plano.

= El caso n = 3 se relaciona con las rotaciones en el espacio. Una base estd dada por los

generadores
0 -1 0 0 0 -1 00 O
Ji=1 0 0],Jo=1]10 0 0 |yJs=]|0 0 -1 (2.23)
0 0 O 10 0 01 0
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En este caso las reglas de conmutacién son [J;, J;] = €ijkJi. Es interesante observar que se
obtienen los mismos factores de estructura que para el dlgebra de SU(2); es més, se puede
construir un isomorfismo su(2) — s0(3). Esto sugiere una relacién interesante entre ambos
grupos (puede consultarse [0, §6.7]): se verifica que

SO(3) = SU(2)/{<1d} (2.24)

a través de la accién de la aplicacién adjunta. Es decir, SU(2) recubre doblemente a
SO

Desde una perspectiva fisica, los generadores infinitesimales {.J;} se relacionan con los opera-
dores de momento angular respecto a cada eje. De este modo, la relaciéon anterior sugiere
tomar SU(2) como generador de momento angular; de este modo, a este momento angular se
le denomina espin.

2.4.2. Representaciones de grupos matriciales

Se puede definir una representacion sobre un grupo matricial de Lie como un homomorfismo
G — GL(V) con V espacio vectorial de dimensién finita. De la misma manera, se puede definir
una representacion del dlgebra de Lie g sobre GL(V'). Las propiedades de representaciones descritas
en subsecciones anteriores se aplican de manera natural sobre los grupos de Lie y algebras de Lie.

Es de interés la siguiente proposiciéon que identifica de manera tinica la representacién del grupo
matricial de Lie con la representacion del algebra de Lie asociada.

Proposiciéon 2.4.4. Sea G grupo matricial de Lie, g su dlgebra de Lie, 11 : G — GL(V') repre-
sentacion de G finito-dimensional. Entonces, erxiste una unica representacion w : g — GL(V),
que actua sobre el mismo espacio V, dada por

H(eX) = ™)

para todo elemento X € g. Ademds, la representacion m puede obtenerse segun

iﬂ(etX)

m(X) = o -

que verifica
T(AXA™Y) = TI(A)7(X)II(A) !
para X €eg y A€ G.

Para finalizar el apartado se mencionan varios resultados de interés sobre representaciones,

"Sin entrar en mayor detalle, el recubrimiento doble del gurpo SO(3) implica que existen dos clases distintas de
representaciones para este grupo. Desde una perpsectiva fisica, cada clase se puede asociar con un tipo de particula:
fermidnica o bosénica [7, §3.5]
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Proposicion 2.4.5.

1. Si G es grupo matricial de Lie conexo, la representacion 11 del grupo es irreducible si y solo
st w es irreducible.

2. Si G es grupo matricial de Lie compacto entonces toda representacion finito-dimensional es
completamente reducible.

2.5. Tres ejemplos de representaciones

2.5.1. Grupo SO(2)

El grupo SO(2) es el grupo de las rotaciones en el plano (Ejemplo . Por ser grupo abe-
liano y compacto las representaciones reducen completamente en representaciones irreducibles uni-
dimensionales (Corolario [2.2.5)), denotadas por m,(f), donde m es un valor que caracteriza a la
representacion y 6 € [0, 7) el dngulo que parametriza la rotacién. Si se exige la unitariedad de las
representaciones, entonces la tinica opcién es que la representacién unitaria e irreducible tome la
forma de

Tm(0) = ™? (2.25)

En efecto, 7, (0)mm(¢) = mm(6 + ¢). No obstante, se debe verificar m,, (0 + 27) = m,(6) ya que
toda rotacién en un angulo de 6 4 27 equivale a una rotacién en 6. Esta ecuacién implica que el
valor m sea entero. Se concluye,

Proposicién 2.5.1. Las representaciones irreducibles y unitarias del grupo SO(2) estdan dadas por,

R(6) € SO?2) — Ty =™ m e Z (2.26)

2.5.2. Grupo SO(3)

El grupo SO(3) es el grupo de rotaciones en el espacio, es conexo y compacto. En este caso, las
representaciones unitarias e irreducibles no pueden obtenerse de una manera tan sencilla como en
el caso anterior. Se puede abordar de dos maneras, o calculando las representaciones del espacio
recubridor y trasladarlas a este grupo (siguiendo el texto de Folland [6] y Deitmar [5]) o trabajando
con el algebra de Lie del grupo. Esta segunda opcién es la comun en la literatura fisica debido a su
significado fisico. A continuacién se muestra el resultado (la construccién puede verse en cualquier
texto de Mecanica Cuéntica; aqui se recomienda el texto de Tung [34, §7] o el texto de Hall [12]
§17], que incide mejor en el contenido de la teoria de grupos).
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Proposicién 2.5.2. Las representaciones irreducibles del dlgebra so(3) estdn caracterizadas por
un autovalor de momento angular j, entero positivo o semientero positivo; la dimension de la
representacion es 2j + 1. La representacion de los generadores se puede especificar de la siguiente
manera, donde se escriben los elementos de matriz,

(J1)mm = _% (J—m)(J +m)opmy1 + %\/(] —m/)(J +m)mm—1
(J2)mm = §3/ 0 = m) T+ m)mmrr1 + 53/ — )G+ m)8mm—1 (2:27)

(J3)mm’ - mdmm’

escritos en una base ortonormal bajo la cual diagonaliza la representacion de Jz. Los indices m, m’
toman los valores en {—j,1 —j,....7 —1,7}.

Ademds, el operador J? = J? + J3 + J3 es operador de Casimir tal que

(J2)mm’ = ](] + 1)6mm’ (2.28)

Para obtener la representacion del grupo bastarfa con utilizar la Proposicién Otra forma
comin de dar la representaciones es en términos de los armonicos esféricos (ver [9]), que es la
representacion sobre el espacio de funciones de cuadrado integrable, o espacio L?.

Ejemplo 2.5.3 (La representacién irreducible de j = %) El ejemplo més sencillo estd dado

por la representacién de j = 1. El espacio de representacién tiene dimensién 2 y la representacién

2
(Z)i),sz),:( O), (2.29)

de los generadores toma la forma
- ( !

Con cierta sorpresa se recuperan las matrices de Pauli, de la forma J, = %. Como ya se comento,

el dlgebra su(2) y s0(3) son isomorfos.

O o=

~_—
N
Il
VR
ol O

= O
[esR NI

N[

Ejemplo 2.5.4. La representacion irreducible de j = 1 Este es el segundo caso mas sencillo de
representacion del grupo SO(3). En este caso el espacio es 3-dimensional y los generadores toman
la forma

1
Ji=—=

19—20
7
V2

1
Jy = — 0 —i|Js=][0
0

0
0
ﬁOiO

—1

, (2.30)

o = O
o O O

1
0
1

S = O

Comentario 2.5.5 (Diferencia entre autovalores semienteros y enteros). La existencia de
dos tipos de autovalores del momento angular, semientero o entero, tiene su origen en el doble
recubrimiento del grupo (recubrimiento dado por SU(2)). Sin entrar en detalle, la naturaleza de
cada tipo de autovalor puede verse en el siguiente ejemplo: si se supone una rotaciéon de dngulo 27
entorno al eje z (por simplicididad), entonces la matriz de rotacién toma la forma de R(27) = €*7/3;
en funcién del valor de j para la representacion se tiene

sij=1/2+— Rj_1/0(2m) = =1, si j =1+ Rj=1(27) = I

Por tanto, para la representacién j = 1 (y para cualquier representaciéon entera) una rotaciéon 27
opera como una rotacién total en el espacio de representaciones; mientras que, por otro lado, para
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j = 1/2 (y también para toda representacién semientera) opera cambiando la orientacién (como
rotacién en angulo 7). La identidad se consigue con una rotacién de angulo 4.

Por sorprendente que parezca, esta es la naturaleza del espin de particulas elementales: como
electrones (espin 1/2), bosones gauge (espin 1), etc. . Esta naturaleza obliga a considerar estas
representaciones, tanto semienteras como enteras, para explicar el comportamiento de las simetrias
internas de estas particulas. Por ello, el grupo SU(2) se conoce como grupo de espin. El libro de
Folland [7, §3.5] o el libro de Varadarajan [35 §9.4] profundizan en ello.

2.5.3. Grupo Euclideo E(2)

El grupo euclideo es sin duda el grupo méas interesante desde un punto de vista formal. Por
un lado, puesto que no es ni abeliano ni compacto necesita del método de Mackey ( para
obtener sus representaciones a través del mecanismo de induccién; por otro lado, la forma del grupo
euclideo es semejante a la del grupo de Poincaré, y por tanto, serd util investigar este grupo como
paso preliminar, preparatorio. En estas lineas se exponen los resultados principales.

Definicién 2.5.6. El grupo euclideo E(n) se define como el grupo de movimientos rigidos en
R™, es decir, el grupo formado por traslaciones y rotaciones en el espacio.

Los elementos del grupo se denotan por (R,a), con R € SO(n) y a € R". La accién natural
del grupo, sobre el espacio afin R", esta dada por

(R,a)r = Rx+a, conzeR" (2.31)

Noétese que se ha identificado el grupo de traslaciones con el grupo aditivo (R™,+). La acci6n
anterior permite asociar el grupo euclideo con el subgrupo de GL(n + 1;R) siguiente

ay
(Ra)=| R |, Resom)yaer™ (2.32)

an
0 - 0 1

De la forma matricial se desprende de manera natural las leyes del grupo,
R,a)(T,b) = (RT Rb
(R¢ a)il = (Rilv _Rila)

Respecto a la forma, el grupo euclideo es producto semidirecto de las rotaciones con las traslaciones;
es decir, F(n) = SO(n)xR™. El subgrupo de traslaciones toma el papel de grupo normal y abeliano.
De este modo, se puede utilizar la metodologia de Mackey para clasificar todas las representaciones
irreducibles del grupo.
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#1

#2

Y

Figura 2.1: Orbitas para el espacio de momentos asociado al grupo Euclideo. Las érbitas toman
dos formas, como esferas #1 p?> = 12 o como 6rbita degenerada #2

Orbitas y grupos pequeiios

El grupo dual del subgrupo de traslaciones se identifica con R™ y recibe el nombre de espacio
de momentos. La accién del grupo sobre el espacio de momentos puede tomarse como

(R,b)p = Rp (2.34)

Es decir, la accién del grupo puede definirse como la accién natural de las rotaciones de SO(n)
sobre el espacio de momentos. Las traslaciones no afectan al grupo dual.

Las érbitas del espacio de momentos estan caracterizadas por r € [0,00) y toman la forma de
Or={p:p° =17} (2.35)

En efecto, para un elemento p del espacio de momentos, su orbita se define como O, = {(R,b)p :
(R,b) € E(n)} ={Rp: R € SO(n)}. Ahora bien, ya que las rotaciones son unitarias, presevan la
norma euclidea; por tanto, la érbita queda descrita por la esfera (Rp)? = p? = r2, con r € [0, 00).

De este modo, existen dos tipos de érbitas (ver Tabla y Figura :

1. Orbita no degenerada, esfera en el espacio de momentos con radio r > 0, en la Figura,
representada por #1.

El grupo pequeiio asociado es isomorfo a SO(n — 1). En efecto, escogiendo el representante
de la érbita p = (1,0,...,0)” los elementos del grupo pequefio son aquellos que verifican la
ecuacién Rp = p, explicitamente

Ri1 -+ Rip 1 1
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Se llega a que los tnicos elementos de SO(n) que dejan invariante al elemento deben ser
las rotaciones que no involucran al primer elemento. Estas rotaciones forman un subgrupo
identificado con SO(n — 1). Se puede probar que las representaciones inducidas a partir de
esta 6rbita son infinito-dimensionales [3].

2. Orbita degenerada con r = 0. Coincide con el origen, {0}, denotado por # 2. El grupo
pequeno es, por tanto, todo SO(n). De este modo, las representaciones inducidas se pueden
asociar directamente con las representaciones unitarias e irreducibles del grupo SO(n); son
por tanto finito-dimensionales [3].

Tipo de 6rbita grupos pequeiios asociado Representacién inducida
Esfera de radio r > 0 SO(n—1) Infinito-dimensionales
Origen, con r =0 SO(n) Finito-dimensionales

Cuadro 2.1: Clasificacién de los grupos pequenos del Grupo Euclideo y de sus representaciones
inducidas

Caso particular E(2)

El grupo euclideo E(2) es el grupo asociado a las rotaciones y traslaciones en el plano y tomara
el papel de grupo pequeiio para el grupo de Poincaré; este es el motivo de su estudio particular.

Posee estructura de grupo matricial de Lie de dimension 3, bajo la identificacion de los elementos
con las matrices afines (2.32)). El dlgebra asociada estara construida por el generador infinitesimal del
subgrupo de rotaciones de SO(2), denotado por J, y los genereradores del subgrupo de traslaciones,
Pl, Pg:

0 -1 0 0 0 1 0 00
J=11 0 0|, PA=|000|, P=]001 (2.36)
0 0 O 0 00 0 00
Las reglas de conmutacion estan dadas por
P, P =0
{[ 1 P2 (2.37)
[J) Pk] = 6kam

con €, el tensor antisimétrico de dimensién 2.

Se puede construir un operador de Casimir sobre el algebra de E(2).Se define como P? =
P? + P} (la prueba es sencilla utilizando las reglas de conmutacién anterior). Sobre la 6rbita
p? = 12 el operador diagonaliza tomando p? como autovalor. Este operador ayudara a clasificar las
representaciones inducidas.

Las representaciones irreducibles y unitarias inducidas se clasifican segun la érbita,

» Orbita degenerada, r = 0. El grupo pequeiio es S O(2). De este modo, las representaciones
inducidas se identifican directamente con las representaciones del grupo pequeno. Son por
tanto unidimensionales, pero no fieles.
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Desde el punto de vista del algebra de Lie, el operador de Casimir P? se anula (tiene por
autovalor 0). Por tanto, las representaciones se caracterizan por el par (0,m), con m € Z, y
se denotan como g .

= Orbita no degenerada, con r > 0. El grupo pequeiio es SO(1) = {Id}. En este caso son

fieles e infinito-dimensionales. Una manera de escribir la representacién de manera explicita
es trabajando con el dlgebra, como se hizo para el caso SO(3). Se puede probar que los gene-
radores infinitesimales toman la siguiente forma [34, §9.2], donde se representan los elementos
de matriz,

(J)mm’ = m5mm’

(Pl)mm/ = —%p5mm'+1 =+ %pémm’fl (238)

(PZ)mm’ = _%p5mm’+l - %p5mm’—l

donde m € Z y p = +/r que se escoge en su rama positiva. La base del espacio (espacio
infinito-dimensional, pues m no estd acotado) es aquella que diagonaliza J.

El operador de Casimir P? diagonaliza bajo el autovalor p? = 2. Por tanto, las representaciones
del grupo quedan caracterizadas por este valor p® = r.
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Capitulo 3

Estudio sobre el grupo de Poincaré

En este capitulo se estudia en profundidad el grupo de Poincaré, definido como el grupo de
simetrias espacio-temporales en el marco de la Relatividad Especial. En la primera seccién se
introducen las nociones fundamentales de la Relatividad Especial: el espacio de Minkowski, como la
forma matemaética del espacio-tiempo; y las transformaciones de Lorentz, como transformaciones de
simetria. En la segunda y tercera seccion se estudian en profundidad el grupo propio de Lorentz y el
grupo de Poincaré, respectivamente. Para este tltimo grupo se dard de manera explicita las érbitas
y los grupos pequenos (asi como su interpretacién fisica). La obtencién de las representaciones se
haré en el siguiente capitulo.

La primera seccién se ha apoyado en las notas del libro de Weinberg [38] y el libro de Tung [34].
Para la segunda y tercera seccién se ha utilizado el texto de Kim [16] y Folland [6], [7].

3.1. Primeras nociones sobre Relatividad Especial

3.1.1. El espacio de Minkowski

El primer paso es establecer el marco matematico de la Relatividad Especial, es decir, la tra-
duccién a lenguaje matematico del formalismo de esta teoria. La construccién de este marco parte
de establecer qué es matematicamente el espacio-tiempo, como lugar donde ocurren los fenéme-
nos fisicos. Asi, se puede definir el espacio-tiempo como un espacio afin cuatridimensional,
denotado por M, y cuyo espacio vectorial asociado es R*. Sobre este espacio M se establecen las
siguientes definiciones:

= Los elementos del espacio afin M se llaman eventos y se denotan por x = (20, 2!, 2% 23)T,

donde
{a:o =ct coordenada temporal

z',i=1,2,3 coordenadas espaciales

Para denotar las coordenadas se utiliza la notacién tensorial (mds compacta) z# : p =
0,1,2,3. El convenio de indices es el siguiente: los indices griegos ( p, v, ...) toman valores
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de 0, ...,3; los indices latinos (4,7, k,...) solo toman los valores 1,2, 3. Es decir, representan
Unicamante coordenadas espaciales. Otra manera compacta de escribir un evento es xz =
(2% x)T, donde x es un vector tridimensional (z!, 22, 23)T.
= Fijar un sistema de referencia equivale a fijar un origen O del espacio afin y una base
vectorial de R*. De aqui se deduce que un cambio de sistema de referencia se escribe como
una transformacién
¥ =Ax+b

con x coordenadas del evento en el primer sistema de referencia, 2’ coordenadas de dicho
evento evento en el segundo sistema de referencia, A matriz de cambio de base y b= 0" — O
desplazamiento del origen. En la notacién tensorial se escribe

(a') = Al + b,

con A*#, elementos de matriz de A.

Se consideran dos eventos x1,x2 de M. La diferencia entre ellos define un cuadrivector (un
elemento del espacio vectorial R?)

TR T
X —SUl &72

La longitud del cuadrivector se define como

3

o = (2%)? = > _(a)* = e — (x)? (3.1)

i=1

Esto permite dar la nocién de intervalo entre eventos, como distancia espacio-temporal entre
dos sucesos. Esto es, para x,y € M se define el intervalo como

s(z,y) =z —yl =/ (? = (x)?) (3.2)

El punto importante de esta definicion recae en lo siguiente. La ecuacion del frente de ondas de
una senal de luz, emitida desde el origen en tiempo ¢ = 0, verifica la sencilla ecuacién |z|?> = 0. El
conjunto de eventos que verifican esta ecuacién se conoce como cono de luz.

Nota. Para no cargar la notacién, de ahora en adelante, se trabaja con el convenio de las unidades
naturales, es decir, c=1y h=1.

Por otro lado, en términos mas matemaéticos, la definicién anterior permite definir un producto
interno y una métrica.

Definicién 3.1.1. Sobre el espacio vectorial R? se define el producto interno lorentziano como
un semi-producto interno dado por: si z,y € R?,

3

(z,y) = zoyo — Z:L'zyz = zuy*
i=1
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En la dltima expresién se ha utilizado el convenio de sumaciéon de Einstein con la notacién
tensorial de cuadrivectores: z,y". Otra forma de definir este producto interno es a través del
tensor métrico, que actiia como aplicacién bilineal. El tensor métrico se puede escribir como:

= en la notacién matricial, como una matriz diagonal

G = diag(+1,-1,-1,-1)
= en la notacion tensorial, los elementos de matriz de G' se denotan por g, tal que

goo =1, g11 = —1, goo = —1, gs3 = —1 y el resto 0

Se reescribe el producto lorentziano como
(z,y) = 2T Gy, en la notacién matricial
(x,y) = guwa"y”, en la notacién tensorial.
El producto lorentziano define una “métrica’ﬂ llamada métrica de Minkowski sobre el espacio

vectorial R*, dada por |z|? = gt z”. El espacio afin M equipado con esta métrica define el marco
matemadtico del espacio-tiempo relativista, el espacio de Minkowski.

Definiciéon 3.1.2. Se define el espacio de Minkowski como el espacio afin M cuyo espacio
vectorial asociado es R?*, equipado con la métrica de Minkowski. Es decir, el intervalo entre dos
eventos x,y esta dada como

5(2,9) = \/gu(a# — y#) (¥ — y*)

Una vez definido el espacio de Minkowski el siguiente paso es estudiar la traduccién matematica
de los principios de la Relatividad Especial. No obstante, antes de nada, conviene hacer los siguientes
comentarios.

Comentario 3.1.3 (Semi-producto interno). El producto lorentziano no define una norma sino
una semi-norma. De ahi que se sefiale como semi-producto interno. En efecto, se puede encontrar
r€RY: 2 #£0y |z| =2,2¥ =0, que no es mas que el cono de luz.

De la misma manera, la métrica de Minkowski no define una métrica, en su sentido estricto,
sino una pseudo-métrica (no es definida positiva).

Comentario 3.1.4 (Notacién tensorial). La escritura tensorial no es solo una notacién, sino
posee mayor sutileza. De forma compacta diferencia entre elementos vectoriales, definidos sobre R?,
y elementos del dual, (R*)*; también establece una conexién entre ambos tipos de objetos [38]. En
detalle, sea {(e;)" : i =0,...,4} una base del espacio vectorial R?*, escrita en la notacién tensorial.

'Realmente define una pseudo-métrica, por no ser definida positiva. En un comentario posterior se explica de
manera mas precisa.
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Se puede construir la base del espacio dual, (R*)*, asociada a la base anterior a través de tensor
métrico segin
(€)= guv(ei)”

En efecto, por las propiedades del tensor, como aplicacién bilineal, {(e;),} define una base del dual.
Noétese que la base de este espacio se escribe con indices abajo; mientras que la base primera se
escribe con indices arriba. Esta idea permite dar la siguiente interpretaciéon de indices: las compo-
nentes de los elementos del espacio vectorial, los cuadrivectores, se denotan con indices arriba lo
que se conoce como notacién contravariante; los objetos del dual se denotan con indices abajo,
lo que se conoce como notacién covariante. Ademds, la métrica establece una forma natural de
transformar objetos contravariantes en covariantes, y viceversa,

v
Ty = g
I v
B W (3.3)
=gz,
donde la métrica toma la misma forma, es decir, g = g,,,. Conviene notar que los objetos con-

travariantes pueden identificarse como vectores z# = (a:o,:r:l,xZ,xB’)T, mientras que los objetos

covariantes toman la forma de vectores traspuestos, z, = (2%, —z!, —2%, —23), donde el signo (—)
es debido a la transformacién por la métrica. De este modo, se puede reinterpretar el convenio de

sumacién de Einstein como un producto covariante—contravarianteﬂ xat = gt

Esta idea se puede extender a todo tipo de objetos que trabajen sobre el espacio vectorial o el
dual. Por ejemplo, las aplicaciones lineales (las matrices) toman la siguiente forma,

¥ = Az — (') = Al ¥

En efecto, basta ver que cada coordenada (z')* se puede escribir como producto interno entre la
fila p-ésima y el vector transformado. Esta columna tendra forma covariante denotada por (A*) ,,
donde p hace referencia a la columna y v es el indice que recorre las coordenadas.

3.1.2. Las transformaciones de Lorentz

Los dos principios fundamentales de la Relatividad Especial son: (i) la velocidad de la luz en
el vacio es constante para cualquier sistema de referencia inercial, (ii) las leyes fisicas deben ser las
mismas para todo sistema de referencia. La traduccién matemaética de estos principios (es decir, la
traduccién geométrica sobre el espacio de Minkowski) se consigue al considerar los siguientes dos
puntos.

1. Se restringen las transformaciones entre sistemas de referencias de tal manera que las trans-
formaciones verifiquen unas condiciones muy particulares. Se consideran dos sistemas de refe-
rencia, denotados por R = (0, {(e;)"}) y R' = (O', {(€,)*}), donde O, O’ representa el origen
para cada sistema de referencia y {(e;)"}, {(€})*} la base en R*. Entonces, se exige que la
transformacién entre

R— R

2Debido a esta observacién el producto interno puede definirse directamente como (z,y) = z,y". Quizd resulte
extrano expresarlo como “producto” de dos objetos de espacios distintos, uno cuadrivector y otro elemento del dual, sin
embargo estd justificado por el Teorema de Representacién de Riesz [5l Th. B.2.1] que permite definir univocamente
una funcién del dual tal que ¢, ( - ) = (z, - ), para z € R* fijo pero arbitrario. Esta funcién ¢, coincide con z,,.
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conserve la métrica de Minkowski, i.e. el intervalo espacio-temporal entre eventos. En detalle,
si la transformacién se escribe como
¥ =Ax+b , 0
(@'

, g . (3.4)
= At x” +b*  en notacién tensorial.

entonces para z,y € R* cuadrivectores se debe verificar:

(z,y) = («',y') = (Az, Ay).

Es decir, la matriz A debe preservar el producto interno lorenztiano. Al conjunto de estas
transformaciones se les llama transformaciones Lorentz.

Fisicamente esta condicién implica (i). En efecto, la ecuacién del frente de onda de una senal
luminosa se escribe como el cono de luz |z|? = 0 para el primer sistema de referencia; aplicando
la transformacién, ya que esta preserva el intervalo espacio-temporal, la ecuaciéon se seguird
escribiendo como |2/|? = 0. Al comparar ambas expresiones se llega a la conclusién de que la
velocidad de la luz es idéntica en ambas.

2. En segundo lugar, se establece que todo objeto con contenido fisico transforma entre dos
sistemas de referencia mediante una transformacion Lorentz. Es decir,

{@(3:’ ) = ®(x) para una funcién escalar (3.5)

(AH(2") = A, A¥(xz) para una funcién vectorial, contravariante.

Esta reescritura de las leyes fisicas, conocida como forma covariante, permite establecer el
principio (ii). No obstante, no se quiere profundizar més en esto; para mayor detalle, consultar
[38] [34].

Los dos puntos anteriores permiten reconsiderar la teoria de la Relatividad Especial desde una
perspectiva geométricaﬂ Es decir, permiten reescribir los principios en torno a las transformaciones
de Lorentz: la fisica de un sistema fisico sera invariante bajo transformaciones de Lorentz; o
equivalentemente, existe una simetria del sistema fisico asociada con el cambio de sistemas de
referencia bajo estas transformaciones.

Incidiendo maés en la idea, desde la perspectiva geométrica, la Relatividad Especial de Einstein
generaliza las propiedades de isotropia y homogeneidad del espacio 3-dimensional (propiedades
sobre las que se asienta la invarianza de la Mecénica Newtoniana) para introducir la componente
temporal. Dicho de otra manera, «el principio basico de la Teoria de la Relatividad es que existe
una simetria fundamental entre las tres dimensiones espaciales y la dimensién temporal que se
manifiesta de forma directa en la conservacién de la velocidad de la luz en todos los sistemas de
referencia» [34) pg. 173]

En las secciones siguientes se estudiara en profundidad las simetrias de la Relatividad Especial,
esto es, las transformaciones de Lorentz dadas por

¥ =Az+0. (3.6)

El primer caso a estudiar son las llamadas transformaciones de Lorentz homogéneas, que
verifican b = 0, i.e. no hay traslacién del origen (es més, si se toma el origen como O = 0 se pueden

3Esto es una realizacién practica del Programa de Erlangen de Felix Klein escrito en 1872. Una traduccién en
inglés del manuscrito original en alemén puede verse en [17]
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identificar con automorfismos del espacio vectorial R*). Estas transformaciones forman un grupo,
el grupo de Lorentz. El segundo caso son las transformaciones de Lorentz no homogéneas,
con b # 0, y por tanto contiene traslaciones del origen. También posee estructura de grupo y recibe
el nombre de grupo de Poincaré. Este tultimo serd el grupo principal, pues contiene todas las
simetrias para el espacio de Minkowski.

3.2. Grupo propio de Lorentz

Como ya se introdujo antes, en esta seccién se estudian las transformaciones de Lorentz ho-
mogéneas, es decir, las que no consideran traslaciones. Si se identifica el origen O = 0, entonces
se puede entender la transformacién como un automorfismo de R* (equipado con la métrica de
Minkowski),

(3.7)

{m’ = Az en notacién matricial

(z')# = A" x¥  en notacién tensorial

tal que preserva el producto lorentziano.

El conjunto de transformaciones homogéneas posee estructura de grupo, el grupo de Lorentz,
cuya accién natural sobre R* es la dada por (3.7)).

3.2.1. Definiciéon y primeras propiedades

Definicién 3.2.1. El grupo de Lorentz, denotado por O(1,3), es el grupo de transformaciones
lineales de R* que preservan el producto interno lorentziano.

Bajo la definicién anterior se puede caracterizar los elementos del grupo de la siguiente manera:
si A € O(1,3), entonces (Az, Ay) = (z,y). Matricialmente esto es

(Ax)TG(Ay) = 2T Gy que equivale a 2T (ATGA)y = 2T Gy.
Puesto que z,y € R* son arbitrarios se verifica
ATGA = G. (3.8)

La expresion anterior caracteriza matricialmente los elementos del grupo de Lorentz. Si A*, son los
elementos de matriz de A, donde los indices y identifican la fila y v la columna, la igualdad anterior
se expresa como

g;wAlérAy)\ = 9Gox- (3'9)

Comentario 3.2.2. La ecuacién anterior es la condicién de ortogonalidad particularizada con la
métrica de Minkowski. Por tanto, el grupo O(1,3) toma el mismo papel que el grupo ortogonal
O(4) sobre la métrica euclidea. Obsérvese que en el grupo de Lorentz O(1,3) el primer nimero
denota la dimension temporal y el segundo la dimensién espacial.
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Con la expresion (3.8)) puede probarse de manera sencilla que O(1, 3) tiene estructura de grupo.
En efecto, la identidad I como matriz 4 x 4 verifica la expresién. Por otro lado, si A, ¥ € O(1,3)
entonces

(ENTG(EA) = (ATST)G(ZA) = AT(STGR)A = ATGA = G.

Y por ultimo, dado A elemento del grupo, se encuentra que el inverso toma la forma
ATt =aATG.

Para probarlo,

AA=GATGA=GG =1

AATL = AGATG = (ATGMNTG =GG =1

En esta tltima expresién se ha utilizado la simetria de G (GT = G).

En este punto se quiere profundizar en la forma de los elementos de O(1,3). Si se observa
con mayor detenimiento la ecuacion (3.8)) se concluye:

1. Esta impone 16 condiciones sobre los elementos A#,. Sin embargo 6 de ellas son redundantes;
en efecto, obsérvese que , gAY AY, = g5, es invariante bajo permutacién de indices
o <— A. Luego, con una cuenta sencilla, solo existirdn 10 restricciones impuestas por la
expresion anterior. Se concluye que los elementos del grupo de Lorentz estdn determinados
por 16 — 10 = 6 parametros libres.

2. Por otro lado, calculando el determinante en la expresion (3.8) se llega a detA = £1, puesto
que el determinate de A” coincide con A.

3. Ademss, si en (3.9) se impone o = A = 0 se llega a

(AD)? =1+ > (Ng)? > 1.
i=12,3

Se puede asegurar que el signo de A es o positivo o negativo en cada componente conexa
(por continuidad de A%).

Las notas previas dan una forma muy precisa de los elementos del grupo de Lorentz; es maés,
se puede asegurar que O(1,3) se divide en 4 componentes conexas (no conectadas entre si). Estas
componentes estan determinadas por los homomorfismos no triviales

O(1,3) —» {+1, -1} : A —> detA

O(1,3) — {+1, -1} : A — signo(A)

En efecto, puesto que los homomorfismos anteriores son continuos y su imagen posee dos compo-
nentes desconectadas se concluye que el grupo de Lorentz es no conexo con cuatro componentes no
conectadas, la interseccién de la contraimagen de los anteriores homomorfismos.

Por otro lado, se pueden construir los subgrupo de Lorentz a través de los homomorfismos
anteriores. No obstante, solo uno de ellos, el grupo propio de Lorentz se corresponde con una tnica
componente conexa: la componente conexa de la identidad. Este subgrupo sera el objeto de estudio
en las paginas siguientes.
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Definicién 3.2.3 (Los subgrupos de Lorentz).

1. Grupo de Lorentz especial SO(1,3) como el nicleo del homomorfismo det(A). Se defi-
ne, a su vez, el grupo ortocrono de Lorentz O™ (1,3) como el nicleo del homomorfismo
signo(AJ).

2. Grupo propio de Lorentz como SO*(1,3) = SO(1,3)N0O7(1,3). Es decir, la componente
conexa de la identidad en O(1, 3).

A pesar de que solo interesara la componente conexa de la identidad, el grupo propio de Lorentz,
merece la pena hacer un comentario respecto a las demés componentes.

Comentario 3.2.4 (Reflexiones espaciales y temporales). Las demas componentes conexas
del grupo de Lorentz (sin considerar el grupo propio) estdn relacionadas con reflexiones tanto
temporales como especiales. Se tienen que tener en cuenta estas componentes cuando se trabaja
con las llamadas simetrias discretas. Estas simetrias estdn ligadas a propiedades de particulas
elementales como paridad o inversién espacial o reversibilidad temporal. Un estudio méas profundo
se puede encontrar en [16], §I11.6].

3.2.2. Construccion del grupo propio de Lorentz

El grupo SO™(1,3) puede expresarse en términos de dos conjuntos de matrices: rotaciones
espaciales y boosts de Lorentz. Es mas, se probara que los productos entre rotaciones espaciales
v boosts construyen todos los elementos del grupo.

« Rotaciones espaciales. Es el conjunto de rotaciones que solo afectan a la parte espacial.
Los elementos del conjunto se denotan por A, (6, ¢, ) con

10 0 O

R

o O O

donde R es una rotacién 3 x 3 con ¢ la cantidad rotada y (6, ¢) la direccién del eje de rotacion.
Es interesante observar que es subgrupo de SO™(1,3) e isomorfo a SO(3).

e Boosts de Lorentz. Es el conjunto de transformaciones particulares de espacio-tiempo que
se corresponde con un cambio de referencia entre dos sistemas que se mueven a velocidad
relativa v = tanh(§) en una misma direccién. El boost en la direccién del eje z, para un valor
¢ € R, se denota por Ay(z,§) con

coshé 0 0 sinhé
0 10 0
MEO=1 o 01 o (3.11)
sinhé 0 0 coshé
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Asi descrito, el boost es una transformacién espacio-temporal en el plano (¢,z). Un boost
general em la direccién (6, ¢) se escribe como,

Ap(0,6.€) = A (0,6, 0)Ap(2, ) [Ar (0, 9,0)] . (3.12)

Para ver esta transformacion basta con observar que las rotaciones A, (6, ¢,0) actian como
cambio de base de tal manera que envian el eje z en el eje (0, ¢). Asi se obtiene la expresién
anterior.

Proposicién 3.2.5 (Propiedades).

1. Las rotaciones espaciales verifican AT = A1,
2. Los boosts de Lorentz son simétricos, es decir, AbT =Ap.

3. Todo elemento de SO*(1,3) se escribe como A, (a, 3,0)Ap(z, )[A (0, ¢,9)] !

Demostracion. La primera propiedad se establece de manera directa bajo el isomorfismo con el
grupo SO(3), pues la representacién matricial de este grupo tiene la propiedad de ortogonalidad
(RT = R7!) y por tanto se hereda de manera natural consiguiendo AT = AL,

Para la segunda propiedad basta ver que

(A58, 6,7 = [A(8, 6, 0)Mp(2, E)[Ar(8, ,0)]71]"
= ([Ar(8, 9,071 Ay(2,6)T [A(6,6,0)]"
- Ab(ga(ba‘s)

Donde se ha utilizado la propiedad 1 y la simetria del boost Ay(z,§).

Para la tltima propiedad se parte de la ecuacion (A%)* —>0,_; 5 3(A%)? = 1 para un elemento

A. Esta ecuacién sugiere la parametrizacion,

A% = cosh ¢

AL = sinh & sin B cos

A2 = sinh £ cos 3 cos a

A3 = sinh ¢ sin
con 0 <&y 0<a,p <2m Ahora, se escoge t = (1,0,0,0) cuadrivector temporal, de tal manera
que (At)* = AH ¥ = AY). Ademas, si se aplica sobre un boost de Lorentz en la direccién z se tiene

que Ap(z,&)t = (cosh&,0,0,sinh€) y por tanto se llega a A, (a, 8,0)Ay(z, &)t = A/, al multiplicar
por la rotacién A, («, 5,0). De aqui se concluye,

A_lAr(av B, O)Ab(za §)t =t.

La igualdad anterior establece que la transformacion considerada deja invariante al elemento tem-
poral . No obstante, solo el subgrupo de las rotaciones espaciales deja invariante a dicho elemento
y por tanto debe verificarse A71A,.(a, 3,0)Ap(2,€) = A(0, ¢,7), o

A = Ar(a, B,0)Ap (2, )[Ar(0, 6, 1)
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La tultima propiedad de la proposicién anterior establece la descomposicion de todo elemento del
grupo propio de Lorentz como producto de rotaciones y boost. Es mas, si se toma la definicién de
boost general (3.12)) se tiene que A = Ay(cv, 3,&)A,, producto de un boost por una rotacién.

3.2.3. Algebra de Lie del grupo propio de Lorentz

Como subgrupo cerrado de GL(4;R) tiene estructura de grupo matricial de Lie, con dimensién
6. Es no compacto (puesto que los boost de Lorentz no estan acotados). Por tanto, en un entorno
de la identidad se pueden escribir los elementos del grupo como

A =exp {—i(@iLi + 77le)} (3.13)

donde L; son los generadores infinitesimales de las rotaciones y K; los generadores infinitesimales
de los boosts de Lorentz. Cada generador toma la forma

00 0 O 0« 00
00 0 O i 00 0
=100 0 = Ki=10 000
00 ¢ O 00 00
000 O 00 ¢ 0
00 0 —i 00 00
=10 00 o K2=1i 000 (3:.14)
0 ¢« 0 O 00 00
00 0 O 0 0 0 ¢
00 — 0 00 00
Ls=1o i 0 o Ks=10 00 0
00 0 O i 00 0
Las reglas de conmutacién asociadas al adlgebra de Lie del grupo propio de Lorentz son
[Li,Lj] = ie* L,
[Li, K;] = i€IkKy (3.15)
(K, Kj] = —ie9*L;

Comentario 3.2.6. Sobre las reglas de conmutacion, , se pueden hacer los siguientes comen-
tarios: la primera conmutacion indica que los elementos generados por L; forma un subgrupo del
grupo propio de Lorentz. La segunda y tercera conmutaciéon establecen que el conjunto de boosts
no forman subgrupo y se mezclan con elementos generados por L;.

Se pueden escribir los generadores del grupo propio de Lorentz de una forma més compacta,
como {M,,} tal que

{ ' K (3.16)
K; = My,
Asi se concluye el estudio del grupo propio de Lorentz. A continuacién se tratara el grupo inhomo-

géneo de Lorentz o grupo de Poincaré.
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3.3. Grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré es el grupo de transformaciones inhomogéneas sobre el espacio de Min-
kowski, es decir, aquellas dadas por

(3.17)

¥ =Ax+b en notacién matricial
(') = AHx” + b*  en notacién tensorial

y tales que preservan el producto lorentziano. Es decir, son transformaciones del grupo de Lorentz
junto a traslaciones espacio—temporalesﬂ

La definiciéon del grupo y sus primeras propiedades, asi como el estudio de su forma, se co-
rrespondera al primer apartado de la subsecciéon. En un segundo apartado se estudiard el algebra
asociada al grupo de Poincaré. En el dltimo apartado se estudian las érbitas y los grupos pequenos.
Este estudio sera necesario de cara a la obtencién de las representaciones unitarias e irreducibles
(puesto que el grupo no es ni abeliano ni compacto, se hace necesario utilizar la metodologia de
Mackey para obtener estas representaciones).

3.3.1. Definicion

Definiciéon 3.3.1. Se define el grupo de Poincaré P o grupo de Lorentz inhomogéneo al
grupo de traslaciones espacio-temporales junto al grupo propio de Lorentz cuya accién sobre el
espacio de Minkowski esta dada por

r— 2 = (N, b)x=Ax+b

donde (A, b) denota un elemento del grupo con A € SO*(1,3) y b € R* cuadrivector de traslacion.

De esta manera, la representacién del grupo puede expresarse como transformaciones afines en
el espacio R*. En detalle, con notacién contravariante, se tiene z/* = A 2¥ +b*. De forma explicita,
la representacién afin de (A, b) posee forma de matriz 5 x 5,

bO
bl
(A, b) = A bz : (3.18)
b
00 00 1

La asociacién de los elementos del grupo de Poincaré con la representacion afin permitird deducir
de manera sencilla las propiedades que siguen a este texto. En primer lugar, se tiene que tanto las
transformaciones propias de Lorentz como el conjunto de traslaciones espacio-temporales forman
subgrupo para el grupo de Poincaré. Mas detalladamente:

4Las traslaciones espacio-temporales preservan el producto lorentziano. Si z,y € M, el cuadrivector definido como
diferencia x — y es invariante por traslacién: z’ —y' = (z +b) — (y + b) = = — y. Luego, la traslacién preserva el
producto lorentziano.
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» Traslaciones: es el subgrupo de elementos {I,b)} que toman la forma,

bO

bl

I b?

b3

00 0 0 1

El conjunto de estos elementos forma un subgrupo que es isomorfo a (R*, +), grupo aditivo.

» Grupo propio de Lorentz: se puede definir como el conjunto {(A,0)} de elementos del
grupo que toman la forma

A

— o O O O

00 0 O

Este conjunto es subgrupo y es isomorfo al grupo propio de Lorentz, y por tanto, hereda sus
propiedades como grupo.

Bajo las consideraciones previas es facil hallar las leyes del grupo, es decir, la forma que toman
las operaciones de producto e inversién de elementos.

Proposiciéon 3.3.2 (Leyes del grupo). Para el grupo de Poincaré se verifican las siguientes
leyes:
A a)(X%,b) = (A, Ab

(Aya)™t = (A1, —A~1a)

Demostracion. Como se ha comentado antes, basta tomar la forma matricial de los elementos del
grupo y calcular el producto como producto matricial: se llega de forma sencilla a la expresion
(A, a)(,b) = (AX, a + Ab). Para la segunda ley, se define el elemento (A~!, —A~'a) (que estd bien
definido por ser A invertible). De esta manera,

(A,a)(A™Y, —A"ta) = (I,a — A[A 1)) = (1,0)

De la misma manera se tiene que (A~!, ~A~ta)(A,a) = (I,0). Se concluye que (A=, —A~'a) es el
inverso de (A, a). O

El siguiente paso es profundizar en la relaciéon entre ambos subgrupos del grupo de Poincaré. En
este sentido, el grupo de Poincaré es producto semidirecto del grupo propio de Lorentz y el grupo
de traslaciones, de la misma manera que el grupo euclideo es producto semidirecto de traslaciones
y rotaciones. La siguiente proposiciéon enmarca esta idea.
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Proposicién 3.3.3. P es producto semidirecto de las traslaciones en R* y SO (1,3). Esto es,

P =507(1,3) x R?

Demostracion. En primer lugar, el subgrupo de traslaciones es abeliano y normal al grupo de
Poincaré. La primera afirmacién es clara debido a la relacién del subgrupo con el grupo (R%, +), la
segunda parte se puede comprobar de manera sencilla utilizando las leyes del grupo,

(A, b)"1(I,a)(A,b) = (A,b) " (A,a+b) = (I, A 'a)

Esto demuestra que el subgrupo es normal para el grupo de Poincaré. Por otro lado, por definicion
del grupo de Poincaré, todo elemento del grupo se puede caracterizar como (A,b) y por tanto
se tiene una biyecciéon SOT(1,3) x R* — P natural. Considerando la naturaleza del grupo de
traslaciones, la conclusién es inmediata: el grupo de Poincaré es producto semidirecto de ambos
subgrupos.

3.3.2. Algebra de Lie del grupo de Poincaré

Por ser subgrupo cerrado de GL(5,R) se le puede dotar de estructura de grupo matricial de Lie.
Su &lgebra tiene dimensién 10 (donde 6 pardmetros son aportados por el grupo propio de Lorentz
y otros 4 por las traslaciones) y sus generadores son los generadores del grupo propio de Lorentz
junto a los generadores de las traslaciones. A continuacién se da la notacion de los dos tipos de
generadores y su forma explicita,

= Generadores de las traslaciones: Se denotan por {P, : ©=0,1,2,3} y toman la forma

0000 —i 0000 O 0000 O
0000 O 0000 —i 0000 O
Pr=loooo ofl,pA=]l0000 0|,n=|0000 —if,
0000 O 0000 O 0000 O
0000 O 0000 O 0000 O
0000 O
0000 O
Ps=10 000 0
0000 —i
0000 O

Una traslacién finita se podra escribir como (I, a) = exp(—ia*P,). Las traslaciones espacio-
temporales toman un papel importante dentro de la fisica, se puede probar que los generadores
P, estan relacionados con el cuadrimomento del sistema fisico considerado [26].
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» Generadores del subgrupo propio de Lorentz: Se denotan por {1, } tomando la misma
forma que los generadores del grupo propio de Lorentz (3.16)), ya tratados en la subseccion
anterior. Como matrices 5 x 5 toman la forma

000 0 0 0 i 000
000 0 0 i 000 0
Ly=[000 —i 0 Ki=|0 000 0
00 i 0 0 00000
000 0 0 00000
000 0 0 00 i 00
000 —i 0 00000
Ly=|0 00 0 0 Ky=1]i 000 0 (3.20)
0i 0 0 0 00000
000 0 0 00000
00 0 00 000 i 0
00 —i 00 00000
Ls=|0 4% 0 0 0 Ks=|0 00 0 0
00 0 00 i 000 0
00 0 00 00000

Por tanto, {M,,,P,} son los generadores del dlgebra de Lie de P y actiian como tensores
covariantes. Ademaés, verifican las siguientes reglas de conmutacion:

[P,,P) = 0
[P/u M)\o] - i(PAgua - Pcrg,u)\) (3'21)
[M,ul/> M)\U] = i(MAuguU - Mouguz\ + Mu)\gucr - M,u,ogu)\)

Esta estructura de dlgebra se asemeja a la estructura para E(3) sustituyendo el tensor totalmente
antisimétrico ¥ por la métrica. Si se distingue de forma explicita los dos tipos de generadores
{Li, K;} para el grupo propio de Lorentz entonces la relacién es mas clara: las reglas de conmutacién
anteriores quedan descritas por las expresadas en junto con

[Py, Py] 0

(PO, P,] = 0

[P )] =0 (3.22)
[P, Ju] = i€™P, '
[P, Kn] = i0n P°

[P, K,] = P,

Siguiendo los comentarios de la bibliografia [34, Chapter 10], muchas de estas relaciones resultan
familiares al compararlas con F(3). Las demds ponen de manifiesto nuevas relaciones: las rotaciones
son invariantes por traslacién temporal P° y las traslaciones espaciales y los boosts de Lorentz
conmutan si se efectiian en ejes perpendiculares pero se mezclan si lo hacen en el mismo eje.
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3.3.3. Orbitas y grupos pequenos de Poincaré

En los apartados anteriores se ha definido el grupo de Poincaré y se han dado sus propiedades
principales; queda ver la forma de las érbitas y de los grupos pequenos de cara a estudiar las
representaciones. La idea que subyace es la de utilizar la metodologia de Mackey (§2.2.3) para
inducir representaciones a partir de los grupos pequeiios. Por la forma del grupo de Poincaré, como
producto semidirecto P = SO*(1,3) x R%, se puede utilizar esta herramienta mateméatica, que
permite hablar de érbitas y grupos pequefios. Los detalles se dan a continuacion.

Detalles matematicos

En primer lugar, el grupo de Poincaré P es producto semidirecto del grupo de traslaciones R?* y
de SO*(1,3), P = SO*(1,3)xR*. El grupo de traslaciones es subgrupo normal y abeliano respecto a
P. Por tanto, se puede asociar un grupo dual al grupo de traslaciones bajo la identificacién R* >~ R4
(ver el Ejemplo . Su funcién caracteristica asociada se denota como

ipuxh

(z,p) =e

donde p es el elemento del espacio dual, conocido como espacio de momentos, en el cual se ha
tomado el producto interno lorentziano.

En segundo lugar, se puede definir una accién del grupo de Poincaré sobre el espacio de
momentos; esta accion permitird definir las 6rbitas del grupo y los grupos pequetios asociados. En
detalle, para p elemento del espacio de momentos y (A,b) € P, la accién del grupo de Poincaré
sobre el grupo dual se representa por (A, b)p que viene determinada por la evaluacién del elemento
del espacio de momentos sobre a € R*, traslacién,

<a7 (A7 b)p> = <(A7 b)ila(A7 b),p) = <(A7 b)71(1d7 a)(Aa b),p>.
Al utilizar la ley del grupo,
((Id,A™a),p) = (A" a,p) = (a, Ap).

Donde en la tltima igualdad se ha utilizado la representaciéon Contragradienteﬁ de A sobre el grupo
dual. De esta manera, la accién del grupo se puede tomar como

(A,a)p = Ap (3.23)

donde p se escribe como cuadrivector en R*. Es decir, la accién sobre el grupo dual puede tomarse
como la accién del grupo propio de Lorentz sobre los elementos del espacio de momentos.

Tras estos detalles se pueden obtener ya las érbitas y los grupos pequenos asociados al grupo
de Poincaré. Para mayor profundizacion se dejan los textos de Folland [6] y [7].

5Dada una representacién 7 : G — U(H), la representacién contragradiente de 7 es una representacién de G
definida sobre el espacio dual de H (ver Comentario 2.39 del TFG de Matematicas). En este caso particular, la accién
contragradiente de A sobre R* se corresponde con A~! sobre el espacio de momentos.
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A P
#1
#3

45 \

#4

G O
12

Figura 3.1: Representacion tridimensional de las érbitas para el espacio de momentos asociado al
grupo de Poincaré (2 + 1)-dimensional. En el eje vertical se represeta la coordenada p" mientras
que en el eje horizontal la coordenada p' (el eje p? no se ha representado con la intencién de tener
un dibujo més claro).

Orbitas del grupo de Poincaré

Se define la érbita del elemento p € R* del espacio de momentos como
Op ={(A,a)p: (A,a) € P}
A la luz de los comentarios previos sobre la accion, la érbita de p queda descrita por
{Ap: A € SOT(1,3)};

y puesto que el grupo propio de Lorentz preserva el producto interno lorentziano, se concluye que
la 6rbita de p estd descrita por una hipersuperficie sobre el espacio de momentos

(Ap)* =p* =m® (3.24)

con m? € R fijo. La ecuacién anterior describe 6 tipos de hipersuperficie sobre el espacio de

momentos (dotado con el producto interno lorentziano)[16]. En la Figura se ha anadido una
representaciéon de dichas orbitas.

» Orbitas de tipo-tiempo: Las drbitas #1 y #2 tienen la forma de cuadrivectores de tipo-
tiempo para el producto interno lorentziano: para m? > 0 se tiene la ecuacién de un hiper-

boloide de dos hojas,

(1°)? — p? = m?

La hoja superior (#1) se asocia con valores p® > 0 y la inferior (#2) con p° < 0.
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» Orbitas de tipo-luz: Las 6rbitas #3 vy #4 toman la forma de dos conos de luz. La ecuacién
asociada es

(#»°)? =p’
donde se ha escogido m? = 0.

» Orbita de tipo-espacio: La 6rbita #5 tiene la forma de hiperboloide de una hoja. La
ecuacién que describe esta hipersuperficie es

") -p’=m
donde m? < 0. Describe por tanto vectores de tipo-espacio.

» Origen: La tltima érbita es la érbita degenerada, #6, dada por el origen: {0}.

Comentario 3.3.4 (Una interpretacién fisica de las 6rbitas). El espacio de momentos del
grupo de Poincaré estd asociado con el espacio de cuatrimomentos posibles para el sistema fisico
de una particula libre. Es més, cada érbita se identificarda con una tipologia de particula libre en
su capa de masa (on-shell, es decir, verificando p?> = m? con m masa en reposo de la particula).

Bajo esta interpretacion, la 6rbita de tipo-luz se corresponde con una particula sin masa, como
un fotén o un neutrin(ﬂ la 6rbita de tipo-tiempo se corresponde con una particula mdsica, como
un electrén. Ademsds, la existencia de dos hojas para la érbita de tipo tiempo puede asociarse con
la distincién entre particula y antiparticula en el marco de la Teorfa Cudntica de Campos (donde
la antiparticula se corresponde con la solucién negatica de la ecuacion de onda relativista, y por
tanto se asocia con la hoja inferior).

Por otro lado, las érbitas de tipo-espacio y la 6rbita degenerada se suelen identificar con
una particula taquionica (particula superluminica) y con el vacio, respectivamente. [2].

La identificacién de particulas libres con 6rbitas del grupo de Poincaré es de suma importancia
y es la antesala a la construccién de ecuaciones de onda a través de las representaciones asociadas
a cada érbita. La conclusién de este apartado se resume en el Cuadro

Orbitas del grupo de Poincaré

Nombre Definicién Forma Particula asociada
Tipo-tiempo #1 y #2: p> = m? con m? > 0 Hiperboloide de dos hojas Particula mésica
Tipo-luz H#3y #4:p>=0 Cono de luz Particula sin masa
Tipo-espacio #b5: p?> = m? con m? < 0 Hiperboloide de una hoja  Particula taquiénica
Origen #6: {0} Origen Vacio

Cuadro 3.1: Orbitas asociadas al grupo de Poincaré descritas por su ecuacién, forma geométrica e
interpretacion fisica.

SEs cierto que actualmente se considera al nuetrino una particula mésica, como puso de manifiesto el premio Nobel
de 2015 al proyecto de Super-Kamiokande (dirigido por T. Kajita) y el SNO (dirigido por A. McDonald) por “el
descubrimiento de las oscilaciones de neutrinos, que muestra que los neutrinos tienen masa” [33]. Sin embargo, con
una intencién puramente didactica se puede considerar, siguiendo la bibliografia, que el neutrino no posee masa.
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Grupos pequeinos del grupo de Poincaré

Dado un elemento p del espacio de momentos se define el grupo pequeno de p como
H,=G,NSO"(1,3).

Es decir, la interseccién del estabilizador con el subgrupo propio de Lorentz. Para cada orbita solo
interesara calcular el grupo pequeiio asociada a un tnico representante, el elemento mas sencillo de
la 6rbita; por la teorfa de representaciones inducidas, y en virtud del Teorema de Mackey [2.2.10], se
establece una equivalencia entre las representaciones inducidas por elementos de la misma Orbita.
Este serd el criterio seguido en la siguiente clasificacién.

= Grupo pequeio para la orbita de tipo-tiempo: Se escoge el representante de la orbita
(£m,0,0,0). Los elementos del grupo pequefio serdn aquellos que verifiquen la ecuacién
matricial Ap = p, cuya solucién serd

1 0 0 O +m +m
0 0 _ 0
0 R 0 a 0
0 0 0

donde R representa una rotacion espacial 3 x 3. En efecto, la condicién de invarianza implica
en primer lugar que A% = 1. Utilizando (A%})? = 1+ 3(A%)? = 1 se llega a que A% = 0. Y
con el mismo argumento, también Aio = 0. De este modo solo habrd componente espacial,
R, para el elemento del grupo propio de Lorentz que tendra que tomar la forma de rotacién
espacial.

Se concluye que el grupo pequeno para las érbitas de tipo tiempo es isomorfo a SO(3).
Los generadores infinitesimales del grupo seran los generadores asociados con las rotaciones
espaciales, L1, Lo, Lg.

= Grupo pequeiio para la 6rbita de tipo-luz: La identificacién del grupo pequeno es
més complicada que en el caso anterior. El representante se escoge como (+w,w,0,0)” con
w € R\{0}. Y para el andlisis siguiente se fija como p = (1,1,0,0)”, representante del cono
superior (el razonamiento es el mismo si se escoge (—1,1,0,0)T, para el cono inferior). Sea
A un elemento del grupo pequefio Hy,, y por tanto, verifica Ap = p. Este elemento puede
escribirse en funcién de un elemento del algebra, es decir, de la forma A = e*4*, con A
elemento del algebra so*(1,3) y t € R. En término de la base del dlgebra, cuyos generadores
infinitesimales estdn descritos en , se tiene que

A=a1L1+ aslo+agls + b1 K1 + ba Ko + b3 K3, para a;, b; € R. (3.25)

Si se considera una transformacién infinitesimal de parametro 6t, el elemento A puede escri-
birse segtin A ~ I + i6tA 4+ O(6t?). De este modo, hasta primer orden en 6t,

e A0ty ~ (1+idtA)p=0p

La ecuacién anterior equivale a Ap = 0. De forma maés explicita,

0 by ibo b3 1 b1 0
. ’L'bl 0 —iag —’L'CLQ 1 o ’ibl o 0

Apl - ibg iag 0 —ial 0 o i(ag + bQ) o 0 (3'26)
ibs ias  iay 0 0 i(ag + bg) 0
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de donde se obtiene que
b1 =0, by = —as, b3 = —as.
Es decir, A debe ser un elemento de la forma
A=a1L1 4+ as(Ly — K3) + as(Ls — K2) = a1 L1 + aaN1 + azNs.

Los generadores infinitesimales del grupo pequeno son {L1, N1, No} donde L; es el generador
de las rotaciones en el plano (z2,z3). De forma explicita,

00 0 O 0 0 ¢ 0 0 0 0 4
00 0 O 0 0 ¢ 0 0 0 0 4
Li=lo 00 " ™MTi =i 00]"™ |0 0 0o
0 0 ¢ O 0 0 0O i —i 0 0
Ademas, verifican las reglas de conmutacién

[N1, No] =0
[Ny, Li] = —iNo (3.27)
[N2, L1] = iNy

que coincide con las relaciones de conmutacién dadas para el algebra de Lie asociada al grupo

euclideo E(2) (ver §2.5.3)).

= Grupo pequeiio de la drbitas de tipo-espacio: En este caso se escoge como representante
(0,0,0,m)T. Los elementos de SO (1, 3) que dejan invariante al representante son los boosts
respecto a los ejes x e y y las rotaciones entorno al eje z. Se concluye que el grupo pequefio
es isomorfo a SO (1,2). Los generadores del &lgebra son {K7, Ko, L3}

= Grupo pequeiio del origen: En este caso solo existe un elemento de la érbita, el origen, que
es invariante bajo cualquier transformacién del grupo de Lorentz. De esta manera, el grupo
pequeiio esté asociado con todo SOT(1,3).

Un resumen de esta clasificacién se da en el Cuadro [3.2]

Grupos pequenos del grupo de Poincaré

Orbita tipo tiempo SO(3)
Orbita de tipo luz E(2)
Orbita de tipo espacio SO*(1,2)

Origen SO*(1,3)

Cuadro 3.2: Grupos pequenos asociados a cada 6rbita del grupo de Poincaré

Operadores de Pauli-Lubanski

Como 1ultimo apartado, se introduce un conjunto de operadores sobre el dlgebra envolvente
universal de Poincaré conocidos como operadores de Pauli-Lubanski. Estos operadores forman
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base del grupo pequeio para las distintas 6rbitas del grupo de Poincaré y toman un papel
importante como sequndo operador de Casimir. La idea es introducir estas nociones para utilizarlas
en la siguiente subseccién.

Definiciéon 3.3.5. Los operadores de Pauli-Lubanski se definen como

_ !

A
W 2

M M, Py

donde P* son los generadores de traslacion y M), los generadores del grupo propio de Lorentz.

Las propiedades fundamentales se enmarcan en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.6. Los operadores WH# de Pauli-Lubanski verifican,

WAPy, =0

(WA, P¥] =0

(WA, M) = i(WhgY — WY gh)
W, W?] = ie* "W, P,

(3.28)

Demostracion. La primera ecuacién establece que 5“”’\"MWP)\PU = 0. En efecto, esto es asi puesto
que los indices (o) son antisimétricos para el tensor eMA% mientras que son simétricos para el
producto P\P,. De la misma manera, se verifica la segunda ecuacién.

La tercera y la cuarta igualdad se consiguen trabajando con la definicién del W# y las reglas de
conmutaciéon de los generadores del grupo de Poincaré. Lo interesante esta en que la tercera igualdad
establece que los operadores de Pauli-Lubanski transforman bajo M*” como cuadrivectores. O

Como ya se enuncid, los operadores independientes de Pauli-Lubanski generan un algebra que
coincide con el dlgebra del grupo pequeno para la érbita dada [34, Th. 10.13]. Si p es representante
de la érbita, entonces WH = %6/\“”0 M,,,ps es la forma del operador cuando se restringe al grupo
pequeiio (pues p, toma el papel de autovalor para P,).

Como ejemplo, para el grupo pequeiio SO(3) se toma como representante de la érbita (m, 0,0,0)7.

De esta manera se tiene,
wo=0
{ . (3.29)

i _ m ijkpas., _ m7i
w = 5€ Myk_QL

Los términos W' coinciden con los generadores L' del grupo pequeiio SO(3) (multiplicados por
el factor de masa).
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Otro ejemplo, para el grupo pequeno E(2) se toma como representante (w,w,O,O)T con w €
R\{0}.
WO =w!=uwL;
W2 = w(Mlg — M()g) = —wNQ (3.30)
W3 = w(—M12 + MOQ) =whN;

Los términos independientes recuperan el algebra generada por el grupo pequetio {Lj, Ny, Na}.

T

Para la érbita de tipo-espacio, con representante (0,0,0,m)" se obtiene

WO = mL3
Wl = mMQO = ng
W3 == li[) == mK1

Se concluye que los operadores (independientes) de Pauli-Lubanski construyen el dlgebra de Lie
del grupo pequeno asociada a la 6rbita dada. Este hecho serd relevante para la seccién siguiente.
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Capitulo 4

Representaciones unitarias e
irreducibles del grupo de Poincaré

En esta seccién se obtendra la clasificacién completa de las representaciones unitarias e irredu-
cibles del grupo de Poincaré. Esta construccién esta garantizada por la teoria de representaciones
inducidas, tratada en la seccién El sentido fisico se alcanzara a través de la teoria de Ope-
radores de Casimir, introducida en §2.3.4]

En una primera seccién se introducen algunos preliminares matemaéticos que ofrecen las herra-
mientas necesarias para el trabajo posterior; es decir, se introducen los operadores de Casimir del
grupo de Poincaré y se particulariza la inducciéon de representaciones para este grupo. La primera
parte estd basada en el texto de Tung [34] y la segunda, en el libro de Folland [6].

La segunda y la tercera seccién estudian de manera minuciosa las representaciones mésicas
(vinculadas a la érbita de tipo-tiempo) y masa nula (asociada a la 6rbita de tipo-luz —que contiene
las representaciones de espin continuo-), respectivamente. En cada una de ellas se obtienen las
ecuaciones de onda para las particulas asociadas (ec. de Klein-Gordon, ec. de Dirac, etc.). El
articulo original de Wigner y Bargmann [I], asi como los libros de Kim [I6], Varadarajan [35]
y Folland [7] forman la bibliografia basica de estas secciones. Para las representaciones de espin
continuo se han utilizado los articulos de Beakert [2] [3] [4], ademé&s de otros articulos especificados
en esta parte.

En la ultima seccién se completa la clasificacién de las representaciones del grupo con las
asociadas a las orbitas de tipo-espacio y la érbita degenerada.

4.1. Comentarios matematicos

4.1.1. Primer y segundo operador de Casimir

Un operador de Casimir es aquel operador del algebra recubridora universal del algebra de
Lie que conmuta con todos los elementos del grupo. En virtud del Lema de Schur cuando
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se consideran representaciones unitarias e irreducibles del grupo el operador de Casimir toma la
forma de multiplo de la identidad. Por tanto, permite caracterizar cada representacién irreducible
en funcién de dicho parametro. En el caso presente, con dimension 1 4+ 3, se deben escoger dos
operadores de Casimir para caracterizar completamente cada representaciéon unitaria e irreducibleﬂ

Proposiciéon 4.1.1 (Primer y Segundo operador de Casimir). Para la caracterizacion del
grupo de Poincaré se utilizan los siguientes operadores de Casimir que son llamados, respectiva-
mente, primer y segundo operador de Casimir,

Pl=p,pP* WE=W,WH (4.1)

donde PH es el generador infinitesimal de las traslaciones y W# el vector de Pauli-Lubanski (Defi-

nicion .

Demostracion. Tanto P, y W, conmutan con todos los operadores de traslacién, por las reglas de
conmutaciéon mencionadas anteriormente. Por otro lado, ambos toman la forma de cuadrivector
bajo transformaciones de Lorentz, luego sus contracciones W? y P? toman la forma de escalares
para estas transformaciones. De este modo, son invariantes. ]

Si se fija una 6rbita, dada por la hipersuperficie p> = m? con p elemento de la 6rbita, enton-

ces los autovalores de los operadores de Casimir pueden dar una clasificacion de las
representaciones inducidas por el grupo pequeno asociado a la 6rbita. En detalle, por
un lado el operador P,, como generador infinitesimal de traslaciones, posee como autovalor p, al
restringirse sobre la 6rbita. Por tanto, P? toma el valor de m?. Por otro lado, W, = %s)"“’ M,ps
cuando se restringe sobre la 6rbita. De este modo, W? = —mTQLQ donde L? es la contraccion de los
generadores del grupo propio de Lorentz restringidos a la érbita. Para la érbita de tipo-tiempo y
tipo-luz L? tomar4 un valor fijo (quiza discreto o continuo) permitiendo la caracterizacién a través
de este segundo operador.

Para estas dos drbitas, tipo-tiempo y tipo-luz, se puede dar una interpretacién fisica (como se
hizo en el Comentario [3.3.4) de estos dos operadores de Casimir.

Comentario 4.1.2 (Interpretacién fisica de los operadores de Casimir). Las 6rbitas de
tipo-tiempo y tipo-luz se asociaron respectivamente con particulas omn-shell con masa y sin masa.
Siguiendo con esta identificacion, al introducir los operadores de Casimir, estos toman un significado
preciso. Por un lado, el autovalor de P? (denotado por m?) asigna la masa m a la érbita asociada;
por otro lado, los autovalores de W2 asignan un valor a la estructura interna de la particula, esto
es, definen el espin o helicidad [16, §IIL.5].

!Conviene notar que para dimensiones mayores se necesitan més operadores de tal manera que la clasificacién
se convierte en un problema técnicamente pesado. Para evitar este problema se pueden construir metodologias més
generales [3].
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4.1.2. Representaciones inducidas para el grupo de Poincaré

El Teorema de Mackey [2.2.10|puede aplicarse al grupo de Poincaré y obtener la clasificacién
completa de las representaciones unitarias e irreducibles del grupo a partir de las representaciones
inducidas por los grupos pequenios asociados a cada tipo de érbita.

Desde la perspectiva de la Teorfa de Grupos, el desarrollo general (ver [7), §4.4]) es el siguiente:
se fija un elemento p € R* del espacio de momentos, con O, su érbita y H, su grupo pequeiio
asociado. Entonces, en virtud del Teorema, para cada representacion unitaria e irreducible o del
grupo pequeilo H), se tiene una representacién inducida m,,, unitaria e irreducible, para dicha
6rbita (con m = +1/p?). Si se complementa con la teorfa de operadores de Casimir, apartado previo,
se tiene una clasificacion general de todas las representaciones caracterizadas por los autovalores
de P2 y W2

Desde una perspectiva mas fisica, se puede construir representaciones inducidas sobre el espacio
de funciones de onda (ver [35, §9]), evaluadas sobre el espacio de momentos. De forma explicita,
para la érbita O, la representacién inducida ,, , toma la forma general [I]

[Tm,o (A, 0)] f(p) = " D(A,p) f(A™"p) (4.2)

donde f : R* — C¥ es la funcién de onda restringida a la 6rbita Op vy D(A,p) es un operador que
actuara como una representaciénunitaria e irreducible del grupo pequefio. El punto interesante es
que a través de la forma explicita de la funcién de onda se puede obtener la ecuacién de onda de
la particula asociada.

Con las base matematica anterior se puede abordar la obtencién de las representaciones unitarias
e irreducibles del grupo para cada érbita particular. Para cada una de ellas, en un primer apartado,
se caracterizard de forma general las representaciones asociadas; en un segundo apartado, se dard
la forma explicita de cada representacién y cada funcién de onda asociada, ademas de su ecuacion
de onda.

4.2. Representacion para particula masica: érbita de tipo-tiempo

4.2.1. Caracterizaciéon de la representaciéon de tipo-tiempo

La metodologia de Mackey establece que para la 6rbita de tipo-tiempo, cuyo grupo pequeinio
es SO(3), la representacién inducida se construye a partir de una representacién o unitaria e
irreducible del grupo pequeno, cuya dimensién es 2s + 1, con s = 0,1/2,1,3/2, .... De esta manera,
la representacién inducida queda caracterizada por el par (m,s), donde m > 0 es el pardmetro
asociado a la hipersuperficie p? = m? y s el pardmetro asociado a la representacién o.

Desde una perspectiva mas fisica, los operadores de Casimir para la 6rbita toman la forma
de

{]ﬂ =m?2>0 (4.3)

2 _ )
Wf—mTL
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Bajo la interpretaciéon de la érbita como particula fisica (Comentario 4.1.2)) se llega a las siguientes
conclusiones:

1. El operador P? asigna a la representacién inducida Tm,s la masa m > 0.

2. El segundo operador de Casimir estd caracterizado por los autovalores de L?, operador de
Casimir de SO(3) (ver [2.5.2)), que toman los valores s(s+ 1) con s =0,1/2,1,3/2, ...

Por otro lado, ya que el grupo pequefio se ha obtenido bajo el sistema de particula en reposo,
el grupo SO(3) se asocia de manera natural con las simetrias del momento angular intrinseco
de la particula. Estas simetrias se clasifican segtiin el pardmetro s, parametro de espin. Por
tanto, el segundo operador de Casimir asigna a la representacién el espin de la particula.

Se concluye que la representacién inducida queda bien caracterizada por (m,s), donde m es la
masa y s el espin. Conviene mencionar que la representacién obtenida puede asociarse con las
siguientes ecuaciones de onda para particulas maésicas: para los casos con espin bajo, s = 0,1/2,1,
se corresponde a las ecuaciones de Klein-Gordon, Dirac y Proca respectivamente [I].

4.2.2. Forma explicita de la representacién de tipo-tiempo

En el apartado anterior se ha obtenido una clasificaciéon de las representaciones masicas desde
una perspectiva general, sin incidir en la forma de cada una de ellas. El objetivo de este apartado
es estudiar la forma particular de cada una y obtener la ecuacién de onda (con el mismo espiritu
que Bargmann y Wigner [1]).

Antes de incidir en cada ejemplo particular, conviene notar cémo se transforma la ecuacién
(4.2): para la érbita Oy, tal que p?> = m?, la accién de la representacién inducida sobre la funcién
de onda es

[T, (A, 0)1f (p) = =P D(A, p) f(A™'p) (4.4)

donde D es una representacién (2s + 1)-dimensional, unitaria e irreducible, de un elemento R(A, p)
del grupo pequeno SO(3) y tal que se escribe como D(A,p) = D[R(A,p)] (este elemento R(A,p)
es llamado rotacion de Wigner y seréd tratado con mayor detalle en el Comentario . De esta
manera, la acciéon de la representacién 7, s es unitaria e irreducible.

Estas funciones de onda de particula masica y espin s forman un espacio de Hilbert de funciones

de cuadrado integrable definidas sobre la érbita O, y con medida invariante w—lp (;ljf)’g (como se prueba

en [7, pg. 10]), denotado por L*(O,, iéﬁT‘)’g). Donde se ha tomado

wp = 1/ p[? +m?

y p el trimomento asociado al cuadrivector p (nétese que w, no es mas que la componente py del
cuadrimomento, asociada a la energia de la particula).

A través de la transformada de Fourier se puede vincular la funciéon de onda sobre el espacio de
momentos f(p) con la funcién de onda sobre el espacio de posiciones, ¢(t,x).
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Comentario 4.2.1 (Rotacién de Wigner). La intencién de este comentario es dar la forma
explicita del elemento R(A,p), y por tanto, del operador D(A, p) para la 6rbita de tipo-tiempo.

Para ello basta considerar el punto p,, = (m,0,0,0)T de la érbita O, . Si se considera un punto
arbitrario p de la 6rbita O, , siempre se puede encontrar una transformacién de Lorentz que envie
pm a p. En efecto, se puede razonar de la siguiente manera: se puede aplicar un boost Ay(z,£) en
la direccién z sobre p,, y luego aplicar una rotaciéon A, («, 5,0) para llevarlo a p (recuérdesde que
esta notacién se definié en . Es decir,

b= Ar(aa B,O)Ab(zvé—) Pm = H(p) Pm

donde se ha denotado con H(p) a dicha transformacién. Si se considera nuevamente una trans-
formacion A € SO'(1,3) general que lleve al punto p en p’ = Ap, entonces se puede encontrar
nuevamente una transformaciéon H~!(p’) tal que p,, = H~1(p') p'. Este proceso puede resumirse en

H(p) A, HT)
Pm p p Pm-

Se observa que el elemento H1(p')AH(p) = R(A,p) deja fijo al punto p,,, luego pertenece al
grupo pequenio SO(3) asociado a dicho punto. Es decir, es una rotacién, denominada rotacién de
Wigner y es la que debe aparecer en la representacién inducida (4.4)): D[R(A,p)] = D(A,p), con
D representacién unitaria e irreducible de SO(3) (se prefiere utilizar la notacién D(A,p) por ser
mas compacta). Para més detalles ver [34) pg. 193]

Ecuacion de Klein-Gordon: particula masica con espin 0

El primer ejemplo a tratar es el caso mas elemental. Puesto que la representacion posee espin
s = 0, la representacion D(A, p) tiene que ser trivial, D = 1. Es decir, la ecuacién de onda es una
funcion escalar f : R* — C. Ademds, transforma segtin

7m0 (A, B)]f(p) = e P f(A™1p) (4.5)

Si se denota la funcién por f(w,, p), separando la componente p° de las componentes p, entonces
se puede definir un producto interno invariante
_ d3p

(2m)3wp
Donde f denota la conjugacién compleja de f.

Para cada t fijo, se puede construir la transformada inversa de Fourier que envia funciones
de onda f(wp, p) sobre el espacio de momentos en funciones de onda ¢(t,x) sobre el espacio de
posiciones (espacio denotado por L?(R?)),

TF

w 3
f(wp, p) —— o(t,x) = /eXpi(wpt—p.x)f(p’p) d’p

Vo @)

Asi se obtiene la funcién de onda ¢ sobre el espacio de posiciones x.

(4.7)
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La obtencion de la ecuacién de Klein-Gordon es directa a partir de las consideraciones previas.
Para ello se considera el primer operador de Casimir P? que restringido a la érbita Op, de tipo-
tiempo, toma el valor p?> = m?; se considera a su vez el operador M, operador de masa, dado por
M f(p) = m f(p) (con m = ++/p?). A través de ambos operadores se puede construir otro Casimir
de la forma (P? — M?), que restringido a la érbita O, toma el valor 0. La evaluacién del nuevo
operador sobre la funciéon de onda plantea la siguiente ecuacion,

(P% — M*)f(p) =0, o, sobre la érbita (p> —m?)f(p) =0 (4.8)

que es la bien conocida condicién on-shell (recuérdese que los operadores P, actian como multi-
plicacién por p, en el espacio de momentos, como se vio anteriormente). Es evidente que cuando
p € R* no verifica la condicién on-shell, y por tanto p* # m?, entonces se obtiene f(p) = 0.

La ecuacion (4.8]) es la version en el espacio de momentos de la ecuacién de Klein-Gordon que
se ha obtenido bajo la aplicacién de los operadores de Casimir. Para recuperar dicha ecuacién en
el espacio de posiciones se debe aplicar la transformada de Fourier; téngase en cuenta que bajo

esta transformada multiplicar por p* equivale a derivar por i% = 0,. De este modo, la ecuacién
anterior se transforma en la ecuacién de Klein-Gordon
(P> —m?) f(p) = 0 — L (9,0" + m®)$(t, x) (4.9)

Comentario 4.2.2 (Principio de correspondencia). Recuérdese que se ha considerado en todo
momento el convenio de unidades naturales, es decir, c =1 y A = 1. Si se restituyen las unidades
se comprueba que la relacion p* <> O se reescribe

1 1 -
P’ =-FE — Ziho, 7 — —ihV
C C

que es precisamente el denominado principio de correspondencia.

Ecuacién de Dirac: particula maésica con espin 1/2

Este caso no es tan sencillo como el anterior y necesita abordarse por otra via, a través del
formalismo de Dirac (ver [7, §4.2] o [36, §5.4]). Bajo este formalismo, las funciones de onda
toman la forma de funciones espinoriales f : R* — C? x C? = C*, donde R* es el espacio de
momentos. Si f = (f1, f2, f3, f1)T, entonces (f1, f2) = —(f3, f1) (donde se restringe el espacio de
momentos a la érbita positiva), que motiva la escritura de la imagen como dos copias C2 x C2.

Antes de entrar en los detalles de la ecuaciéon de Dirac conviene introducir algunas nociones
respecto al formalismo. Una manera de construir representaciones del grupo propio de Lorentz que
actiien sobre este espacio es la siguiente: se definen las matrices v de Dirac en la forma de Weyl,

k
k 0 o 0 0 -1
AP = (—O’k 0 ) conk=123y~v" = (—I 0 ) (4.10)

con o* las matrices de Pauli (2.17)). Estas matrices verifican
VY A = 29" (4.11)

y forman un algebra de Clifford [35, §9.4]. En particular, si se toma el operador

1
S = 5[%%], donde v, = g’ (4.12)
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{S.v} generan el algebra de Lorentz; y por tanto, pueden definir representaciones del grupo
propio de Lorentz denotadas por D(A) (es decir, tal que D(A) = exp(0*”S,,)). De este modo, se
define la accién del grupo de Poincaré sobre una funciéon f como

(A, b)f(p) = e P D(A) F(A™"p) (4.13)

Antes de continuar, conviene introducir un comentario respecto al formalismo de Dirac que
establecera mayor precisién a lo ya tratado.

Comentario 4.2.3 (El grupo SL(2;C) y el formalismo de Dirac). Con mayor precision, la
construcciéon y el estudio en profundidad de las representaciones de los estados de espin para parti-
culas relativistas necesita de la teoria de dlgebras de Clifford y sus representaciones. En particular,
para el espacio de Minkowski, se debe tomar el grupo recubridor de SO™(1,3) (el grupo SL(2;C))
para abordar la representacién de espin, como puede verse en el texto de Varadarajan [35] o Folland
[6]. De este modo, la representacién de un elemento del grupo A € SL(2;C) se escribe directamente

(42

Esta forma sugiere entender la accién del grupo sobre las funciones espinoriales como la accién
de dos copias de A, una sobre (fi, f2) conjugada-invertida (accién contragradiente), y la otra
sobre (fs, f4). Conviene notar que cuando se restringe dicha representacién al grupo propio SU(2)
entonces se convierte en reducible. En efecto, al considerar un elemento R € SU(2), R~! = R*;
luego, D(R) toma la forma de dos copias del elemento R (en el Comentario se trata también
este asunto).

El argumento utilizado en las lineas siguientes omite el uso del grupo recubridor (asi lo abordan
Wigner y Bargmann [I]).

Una vez introducido el formalismo de Dirac, el siguiente paso es obtener la ecuaciéon de onda.
La idea es imponer la ecuacién de Dira(ﬂ para el espacio de funciones, es decir,

pu" f(p) = mf(p) (4.14)

tal que f toma valores en un entorno de la érbita Oy, p?> = m?. Conviene notar que al escoger el
representante p = (m,0,0,0)7 de la 6rbita la ecuacién anterior se convierte en 4°f = f que impone
la restriccién (fi1, f2) = —(f3, f1) recuperandose asi la condicién del primer parrafo.

Fl siguiente paso es demostrar dos afirmaciones: que la ecuacién anterior es invariante por
cambio de representante de la érbita (o lo que es lo mismo, por transformacién de Lorentz) y, en
segundo lugar, que se puede definir un producto interno invariante por transformaciones de Lorentz.

Sea A € SO™(1,3), entonces la accién del elemento del grupo sobre la ecuaciéon de Dirac la
transforma en

(A™'p) DN F(A™'p) = pu (A" D(A) f(A™'p) = p D(A)y f(Ap) =

— mD(A)f(Ap) (4.15)

?Una manera més profunda de abordar este apartado es utilizar la teorfa de fibrados (como lo hacen Folland [7]
y Varadarajan [35]), donde la imposicién de la ecuacién de Dirac no es mas que la eleccién de una fibra en el punto
p de la érbita. En este texto se intenta prescindir de estos razonamientos.
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donde se ha utilizadon la férmula D(A~1)y#*D(A) = A%~ [T, §4.2] Por tanto, la ecuacién se
conserva por transformaciones de Lorentz.

En segundo lugar, se define el producto interno como

d3p

e, (4.16)

(f.9) = /f*(wpvp)vog(wpap)

Este producto interno es invariante bajo transformaciones de Lorentz. En efecto, bajo la aproxi-
macién e infinitesimal, la transfromacién de ambas funciones puede tomarse como (1 +i€Sy.)f vy
(1 +i€Su)g; para ver que ((1 4 ieSu,)f, (1 +ieS,)g) = (f,g) basta probar

(1+ ieSuV)+f+70(1 + iESuV)Q = f+(’YO + ie(’yOSW, - SIV'YO) + 0(62))9 = f+'YOg

despreciando términos de orden €2. Pero esto se verifica ya que S;j es hermitica y conmuta con 7°,
y So, es antihermitica y anticonmuta con Y [1].

Otra medida equivalente es la siguiente, sea ( -, - ), producto interno para el espacio de Hilbert
C*. Para p € R? fijo, se verifica

PV f(0), F(0))p = m|f(p)]? (4.17)

Ahora bien, (7°f(p), f(p)), es real por ser 7% hermitica; (v*f(p), f(p))p es imaginario puro por
ser v* anti-hermitica. Ya que el lado derecho de la ecuacién de arriba es real, se debe verificar
pe{Y¥f(p), f(p))p = 0 (con indice k contraido). Luego, se verifica

m
(0 (#): f @) = 1) (4.18)
Con esto en mente, la norma sobre el espacio de funciones queda como
2 2 m d*p
= —= 4.1
17 = [ 156 P 55155 (4.19)

Noétese que la medida invariante ha quedado reescalada. Asi pues, se puede definir la transformada
de Fourier de la funcién f(p) en el espacio de momentos para obtener la funcién de onda en el
espacio de posicién:

vmf (Wpa P) d3p

wp (2m)3

b(t, x) = / expi(wyt — p - X) (4.20)

La condicién de (4.14) se transforma bajo Fourier en la ecuacién de Dirac para particula libre:
iy Ouh = my

Comentario 4.2.4 (;Es la ecuacién de particulas masicas y espin 1/27). Merece la pena
ver que realmente se ha conseguido una representacion m,, 1/, sobre el espacio de funciones, y por
tanto, que coincide con la descripcién de particula masica de espin s = 1/2.

Para verlo, se considera el representante p = (m,O,O,O)T cuyo grupo pequeno asociado es
SO(3). La representacién del grupo pequenio toma la forma de

19,00
ez’ 0
D(R) = < eéglﬂl) (4.21)
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donde R es rotacién. En efecto, los generadores del algebra restringidos al grupo pequeno toman

ok

la forma de S;; = —%eijk 0

0 ., . [
ak> , con ¢ # j. Al exponenciar un elemento del algebra se recupera

la forma de D(R).

Asi pues, la accién de la representacién sobre la funcién (para p = (m,0,0,0)T) se escribe como

(F. 127 _ e%:emi(fl,fﬂT
D(R) ((fSaf4)T> N (eéeiai(f3’f4)T> (4.22)

El término 2% acttia como una rotacién (recuérdese el Ejemplo para la rotacién con j = 1/2;
esta rotacién estaba generada por las matrices de Pauli en la forma J, = %). Por tanto, actiia
como una representacion del grupo SO(3)EI

Ecuaciéon de Dirac general: particula méasica con espin elevado

Se puede generalizar el caso anterior para particulas con espin j semientero mayor que 1/2. Para
ello, se define N = 2j y se generaliza las matrices v para un N-espacio tensorial C*®...oC* = C4®N,
tal que para v =1, ..., N las matrices 7, acttian sobre el espacio n-ésimo. Entonces, se puede hacer un
juego parecido al caso anterior: el espacio de representacién es un espacio de funciones f simétricas
sobre C*® sobre las que se impone la restriccion de (la ecuacién de Dirac generalizada)

Pyt =mt (4.23)

Esta expresién constituye un sistema de ecuacliones lineales acopladas. El estudio de este caso se
puede encontrar en el texto de Varadarajan [35] o en el articulo original de Bargmann y Wigner

.

4.3. Representacion para particula de masa nula: 6rbita de tipo-
luz

4.3.1. Caracterizacion de la representacion de tipo-luz

El grupo pequefio es E(2) y la hipersuperficie asociada es p? = 0 con p # 0. Por la natura-
leza del grupo euclideo, la representacién inducida tomard dos formas totalmente distintas segin
la representacién del grupo pequeno que se escoja (ver subseccion . Las representaciones
irreducibles y unitarias del grupo pequeno pueden dividirse en dos grupos:

1. Representaciones degeneradas: construidas a partir del subgrupo SO(2), finito-dimensionales.

2. Representaciones no degeneradas: inducidas por todo E(2), infinito-dimensionales.

3Realmente actiia como una representacién del grupo recubridor, SU (2).

63



CAPITULO 4. REPRESENTACIONES UNITARIAS E IRREDUCIBLES DEL GRUPO DE
POINCARE

Desde una perspectiva més fisica, la particula asociada se mueve con la velocidad de la luz, pues
su masa es nula; no existe sistema de referencia que deje a la particula en reposo. Consecuentemente,
el grupo pequeno asociado no se reduce al grupo de rotaciones tridimensionales (como si ocurria
para el caso de particula mésica) y tomara la forma del grupo euclideo. La naturaleza del grupo
pequeno dard a las representaciones propiedades significativas; fruto de ello es la existencia de dos
tipos de representaciones, espin discreto y espin continuo.

» Representaciones de espin discreto/finito: Estan inducidas por las representaciones de-
generadas de F(2), son finito-dimensionales y, por tanto, triviales para las traslaciones. No son
representaciones fieles. La representaciéon inducida se denota por my \ y queda caracterizada
por el valor A =0,+1/2,4+1,+3/2, ..., conocido como helicidad.

Si se estudian los autovalores de los operadores de Casimir restringidos al grupo pequeno se
llega a

P2=0
W2 = —w(N? +N3) =0

Donde los vectores de Pauli-Lubanski estdan dados en (3.30). A su vez, N + N2 = 0 ya que
se corresponde con la representacién degenerada de E(2). Igual que para el caso maésico, de
aqui se extraen dos conclusiones:

1. El primer operador de Casimir asigna la masa m = 0 a la representacion. De manera
natural se vincula este tipo de representacién con particulas de masa nula.

2. El segundo operador de Casimir se anula para cualquier representacion del grupo peque-
no. Por tanto, los dos operadores de Casimir no ayudan a clasificar las representaciones
de espin discreto. Se puede solventar este problema si se escoge el autovalor de Li, gene-
rador del grupo pequenio SO(2) (de E(2)) con valor A = 0,4+1/2, £1,43/2, ... que recibe
el nombre de helicidad.

Ya que la helicidad queda fijada por la representacién degenerada (de F(2)) escogida, la
helicidad toma el papel de invariante bajo transformaciones Lorentz.

Se concluye que la representacién queda caracterizada por (m = 0, \), siendo esta una repre-
sentacién finito-dimensional. El nombre “espin finito/discreto” proviene de la acotacién de la
helicidad, es decir, la helicidad toma valores en un rango acotado (como el espin de particulas
mésicas). Esta representacién se puede asociar con las ecuaciones de onda de masa nula: los
casos de helicidad A = 0, &1 se corresponden con la ecuacion escalar, la ecuaciéon del neutrino
y la de Maxwell [16].

» Representaciones de espin infinito/ continuo: Estdn inducidas por representaciones no

degeneradas, son por tanto infinito-dimensionales. Son caracterizadas por el par (m = 0,0)
con © numero real positivo. Para verlo, basta tomar

P2 =0
W? = —w?(N? + N3) = —w?6?
donde © queda fijado por la representacién no degenerada del subgrupo E(2).

1. El primer operador de Casimir asigna la masa m = 0 a la representacion.
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espin entero

espin semientero

4

e
b): rep. espin finito m

Estado de a): rep. masica m?
helicidad

c): rep. espin continuo m

Figura 4.1: Diagrama de representaciones unitarias e irreducibles para los casos a) representaciones
maésicas, b) representaciones de espin finito y c) espin continuo. Cada dibujo transcribe las repre-
sentaciones mésicas como puntos en el espacio de autovalores de W?2 y m?2. Las representaciones
con el mismo espin dibujan una recta de pendiente s(s + 1). En b) y ¢) se dibuja el limite bajo el

cual se obtiene cada tipo de representacién. Es una adaptacion de [30].

2. El segundo operador de Casimir asigna el parametro © a la representacién. El punto
importante recae en que la helicidad A, como autovalor del generador L; del subgrupo
SO(2), toma valores enteros y semienteros sin quedar acotados, pues proviene de la
representacion no degenerada (es mas, la accién de la representacién mezcla helicidades,
ver [34]). La interpretacion fisica es mas sutil que la dada para el caso de espin discreto;
esta se puede dar a través de la contraccion de Inonii-Wigner (qe se estudiard en el

capitulo .

En consecuencia, la representacién de espin continuo queda caracterizada por el par (m, ©),
es ademds infinito-dimensional con helicidad no acotada. Los infinitos estados de helicidad
pueden ser descritos por una variable continua, un circulo (que sera explicado mas adelante).
Esta variable continua es la que concede, desafortunadamente, el nombre de “espin continuo”
a la representacién; es preferible, por ser mas acertada, la denominacién “espin infinito” para

recalcar que la helicidad (o espin) no esté acotada (pero es discreta).

Ahora bien, ;jse puede asociar esta representaciéon con una ecuacién de onda? La respuesta
necesita de la siguiente observacion: esta representacién, de espin continuo, ha sido desecha-
da en la literatura por presentar propiedades “demasiado” exdticas (ver la seccién . No
obstante, el objetivo de este trabajo es mostrar el papel fisico que juegan estas representacio-
nes; en particular, puede probarse que también son un caso limite de particulas maésicas. El

siguiente comentario da idea de ello.

Comentario 4.3.1 (Representaciéon de masa nula como limite masico). Se puede establecer
una conexién entre las representaciones de la érbtia de tipo-tiempo y tipo-luz a través del limite
de masa nula, es decir, m —— 0. De antemano, parece légico pensar que las particulas de masa
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nula pueden obtenerse como limite m — 0, por ejemplo, si se considera que la energia de la
particula es muy elevada (E > m) de tal manera que se puede despreciar la masa a través de
la relacion E = (P? + m2)1/ 2. Ahora bien, por los resultados previos, emerge de manera natural
cierto recelo: la existencia de dos tipos de representaciones inducidas para la 6rbita de tipo-luz,
con cierta complejidad, da un caracter igenuo a la intuiciéon anterior. No obstante, dicha intuicién
puede abordarse a través de la teoria de contraccién de grupos ( dando a la idea anterior una
base matematica. La Figura da una idea visual del proceso:

= El diagrama transcribe representaciones maésicas como puntos en el espacio de autovalores
(m?,W?2). Para la Figura a), las representaciones verifican W? = m?2s(s + 1); luego, dibujan
rectas cuya pendiente es s(s+ 1). El color de cada recta distingue entre espin entero o semi-
entero. Por tanto, en a), cada punto de una recta es una unica representacién caracterizada
por espin s y masa m.

» La Figura b) describe el proceso de obtenciéon de representaciones de espin discreto.
Estas pueden obtenerse como limite m — 0 de las representaciones masicas; en la Figura b),
este proceso equivale a fijar una recta de pendiente s y recorrerla hacia el origen (pues en el
origen W?2 = 0). Conviene notar que todas las representaciones de espin discreto descansan
sobre el origen, denotado como punto h de helicidad.

» La Figura c) describe el proceso de obtencién de representaciones de espin continuo.
Estas pueden obtenerse como doble limite m — 0y s — oo siempre y cuando se fije © = ms
finito. En la Figura c), equivale a fijar un punto en una recta y aumentar su pendiente hasta
que esta recta colapsa sobre el eje vertical. En efecto, bajo este doble limite la representacion
maésica se convierte en una representaciéon dada por m =0y W? = @2

Con esta imagen se puede dar cierta interpretacion fisica a las representaciones de
espin continuo: se relacionan con el caso limite de particulas muy energéticas (E > m) y
de espin elevado (s > 1) [2]. En el capitulo §5|se profundizara en esta idea.

El mecanismo de contraccién descrito en los parrafos anteriores permite constrir las funcién de
onda de cada tipo de representacién a partir del limite méasico (o doble limite de masa-espin) de
las funciones de onda de particulas maésicas.

4.3.2. Las simetrias internas: espin y helicidad

Antes de pasar a la ecuaciéon de onda merece la pena reunir una serie de comentarios respecto
a la nocién de espin y helicidad.

1. Cabe senalar que ambos términos estan relacionados con las simetrias internas de las parti-
culas asociadas. Como ya se menciond, el grupo pequenio SO(3) se identifica con las simetrias
del momento angular intrinseco, para la particula masica en reposo. Asi, el espin aparece de
manera natural: s es el valor maximo de la proyeccién del operador momento angular en una
direccién determinada [34, §9.7].

Para el caso de particulas sin masa y espin finito (recuérdese la Figura b), las simetrias
internas pueden relacionarse con el grupo SO(2) (grupo pequeno de E(2) para el caso degene-
rado). En este caso no puede considerarse el sistema en reposo, no tiene sentido. Por tanto, se
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escoge como direccién de proyeccién la direccién de movimiento de la particula. La proyecciéon
del operador momento angular en esta direccién toma el nombre de helicidad. Puesto que
las representaciones de SO(2) son unidimensionales, la helicidad tomara dos valores (siempre
que A # 0), positivo o negativo, dependiendo de la direccién del momento angular respecto a
la direccién de desplazamiento. Para el caso A = 0, solo existird un dnico valor. A estos dos
valores se les conoce como polarizacion de la particula.

2. De la misma manera que el espin, la helicidad también toma dos tipos de valores, semienteros y
enteros; es decir, también se identifica con particulas bosénicas o particulas fermidénicas.

Una manera de ver este punto es relacionar la representacién de masa nula y helicidad definida
como caso limite (m — 0) de las representaciones mésica. Al contraer el grupo SO(3) en
el euclideo E(2) el subgrupo de las rotaciones SO(2) (de E(2)) hereda la propiedad de ser
doblemente recubierto (ver [34, §10.4]) fruto de considerar el recubridor universal de SO(3),
SU(2).

3. La helicidad para particulas sin masa y espin finito es un invariante bajo transformaciones
de Lorentz, mientras que para particulas madsicas la orientaciéon del espin no lo es (piénsese
que para s fijo, existen 2s + 1 componentes; la accién del elemento de Lorentz transforma
unas componentes en otras). La razon de ello puede encontrarse en la naturaleza del grupo
pequenio SO(2), cuyas representaciones son unidimensionales; otra forma de razonar, con
mayor intuicién fisica, consiste en comprender que un cambio en la helicidad (un cambio
de signo) presupone encontrar un sistema de referencia que pueda invertir la direccién de
desplazamiento de la particula sin masa. No obstante, la invarianza de la velocidad de la luz
en Relatividad Especial impide la existencia de dicho sistema de referencia.

4.3.3. Forma explicita de la representaciéon de espin discreto

La intencién de este apartado es introducir la ecuacién de onda para una particula libre sin masa
y espin finito. Las consideraciones dadas para las representaciones mésicas sirven de igual manera.
Es mas, utilizando el limite masico sobre la ecuacién de onda de particula méasica se obtendra la
ecuacién de espin discreto.

La funcién de onda sobre el espacio de momentos se toma como f : R* — CV, restringida a
la érbita O,, p> = 0. La representacién irreducible acttia segiin

—ipubH -1
[mox(A, )] f(p) = e™** D(A,p) f(A™"p) (4.24)
con D(A, p) representacién unitaria e irreducible del grupo pequeﬁdﬂ El espacio de funciones es un
3
espacio de Hilbert de funciones cuadrado integrables con medida invariante W (gﬂ) En efecto, en
el proceso de contraccion, se verifica
2 P m>—>0
= VIpl* +m* — |p|
1 dp m—0 1 d3p
wp (2m)? Ip| (2m)3
Los detalles mas mateméticos pueden consultarse en [7, §1.2].
“Igual que para el caso mésico, se utiliza la rotacién de Wigner segin esté descrita en el Comentario El

argumento se aplica de la misma manera sobre la érbita de tipo-luz. Los detalles pueden verse en [34] pg. 197]
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Ecuacién de Klein-Gordon: particula sin masa con espin 0

La obtencién de la ecuacién de onda se hace como limite m —— 0 de la ecuaciéon de Klein-
Gordon de particula masica. El proceso es directo y no necesita de mayor detalle. En el espacio
de momentos las funciones escalares de onda se denotan por f(w,,p); el producto interno se toma
como

1 d&°p
f(wp, P)g(wp, P) (4.25)
/ 8 7 p| (27)
La funcién de onda en el espacio de posiciones se define a través de la transformada de Fourier
. f(wp,p) @°p
B(t,x) = /expz(w t—p.x)<pP) (4.26)
: p| (27)3

Esta funcién verifica la ecuacién de Klein-Gordon sin masa: 0%¢ = 0.

Ecuacién de Dirac: particula sin masa con espin 1/2

Igual que para el caso masico, se utiliza el formalismo de Dirac para obtener la ecuacién de
onda. Bajo el limite m —— 0, las funciones de onda deben verificar la condicién

" f(p) =0 (4.27)

La invarianza de la ecuacién anterior y del producto interno se traduce de manera natural bajo el
limite maésico. Se tiene que el producto interno verifica

9= [ 1 (o p) P (4.28)
wpup ’)/ g pvp (27T) |p| .
La transformada de Fourier estd dada como
f(wp>p) d3p
b(t,x) = / explit —px) (4.29)

De esta manera, la funcién de onda en el espacio de posiciones verifica la ecuacién i4#9, = 0.

Jugando un poco més con las ecuaciones se pueden encontrar propiedades interesantes. Si se es-
coge como representante de la 6rbita p = (1/2,0,0,1/2)7, entonces la restriccion queda como
(7" = +3)f = 0 que implica que f = (0, f1, f2,0)7; es decir, solo habrd componentes transversales
en la direccién de movimiento, direccién (1,0, 0, 1)T. A su vez, pone de manifiesto que solo existen
dos componentes independientes. Por otro lado, el endomorfimso I' = i70717273|3| descompone el
espacio de funciones de onda en dos subespacios invariantes [35]. En efecto, toma la forma de

(i)

de tal manera que define dos subespacios en funcién del autovalor: I'f = f, o I'f = —f. Ambos son
invariantes bajo transformaciones del grupo propio de Lorentz, pero se envian uno en el otro bajo
reflexiones (simetria discreta) [1]. Se concluye que cada subespacio se corresponde con un tipo de
polarizacién circular: a derechas o a izquierdas.

°En la jerga fisica se suele denotar a este endomorfismo por 4°, que origina el operador quiral.
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Dextrégiro Levégiro
helicidad positiva helicidad negativa

Figura 4.2: Diagrama que representa los dos estados de quiralidad, fr —dextrogiro—y fr —levégiro—,
para particulas de masa nula que son, a su vez, estados de helicidad bien definida. En cada dibujo, P
denota el momento lineal de la particula y S la proyeccién sobre P del momento angular intrinseco.

Ejemplo 4.3.2 (Estados de quiralidad. El neutrino.). Para ver la forma de la representacién
inducida se puede abordar de la misma manera que en el Comentario[4.2.4] Recuérdese la forma de la
representacion D(R) del grupo pequetio SO(3) para la particula mésica; entonces, la representacién
del grupo pequenio de SO(2), para particula sin masa, es de la forma

L0603 +i6
ez 0 igy3 eT2 0
D(R) = ( 0 i ) con e297° = ( . _;9> (4.30)

Es decir, la representacién toma la forma de dos copias del caracter ez . Obsérvese la aparicién
del valor 1/2 en la exponencial que toma el significado de “espin”, o hehcldad. Una manera de
probar este resultado es utilizar el mecanismo de contraccién de grupos ( que sera tratado en :

la representacién 2-dimensional e2%7" de SO(3) al contraer en F(2) y restringirlo al subgrupo

SO(2) toma la forma de representacién 2-dimensional con la forma 29"

El parrafo anterior permite deducir una propiedad interesante de particulas como el neutrino,
la quiralidad [28, §11.1]. Para ello, bajo la restricciéon p = (1/2,0,0,1/2)7, existen dos autoestados
del endomorfismo I' dados por f1, = (0, f,0,0)" y fr = (0,0, f,0), tales que

L'fe =fo, yU'fr = (=1)fr.

Cada uno constituye un estado de quiralidad, fr, con quiralidad (+1), y fr con quiralidad (—1).
El punto interesante estd en que estos estados también son autoestados de la representaciéon D(R)

dada en (4.30)), y por tanto, estados de helicidad definida. Es decir,

D(R)f, = e 2°f, y D(R)fr = ¢2°fr,

o lo que es lo mismo, el estado fr, es autoestado de polaridad con helicidad negativa (—1/2) o de
mano-izquierda —left-handed— o levégiro; mientras que fr lo es con helicidad positiva (1/2) o de
mano-derecha —right-handed— o dextrégiro (ver Figura . Ademaés, estos estados no se mezclan
por transformaciones de Lorentz, como se ha mencionado antes, salvo por simetrias de reflexién (o
simetria de paridad).

El razonamiento anterior llega a la siguiente conclusién: existe una distincién fundamental
entre particulas de masa nula y espin 1/2 (témese el neutrino como modelo) y sus antiparticulas
(antineutrino), pues a cada una de ellas se le asigna un unico estado de quiralidad, f;, para la
particula y fr para la antiparticula.

69



CAPITULO 4. REPRESENTACIONES UNITARIAS E IRREDUCIBLES DEL GRUPO DE
POINCARE

Ec. de Dirac generalizada: particula sin masa con espin elevado

Se puede hacer el mismo procedimiento que en el apartado anterior: contraer la ecuacién de onda
para particula masica en el limite de masa nula. Los detalles de este apartado pueden consultarse
en el texto de Varadarajan [35, §9].

4.3.4. Forma explicita de la representacién de espin infinito

La obtencién de la ecuacién de onda para la representacion de espin continuo exige mayor
trabajo, debido a su sutileza, que los casos antes tratados. En estas lineas se describe la funcién de
onda escalar de espin continuo y se esboza su obtencion.

La ecuacién escalar sobre el espacio de momentos se denota por ¥(p, {) que depende del cuadri-
momento p y el cuadrivector auxiliar, o “interno”, & ﬂ Esta funcién verifica las llamadas ecuaciones
de Wigner (ver el articulo [4]):

p?¥ =0
(P"€u)¥ =0
(2’2 i Do o (4.31)

(p" 5% — iO)W =0

Observando las ecuaciones anteriores se concluye que el cuadrivector £ pertenece a la circunferencia
S! transversal al movimiento (es decir, transversal a p). Con mayor detalle, la primera ecuacién
implica que el soporte de la funcién es tal que el cuadrimomento es tipo-luz, la segunda ecuacién
pone de manifiesto que £ es transversal al movimiento (perpendicular a p) y, por la tercera, que
este vector auxiliar es unitario. De la tltima ecuacién se obtiene una condicién para una solucién

U(p, &+ ap) = €iae\11(p,§), para a € R

En efecto, para p fijo, la cuarta ecuacion de (4.31]) puede integrarse y obtener

;&
U(p,§) = e ¥(p)
v al considerar el punto & 4+ ap se llega a
U(p, &+ ap) = €ETP/P(p) = T (p, )

La igualdad anterior sugiere la equivalencia fisica entre ¥(p,&) y su desplazamiento ¥(p, & + ap);
dicho de otra manera, la componente longitudinal de £ (en la direccién de p) es una fase pura. En
conclusion, de los razonamientos anteriores se llega a que ¢ € St

Las observaciones anteriores puede entenderse de la siguiente manera: el cuadrivector auxiliar £
representa el grado de libertad asociado a la simetria interna de la particula, su “espin continuo”,
que toma forma de variable angular en la circunferencia. De esta manera, se puede parametrizar
mediante un angulo 6 (como hacen Wigner y Bargmann en [I]) que toma valores en [0, 27) m La

5La razén de incorporar una variable interna es tratar de una manera méas cémoda el ciracter continuo de la
representacion. De esta manera la representacion actiia sobre el cuatrivector ¢ de la misma manera que lo hace sobre
el cuadrimomento.

"La nomenclatura de “espin continuo” proviene de este angulo. Ya que este dngulo toma valores “continuos”,
parametriza de forma continua la variable interna &.
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Y(p,§)

Figura 4.3: Representacién visual de la variable “auxiliar” ¢ como elemento de S'. El d4ngulo 6 es
la parametrizacién angular de dicha variable.

Figura da una imagen de dicha parametrizacién. La conjugada de Fourier de la variable £ es
una variable discreta andloga a los grados de libertad asociados con el espin usual [3].

La accién de la representaciéon irreducible mp ¢ toma la forma
[m0.0(A, D) ¥(p, &) = e~ Pub" T (A 1p, A71E) (4.32)

Notese que la forma es parecida a la dada por la accién de la representacion de espin 0 para la
funcién de onda escalar. Siguiendo esta idea, el producto interno se define como

d3p db

(W, ) = /\If(wp,p,9)<1>(wzmp,6’),m (2n)

(4.33)

La forma es la misma que para la ecuacion escalar de espin 0; sin embargo, se debe integrar sobre
la variable £ en su parametrizaciéon angular, dada por 6 (ver el articulo de Gracia-Bondia y Varilly
[10]).

La obtencién de la ecuaciéon de onda en el espacio de posiciones se efectia a través de la
transformada de Fourier,

U(wp, p,&) d°p
p| (27)3

U(t,x, £) = / exp(wyt — p - X) (4.34)

Después de ver la ecuacién de onda y su significado queda preguntar cémo se construye la
ecuacién anterior. Por las peculiaridades de la representacién la obtencién de esta ecuacién no puede
abordarse de la misma manera que en las representaciones consideradas anteriormente; necesita de
un razonamiento mas sofisticado.

Una manera de construirla, siguiendo el razonamiento de Bekaert [2] [3] [4], es aprovechar la
contraccién de grupos pequeiios (SO(3) — E(2)) de la siguiente manera: el primer paso es
obtener una ecuacién de onda mésica de espin elevado; luego, contraer ( como se indica en [15]).
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La forma de obtener la ecuacién de onda mésica es mediante la reduccién dimensional de Kaluza-
Kleinﬂ de tal manera que se asocia la ecuacién mésica a un tnico modo maésico [3]. La contraccién
se efectia mediante el mecanismo de Inénu-Wigner tal que, si solo se efectia el limite m — 0, la
ecuacién de onda maésica contrae como ecuacién de onda de espin finito; si la contraccion implica
el doble limite m —— 0, s —— oo tal que ms = ©, entonces la ecuaciéon de onda contrae en la
ecuacion de Wigner.

El mecanismo anterior permite escribir la funcién de onda de espin continuo como una torre de
estados de helicidad definida (torre infinita pero numerable), como en la Figura Sobre esta torre,
la accién del grupo propio de Lorentz mezcla estados de helicidad, y por tanto, la helicidad no es
un invariante para esta representacién. En el limite © — 0 la accién del grupo no mezcla estados;
la helicidad se convierte en invariante de Lorentz. Se recupera de esta manera la representacién
de espin finito. El parametro © juega el papel de constante de acople entre los distintos estados
de helicidad; en el limite de pardmetro nulo la representacion de espin continuo descompone como
suma infinita de representaciones de espin finito [2].

HelicidadA HeIicidadA

a): Rep. espin continuo

La representacion de
espin continuo
mezcla estados de
helicidad bien definida.

Wp,£) Joehred - Wp,£)

Helicidad Helicidad}

b): Rep. espin finito

En el limite, se recupera
la representacién de
espin finito. Los
estados de helicidad no
se mezclan.

U(p,) Iomamn— ()

Figura 4.4: Visualizacién de la descomposicién de la funcion de onda de espin continuo como torre
de estados de helicidad bien definida.

8La idea de este mecanismo es construir ecuaciones de onda mésica en el espacio de Minkowski (34 1)-dimensional
a partir de ecuaciones de onda de particulas de masa nula del espacio de Minkowski (4 4 1)-dimensional. La forma
de hacerlo es fijar la componente extra de momento, supéngase p® , como una componente masica (o modo mésico)
p*® = m. Para mayor detalle consultar el articulo de [I5].

El punto clave estd en que es posible construir ecuaciones de onda de espin finito en dimensién arbitraria (y en
particular, dimensién 4 + 1); luego, bajo el mecanismo de Kaluza-Klein se pueden convertir a ecuaciones de onda

masicas y espin arbitrario, y por la contracciéon de Inénii-Wigner, a ecuaciones de onda de espin continuo.
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4.4. Otras representaciones: 6rbita de tipo espacio y o6rbita dege-
nerada

4.4.1. Representaciéon para particula taquidnica: 6rbita de tipo-espacio

El grupo pequeio asociada a la 6rbita de tipo-espacio es isomorfo a SO™(1,2). Este grupo posee
cuatro tipos de representaciones unitarias e irreducibles [18]

1. Serie discreta: denotada por {D;F}, con n > 2. El simbolo (+) o (—) distingue entre dos tipos
de representaciones.

2. Serie principal: denotada por {PT#} con v € R.
3. Serie complementaria: denotada por {C"}, con 0 < u < 1.

4. Representacion trivial y Dli.

Por tanto, las representaciones inducidas por esta érbita quedaran clasificadas por las cuatro series
que inducen. Si se aborda el estudio a partir de los operadores de Casimir se obtiene

P2 — _m?2
" (4.35)
W2 = —m?(K? + K2 — L3)

Por tanto, las representaciones inducidas quedan caracterizadas por el par (m, o), donde o denota
la representacion irreducible y unitaria de SO™(1,2).

La interpretacién fisica de estas representaciones merece cierta atencién. Se suelen relacionar
con particulas taquidnicas (es decir, particulas cuya velocidad supera la velocidad de la luz en
el vacio), ya que su momento es tipo-espacio. Este hecho tiene una consecuencia dramaética: estas
particulas son no causales, en el sentido de que el soporte de su propagador requiere propagacién
superluminica [3]. Una manera de paliar este problema es reinterpretar dichas particulas como
particulas mésicas con masa imagianaria; es decir, p = (im,0,0,0)7. En efecto, de esta manera se
soluciona de cierto el problema de causalidad, pero se pierde la unitariedad de la representacién.

Quiza resulte sorprendente decir que, a pesar del problema apuntado en el parrafo anterior

sobre la interpretacion fisica de la representacién de tipo-espacio, tiene un papel 1til en la Fisica:
se relacionan, por ejemplo, con rupturas espontdneas de simetria [15].

4.4.2. Representacion del vacio: 6rbita degenerada

El grupo pequeiio de la 6rbita degenerada es todo SO™(1,3), y por tanto las representaciones
inducidas coinciden con las representaciones del grupo SO™(1,3). Las representaciones unitarias e
irreducibles de este grupo se clasifican como [18]

1. Serie principal: denotada por {P*#} y caracterizada por el pardmetro k € Z y v € R.
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2. Serie complementaria: denotada por {C%*}, con 0 < w < 2.

3. Representacion trivial

Esta 6rbita no posee mayor significado fisico que la asociacién con el estado vacio. No tiene
mayor interés para el estudi hecho en este trabajo.
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Capitulo 5

Contraccién de grupos

En este capitulo se quiere profundizar en la técnica de contraccion de grupos de Lie con la
intencién de establecer el marco tedrico que sustenta la construccion de las representaciones de
espin continuo, dadas en el capitulo anterior. La técnica parte de una intuicién fisica sencilla: como
apunta Kim [I6, §VIII], la intuicién de que en el limite de velocidad elevada una particula maésica
es vista como particula sin masa. Es decir, bajo la relacion energia-momento de Einstein

E = (p* +m?*)"?,

una particula libre se comporta como particula sin masa en el limite de alta energia, £ > m. En
el lenguaje de la teoria de grupos este principio se traduce en la contraccién del grupo pequeiio
de particulas maésicas (SO(3)) en el grupo pequenio de particulas sin masa (E(2)) de tal mane-
ra que las representaciones asociadas a particulas masicas se transforman, bajo cierto limite, en
representaciones asociadas a particulas sin masa.

Este capitulo desarrolla los fundamentos de la teoria de contraccién de grupos de Lie (seccién
, basdndose en el libro de Gilmore [9, §9]. En particular, se profundiza en la contraccién de
Inénii-Wigner (seccién §5.2), que garantiza el limite tratado en el parrafo anterior. Estas notas
siguen el articulo original de Inénu y Wigner [14].

5.1. Introduccién a la Contraccion de Inonii-Wigner

La idea general de la teoria de contracciones es desarrollar una técnica para obtener a partir
de un grupo G de Lie dado otro grupo G’ no isomorfo (la contraccién del grupo original). Para ello,
se procede en dos pasos.

En primer lugar, se construye una transformacién lineal no singular M(e) : g — gﬂ Esta
transformaciéon dependerd de un pardmetro € > 0 en cuyo limite e — 0 la transformacién M (e) se
convierta en singular. Si I,, denota los generadores del dlgebra g, tales que verifican las reglas de

'Por ser una transformacién no singular es isomorfismo. Se tendra que g y g’ son isomorfas. En el limite € — 0
dejarédn de ser isomorfas.
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conmutacion

Uy, 1)) = T;VIT, (5.1)
se define la transformacién como

J, = MMV(G)L, (5.2)

donde J,, son los generadores transformados y M,’ (¢) los elementos de matriz de la transformacion.
Los nuevos generadores verifican las reglas de conmutacién

(s Ju] = C(€) . (5.3)
Con un calculo sencillo se prueba que los factores de estructura transformados verifican la relacion,

Ch, = MJIMSTE (M1 (5.4)
Mientras la transformacion sea no singular el dlgebra no cambia, la imagen de la transformacién
sigue siendo isomorfa a g (Para més detalles, [14]).

En segundo lugar, se exige que bajo el limite ¢ — 0 la transformacién pase a ser singular (es
decir, no biyectiva), y ademads, los factores de estructura

Cr,(0) = lim 7 ()

converjan hacia un limite bien definido. Bajo estas circunstancias se consigue un algebra de Lie g’
que difiere del algebra original; se consigue asi el objetivo planteado: construir un nuevo algebra de
Lie, y por tanto un nuevo grupo, a partir del inicial [9, §13]. Este proceso, como paso al limite, se
conoce como contraccién del grupo G.

Contraccién de Inonii-Wigner

Un caso particular es la contracciéon de Indnii-Wigner, en honor a E. Wigner y E. In6nii
que introdujeron esta técnica en el articulo conjunto [14], que tuvo gran influencia tanto en Fisica
como en Matemaéticas. Sea g un algebra de Lie que contiene una subdlgebra b y un subespacio
complemetario p de tal modo que

g=b+p

La intencién es aplicar una transformacion que deje a b invariante y afecte inicamente a p, segiun
p — p’. En el lenguaje de grupos, se quiere contraer g sobre la subdlgebra b de tal manera que
el proceso contractivo genere otra algebra g’ = b + p’.

Siguiendo el texto de Gilmore [9], y pasando a una notacién mas compacta, se exige que

[h.b] CH
[b,p] Cp (5.5)
[p.p] Ch+p

La primera condicién impone que § es subalgebra, la segunda es necesaria para la contracciéon (como
se verd después, es necesaria para obtener la forma requerida de algebra contraida), y la tercera
es debido a que p no es subdlgebra. En el articulo original [14] se escriben estas condiciones en la

notaciéon de generadores dada en (5.1 y (5.3)).
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La contraccién de Inonii-Wigner, g — g, hace uso de la transformacién

6"\ _ (Laimen) 0 )
p’ 0 elgimep) ) \p

donde Iy ) denota a la matriz identidad con dimension la dimensién del algebra b. Se supone
que en el limite ¢ — 0 las constantes de estructura estan bien definidas. Entonces, si ep — p’, se
tiene que g’ = b’ +p’ = b+ p’ con p’ subdlgebra conmutativa. En efecto,

[h,b] C b [h,b] C b
[, ep] = e[h, p] C ep — =2 {9 =C ¥/ (5.6)
[ep, ep] = €*[p, p] C *(h +p) 0. p]=0

Notese que el dlgebra contraida tiene estructura de producto semidirecto. Esta forma es fundamen-
tal, como se vera en el ejemplo de la seccién siguiente.

A nivel de representaciones, si se aplica la transformacion anterior sobre los elementos infi-
nitesimales de una representacién del grupo inicial, denotada por 7, y si se hace tender ¢ — 0,
entonces las representaciones de los generadores tenderan a 0 a excepciéon de aquellos que formen
parte del subgrupo sobre el que se contrae (con la notacién de subalgebras, aquellos que se generen
con elementos de h); esto es,

m(h) = w(h) 5.7
e—0 .
— 0

donde 7(h) es la representacion de elementos de h. De esta manera, en el paso al limite, se consigue
una representacién que es presumiblemente isomorfa a una representacién del subgrupo sobre el
que se contrae, . Para conseguir una representaciéon de g, y esto es, para que la representacién
contraida sea fiel se definird como limite de una sucesién de representaciones del grupo inicial {7, }.
La idea serd aumentar la dimension de la representacion para paliar la anulacién de los generadores
contraidos; es decir, se procede con un doble limite, sobre la dimensién de la representacion que
tendera hacia infinito y sobre el pardmetro € que tenderd hacia cero (ver [14]):

e—0
m(h)  ——— 7(h) (5.8)
mn(ep) —— 7 (p))

donde 7 es una representacion fiel de g'.

Una aplicacién inmediata de esta técnica es la contraccién del grupo SO(3) en E(2). Esta
contraccién permite definir las representaciones de la érbita de tipo-luz como caso limite de las
representaciones de la érbita de tipo-tiempo. Merece la pena comentar que otra aplicacién es la
contraccién del grupo de Poincaré en el grupo de Galileo inhomogéneo (contraccién del grupo
de Poincaré sobre las rotaciones espaciales y desplazamiento temporal). Esta contraccién permite
probar, desde un punto de vista grupo-teorético, el llamado limite no relativista; es decir, recuperar
la Mecénica Clasica como limite (i.e. proceso contractivo) de la Mecénica Relativistaﬂ

2 Este ejemplo, junto la contraccién de SO(3) en E(2), constituyen el niicleo principal del trabajo de Inénii y
Wigner [I4]. Ver tambien [20]
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Figura 5.1: Representacion de la accién de las rotaciones espaciales sobre el plano tangente de la
esfera. Imagen extraida de [9]

5.2. Contraccién de SO(3) en E(2)

El estudio de la contraccién del grupo SO(3) se divide en dos apartados: en el primero se tratara
la contraccion del grupo bajo una interpretacién geométrica con la intencion de presentar el proceso
de contraccién de la manera mas intuitiva; en el segundo apartado se relacionara esta contraccién
con la contraccién de los grupos pequenios del grupo de Poincaré.

5.2.1. Interpretacién geométrica

La idea es contraer SO(3) sobre el subgrupo de las rotaciones en torno al eje z; esto es, el grupo
generado por L3. En el paso al limite, los generadores Ly y Lo pasaran a ser N1 y Na, generadores
de un subgrupo abeliano. Por tanto, L3 junto a N y Na generaran un grupo isomorfo al grupo
euclideo E(2). Se obtendrd SO(3) — E(2).

Para visualizar el proceso se toma la siguiente interpretacién geométrica [9]: se supone SO(3)
actuando sobre la esfera S?> ¢ R3 dada por: 22 4+ y? + 22 = R%, con R > 0. Los generadores
infinitesimales se representaran como operadores de diferenciacion

— (0 )
Ly =—ilygs; — za—y>
Ly =—i (24 — 2) (5.9)

Ly =i (vi: — =3y)
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Se consideran pequeiias rotaciones de tal manera que la accién del grupo se pueda describir en
un entorno del polo norte (0,0, R). Estas rotaciones se escriben como elementos del algebra de la
forma

01L1 + 02Lo + 03Ls3,

con 61,0y pequenas rotaciones entorno al eje x y eje y. Se verifica ademas

d d
bh=——, 0= —

= & (5.10)

donde d; y dg son elementos de arco (ver Figura . Si se toma el limite R — oo la esfera crece
hasta confundirse con el plano tangente. Las pequenas rotaciones entorno al eje x e y, rotaciones
denotadas como 61 y 6o, se identifican bajo este limite con las traslaciones dy y do sobre el plano
tangente; por otro lado, la rotacién entorno al eje z, #3, permanece inalterada. Es decir, en el paso
al limite, se recupera la accién natural del grupo euclideo sobre el plano tangente.

La idea anterior sugiere reescribir los generadores del grupo. El elemento del &lgebra se reescribe

Ccomo L L
—dy () +4a 05
2<R>+ 1<R)+33

Noétese que el parametro % no es mas que la curvatura de la esfera. En el paso al limite R — oo
se consigue la siguiente transformacion de los generadores infinitesimales, donde se identifica la
coordenada z con el radio R,

1 [ ) R 0 o) R—o0 o ’

Donde el limite de ambos generadores existe y se define como Ny y Ns. Las relaciones de conmu-
tacién cambian bajo estos nuevos generadores, recuperandose el dlgebra de F(2),

(L3, 5] =iz . [L3, No] = ilNy
[Ls, L2] = —ilr =225 0 [1g, Ny| = —ilNy (5.12)
PR ¥ 0] =0

Conviene notar que se verifica de esta manera las reglas establecidas para el dlgebra en : el
algebra sobre la que se contrae queda inalterada (en este caso, el dlgebra generada por L3), mientras
que los generadores restantes conforman un subgrupo abeliano; se puede afirmar que la contraccién
realizada es realmente una contraccién de Inénii-Wigner, donde el parametro }% ha tomado el papel
de e.

Por tanto, se ha conseguido obtener la contracciéon de grupos desde una interpretacién geomé-
trica, como un problema de contracciéon de la esfera de radio R en el plano. El siguiente paso es
reinterpretar el parrafo anterior para el grupo de Poincaré y calcular de esta manera el limite de
las representaciones.

5.2.2. La representaciéon de masa nula como limite masico

En primer lugar, se escoge una representacién adecuada del grupo SO(3). En este caso, una
representacion (2s + 1)-dimensional, con s nimero entero positivo (o estrictamente semientero
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positivo). Bajo la base adecuada los elementos de matriz de los generadores toman la forma (ver

£:5.2)

(L1)mmr = 7% (s =m)(s +m)0mrmi1 + %\/(5 —m/)(s +m)dmim—1
(LQ)mm’ = %\/(5 - m)(s + m/)(sm’m—kl + %\/(S - m/)(s + m)(sm’m—l (5'13)

(L3)mm’ - m(smm’

con m,m' = —s,1 —s,...,5s — 1,s. Ademés, en esta base el operador L? = (L1)? + (L2)? + (L3)?
toma la forma de L? = s(s + 1).

Atendiendo a las observaciones dadas en la seccién anterior, se pueden construir dos tipos de
representaciones contraidas: el primer caso se corresponde con el limite e — 0 para s fijo, expresiéon
(5.7); el segundo, se corresponde con el doble limite s — 00, € — 0, expresion (5.8]).

Para el primer caso, si se fija el pardmetro s (y por tanto, la dimensién) entonces la contraccion

a través del parametro € ofrece los siguientes generadores,
€ (Ll)mm/ — (Nl)m
E(LQ)mm/ — (NQ)mm/ == 0 (514)

(L3)mm/ d (Lg)mm/ = m(smm/

m/:()

para m,m’ tomando valores en {—s,1—s,...,s — 1, s}. Por tanto, se obtiene una representacién del
subgrupo SO(2), generado por L3, de dimension finita.

Para el segundo caso, se efectiia el doble limite sobre la dimensién, s — oo (sin mezclar valores
enteros y semienteros) y sobre el pardmetro, e — 0, de tal manera que se = © se mantenga finito.
Los elementos de matriz, tras el limite, quedan con la forma

€ (L1) s — (N = 3Omim—1 — Smrms1)
€ (Lg)mm/ — (Nz)mm/ = %@(&n’mfl + 5m’m+1) (5.15)
(Lg)mm/ — (LB)mm/ = mamm’

donde m, m’ pueden tomar cualquier valor entero (o semientero). Se obtiene asf una representacién

infinito-dimensional y fiel del grupo E(2), contraido (ver §2.5.3)).

En segundo lugar, para establecer la relacién con el grupo de Poincaré se utiliza el segundo
operador de Casimir, W?2. Para la 6rbita de tipo-tiempo, donde el grupo pequeno toma la forma

de SO(3) (ver §3.3.3),
1 1
w2 = —Zm2L2 = —Zm2s(s +1) (5.16)

donde se ha tomado L? sobre la base anterior. En este punto, se identifica el pardmetro m de masa
como el € de la contraccién de Inénii-Wigner. Si se toma el limite m — 0, entonces

2 me=o, —% (N2 + (V2)? 4 0) = 0. (5.17)

El segundo operador de Casimir se anula tras la contraccion, pues los operadores Ni y Ns son
nulos. Se recupera asi el operador W?2 para la 6rbita de tipo-luz, en el caso degenerado. Por tanto,
esta contraccién puede vincularse directamente con las representaciones de espin finito. Por otro
lado, si se toma el doble limite,

2 m—0 1 2 2 _ 1
W m—z((m) + (N2)? 40) = (5.18)

80



5.2. CONTRACCION DE SO(3) EN E(2)

donde se ha recuperado el segundo operador de Casimir para la orbita de tipo-luz, en el caso no
degenerado. Es decir, para © # 0 se vincula esta contraccién con las representaciones de espin
continuoﬂ Noétese que el pardmetro © ha absorbido la constante w (recuérdese que el representante
de la 6rbita de tipo-luz se definié como p = (w,w,0,0)7 en fde aqui proviene el pardmetro w,
con dimensién de masa—).

Las consideraciones anteriores permiten concluir de la siguiente manera:

1. Las representaciones de espin discreto pueden obtenerse como limite m — 0 de las
representaciones mésicas con espin s fijo. En efecto, en este caso los generadores N1 y Ny se
anulan y el grupo pequeno contrae sobre el subgrupo SO(2) (el caso degenerado).

€L1 — N1 =0
€lo— Ny =10 (5.19)
L3 — L3

Es maés, de este modo se tiene que las simetrias internas (el momento angular intrinseco, o
espin) contraen en las simetrias planas; la helicidad toma el papel de limite de espirﬂ

2. Las representaciones de espin continuo se obtienen bajo el doble limite
s — 00, m — 0 tal que sm = © (5.20)

con parametro © estrictamente positivo. Este hecho sugiere la interpretacién de las particulas
de espin continuo como limite de alta energia (E > m) y espin elevado (s > 1) de las
particulas masicas. El parametro © queda como “remanente” de masa.

De esta manera se puede dar una explicacién a las dos exéticas propiedades mencionadas
en (i) la parametrizacién de las representaciones de masa nula bajo una constante
con dimensién de masa; (ii) la existencia de infinitos grados de libertad por punto espacio-
temporal, producido por la no acotacién del espin.

En efecto, con el mecanismo de contraccion se obtiene de manera natural el parametro © como
limite del producto sm; puesto que absorbe la constante w (relacionada con el representante
de la 6rbita p = (w,0,0,w)T), © adquiere dimensién de masa. Desde una perspectiva fisica,
se puede considerar el remanente de masa cuando se establece el limite de alta energia y
espin elevadolﬂ De la misma manera, el mecanismo de contracciéon construye representaciones
de dimension infinita; ademas, por la forma dada en se observa que la representacion
mezcla estados de helicidad bien definida. De este modo, un estado cualquiera del sistema fisico
se deberd expresar como suma infinita de estados de helicidad (o como torre de helicidades),
de tal modo que los grados de libertad del sistema son infinitos.

En conclusién, a través de la contraccion de Inonii-Wigner se ha podido dar, desde el lenguaje
de la Teoria de Grupos, un mecanismo para obtener las representaciones de tipo-luz como caso

30Obsévese que para © — 0 se obtiene el caso anterior, relacionado con espin finito, como es razonable.

4Esta afirmacién necesita algo més de atencién: observando la forma de 7 el generador (Ls3) descompone
como suma directa (y finita) de cardcteres de SO(2). Por tanto, sobre el espacio de representacién estdn presentes
distintos estados de helicidad bien definida, de —s hasta s (imaginese una torre finita de estados); pero, el punto
importante, no se mezclan bajo la acciéon de la representacion.

SRecuérdese la Figura ¢): la representacién de espin continuo se construia colapsando las rectas de representa-
ciones maésicas (donde la pendiente es s(s + 1) sobre el eje vertical.
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limite de las representaciones de tipo-tiempo. Sobre este mecanismo se asienta toda construccién
de funciones de onda de espin continuo (como el caso tratado en . Merece la pena senialar
que durante el proceso contractivo aparece de manera natural la distincién (o construccién) de
las dos tipologias de representaciones: espin finito y espin continuo. Es mas, el limite sugiere la
interpretacién de las particulas de espin continuo (rechazadas en la literatura fisica hasta muy
recientemente) como caso limite de particulas madsicas de alta energia y espin elevado. De este
modo, este capitulo concluye el tratamiento tedrico sobre representaciones de espin continuo.
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Capitulo 6

Conclusiones

Los objetivos planteados en el trabajo han sido:

» Estudiar el grupo de Poincaré y obtener la clasificacion de sus representaciones unitarias e
irreducibles de tal manera que se pueda obtener una clasificacion de las particulas elementales
relativistas.

= Estudiar las representaciones de espin continuo con la intencion de entender su posicion
actual en la fisica moderna, y ver a su vez el contenido fisico de dichas representaciones a
través del mecanismo de contraccion de grupos de Lie

Estos objetivos han sido abordados y tratados con gran profundidad. Las conclusiones desprendidas
del trabajo son las siguientes:

1. Se ha estudiado con detalle las transformaciones de simetria espacio-temporales, o transfor-
maciones de Lorentz, que permiten construir el grupo de Lorentz (para las transformaciones
homogéneas) y el grupo de Poincaré (para las transforamciones inhomogéneas).

2. Se ha estudiado la forma de ambos grupos, asi como sus algebras de Lie asociadas y sus gene-
radores. Para el grupo de Poincaré se han obtenido las érbitas y grupos pequeiios asociados.

3. Se han obtenido las representaciones unitarias e irreducibles del grupo de Poincaré,
que se clasifican en los siguientes tipos:

a) Representaciones masicas asociada a la érbita de tipo-tiempo. Su grupo pequeno
asociado es el grupo SO(3).

b) Representaciénes de masa nula asociadas a la érbita de tipo-luz. Su grupo pequeno
asociado es el grupo Euclideo E(2), cuya estructura de producto semidirecto ofrece la
subdivisién de las representaciones siguiente:

1) Representaciones de espin finito, inducidas por el subgrupo SO(2) C E(2).
2) Representaciones de espin continuo, inducidas por todo E(2).

c) Representaciones taquiénicas asociadas a la érbita de tipo-espacio, cuyo grupo pe-
queiio asociado es el grupo propio de Lorentz, (2 + 1)-dimensional, SO™ (1, 2).
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d) Representaciones asociadas a la orbita degenerada, {0}. El grupo pequeno es el
propio grupo de Lorentz, (3 + 1)-dimensional , SO*(1,3).

Esta clasificaciéon ha sido abordada con la ayuda de la metodologia de Mackey y la teoria de
operadores de Casimir de algebras de Lie.

La clasificacién anterior permite dar una clasificacién de las particulas elementales re-
lativistas; en efecto, cada particula estd asociada a una representacién unitaria e irreducible
del grupo de Poincaré.

4. Se dan las ecuaciones de onda de las particulas masicas (ecuacién de Klein-Gordon y ecua-
cién de Dirac), asociadas a las representaciones mésicas, asi como las ecuaciones de onda de
particulas asociadas a las representaciones de masa nula (particula de espin finito y particula
de espin continuo). Con ello se concluye el primer objetivo.

5. Respecto a las representaciones de espin continuo, se ha podido establecer una nueva pers-
pectiva para dichas representaciones a través del proceso de contraccion de grupos de
Inonii-Wigner.

a) Por un lado, se ha conseguido dar una reinterpretacion fisica de estas representaciones:
estableciendo la particula de espin continuo como limite de particulas masicas
energéticas (E > m) y de espin elevado (s> 1).

b) Por otro lado, se ha establecido el camino para construir la ecuacién de ondas asociada.
Esta construccién da una descripcién de la particula como torre infinita de estados
de helicidad bien definida. De esta manera se cierra el segundo objetivo.
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