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Resumen

En 1939, E. Wigner presentó uno de sus artículos más significativos en el que trataba la cla-
sificación de las partículas relativistas elementales como un problema puramente matemático: un
problema de clasificación de representaciones unitarias e irreducibles del grupo de Poincaré. Esta
idea motiva el trabajo presente que aborda dos objetivos: estudiar el grupo de Poincaré y obtener
la clasificación de sus representaciones; y profundizar en un conjunto de representaciones muy par-
ticulares, las representaciones de espín continuo. Estas representaciones fueron desechadas por el
mismo Wigner debido a que, aparentemente, no podían relacionarse con ninguna partícula física;
no obstante, en la actualidad han adquirido cierta relevancia por su posible relación con las Teorías
de Campos.
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Capítulo 1

Introducción: Origen y caracterización
del problema

En 1939, E. Wigner presentó uno de sus artículos más significativos, [39], en el que trataba la
clasificación de las partículas elementales relativistas como un problema puramente matemático: un
problema de clasificación de representaciones unitarias e irreducibles del grupo de Poincaré. Esta
forma de abordar el problema constituía una nueva manera de estudiar la física: reducir problemas
físicos a problemas puros de teoría de grupos. No es casual que se considere uno de los primeros
éxitos de la física matemática o física teórica.

Esta perspectiva motiva el estudio realizado en este trabajo, el cual plantea dos objetivos: es-
tudiar el grupo de Poincaré y obtener la clasificación de sus representaciones de tal manera que
permita clasificar las partículas elementales relativistas; y profundizar en un conjunto de repre-
sentaciones muy particulares del grupo de Poincaré, las representaciones de espín continuo. Estas
representaciones fueron desechadas por el mismo Wigner debido a que, aparentemente, no podían
relacionarse con ninguna partícula física; no obstante, en la actualidad han adquirido cierta relevan-
cia por su posible relación con las Teorías de Campos. Conviene notar que este trabajo constituye
la continuación del Trabajo de Fin de Grado (TFG) de Matemáticas, Una introducción a la teoría
de representaciones unitarias de grupos localmente compactos, en el que se trató con profundidad
la Teoría de Representaciones de grupos.

En este primer capítulo se introducen los conceptos más relevantes para este trabajo con la
intención de presentar una perspectiva general. En §1.1 se ve la relación entre el grupo de Poincaré
y las simetrías espacio-temporales partiendo de los principios fundamentales de la Relatividad
Especial y la axiomatización de la Mecánica Cuántica. Es decir, a partir de la descripción cuántica
de un sistema relativista recuperar de forma natural la estructura de grupo de Poincaré. Esta
relación permite abordar el punto clave y también punto de partida del trabajo: la vinculación entre
representaciones unitarias e irreducibles del grupo y las partículas elementales. La importancia de
esta relación subyace en que establece el puente que permite llevar el problema de la clasificación
de partículas a un problema de clasificación de representaciones del grupo de Poincaré.

En §1.2 se introducen las representaciones de espín continuo, cuyo estudio fue desestimado
por los motivos ya indicados. En esta sección se establecen las ideas fundamentales que permiten
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reinterpretar estas representaciones como límite de representaciones másicas. En §1.3 se realiza un
esquema del trabajo.

1.1. La conexión entre Teoría de la Relatividad y Teoría de Gru-
pos

La naturaleza del espacio-tiempo

La naturaleza absoluta del espacio y del tiempo constituye la hipótesis fundamental de la
Mecánica Newtoniana. Sin embargo, el conocimiento empírico del mundo físico apunta en otra
dirección: desde mediados del siglo XIX se ha puesto de manifiesto una realidad más sofisticada
donde espacio y tiempo constituyen una unidad física (el espacio-tiempo). Esto conforma el pilar
fundamental de la Teoría de la Relatividad de Einstein.

En este texto se restringe el análisis a la Relatividad Especial; con mayor precisión, el objeto
de estudio será la partícula libre1 en movimiento en el espacio-tiempo vacío. Dentro de este
marco, la naturaleza del espacio-tiempo es tal que verifica los dos principios fundamentales de la
Relatividad: i) que la velocidad de la luz en el vacío es constante para todo sistema inercial de
referencia, ii) las leyes físicas deben ser equivalentes para todos los sistemas inerciales de referencia.
Geométricamente, estos principios se pueden reinterpretar como leyes de simetría en el espacio de
Minkowski (espacio plano R4 con métrica lorentziana). Es decir, estableciendo que todos los puntos
del espacio-tiempo son equivalentes desde el punto de vista físico, unos respecto a otros (simetría de
traslación, o propiedad de homogeneidad); que todas las direcciones espacio-temporales son iguales,
sin que exista una dirección privilegiada (simetría de rotación, tanto espacial como espacio-temporal
–boost de Lorentz–, o propiedad de isotropía). Estas propiedades se engloban bajo el nombre de
simetrías espacio-temporales, y establecen la noción fundamental del trabajo. No obstante, antes
de tratar la forma de estas conviene puntualizar qué se entiende por simetría.

Simetrías en Mecánica Cuántica

El estado físico de un sistema cuántico queda descrito por una función de onda ψ. El conjunto
de estados físicos del sistema generan un espacio lineal, un espacio de Hilbert H complejo, equipado
con un producto interno 〈φ, ψ〉. Este estado físico se suele tomar normalizado, es decir, 〈ψ,ψ〉 = 1.
Esto equivale a tomar la proyección en forma de rayos sobre el espacio de Hilbert de tal manera que
toda función de onda φ que se diferencie por producto por una constante, como φ = αψ, representa
el mismo estado físico; es decir, φ y ψ pertenecen al mismo rayo. El estado físico se asocia a este
rayo [36].

Una simetría es una transformación del estado del sistema, de su función de onda, que no
cambia la naturaleza física de este. Se puede entender como un cambio de punto de vista de tal
manera que las leyes de la naturaleza no cambian bajo la transformación [37]. Un ejemplo de
ello son las rotaciones o traslaciones del sistema de referencia: para la partícula libre, la física

1Entendiéndose por partícula libre aquel sistema físico sobre el cual no actúa ninguna fuerza externa significativa
para el observador.
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debe ser la misma si se considera la partícula bajo cualquier sistema de referencia. En particular,
las probabilidades de transición del sistema físico no cambian: si {φn} es el conjunto de posibles
resultados experimentales para el sistema, entonces

P(φ −→ φn) = P(φ′ −→ φ′n) que se expresa como 〈φ, φn〉 = 〈φ′, φ′n〉 (1.1)

donde la tilde (′) denota la función de onda transformada.

De este modo, las transformaciones de simetría actúan como operadores sobre el espacio de
funciones de onda enviando estados del sistema en estados del sistema: si T representa la transfor-
mación de simetría tal que ψ T−→ ψ′, entonces se puede encontrar un operador U(T ) sobre H que
verifique

U(T )ψ = ψ′ (1.2)

La exigencia de preservar la condición (1.1) limita la naturaleza del operador: el operador debe ser
i) o unitario y lineal o ii) antiunitario y antilineal2. Este resultado se conoce en la literatura [36]
como Teorema de Wigner. El conjunto de todas las transformaciones de simetría del sistema
físico, denotado por T , tiene estructura de grupo; esta estructura se manifiesta en los operadores
de la siguiente manera,

U(T1)U(T2) = eiω(T2,T1)U(T1T2)

donde T1 y T2 son transformaciones de T y ω es un parámetro real vinculado a ambas transforma-
ciónes (es más, ω : G × G −→ R como función es llamado sistema de factores). De aquí se puede
diferenciar entre,

1. Si ω = 0, entonces los operadores heredan la estructura de grupo de las transformaciones. Se
dice entonces que se tiene una representación.

2. Si ω 6= 0, existe una fase que difiere de la unidad. Se habla entonces de representación
proyectiva o representación salvo factor multiplicativo.

En este texto se restringe el trabajo a representaciones del tipo 1. Conviene notar que el segundo
tipo aparecen en la forma de representación simple/doble-evaluada, verificando U(T1)U(T2) =
±U(T1T2), en el estudio del grupo de Lorentz (fruto del recubrimiento universal del grupo). Sin
embargo, no se incidirá demasiado en ello.

Simetrías en Relatividad Especial y su conexión con el Grupo de Poincaré

En el marco de la Relatividad Especial, la invarianza espacio-temporal de las leyes físicas da
lugar a una simetría entre sistemas de coordenadas. En particular, si la función de onda ψ describe
una partícula libre relativista, entonces existirá una correspondencia entre todas las funciones de
onda que describen el mismo estado en diferentes sistemas de referencia lorenzianos. Por tanto, si
O es el sistema de referencia inicial, y O′ otro sistema de referencia,

O
T−−→ O′

ψ 7−→ ψ′ = U(T )ψ
(1.3)

2En Mecánica Cuántica se suele trabajar con operadores unitarios; no obstante, existen operadores antiunitarios
y antilineales, como ejemplo, los operadores vinculados a las transformaciones de Paridad e Inversión Temporal

3
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Figura 1.1: Representación gráfica de las simetrías internas para dos partículas (con masa no nula
y nula, respectivamente) en su sistema de referencia característico. En a), el vector S denota el
momento angular intrínseco; la proyección sobre el eje vertical se denota por s, espín. El grupo de
simetrías de S es el grupo de rotaciones en el espacio, SO(3), representado por la esfera roja. En
b), el vector P denota el momento lineal de la partícula (tipo-luz). La proyección de S sobre P se
denota por h, helicidad. El grupo de simetrías es el grupo de rotaciones en el plano (en torno a P),
SO(2), representado por el cono rojo.

La condición (1.1) se debe verificar puesto que la descripción física del sistema no puede depender
del sistema de referencia. De este modo, a través del Teorema de Wigner, se concluye que el conjunto
de transformaciones que conectan distintos sistemas de coordenadas, las transformaciones espacio-
temporales, forman un grupo. Este grupo es el Grupo de Poincaré o grupo inhomogéneo de
Lorentz.

El punto principal y más importante del trabajo es la vinculación de las representaciones
del grupo de Poincaré con las partículas elementales relativistas. Una primera aproxima-
ción, para asentar ideas, se basa en las siguientes consideraciones: i) fijado un estado inicial para
una partícula libre, este estado se puede asociar con cualquier otro estado de la partícula relacio-
nado por una transformación del grupo de Poincaré; ii) para dicha partícula, existen parámetros
invariantes bajos las transformaciones anteriores que permiten caracterizar a la partícula (y a la
representación).

En partícular, el estado de una partícula másica (esto es, con masa en reposo no nula) puede
siempre relacionarse con el estado donde la partícula está en reposo. Para esta partícula existen dos
invariantes: uno másico (es decir, la masa en reposo; pues siempre se puede relacionar el estado de
la partícula con dicho estado en reposo), y otro de espín (relacionado con las simetrías de rotación
–en el espacio– del momento angular intrínseco de la partícula, ver Figura 1.1.a). Masa y espín
caracterizan a la representación asociada. En efecto, la repesentación que transforma estados de una
partícula de masam y espín s, cada uno visto en un sistema de referencia distinto, está caracterizada
por dichos parámetros. Otro ejemplo interesante es el caso de partículas de masa nula, para las
que no existe transformación tal que deje a la partícula en reposo, pues su velocidad es la de la luz.

4
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En este caso solo se podrá asociar con un sistema de referencia que siga la dirección de traslación
de la partícula. En este sistema de referencia, las simetrías relacionadas con el momento angular
intrínseco tomarán la forma de rotación en torno al eje de movimiento, distinguiéndose así del caso
de partícula másica3 (ver Figura 1.1.b). Estas restricciones obligan a la representación asociada
a tomar una forma totalmente diferente en comparación con las representaciones de partículas
másicas. Se concluye que cada partícula libre relativista estará asociada con una representación del
grupo de Poincaré que la caracteriza en la transformación.

Con las consideraciones anteriores se puede dar un razonamiento quizá más matemático. Si-
guiendo los razonamientos de Weinberg [36, §2.5], una partícula libre relativista con función de
onda ψp,σ está caracterizada por su cuadrimomento p y un índice σ que denota la simetría interna
de la partícula (p. ej. el espín), que además, se asume como discreto (quizá infinito). La acción de
una transformación T del grupo de Poincaré se puede escribir como combinación lineal de estados
transformados ψp′σ′ ,

U(T )ψpσ =
∑
σ′

Dσσ′(T )ψp′σ′ (1.4)

donde p′ no es más que la transformación del cuadrivector bajo el cambio de sistema de referencia,
y Dσσ′ los elementos de matriz de la transformación de índices. A través de una sutil combinación
lineal de ψpσ se pueden escoger los índices σ de tal manera que la matrizDσσ′ diagonalice en bloques,
donde cada bloque corresponde a una representación irreducible de U(T ). De manera natural se
identifica los estados de la partícula con las componentes de estas representaciones irreducibles.

El párrafo anterior permite definir la noción de partícula elemental relativista como aquella
que se identifica con una representación irreducible y unitaria del grupo de Poincaré. Se concluye
así con el punto fundamental: la clasificación de las representaciones unitarias e irreducibles del
grupo permiten clasificar también las partículas elementales; resultado conocido como programa
de Bargmann-Wigner en referencia al artículo conjunto de V. Bargmann y E. P. Wigner [1].
Insistiendo en esta idea, la relación entre representación unitaria e irreducible y partícula elemental
permite reescribir el problema de clasificar las partículas elementales como un problema puramente
matemático, como problema de teoría de grupos, que equivale a la clasificación de las representa-
ciones del grupo inhomogéneo de Lorentz.

Todo ello se puede resumir del modo siguiente: «por un lado, las leyes de la Mecánica Cuántica
implican que las simetrías cuánticas se correspondan con representaciones unitarias del grupo de
simetría asociado al espacio de Hilbert de estados físicos. Es más, si las traslaciones temporales son
subgrupo uniparamétrico del grupo de simetría, entonces la ecuación de Schrödinger es básicamente
una representación unitaria de dicho grupo. Por otro lado, el principio de relatividad dicta que
toda isometría del espacio-tiempo sea simetría del sistema físico. Todo junto, esto implica que las
ecuaciones de onda relativistas y lineales puedan ser identificadas con representaciones unitarias
del grupo de isometría»[3].

3En este caso, el parámetro asociado a esta simetría se conoce por helicidad, distinguiéndolo del espín.
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1.2. Partículas de espín continuo

Clasificación de las representaciones del grupo de Poincaré

El estudio del grupo de Poincaré y la clasificación de sus representaciones unitarias e irreducibles
fue llevado a cabo por E. Wigner en 1939 en el artículo [39]. Este trabajo mostró que solo existen
cuatro tipos de representaciones unitarias e irreducibles del grupo. Estas representaciones se denotan
como:

1. Representaciones másicas asociadas a la órbita de tipo-tiempo, cuyo grupo pequeño es
SO(3).

2. Representaciones de masa nula asociadas a la órbita de tipo-luz, cuyo grupo pequeño es
el grupo euclídeo E(2). Debido a la estructura interna de este grupo, se dividen a su vez en
dos tipos de representaciones:

a) Representaciones de espín finito, inducidas por el subgrupo SO(2) de E(2).
b) Representaciones de espín continuo, inducidas por todo E(2).

3. Representaciones taquiónicas asociadas a la órbita de tipo-espacio, cuyo grupo pequeño
es el grupo propio de Lorentz de dimensión 3, SO+(1, 2).

4. Representaciones asociadas a la órbita degenerada, {0}. El grupo pequeño es el grupo
propio de Lorentz SO+(1, 3).

Dos de ellas describen partículas másicas y sin masa con espín y helicidad bien definida, 1. y
2.a respectivamente. Sin embargo, la Naturaleza no parece utilizar las otras dos tipologías4: una
describe partículas con momento de tipo-espacio, es decir, taquiones que se mueven más rápido
que la luz, y la otra representación que describe partículas sin masa y con un número infinito de
estados de helicidad (2.b) [15]. Estas últimas estarán en el foco de atención de este trabajo.

Definición y propiedades exóticas

Bajo una perspectiva matemática, las representaciones de espín continuo surgen de manera
natural del estudio del grupo de Poincaré, asociadas a las órbitas de cuadrimomento de tipo-luz.
Están caracterizadas por dos parámetros (invariantes): la masa, que toma un valor nulo m = 0;
y una constante Θ que toma valores en los números reales positivos (y tal que para Θ = 0 se
obtiene las representaciones de masa nula con espín finito –vinculadas a partículas sin masa, como
el fotón–). No obstante, las partículas de espín continuo, asociadas a estas representaciones, han
sido desechadas en la literatura debido a dos propiedades “exóticas” [2]:

1. Se caracterizan por un parámetro continuo, Θ, con dimensión de masa a pesar de ser partículas
de masa nula.

4Las representaciones de órbita degenerada se asocian con el vacío y no representan estados de partícula elemental,
por ello, no se tienen en cuenta.
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2. Poseen infinitos grados de libertad por punto espacio-temporal.

La primera propiedad es el origen del (malogrado) nombre de espín continuo. Ciertamente, el espín
de la partícula (realmente, la helicidad) toma valores discretos pero no acotados; por tanto, no es
continuo, pero sí infinito. Este fenómeno explica la segunda propiedad. Con mayor precisión, se
puede describir esta partícula como una torre infinita (pero numerable) de estados con helicidad
bien definida, que son mezclados por transformaciones de Lorentz. Bajo esta perspectiva, la onda
asociada para dicha partícula se corresponde en cada punto como una suma infinita de ondas de
helicidad definida (i.e. infinitos grados de libertad).

En conclusión, el estudio de estas representaciones ha sido relegado a un segundo plano debido
al poco interés que suscitaba. Las partículas asociadas, de espín continuo, fueron rechazadas del
elenco de partículas físicas presentes en la Naturaleza. Sin embargo, el estudio profundo de las
nuevas Teorías de Cuerdas, Supercuerdas o Teoría M han devuelto el interés entorno a estas repre-
sentaciones [4], [30], [31], [32]. Conviene notar que estas teorías necesitan del estudio de la dinámica
de partículas de espín elevado, y de su interacción [29]; las representaciones de espín continuo se
presentan, en este contexto, como límite de representaciones de espín finito. En definitiva, estas
representaciones toman un papel importante como herramienta de estudio de interacciones de espín
elevado.

La reinterpretación de las representaciones de espín continuo como caso límite de representa-
ciones másicas motiva su estudio en este trabajo. La intención será buscar el contenido físico de
estas como caso límite de partículas másicas y espín elevado.

Partículas de espín continuo como límite masa-espín

La manera usual de construir las representaciones de masa nula, que engloba tanto las repre-
sentaciones de espín continuo como las representaciones de espín finito, consiste en relacionarlas
con las representaciones másicas como caso límite de estas. Desde una perspectiva matemática,
la construcción de este límite se da bajo el mecanismo de contracción de grupos (es decir,
como proceso que lleva al grupo pequeño de las representaciones másicas al grupo pequeño de
representaciones de masa nula), introducido en 1953 por E. Wigner y E. Inönü [14]. Físicamente,
la contracción se da como límite de masa nula de tal manera que:

1. Para una repesentación de masa m y espín s, el límite m 7−→ 0 permite obtener la repre-
sentación de espín finito.

2. Para una representación de masa m y espín s, bajo el doble límite m 7−→ 0, s 7−→ ∞
y ms 7−→ Θ 6= 0 se obtiene una representación de espín continuo (con parámetros
m = 0,Θ).

Esta conexión, vía proceso contractivo, permite establecer una nueva perspectiva para las repre-
sentaciones de espín continuo. Por un lado, permite reinterpretar el contenido físico de la repre-
sentación: se establece la partícula de espín continuo como límite de partículas másicas
energéticas (E � m) y de espín elevado (s� 1). Por otro lado, permite construir la ecuación de
onda de espín continuo a partir de ecuaciones de onda másicas (vía la construcción de Kaluza-Klein
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[15]). Esta construcción ofrece una descripción de la partícula como torre infinita de estados
de helicidad bien definida, donde Θ queda como constante de acoplamiento entre los distintos
estados de helicidad [3].

1.3. Esquema del trabajo

Una vez introducido y caracterizado el problema en las secciones anteriores queda señalar el
esquema a abordar para este trabajo. De primera mano, se planetan dos objetivos, estos son:

• Estudiar el grupo de Poincaré y obtener la clasificación de sus representaciones unitarias e
irreducibles de tal manera que se pueda obtener una clasificación de las partículas elementales
relativistas. Además, dar la ecuación de onda de dichas partículas.

• Estudiar las representaciones de espín continuo con la intención de entender su posición actual
en la física moderna, así como ver su contenido físico a través de la contracción de grupos.

Para ello el esquema de trabajo se estructura de la siguiente manera:

1. En el capítulo §2 Preliminares matemáticos, se establece la base matemática para abordar
los capítulos siguientes. Esto es, la introducción de la Teoría de Grupos y la Teoría de Re-
presentaciones (primera y segunda sección), estudio de grupos de Lie y grupos matriciales de
Lie (cuarta y quinta sección), y la introducción de tres ejemplos de representaciones: repre-
sentaciones del grupo SO(2), SO(3) y del euclídeo E(2). Esta última sección es fundamental
ya que dos de los grupos tratados (SO(3) y E(2)) toman el papel de grupo pequeño para el
grupo de Poincaré (representaciones másicas y de masa nula, respectivamente). Este capítulo
es un resumen del TFG de Matemáticas, en el cual se trataba con mayor profundidad estos
aspectos teóricos.

2. En el capítulo §3 Estudio sobre el grupo del Poincaré, se estudia con detalle el grupo in-
homogéneo de Lorentz. En una primera sección se introduce las nociones fundamentales de
Relatividad Especial, como es el espacio de Minkowski o las transformaciones de Lorentz
que permitirán, a su vez, fijar la notación utilizada. En la segunda sección, se describe el
grupo propio de Lorentz, o grupo homogéneo. Este grupo está asociado con las simetrías,
sin considerar traslaciones espacio-temporales, del espacio de Minkowski. La tercera sección
profundiza en el caso general, el grupo de Poincaré.

3. El capítulo §4 Representaciones unitarias e irreducibles del grupo de Poincaré está dividido
en cuatro secciones: en la primera se introduce la definición de primer y segundo operador de
Casimir; en las tres siguientes se estudia paso a paso las representaciones másicas, de masa
nula y las asociadas a la órbita de tipo-espacio y órbita degenerada. Para las representaciones
másicas y de masa nula se añade la obtención de las ecuaciones de onda asociadas a cada tipo
de representación.

4. En el capítulo §5 Contracción de grupos se introduce la contracción de Inönü-Wigner con
la intención de estudiar la vinculación entre las representaciones de espín continuo con las
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representaciones másicas a través del doble límite masa-espín. Este capítulo establece el mar-
co teórico que respalda dicha relación; además, concede una nueva perspectiva física a las
representaciones de espín continuo.
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Capítulo 2

Preliminares matemáticos

La intención de este capítulo es introducir todos los conceptos matemáticos antes de abordar el
estudio en profunidad del grupo de Poincaré y sus implicaciones físicas. Se presenta como resumen
del contenido ya tratado en el TFG de Matemáticas [24].

La primera sección introduce los elementos básicos de la teoría de grupos, notas que se apoyan
en el texto de Humphreys [13]. En el último apartado se discute la definición de grupo localmente
compacto, siendo este la forma más general de introducir la teoría de representaciones. Esta parte
está apoyada principalmente en el texto de Folland [6] y en el de Varadarajan [35].

En la segunda sección se establecen las primeras definiciones de la Teoría de Representaciones
así como sus resultados principales (como son los Lemas de Schur). En el último apartado se esboza
la técnica de representaciones inducidas y se introduce el Método de Mackey que es el elemento
clave a la hora de abordar la clasificación de las representaciones del grupo de Poincaré. Los dos
primeros apartados se apoyan en las notas de Tung [34]. El apartado de inducción está basado en
el texto de Folland [6].

En la tercera y cuarta sección se tratan, respectivamente, los grupos de Lie y los grupos ma-
triciales de Lie. Conviene notar que estos últimos son los grupos más comunes en el ámbito de
la Física (grupo de rotaciones en el espacio o en el plano, grupo de Lorentz, etc.). Los libros de
referencia son el texto de Gilmore [9], el texto de Hall [11] y el de Lee [19].

En la última sección se exponen tres ejemplos de grupos y sus respectivas representaciones
unitarias e irreducibles: SO(2), SO(3) y grupo Euclídeo E(2). Los dos últimos tomarán el papel de
grupo pequeño para las órbitas másicas y de masa nula, respectivamente, del grupo de Poincaré.
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2.1. Teoría de grupos

2.1.1. Primeras definiciones de grupos

Definición 2.1.1. Un conjunto G es grupo si existe una operación de grupo G × G −→ G :
(x, y) 7−→ xy, llamada producto, tal que

a) Es asociativo: es decir, se verifica x(yz) = (xy)z, para toda terna x, y, z de elementos del
grupo.

b) Hay elemento identidad: existe un elemento e del grupo tal que ex = xe = x para todo
x ∈ G.

c) Hay inverso: para todo elemento x del grupo existe un elemento x−1 tal que xx−1 = x−1x = e.

El orden del grupo G es el número de elementos que contiene, que puede ser tanto finito como
infinito. Se dice que el grupo es abeliano o conmutativo si se verifica que xy = yx para cualquier
par de elementos x, y ∈ G.

Por otro lado, se define un homomorfismo de grupos como una aplicación f : G −→ H entre
dos grupos tal que respeta el producto de grupo, es decir, f(xy) = f(x)f(y). Además, se dice que
los dos grupos son isomorfos si el homomorfismo es biyectivo.

En este texto, los grupos tratados serán grupos de Lie, grupos infinitos cuyas operaciones
del grupo son diferenciables (la diferenciabilidad se consigue dándole al grupo una estructura de
variedad diferenciable –como se verá en §2.3–). A continuación se introducen dos ejemplos de grupos
(de Lie) que tendrán un interés en el desarrollo posterior del trabajo: el grupo de rotaciones en el
plano y el grupo de traslaciones.

Ejemplo 2.1.2 (Rotaciones en el plano. Grupo SO(2)). Un grupo muy sencillo y de gran
interés es el grupo vinculado a las rotaciones en el plano, denotado por SO(2). Este grupo se puede
escribir como

R(θ) =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, con θ ∈ [0, 2π), (2.1)

es decir, como una matriz de rotación en el plano. La operación del grupo está dada como producto
matricial verificándose R(θ)R(φ) = R(θ+φ). El elemento identidad es R(0) = I, matriz identidad.
Y el inverso está dado como R−1(θ) = R(−θ). Es, además, grupo abeliano.

Ejemplo 2.1.3 (Grupo de traslaciones). Sobre el espacio afín Rn se considera un punto fijo x0.
Una traslación por el vector v ∈ Rn se escribe como x′0 = x0 + v. Si se traslada nuevamente por
w, se tiene x′′0 = x′0 + w = x0 + (v + w); no es más que la traslación del punto inicial por el vector
v + w.

Se concluye que el conjunto de traslaciones en Rn forma un grupo dado por la suma de vectores
n-dimensionales. Se relaciona con el grupo aditivo (y abeliano) (Rn,+). Este grupo tendrá un papel
fundamental dentro del grupo de Poincaré y grupo Euclídeo.
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2.1.2. Subgrupos, clases laterales y subgrupo invariante

Definición 2.1.4. Se dice que un subconjunto H del grupo G es subgrupo de G si la restricción
del producto del grupo al subconjunto H verifica los axiomas de grupo (Definición 2.1.1).

Dado un subgrupo H del grupo G y x ∈ G, se define la clase lateral por izquierda (o
derecha) de H al conjunto

xH = {xh : h ∈ H} (respectivamente, Hx = {hx : h ∈ H}) (2.2)

Dos clases laterales son o iguales o disjuntas; es más, determinan una partición del grupo G.

Por otro lado, se dice que un subgrupo H de G es normal a G si verifica: x−1hx ∈ H para
h ∈ H y cualquier x ∈ G. Para los subgrupos normales las clases laterales por izquierda y por
derecha coinciden. Es más, el conjunto de clases laterales por izquierda (o por derecha) forman
un grupo bajo la operación (xH)(yH) = (xyH). Es decir, para todo elemento xh1 y yh2 para
las clases laterales, xh1yh2 = xyy−1h1yh2 = xyh que pertenece a (xhH). De este modo, se tiene
un mecanismo para construir nuevos grupos a través del cociente por subgrupos normales. Este
resultado es un punto fundamental para el desarrollo de la teoría de representaciones (en particular
para la inducción de representaciones).

2.1.3. Comentarios sobre grupos localmente compactos

Antes de introducir la teoría de representaciones se hace una pausa necesaria para discutir la
idea de grupo localmente compacto. En la bibliografía más matemática se construye toda la teoría
de representaciones en torno a este tipo de grupos1. ¿Por qué? La respuesta recae en considerar
el grupo más general que permita construir una teoría de representaciones. Para el caso de grupos
finitos no se encuentra ningún problema, pero sin embargo, cuando se consideran grupos infinitos
se hace necesario pedirle una estructura topológica (localmente compacto).

Entrando en detalle, bajo la premisa de introducir nociones (aun no tratadas, pero que serán
estudiadas con detalle más adelante) de la teoría de representaciones, se puede asegurar que:

1. Para un grupo finito siempre se puede encontrar una representación irreducible y unitaria. Se
escoge una representación finito-dimensional (p. ej. la representacion regular [34, §3.7]): por
un lado, si la matriz de representación es reducible, se restringe a un subespacio que haga de
la representación irreducible; por otro lado, toda representación puede hacerse unitaria (es
posible construir un producto interno tal que haga unitaria la representación [34, Th. 3.3]).

2. Para un grupo de Lie, como ejemplo de grupo infinito (como es el caso del grupo Euclídeo o
el grupo de Poincaré), no se puede garantizar que las representaciones unitarias e irreducibles
sean finito-dimensionales . Es más, la construcción de representaciones unitarias no es trivial
y necesita de la definición de una medida (una integral sobre el grupo) que sea invariante
bajo la acción del grupo.

1Véase las referencias mencionadas en la introducción del capítulo, [6] o [35].
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Los detalles previos hacen necesario que al considerar el grupo más general para definir la teoría de
representaciones se exija una estructura que permita hablar de continuidad (espacio topológico) y
de tal manera que permita construir una medida invariante (conocida como medida de Haar), esto
es, pedir que el espacio topológico sea localmente compacto.

Históricamente este estudio fue llevado a cabo, de manera general, por Mackey [21, 22, 23]. Los
detalles están tratados en el TFG de Matemáticas; los textos de referencia son el texto de Deitmar
[5], Folland [6] y Varadarajan [35]. A continuación se dan las dos definiciones básicas para cerrar
el apartado.

Definición 2.1.5. Un grupo topológico es un grupo G equipado con una topología bajo la cual
las operaciones del grupo son continuas. Estas operaciones son

G×G −→ G : (x, y) 7−→ xy

G −→ G : x 7−→ x−1

Un grupo localmente compacto es un grupo topológico cuyo espacio topológico asociado es
localmente compacto; es decir, si para todo punto x ∈ G existe un K ⊂ V compacto que contenga
un entorno del punto.

2.2. Teoría de representaciones

2.2.1. Definición de representación

Definición 2.2.1. Sea G un grupo, H espacio de Hilbert y U(H) espacio de operadores lineales
sobre el espacio de Hilbert. Una representación del grupo es un homomorfismo π : G −→ U(H),
esto es, π(x)π(y) = π(xy) para cualquier x, y ∈ G.

Al espacio de Hilbert H se le conoce como espacio de representación del grupo. Por otro
lado, se llama dimensión de la representación a la dimensión del espacio de Hilbert, no nece-
sariamente finita. Además, se dice que la representación es fiel si el homomorfismo π es inyectivo,
si no, se dice que es degenerada.

Ejemplo 2.2.2 (Representación del grupo SO(2)). El grupo SO(2) se ha definido en el Ejemplo
2.1.2 en su forma matricial, como rotación en el plano. Sin embargo, esto no es más que una repre-
sentación del grupo. En efecto, bajo esta representación el grupo SO(2) actúa como un operador
de rotación sobre el espacio R2.

Este ejemplo permite dar una idea de la relación entre grupo y representación del grupo: el grupo
es un conjunto abstracto de elementos con ciertas propiedades (p. ej. SO(2)); una representación
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del grupo no es más que una manera de escribir o representar el grupo sobre un espacio vectorial
o Hilbert (en el ejemplo, el conjunto de rotaciones en el plano).

Dos representaciones π y π′ son equivalentes si existe un operador S sobre el espacio de
representación tal que

π′(x) = Sπ(x)S−1, para todo x ∈ G

Se puede dar la siguiente interpretación: dos representaciones equivalentes son la misma represen-
tación en distinta base del espacio, siendo S el cambio de base. La transformación que lleva una
representación π a otra SπS−1 se llama transformación de semejanza.

Definición 2.2.3.

Sea M ⊂ H subespacio cerrado. Se dice que M es subespacio invariante respecto a π
si para todo x ∈ G se tiene π(x)(M) ⊂M. Además, se dice queM es irreducible o propio
si no posee subespacios invariantes, no triviales, respecto a π.

Una representación π sobre H es reducible si admite un subespacio invariante M ⊂ H no
trivial. Si no, se dice que la representación es irreducible.

La restricción de la representación π a un subespacio invariante M ⊂ H se conoce como
subrepresentación y se denota como πM, esto es,

πM : G −→ U(M) y tal que πM = π|M para x ∈ G

Se dice que la representación en unitaria si el operador π(x) es unitario en H para todo x ∈ G.
Esto es, si 〈·, ·〉 denota el producto interno del espacio de Hilbert, entonces

〈π(x)u, π(x)v〉 = 〈u, v〉, para u, v ∈ H y ∀x ∈ G

Si para cada subespacio invarianteM, respecto a la representación, el complemento ortogonal
de M es también espacio invariante entonces se dice que la representación es completamente
reducible. Para representaciones unitarias, se verifica que toda representación reducible lo es
completamente.

2.2.2. Lema de Schur

Los resultados más importantes de la teoría son los llamados lemas de Schur, que ofrecen una
potente herramienta para caracterizar representaciones irreducibles y unitarias.

Teorema 2.2.4 (Lemas de Schur).
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1. Sea π representación irreducible y unitaria del grupo G sobre el espacio de Hilbert H y sea
A operador arbitrario sobre el espacio de Hilbert. Si el operador A conmuta con todos los
operadores π(g), ∀g ∈ G, es decir Aπ(g) = π(g)A, entonces A es un múltiplo de la identidad,
A = λId con λ ∈ C.

2. Sea π, π′ dos representaciones unitarias e irreducibles del grupo G con espacios de re-
presentación H, H′, respectivamente. Sea A : H′ −→ H transformación lineal tal que
Aπ′(g) = π(g)A, ∀g ∈ G. Entonces, o (i) A = 0 o (ii) H y H′ son isomorfos y ambas
representaciones son equivalentes.

Una consecuencia inmediata del teorema se da en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.5. Las representaciones unitarias e irreducibles de los grupos abelianos son unidi-
mensionales.

Ejemplo 2.2.6 (Representaciones irreducibles de las traslaciones). En este primer ejemplo
se escoge el grupo de traslaciones sobre la recta real, asociado con el grupo abeliano (R,+). Por el
corolario anterior, sus representaciones irreducibles y unitarias deben ser unidimensionales.

Una manera sencilla de definir una representación es tomar la función

ξ(x) = eiξx, para x ∈ R

donde ξ ∈ R. En efecto, esta aplicación ξ : (R,+) −→ (T,×) es homomorfismo de grupos, donde
T = {z ∈ C : |z| = 1}. Esta representación unitaria e irreducible recibe el nombre de carácter del
grupo.

El punto interesante está en que se puede definir una operación natural para estos carácteres;
es decir, si ξ, χ ∈ R la suma está bien definido pues ei(ξ+χ)x = eiξxeiχx, y por tanto, ξ(x)χ(x) =
(ξ + χ)(x). Esto permite construir un grupo sobre los carácteres; es más, este grupo es, ni más
ni menos, que (R,+). La construcción del grupo de carácteres no es algo casual, es un resultado
compartido por todos los grupos abelianos. Este conjunto de carácteres recibe el nombre de grupo
dual y es abeliano.

De manera natural se puede extender este resultado al grupo de traslaciones de Rn, denotado
por (Rn,+). El grupo dual es (Rn,+) y los carácteres se escriben como

ξ(x) = eiξx, con x ∈ Rn y ξ ∈ Rn (2.3)

Comentario 2.2.7 (Grupo dual de un grupo abeliano). Sea G grupo abeliano (y de manera
general, grupo localmente compacto). Entonces, se denota por Ĝ al grupo dual cuyos elementos
son los carácteres del grupo G, es decir, sus representaciones unitarias e irreducibles. Los carácteres
se suelen denotar como ξ ∈ Ĝ y la evaluación como

〈x, ξ〉 ≡ ξ(x), para x ∈ G (2.4)
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El estudio de los carácteres es el tema principal de la teoría de grupos abelianos. Una con-
secuencia inmediata de la teoría es la generalización de la transformada de Fourier que permite
relacionar funciones sobre el grupo con funciones sobre el grupo dual. El texto de referencia es el
libro de Deitmar [5].

2.2.3. Inducción de representaciones. Técnica de Mackey

La obtención de representaciones para grupos que no son ni compactos ni abelianos no suele
ser algo sencillo o evidente, prueba de ello es la clasificación de las representaciones del grupo
de Poincaré, o del grupo Euclídeo. Una manera de obtener estas representaciones es inducirlas a
través de representaciones unitarias e irreducibles de subgrupos. En esta subsección se introducirá
escuetamente los resultados necesarios para tratar el grupo euclídeo y el grupo de Poincaré. Un
estudio más profundo, para grupos localmente compactos se puede ver en los textos de Folland [6,
§6] o de Varadarajan [35, §6].

El mecanismo de inducción se basa en la extensión de representaciones unitarias e irredu-
cibles de un subgrupo H ⊂ G a todo el grupo G. En detalle, para σ : H −→ Hσ representación
unitaria e irreducible de H (con Hσ es el espacio de representación de σ), se construye un espacio
de funciones continuas de soporte compacto sobre el grupo G, F0, y tal que las funciones verifican
f(xξ) = σ−1(ξ)f(x) para x ∈ G y ξ ∈ H. Entonces, la acción natural del grupo G sobre F0 está
dada por

L : G −→ U(F0) : [L(x)f ](y) = f(x−1y) para x, y ∈ G. (2.5)

Se puede construir un producto interno en este espacio de tal manera que la traslación anterior
sea unitaria. Entonces, la extensión (o compleción) F0 7→ F a un espacio de Hilbert lleva consigo
una extensión de la traslación a una representación (ahora sí) unitaria del grupo G sobre F . Esta
representación recibe el nombre de representación inducida y se denota por Ind(σ).

Método de Mackey

El método de Mackey no es más que la aplicación del mecanismo de inducción sobre un
tipo de grupo muy particular, el producto semidirecto, de tal manera que se puede garantizar una
obtención completa de las representaciones irreducibles del grupo vía inducción.

Definición 2.2.8. Un grupo topológico G se dice que es producto semidirecto de N y H
subgrupos cerrados, si N es normal en G y la aplicación N × H −→ G : (n, h) 7−→ nh es un
homeomorfismo. Se denota como

G = N oH.

De este modo, cada elemento de G puede escribirse de forma única como nh y la ley del grupo
toma la forma de

(n1, h1)(n2, h2) = (n1[h1n2h
−1
1 ], h1h2). (2.6)
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Sea G = N oH grupo tal que N es abeliano, y además, normal a G. El grupo dual del grupo
abeliano N se denota por N̂ (ver Comentario 2.2.7, donde se ha tratado esta noción). Sobre este
grupo dual se puede definir una acción2 del grupo G de la siguiente manera

G× N̂ −→ N̂ : (x, ν) 7−→ xν, dada por 〈n, xν〉 ≡ 〈x−1nx, ν〉 (2.7)

En efecto, el grupo G envía al elemento ν de N̂ en el elemento xν de N̂ . Este elemento xν, como
homomorfismo de grupos que es, está bien definida por su evaluación (puesto que N es normal,
x−1nx ∈ N).

La acción del grupo sobre el dual permite definir ciertos conjuntos de interés: el grupo estabili-
zador, la órbita o el grupo pequeño3.

Definición 2.2.9.

1. Para cada ν ∈ N̂ , se llama estabilizador o grupo de isotopía de ν a

Gν = {x ∈ G : xν = ν}.

2. Se denota por Oν a la órbita de ν por G,

Oν = {xν : x ∈ G}.

3. Se define el grupo pequeño (little group) Hν como

Hν = Gν ∩H.

El resultado principal es conocido como teorema de Mackey que establece una clasificación
completa de las representaciones unitarias e irreducibles de G en función de las representaciones
inducidas.

Teorema 2.2.10 (de Mackey). Sea G = N oH. La inducción de representaciones se efectúa a
través de los siguientes pasos:

1. Se fija un elemento de ν ∈ N̂ del espacio dual y se escoge una representación irreducible y
unitaria ρ del grupo pequeño, Hν .

2. Se construye una representación del estabilizador Gν del carácter ν: (νρ) : Gν −→ U(Hρ) tal
que (νρ)(nh) = 〈n, ν〉ρ(h).

2La acción de un grupo G sobre un conjunto S se define como una aplicación G× S −→ S tal que (x, s) 7−→ xs.
De una manera más intuitiva, la acción explica cómo actúa el grupo sobre un conjunto de tal manera que para el par
(x, s) el elemento x envía s en xs, otro elemento del grupo.

3El estabilizador también se conoce como grupo pequeño, sin embargo, en este texto se utiliza la acepción dada
(más restrictiva) que es la usual en teoría de representaciones.
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3. Por el mecanismo de inducción se obtiene una representación del grupo Ind(νρ) : G −→
U(Hρ) a través de la representación del estabilizador.

Entonces, el teorema afirma que toda representación unitaria e irreducible del grupo es equiva-
lente a una representación construida de esta forma, caracterizada por (ν, ρ); es más, dos repre-
sentaciones inducidas Ind(νρ) y Ind(ν ′ρ) son equivalente si y solo si los carácteres pertenecen a la
misma órbita.

En virtud del teorema, para un grupo producto semidirecto basta obtener todas las órbitas y
los grupos pequeños asociados a cada una; de esta manera, todas las representaciones unitarias e
irreducibles del grupo quedan caracterizadas por (ν, ρ), siendo ν un representante de cada órbita y
ρ una representación unitaria e irreducible del grupo pequeño Hν .

2.3. Grupos de Lie

Los grupos de Lie tienen un papel relevante en Matemáticas y Física ya que ponen en conjunción
dos ámbitos importantes de ambas disciplinas: la geometría y el álgebra. Por un lado, los grupos
de Lie se construyen sobre una variedad diferenciable que les dota del carácter geométrico; por
otro lado, la estructura de grupo proporciona a la variedad del carácter algebraico. La riqueza en
propiedades ha hecho de la Teoría de Lie una rama útil y fecunda en una gran variedad de campos
de la Física; ejemplos de ello son los grupos compactos SU(2), SO(3) que aparecen en la Mecánica
Cuántica, el grupo Euclídeo E(3) o el grupo de Galileo, dentro de la Mecánica Clásica; o el grupo
de Lorentz homogéneo y el grupo de Poincaré en las teorías relativistas clásicas y cuánticas, y en
concreto como grupos asociados a las partículas relativistas.

2.3.1. Definición de grupo de Lie

El primer aspecto a considerar es el carácter geométrico del grupo de Lie, esto es, definir
el concepto de variedad diferenciable. Una variedad diferenciable n-dimensional es un espacio
topológico M tal que,

1. Existe un conjunto de cartas denotadas por (φα, Uα, Vα) de la variedad. Esto es, para Uα
abierto de M , y Vα abierto de Rn la aplicación φα : Uα −→ Vα es homeomorfismo, con
φα(Uα) = Vα.

2. Que exista un atlas de la variedad, es decir, un conjunto de cartas que recubran completa-
mente a M : M ⊂ ⋃α Uα.

3. Que los homeomorfismos φα ◦ φ−1
β : φβ(Uα ∩Uβ) −→ φα(Uα ∩Uβ), entre abiertos en Rn, sean

isomorfismos diferenciables. Esto concede la diferenciabilidad a la variedad.
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De manera concisa, una variedad diferenciable es aquella que se puede identificar, localmente (pero
para todos sus puntos, de ahí la exigencia del atlas), con abiertos del espacio Rn [19, §1.3]. La
dimensión de la variedad se define como la dimensión del espacio Rn.

El siguiente aspecto a tratar es cómo dotar a la variedad de estructura de grupo. Esto implica
construir un producto entre elementos de la variedad y una aplicación de inversión. No obstante,
puesto que el conjunto de elementos posee estructura diferenciable se pide, además, que estas
operaciones sean diferenciables.

Definición 2.3.1. Un grupo de Lie es una variedad M diferenciable con estructura de grupo y
tal que las operaciones de grupo son diferenciables,

G×G −→ G : (x, y) 7→ xy

G −→ G : x 7→ x−1

En conclusión, desde otra perspectiva4, un grupo de Lie es, en particular, un grupo cuyos
elementos dependen continuamente de ciertos parámetros, y además, sus operaciones son diferen-
ciables. Con mayor profunidad, esto es, para una carta (φ,U, V ), se puede describir los elementos
del abierto U ⊂M según la parametrización φ−1(x), con x ∈ V .

2.3.2. Álgebra de Lie

La variedad de un grupo de Lie suele tener una estructura complicada que se aleja de la forma
lineal; sin embargo, se puede restringir el trabajo en un entorno de la identidad de tal manera que
se pueda aproximar los elementos del grupo por elementos en el espacio tangente en la identidad.
Debido a la estructura diferenciable, el espacio tangente contiene suficiente información del grupo
como para suponer una buena aproximación. Esta idea se conoce como linealización [9] y motiva
la definición siguiente, de álgebra de Lie.

Definición 2.3.2. Un algebra de Lie compleja finita-dimensional es un espacio vectorial g
complejo de dimensión finita junto a una aplicación [·, ·] : g × g −→ g, conocida como corchete
de Lie, que verifica:

1. [·, ·] es bilineal.

2. [·, ·] es antisimétrica (skew-symmetric): [X,Y ] = −[Y,X] para todo elemento X,Y ∈ g.

3. y verifica la identidad de Jacobi, para X,Y, Z ∈ g,

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

4Quizá una perspectiva más común en la literatura física, [9].
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Además, se define un homomorfismo de álgebras de Lie como una aplicación Φ : g −→ h
entre dos álgebras de Lie (g, [·, ·]g) y (h, [·, ·]h) tal que respeta su estructura de corchete, es decir,
[Φ(X),Φ(Y )]h = Φ([X,Y ]g).

Cada grupo de Lie se podrá asociar a su álgebra de Lie definida sobre el espacio tangente en la
identidad a través del proceso de linealización. Una forma de entender esta asociación es a través
del argumento de linealización de Gilmore [9].

La idea es construir el álgebra de Lie linealizando el grupo de Lie, esto es, expandiendo en serie
de Taylor la parametrización de un elemento en un entorno de la unidad de tal manera que se pueda
vincular con el espacio tangente. Conviene notar que el grupo de Lie es homogéneo, en el sentido
de que todo punto es localmente semejante a cualquier otro punto de la variedad diferenciable
y por tanto es válido tomar la expansión en un único entorno, entorno a la unidad, debido a las
propiedades algebraicas de este elemento. Para comprender el significado de la homogeneidad basta
ver que todo entorno V de un punto x ∈ G se puede llevar por traslación a un entorno de otro punto
y ∈ G; para ello, se toma la multiplicación por yx−1 por izquierda de tal manera que V 7−→ yx−1V
es entorno de y. Además, ambos entornos son homeomorfos debido a las propeidades de continuidad
del producto y la inversión de elementos.

Por tanto, se considera φ(x) parametrización de un elemento entorno a la identidad, e. Es decir,
esto equivale a escoger una carta (φ−1, U, V ), con φ−1 : U ⊂ G −→ V ⊂ Rn y tal que e ∈ U . Si se
supone que φ(0) = e, y por tanto, que V es un entorno de 0, entonces la expansión puede escribirse
como

φ(δx) = e+
∑
i

δxi
∂φ(0)
∂xi

+O(δ2x) (2.8)

Donde O(δ2x) denota el resto de los términos, como O de Landau. Si se redefinenMi ≡ ∂φ(0)
∂xi

, estos
se pueden identificar con los vectores generadores del espacio tangente [19]. Luego, la linealización
se puede representar como

φ(x) 7−→ e+
∑

δxiMi (2.9)

Los elementos del álgebra serán las combinaciones lineales de los generadoresMi con el corchete
de Lie dado por [X,Y ] = XY − Y X para X,Y elementos del álgebra. Conviene notar que los
elementos del álgebra son operadores (campos de vectores evaluados en la identidad), y por tanto,
está bien definida la composición XY o Y X5.

Comentario 2.3.3 (Aplicación exponencial). Cabría preguntarse si es posible invertir la linea-
lización, es decir, dado un elemento del álgebra de Lie se puede recuperar un elemento del grupo.
La respuesta es afirmativa siempre que se considere un entorno de la identidad; la aplicación que
lleva al elemento del álgebra en el grupo se conoce como aplicación exponencial.

Para motivar su expresión, se considera un operador X del álgebra y un parámetro real ε. Por el
proceso de linealización, se puede encontrar un elemento del grupo, en un entorno de la identidad,
tal que se identifique con (e + εX). Si se quiere desplazar este punto lejos de la identidad puede
multiplicarse k-veces por sí mismo (e+ εX)k; en particular, el límite siguiente también es elemento

5Se puede hacer una construcción más rigurosa de esta parte: dotar al espacio tangente en la identidad de estructura
de álgebra de Lie a partir del álgebra de campos de vectores invariantes por traslación por izquierda (ver, por ejemplo,
[19, §5.4]). Se ha preferido omitir todos estos detalles en pos de una construcción más intutiva.
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del grupo

ĺım
k−→∞

(e+ 1
k
X)k =

∞∑
n=0

Xn

n! ≡ exp(X) (2.10)

Por tanto, con este proceso se pueden obtener elementos del grupo a través de elementos del álgebra.
No obstante, conviene notar que solo se verifica para un entorno de la identidad y que, salvo ciertas
excepciones, no se puede extender a todo el grupo.

2.3.3. Constantes de estructura

La idea de los párrafos anteriores ha sido linealizar el grupo de Lie G definiendo así el álgebra
de Lie g asociada al grupo. Puesto que esta linealización es local el álgebra solo admite propiedades
locales del grupo, no globales. No obstante, el álgebra permite caracterizar bien al grupo; una
manera de hacerlo es especificando la acción del corchete de los elementos del álgebra.

Puesto que el álgebra de Lie se ha construido sobre el espacio tangente, su dimensión es la
misma que la del espacio tangente en la identidad. Por ser espacio vectorial, puede escogerse una
base de n operadores. Sea {Xi : i = 1, ..., n} base, debido a la superposición lineal, basta especificar
el corchete de los n-elementos del álgebra para caracterizarla,

[Xi, Xj ] = CkijXk (2.11)

donde se ha tomado el criterio de sumación de Einstein sobre los índices k. Las constantes Ckij se
llaman constantes de estructura y determinan completamente la estructura del álgebra de Lie
[9].

2.3.4. Operador de Casimir

Un operador de Casimir, C, es un elemento distinguido del centro del álgebra universal
envolvente6 del álgebra de Lie, y por tanto, conmuta con todos los elementos del grupo [11, §10.2].
Si se consideran representaciones unitarias e irreducibles del grupo entonces, en virtud del Lema de
Schur 2.2.4, el operador de Casimir toma la forma de múltiplo de la identidad, es decir, C = λId.

Esta característica es importante, pues permite clasificar representaciones unitarias e irreduci-
bles de un grupo a través de los autovalores del operador de Casimir, es decir, de λ. Por ejemplo,
permite obtener las representaciones del grupo SO(3), obtener las representaciones del grupo eu-
clídeo E(2) o del grupo de Poincaré.

6El álgebra universal envolvente, denotada por U(g), del álgebra de Lie g es el álgebra más general que contiene
a g. Se construye como el cociente del álgebra tensorial ⊗g por el ideal bilateral I minimal que contiene a todos los
elementos de la forma X ⊗Y −Y ⊗X − [X,Y ] con X,Y ∈ g; es decir, U(g) ≡ ⊗g/I. Para más detalles consultar [11,
§9.2]
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2.4. Grupos matriciales de Lie

2.4.1. Definición y primeros ejemplos

Los grupos de Lie que más aparecen en Física son los grupos matriciales, es decir, aquellos
grupos que pueden expresarse en forma de matrices (grupo de rotaciones tanto en el espacio como
en el plano, grupo de Lorentz, etc.)

Se define el grupo lineal general, GL(n;C), como el grupo de matrices complejas, invertibles
y n× n dimensionales.

Definición 2.4.1. G ⊂ GL(n;C) es grupo matricial de Lie si es subgrupo de GL(n;C) y además
verifica que, para toda sucesión de matrices {An} de G y tal que converja en A, entonces o A ∈ G
o A es no invertible (y por tanto, A /∈ GL(n;C)).

La traducción de la teoría de Lie al lenguaje matricial es inmediata: el álgebra de Lie asociada
es un espacio vectorial sobre GL(n;C) donde el corchete de Lie toma la forma de conmutador
matricial, [X,Y ] = XY − Y X. Es más, la aplicación exponencial se convierte en la exponencial
matricial exp(A) = ∑∞

n=0
An

n! .

Ejemplo 2.4.2 (Grupo unitario especial). El grupo unitario especial se define como el
grupo matricial SU(n) de matrices unitarias y con determinante unidad,

SU(n) = {A ∈ GL(n;C) : AA+ = Id y det(A) = 1}. (2.12)

El álgebra asociada se construye de la siguiente manera: basta tomar una curva en torno a la
identidad, es decir, Q(t) ∈ SU(2) tal que Q(0) = Id y d

dtQ(t)
∣∣∣
t=0

= A. Obsérvese que esta curva
puede tomarse como Q(t) = etA. Diferenciando Id = Q+(t)Q(t),

0 =
(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Q+
)
Q(0) +Q+(0)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Q

)
= A+ +A. (2.13)

Que implica la condición A+ = −A. Por otro lado, ya que det
(
etA
)

= etr(A), donde tr(A) denota
la traza de A, entonces

d

dt
det(Q(t))

∣∣∣∣
t=0

= tr(A) = 0, (2.14)

ya que det(Q(t)) = 1. Se concluye que el álgebra de SU(2) es

su(2) = {A ∈ GL(2;C) : A+ = −A y tr(A) = 0}. (2.15)

De mayor interés es el caso n = 2, que se identifica con el grupo de rotaciones de espín. Una
base del álgebra está formada por las matrices

τ1 =
(

0 −i
−i 0

)
, τ2 =

(
0 −1
1 0

)
, τ3 =

(
−i 0
0 i

)
. (2.16)
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No obstante, la forma más común de dar la base es en la forma de matrices de Pauli,

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (2.17)

Los factores de estructura están dados por las relaciones de conmutación

[τi, τj ] = εijkτk. (2.18)

Con εijk el tensor de Levi-Civita, o tensor totalmente antisimétrico.

Ejemplo 2.4.3 (Grupo ortogonal especial). El grupo ortogonal especial se define como el
grupo SO(n) de matrices ortogonales con determinante unidad,

SO(n) = {A ∈ GL(n;R) : AAT = Id y det(A) = 1} (2.19)

donde AT denota la matriz traspuesta de A. Como se puede observar, guarda bastante semejanza
con el grupo SU(n), donde se sustituye la matriz adjunta por la traspuesta. Por tanto, aplicando
el mismo razonamiento del ejemplo anterior se puede encontrar la condición sobre el álgebra

so(n) = {A ∈ GL(n;R) : AT = −A} (2.20)

La condición de traza nula está incluida en AT = −A ya que exige que la diagonal de la matriz sea
nula.

Hay dos casos de interés para el propósito de este trabajo, n = 2 y n = 3.

El caso n = 2 es el grupo de rotaciones en el plano. Por las condiciones impuestas sobre el
álgebra so(2) el generador más sencillo solo puede ser

J =
(

0 −1
1 0

)
(2.21)

En este caso el grupo es abeliano y conexo, luego la aplicación exponencial es sobreyectiva;
de este modo, los elementos del grupo SO(2) pueden expresarse en función de este genera-
dor según A = eθJ , para θ ∈ [0, 2π). Un cálculo sencillo sobre las potencias del generador
demuestra que

eθJ = cos θ
(

1 0
0 1

)
+ sin θ

(
0 −1
1 0

)
=
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
. (2.22)

Y por tanto se recupera el elemento del grupo como matriz de rotación. En la literatura física
[26] al generador infinitesimal J se le vincula con el operador momento angular de las
rotaciones en el plano.

El caso n = 3 se relaciona con las rotaciones en el espacio. Una base está dada por los
generadores

J1 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 , J2 =

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 y J3 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 (2.23)
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En este caso las reglas de conmutación son [Ji, Jj ] = εijkJk. Es interesante observar que se
obtienen los mismos factores de estructura que para el álgebra de SU(2); es más, se puede
construir un isomorfismo su(2) −→ so(3). Esto sugiere una relación interesante entre ambos
grupos (puede consultarse [6, §6.7]): se verifica que

SO(3) ∼= SU(2)/{±Id} (2.24)

a través de la acción de la aplicación adjunta. Es decir, SU(2) recubre doblemente a
SO(3)7.

Desde una perspectiva física, los generadores infinitesimales {Ji} se relacionan con los opera-
dores de momento angular respecto a cada eje. De este modo, la relación anterior sugiere
tomar SU(2) como generador de momento angular; de este modo, a este momento angular se
le denomina espín.

2.4.2. Representaciones de grupos matriciales

Se puede definir una representación sobre un grupo matricial de Lie como un homomorfismo
G −→ GL(V ) con V espacio vectorial de dimensión finita. De la misma manera, se puede definir
una representación del álgebra de Lie g sobre GL(V ). Las propiedades de representaciones descritas
en subsecciones anteriores se aplican de manera natural sobre los grupos de Lie y álgebras de Lie.

Es de interés la siguiente proposición que identifica de manera única la representación del grupo
matricial de Lie con la representación del álgebra de Lie asociada.

Proposición 2.4.4. Sea G grupo matricial de Lie, g su álgebra de Lie, Π : G −→ GL(V ) repre-
sentación de G finito-dimensional. Entonces, existe una única representación π : g −→ GL(V ),
que actúa sobre el mismo espacio V , dada por

Π(eX) = eπ(X)

para todo elemento X ∈ g. Además, la representación π puede obtenerse según

π(X) = d

dt
Π(etX)

∣∣∣∣
t=0

que verifica
π(AXA−1) = Π(A)π(X)Π(A)−1

para X ∈ g y A ∈ G.

Para finalizar el apartado se mencionan varios resultados de interés sobre representaciones,

7Sin entrar en mayor detalle, el recubrimiento doble del gurpo SO(3) implica que existen dos clases distintas de
representaciones para este grupo. Desde una perpsectiva física, cada clase se puede asociar con un tipo de partícula:
fermiónica o bosónica [7, §3.5]
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Proposición 2.4.5.

1. Si G es grupo matricial de Lie conexo, la representación Π del grupo es irreducible si y solo
si π es irreducible.

2. Si G es grupo matricial de Lie compacto entonces toda representación finito-dimensional es
completamente reducible.

2.5. Tres ejemplos de representaciones

2.5.1. Grupo SO(2)

El grupo SO(2) es el grupo de las rotaciones en el plano (Ejemplo 2.1.2). Por ser grupo abe-
liano y compacto las representaciones reducen completamente en representaciones irreducibles uni-
dimensionales (Corolario 2.2.5), denotadas por πm(θ), donde m es un valor que caracteriza a la
representación y θ ∈ [0, π) el ángulo que parametriza la rotación. Si se exige la unitariedad de las
representaciones, entonces la única opción es que la representación unitaria e irreducible tome la
forma de

πm(θ) = eimθ (2.25)

En efecto, πm(θ)πm(φ) = πm(θ + φ). No obstante, se debe verificar πm(θ + 2π) = πm(θ) ya que
toda rotación en un ángulo de θ + 2π equivale a una rotación en θ. Esta ecuación implica que el
valor m sea entero. Se concluye,

Proposición 2.5.1. Las representaciones irreducibles y unitarias del grupo SO(2) están dadas por,

R(θ) ∈ SO(2) 7−→ πm = eimθ, m ∈ Z (2.26)

2.5.2. Grupo SO(3)

El grupo SO(3) es el grupo de rotaciones en el espacio, es conexo y compacto. En este caso, las
representaciones unitarias e irreducibles no pueden obtenerse de una manera tan sencilla como en
el caso anterior. Se puede abordar de dos maneras, o calculando las representaciones del espacio
recubridor y trasladarlas a este grupo (siguiendo el texto de Folland [6] y Deitmar [5]) o trabajando
con el álgebra de Lie del grupo. Esta segunda opción es la común en la literatura física debido a su
significado físico. A continuación se muestra el resultado (la construcción puede verse en cualquier
texto de Mecánica Cuántica; aquí se recomienda el texto de Tung [34, §7] o el texto de Hall [12,
§17], que incide mejor en el contenido de la teoría de grupos).
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Proposición 2.5.2. Las representaciones irreducibles del álgebra so(3) están caracterizadas por
un autovalor de momento angular j, entero positivo o semientero positivo; la dimensión de la
representación es 2j + 1. La representación de los generadores se puede especificar de la siguiente
manera, donde se escriben los elementos de matriz,

(J1)mm′ = −1
2
√

(j −m)(j +m′)δmm′+1 + 1
2
√

(j −m′)(j +m)δmm′−1

(J2)mm′ = i
2
√

(j −m)(j +m′)δmm′+1 + i
2
√

(j −m′)(j +m)δmm′−1

(J3)mm′ = mδmm′

(2.27)

escritos en una base ortonormal bajo la cual diagonaliza la representación de J3. Los índices m,m′
toman los valores en {−j, 1− j, ..., j − 1, j}.

Además, el operador J2 = J2
1 + J2

2 + J3
3 es operador de Casimir tal que

(J2)mm′ = j(j + 1)δmm′ (2.28)

Para obtener la representación del grupo bastaría con utilizar la Proposición 2.4.4. Otra forma
común de dar la representaciones es en términos de los armónicos esféricos (ver [5]), que es la
representación sobre el espacio de funciones de cuadrado integrable, o espacio L2.

Ejemplo 2.5.3 (La representación irreducible de j = 1
2). El ejemplo más sencillo está dado

por la representación de j = 1
2 . El espacio de representación tiene dimensión 2 y la representación

de los generadores toma la forma

J1 =
(

0 1
2

1
2 0

)
, J2 =

(
0 −i

2
i
2 0

)
, y J3 =

(
1
2 0
0 −1

2

)
, (2.29)

Con cierta sorpresa se recuperan las matrices de Pauli, de la forma Jk = σk
2 . Como ya se comentó,

el álgebra su(2) y so(3) son isomorfos.

Ejemplo 2.5.4. La representación irreducible de j = 1 Este es el segundo caso más sencillo de
representación del grupo SO(3). En este caso el espacio es 3-dimensional y los generadores toman
la forma

J1 = 1√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 J2 = 1√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 J3 =

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 , (2.30)

Comentario 2.5.5 (Diferencia entre autovalores semienteros y enteros). La existencia de
dos tipos de autovalores del momento angular, semientero o entero, tiene su origen en el doble
recubrimiento del grupo (recubrimiento dado por SU(2)). Sin entrar en detalle, la naturaleza de
cada tipo de autovalor puede verse en el siguiente ejemplo: si se supone una rotación de ángulo 2π
entorno al eje z (por simplicididad), entonces la matriz de rotación toma la forma de R(2π) = e2πJ3 ;
en función del valor de j para la representación se tiene

si j = 1/2 7−→ Rj=1/2(2π) = −I, si j = 1 7−→ Rj=1(2π) = I

Por tanto, para la representación j = 1 (y para cualquier representación entera) una rotación 2π
opera como una rotación total en el espacio de representaciones; mientras que, por otro lado, para
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j = 1/2 (y también para toda representación semientera) opera cambiando la orientación (como
rotación en ángulo π). La identidad se consigue con una rotación de ángulo 4π.

Por sorprendente que parezca, esta es la naturaleza del espín de partículas elementales: como
electrones (espín 1/2), bosones gauge (espín 1), etc. . Esta naturaleza obliga a considerar estas
representaciones, tanto semienteras como enteras, para explicar el comportamiento de las simetrías
internas de estas partículas. Por ello, el grupo SU(2) se conoce como grupo de espín. El libro de
Folland [7, §3.5] o el libro de Varadarajan [35, §9.4] profundizan en ello.

2.5.3. Grupo Euclídeo E(2)

El grupo euclídeo es sin duda el grupo más interesante desde un punto de vista formal. Por
un lado, puesto que no es ni abeliano ni compacto necesita del método de Mackey (§2.2.3) para
obtener sus representaciones a través del mecanismo de inducción; por otro lado, la forma del grupo
euclídeo es semejante a la del grupo de Poincaré, y por tanto, será útil investigar este grupo como
paso preliminar, preparatorio. En estas líneas se exponen los resultados principales.

Definición 2.5.6. El grupo euclídeo E(n) se define como el grupo de movimientos rígidos en
Rn, es decir, el grupo formado por traslaciones y rotaciones en el espacio.

Los elementos del grupo se denotan por (R, a), con R ∈ SO(n) y a ∈ Rn. La acción natural
del grupo, sobre el espacio afín Rn, está dada por

(R, a)x = Rx+ a, con x ∈ Rn (2.31)

Nótese que se ha identificado el grupo de traslaciones con el grupo aditivo (Rn,+). La acción
anterior permite asociar el grupo euclídeo con el subgrupo de GL(n+ 1;R) siguiente

(R, a) ≡


a1

R
...
an

0 · · · 0 1

 , R ∈ SO(n) y a ∈ Rn. (2.32)

De la forma matricial se desprende de manera natural las leyes del grupo,

{
(R, a)(T, b) = (RT, a+Rb)
(R, a)−1 = (R−1,−R−1a)

(2.33)

Respecto a la forma, el grupo euclídeo es producto semidirecto de las rotaciones con las traslaciones;
es decir, E(n) = SO(n)nRn. El subgrupo de traslaciones toma el papel de grupo normal y abeliano.
De este modo, se puede utilizar la metodología de Mackey para clasificar todas las representaciones
irreducibles del grupo.
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Figura 2.1: Órbitas para el espacio de momentos asociado al grupo Euclídeo. Las órbitas toman
dos formas, como esferas #1 p2 = r2 o como órbita degenerada #2

Órbitas y grupos pequeños

El grupo dual del subgrupo de traslaciones se identifica con Rn y recibe el nombre de espacio
de momentos. La acción del grupo sobre el espacio de momentos puede tomarse como

(R, b)p = Rp (2.34)

Es decir, la acción del grupo puede definirse como la acción natural de las rotaciones de SO(n)
sobre el espacio de momentos. Las traslaciones no afectan al grupo dual.

Las órbitas del espacio de momentos están caracterizadas por r ∈ [0,∞) y toman la forma de

Or = {p : p2 = r2} (2.35)

En efecto, para un elemento p del espacio de momentos, su órbita se define como Op = {(R, b)p :
(R, b) ∈ E(n)} = {Rp : R ∈ SO(n)}. Ahora bien, ya que las rotaciones son unitarias, presevan la
norma euclídea; por tanto, la órbita queda descrita por la esfera (Rp)2 = p2 = r2, con r ∈ [0,∞).

De este modo, existen dos tipos de órbitas (ver Tabla 2.1 y Figura 2.1):

1. Órbita no degenerada, esfera en el espacio de momentos con radio r > 0, en la Figura,
representada por #1.
El grupo pequeño asociado es isomorfo a SO(n − 1). En efecto, escogiendo el representante
de la órbita p = (1, 0, ..., 0)T los elementos del grupo pequeño son aquellos que verifican la
ecuación Rp = p, explícitamenteR11 · · · R1n

... . . . ...
Rn1 · · · Rnn


1
...
0

 =

1
...
0


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Se llega a que los únicos elementos de SO(n) que dejan invariante al elemento deben ser
las rotaciones que no involucran al primer elemento. Estas rotaciones forman un subgrupo
identificado con SO(n − 1). Se puede probar que las representaciones inducidas a partir de
esta órbita son infinito-dimensionales [3].

2. Órbita degenerada con r = 0. Coincide con el origen, {0}, denotado por # 2. El grupo
pequeño es, por tanto, todo SO(n). De este modo, las representaciones inducidas se pueden
asociar directamente con las representaciones unitarias e irreducibles del grupo SO(n); son
por tanto finito-dimensionales [3].

Tipo de órbita grupos pequeños asociado Representación inducida
Esfera de radio r > 0 SO(n− 1) Infinito-dimensionales
Origen, con r = 0 SO(n) Finito-dimensionales

Cuadro 2.1: Clasificación de los grupos pequeños del Grupo Euclídeo y de sus representaciones
inducidas

Caso particular E(2)

El grupo euclídeo E(2) es el grupo asociado a las rotaciones y traslaciones en el plano y tomará
el papel de grupo pequeño para el grupo de Poincaré; este es el motivo de su estudio particular.

Posee estructura de grupo matricial de Lie de dimensión 3, bajo la identificación de los elementos
con las matrices afines (2.32). El álgebra asociada estará construida por el generador infinitesimal del
subgrupo de rotaciones de SO(2), denotado por J , y los genereradores del subgrupo de traslaciones,
P1, P2:

J =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 , P1 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , P2 =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 . (2.36)

Las reglas de conmutación están dadas por{
[P1, P2] = 0
[J, Pk] = εkmPm

(2.37)

con εkm el tensor antisimétrico de dimensión 2.

Se puede construir un operador de Casimir sobre el álgebra de E(2).Se define como P 2 =
P 2

1 + P 2
2 (la prueba es sencilla utilizando las reglas de conmutación anterior). Sobre la órbita

p2 = r2 el operador diagonaliza tomando p2 como autovalor. Este operador ayudará a clasificar las
representaciones inducidas.

Las representaciones irreducibles y unitarias inducidas se clasifican según la órbita,

Órbita degenerada, r = 0. El grupo pequeño es SO(2). De este modo, las representaciones
inducidas se identifican directamente con las representaciones del grupo pequeño. Son por
tanto unidimensionales, pero no fieles.
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Desde el punto de vista del álgebra de Lie, el operador de Casimir P 2 se anula (tiene por
autovalor 0). Por tanto, las representaciones se caracterizan por el par (0,m), con m ∈ Z, y
se denotan como π0,m.

Órbita no degenerada, con r > 0. El grupo pequeño es SO(1) = {Id}. En este caso son
fieles e infinito-dimensionales. Una manera de escribir la representación de manera explícita
es trabajando con el álgebra, como se hizo para el caso SO(3). Se puede probar que los gene-
radores infinitesimales toman la siguiente forma [34, §9.2], donde se representan los elementos
de matriz, 

(J)mm′ = mδmm′

(P1)mm′ = − i
2pδmm′+1 + i

2pδmm′−1

(P2)mm′ = −1
2pδmm′+1 − 1

2pδmm′−1

(2.38)

donde m ∈ Z y p = +
√
r que se escoge en su rama positiva. La base del espacio (espacio

infinito-dimensional, pues m no está acotado) es aquella que diagonaliza J .

El operador de Casimir P 2 diagonaliza bajo el autovalor p2 = r2. Por tanto, las representaciones
del grupo quedan caracterizadas por este valor p2 = r.
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Capítulo 3

Estudio sobre el grupo de Poincaré

En este capítulo se estudia en profundidad el grupo de Poincaré, definido como el grupo de
simetrías espacio-temporales en el marco de la Relatividad Especial. En la primera sección se
introducen las nociones fundamentales de la Relatividad Especial: el espacio de Minkowski, como la
forma matemática del espacio-tiempo; y las transformaciones de Lorentz, como transformaciones de
simetría. En la segunda y tercera sección se estudian en profundidad el grupo propio de Lorentz y el
grupo de Poincaré, respectivamente. Para este último grupo se dará de manera explícita las órbitas
y los grupos pequeños (así como su interpretación física). La obtención de las representaciones se
hará en el siguiente capítulo.

La primera sección se ha apoyado en las notas del libro de Weinberg [38] y el libro de Tung [34].
Para la segunda y tercera sección se ha utilizado el texto de Kim [16] y Folland [6], [7].

3.1. Primeras nociones sobre Relatividad Especial

3.1.1. El espacio de Minkowski

El primer paso es establecer el marco matemático de la Relatividad Especial, es decir, la tra-
ducción a lenguaje matemático del formalismo de esta teoría. La construcción de este marco parte
de establecer qué es matemáticamente el espacio-tiempo, como lugar donde ocurren los fenóme-
nos físicos. Así, se puede definir el espacio-tiempo como un espacio afín cuatridimensional,
denotado porM, y cuyo espacio vectorial asociado es R4. Sobre este espacioM se establecen las
siguientes definiciones:

Los elementos del espacio afínM se llaman eventos y se denotan por x ≡ (x0, x1, x2, x3)T ,
donde {

x0 = ct coordenada temporal
xi, i = 1, 2, 3 coordenadas espaciales

.

Para denotar las coordenadas se utiliza la notación tensorial (más compacta) xµ : µ =
0, 1, 2, 3. El convenio de índices es el siguiente: los índices griegos ( µ, ν, ...) toman valores
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de 0, ..., 3; los índices latinos (i, j, k, ...) solo toman los valores 1, 2, 3. Es decir, representan
únicamante coordenadas espaciales. Otra manera compacta de escribir un evento es x ≡
(x0,x)T , donde x es un vector tridimensional (x1, x2, x3)T .

Fijar un sistema de referencia equivale a fijar un origen O del espacio afín y una base
vectorial de R4. De aquí se deduce que un cambio de sistema de referencia se escribe como
una transformación

x′ = Ax+ b

con x coordenadas del evento en el primer sistema de referencia, x′ coordenadas de dicho
evento evento en el segundo sistema de referencia, A matriz de cambio de base y b = O′ −O
desplazamiento del origen. En la notación tensorial se escribe

(x′)µ = Aµνx
ν + bµ,

con Aµν elementos de matriz de A.

Se consideran dos eventos x1, x2 de M. La diferencia entre ellos define un cuadrivector (un
elemento del espacio vectorial R4)

xµ = xµ1 − x
µ
2

La longitud del cuadrivector se define como

|x|2 = (x0)2 −
3∑
i=1

(xi)2 = c2t2 − (x)2 (3.1)

Esto permite dar la noción de intervalo entre eventos, como distancia espacio-temporal entre
dos sucesos. Esto es, para x, y ∈M se define el intervalo como

s(x, y) = |x− y| =
√

(c2t2 − (x)2) (3.2)

El punto importante de esta definición recae en lo siguiente. La ecuación del frente de ondas de
una señal de luz, emitida desde el origen en tiempo t = 0, verifica la sencilla ecuación |x|2 = 0. El
conjunto de eventos que verifican esta ecuación se conoce como cono de luz.
Nota. Para no cargar la notación, de ahora en adelante, se trabaja con el convenio de las unidades
naturales, es decir, c = 1 y ~ = 1.

Por otro lado, en términos más matemáticos, la definición anterior permite definir un producto
interno y una métrica.

Definición 3.1.1. Sobre el espacio vectorial R4 se define el producto interno lorentziano como
un semi-producto interno dado por: si x, y ∈ R4,

〈x, y〉 = x0y0 −
3∑
i=1

xiyi = xµy
µ

34



3.1. PRIMERAS NOCIONES SOBRE RELATIVIDAD ESPECIAL

En la última expresión se ha utilizado el convenio de sumación de Einstein con la notación
tensorial de cuadrivectores: xµyµ. Otra forma de definir este producto interno es a través del
tensor métrico, que actúa como aplicación bilineal. El tensor métrico se puede escribir como:

en la notación matricial, como una matríz diagonal

G = diag(+1,−1,−1,−1)

en la notación tensorial, los elementos de matriz de G se denotan por gµν tal que

g00 = 1, g11 = −1, g22 = −1, g33 = −1 y el resto 0

Se reescribe el producto lorentziano como

〈x, y〉 = xTGy, en la notación matricial

〈x, y〉 = gµνx
µyν , en la notación tensorial.

El producto lorentziano define una “métrica”1, llamada métrica de Minkowski sobre el espacio
vectorial R4, dada por |x|2 = gµνx

µxν . El espacio afínM equipado con esta métrica define el marco
matemático del espacio-tiempo relativista, el espacio de Minkowski.

Definición 3.1.2. Se define el espacio de Minkowski como el espacio afín M cuyo espacio
vectorial asociado es R4, equipado con la métrica de Minkowski. Es decir, el intervalo entre dos
eventos x, y está dada como

s(x, y) =
√
gµν(xµ − yµ)(xν − yν)

Una vez definido el espacio de Minkowski el siguiente paso es estudiar la traducción matemática
de los principios de la Relatividad Especial. No obstante, antes de nada, conviene hacer los siguientes
comentarios.

Comentario 3.1.3 (Semi-producto interno). El producto lorentziano no define una norma sino
una semi-norma. De ahí que se señale como semi-producto interno. En efecto, se puede encontrar
x ∈ R4 : x 6= 0 y |x| = xνx

ν = 0, que no es más que el cono de luz.

De la misma manera, la métrica de Minkowski no define una métrica, en su sentido estricto,
sino una pseudo-métrica (no es definida positiva).

Comentario 3.1.4 (Notación tensorial). La escritura tensorial no es solo una notación, sino
posee mayor sutileza. De forma compacta diferencia entre elementos vectoriales, definidos sobre R4,
y elementos del dual, (R4)∗; también establece una conexión entre ambos tipos de objetos [38]. En
detalle, sea {(ei)µ : i = 0, ..., 4} una base del espacio vectorial R4, escrita en la notación tensorial.

1Realmente define una pseudo-métrica, por no ser definida positiva. En un comentario posterior se explica de
manera más precisa.
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Se puede construir la base del espacio dual, (R4)∗, asociada a la base anterior a través de tensor
métrico según

(ei)µ = gµν(ei)ν

En efecto, por las propiedades del tensor, como aplicación bilineal, {(ei)µ} define una base del dual.
Nótese que la base de este espacio se escribe con índices abajo; mientras que la base primera se
escribe con índices arriba. Esta idea permite dar la siguiente interpretación de índices: las compo-
nentes de los elementos del espacio vectorial, los cuadrivectores, se denotan con índices arriba lo
que se conoce como notación contravariante; los objetos del dual se denotan con índices abajo,
lo que se conoce como notación covariante. Además, la métrica establece una forma natural de
transformar objetos contravariantes en covariantes, y viceversa,{

xµ = gµνx
ν

xµ = gµνxν
, (3.3)

donde la métrica toma la misma forma, es decir, gµν = gµν . Conviene notar que los objetos con-
travariantes pueden identificarse como vectores xµ ≡ (x0, x1, x2, x3)T , mientras que los objetos
covariantes toman la forma de vectores traspuestos, xµ ≡ (x0,−x1,−x2,−x3), donde el signo (−)
es debido a la transformación por la métrica. De este modo, se puede reinterpretar el convenio de
sumación de Einstein como un producto covariante-contravariante2 xµx

µ = gµνx
νxµ.

Esta idea se puede extender a todo tipo de objetos que trabajen sobre el espacio vectorial o el
dual. Por ejemplo, las aplicaciones lineales (las matrices) toman la siguiente forma,

x′ = Ax −→ (x′)µ = Aµνx
ν

En efecto, basta ver que cada coordenada (x′)µ se puede escribir como producto interno entre la
fila µ-ésima y el vector transformado. Esta columna tendrá forma covariante denotada por (Aµ) ν ,
donde µ hace referencia a la columna y ν es el índice que recorre las coordenadas.

3.1.2. Las transformaciones de Lorentz

Los dos principios fundamentales de la Relatividad Especial son: (i) la velocidad de la luz en
el vacío es constante para cualquier sistema de referencia inercial, (ii) las leyes físicas deben ser las
mismas para todo sistema de referencia. La traducción matemática de estos principios (es decir, la
traducción geométrica sobre el espacio de Minkowski) se consigue al considerar los siguientes dos
puntos.

1. Se restringen las transformaciones entre sistemas de referencias de tal manera que las trans-
formaciones verifiquen unas condiciones muy particulares. Se consideran dos sistemas de refe-
rencia, denotados por R ≡ (O, {(ei)µ}) y R′ ≡ (O′, {(e′i)µ}), donde O,O′ representa el origen
para cada sistema de referencia y {(ei)µ}, {(e′i)µ} la base en R4. Entonces, se exige que la
transformación entre

R −−−−−−−→ R′
2Debido a esta observación el producto interno puede definirse directamente como 〈x, y〉 = xµy

µ. Quizá resulte
extraño expresarlo como “producto” de dos objetos de espacios distintos, uno cuadrivector y otro elemento del dual, sin
embargo está justificado por el Teorema de Representación de Riesz [5, Th. B.2.1] que permite definir unívocamente
una función del dual tal que φx( · ) = 〈x, · 〉, para x ∈ R4 fijo pero arbitrario. Esta función φx coincide con xµ.
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conserve la métrica de Minkowski, i.e. el intervalo espacio-temporal entre eventos. En detalle,
si la transformación se escribe como{

x′ = Λx+ b , o
(x′)µ = Λµνxν + bµ en notación tensorial.

(3.4)

entonces para x, y ∈ R4 cuadrivectores se debe verificar:

〈x, y〉 = 〈x′, y′〉 = 〈Λx,Λy〉.

Es decir, la matriz Λ debe preservar el producto interno lorenztiano. Al conjunto de estas
transformaciones se les llama transformaciones Lorentz.
Físicamente esta condición implica (i). En efecto, la ecuación del frente de onda de una señal
luminosa se escribe como el cono de luz |x|2 = 0 para el primer sistema de referencia; aplicando
la transformación, ya que esta preserva el intervalo espacio-temporal, la ecuación se seguirá
escribiendo como |x′|2 = 0. Al comparar ambas expresiones se llega a la conclusión de que la
velocidad de la luz es idéntica en ambas.

2. En segundo lugar, se establece que todo objeto con contenido físico transforma entre dos
sistemas de referencia mediante una transformación Lorentz. Es decir,{

Φ(x′) = Φ(x) para una función escalar
(A′)µ(x′) = ΛµνAν(x) para una función vectorial, contravariante.

(3.5)

Esta reescritura de las leyes físicas, conocida como forma covariante, permite establecer el
principio (ii). No obstante, no se quiere profundizar más en esto; para mayor detalle, consultar
[38] [34].

Los dos puntos anteriores permiten reconsiderar la teoría de la Relatividad Especial desde una
perspectiva geométrica3. Es decir, permiten reescribir los principios en torno a las transformaciones
de Lorentz: la física de un sistema físico será invariante bajo transformaciones de Lorentz; o
equivalentemente, existe una simetría del sistema físico asociada con el cambio de sistemas de
referencia bajo estas transformaciones.

Incidiendo más en la idea, desde la perspectiva geométrica, la Relatividad Especial de Einstein
generaliza las propiedades de isotropía y homogeneidad del espacio 3-dimensional (propiedades
sobre las que se asienta la invarianza de la Mecánica Newtoniana) para introducir la componente
temporal. Dicho de otra manera, «el principio básico de la Teoría de la Relatividad es que existe
una simetría fundamental entre las tres dimensiones espaciales y la dimensión temporal que se
manifiesta de forma directa en la conservación de la velocidad de la luz en todos los sistemas de
referencia» [34, pg. 173]

En las secciones siguientes se estudiará en profundidad las simetrías de la Relatividad Especial,
esto es, las transformaciones de Lorentz dadas por

x′ = Λx+ b. (3.6)

El primer caso a estudiar son las llamadas transformaciones de Lorentz homogéneas, que
verifican b = 0, i.e. no hay traslación del origen (es más, si se toma el origen como O = 0 se pueden

3Esto es una realización práctica del Programa de Erlangen de Felix Klein escrito en 1872. Una traducción en
inglés del manuscrito original en alemán puede verse en [17]
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identificar con automorfismos del espacio vectorial R4). Estas transformaciones forman un grupo,
el grupo de Lorentz. El segundo caso son las transformaciones de Lorentz no homogéneas,
con b 6= 0, y por tanto contiene traslaciones del origen. También posee estructura de grupo y recibe
el nombre de grupo de Poincaré. Este último será el grupo principal, pues contiene todas las
simetrías para el espacio de Minkowski.

3.2. Grupo propio de Lorentz

Como ya se introdujo antes, en esta sección se estudian las transformaciones de Lorentz ho-
mogéneas, es decir, las que no consideran traslaciones. Si se identifica el origen O = 0, entonces
se puede entender la transformación como un automorfismo de R4 (equipado con la métrica de
Minkowski), {

x′ = Λx en notación matricial
(x′)µ = Λµνxν en notación tensorial

(3.7)

tal que preserva el producto lorentziano.

El conjunto de transformaciones homogéneas posee estructura de grupo, el grupo de Lorentz,
cuya acción natural sobre R4 es la dada por (3.7).

3.2.1. Definición y primeras propiedades

Definición 3.2.1. El grupo de Lorentz, denotado por O(1, 3), es el grupo de transformaciones
lineales de R4 que preservan el producto interno lorentziano.

Bajo la definición anterior se puede caracterizar los elementos del grupo de la siguiente manera:
si Λ ∈ O(1, 3), entonces 〈Λx,Λy〉 = 〈x, y〉. Matricialmente esto es

(Λx)TG(Λy) = xTGy que equivale a xT (ΛTGΛ)y = xTGy.

Puesto que x, y ∈ R4 son arbitrarios se verifica

ΛTGΛ = G. (3.8)

La expresión anterior caracteriza matricialmente los elementos del grupo de Lorentz. Si Λµν son los
elementos de matriz de Λ, donde los índices µ identifican la fila y ν la columna, la igualdad anterior
se expresa como

gµνΛµσΛνλ = gσλ. (3.9)

Comentario 3.2.2. La ecuación anterior es la condición de ortogonalidad particularizada con la
métrica de Minkowski. Por tanto, el grupo O(1, 3) toma el mismo papel que el grupo ortogonal
O(4) sobre la métrica euclídea. Obsérvese que en el grupo de Lorentz O(1, 3) el primer número
denota la dimensión temporal y el segundo la dimensión espacial.
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Con la expresión (3.8) puede probarse de manera sencilla que O(1, 3) tiene estructura de grupo.
En efecto, la identidad I como matriz 4 × 4 verifica la expresión. Por otro lado, si Λ,Σ ∈ O(1, 3)
entonces

(ΣΛ)TG(ΣΛ) = (ΛTΣT )G(ΣΛ) = ΛT (ΣTGΣ)Λ = ΛTGΛ = G.

Y por último, dado Λ elemento del grupo, se encuentra que el inverso toma la forma

Λ−1 = GΛTG.

Para probarlo,
Λ−1Λ = GΛTGΛ = GG = I

y
ΛΛ−1 = ΛGΛTG = (ΛTGΛ)TG = GG = I.

En esta última expresión se ha utilizado la simetría de G (GT = G).

En este punto se quiere profundizar en la forma de los elementos de O(1, 3). Si se observa
con mayor detenimiento la ecuación (3.8) se concluye:

1. Esta impone 16 condiciones sobre los elementos Λµν . Sin embargo 6 de ellas son redundantes;
en efecto, obsérvese que (3.9), gµνΛµσΛνλ = gσλ, es invariante bajo permutación de índices
σ ←→ λ. Luego, con una cuenta sencilla, solo existirán 10 restricciones impuestas por la
expresión anterior. Se concluye que los elementos del grupo de Lorentz están determinados
por 16− 10 = 6 parámetros libres.

2. Por otro lado, calculando el determinante en la expresión (3.8) se llega a detΛ = ±1, puesto
que el determinate de ΛT coincide con Λ.

3. Además, si en (3.9) se impone σ = λ = 0 se llega a

(Λ0
0)2 = 1 +

∑
i=1,2,3

(Λi0)2 ≥ 1.

Se puede asegurar que el signo de Λ0
0 es o positivo o negativo en cada componente conexa

(por continuidad de Λ0
0).

Las notas previas dan una forma muy precisa de los elementos del grupo de Lorentz; es más,
se puede asegurar que O(1,3) se divide en 4 componentes conexas (no conectadas entre sí). Estas
componentes están determinadas por los homomorfismos no triviales

O(1, 3) −→ {+1,−1} : Λ 7−→ detΛ

O(1, 3) −→ {+1,−1} : Λ 7−→ signo(Λ0
0)

En efecto, puesto que los homomorfismos anteriores son continuos y su imagen posee dos compo-
nentes desconectadas se concluye que el grupo de Lorentz es no conexo con cuatro componentes no
conectadas, la intersección de la contraimagen de los anteriores homomorfismos.

Por otro lado, se pueden construir los subgrupo de Lorentz a través de los homomorfismos
anteriores. No obstante, solo uno de ellos, el grupo propio de Lorentz se corresponde con una única
componente conexa: la componente conexa de la identidad. Este subgrupo será el objeto de estudio
en las páginas siguientes.
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Definición 3.2.3 (Los subgrupos de Lorentz).

1. Grupo de Lorentz especial SO(1, 3) como el núcleo del homomorfismo det(Λ). Se defi-
ne, a su vez, el grupo ortocrono de Lorentz O+(1,3) como el núcleo del homomorfismo
signo(Λ0

0).

2. Grupo propio de Lorentz como SO+(1, 3) = SO(1, 3)∩O+(1, 3). Es decir, la componente
conexa de la identidad en O(1, 3).

A pesar de que solo interesará la componente conexa de la identidad, el grupo propio de Lorentz,
merece la pena hacer un comentario respecto a las demás componentes.

Comentario 3.2.4 (Reflexiones espaciales y temporales). Las demás componentes conexas
del grupo de Lorentz (sin considerar el grupo propio) están relacionadas con reflexiones tanto
temporales como especiales. Se tienen que tener en cuenta estas componentes cuando se trabaja
con las llamadas simetrías discretas. Estas simetrías están ligadas a propiedades de partículas
elementales como paridad o inversión espacial o reversibilidad temporal. Un estudio más profundo
se puede encontrar en [16, §III.6].

3.2.2. Construcción del grupo propio de Lorentz

El grupo SO+(1, 3) puede expresarse en términos de dos conjuntos de matrices: rotaciones
espaciales y boosts de Lorentz. Es más, se probará que los productos entre rotaciones espaciales
y boosts construyen todos los elementos del grupo.

• Rotaciones espaciales. Es el conjunto de rotaciones que solo afectan a la parte espacial.
Los elementos del conjunto se denotan por Λr(θ, φ, ψ) con

Λr(θ, φ, ψ) =


1 0 0 0
0
0 R
0

 (3.10)

donde R es una rotación 3×3 con ψ la cantidad rotada y (θ, φ) la dirección del eje de rotación.
Es interesante observar que es subgrupo de SO+(1, 3) e isomorfo a SO(3).

• Boosts de Lorentz. Es el conjunto de transformaciones particulares de espacio-tiempo que
se corresponde con un cambio de referencia entre dos sistemas que se mueven a velocidad
relativa v = tanh(ξ) en una misma dirección. El boost en la dirección del eje z, para un valor
ξ ∈ R, se denota por Λb(z, ξ) con

Λb(z, ξ) =


cosh ξ 0 0 sinh ξ

0 1 0 0
0 0 1 0

sinh ξ 0 0 cosh ξ

 (3.11)
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Así descrito, el boost es una transformación espacio-temporal en el plano (t, z). Un boost
general em la dirección (θ, φ) se escribe como,

Λb(θ, φ, ξ) = Λr(θ, φ, 0)Λb(z, ξ)[Λr(θ, φ, 0)]−1. (3.12)

Para ver esta transformación basta con observar que las rotaciones Λr(θ, φ, 0) actúan como
cambio de base de tal manera que envían el eje z en el eje (θ, φ). Así se obtiene la expresión
anterior.

Proposición 3.2.5 (Propiedades).

1. Las rotaciones espaciales verifican ΛTr = Λ−1
r .

2. Los boosts de Lorentz son simétricos, es decir, ΛTb = Λb.

3. Todo elemento de SO+(1, 3) se escribe como Λr(α, β, 0)Λb(z, ξ)[Λr(θ, φ, ψ)]−1

Demostración. La primera propiedad se establece de manera directa bajo el isomorfismo con el
grupo SO(3), pues la representación matricial de este grupo tiene la propiedad de ortogonalidad
(RT = R−1) y por tanto se hereda de manera natural consiguiendo ΛTr = Λ−1

r .

Para la segunda propiedad basta ver que

[Λb(θ, φ, ξ)]T =
[
Λr(θ, φ, 0)Λb(z, ξ)[Λr(θ, φ, 0)]−1]T

=
(
[Λr(θ, φ, 0)]−1)T Λb(z, ξ)T [Λr(θ, φ, 0)]T

= Λb(θ, φ, ξ)
Donde se ha utilizado la propiedad 1 y la simetría del boost Λb(z, ξ).

Para la última propiedad se parte de la ecuación (Λ0
0)2 −

∑
i=1,2,3(Λi0)2 = 1 para un elemento

Λ. Esta ecuación sugiere la parametrización,
Λ0

0 = cosh ξ
Λ1

0 = sinh ξ sin β cosα
Λ2

0 = sinh ξ cosβ cosα
Λ3

0 = sinh ξ sinα

con 0 ≤ ξ y 0 ≤ α, β ≤ 2π. Ahora, se escoge t = (1, 0, 0, 0) cuadrivector temporal, de tal manera
que (Λt)µ = Λµνtν = Λν0. Además, si se aplica sobre un boost de Lorentz en la dirección z se tiene
que Λb(z, ξ)t = (cosh ξ, 0, 0, sinh ξ) y por tanto se llega a Λr(α, β, 0)Λb(z, ξ)t = Λµ0 al multiplicar
por la rotación Λr(α, β, 0). De aquí se concluye,

Λ−1Λr(α, β, 0)Λb(z, ξ)t = t.

La igualdad anterior establece que la transformación considerada deja invariante al elemento tem-
poral t. No obstante, solo el subgrupo de las rotaciones espaciales deja invariante a dicho elemento
y por tanto debe verificarse Λ−1Λr(α, β, 0)Λb(z, ξ) = Λr(θ, φ, ψ), o

Λ = Λr(α, β, 0)Λb(z, ξ)[Λr(θ, φ, ψ)]−1
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La última propiedad de la proposición anterior establece la descomposición de todo elemento del
grupo propio de Lorentz como producto de rotaciones y boost. Es más, si se toma la definición de
boost general (3.12) se tiene que Λ = Λb(α, β, ξ)Λr, producto de un boost por una rotación.

3.2.3. Álgebra de Lie del grupo propio de Lorentz

Como subgrupo cerrado de GL(4;R) tiene estructura de grupo matricial de Lie, con dimensión
6. Es no compacto (puesto que los boost de Lorentz no están acotados). Por tanto, en un entorno
de la identidad se pueden escribir los elementos del grupo como

Λ = exp
{
−i(θiLi + ηiKi)

}
(3.13)

donde Li son los generadores infinitesimales de las rotaciones y Ki los generadores infinitesimales
de los boosts de Lorentz. Cada generador toma la forma

L1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 K1 =


0 i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



L2 =


0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 0 0
0 i 0 0

 K2 =


0 0 i 0
0 0 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0



L3 =


0 0 0 0
0 0 −i 0
0 i 0 0
0 0 0 0

 K3 =


0 0 0 i
0 0 0 0
0 0 0 0
i 0 0 0



(3.14)

Las reglas de conmutación asociadas al álgebra de Lie del grupo propio de Lorentz son
[Li, Lj ] = iεijkLk

[Li,Kj ] = iεijkKk

[Ki,Kj ] = −iεijkLk
(3.15)

Comentario 3.2.6. Sobre las reglas de conmutación, (3.15), se pueden hacer los siguientes comen-
tarios: la primera conmutación indica que los elementos generados por Li forma un subgrupo del
grupo propio de Lorentz. La segunda y tercera conmutación establecen que el conjunto de boosts
no forman subgrupo y se mezclan con elementos generados por Li.

Se pueden escribir los generadores del grupo propio de Lorentz de una forma más compacta,
como {Mµν} tal que {

Li = εijkMkj

Ki = Moi

. (3.16)

Así se concluye el estudio del grupo propio de Lorentz. A continuación se tratará el grupo inhomo-
géneo de Lorentz o grupo de Poincaré.

42



3.3. GRUPO DE POINCARÉ

3.3. Grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré es el grupo de transformaciones inhomogéneas sobre el espacio de Min-
kowski, es decir, aquellas dadas por{

x′ = Λx+ b en notación matricial
(x′)µ = Λµνxν + bµ en notación tensorial

(3.17)

y tales que preservan el producto lorentziano. Es decir, son transformaciones del grupo de Lorentz
junto a traslaciones espacio-temporales4.

La definición del grupo y sus primeras propiedades, así como el estudio de su forma, se co-
rresponderá al primer apartado de la subsección. En un segundo apartado se estudiará el álgebra
asociada al grupo de Poincaré. En el último apartado se estudian las órbitas y los grupos pequeños.
Este estudio será necesario de cara a la obtención de las representaciones unitarias e irreducibles
(puesto que el grupo no es ni abeliano ni compacto, se hace necesario utilizar la metodología de
Mackey para obtener estas representaciones).

3.3.1. Definición

Definición 3.3.1. Se define el grupo de Poincaré P o grupo de Lorentz inhomogéneo al
grupo de traslaciones espacio-temporales junto al grupo propio de Lorentz cuya acción sobre el
espacio de Minkowski está dada por

x 7−→ x′ = (Λ, b)x ≡ Λx+ b

donde (Λ, b) denota un elemento del grupo con Λ ∈ SO+(1, 3) y b ∈ R4 cuadrivector de traslación.

De esta manera, la representación del grupo puede expresarse como transformaciones afines en
el espacio R4. En detalle, con notación contravariante, se tiene x′µ = Λµνxν+bµ. De forma explícita,
la representación afín de (Λ, b) posee forma de matriz 5× 5,

(Λ, b) =


b0

b1

Λ b2

b3

0 0 0 0 1

 . (3.18)

La asociación de los elementos del grupo de Poincaré con la representación afín permitirá deducir
de manera sencilla las propiedades que siguen a este texto. En primer lugar, se tiene que tanto las
transformaciones propias de Lorentz como el conjunto de traslaciones espacio-temporales forman
subgrupo para el grupo de Poincaré. Más detalladamente:

4Las traslaciones espacio-temporales preservan el producto lorentziano. Si x, y ∈M, el cuadrivector definido como
diferencia x − y es invariante por traslación: x′ − y′ = (x + b) − (y + b) = x − y. Luego, la traslación preserva el
producto lorentziano.
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Traslaciones: es el subgrupo de elementos {I, b)} que toman la forma,
b0

b1

I b2

b3

0 0 0 0 1

 .

El conjunto de estos elementos forma un subgrupo que es isomorfo a (R4,+), grupo aditivo.

Grupo propio de Lorentz: se puede definir como el conjunto {(Λ, 0)} de elementos del
grupo que toman la forma 

0
0

Λ 0
0

0 0 0 0 1

 .

Este conjunto es subgrupo y es isomorfo al grupo propio de Lorentz, y por tanto, hereda sus
propiedades como grupo.

Bajo las consideraciones previas es fácil hallar las leyes del grupo, es decir, la forma que toman
las operaciones de producto e inversión de elementos.

Proposición 3.3.2 (Leyes del grupo). Para el grupo de Poincaré se verifican las siguientes
leyes: {

(Λ, a)(Σ, b) = (ΛΣ, a+ Λb)
(Λ, a)−1 = (Λ−1,−Λ−1a)

(3.19)

Demostración. Como se ha comentado antes, basta tomar la forma matricial de los elementos del
grupo y calcular el producto como producto matricial: se llega de forma sencilla a la expresión
(Λ, a)(Σ, b) = (ΛΣ, a+ Λb). Para la segunda ley, se define el elemento (Λ−1,−Λ−1a) (que está bien
definido por ser Λ invertible). De esta manera,

(Λ, a)(Λ−1,−Λ−1a) = (I, a− Λ[Λ−1a]) = (I, 0)

De la misma manera se tiene que (Λ−1,−Λ−1a)(Λ, a) = (I, 0). Se concluye que (Λ−1,−Λ−1a) es el
inverso de (Λ, a).

El siguiente paso es profundizar en la relación entre ambos subgrupos del grupo de Poincaré. En
este sentido, el grupo de Poincaré es producto semidirecto del grupo propio de Lorentz y el grupo
de traslaciones, de la misma manera que el grupo euclídeo es producto semidirecto de traslaciones
y rotaciones. La siguiente proposición enmarca esta idea.
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Proposición 3.3.3. P es producto semidirecto de las traslaciones en R4 y SO+(1, 3). Esto es,

P = SO+(1, 3) nR4

Demostración. En primer lugar, el subgrupo de traslaciones es abeliano y normal al grupo de
Poincaré. La primera afirmación es clara debido a la relación del subgrupo con el grupo (R4,+), la
segunda parte se puede comprobar de manera sencilla utilizando las leyes del grupo,

(Λ, b)−1(I, a)(Λ, b) = (Λ, b)−1(Λ, a+ b) = (I,−Λ−1a)

Esto demuestra que el subgrupo es normal para el grupo de Poincaré. Por otro lado, por definición
del grupo de Poincaré, todo elemento del grupo se puede caracterizar como (Λ, b) y por tanto
se tiene una biyección SO+(1, 3) × R4 −→ P natural. Considerando la naturaleza del grupo de
traslaciones, la conclusión es inmediata: el grupo de Poincaré es producto semidirecto de ambos
subgrupos.

3.3.2. Álgebra de Lie del grupo de Poincaré

Por ser subgrupo cerrado de GL(5,R) se le puede dotar de estructura de grupo matricial de Lie.
Su álgebra tiene dimensión 10 (donde 6 parámetros son aportados por el grupo propio de Lorentz
y otros 4 por las traslaciones) y sus generadores son los generadores del grupo propio de Lorentz
junto a los generadores de las traslaciones. A continuación se da la notación de los dos tipos de
generadores y su forma explícita,

Generadores de las traslaciones: Se denotan por {Pµ : µ = 0, 1, 2, 3} y toman la forma

P0 =


0 0 0 0 −i
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , P1 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 −i
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , P2 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 −i
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,

P3 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 −i
0 0 0 0 0


Una traslación finita se podrá escribir como (I, a) = exp(−iaµPµ). Las traslaciones espacio-
temporales toman un papel importante dentro de la física, se puede probar que los generadores
Pµ están relacionados con el cuadrimomento del sistema físico considerado [26].
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Generadores del subgrupo propio de Lorentz: Se denotan por {Mµν} tomando la misma
forma que los generadores del grupo propio de Lorentz (3.16), ya tratados en la subsección
anterior. Como matrices 5× 5 toman la forma

L1 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −i 0
0 0 i 0 0
0 0 0 0 0

 K1 =


0 i 0 0 0
i 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



L2 =


0 0 0 0 0
0 0 0 −i 0
0 0 0 0 0
0 i 0 0 0
0 0 0 0 0

 K2 =


0 0 i 0 0
0 0 0 0 0
i 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



L3 =


0 0 0 0 0
0 0 −i 0 0
0 i 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 K3 =


0 0 0 i 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
i 0 0 0 0
0 0 0 0 0



(3.20)

Por tanto, {Mµν , Pµ} son los generadores del álgebra de Lie de P y actúan como tensores
covariantes. Además, verifican las siguientes reglas de conmutación:


[Pν , Pµ] = 0
[Pµ,Mλσ] = i(Pλgµσ − Pσgµλ)
[Mµν ,Mλσ] = i(Mλνgµσ −Mσνgµλ +Mµλgνσ −Mµσgνλ)

(3.21)

Esta estructura de álgebra se asemeja a la estructura para E(3) sustituyendo el tensor totalmente
antisimétrico εklm por la métrica. Si se distingue de forma explícita los dos tipos de generadores
{Li,Ki} para el grupo propio de Lorentz entonces la relación es más clara: las reglas de conmutación
anteriores quedan descritas por las expresadas en (3.15) junto con



[Pn, Pm] = 0
[P 0, Pm] = 0
[P 0, Jn] = 0
[Pm, Jn] = iεmnlPl

[Pm,Kn] = iδmnP
0

[P 0,Kn] = iPn

(3.22)

Siguiendo los comentarios de la bibliografía [34, Chapter 10], muchas de estas relaciones resultan
familiares al compararlas con E(3). Las demás ponen de manifiesto nuevas relaciones: las rotaciones
son invariantes por traslación temporal P 0 y las traslaciones espaciales y los boosts de Lorentz
conmutan si se efectúan en ejes perpendiculares pero se mezclan si lo hacen en el mismo eje.
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3.3.3. Órbitas y grupos pequeños de Poincaré

En los apartados anteriores se ha definido el grupo de Poincaré y se han dado sus propiedades
principales; queda ver la forma de las órbitas y de los grupos pequeños de cara a estudiar las
representaciones. La idea que subyace es la de utilizar la metodología de Mackey (§2.2.3) para
inducir representaciones a partir de los grupos pequeños. Por la forma del grupo de Poincaré, como
producto semidirecto P = SO+(1, 3) n R4, se puede utilizar esta herramienta matemática, que
permite hablar de órbitas y grupos pequeños. Los detalles se dan a continuación.

Detalles matemáticos

En primer lugar, el grupo de Poincaré P es producto semidirecto del grupo de traslaciones R4 y
de SO+(1,3), P = SO+(1, 3)nR4. El grupo de traslaciones es subgrupo normal y abeliano respecto a
P. Por tanto, se puede asociar un grupo dual al grupo de traslaciones bajo la identificación R̂4 ∼= R4

(ver el Ejemplo 2.2.6). Su función característica asociada se denota como

〈x, p〉 = eipµx
µ

donde p es el elemento del espacio dual, conocido como espacio de momentos, en el cual se ha
tomado el producto interno lorentziano.

En segundo lugar, se puede definir una acción del grupo de Poincaré sobre el espacio de
momentos; esta acción permitirá definir las órbitas del grupo y los grupos pequeños asociados. En
detalle, para p elemento del espacio de momentos y (Λ, b) ∈ P, la acción del grupo de Poincaré
sobre el grupo dual se representa por (Λ, b)p que viene determinada por la evaluación del elemento
del espacio de momentos sobre a ∈ R4, traslación,

〈a, (Λ, b)p〉 = 〈(Λ, b)−1a(Λ, b), p〉 = 〈(Λ, b)−1(Id, a)(Λ, b), p〉.

Al utilizar la ley del grupo,

〈(Id,Λ−1a), p〉 = 〈Λ−1a, p〉 = 〈a,Λp〉.

Donde en la última igualdad se ha utilizado la representación contragradiente5 de Λ sobre el grupo
dual. De esta manera, la acción del grupo se puede tomar como

(Λ, a)p = Λp (3.23)

donde p se escribe como cuadrivector en R4. Es decir, la acción sobre el grupo dual puede tomarse
como la acción del grupo propio de Lorentz sobre los elementos del espacio de momentos.

Tras estos detalles se pueden obtener ya las órbitas y los grupos pequeños asociados al grupo
de Poincaré. Para mayor profundización se dejan los textos de Folland [6] y [7].

5Dada una representación π : G −→ U(H), la representación contragradiente de π es una representación de G
definida sobre el espacio dual de H (ver Comentario 2.39 del TFG de Matemáticas). En este caso particular, la acción
contragradiente de Λ sobre R4 se corresponde con Λ−1 sobre el espacio de momentos.
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Figura 3.1: Representación tridimensional de las órbitas para el espacio de momentos asociado al
grupo de Poincaré (2 + 1)-dimensional. En el eje vertical se represeta la coordenada p0 mientras
que en el eje horizontal la coordenada p1 (el eje p2 no se ha representado con la intención de tener
un dibujo más claro).

Órbitas del grupo de Poincaré

Se define la órbita del elemento p ∈ R4 del espacio de momentos como

Op = {(Λ, a)p : (Λ, a) ∈ P}.

A la luz de los comentarios previos sobre la acción, la órbita de p queda descrita por

{Λp : Λ ∈ SO+(1, 3)};

y puesto que el grupo propio de Lorentz preserva el producto interno lorentziano, se concluye que
la órbita de p está descrita por una hipersuperficie sobre el espacio de momentos

(Λp)2 = p2 = m2 (3.24)

con m2 ∈ R fijo. La ecuación anterior describe 6 tipos de hipersuperficie sobre el espacio de
momentos (dotado con el producto interno lorentziano)[16]. En la Figura 3.1 se ha añadido una
representación de dichas órbitas.

Órbitas de tipo-tiempo: Las órbitas #1 y #2 tienen la forma de cuadrivectores de tipo-
tiempo para el producto interno lorentziano: para m2 > 0 se tiene la ecuación de un hiper-
boloide de dos hojas,

(p0)2 − p2 = m2

La hoja superior (#1) se asocia con valores p0 > 0 y la inferior (#2) con p0 < 0.
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Órbitas de tipo-luz: Las órbitas #3 y #4 toman la forma de dos conos de luz. La ecuación
asociada es

(p0)2 = p2

donde se ha escogido m2 = 0.

Órbita de tipo-espacio: La órbita #5 tiene la forma de hiperboloide de una hoja. La
ecuación que describe esta hipersuperficie es

(p0)2 − p2 = m2

donde m2 < 0. Describe por tanto vectores de tipo-espacio.

Origen: La última órbita es la órbita degenerada, #6, dada por el origen: {0}.

Comentario 3.3.4 (Una interpretación física de las órbitas). El espacio de momentos del
grupo de Poincaré está asociado con el espacio de cuatrimomentos posibles para el sistema físico
de una partícula libre. Es más, cada órbita se identificará con una tipología de partícula libre en
su capa de masa (on-shell, es decir, verificando p2 = m2 con m masa en reposo de la partícula).

Bajo esta interpretación, la órbita de tipo-luz se corresponde con una partícula sin masa, como
un fotón o un neutrino6; la órbita de tipo-tiempo se corresponde con una partícula másica, como
un electrón. Además, la existencia de dos hojas para la órbita de tipo tiempo puede asociarse con
la distinción entre partícula y antipartícula en el marco de la Teoría Cuántica de Campos (donde
la antipartícula se corresponde con la solución negatica de la ecuación de onda relativista, y por
tanto se asocia con la hoja inferior).

Por otro lado, las órbitas de tipo-espacio y la órbita degenerada se suelen identificar con
una partícula taquiónica (partícula superlumínica) y con el vacío, respectivamente. [2].

La identificación de partículas libres con órbitas del grupo de Poincaré es de suma importancia
y es la antesala a la construcción de ecuaciones de onda a través de las representaciones asociadas
a cada órbita. La conclusión de este apartado se resume en el Cuadro 3.1.

Órbitas del grupo de Poincaré
Nombre Definición Forma Partícula asociada
Tipo-tiempo #1 y #2: p2 = m2 con m2 > 0 Hiperboloide de dos hojas Partícula másica
Tipo-luz #3 y #4: p2 = 0 Cono de luz Partícula sin masa
Tipo-espacio #5: p2 = m2 con m2 < 0 Hiperboloide de una hoja Partícula taquiónica
Origen #6: {0} Origen Vacío

Cuadro 3.1: Órbitas asociadas al grupo de Poincaré descritas por su ecuación, forma geométrica e
interpretación física.

6Es cierto que actualmente se considera al nuetrino una partícula másica, como puso de manifiesto el premio Nobel
de 2015 al proyecto de Super-Kamiokande (dirigido por T. Kajita) y el SNO (dirigido por A. McDonald) por “el
descubrimiento de las oscilaciones de neutrinos, que muestra que los neutrinos tienen masa” [33]. Sin embargo, con
una intención puramente didáctica se puede considerar, siguiendo la bibliografía, que el neutrino no posee masa.
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Grupos pequeños del grupo de Poincaré

Dado un elemento p del espacio de momentos se define el grupo pequeño de p como

Hp = Gp ∩ SO+(1, 3).

Es decir, la intersección del estabilizador con el subgrupo propio de Lorentz. Para cada órbita solo
interesará calcular el grupo pequeño asociada a un único representante, el elemento más sencillo de
la órbita; por la teoría de representaciones inducidas, y en virtud del Teorema de Mackey 2.2.10 , se
establece una equivalencia entre las representaciones inducidas por elementos de la misma órbita.
Este será el criterio seguido en la siguiente clasificación.

Grupo pequeño para la órbita de tipo-tiempo: Se escoge el representante de la órbita
(±m, 0, 0, 0)T . Los elementos del grupo pequeño serán aquellos que verifiquen la ecuación
matricial Λp = p, cuya solución será

1 0 0 0
0
0 R
0



±m

0
0
0

 =


±m

0
0
0


donde R representa una rotación espacial 3× 3. En efecto, la condición de invarianza implica
en primer lugar que Λ0

0 = 1. Utilizando (Λ0
0)2 = 1 +∑(Λ0

i)2 = 1 se llega a que Λ0
i = 0. Y

con el mismo argumento, también Λi0 = 0. De este modo solo habrá componente espacial,
R, para el elemento del grupo propio de Lorentz que tendrá que tomar la forma de rotación
espacial.
Se concluye que el grupo pequeño para las órbitas de tipo tiempo es isomorfo a SO(3).
Los generadores infinitesimales del grupo serán los generadores asociados con las rotaciones
espaciales, L1, L2, L3.

Grupo pequeño para la órbita de tipo-luz: La identificación del grupo pequeño es
más complicada que en el caso anterior. El representante se escoge como (±ω, ω, 0, 0)T con
ω ∈ R\{0}. Y para el análisis siguiente se fija como p = (1, 1, 0, 0)T , representante del cono
superior (el razonamiento es el mismo si se escoge (−1, 1, 0, 0)T , para el cono inferior). Sea
Λ un elemento del grupo pequeño Hp, y por tanto, verifica Λp = p. Este elemento puede
escribirse en función de un elemento del álgebra, es decir, de la forma Λ = eiAt, con A
elemento del álgebra so+(1, 3) y t ∈ R. En término de la base del álgebra, cuyos generadores
infinitesimales están descritos en (3.14) , se tiene que

A = a1L1 + a2L2 + a3L3 + b1K1 + b2K2 + b3K3, para ai, bi ∈ R. (3.25)

Si se considera una transformación infinitesimal de parámetro δt, el elemento Λ puede escri-
birse según Λ ' I + iδtA+O(δt2). De este modo, hasta primer orden en δt,

eiAδtp ' (1 + iδtA)p = p

La ecuación anterior equivale a Ap = 0. De forma más explícita,

Apl =


0 ib1 ib2 ib3
ib1 0 −ia3 −ia2
ib2 ia3 0 −ia1
ib3 ia2 ia1 0




1
1
0
0

 =


ib1
ib1

i(a3 + b2)
i(a2 + b3)

 =


0
0
0
0

 (3.26)
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de donde se obtiene que

b1 = 0, b2 = −a3, b3 = −a2.

Es decir, A debe ser un elemento de la forma

A = a1L1 + a2(L2 −K3) + a3(L3 −K2) = a1L1 + a2N1 + a3N2.

Los generadores infinitesimales del grupo pequeño son {L1, N1, N2} donde L1 es el generador
de las rotaciones en el plano (x2, x3). De forma explícita,

L1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 , N1 =


0 0 i 0
0 0 i 0
i −i 0 0
0 0 0 0

 , N2 =


0 0 0 i
0 0 0 i
0 0 0 0
i −i 0 0


Además, verifican las reglas de conmutación

[N1, N2] = 0
[N1, L1] = −iN2

[N2, L1] = iN1

(3.27)

que coincide con las relaciones de conmutación dadas para el álgebra de Lie asociada al grupo
euclídeo E(2) (ver §2.5.3).

Grupo pequeño de la órbitas de tipo-espacio: En este caso se escoge como representante
(0, 0, 0,m)T . Los elementos de SO+(1, 3) que dejan invariante al representante son los boosts
respecto a los ejes x e y y las rotaciones entorno al eje z. Se concluye que el grupo pequeño
es isomorfo a SO+(1, 2). Los generadores del álgebra son {K1,K2, L3}.

Grupo pequeño del origen: En este caso solo existe un elemento de la órbita, el origen, que
es invariante bajo cualquier transformación del grupo de Lorentz. De esta manera, el grupo
pequeño está asociado con todo SO+(1, 3).

Un resumen de esta clasificación se da en el Cuadro 3.2.

Grupos pequeños del grupo de Poincaré
Órbita tipo tiempo SO(3)
Órbita de tipo luz E(2)

Órbita de tipo espacio SO+(1, 2)
Origen SO+(1, 3)

Cuadro 3.2: Grupos pequeños asociados a cada órbita del grupo de Poincaré

Operadores de Pauli-Lubanski

Como último apartado, se introduce un conjunto de operadores sobre el álgebra envolvente
universal de Poincaré conocidos como operadores de Pauli-Lubanski. Estos operadores forman

51



CAPÍTULO 3. ESTUDIO SOBRE EL GRUPO DE POINCARÉ

base del grupo pequeño para las distintas órbitas del grupo de Poincaré y toman un papel
importante como segundo operador de Casimir. La idea es introducir estas nociones para utilizarlas
en la siguiente subsección.

Definición 3.3.5. Los operadores de Pauli-Lubanski se definen como

W λ = 1
2ε

λµνσMµνPσ

donde Pµ son los generadores de traslación y Mµν los generadores del grupo propio de Lorentz.

Las propiedades fundamentales se enmarcan en la siguiente proposición.

Proposición 3.3.6. Los operadores Wµ de Pauli-Lubanski verifican,
W λPλ = 0
[W λ, Pµ] = 0
[W λ,Mµν ] = i(Wµgλν −W νgµλ)
[W λ,W σ] = iελσµνWµPν

(3.28)

Demostración. La primera ecuación establece que εµνλσMµνPλPσ = 0. En efecto, esto es así puesto
que los índices (λσ) son antisimétricos para el tensor εµνλσ mientras que son simétricos para el
producto PλPσ. De la misma manera, se verifica la segunda ecuación.

La tercera y la cuarta igualdad se consiguen trabajando con la definición del Wµ y las reglas de
conmutación de los generadores del grupo de Poincaré. Lo interesante está en que la tercera igualdad
establece que los operadores de Pauli-Lubanski transforman bajo Mµν como cuadrivectores.

Como ya se enunció, los operadores independientes de Pauli-Lubanski generan un álgebra que
coincide con el álgebra del grupo pequeño para la órbita dada [34, Th. 10.13]. Si p es representante
de la órbita, entonces Wµ = 1

2ε
λµνσMµνpσ es la forma del operador cuando se restringe al grupo

pequeño (pues pµ toma el papel de autovalor para Pµ).

Como ejemplo, para el grupo pequeño SO(3) se toma como representante de la órbita (m, 0, 0, 0)T .
De esta manera se tiene, {

W 0 = 0
W i = m

2 ε
ijkMjk = m

2 L
i

(3.29)

Los términos W i coinciden con los generadores Li del grupo pequeño SO(3) (multiplicados por
el factor de masa).
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Otro ejemplo, para el grupo pequeño E(2) se toma como representante (ω, ω, 0, 0)T con ω ∈
R\{0}. 

W 0 = W 1 = ωL1

W 2 = ω(M13 −M03) = −ωN2

W 3 = ω(−M12 +M02) = ωN1

(3.30)

Los términos independientes recuperan el álgebra generada por el grupo pequeño {L1, N1, N2}.

Para la órbita de tipo-espacio, con representante (0, 0, 0,m)T se obtiene
W 0 = mL3

W 1 = mM20 = mK2

W 3 = mM10 = mK1

Se concluye que los operadores (independientes) de Pauli-Lubanski construyen el álgebra de Lie
del grupo pequeño asociada a la órbita dada. Este hecho será relevante para la sección siguiente.
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Capítulo 4

Representaciones unitarias e
irreducibles del grupo de Poincaré

En esta sección se obtendrá la clasificación completa de las representaciones unitarias e irredu-
cibles del grupo de Poincaré. Esta construcción está garantizada por la teoría de representaciones
inducidas, tratada en la sección §2.2.3. El sentido físico se alcanzará a través de la teoría de Ope-
radores de Casimir, introducida en §2.3.4.

En una primera sección se introducen algunos preliminares matemáticos que ofrecen las herra-
mientas necesarias para el trabajo posterior; es decir, se introducen los operadores de Casimir del
grupo de Poincaré y se particulariza la inducción de representaciones para este grupo. La primera
parte está basada en el texto de Tung [34] y la segunda, en el libro de Folland [6].

La segunda y la tercera sección estudian de manera minuciosa las representaciones másicas
(vinculadas a la órbita de tipo-tiempo) y masa nula (asociada a la órbita de tipo-luz –que contiene
las representaciones de espín continuo–), respectivamente. En cada una de ellas se obtienen las
ecuaciones de onda para las partículas asociadas (ec. de Klein-Gordon, ec. de Dirac, etc.). El
artículo original de Wigner y Bargmann [1], así como los libros de Kim [16], Varadarajan [35]
y Folland [7] forman la bibliografía básica de estas secciones. Para las representaciones de espín
continuo se han utilizado los artículos de Beakert [2] [3] [4], además de otros artículos especificados
en esta parte.

En la última sección se completa la clasificación de las representaciones del grupo con las
asociadas a las órbitas de tipo-espacio y la órbita degenerada.

4.1. Comentarios matemáticos

4.1.1. Primer y segundo operador de Casimir

Un operador de Casimir es aquel operador del álgebra recubridora universal del álgebra de
Lie que conmuta con todos los elementos del grupo. En virtud del Lema de Schur 2.2.4, cuando
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se consideran representaciones unitarias e irreducibles del grupo el operador de Casimir toma la
forma de múltiplo de la identidad. Por tanto, permite caracterizar cada representación irreducible
en función de dicho parámetro. En el caso presente, con dimensión 1 + 3, se deben escoger dos
operadores de Casimir para caracterizar completamente cada representación unitaria e irreducible1.

Proposición 4.1.1 (Primer y Segundo operador de Casimir). Para la caracterización del
grupo de Poincaré se utilizan los siguientes operadores de Casimir que son llamados, respectiva-
mente, primer y segundo operador de Casimir,

P 2 = PµP
µ W 2 = WµW

µ (4.1)

donde Pµ es el generador infinitesimal de las traslaciones y Wµ el vector de Pauli-Lubanski (Defi-
nición 3.3.5).

Demostración. Tanto Pµ y Wµ conmutan con todos los operadores de traslación, por las reglas de
conmutación mencionadas anteriormente. Por otro lado, ambos toman la forma de cuadrivector
bajo transformaciones de Lorentz, luego sus contracciones W 2 y P 2 toman la forma de escalares
para estas transformaciones. De este modo, son invariantes.

Si se fija una órbita, dada por la hipersuperficie p2 = m2 con p elemento de la órbita, enton-
ces los autovalores de los operadores de Casimir pueden dar una clasificación de las
representaciones inducidas por el grupo pequeño asociado a la órbita. En detalle, por
un lado el operador Pµ, como generador infinitesimal de traslaciones, posee como autovalor pµ al
restringirse sobre la órbita. Por tanto, P 2 toma el valor de m2. Por otro lado, Wµ = 1

2ε
λµνσMµνpσ

cuando se restringe sobre la órbita. De este modo, W 2 = −m2

4 L
2 donde L2 es la contracción de los

generadores del grupo propio de Lorentz restringidos a la órbita. Para la órbita de tipo-tiempo y
tipo-luz L2 tomará un valor fijo (quizá discreto o continuo) permitiendo la caracterización a través
de este segundo operador.

Para estas dos órbitas, tipo-tiempo y tipo-luz, se puede dar una interpretación física (como se
hizo en el Comentario 3.3.4) de estos dos operadores de Casimir.

Comentario 4.1.2 (Interpretación física de los operadores de Casimir). Las órbitas de
tipo-tiempo y tipo-luz se asociaron respectivamente con partículas on-shell con masa y sin masa.
Siguiendo con esta identificación, al introducir los operadores de Casimir, estos toman un significado
preciso. Por un lado, el autovalor de P 2 (denotado por m2) asigna la masa m a la órbita asociada;
por otro lado, los autovalores de W 2 asignan un valor a la estructura interna de la partícula, esto
es, definen el espín o helicidad [16, §III.5].

1Conviene notar que para dimensiones mayores se necesitan más operadores de tal manera que la clasificación
se convierte en un problema técnicamente pesado. Para evitar este problema se pueden construir metodologías más
generales [3].
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4.1.2. Representaciones inducidas para el grupo de Poincaré

El Teorema de Mackey 2.2.10 puede aplicarse al grupo de Poincaré y obtener la clasificación
completa de las representaciones unitarias e irreducibles del grupo a partir de las representaciones
inducidas por los grupos pequeños asociados a cada tipo de órbita.

Desde la perspectiva de la Teoría de Grupos, el desarrollo general (ver [7, §4.4]) es el siguiente:
se fija un elemento p ∈ R4 del espacio de momentos, con Op su órbita y Hp su grupo pequeño
asociado. Entonces, en virtud del Teorema, para cada representación unitaria e irreducible σ del
grupo pequeño Hp se tiene una representación inducida πm,σ, unitaria e irreducible, para dicha
órbita (conm = +

√
p2). Si se complementa con la teoría de operadores de Casimir, apartado previo,

se tiene una clasificación general de todas las representaciones caracterizadas por los autovalores
de P 2 y W 2.

Desde una perspectiva más física, se puede construir representaciones inducidas sobre el espacio
de funciones de onda (ver [35, §9]), evaluadas sobre el espacio de momentos. De forma explícita,
para la órbita Op la representación inducida πm,σ toma la forma general [1]

[πm,σ(Λ, b)]f(p) = e−ipµb
µ
D(Λ, p)f(Λ−1p) (4.2)

donde f : R4 −→ CN es la función de onda restringida a la órbita Op y D(Λ, p) es un operador que
actuará como una representaciónunitaria e irreducible del grupo pequeño. El punto interesante es
que a través de la forma explícita de la función de onda se puede obtener la ecuación de onda de
la partícula asociada.

Con las base matemática anterior se puede abordar la obtención de las representaciones unitarias
e irreducibles del grupo para cada órbita particular. Para cada una de ellas, en un primer apartado,
se caracterizará de forma general las representaciones asociadas; en un segundo apartado, se dará
la forma explícita de cada representación y cada función de onda asociada, además de su ecuación
de onda.

4.2. Representación para partícula másica: órbita de tipo-tiempo

4.2.1. Caracterización de la representación de tipo-tiempo

La metodología de Mackey establece que para la órbita de tipo-tiempo, cuyo grupo pequeño
es SO(3), la representación inducida se construye a partir de una representación σ unitaria e
irreducible del grupo pequeño, cuya dimensión es 2s+ 1, con s = 0, 1/2, 1, 3/2, .... De esta manera,
la representación inducida queda caracterizada por el par (m, s), donde m > 0 es el parámetro
asociado a la hipersuperficie p2 = m2 y s el parámetro asociado a la representación σ.

Desde una perspectiva más física, los operadores de Casimir para la órbita toman la forma
de {

P 2 = m2 > 0
W 2 = −m2

4 L
2 (4.3)
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Bajo la interpretación de la órbita como partícula física (Comentario 4.1.2) se llega a las siguientes
conclusiones:

1. El operador P 2 asigna a la representación inducida πm,s la masa m > 0.

2. El segundo operador de Casimir está caracterizado por los autovalores de L2, operador de
Casimir de SO(3) (ver 2.5.2), que toman los valores s(s+ 1) con s = 0, 1/2, 1, 3/2, ....
Por otro lado, ya que el grupo pequeño se ha obtenido bajo el sistema de partícula en reposo,
el grupo SO(3) se asocia de manera natural con las simetrías del momento angular intrínseco
de la partícula. Estas simetrías se clasifican según el parámetro s, parámetro de espín. Por
tanto, el segundo operador de Casimir asigna a la representación el espín de la partícula.

Se concluye que la representación inducida queda bien caracterizada por (m, s), donde m es la
masa y s el espín. Conviene mencionar que la representación obtenida puede asociarse con las
siguientes ecuaciones de onda para partículas másicas: para los casos con espín bajo, s = 0, 1/2, 1,
se corresponde a las ecuaciones de Klein-Gordon, Dirac y Proca respectivamente [1].

4.2.2. Forma explícita de la representación de tipo-tiempo

En el apartado anterior se ha obtenido una clasificación de las representaciones másicas desde
una perspectiva general, sin incidir en la forma de cada una de ellas. El objetivo de este apartado
es estudiar la forma partícular de cada una y obtener la ecuación de onda (con el mismo espíritu
que Bargmann y Wigner [1]).

Antes de incidir en cada ejemplo particular, conviene notar cómo se transforma la ecuación
(4.2): para la órbita Op, tal que p2 = m2, la acción de la representación inducida sobre la función
de onda es

[πm,s(Λ, b)]f(p) = e−ipµb
µ
D(Λ, p)f(Λ−1p) (4.4)

donde D es una representación (2s+ 1)-dimensional, unitaria e irreducible, de un elemento R(λ, p)
del grupo pequeño SO(3) y tal que se escribe como D(Λ, p) ≡ D[R(Λ, p)] (este elemento R(Λ, p)
es llamado rotación de Wigner y será tratado con mayor detalle en el Comentario 4.2.1). De esta
manera, la acción de la representación πm,s es unitaria e irreducible.

Estas funciones de onda de partícula másica y espín s forman un espacio de Hilbert de funciones
de cuadrado integrable definidas sobre la órbita Op y con medida invariante 1

ωp
d3p

(2π)3 (como se prueba
en [7, pg. 10]), denotado por L2(Op, 1

ωp
d3p

(2π)3 ). Donde se ha tomado

ωp = +
√
|p|2 +m2

y p el trimomento asociado al cuadrivector p (nótese que ωp no es más que la componente p0 del
cuadrimomento, asociada a la energía de la partícula).

A través de la transformada de Fourier se puede vincular la función de onda sobre el espacio de
momentos f(p) con la función de onda sobre el espacio de posiciones, φ(t,x).
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Comentario 4.2.1 (Rotación de Wigner). La intención de este comentario es dar la forma
explícita del elemento R(Λ, p), y por tanto, del operador D(Λ, p) para la órbita de tipo-tiempo.

Para ello basta considerar el punto pm = (m, 0, 0, 0)T de la órbita Opm . Si se considera un punto
arbitrario p de la órbita Opm , siempre se puede encontrar una transformación de Lorentz que envíe
pm a p. En efecto, se puede razonar de la siguiente manera: se puede aplicar un boost Λb(z, ξ) en
la dirección z sobre pm y luego aplicar una rotación Λr(α, β, 0) para llevarlo a p (recuérdesde que
esta notación se definió en §3.2.2). Es decir,

p = Λr(α, β, 0)Λb(z, ξ) pm ≡ H(p) pm

donde se ha denotado con H(p) a dicha transformación. Si se considera nuevamente una trans-
formación Λ ∈ SO+(1, 3) general que lleve al punto p en p′ = Λp, entonces se puede encontrar
nuevamente una transformación H−1(p′) tal que pm = H−1(p′) p′. Este proceso puede resumirse en

pm
H(p)−−−−−−→ p

Λ−−−−→ p′
H−1(p′)−−−−−−−−−→ pm.

Se observa que el elemento H−1(p′)ΛH(p) ≡ R(Λ, p) deja fijo al punto pm, luego pertenece al
grupo pequeño SO(3) asociado a dicho punto. Es decir, es una rotación, denominada rotación de
Wigner y es la que debe aparecer en la representación inducida (4.4): D[R(Λ, p)] ≡ D(Λ, p), con
D representación unitaria e irreducible de SO(3) (se prefiere utilizar la notación D(Λ, p) por ser
más compacta). Para más detalles ver [34, pg. 193]

Ecuación de Klein-Gordon: partícula másica con espín 0

El primer ejemplo a tratar es el caso más elemental. Puesto que la representación posee espín
s = 0, la representación D(Λ, p) tiene que ser trivial, D ≡ 1. Es decir, la ecuación de onda es una
función escalar f : R4 −→ C. Además, transforma según

[πm,0(Λ, b)]f(p) = e−ipµb
µ
f(Λ−1p) (4.5)

Si se denota la función por f(ωp,p), separando la componente p0 de las componentes p, entonces
se puede definir un producto interno invariante

〈f, g〉 =
∫
f(ωp,p)g(ωp,p) d3p

(2π)3ωp
(4.6)

Donde f denota la conjugación compleja de f .

Para cada t fijo, se puede construir la transformada inversa de Fourier que envía funciones
de onda f(ωp,p) sobre el espacio de momentos en funciones de onda φ(t,x) sobre el espacio de
posiciones (espacio denotado por L2(R3)),

f(ωp,p) T F−−−−−−→ φ(t,x) =
∫

exp i(ωpt− p · x)f(ωp,p)
√
ωp

d3p
(2π)3 (4.7)

Así se obtiene la función de onda φ sobre el espacio de posiciones x.
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La obtención de la ecuación de Klein-Gordon es directa a partir de las consideraciones previas.
Para ello se considera el primer operador de Casimir P 2 que restringido a la órbita Op, de tipo-
tiempo, toma el valor p2 = m2; se considera a su vez el operador M , operador de masa, dado por
M f(p) = mf(p) (con m = +

√
p2). A través de ambos operadores se puede construir otro Casimir

de la forma (P 2 −M2), que restringido a la órbita Op toma el valor 0. La evaluación del nuevo
operador sobre la función de onda plantea la siguiente ecuación,

(P 2 −M2)f(p) = 0, o, sobre la órbita (p2 −m2)f(p) = 0 (4.8)

que es la bien conocida condición on-shell (recuérdese que los operadores Pµ actúan como multi-
plicación por pµ en el espacio de momentos, como se vio anteriormente). Es evidente que cuando
p ∈ R4 no verifica la condición on-shell, y por tanto p2 6= m2, entonces se obtiene f(p) = 0.

La ecuación (4.8) es la versión en el espacio de momentos de la ecuación de Klein-Gordon que
se ha obtenido bajo la aplicación de los operadores de Casimir. Para recuperar dicha ecuación en
el espacio de posiciones se debe aplicar la transformada de Fourier; téngase en cuenta que bajo
esta transformada multiplicar por pµ equivale a derivar por i ∂

∂xµ
≡ ∂µ. De este modo, la ecuación

anterior se transforma en la ecuación de Klein-Gordon

(p2 −m2)f(p) = 0 T F−−−−−−→ (∂µ∂µ +m2)φ(t,x) (4.9)

Comentario 4.2.2 (Principio de correspondencia). Recuérdese que se ha considerado en todo
momento el convenio de unidades naturales, es decir, c = 1 y ~ = 1. Si se restituyen las unidades
se comprueba que la relación pµ ↔ ∂µ se reescribe

p0 = 1
c
E → 1

c
i ~ ∂t, ~p → −i ~ ~∇

que es precisamente el denominado principio de correspondencia.

Ecuación de Dirac: partícula másica con espín 1/2

Este caso no es tan sencillo como el anterior y necesita abordarse por otra vía, a través del
formalismo de Dirac (ver [7, §4.2] o [36, §5.4]). Bajo este formalismo, las funciones de onda
toman la forma de funciones espinoriales f : R4 −→ C2 × C2 = C4, donde R4 es el espacio de
momentos. Si f ≡ (f1, f2, f3, f4)T , entonces (f1, f2) = −(f3, f4) (donde se restringe el espacio de
momentos a la órbita positiva), que motiva la escritura de la imagen como dos copias C2 × C2.

Antes de entrar en los detalles de la ecuación de Dirac conviene introducir algunas nociones
respecto al formalismo. Una manera de construir representaciones del grupo propio de Lorentz que
actúen sobre este espacio es la siguiente: se definen las matrices γ de Dirac en la forma de Weyl,

γk =
(

0 σk

−σk 0

)
con k = 1, 2, 3 y γ0 =

(
0 −I
−I 0

)
(4.10)

con σk las matrices de Pauli (2.17). Estas matrices verifican

γµγν + γνγµ = 2gµνI (4.11)

y forman un álgebra de Clifford [35, §9.4]. En particular, si se toma el operador

Sµν = 1
2[γµ, γν ], donde γµ = gµνγ

ν (4.12)
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{Sµν} generan el álgebra de Lorentz; y por tanto, pueden definir representaciones del grupo
propio de Lorentz denotadas por D(Λ) (es decir, tal que D(Λ) = exp(θµνSµν)). De este modo, se
define la acción del grupo de Poincaré sobre una función f como

π(Λ, b)f(p) = e−ipµb
µ
D(Λ)f(Λ−1p) (4.13)

Antes de continuar, conviene introducir un comentario respecto al formalismo de Dirac que
establecerá mayor precisión a lo ya tratado.

Comentario 4.2.3 (El grupo SL(2;C) y el formalismo de Dirac). Con mayor precisión, la
construcción y el estudio en profundidad de las representaciones de los estados de espín para partí-
culas relativistas necesita de la teoría de álgebras de Clifford y sus representaciones. En particular,
para el espacio de Minkowski, se debe tomar el grupo recubridor de SO+(1, 3) (el grupo SL(2;C))
para abordar la representación de espín, como puede verse en el texto de Varadarajan [35] o Folland
[6]. De este modo, la representación de un elemento del grupo A ∈ SL(2;C) se escribe directamente
como

D(A) =
(

(A+)−1 0
0 A

)
Esta forma sugiere entender la acción del grupo sobre las funciones espinoriales como la acción
de dos copias de A, una sobre (f1, f2) conjugada-invertida (acción contragradiente), y la otra
sobre (f3, f4). Conviene notar que cuando se restringe dicha representación al grupo propio SU(2)
entonces se convierte en reducible. En efecto, al considerar un elemento R ∈ SU(2), R−1 = R+;
luego, D(R) toma la forma de dos copias del elemento R (en el Comentario 4.2.4 se trata también
este asunto).

El argumento utilizado en las líneas siguientes omite el uso del grupo recubridor (así lo abordan
Wigner y Bargmann [1]).

Una vez introducido el formalismo de Dirac, el siguiente paso es obtener la ecuación de onda.
La idea es imponer la ecuación de Dirac2 para el espacio de funciones, es decir,

pµγ
µf(p) = mf(p) (4.14)

tal que f toma valores en un entorno de la órbita Op, p2 = m2. Conviene notar que al escoger el
representante p ≡ (m, 0, 0, 0)T de la órbita la ecuación anterior se convierte en γ0f = f que impone
la restricción (f1, f2) = −(f3, f4) recuperándose así la condición del primer párrafo.

El siguiente paso es demostrar dos afirmaciones: que la ecuación anterior es invariante por
cambio de representante de la órbita (o lo que es lo mismo, por transformación de Lorentz) y, en
segundo lugar, que se puede definir un producto interno invariante por transformaciones de Lorentz.

Sea Λ ∈ SO+(1, 3), entonces la acción del elemento del grupo sobre la ecuación de Dirac la
transforma en

(Λ−1p)µγµD(Λ)f(Λ−1p) = pν(Λ−1)νµγµD(Λ)f(Λ−1p) = pνD(Λ)γνf(Λ−1p) =
= mD(Λ)f(Λ−1p) (4.15)

2Una manera más profunda de abordar este apartado es utilizar la teoría de fibrados (como lo hacen Folland [7]
y Varadarajan [35]), donde la imposición de la ecuación de Dirac no es más que la elección de una fibra en el punto
p de la órbita. En este texto se intenta prescindir de estos razonamientos.
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donde se ha utilizadon la fórmula D(Λ−1)γµD(Λ) = Λµνγν [7, §4.2] Por tanto, la ecuación se
conserva por transformaciones de Lorentz.

En segundo lugar, se define el producto interno como

〈f, g〉 =
∫
f+(ωp,p)γ0g(ωp,p) d3p

(2π)3ωp
(4.16)

Este producto interno es invariante bajo transformaciones de Lorentz. En efecto, bajo la aproxi-
mación ε infinitesimal, la transfromación de ambas funciones puede tomarse como (1 + iεSµν)f y
(1 + iεSµν)g; para ver que 〈(1 + iεSµν)f, (1 + iεSµν)g〉 = 〈f, g〉 basta probar

(1 + iεSµν)+f+γ0(1 + iεSµν)g = f+(γ0 + iε(γ0Sµν − S+
µνγ

0) +O(ε2))g = f+γ0g

despreciando términos de orden ε2. Pero esto se verifica ya que Sij es hermítica y conmuta con γ0,
y S0ν es antihermítica y anticonmuta con γ0 [1].

Otra medida equivalente es la siguiente, sea 〈 · , · 〉p producto interno para el espacio de Hilbert
C4. Para p ∈ R4 fijo, se verifica

pµ〈γµf(p), f(p)〉p = m|f(p)|2 (4.17)

Ahora bien, 〈γ0f(p), f(p)〉p es real por ser γ0 hermítica; 〈γkf(p), f(p)〉p es imaginario puro por
ser γk anti-hermítica. Ya que el lado derecho de la ecuación de arriba es real, se debe verificar
pk〈γkf(p), f(p)〉p = 0 (con índice k contraído). Luego, se verifica

〈γ0f(p), f(p)〉p = m

p0
|f(p)|2 (4.18)

Con esto en mente, la norma sobre el espacio de funciones queda como

‖f‖2 =
∫
|f(ωp,p)|2 m

ω2
p

d3p
(2π)3 (4.19)

Nótese que la medida invariante ha quedado reescalada. Así pues, se puede definir la transformada
de Fourier de la función f(p) en el espacio de momentos para obtener la función de onda en el
espacio de posición:

ψ(t,x) =
∫

exp i(ωpt− p · x)
√
mf(ωp,p)
ωp

d3p
(2π)3 (4.20)

La condición de (4.14) se transforma bajo Fourier en la ecuación de Dirac para partícula libre:

iγµ∂µψ = mψ

Comentario 4.2.4 (¿Es la ecuación de partículas másicas y espín 1/2?). Merece la pena
ver que realmente se ha conseguido una representación πm,1/2 sobre el espacio de funciones, y por
tanto, que coincide con la descripción de partícula másica de espín s = 1/2.

Para verlo, se considera el representante p = (m, 0, 0, 0)T cuyo grupo pequeño asociado es
SO(3). La representación del grupo pequeño toma la forma de

D(R) =
(
e
i
2 θiσ

i 0
0 e

i
2 θiσ

i

)
(4.21)
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donde R es rotación. En efecto, los generadores del álgebra restringidos al grupo pequeño toman

la forma de Sij = − i
2εijk

(
σk 0
0 σk

)
, con i 6= j. Al exponenciar un elemento del álgebra se recupera

la forma de D(R).

Así pues, la acción de la representación sobre la función (para p = (m, 0, 0, 0)T ) se escribe como

D(R)
(

(f1, f2)T
(f3, f4)T

)
=
(
e
i
2 θiσ

i(f1, f2)T

e
i
2 θiσ

i(f3, f4)T

)
(4.22)

El término e i2 θiσi actúa como una rotación (recuérdese el Ejemplo 2.5.3 para la rotación con j = 1/2;
esta rotación estaba generada por las matrices de Pauli en la forma Jk = σk

2 ). Por tanto, actúa
como una representación del grupo SO(3)3.

Ecuación de Dirac general: partícula másica con espín elevado

Se puede generalizar el caso anterior para partículas con espín j semientero mayor que 1/2. Para
ello, se define N = 2j y se generaliza las matrices γ para un N-espacio tensorial C4⊗...⊗C4 = C4⊗N ,
tal que para ν = 1, ..., N las matrices γτν actúan sobre el espacio n-ésimo. Entonces, se puede hacer un
juego parecido al caso anterior: el espacio de representación es un espacio de funciones f simétricas
sobre C4⊗N sobre las que se impone la restricción de (la ecuación de Dirac generalizada)

pτγ
τ
ν t = mt (4.23)

Esta expresión constituye un sistema de ecuacliones lineales acopladas. El estudio de este caso se
puede encontrar en el texto de Varadarajan [35] o en el artículo original de Bargmann y Wigner
[1].

4.3. Representación para partícula de masa nula: órbita de tipo-
luz

4.3.1. Caracterización de la representación de tipo-luz

El grupo pequeño es E(2) y la hipersuperficie asociada es p2 = 0 con p 6= 0. Por la natura-
leza del grupo euclídeo, la representación inducida tomará dos formas totalmente distintas según
la representación del grupo pequeño que se escoja (ver subsección §2.5.3). Las representaciones
irreducibles y unitarias del grupo pequeño pueden dividirse en dos grupos:

1. Representaciones degeneradas: construídas a partir del subgrupo SO(2), finito-dimensionales.

2. Representaciones no degeneradas: inducidas por todo E(2), infinito-dimensionales.
3Realmente actúa como una representación del grupo recubridor, SU(2).
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Desde una perspectiva más física, la partícula asociada se mueve con la velocidad de la luz, pues
su masa es nula; no existe sistema de referencia que deje a la partícula en reposo. Consecuentemente,
el grupo pequeño asociado no se reduce al grupo de rotaciones tridimensionales (como sí ocurría
para el caso de partícula másica) y tomará la forma del grupo euclídeo. La naturaleza del grupo
pequeño dará a las representaciones propiedades significativas; fruto de ello es la existencia de dos
tipos de representaciones, espín discreto y espín continuo.

Representaciones de espín discreto/finito: Están inducidas por las representaciones de-
generadas de E(2), son finito-dimensionales y, por tanto, triviales para las traslaciones. No son
representaciones fieles. La representación inducida se denota por π0,λ y queda caracterizada
por el valor λ = 0,±1/2,±1,±3/2, ..., conocido como helicidad.

Si se estudian los autovalores de los operadores de Casimir restringidos al grupo pequeño se
llega a {

P 2 = 0
W 2 = −ω2(N2

1 +N2
2 ) = 0

Donde los vectores de Pauli-Lubanski están dados en (3.30). A su vez, N2
1 + N2

2 = 0 ya que
se corresponde con la representación degenerada de E(2). Igual que para el caso másico, de
aquí se extraen dos conclusiones:

1. El primer operador de Casimir asigna la masa m = 0 a la representación. De manera
natural se vincula este tipo de representación con partículas de masa nula.

2. El segundo operador de Casimir se anula para cualquier representación del grupo peque-
ño. Por tanto, los dos operadores de Casimir no ayudan a clasificar las representaciones
de espín discreto. Se puede solventar este problema si se escoge el autovalor de L1, gene-
rador del grupo pequeño SO(2) (de E(2)) con valor λ = 0,±1/2,±1,±3/2, ... que recibe
el nombre de helicidad.
Ya que la helicidad queda fijada por la representación degenerada (de E(2)) escogida, la
helicidad toma el papel de invariante bajo transformaciones Lorentz.

Se concluye que la representación queda caracterizada por (m = 0, λ), siendo esta una repre-
sentación finito-dimensional. El nombre “espín finito/discreto” proviene de la acotación de la
helicidad, es decir, la helicidad toma valores en un rango acotado (como el espín de partículas
másicas). Esta representación se puede asociar con las ecuaciones de onda de masa nula: los
casos de helicidad λ = 0,±1 se corresponden con la ecuación escalar, la ecuación del neutrino
y la de Maxwell [16].

Representaciones de espín infinito/ continuo: Están inducidas por representaciones no
degeneradas, son por tanto infinito-dimensionales. Son caracterizadas por el par (m = 0,Θ)
con Θ número real positivo. Para verlo, basta tomar{

P 2 = 0
W 2 = −ω2(N2

1 +N2
2 ) = −ω2Θ2

donde Θ queda fijado por la representación no degenerada del subgrupo E(2).

1. El primer operador de Casimir asigna la masa m = 0 a la representación.
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Figura 4.1: Diagrama de representaciones unitarias e irreducibles para los casos a) representaciones
másicas, b) representaciones de espín finito y c) espín continuo. Cada dibujo transcribe las repre-
sentaciones másicas como puntos en el espacio de autovalores de W 2 y m2. Las representaciones
con el mismo espín dibujan una recta de pendiente s(s+ 1). En b) y c) se dibuja el límite bajo el
cual se obtiene cada tipo de representación. Es una adaptación de [30].

2. El segundo operador de Casimir asigna el parámetro Θ a la representación. El punto
importante recae en que la helicidad λ, como autovalor del generador L1 del subgrupo
SO(2), toma valores enteros y semienteros sin quedar acotados, pues proviene de la
representación no degenerada (es más, la acción de la representación mezcla helicidades,
ver [34]). La interpretación física es más sutil que la dada para el caso de espín discreto;
esta se puede dar a través de la contracción de Inönü-Wigner (qe se estudiará en el
capítulo §5).

En consecuencia, la representación de espín continuo queda caracterizada por el par (m,Θ),
es además infinito-dimensional con helicidad no acotada. Los infinitos estados de helicidad
pueden ser descritos por una variable continua, un círculo (que será explicado más adelante).
Esta variable continua es la que concede, desafortunadamente, el nombre de “espín continuo”
a la representación; es preferible, por ser más acertada, la denominación “espín infinito” para
recalcar que la helicidad (o espín) no está acotada (pero es discreta).
Ahora bien, ¿se puede asociar esta representación con una ecuación de onda? La respuesta
necesita de la siguiente observación: esta representación, de espín continuo, ha sido desecha-
da en la literatura por presentar propiedades “demasiado” exóticas (ver la sección §1.2). No
obstante, el objetivo de este trabajo es mostrar el papel físico que juegan estas representacio-
nes; en particular, puede probarse que también son un caso límite de partículas másicas. El
siguiente comentario da idea de ello.

Comentario 4.3.1 (Representación de masa nula como límite másico). Se puede establecer
una conexión entre las representaciones de la órbtia de tipo-tiempo y tipo-luz a través del límite
de masa nula, es decir, m 7−→ 0. De antemano, parece lógico pensar que las partículas de masa
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nula pueden obtenerse como límite m −→ 0, por ejemplo, si se considera que la energía de la
partícula es muy elevada (E � m) de tal manera que se puede despreciar la masa a través de
la relación E = (P 2 + m2)1/2. Ahora bien, por los resultados previos, emerge de manera natural
cierto recelo: la existencia de dos tipos de representaciones inducidas para la órbita de tipo-luz,
con cierta complejidad, da un carácter igenuo a la intuición anterior. No obstante, dicha intuición
puede abordarse a través de la teoría de contracción de grupos (§5) dando a la idea anterior una
base matemática. La Figura 4.1 da una idea visual del proceso:

El diagrama transcribe representaciones másicas como puntos en el espacio de autovalores
(m2,W 2). Para la Figura a), las representaciones verifican W 2 = m2s(s+ 1); luego, dibujan
rectas cuya pendiente es s(s+ 1). El color de cada recta distingue entre espín entero o semi-
entero. Por tanto, en a), cada punto de una recta es una única representación caracterizada
por espín s y masa m.

La Figura b) describe el proceso de obtención de representaciones de espín discreto.
Estas pueden obtenerse como límite m 7−→ 0 de las representaciones másicas; en la Figura b),
este proceso equivale a fijar una recta de pendiente s y recorrerla hacia el origen (pues en el
origen W 2 = 0). Conviene notar que todas las representaciones de espín discreto descansan
sobre el origen, denotado como punto h de helicidad.

La Figura c) describe el proceso de obtención de representaciones de espín continuo.
Estas pueden obtenerse como doble límitem 7−→ 0 y s 7−→ ∞ siempre y cuando se fije Θ = ms
finito. En la Figura c), equivale a fijar un punto en una recta y aumentar su pendiente hasta
que esta recta colapsa sobre el eje vertical. En efecto, bajo este doble límite la representación
másica se convierte en una representación dada por m = 0 y W 2 = Θ2.
Con esta imagen se puede dar cierta interpretación física a las representaciones de
espín continuo: se relacionan con el caso límite de partículas muy energéticas (E � m) y
de espín elevado (s� 1) [2]. En el capítulo §5 se profundizará en esta idea.

El mecanismo de contracción descrito en los párrafos anteriores permite constrir las función de
onda de cada tipo de representación a partir del límite másico (o doble límite de masa-espín) de
las funciones de onda de partículas másicas.

4.3.2. Las simetrías internas: espín y helicidad

Antes de pasar a la ecuación de onda merece la pena reunir una serie de comentarios respecto
a la noción de espín y helicidad.

1. Cabe señalar que ambos términos están relacionados con las simetrías internas de las partí-
culas asociadas. Como ya se mencionó, el grupo pequeño SO(3) se identifica con las simetrías
del momento angular intrínseco, para la partícula másica en reposo. Así, el espín aparece de
manera natural: s es el valor máximo de la proyección del operador momento angular en una
dirección determinada [34, §9.7].
Para el caso de partículas sin masa y espín finito (recuérdese la Figura 1.1.b), las simetrías
internas pueden relacionarse con el grupo SO(2) (grupo pequeño de E(2) para el caso degene-
rado). En este caso no puede considerarse el sistema en reposo, no tiene sentido. Por tanto, se
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escoge como dirección de proyección la dirección de movimiento de la partícula. La proyección
del operador momento angular en esta dirección toma el nombre de helicidad. Puesto que
las representaciones de SO(2) son unidimensionales, la helicidad tomará dos valores (siempre
que λ 6= 0), positivo o negativo, dependiendo de la dirección del momento angular respecto a
la dirección de desplazamiento. Para el caso λ = 0, solo existirá un único valor. A estos dos
valores se les conoce como polarización de la partícula.

2. De la misma manera que el espín, la helicidad también toma dos tipos de valores, semienteros y
enteros; es decir, también se identifica con partículas bosónicas o partículas fermiónicas.
Una manera de ver este punto es relacionar la representación de masa nula y helicidad definida
como caso límite (m −→ 0) de las representaciones másica. Al contraer el grupo SO(3) en
el euclídeo E(2) el subgrupo de las rotaciones SO(2) (de E(2)) hereda la propiedad de ser
doblemente recubierto (ver [34, §10.4]) fruto de considerar el recubridor universal de SO(3),
SU(2).

3. La helicidad para partículas sin masa y espín finito es un invariante bajo transformaciones
de Lorentz, mientras que para partículas másicas la orientación del espín no lo es (piénsese
que para s fijo, existen 2s + 1 componentes; la acción del elemento de Lorentz transforma
unas componentes en otras). La razón de ello puede encontrarse en la naturaleza del grupo
pequeño SO(2), cuyas representaciones son unidimensionales; otra forma de razonar, con
mayor intuición física, consiste en comprender que un cambio en la helicidad (un cambio
de signo) presupone encontrar un sistema de referencia que pueda invertir la dirección de
desplazamiento de la partícula sin masa. No obstante, la invarianza de la velocidad de la luz
en Relatividad Especial impide la existencia de dicho sistema de referencia.

4.3.3. Forma explícita de la representación de espín discreto

La intención de este apartado es introducir la ecuación de onda para una partícula libre sin masa
y espín finito. Las consideraciones dadas para las representaciones másicas sirven de igual manera.
Es más, utilizando el límite másico sobre la ecuación de onda de partícula másica se obtendrá la
ecuación de espín discreto.

La función de onda sobre el espacio de momentos se toma como f : R4 −→ CN , restringida a
la órbita Op, p2 = 0. La representación irreducible actúa según

[π0,λ(Λ, b)]f(p) = e−ipµb
µ
D(Λ, p)f(Λ−1p) (4.24)

con D(Λ, p) representación unitaria e irreducible del grupo pequeño4. El espacio de funciones es un
espacio de Hilbert de funciones cuadrado integrables con medida invariante 1

|p|
d3p

(2π)3 . En efecto, en
el proceso de contracción, se verificaωp =

√
|p|2 +m2 m 7−→0−−−−→ |p|

1
ωp

d3p
(2π)3

m7−→0−−−−→ 1
|p|

d3p
(2π)3

Los detalles más matemáticos pueden consultarse en [7, §1.2].
4Igual que para el caso másico, se utiliza la rotación de Wigner según está descrita en el Comentario 4.2.1. El

argumento se aplica de la misma manera sobre la órbita de tipo-luz. Los detalles pueden verse en [34, pg. 197]
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Ecuación de Klein-Gordon: partícula sin masa con espín 0

La obtención de la ecuación de onda se hace como límite m 7−→ 0 de la ecuación de Klein-
Gordon de partícula másica. El proceso es directo y no necesita de mayor detalle. En el espacio
de momentos las funciones escalares de onda se denotan por f(ωp,p); el producto interno se toma
como

〈f, g〉 =
∫
f(ωp,p)g(ωp,p) 1

|p|
d3p

(2π)3 (4.25)

La función de onda en el espacio de posiciones se define a través de la transformada de Fourier

φ(t,x) =
∫

exp i(ωpt− p · x)f(ωp,p)√
|p|

d3p
(2π)3 (4.26)

Esta función verifica la ecuación de Klein-Gordon sin masa: ∂2φ = 0.

Ecuación de Dirac: partícula sin masa con espín 1/2

Igual que para el caso másico, se utiliza el formalismo de Dirac para obtener la ecuación de
onda. Bajo el límite m 7−→ 0, las funciones de onda deben verificar la condición

pµγ
µf(p) = 0 (4.27)

La invarianza de la ecuación anterior y del producto interno se traduce de manera natural bajo el
límite másico. Se tiene que el producto interno verifica

〈f, g〉 =
∫
f+(ωp,p)γ0g(ωp,p) d3p

(2π)3|p| (4.28)

La transformada de Fourier está dada como

ψ(t,x) =
∫

exp(ωpt− p · x)f(ωp,p)√
|p|

d3p
(2π)3 (4.29)

De esta manera, la función de onda en el espacio de posiciones verifica la ecuación iγµ∂µ = 0.

Jugando un poco más con las ecuaciones se pueden encontrar propiedades interesantes. Si se es-
coge como representante de la órbita p = (1/2, 0, 0, 1/2)T , entonces la restricción (4.27) queda como
(γ0 − γ3)f = 0 que implica que f ≡ (0, f1, f2, 0)T ; es decir, solo habrá componentes transversales
en la dirección de movimiento, dirección (1, 0, 0, 1)T . A su vez, pone de manifiesto que solo existen
dos componentes independientes. Por otro lado, el endomorfimso Γ = iγ0γ1γ2γ35 descompone el
espacio de funciones de onda en dos subespacios invariantes [35]. En efecto, toma la forma de

Γ =
(

1 0
0 −1

)

de tal manera que define dos subespacios en función del autovalor: Γf = f , o Γf = −f . Ambos son
invariantes bajo transformaciones del grupo propio de Lorentz, pero se envían uno en el otro bajo
reflexiones (simetría discreta) [1]. Se concluye que cada subespacio se corresponde con un tipo de
polarización circular: a derechas o a izquierdas.

5En la jerga física se suele denotar a este endomorfismo por γ5, que origina el operador quiral.
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Figura 4.2: Diagrama que representa los dos estados de quiralidad, fR –dextrógiro– y fL –levógiro– ,
para partículas de masa nula que son, a su vez, estados de helicidad bien definida. En cada dibujo, P
denota el momento lineal de la partícula y S la proyección sobre P del momento angular intrínseco.

Ejemplo 4.3.2 (Estados de quiralidad. El neutrino.). Para ver la forma de la representación
inducida se puede abordar de la misma manera que en el Comentario 4.2.4. Recuérdese la forma de la
representación D(R) del grupo pequeño SO(3) para la partícula másica; entonces, la representación
del grupo pequeño de SO(2), para partícula sin masa, es de la forma

D(R) =
(
e
i
2 θσ

3 0
0 e

i
2 θσ

3

)
, con e

i
2 θσ

3 =
(
e+ i

2 θ 0
0 e−

i
2 θ

)
(4.30)

Es decir, la representación toma la forma de dos copias del carácter e±i θ2 . Obsérvese la aparición
del valor 1/2 en la exponencial que toma el significado de “espín”, o helicidad. Una manera de
probar este resultado es utilizar el mecanismo de contracción de grupos ( que será tratado en §5):
la representación 2-dimensional e i2 θiσi de SO(3) al contraer en E(2) y restringirlo al subgrupo
SO(2) toma la forma de representación 2-dimensional con la forma e i2 θσ3 .

El párrafo anterior permite deducir una propiedad interesante de partículas como el neutrino,
la quiralidad [28, §11.1]. Para ello, bajo la restricción p = (1/2, 0, 0, 1/2)T , existen dos autoestados
del endomorfismo Γ dados por fL ≡ (0, f, 0, 0)T y fR ≡ (0, 0, f, 0), tales que

ΓfL = fL, y ΓfR = (−1)fR.

Cada uno constituye un estado de quiralidad, fL con quiralidad (+1), y fR con quiralidad (−1).
El punto interesante está en que estos estados también son autoestados de la representación D(R)
dada en (4.30), y por tanto, estados de helicidad definida. Es decir,

D(R)fL = e−
i
2 θfL y D(R)fR = e

i
2 θfR,

o lo que es lo mismo, el estado fL es autoestado de polaridad con helicidad negativa (−1/2) o de
mano-izquierda –left-handed– o levógiro; mientras que fR lo es con helicidad positiva (1/2) o de
mano-derecha –right-handed– o dextrógiro (ver Figura 4.2). Además, estos estados no se mezclan
por transformaciones de Lorentz, como se ha mencionado antes, salvo por simetrías de reflexión (o
simetría de paridad).

El razonamiento anterior llega a la siguiente conclusión: existe una distinción fundamental
entre partículas de masa nula y espín 1/2 (tómese el neutrino como modelo) y sus antipartículas
(antineutrino), pues a cada una de ellas se le asigna un único estado de quiralidad, fL para la
partícula y fR para la antipartícula.
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Ec. de Dirac generalizada: partícula sin masa con espín elevado

Se puede hacer el mismo procedimiento que en el apartado anterior: contraer la ecuación de onda
para partícula másica en el límite de masa nula. Los detalles de este apartado pueden consultarse
en el texto de Varadarajan [35, §9].

4.3.4. Forma explícita de la representación de espín infinito

La obtención de la ecuación de onda para la representación de espín continuo exige mayor
trabajo, debido a su sutileza, que los casos antes tratados. En estas líneas se describe la función de
onda escalar de espín continuo y se esboza su obtención.

La ecuación escalar sobre el espacio de momentos se denota por Ψ(p, ξ) que depende del cuadri-
momento p y el cuadrivector auxiliar, o “interno”, ξ 6. Esta función verifica las llamadas ecuaciones
de Wigner (ver el artículo [4]): 

p2Ψ = 0
(pµξµ)Ψ = 0
(ξ2 − 1)Ψ = 0
(pµ ∂

∂ξµ − iΘ)Ψ = 0

(4.31)

Observando las ecuaciones anteriores se concluye que el cuadrivector ξ pertenece a la circunferencia
S1 transversal al movimiento (es decir, transversal a p). Con mayor detalle, la primera ecuación
implica que el soporte de la función es tal que el cuadrimomento es tipo-luz, la segunda ecuación
pone de manifiesto que ξ es transversal al movimiento (perpendicular a p) y, por la tercera, que
este vector auxiliar es unitario. De la última ecuación se obtiene una condición para una solución

Ψ(p, ξ + αp) = eiαΘΨ(p, ξ), para α ∈ R

En efecto, para p fijo, la cuarta ecuación de (4.31) puede integrarse y obtener

Ψ(p, ξ) = e
i ξ
pΨ(p)

y al considerar el punto ξ + αp se llega a

Ψ(p, ξ + αp) = ei(ξ+αp)/pΨ(p) = eiαΨ(p, ξ)

La igualdad anterior sugiere la equivalencia física entre Ψ(p, ξ) y su desplazamiento Ψ(p, ξ + αp);
dicho de otra manera, la componente longitudinal de ξ (en la dirección de p) es una fase pura. En
conclusión, de los razonamientos anteriores se llega a que ξ ∈ S1.

Las observaciones anteriores puede entenderse de la siguiente manera: el cuadrivector auxiliar ξ
representa el grado de libertad asociado a la simetría interna de la partícula, su “espín continuo”,
que toma forma de variable angular en la circunferencia. De esta manera, se puede parametrizar
mediante un ángulo θ (como hacen Wigner y Bargmann en [1]) que toma valores en [0, 2π) 7. La

6La razón de incorporar una variable interna es tratar de una manera más cómoda el cáracter continuo de la
representación. De esta manera la representación actúa sobre el cuatrivector ξ de la misma manera que lo hace sobre
el cuadrimomento.

7La nomenclatura de “espín continuo” proviene de este ángulo. Ya que este ángulo toma valores “continuos”,
parametriza de forma continua la variable interna ξ.
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Figura 4.3: Representación visual de la variable “auxiliar” ξ como elemento de S1. El ángulo θ es
la parametrización angular de dicha variable.

Figura 4.3 da una imagen de dicha parametrización. La conjugada de Fourier de la variable ξ es
una variable discreta análoga a los grados de libertad asociados con el espín usual [3].

La acción de la representación irreducible π0,Θ toma la forma

[π0,Θ(Λ, b)]Ψ(p, ξ) = e−ipµb
µΨ(Λ−1p,Λ−1ξ) (4.32)

Nótese que la forma es parecida a la dada por la acción de la representación de espín 0 para la
función de onda escalar. Siguiendo esta idea, el producto interno se define como

〈Ψ,Φ〉 =
∫

Ψ(ωp,p, θ)Φ(ωp,p, θ)
d3p
|p|

dθ

(2π)3 (4.33)

La forma es la misma que para la ecuación escalar de espín 0; sin embargo, se debe integrar sobre
la variable ξ en su parametrización angular, dada por θ (ver el artículo de Gracia-Bondía y Várilly
[10]).

La obtención de la ecuación de onda en el espacio de posiciones se efectúa a través de la
transformada de Fourier,

Ψ(t,x, ξ) =
∫

exp(ωpt− p · x)Ψ(ωp,p, ξ)√
|p|

d3p
(2π)3 (4.34)

Después de ver la ecuación de onda y su significado queda preguntar cómo se construye la
ecuación anterior. Por las peculiaridades de la representación la obtención de esta ecuación no puede
abordarse de la misma manera que en las representaciones consideradas anteriormente; necesita de
un razonamiento más sofisticado.

Una manera de construirla, siguiendo el razonamiento de Bekaert [2] [3] [4], es aprovechar la
contracción de grupos pequeños (SO(3) 7−→ E(2)) de la siguiente manera: el primer paso es
obtener una ecuación de onda másica de espín elevado; luego, contraer ( como se indica en [15]).
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La forma de obtener la ecuación de onda másica es mediante la reducción dimensional de Kaluza-
Klein8 de tal manera que se asocia la ecuación másica a un único modo másico [3]. La contracción
se efectúa mediante el mecanismo de Inönu-Wigner tal que, si solo se efectúa el límite m 7−→ 0, la
ecuación de onda másica contrae como ecuación de onda de espín finito; si la contracción implica
el doble límite m 7−→ 0, s 7−→ ∞ tal que ms = Θ, entonces la ecuación de onda contrae en la
ecuación de Wigner.

El mecanismo anterior permite escribir la función de onda de espín continuo como una torre de
estados de helicidad definida (torre infinita pero numerable), como en la Figura 4.4. Sobre esta torre,
la acción del grupo propio de Lorentz mezcla estados de helicidad, y por tanto, la helicidad no es
un invariante para esta representación. En el límite Θ 7−→ 0 la acción del grupo no mezcla estados;
la helicidad se convierte en invariante de Lorentz. Se recupera de esta manera la representación
de espín finito. El parámetro Θ juega el papel de constante de acople entre los distintos estados
de helicidad; en el límite de parámetro nulo la representación de espín continuo descompone como
suma infinita de representaciones de espín finito [2].

Figura 4.4: Visualización de la descomposición de la función de onda de espín continuo como torre
de estados de helicidad bien definida.

8La idea de este mecanismo es construir ecuaciones de onda másica en el espacio de Minkowski (3+1)-dimensional
a partir de ecuaciones de onda de partículas de masa nula del espacio de Minkowski (4 + 1)-dimensional. La forma
de hacerlo es fijar la componente extra de momento, supóngase p3 , como una componente másica (o modo másico)
p3 = m. Para mayor detalle consultar el artículo de [15].
El punto clave está en que es posible construir ecuaciones de onda de espín finito en dimensión arbitraria (y en

particular, dimensión 4 + 1); luego, bajo el mecanismo de Kaluza-Klein se pueden convertir a ecuaciones de onda
másicas y espín arbitrario, y por la contracción de Inönü-Wigner, a ecuaciones de onda de espín continuo.
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DEGENERADA

4.4. Otras representaciones: órbita de tipo espacio y órbita dege-
nerada

4.4.1. Representación para partícula taquiónica: órbita de tipo-espacio

El grupo pequeño asociada a la órbita de tipo-espacio es isomorfo a SO+(1, 2). Este grupo posee
cuatro tipos de representaciones unitarias e irreducibles [18]

1. Serie discreta: denotada por {D±n }, con n ≥ 2. El símbolo (+) o (−) distingue entre dos tipos
de representaciones.

2. Serie principal: denotada por {P±,iν}, con ν ∈ R.

3. Serie complementaria: denotada por {Cu}, con 0 < u < 1.

4. Representación trivial y D±1 .

Por tanto, las representaciones inducidas por esta órbita quedarán clasificadas por las cuatro series
que inducen. Si se aborda el estudio a partir de los operadores de Casimir se obtiene{

P 2 = −m2

W 2 = −m2(K2
1 +K2

2 − L2
3)

(4.35)

Por tanto, las representaciones inducidas quedan caracterizadas por el par (m,σ), donde σ denota
la representación irreducible y unitaria de SO+(1, 2).

La interpretación física de estas representaciones merece cierta atención. Se suelen relacionar
con partículas taquiónicas (es decir, partículas cuya velocidad supera la velocidad de la luz en
el vacío), ya que su momento es tipo-espacio. Este hecho tiene una consecuencia dramática: estas
partículas son no causales, en el sentido de que el soporte de su propagador requiere propagación
superlumínica [3]. Una manera de paliar este problema es reinterpretar dichas partículas como
partículas másicas con masa imagianaria; es decir, p = (im, 0, 0, 0)T . En efecto, de esta manera se
soluciona de cierto el problema de causalidad, pero se pierde la unitariedad de la representación.

Quizá resulte sorprendente decir que, a pesar del problema apuntado en el párrafo anterior
sobre la interpretación física de la representación de tipo-espacio, tiene un papel útil en la Física:
se relacionan, por ejemplo, con rupturas espontáneas de simetría [15].

4.4.2. Representación del vacío: órbita degenerada

El grupo pequeño de la órbita degenerada es todo SO+(1, 3), y por tanto las representaciones
inducidas coinciden con las representaciones del grupo SO+(1, 3). Las representaciones unitarias e
irreducibles de este grupo se clasifican como [18]

1. Serie principal: denotada por {Pk,iν}, y caracterizada por el parámetro k ∈ Z y ν ∈ R.
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2. Serie complementaria: denotada por {C0,ω}, con 0 < ω < 2.

3. Representación trivial

Esta órbita no posee mayor significado físico que la asociación con el estado vacío. No tiene
mayor interés para el estudi hecho en este trabajo.
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Capítulo 5

Contracción de grupos

En este capítulo se quiere profundizar en la técnica de contracción de grupos de Lie con la
intención de establecer el marco teórico que sustenta la construcción de las representaciones de
espín continuo, dadas en el capítulo anterior. La técnica parte de una intuición física sencilla: como
apunta Kim [16, §VIII], la intuición de que en el límite de velocidad elevada una partícula másica
es vista como partícula sin masa. Es decir, bajo la relación energía-momento de Einstein

E = (p2 +m2)1/2,

una partícula libre se comporta como partícula sin masa en el límite de alta energía, E � m. En
el lenguaje de la teoría de grupos este principio se traduce en la contracción del grupo pequeño
de partículas másicas (SO(3)) en el grupo pequeño de partículas sin masa (E(2)) de tal mane-
ra que las representaciones asociadas a partículas másicas se transforman, bajo cierto límite, en
representaciones asociadas a partículas sin masa.

Este capítulo desarrolla los fundamentos de la teoría de contracción de grupos de Lie (sección
§5.1), basándose en el libro de Gilmore [9, §9]. En partícular, se profundiza en la contracción de
Inönü-Wigner (sección §5.2), que garantiza el límite tratado en el párrafo anterior. Estas notas
siguen el artículo original de Inönu y Wigner [14].

5.1. Introducción a la Contracción de Inönü-Wigner

La idea general de la teoría de contracciones es desarrollar una técnica para obtener a partir
de un grupo G de Lie dado otro grupo G′ no isomorfo (la contracción del grupo original). Para ello,
se procede en dos pasos.

En primer lugar, se construye una transformación lineal no singular M(ε) : g −→ g′1. Esta
transformación dependerá de un parámetro ε > 0 en cuyo límite ε 7−→ 0 la transformación M(ε) se
convierta en singular. Si Iµ denota los generadores del álgebra g, tales que verifican las reglas de

1Por ser una transformación no singular es isomorfismo. Se tendrá que g y g′ son isomorfas. En el límite ε 7−→ 0
dejarán de ser isomorfas.



CAPÍTULO 5. CONTRACCIÓN DE GRUPOS

conmutación
[Iµ, Iν ] = T τµνIτ , (5.1)

se define la transformación como
Jµ = M ν

µ (ε)Iν (5.2)

donde Jµ son los generadores transformados yM ν
µ (ε) los elementos de matriz de la transformación.

Los nuevos generadores verifican las reglas de conmutación

[Jµ, Jν ] = Cτµν(ε)Jτ . (5.3)

Con un cálculo sencillo se prueba que los factores de estructura transformados verifican la relación,

Cτµν = M σ
µ M

ρ
ν T

κ
σρ(M−1) τκ (5.4)

Mientras la transformación sea no singular el álgebra no cambia, la imagen de la transformación
sigue siendo isomorfa a g (Para más detalles, [14]).

En segundo lugar, se exige que bajo el límite ε −→ 0 la transformación pase a ser singular (es
decir, no biyectiva), y además, los factores de estructura

Cτµν(0) = ĺım
ε−→0

Cτµν(ε)

converjan hacia un límite bien definido. Bajo estas circunstancias se consigue un álgebra de Lie g′

que difiere del álgebra original; se consigue así el objetivo planteado: construir un nuevo álgebra de
Lie, y por tanto un nuevo grupo, a partir del inicial [9, §13]. Este proceso, como paso al límite, se
conoce como contracción del grupo G.

Contracción de Inönü-Wigner

Un caso particular es la contracción de Inönü-Wigner, en honor a E. Wigner y E. Inönü
que introdujeron esta técnica en el artículo conjunto [14], que tuvo gran influencia tanto en Física
como en Matemáticas. Sea g un álgebra de Lie que contiene una subálgebra h y un subespacio
complemetario p de tal modo que

g = h + p

La intención es aplicar una transformación que deje a h invariante y afecte únicamente a p, según
p 7−→ p′. En el lenguaje de grupos, se quiere contraer g sobre la subálgebra h de tal manera que
el proceso contractivo genere otra álgebra g′ = h + p′.

Siguiendo el texto de Gilmore [9], y pasando a una notación más compacta, se exige que
[h, h] ⊂ h

[h, p] ⊂ p

[p, p] ⊂ h + p

(5.5)

La primera condición impone que h es subálgebra, la segunda es necesaria para la contracción (como
se verá después, es necesaria para obtener la forma requerida de álgebra contraída), y la tercera
es debido a que p no es subálgebra. En el artículo original [14] se escriben estas condiciones en la
notación de generadores dada en (5.1) y (5.3).
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La contracción de Inönü-Wigner, g −→ g′, hace uso de la transformación(
h′

p′

)
=
(

Idim(h) 0
0 εIdim(p)

)(
h
p

)

donde Idim(h) denota a la matriz identidad con dimensión la dimensión del álgebra h. Se supone
que en el límite ε −→ 0 las constantes de estructura están bien definidas. Entonces, si εp −→ p′, se
tiene que g′ = h′ + p′ = h + p′ con p′ subálgebra conmutativa. En efecto,

[h, h] ⊂ h

[h, εp] = ε[h, p] ⊂ εp
[εp, εp] = ε2[p, p] ⊂ ε2(h + p)

ε 7−→0−−−−−−−→


[h, h] ⊂ h

[h, p′] =⊂ p′

[p′, p′] = 0
(5.6)

Nótese que el álgebra contraída tiene estructura de producto semidirecto. Esta forma es fundamen-
tal, como se verá en el ejemplo de la sección siguiente.

A nivel de representaciones, si se aplica la transformación anterior sobre los elementos infi-
nitesimales de una representación del grupo inicial, denotada por π, y si se hace tender ε −→ 0,
entonces las representaciones de los generadores tenderán a 0 a excepción de aquellos que formen
parte del subgrupo sobre el que se contrae (con la notación de subálgebras, aquellos que se generen
con elementos de h); esto es, π(h) ε 7−→0−−−→ π(h)

π(εp) ε 7−→0−−−→ 0
(5.7)

donde π(h) es la representación de elementos de h. De esta manera, en el paso al límite, se consigue
una representación que es presumiblemente isomorfa a una representación del subgrupo sobre el
que se contrae, h. Para conseguir una representación de g′, y esto es, para que la representación
contraída sea fiel se definirá como límite de una sucesión de representaciones del grupo inicial {πn}.
La idea será aumentar la dimensión de la representación para paliar la anulación de los generadores
contraídos; es decir, se procede con un doble límite, sobre la dimensión de la representación que
tenderá hacia infinito y sobre el parámetro ε que tenderá hacia cero (ver [14]):

πn(h) ε7−→0−−−−→
n7−→∞

π(h)
πn(εp) ε7−→0−−−−→

n7−→∞
π(p′)

(5.8)

donde π es una representación fiel de g′.

Una aplicación inmediata de esta técnica es la contracción del grupo SO(3) en E(2). Esta
contracción permite definir las representaciones de la órbita de tipo-luz como caso límite de las
representaciones de la órbita de tipo-tiempo. Merece la pena comentar que otra aplicación es la
contracción del grupo de Poincaré en el grupo de Galileo inhomogéneo (contracción del grupo
de Poincaré sobre las rotaciones espaciales y desplazamiento temporal). Esta contracción permite
probar, desde un punto de vista grupo-teorético, el llamado límite no relativista; es decir, recuperar
la Mecánica Clásica como límite (i.e. proceso contractivo) de la Mecánica Relativista2.

2 Este ejemplo, junto la contracción de SO(3) en E(2), constituyen el núcleo principal del trabajo de Inönü y
Wigner [14]. Ver tambíen [20]
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Figura 5.1: Representación de la acción de las rotaciones espaciales sobre el plano tangente de la
esfera. Imagen extraída de [9]

5.2. Contracción de SO(3) en E(2)

El estudio de la contracción del grupo SO(3) se divide en dos apartados: en el primero se tratará
la contracción del grupo bajo una interpretación geométrica con la intención de presentar el proceso
de contracción de la manera más intuitiva; en el segundo apartado se relacionará esta contracción
con la contracción de los grupos pequeños del grupo de Poincaré.

5.2.1. Interpretación geométrica

La idea es contraer SO(3) sobre el subgrupo de las rotaciones en torno al eje z; esto es, el grupo
generado por L3. En el paso al límite, los generadores L1 y L2 pasarán a ser N1 y N2, generadores
de un subgrupo abeliano. Por tanto, L3 junto a N1 y N2 generarán un grupo isomorfo al grupo
euclídeo E(2). Se obtendrá SO(3) 7−→ E(2).

Para visualizar el proceso se toma la siguiente interpretación geométrica [9]: se supone SO(3)
actuando sobre la esfera S2 ⊂ R3 dada por: x2 + y2 + z2 = R2, con R > 0. Los generadores
infinitesimales se representarán como operadores de diferenciación


L1 = −i

(
y ∂
∂z − z

∂
∂y

)
L2 = −i

(
z ∂
∂x − x

∂
∂z

)
L3 = i

(
y ∂
∂z − z

∂
∂y

) (5.9)
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Se consideran pequeñas rotaciones de tal manera que la acción del grupo se pueda describir en
un entorno del polo norte (0, 0, R). Estas rotaciones se escriben como elementos del álgebra de la
forma

θ1L1 + θ2L2 + θ3L3,

con θ1, θ2 pequeñas rotaciones entorno al eje x y eje y. Se verifica además

θ1 = −d2
R
, θ2 = d1

R
(5.10)

donde d1 y d2 son elementos de arco (ver Figura 5.1). Si se toma el límite R −→∞ la esfera crece
hasta confundirse con el plano tangente. Las pequeñas rotaciones entorno al eje x e y, rotaciones
denotadas como θ1 y θ2, se identifican bajo este límite con las traslaciones d1 y d2 sobre el plano
tangente; por otro lado, la rotación entorno al eje z, θ3, permanece inalterada. Es decir, en el paso
al límite, se recupera la acción natural del grupo euclídeo sobre el plano tangente.

La idea anterior sugiere reescribir los generadores del grupo. El elemento del álgebra se reescribe
como

−d2

(
L1
R

)
+ d1

(
L2
R

)
+ θ3L3

Nótese que el parámetro 1
R no es más que la curvatura de la esfera. En el paso al límite R 7−→ ∞

se consigue la siguiente transformación de los generadores infinitesimales, donde se identifica la
coordenada z con el radio R,

1
RL1 = − i

R

[
y ∂
∂z −R

∂
∂y

]
R−→∞−−−−→ i ∂∂y ≡ N2

1
RL2 = − i

R

[
R ∂
∂x − x

∂
∂z

]
R−→∞−−−−→ −i ∂∂x ≡ −N1

(5.11)

Donde el límite de ambos generadores existe y se define como N1 y N2. Las relaciones de conmu-
tación cambian bajo estos nuevos generadores, recuperándose el álgebra de E(2),

[L3,
L1
R ] = iL2

R

[L3,
L2
R ] = −iL1

R

[L1
R ,

L2
R ] = i 1

R2L3

R−→∞−−−−→


[L3, N2] = iN1

[L3, N1] = −iN2

[N1, N2] = 0
(5.12)

Conviene notar que se verifica de esta manera las reglas establecidas para el álgebra en (5.6): el
álgebra sobre la que se contrae queda inalterada (en este caso, el álgebra generada por L3), mientras
que los generadores restantes conforman un subgrupo abeliano; se puede afirmar que la contracción
realizada es realmente una contracción de Inönü-Wigner, donde el parámetro 1

R ha tomado el papel
de ε.

Por tanto, se ha conseguido obtener la contracción de grupos desde una interpretación geomé-
trica, como un problema de contracción de la esfera de radio R en el plano. El siguiente paso es
reinterpretar el párrafo anterior para el grupo de Poincaré y calcular de esta manera el límite de
las representaciones.

5.2.2. La representación de masa nula como límite másico

En primer lugar, se escoge una representación adecuada del grupo SO(3). En este caso, una
representación (2s + 1)-dimensional, con s número entero positivo (o estrictamente semientero
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positivo). Bajo la base adecuada los elementos de matriz de los generadores toman la forma (ver
§2.5.2) 

(L1)mm′ = −1
2
√

(s−m)(s+m′)δm′m+1 + 1
2
√

(s−m′)(s+m)δm′m−1

(L2)mm′ = i
2
√

(s−m)(s+m′)δm′m+1 + i
2
√

(s−m′)(s+m)δm′m−1

(L3)mm′ = mδmm′

(5.13)

con m,m′ = −s, 1 − s, ..., s − 1, s. Además, en esta base el operador L2 = (L1)2 + (L2)2 + (L3)2

toma la forma de L2 = s(s+ 1).

Atendiendo a las observaciones dadas en la sección anterior, se pueden construir dos tipos de
representaciones contraídas: el primer caso se corresponde con el límite ε 7−→ 0 para s fijo, expresión
(5.7); el segundo, se corresponde con el doble límite s 7−→ ∞, ε 7−→ 0, expresión (5.8).

Para el primer caso, si se fija el parámetro s (y por tanto, la dimensión) entonces la contracción
a través del parámetro ε ofrece los siguientes generadores,

ε (L1)mm′ −→ (N1)mm′ = 0
ε (L2)mm′ −→ (N2)mm′ = 0
(L3)mm′ −→ (L3)mm′ = mδmm′

(5.14)

para m,m′ tomando valores en {−s, 1− s, ..., s− 1, s}. Por tanto, se obtiene una representación del
subgrupo SO(2), generado por L3, de dimensión finita.

Para el segundo caso, se efectúa el doble límite sobre la dimensión, s −→∞ (sin mezclar valores
enteros y semienteros) y sobre el parámetro, ε −→ 0, de tal manera que sε = Θ se mantenga finito.
Los elementos de matriz, tras el límite, quedan con la forma

ε (L1)mm′ −→ (N1)mm′ = 1
2Θ(δm′m−1 − δm′m+1)

ε (L2)mm′ −→ (N2)mm′ = i
2Θ(δm′m−1 + δm′m+1)

(L3)mm′ −→ (L3)mm′ = mδmm′

(5.15)

donde m,m′ pueden tomar cualquier valor entero (o semientero). Se obtiene así una representación
infinito-dimensional y fiel del grupo E(2), contraído (ver §2.5.3).

En segundo lugar, para establecer la relación con el grupo de Poincaré se utiliza el segundo
operador de Casimir, W 2. Para la órbita de tipo-tiempo, donde el grupo pequeño toma la forma
de SO(3) (ver §3.3.3),

W 2 = −1
4m

2L2 = −1
4m

2s(s+ 1) (5.16)

donde se ha tomado L2 sobre la base anterior. En este punto, se identifica el parámetro m de masa
como el ε de la contracción de Inönü-Wigner. Si se toma el límite m 7−→ 0, entonces

W 2 m−→0−−−−→ −1
4
(
(N1)2 + (N2)2 + 0

)
= 0. (5.17)

El segundo operador de Casimir se anula tras la contracción, pues los operadores N1 y N2 son
nulos. Se recupera así el operador W 2 para la órbita de tipo-luz, en el caso degenerado. Por tanto,
esta contracción puede vincularse directamente con las representaciones de espín finito. Por otro
lado, si se toma el doble límite,

W 2 m−→0−−−−→
s−→∞

−1
4
(
(N1)2 + (N2)2 + 0

)
= 1

4Θ (5.18)
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donde se ha recuperado el segundo operador de Casimir para la órbita de tipo-luz, en el caso no
degenerado. Es decir, para Θ 6= 0 se vincula esta contracción con las representaciones de espín
continuo3. Nótese que el parámetro Θ ha absorbido la constante ω (recuérdese que el representante
de la órbita de tipo-luz se definió como p = (ω, ω, 0, 0)T en 3.3.3 –de aquí proviene el parámetro ω,
con dimensión de masa–).

Las consideraciones anteriores permiten concluir de la siguiente manera:

1. Las representaciones de espín discreto pueden obtenerse como límite m −→ 0 de las
representaciones másicas con espín s fijo. En efecto, en este caso los generadores N1 y N2 se
anulan y el grupo pequeño contrae sobre el subgrupo SO(2) (el caso degenerado).

εL1 7−→ N1 = 0
εL2 7−→ N2 = 0
L3 7−→ L3

(5.19)

Es más, de este modo se tiene que las simetrías internas (el momento angular intrínseco, o
espín) contraen en las simetrías planas; la helicidad toma el papel de límite de espín4.

2. Las representaciones de espín continuo se obtienen bajo el doble límite

s −→∞, m −→ 0 tal que sm = Θ (5.20)

con parámetro Θ estrictamente positivo. Este hecho sugiere la interpretación de las partículas
de espín continuo como límite de alta energía (E � m) y espín elevado (s � 1) de las
partículas másicas. El parámetro Θ queda como “remanente” de masa.
De esta manera se puede dar una explicación a las dos exóticas propiedades mencionadas
en §1.2: (i) la parametrización de las representaciones de masa nula bajo una constante
con dimensión de masa; (ii) la existencia de infinitos grados de libertad por punto espacio-
temporal, producido por la no acotación del espín.
En efecto, con el mecanismo de contracción se obtiene de manera natural el parámetro Θ como
límite del producto sm; puesto que absorbe la constante ω (relacionada con el representante
de la órbita p ≡ (ω, 0, 0, ω)T ), Θ adquiere dimensión de masa. Desde una perspectiva física,
se puede considerar el remanente de masa cuando se establece el límite de alta energía y
espín elevado5. De la misma manera, el mecanismo de contracción construye representaciones
de dimensión infinita; además, por la forma dada en (5.15) se observa que la representación
mezcla estados de helicidad bien definida. De este modo, un estado cualquiera del sistema físico
se deberá expresar como suma infinita de estados de helicidad (o como torre de helicidades),
de tal modo que los grados de libertad del sistema son infinitos.

En conclusión, a través de la contracción de Inönü-Wigner se ha podido dar, desde el lenguaje
de la Teoría de Grupos, un mecanismo para obtener las representaciones de tipo-luz como caso

3Obsévese que para Θ 7−→ 0 se obtiene el caso anterior, relacionado con espín finito, como es razonable.
4Esta afirmación necesita algo más de atención: observando la forma de (5.14), el generador (L3) descompone

como suma directa (y finita) de carácteres de SO(2). Por tanto, sobre el espacio de representación están presentes
distintos estados de helicidad bien definida, de −s hasta s (imagínese una torre finita de estados); pero, el punto
importante, no se mezclan bajo la acción de la representación.

5Recuérdese la Figura 4.1.c): la representación de espín continuo se construía colapsando las rectas de representa-
ciones másicas (donde la pendiente es s(s+ 1) sobre el eje vertical.
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límite de las representaciones de tipo-tiempo. Sobre este mecanismo se asienta toda construcción
de funciones de onda de espín continuo (como el caso tratado en §4.3.4). Merece la pena señalar
que durante el proceso contractivo aparece de manera natural la distinción (o construcción) de
las dos tipologías de representaciones: espín finito y espín continuo. Es más, el límite sugiere la
interpretación de las partículas de espín continuo (rechazadas en la literatura física hasta muy
recientemente) como caso límite de partículas másicas de alta energía y espín elevado. De este
modo, este capítulo concluye el tratamiento teórico sobre representaciones de espín continuo.

82



Capítulo 6

Conclusiones

Los objetivos planteados en el trabajo han sido:

Estudiar el grupo de Poincaré y obtener la clasificación de sus representaciones unitarias e
irreducibles de tal manera que se pueda obtener una clasificación de las partículas elementales
relativistas.

Estudiar las representaciones de espín continuo con la intención de entender su posición
actual en la física moderna, y ver a su vez el contenido físico de dichas representaciones a
través del mecanismo de contracción de grupos de Lie

Estos objetivos han sido abordados y tratados con gran profundidad. Las conclusiones desprendidas
del trabajo son las siguientes:

1. Se ha estudiado con detalle las transformaciones de simetría espacio-temporales, o transfor-
maciones de Lorentz, que permiten construir el grupo de Lorentz (para las transformaciones
homogéneas) y el grupo de Poincaré (para las transforamciones inhomogéneas).

2. Se ha estudiado la forma de ambos grupos, así como sus álgebras de Lie asociadas y sus gene-
radores. Para el grupo de Poincaré se han obtenido las órbitas y grupos pequeños asociados.

3. Se han obtenido las representaciones unitarias e irreducibles del grupo de Poincaré,
que se clasifican en los siguientes tipos:

a) Representaciones másicas asociada a la órbita de tipo-tiempo. Su grupo pequeño
asociado es el grupo SO(3).

b) Representaciónes de masa nula asociadas a la órbita de tipo-luz. Su grupo pequeño
asociado es el grupo Euclídeo E(2), cuya estructura de producto semidirecto ofrece la
subdivisión de las representaciones siguiente:
1) Representaciones de espín finito, inducidas por el subgrupo SO(2) ⊂ E(2).
2) Representaciones de espín continuo, inducidas por todo E(2).

c) Representaciones taquiónicas asociadas a la órbita de tipo-espacio, cuyo grupo pe-
queño asociado es el grupo propio de Lorentz, (2 + 1)-dimensional, SO+(1, 2).
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d) Representaciones asociadas a la órbita degenerada, {0}. El grupo pequeño es el
propio grupo de Lorentz, (3 + 1)-dimensional , SO+(1, 3).

Esta clasificación ha sido abordada con la ayuda de la metodología de Mackey y la teoría de
operadores de Casimir de álgebras de Lie.
La clasificación anterior permite dar una clasificación de las partículas elementales re-
lativistas; en efecto, cada partícula está asociada a una representación unitaria e irreducible
del grupo de Poincaré.

4. Se dan las ecuaciones de onda de las partículas másicas (ecuación de Klein-Gordon y ecua-
ción de Dirac), asociadas a las representaciones másicas, así como las ecuaciones de onda de
partículas asociadas a las representaciones de masa nula (partícula de espín finito y partícula
de espín continuo). Con ello se concluye el primer objetivo.

5. Respecto a las representaciones de espín continuo, se ha podido establecer una nueva pers-
pectiva para dichas representaciones a través del proceso de contracción de grupos de
Inönü-Wigner.

a) Por un lado, se ha conseguido dar una reinterpretación física de estas representaciones:
estableciendo la partícula de espín continuo como límite de partículas másicas
energéticas (E � m) y de espín elevado (s� 1).

b) Por otro lado, se ha establecido el camino para construir la ecuación de ondas asociada.
Esta construcción da una descripción de la partícula como torre infinita de estados
de helicidad bien definida. De esta manera se cierra el segundo objetivo.
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