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Abstract

Gauge theories are studied in the abstract framework of Diffe-
rential Geometry. This includes: Lie groups, actions, fibre bund-
les, connections, curvatures, etc. These topics are covered th-
roughout the first sections with the intention to serve as an intro-
duction. After that, the main focus is to present numerous exam-
ples, with the highest amount of detail posible. Electromagnetism
18 analyzed, starting with classical freedom to chose the electro-
magnetic potencial. Thereafter, the theory is described in terms
of U(1)-principal bundles. Dirac monopoles are also studied, pro-
viding an example of a case where fibre bundles are non-trivial.
Electromagnetic theory is generalized to Yang-Mills theories and
the conditions for the existence of such theories is examinated.
The aim of the last chapter is to introduce gravity in 241 di-
mensions with a Chern-Sitmons action as a gauge theory. In this
case, the theory is discribed in terms of the bundle of frames, the
Lorentz connection and the Poincaré Group being the symmetry
group for the theory.
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Resumen

Se estudian las teorias de gauge en el lenguaje abstracto de la
Geometria Diferencial. Esto incluye: Grupos de Lie, acciones,
fibrados, conexiones, curvaturas, etc. Estos temas se cubren a lo
largo de las primeras secciones con la intencion de servir como
una ntroduccion. Después, el objetivo principal es presentar nu-
merosos ejemplos, con el mayor nivel de detalle permitido. Se
analiza el electromagnetismo, comenzando por la libertad cldsica
de escoger los potenciales de la teoria. Tras ello, esta se des-
cribe en términos de U(1)-fibrados principales. Se estudian tam-
bién los monopolos de Dirac, que sirven como ejemplo de teorias
con fibrados no triviales. El eletromagnetismo se generaliza a la
teoria de Yang-Mills y se discuten las condiciones para la exis-
tencta una accion adecuada. Bl objetivo del ultimo capitulo es in-
troducir la gravedad de Chern-Simons en 241 dimensiones como
teoria de gauge. En este caso, la teoria queda descrita en térmi-
nos del vierbein, la conexion de Lorentz y el grupo de Poincaré,
que es el grupo de simetrias de la misma.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Objetivo

La presente memoria constituye el Trabajo de Fin de Grado que presenta el interesado
para optar a la titulacién de Graduado en Fisicas. Esta organizado como la segunda parte
fisica de un trabajo coordinado entre el Grado en Fisica y el Grado en Matematicas. En el
trabajo de matemadticas se tratd, principalmente, el formalismo de las teorias gauge en el
contexto de la Geometria Diferencial. Este trabajo se reservé para exponer el mayor nimero
de ejemplos posibles, y hacer una introduccién a la formulacién gauge de la gravedad en 241
dimensiones en términos de la accién de Chern-Simons. Siendo un trabajo conjunto, algunas
partes se han tomado verbatim de la memoria hecha en Matematicas [6]. Esto incluye, sobre
todo, la parte matematica de las teorias de gauge, si bien muchas partes han sido reescritas
y reestructuradas.

1.2. Breve resena historica

Existen cuatro interacciones fisicas fundamentales: la gravedad, el electromagnetismo y
las fuerzas nucleares fuerte y débil. En 1915, Einstein publica una serie de articulos que
culminan con sus ecuaciones de campo describiendo la primera fuerza fundamental: la gra-
vitacién [14]. Esta teorfa, conocida cominmente como Relatividad General, es de naturaleza
geométrica. Es decir, en ella la gravedad no se interpreta como una fuerza en el sentido usual,
sino como la curvatura de una variedad 4-dimensional que representaria el espacio-tiempo
en el que vivimos. En 1918, H. Weyl introduce lo que mas tarde seria un prototipo de teoria
gauge [25]. Esta teoria pretendia unificar el electromagnetismo con la gravedad a través de
un enfoque geométrico, similar al que hizo Einstein. Aunque el planteamiento original de
Weyl se probé incorrecto, mas tarde se descubrié que una nueva idea de invarianza gauge
podia explicar la simetria de isospin. En un articulo clésico [39], C.N.Yang y R.L. Mills pro-
pusieron que la fuerza nuclear fuerte se pudiese describir como una teoria gauge con grupo de
simetria SU(2). Esto resucité el interés en las teorias de gauge que, durante mucho tiempo,
han constituido nuestro marco de entendimiento mas profundo y unificado de las fuerzas
fundamentales. En particular, el electromagnetismo, y las interacciones nucleares fuerte y
débil se han unificado en una tinica teorfa de gauge con grupo de Lie SU(3) x SU(2) x U(1).
Esta teoria constituye el conocido como Modelo Estandar de particulas elementales.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 8

Con el descubrimiento, en 2012, del bosén de Higgs [I] parece quedar confirmada la validez
de este modelo y también el hecho de que la naturaleza de las interacciones fundamentales
deberia venir descrita por una gran teoria unificada de gauge. Por desgracia, no todas las
fuerzas fundamentales estan unificadas en una unica teoria: la gravedad parece resistirse a
los intentos de estos tltimos anos. Esto no quiere decir que la gravedad no haya sido formu-
lada en términos de teorias gauge. En 1956, R.Utiyama, en su articulo [33] demuestra que
la gravedad puede entenderse como una teoria de gauge donde el grupo de simetrias fuese el
grupo de Lorentz. No obstante, todavia queda por formular una teoria gauge que tenga al
grupo de Poincaré (que es el grupo completo de simetrias de la Relatividad General) como
grupo de simetrias locales. Intentos recientes [35],[36] lograron describir satisfactoriamente la
gravedad en 2+1 dimensiones como teoria gauge. Es mas, estas teorias probaron mas tarde
ser resolubles analiticamente [36]. Atin con todo, el caso en 4 dimensiones contintia siendo
un misterio. Resulta curioso que esta interaccion, formulada en el lenguaje abstracto de la
geometria diferencial por Einstein y que comparte tantas ideas con las teorias gauge actuales,
escape aun a dicho formalismo.

1.3. Nocién intuitiva de lo que son las teorias de gauge

Esta clara, pues, la importancia de las teorias de gauge, pero aun no se ha presentado
qué es exactamente una teoria gauge. Las teorias gauge son una clase de teorias fisicas que
describen la interaccién de los campos fundamentales de la naturaleza en términos de una
conexion en el espacio-tiempo cumpliendo ciertas propiedades, que se interpreta como un
potencial en el sentido clasico, y una curvatura midiendo la intensidad de dicha in-
teraccion. La forma usual de llegar a una teoria gauge en fisica es observar la invarianza
de un cierto Lagrangiano con respecto a una transformacion global, que no depende del
espacio-tiempo y promocionarla a una transformacién local que si que dependa. En este
proceso, para conservar la invarianza, se ha de postular la existencia de un objeto matemati-
co que transforme de acuerdo a una reglas determinadas, de manera que se pueda construir
una variable dindmica -que sera una derivada covariante- que sea invariante con respecto a
la transformacion local. Este objeto, que en fisica se llama potencial de gauge, resulta
tener las mismas propiedades de transformacion que una 1-forma local de conexion en
un fibrado principal, una vez escogida una seccion del fibrado. La fuerza de la interaccién
mediada por este potencial, que fisicamente puede construirse usando derivadas del mismo,
en analogia a como se hace en el electromagnetismo con el tensor electromagnético, ma-
teméaticamente se corresponde con un objeto llamado 2-forma de curvatura. Los campos
fisicos de materia se acoplan con la derivada covariante en lo que en fisica se conoce como
acople minimo (minimal coupling). Este acople da lugar a términos de interaccién en los
Lagrangianos representados por diagramas de Feynman.

1.4. Aspectos matematicos de las teorias de gauge

Desde el punto de vista matematico, pues, el estudio de las teorias de gauge es el de los
fibrados principales, fibrados vectoriales asociados, conexiones, curvaturas, derivadas cova-
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9 1.5. PLANTEMIENTO DEL TRABAJO

riantes, etc. De este modo, atina muchas ramas interesantes de la geometria diferencial y la
topologia en una tnica y hermosa teoria.

1.5. Plantemiento del trabajo

En este trabajo, se pretende dar una introduccién a las teorias gauge que se complemente
con el trabajo realizado en el drea de mateméticas [6]. Por ello, se hard especial hincapié
aqui en los ejemplos fisicos, desarrollados con detalle cuando se pueda, y sus implicaciones.
Con esto en mente, la estructura del trabajo es:

1. Se comienza por introducir brevemente algunos de los aspectos mateméaticos de la
teorfa, tratados con detalle en [6]. Se hace un repaso, primero, de las nociones ele-
mentales de Geometria Diferencial (incluyendo el lenguaje de las formas, los campos
tangentes, grupos de Lie, teoria de representaciones y acciones de grupo) para luego
pasar al campo concreto de las teorias gauge: fibrados, conexiones curvaturas, etc.

2. Después, se pasa a analizar el ejemplo maés sencillo de teoria gauge: la teoria del elec-
tromagnetismo de Maxwell. Se estudia cémo el principio de invarianza gauge tiene
un origen clasico en la libertad de escoger los potenciales electromagnéticos. Esto se
vincula con una simetria de caracter cudntico gobernada por el grupo U(1). Entre
medias, se reescribe el electromagnetismo en el lenguaje compacto de las formas y de
las teorfas gauge en fibrados principales. También se tratan los monopolos magnéticos,
que sirven como introduccion a las clases caracteristicas, un tema de gran relevancia
en la gravedad de Chern-Simons.

3. El resto del trabajo se dedica a intentar formular la gravedad como teoria gauge con
el grupo de Poincaré como grupo de simetria. Se comienza introduciendo la gravedad
en funcion de la referencia mévil, o wvierbein y de la conexion de spin o conexion de
Lorentz, para después pasar a analizar el caso en 2 + 1 dimensiones como teoria gauge
con la accién de Chern-Simons y el grupo de simetrias G = 150(2,1) (el grupo de
Poincaré).

Las referencias principales para las partes mateméticas introductorias son [16] y [29].
Para el estudio del electromagnetismo y los monopolos se usaron las referencias [23], [24],
[20] y [31], principalmente. Para tratar la gravedad en 2+1 dimensiones se empleé [35], [41]
y [18]. Otras referencias se usan en casos particulares, pero se especifican, normalmente, al
principio de cada seccién.
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Capitulo 2

Preliminares: algunos conceptos de
Geometria diferencial

Antes de comenzar con las teorias de gauge, conviene revisar algunos elementos de la
Geometria Diferencial que se van a usar durante este trabajo. Se sigue, sobre todo [20], [16]

y [21].

2.1. Variedades diferenciables, campos de vectores y
formas

2.1.1. Espacio tangente a una variedad

Dada una variedad diferenciable M, y un punto p € M, se puede construir un espacio
vectorial T,M, el espacio tangente a la variedad, como la unién de todos los vectores
velocidad de curvas que pasan por p. También se puede interpretar como el espacio de todas
las derivaciones de funciones C*(M) (funciones en M que son R-valuadas y diferenciables).
Por ello, una base de este espacio la constituyen las derivadas parciales en cada direccion,
que son derivaciones: {9,(p)}, C T,(M).

2.1.2. Campos tangentes

Una aplicaciéon X : p — X, € T,M que sea diferenciable en cierto sentido se llama
campo tangente a la variedad. La diferenciabilidad de un campo se puede testar viendo
que transforme funciones C*(M) en funciones C*°(M) o simplemente dando una estructura
al fibrado tangente T'M = Up6 v IpM que haga que X sea una aplicacién diferenciable entre
variedades. Al conjunto de todos los campos tangentes se le denota X(M) y es un espacio
vectorial.

2.1.3. Algebra exterior sobre variedades

Se puede hacer algebra exterior sobre el espacio tangente a la variedad. Para ello, se
define el espacio de funciones multilineales y alternadas que van de T,M X (k) T,M — R
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11 2.1. VARIEDADES DIFERENCIABLES, CAMPOS DE VECTORES Y FORMAS

que se suele denotar A*(T,M). En este contexto, se define el espacio de k-formas sobre la
variedad como:

Definicién 2.1.1 (k-formas). Una k-forma diferenciable « es una aplicacién « :
X(M) x *) x X(M) — C®(M) verificando que, para cada p € M, la aplicacién a, :
T,M x *) x T,M — R definida como a,(Xi, ..., X3) = ap(X1p, ..., Xzp) es multilineal y
alternada, donde X; € X(M), V1 <i <k y X, € T,M es la evaluacién del campo en el
punto p € M. Al conjunto de todas las k-formas se las denota QF(M).

Para las teorfas gauge, interesan también las k-formas W valuadas, donde W es un cierto
espacio vectorial. La generalizacién es inmediata ya que, en este caso se define una k-forma
« como una aplicacion:

a: X(M)x® xx(M) — C=(M, W)
(2.1.1)
(X1, ., Xi) — a(X1, . XR)(p) = ap(Xip, oy Xip)

que sea multilineal y alternada. En este caso, C>(M, W) denota las funciones W-valuadas
definidas en la variedad y que son diferenciables. Al espacio de las k-formas W-valuadas se
le denota QF(M, W).

<>

A las k-formas se las puede «multiplicar», en cierto sentido usando el producto exterior,
que se denotara A. A las k-formas también se las puede subir de grado usando la diferencial
exterior d : QF(M) — QFFL(M), que es la generalizacién de los operadores de derivacién
usuales en R? (el gradiente: convierte funciones en 1-formas; el rotacional: convierte 1-formas
en 2-formas y la divergencia: convierte 2-formas en 3-formas).

2.1.4. El pull-back y el push-forward

Dada una aplicacion ¢ : M — N entre variedades diferenciables, hay una forma natural
de, dado un campo de vectores en M, asignarle un campo de vectores en N, llamada push-
forward. Del mismo modo, dada una forma en N, la manera de asignarla una forma en N
se denomina pull-back. Formalmente:

Definicién 2.1.2 (pull-back y push-forward). Sea ¢ : M — N entre variedades
diferenciables:

1. Si ¢ es difeomorfismo, entonces se define:

6.1 X(M) — X(N)
(2.1.2)
X — #(X)

con ¢.(X)gp) = dpp(Xp) v se llama push-forward, o morfismo estrella.
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2. Si ¢ es diferenciable, entonces se define:

ot QF(N) — QF(M)
(2.1.3)
a  — ()

con ¢*(a)p(X1, ..., Xi) = ) (dpd(X1p), ., dpd(Xip)), siendo X; € X(M), Vi. A ¢*
se le llama pull-back.

2.2. Grupos de Lie

2.2.1. Grupos de Lie matriciales

Aunque los grupos de Lie se pueden definir con mayor generalidad, en Fisica interesa
sobre todo el caso de los grupos de Lie matriciales, o grupos de Lie lineales, que son
subgrupos cerrados de GL(n,K), el grupo lineal general sobre el cuerpo K (en general, suele
ser K=R 6 C). Estos grupos tienen dos estructuras simultdneamente: la de grupo con una
cierta operacion definida sobre ellos y la de variedad diferenciable. Ademas, se pide que la
multiplicacién sea una aplicacién diferenciable (C*). En este sentido, el hecho de que haya
dos estructuras definidas sobre estos conjuntos, hace que se hable de que una aplicacion sea
un «isomorfismo de grupos de Lie» cuando es un difeomorfismo que ademas es un isomorfis-
mo en el contexto de la teoria de grupos.

2.2.2. Difeomorfismos de multiplicacion a izquierda y a derecha

Sobre los grupos de Lie, hay dos difeomorfismos de especial relevancia, que son las mul-
tiplicaciones por la izquierda:

L,: G — G
g h — g-h (2.2.1)
y las multiplicaciones por la derecha:
Ry: G — G (2.2.2)

h — h-g

Estos difeomorfismos solamente se tienen en grupos de Lie y no en variedades, en general.
Estan relacionados con muchas construcciones particulares de grupos de Lie, como sus alge-
bras asociadas.

2.2.3. Algebras de Lie y aplicaciéon exponencial

Sobre un grupo de Lie GG, se puede definir una estructura, llamada algebra de Lie, que
estd formada por todos los campos de vectores invariantes por la izquierda (invariantes por
el push-forward de y que aqui se denotara con letras goticas: g. A todos los efectos,
esta estructura se puede pensar como el espacio tangente a la matriz Id, con un corchete
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13 2.2. GRUPOS DE LIE

dado por el conmutador de matrices. En grupos lineales, el dlgebra de Lie es siempre un
subespacio del espacio de todas las matrices cuadradas con coeficientes en el cuerpo K, que
se denota Mat(n x n, K) o simplemente Mat(n, K). El dlgebra de Lie es de gran importancia,
ya que representa una aproximacion infinitesimal del grupo en un entorno de la identidad.
Es més, definiendo:

Definicién 2.2.1 (matriz exponencial). Sea A € Mat(n x n,K). Se define la expo-
nencial de A como:

= 1
A _ L
ef=>" A (2.2.3)
k=0
En grupos matriciales se llama aplicacién exponencial a la aplicacion

exp:g C Mat(n x n,R) = G : Ars et (2.2.4)

Entonces, se tiene el importante resultado, de mucha aplicacién en Fisica:

Teorema 2.2.2 (aplicacién exponencial es sobreyectiva en grupos compactos
y conexos). Sea G un grupo de Lie compacto y conexo. Entonces, la aplicacién
exponencial es sobreyectiva. Esto es tanto como decir que el grupo se puede parametrizar
por la aplicacion exponencial.

La prueba del teorema se puede encontrar en textos més avanzados, como [30] (Mazimal
Torus Theorem). Lo interesante es que el dlgebra de Lie del grupo determina todos los ele-
mentos del grupo a través de la aplicacion exponencial y los llamados generadores del
algebra, que son un conjunto de vectores que forman una base del algebra de Lie.

2.2.4. Caso particular

A continuacién, se considera un ejemplo de grupo de Lie matricial, tratado en [6]:

Ejemplo 2.2.1 (grupo de matrices especiales y unitarias). El grupo de matrices
especiales y unitarias es: SU(n) = {A € Mat(n x n,C) : A A" = Id y det(A) = 1}. Es facil
probar que es un grupo de Lie con dimensién n? — 1.

En el caso de n=2, el grupo es el grupo de rotaciones en el espacio del spin. Para verlo,
basta con hallar el plano tangente a la identidad. Esto se hace tomando una curva (t) cuya
imagen esté contenida en SU(2) y tal que v(0) = Id y v (0) = X € TijuM = su(2) (el
dlgebra de Lie del grupo). Obsérvese que la curva () = e valdria, ya que v(0) = Id y
7' (0) = X. Como 7(t) estd contenida en SU(2) cumple las ecuaciones de la variedad. Es
decir: v+ = Id y det((t)) = 1. Derivando implicitamente en la primera condicién y por la
regla del producto, se llega a:

Y(0) (0)" +4(0) /' (0) = X [d+Td XT =0= X = - X' (2.2.5)

Por otro lado, usando que det(e!X) = eX) (tr(-) denota la traza) (ver [I16], Teorema
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1.7.33), se tiene que:

o det(e™) =tr(X) = 0= tr(X) =0 (2.2.6)

t=0

Es decir, que el dlgebra de Lie es: su(2) = {A € Mat(n xn,C) : A+ AT =0y tr(4) = 0}.
Una base de este espacio es:

L0 =iy 10 1) __1(—i0

Yol—i 0 )% 2\ 1 0 T2\ 0
Que cumplen las relaciones de conmutacion [7,, 7] = €4peTe, haciendo que el mapa: so(3) —
su(3) : J, — 7, sea un isomorfismo de algebras de Lie. Fisicamente, esto quiere decir que las

matrices 7; son generadores de rotaciones, y por tanto, operadores de momento angular. El
momento angular, en este caso, es el spin.

2.3. Representaciones de grupos

2.3.1. Representacion adjunta

Aunque los grupos de Lie no sean matriciales, siempre se suelen representar como un
grupo matricial, para trabajar con ellos.

Definicién 2.3.1 (representacién). Sea G un grupo de Lie y V' un espacio vectorial
sobre los niimeros reales o complejos. Una representacion de GG sobre V' es una homo-

morfismo de grupos de Lie:
p:G— GL(V)

De todas las representaciones que se pueden hacer de un cierto grupo dependiendo del
espacio V', destaca la representacion adjunta, que toma V' = g, el dlgebra de Lie del grupo:

Ad: G — GL(g)
(2.3.1)
g — Ad(g) = Ady = (cy)«
donde ¢, representa la conjugacion, que es un difeomorfismo:
cg=LyoRy1 G — G
(2.3.2)

T — gxg_1

En el caso de grupos de Lie matriciales G C GL(n,K), la representacién adjunta se reduce
a:
AdpX =Q-X-Q ', VQeG, X €g (2.3.3)
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2.3.2. La forma de Killing

Desde el punto de vista de las teorias gauge, es de vital importancia que se puedan
construir ciertas formas bilineales, no degeneradas e invariantes en el algebra de Lie de un
cierto grupo G. Que sean invariantes servird para construir una accién que sea invariante
gauge. Que sean no degeneradas implicara la posible interpretacién de estos términos como
términos cinéticos. En general, para todo grupo G, se define:

Definicién 2.3.2 (forma de Killing). Sea g el dlgebra de Lie de un cierto grupo G. La
forma de Killing B, en g se define como:

By: gxg — R
(2.3.4)
(X,Y) — tr(adx oady)
La forma de Killing tiene las propiedades necesarias:
1. Es bilineal y simétrica.
2. Si o :g— g es un automorfismo de g, entonces:
By(0X,0Y) = By(X,Y), VX,Y € g (2.3.5)

Esto en particular se cumple cuando o = Ad,.

En el caso adicional de que el grupo sea semisimple, la forma de Killing es no-degenerada.
De hecho, el reciproco también es cierto [16] (Teorema 2.4.9). Si el grupo es, ademaés,
compacto, entonces la forma de Killing es definida negativa [16] (Teorema 2.4.16). En
particular, define un producto escalar definido positivo al multiplicarla por —1.

Observacion 2.3.1. Sea GG un grupo de Lie matricial. En general, en los textos de Fisica,
se suele emplear «tr(-,-) : gx g — R: (X,Y) — tr(X,Y)» para denotar cualquier forma
del algebra de Lie con las propiedades que satisface el opuesto de la forma de Killing en
grupos compactos y semi-simples: invarianza por automorfismos, bilinealidad, simetria, ser
no-degenerada y ser definida positiva. En resumidas cuentas, un producto escalar invariante
por automorfismos.

2.4. Accion de grupo

2.4.1. Definicién de accién de grupo

Las representaciones de los grupos dan una manera de actuar de los grupos sobre espacios
vectoriales. Es natural entonces, pensar en abstraer esto a grupos actuando sobre variedades
diferenciables. Las acciones de grupo pueden pensarse como una generalizacion no lineal de
las representaciones:
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Definicién 2.4.1 (accién por la derecha). Una accién por la derecha sobre el
grupo G en un conjunto M es un mapa:

®: MxG — M
(2.4.1)

(g:p) — p-yg
verificando los siguientes axiomas:
L.p-(g-h)=(p-g)-h,VpeEMygheG.
2.p-e=p, VpeM

Como pasa con acciones por la izquierda, en el caso de que M sea una variedad diferen-
ciable y GG sea un grupo de Lie; si ® es una funcién regular, se dice que es una accion
regular por la derecha.

De forma analoga se podrian definir acciones por la derecha, aunque el convenio seguido en
[16] es usar las acciones por la derecha para definir los fibrados principales.

2.4.2. Multiplicaciones y aplicacion de 6rbitas

Fijando el elemento g se obtienen las multiplicaciones a derecha (en el caso de acciones
por la derecha):

Definicién 2.4.2 (multiplicaciones a derecha). Sea ® : G x M — M una accién por
la derecha. Para cada g € G fijo, se define la multiplicacién por la derecha como:

rg: M — M
(2.4.2)
g — D¢

De forma analoga se puede definir la multiplicaciéon por la izquierda en el caso de acciones
por la izquierda.

Analogo al concepto de multiplicacién a izquierda y derecha estd el de aplicacion de
orbitas, que fija el punto p € M sobre el que el grupo actia:

Definicién 2.4.3 (aplicacién de érbitas). Sea ® : G x M — M una accién por la
derecha. Para cada p € M fijo, se define la aplicaciéon de érbitas como:

op: G — M
(2.4.3)
g — pP-g
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Que se definiria de manera analoga para multiplicaciones por la izquierda.

Las acciones se suelen clasificar atendiendo a la sobreyectividad e inyectividad de sus
aplicaciones de orbitas:

1. La accién se dice que es transitiva si el mapa de érbitas es sobreyectivo para cada
p de M.

2. La accién se dice libre si el mapa de érbitas es inyectivo para cada p de M.

3. La accién se dice simplemente transitiva si es transitiva y libre.

2.4.3. Campos de vectores fundamentales

En general, dado un difeomorfismo entre grupos de Lie, su push-forward define un morfis-
mo entre las algebras de Lie de los grupos. Las acciones de grupo determinan una aplicacién
natural del grupo de Lie G sobre el grupo de difeomorfismos en la variedad M: Dif(M),
llevando cada elemento g sobre su multiplicacién a izquierda (si la accién es por la izquierda)
o sobre su multiplicacién a derecha (si la accién es por la derecha). Si se piensa en los campos
de vectores como el dlgebra de Lie (infinito dimensional) del grupo de difeomorfismos, esto
induce una aplicacion ¢, : g — X(M) que se denota igual que el push-forward, definida
asi:

Definicién 2.4.4 (campo de vectores fundamental). Sea G un grupo de Lie y M
una variedad diferenciable. Si ® : M X G'— M es una accion por la derecha, y X € g es
un campo de vectores, se define el campo de vectores fundamental X como:

= d

==

b= 2 enn(tX) = (dedy)(Xe) (244

t=0

Si la accion es por la izquierda, el campo de vectores se define de una manera distinta:

= d
Xp:%

(exp(—tX) - p) = (degy,)(Xe) (2.4.5)

t=0

siendo ¢/,(g) = g~ ' p. La aplicacién que envia cada campo de vectores del dlgebra de Lie
sobre su campo de vectores fundamental asociado se denota ¢,:

b g — X(M)
(2.4.6)

X — X

2.4.4. La forma de Maurer-Cartan

Dado un grupo G de Lie, la forma de Maurer-Cartan asocia, a cada campo X € X(G),
el inico campo del algebra de Lie que coincide con X en el punto g € G. Formalmente, se
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construye usando el push-forward la multiplicacién por la izquierda asi:

pe o X(M) — C*(G, g)
(2.4.7)
X — (MG<X))9 = (dgcgfl)(Xg) €y

O simplemente pg(X), = (L£L4-1)«(X)e € Te(M) = g. La forma de Maurer-Cartan aparece
siempre que se calcule la diferencial de la accién de grupo, como se prueba en [6].
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Capitulo 3

Teorias de gauge

Las teorias de gauge son teorias fisicas en las que la interaccién de un cierto campo
fundamental estd mediada por una 1-forma de conexién. Localmente, tras la eleccién de
un gauge, estas 1-formas se pueden interpretar como definidas en un abierto del espacio-
tiempo y con valores en un cierto espacio vectorial (que serd el algebra de Lie del grupo de
simetrias) y, por tanto, se pueden interpretar como campos en el sentido usual. La fuerza
de la interaccién viene descrita por una 2-forma adecuada, llamada 2-forma de curvatura.
Para poder introducir estos conceptos matemadticos, se necesita una estructura previa, que
es la de fibrado. En esta primera seccion se repasan los aspectos matematicos més relevantes
de la teoria de los fibrados y de las conexiones y curvaturas que se pueden definir en los
mismos. Las referencias para esta parte son [16], [29], [21] y [3]. Para las demostraciones de
los resultados que se exponen en esta seccién, se puede consultar [6].

3.1. Fibrados

Los fibrados se pueden entender como productos cartesianos retorcidos de cierta manera.
En este sentido, localmente seran difeomorfos a un pedazo de producto cartesiano, pero lo
mismo no serd cierto globalmente por la forma de retorcerse de sus fibras. Aunque se puede
definir un fibrado en el caso mas general, en Fisica tienen especial relevancia los llamados
fibrados principales y sus fibrados vectoriales asociados.

3.1.1. Fibrados principales

Antes de definir lo que es un fibrado principal, hay dos conceptos que se pueden definir de
la forma ma&s general: las secciones y las fibras. Dada 7 : E — M una aplicacién diferenciable
y sobreyectiva entre variedades diferenciables, la fibra de 7 sobre el punto x es E, =
7 Yz) = 771 ({z}) C E. Una coleccién de fibras se denota: Ey = 7~ (U), con U C M. Por
otro lado, una aplicacién s : M — E cumpliendo wo s = Id); se llama seccion global. Si la
aplicacion esta definida en un abierto U C M y cumple 7o s = Idy, m, se la llama seccion
local.

Definicién 3.1.1 (fibrado principal). Sean P y M variedades diferenciables y G un
grupo de Lie. Se supone que el grupo actia de manera suave sobre la variedad M por
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la derecha. Sea m : P — M una aplicacién diferenciable y sobreyectiva. Se dice que
(P,m, M;@G) es un fibrado principal y se denota asf :

G——P

|

M
o simplemente 7 : P — M, si se verifican las siguientes propiedades:

1. Para cada punto x € M , existe un abierto U C M tal que 7|, admite una
trivializacion. Esto es, existe un difeomorfismo ¢y : Py — U X F con prio¢gy = .

2. La accién preserva las fibras y es simplemente transitiva en las mismas.
Esto quiere decir que la accion se restringe a las fibras: P, x G — P, (o también:
p-g € P,,Vp € P,,g € G) y el mapa de 6rbitas G — P, : g — p- g es una biyeccion,
Ve e M,p € P,.

3. Existe un atlas del fibrado que es G-equivariante. Es decir, existe una familia
{Ui, ¢; }ier donde U; forman un recubrimiento por abiertos de M y ¢; : Ey, — U; X F
es un difeomorfismo. Ademas, las aplicaciones ¢; han de verificar:

bi(p-9)=oip) -9, Vp € Py,,g € G

donde se supone que, en el lado derecho de la ecuacion, el grupo G actia en un
elemento (z,a) € U; x G de la siguiente forma:

(z,a) -9 = (z,a-g)
A un atlas en estas condiciones se le llama atlas principal.
Ademas, se denomina:
1. grupo de estructura del fibrado al grupo G.
2. fibra general a F.
3. espacio total a P.
4. variedad base a M.

5. proyeccion a T.

Dadas dos cartas (U;, ¢:), (U;, ¢;) cuyos abiertos tienen interseccién no vacia U; N U; # 0, se
llaman funciones de transicién o de solapamiento a:

(bj o (b;l‘(U,ﬂUj)XG : (UZ N UJ) x G — (Ul N U]) x G (311)
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Aunque, en ocasiones, también se denomina funcién de transicién a:

gbji : Uz N Uj — G
(3.1.2)
T — ¢z 0 b3 (e)

siendo e el elemento unidad del grupo G.

<>

El concepto de seccion es clave en la teoria gauge:

Definicién 3.1.2 (gauge). Sea m : P — M un fibrado principal. Un gauge global es
una seccion global de 7. El gauge se llama local si la seccion también es local. Al conjunto
de todas las secciones locales (gauges) de un abierto U C M se las denota I'(U, P).

Dar un gauge s : U; — Py, se corresponde a definir una trivializacion del fibrado, a través

de la ecuacion:
t; Uz x G — PUi

(3.1.3)
(z,9) — s(x)-g
De ello se deduce que, si se puede encontrar una seccién global (un gauge definido globalmen-
te), entonces el fibrado se puede recubrir por una sola carta global. A este tipo de fibrados se
les conoce como fibrados triviales. El ejemplo més sencillo de fibrado trivial ocurre cuando
el espacio total se toma como producto cartesiano de la fibra general y la variedad base. Se
puede probar (ver [16], seccién 4.2.1) que:

Teorema 3.1.3 (los fibrados principales sobre variedades contractibles son tri-
viales). Si M es una variedad contractible y G es un grupo de Lie, entonces todo G-
fibrado principal sobre M es trivial.

3.1.2. Fibrados vectoriales asociados

Se llama fibrado vectorial a:
Definicién 3.1.4 (fibrados vectoriales). Un fibrado

V —— F

gl

M
se dice fibrado vectorial de rango m si:
1. La fibra general V' y cada fibra E,, x € M son espacios vectoriales m-dimensionales.

2. Existe un atlas {U;, ¢; }ics del fibrado de manera que los mapas ¢, = ¢4l : B —
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V' son isomorfismos, para cada x € U;. A este tipo de atlas se le llama atlas
vectorial del fibrado.

<>

Asociado a cada fibrado principal y a cada representaciéon p : G — GL(V), existe un
fibrado vectorial, llamado fibrado vectorial asociado. Este fibrado vectorial tiene como
espacio total un espacio cociente, formado por la accién de grupo. La relacion de equivalencia
es la de pertenencia a la misma érbita. Es decir:

Dados (p,v), (q,w) € P XV, (p,v) R(q,w) < (p,v) = g- (¢, w), para algin g € G (3.1.4)

donde la accién de grupo sobre un elemento (p,v) esta definida por la expresién: (p,v)-g =
(p-g,p(g) " v). Esto define un espacio total £ = (P x V) /G, que se denota E = P x,G y
que tiene una unica estructura de variedad diferenciable haciendo que la proyeccién canénica
p: P xV — FE sea una submersion. Entonces, se cumple:

Teorema 3.1.5 (fibrado vectorial asociado). Sea P un G-fibrado principal y p una
representacion del grupo de Lie G en un K-espacio vectorial V. Entonces, el espacio
cociente I/ = P x,V tiene la estructura de un fibrado vectorial sobre M, con proyeccion:

TE . E — M
(3.1.5)
[p,v] — 7p(p)

y fibras E, = (P, x V)/G, isomorfas a V. El espacio vectorial en cada fibra E, estd
definido asi:
A[p, v] + plp, w] = [p, Ao + pw], Yo, w € V, A\, u € K (3.1.6)

y mp(p) = x. Al fibrado anterior se le llama fibrado vectorial asociado al fibrado

principal y a la representacion p. El grupo G se conoce como el grupo de estructura
de F.

Este resultado es un tanto técnico y no se va a demostrar, aunque se puede encontar en [16]
(seccién 4.7.1)

<>

Un resultado importante es que, elegido un gauge S : U — P, existe una correspondencia
biunivoca entre secciones suaves del fibrado vectorial asociado: 7 : U — E y campos f : U —
V' dada por la expresion:

m(x) = [s(2), f(2)],Vz € U (3.1.7)

Es decir, al menos localmente (tras la eleccién de un gauge), las secciones del fibrado vecto-
rial asociado se corresponden con campos en el sentido usual: definidos en un abierto de la
variedad y con llegada sobre un cierto espacio vectorial. Estas secciones son las que repre-
sentaran los campos de materia de la teoria. Para una prueba de este resultado, se puede
ver [6].
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3.2. Conexion, curvatura y derivada covariante

Dado un fibrado principal, se definen conexiones y curvaturas. Las conexiones, que son
1-formas definidas en el espacio total y con valores en el algebra de Lie verificando ciertas
propiedades se pueden interpretar como campos de gauge. Las curvaturas miden la fuerza
de la interaccién asociada con dichos campos. Las secciones del fibrado vectorial asociado
representan los campos de materia. Sobre el fibrado vectorial asociado se puede definir un
operador, llamado derivada covariante, que actia sobre las secciones del fibrado vectorial. Es
importante que este operador acople los campos de gauge con las secciones, representando
la interacciéon materia-campo gauge.

3.2.1. Conexién y campos de gauge
Sea,

G —— P

s

M
un G-fibrado principal.

Definicién 3.2.1 (1- formas de conexién). Una 1-forma de conexién, o simple-
mente una conexién para el G-fibrado principal anterior es una 1-forma A € Q!(P, g)
verificando:

1. (rg)+A = Ady-1 o A, para cada g € G.

2. A()Z ) = X, para cada X € g, siendo X el campo vectorial fundamental asociado a

X (X, = %|t:0 (p-exp(tX)) = (detpp)(Xe), siendo ¢, : G — P : g — g - p el mapa
de 6rbitas asociado a la accién del grupo por la derecha).

Una conexion también se denomina campo gauge sobre P.

Para que la conexion sea una magnitud definida en la variedad base, que es lo que interesa,
hay que aplicarle un pull-back adecuado. Este pull-back seré el de un cierto gauge s : U — P
local del fibrado principal (U C M). Entonces, se llama 1-forma local de conexién (o
campo de gauge local) A, € Q'(U, g) a la 1-forma en la variedad base con valores en el
algebra de Lie del grupo definida por:

A, =5"A (3.2.1)
Dada una carta de la variedad (U, ¢) y {0} =1,..» un sistema local de coordenadas en torno
a U, si se define A, = A,(0,), se puede expandir:

dim(g

)
A, = Z Ale, (3.2.2)

a=1

siendo {e,} una base del algebra de Lie g. Los campos Af, € C*(U, R) son funciones reales
que se suelen denominar campos de gauge bosénicos locales.
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<>

Desde el punto de vista fisico, es importante saber las reglas de transformacién de la
conexion cuando se cambia el gauge. Dados dos gauges s; : Uy — Py s; : Uy — P, si
U;NU; # 0, entonces s; y s; se relacionan a través de las funciones de transicién asf:

SZ(ZIZ') = Sj(l’) : qui(x), Vo € Uz N Uj (323)

Entonces, si se denota j1;; = ¢’ pue € Q1 (U;NU;, g) (donde pg es la forma de Maurer-Cartan),

se tiene que, los campos de gauge locales transforman de acuerdo con la siguiente ecuacion:
Ai = Adqﬁj—il o Aj + Hiji (324)

siendo A; = sfA, i = 1, 2. De especial importancia es el caso en el que el grupo G es un grupo
de Lie matricial. En este caso, la forma de Maurer-Cartan se reduce a la multiplicacién por
la izquierda y la forma de la ecuacién se reduce a:

Al =00 + 700 (3.2.5)

siendo ¢ la matriz ¢;;(z) € G.

3.2.2. 2-forma de curvatura

La 2-forma de curvatura se obtiene tomando la diferencial exterior de la 1-forma de
conexion y anadiendo un sumando que representa el corchete de la conexion consigo misma.
Este corchete se define como:

Definicién 3.2.2 (corchete de formas). Sea n € QF(P,g) y ¢ € QY(P,g). Se define el
corchete de las formas como:

1
[77’ ¢] (X1> 000g Xk—l—l) = W Z 39”(0)[77()(0(1), ooog Xo(k))> ¢(Xa(k+1)a 2907 Xa'(k+l))] (326)
" 0€Sk

El conmutador también se encuentra en la literatura denotado como n A ¢ o [n A ¢|. En
este trabajo, se usaran estas ultimas notaciones sobre todo.

Conviene observar que el corchete de [A, A] no va a ser, en general nulo, a diferencia de
lo que ocurre con el corchete de campos o el conmutador genérico. Con esta definicion de
corchete, se suele puede definir la 2-forma de curvatura directamente a través de la ecuacion
de estructura:

F=dA+ANA (3.2.7)

En el caso de grupos abelianos, el corchete desaparece y se obtiene una 2-forma que es
exacta.

<>
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La 2-forma no se suele usar definida en el espacio total, sino que se baja a la variedad
base a través del pull-back de un cierto gauge. Esto es, dado un gauge s : U — P, con
U C M, se define F; = sx F' la 2-forma local de curvatura, o simplemente la fuerza del
campo. Esta 2-forma estd en Q?(U, g) y, dada una base {9, },, de T,M, con p € U, se define

F,, = Fy(0,,0,). Localmente, la ecuacién de estructura toma la siguiente expresion:

Fl = 0,4, — 0,4, +[A,, A (3.2.8)

Si G es un grupo matricial, s; : U; — Py s; : U; — P son dos gauges locales, con U;NU; # 0,
F, = siF, 1 = 1,2 son las 2-formas de curvatura locales asociadas y G(z) : U; N U; = G es
la matriz de cambio de gauge: s;(z) = G s;(z) (que viene dada por la funcién de transicién
¢;i), entonces al cambiar el gauge, la conexién transforma de la siguiente manera:

Fi=GF;G! (3.2.9)

Entonces, si el grupo es abeliano, la 1-forma F esta definida globalmente y es una 1-forma
exacta globalmente. Esto es lo que ocurre en el caso del electromagnetismo, que es una teoria
de gauge con grupo de simetria U(1), un grupo abeliano.

3.2.3. Derivada covariante

Supongase que se quiere definir un operador de derivacion actuando sobre las secciones
de un cierto fibrado vectorial (por ejemplo el fibrado vectorial asociado). Estd claro que
la definicién usual de derivada no funciona, porque requiere restar dos elementos que, en
principio, pertenecerian a distintas fibras. Esto no se puede hacer porque, aunque cada fibra
es un espacio vectorial isomorfo a la fibra general, en general ese espacio no es el mismo, luego
se estarian substrayendo objetos matematicos que no viven en el mismo espacio ambiente.
Esto implica que no existe una forma canénica de definir una derivada que actie sobre las
fibras. Una forma de derivar sobre las fibras es usar la nocién de transporte paralelo.
No se va a reproducir aqui todo el formalismo del transporte paralelo, aunque estd en [6]
y también en [16] (seccién 5.8) pero si conviene recalcar que la derivada covariante es un
operador que depende de la conexién escogida. Se puede definir directamente de manera
local como sigue:

Definicién 3.2.3 (derivada covariante). Sea 7 : P — M un G-fibrado principal, A
una conexién sobre el fibrado, p : G — GL(V') una representacién del grupo G sobre el
espacio vectorial V' y mg : E — M el fibrado vectorial asociado al fibrado principal y a
la representacion escogida, con £ = P x, V. Se fija un gauge s : U — P, con U C M
un abierto de la variedad base. Esto determina un campo de gauge local A, = s*A. Sea
® : U — FE una seccion del fibrado principal con ¢ : U — V determinada por la ecuacion
y por el gauge escogido del siguiente modo: ®(x) = [s(z), ¢(x)]. Entonces, se define
la derivada covariante en la direccion de X € T, M, con x € U, actuando sobre la seccion
® como:

Vx®(z) = [s(z), dp(X) + p.(As(X))d(2)] (3.2.10)

En ocasiones también se denota la derivada covariante actuando simplemente sobre ¢. Es
decir: Vx¢ = do(X) + po(As(X))p(z). Si {0,}, es una base del espacio tangente T, M,
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entonces se define V,, = Vg, ¢ = 0,0 + A,¢, donde se sobrentiende que A,¢ = p.(A,)o.

3.3. El electromagnetismo

En esta seccién se va a seguir, sobre todo:[3] (capitulo 5), [20] (seccién 2.2), [6], [16]
(seccién 7.2) y también algunas ideas de [5] y [28]. El objetivo es analizar a fondo el electro-
magnetismo como teoria gauge de grupo de simetria U(1), haciendo referencia al formalismo
introducido anteriormente.

3.3.1. Invarianza gauge en el sentido usual

Histéricamente, Weyl introdujo las teorias de gauge para explicar la libertad de eleccion
en los potenciales electromagnéticos en la teoria de Maxwell. Dicha libertad se puede explicar
de la siguiente manera: supéngase que ® y A son el potencial escalar del campo eléctrico
E y el potencial vector del campo magnético B, respectivamente. Entonces, se verifican las
siguientes relaciones:

E - _vp_1.04
c 0ot (3.3.1)
B = VAA

Dados otros potenciales &' y A’; es bien conocido en fisica que estos potenciales se relacionan
por medio de:

d = P 1 0A
c Ot (3.3.2)
Al = A+VA

Usando la notacién relativista, esta ecuacion se puede resumir incluso mas. Usando la métrica
Lorentziana para subir y bajar indices (y usando unidades naturales donde c=1), se puede
escribir 0, = (0;, —V). Tomando el cuadri-potencial: A4, = (®, A), la transformacién de las
ecuaciones anteriores se escribiria asi:

Al = A, + 9\ (3.3.3)

En este contexto, se puede interpretar la teoria de gauge como la libertad a la hora de escoger
un potencial de los de la familia dada por la ecuacién anterior. Escoger cualquiera de estos
potenciales no cambia la fisica del problema a nivel cldsico (ver, por ejemplo, [22], seccién
2.6, para una discusion intuitiva de la relevancia de la eleccién de gauge a nivel cudntico en
el celebrado efecto Aharanov-Bohm), ya que los campos involucrados son los mismos.

3.3.2. Reescribiendo las ecuaciones de Maxwell

Lo que se pretende ahora es reescribir las ecuaciones de Maxwell en el lenguaje de 1-
formas, pero sin hacer todavia alusion a ninguna estructura de fibrado.
Se parte del siguiente par de ecuaciones diferenciales homogéneas:
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V.-B = 0
(3.3.4)
VAE+Z =0

El espacio ambiente que se va a considerar por ahora es el espacio usual: R3. En el lenguaje
de las formas diferenciables, la divergencia se convierte en la diferencial exterior de una 2-
forma en R?, mientras que el rotacional es también la diferencial exterior, solo que de una
1-forma. Por tanto, se escribe B = (B,, B, B,)" como una 2-forma asf:

B = B,dy A\ dz + Bydz N\ dz + B,dz N dy (3.3.5)
Mientras que el campo eléctrico: E = (E,, E,, F,)" se escribe como 1-forma asf:
E =FE,dr+ E,dy + E.dz (3.3.6)
Ambas se pueden combinar en una 2-forma en R*, llamada tensor electromagnético:
F=B+FEANdt (3.3.7)
Que, en coordenadas, puede escribirse como:
0 —-E, —-E, —FE,
F=)=| g 5 0 5 (333)
E. B, -B, 0

Lo interesante de escribir el tensor electromagnético de esta manera es que unifica las dos
ecuaciones de Maxwell de esta seccién en una tnica condicidén, que es que sea una 2-forma
cerrada:

dF =0 (3.3.9)

Para demostrar que esta ecuacién lleva a las ecuaciones de [3.3.4] se calcula:
dF =d(B+ ENdt) =dB +dE Ndt (3.3.10)
Es un ejercicio sencillo hallar las diferenciales de la expresion anterior:
dB = (0, B,dx+ 0, B,dt) Ndy Ndz+ (0, B,dy + 0, Bydt) Ndz Ndx + (0, B,dz + 0, B,dt) Ndx Ndy
= (0,By + 0yB, + 0.B,)dx Ndy N\ dz + dt A\ (0, B,dy N dz + 0,Bydz N\ dz + 0,B,) =
=(V-B)+dtNO,B (3.3.11)
Y para el campo eléctrico, de igual modo:
dE=dtNOGE+V ANE (3.3.12)
Sustituyendo en la ecuacién |3.3.10, se llega finalmente a:
dF =(V-B)+ (00 B+ VAE)Adt =0 (3.3.13)

El primer término no tiene componente en dt, mientras que el segundo si, luego para que
esto sea 0, han de ser cada uno de los elementos cero, con lo que se recupera
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3.3.3. El electromagnetismo como teoria gauge con grupo U(1)

El objetivo es ahora intentar formular el electromagnetismo como teoria de gauge con
grupo de simetria U(1) usando el formalismo de los fibrados, conexiones y curvaturas. En
la anterior subseccién, se vio que las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir de forma
compacta empleando el tensor electromagnético. El hecho de que la diferencial del tensor
sea 0, por el Lema de Poincaré, asegura que ' es una forma exacta. Es decir, existe una
1-forma A tal que dA = F. Esto recuerda a la ecuacién de estructura [3.2.7 Para ello, no
obstante, deberia tenerse un corchete nulo. Por suerte, este es el caso en teorias que tienen
un grupo de simetria abeliano (en el electromagnetismo, U(1)).

Se considera el espacio plano de Minkowski, que es R* equipado con la métrica:

1 0 0 0
0 -1 0 0

n=0)=1 0 o0 _1 o (3.3.14)
00 0 -1

Recuérdese que, por ser este espacio contractible, todos los fibrados que se definan en él son
triviales [3.1.3] Entonces, la teoria se puede formular en base al fibrado trivial:

U(l) — E=R* x U(1)

gl

R4

Como U(1) es un grupo abeliano, todos los corchetes que aparezcan en la formulacién de
conexiones, curvaturas, o cambios de gauge desaparecen. El dlgebra de Lie de U(1), que es
el espacio tangente a 1 € S(0,1) = {z € C: |z| = 1} C C, no es més que (R. El hecho de que
el fibrado sea trivial implica que se puede encontar trivializaciones y, por tanto, gauges que
sean globales. Sea s : R* — R* x U(1) un gauge globalmente definido. La 1-forma A, = s*A
estaria globalmente definida y serfa un elemento de Q!(R* g). Como R* tiene un sistema
global de coordenadas, se puede escribir:

A, = Ayda* (3.3.15)

donde se usa el convenio de Einstein para realizar la sumaciéon y dx* es la base de 1-formas
globales (dual de la base usual). Las funciones A, son iR valuadas. La curvatura asociada a
la conexiéon anterior, en forma local, se puede escribir, usando [3.2.8| y considerando que el

grupo es abeliano, como:
F,=0,A,-0,A, (3.3.16)

Todavia no se sabe bien qué significan estos elementos de curvatura, conexion, etc. en el
contexto de la teoria del electromagnetismo y cémo se relacionan con los campos clasicos o los
potenciales. Obsérvese que la ecuacién de cambio de gauge fisica: A, = G'A,G+ G '9,G,
en el caso de grupos abelianos se reduce a: Aj, = A,+G719,G. Esto resuena a. Teniendo
en cuenta que G = e"*(®") es la forma mds general de un cambio de gauge que esté en U(1),
lo anterior puede interpretarse como una derivacién logaritmica. Es decir:

Al = A, + 9,(log(e))) (3.3.17)
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El logaritmo complejo no es una funcién en el sentido usual, ya que es multivaluada. En
este caso, eso no da problemas, ya que todas las ramas del logaritmo esta relacionadas por
log(z) = log(|z|) + 0 + i2km, k € Z (siendo 6 el argumento). En este caso, z = ¢*(*") es de
modulo unidad, luego su logaritmo serfa: log(z) = i(A + 2km), pero como al derivar el 2kw
va a desaparecer, la expresion esta bien definida:

Al = A, +i8,A (3.3.18)

De hecho, como las funciones A,,u son iR valuadas, tomando A, = —iA,,, se deduce que A,
son R valuadas, y su cambio de gauge es:

A = A, + 9\ (3.3.19)

que es idéntico a [3.3.3] Esto sugiere que se pueda identificar la conexién en el fibrado con el
potencial electromagnético. Esta identificacion queda reforzada si también se toma F como
curvatura R-valuada de A y se identifica con el tensor electromagnético. En ese caso, las
ecuaciones de la curvatura devuelven las ecuaciones de Maxwell para los potenciales
electromagnéticos. Con esto queda totalmente identificada la teoria de Maxwell como teoria
gauge de grupo U(1).

Recuérdese ahora la ecuacion |3.2.9] En el caso de grupos abelianos, esta ecuacion llevaria
a que la 2-forma local de curvatura es invariante al cambiar el gauge. Esto implica que F
define globalmente una 2-forma cuya diferencial es 0 por la ecuacion de estructura: dF = 0.
Las ecuaciones que dan la diferencial de la curvatura se conocen como identidades de
Bianchi. En este caso tan sencillo, la identidad de Bianchi expresa el hecho de que el
tensor electromagnético es una forma exacta y cerrada (el campo electromagnético admite
potenciales). Obsérvese que, con la identificacién hecha en esta seccién de la curvatura como
el tensor electromagnético, la identidad de Bianchi es equivalente a [3.3.13] Esta a su vez,
como se vio en la seccion anterior, conlleva las dos ecuaciones de Maxwell de (3.3.4] En
general, la identidad de Bianchi para grupos no abelianos es:

dF = [A, F] (3.3.20)

3.3.4. ;Doébnde estan el resto de ecuaciones?

En las secciones anteriores, se ha demostrado que la identidad de Bianchi para la cur-
vatura que describe la intensidad del campo electromagnético (tensor electromagnético) da
lugar a las dos ecuaciones de [3.3.4] Estas no son todas las ecuaciones de Maxwell, sino que

faltan:
V. E = p
(3.3.21)
VAB+Z =7

Estas ecuaciones son en cierto sentido duales de las de ya que aparecen al cambiar
E < B y anadir, en el lado derecho de las ecuaciones, términos inhomogéneos que expresan
las densidades de carga y corriente eléctrica. Estas ecuaciones se pueden obtener por medio
del operador dual de Hodge, o estrella de Hodge.

Obsérvese que, para llegar a las ecuaciones de Maxwell en el lenguaje de 1-formas y 2-
formas, se tuvo que escribir el campo magnetico B como una 2-forma y el campo eléctrico
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E como una 1-forma (ver seccién . Esto era asi porque se queria después calcular los
operadores de: divergencia y rotacional, que se podian interpretar con la diferencial exterior
en el contexto de formas. Si se quieren escribir las ecuaciones de manera similar, se
ha de poder calcular la divergencia del campo eléctrico y el rotacional del campo magnético.
Esto se puede hacer por medio del dual de Hodge, que convierte las 1-formas en R? en
2-formas y viceversa.

Para definir el dual de Hodge, se necesita emplear una métrica. Considérese, pues, M
una variedad orientada y m-dimensional con una métrica g definida sobre la variedad. La
métrica, junto con la orientacion, definen una forma de volumen candnica, que se denota
dvoly, o simplemente dvol. Sea (U, ¢) una carta de M compatible con la orientacién, con
coordenadas locales {z#}. Entonces:

dvol = +/|gldz" A ... A da” (3.3.22)

donde |g| denota el valor absoluto del determinante de la matriz de la métrica: g, = g(9,, 0,).
El operador de Hodge se define usando la métrica asi:

Definicién 3.3.1 (operador dual de Hodge). El operador dual de Hodge es una
aplicacion lineal:
x: QFM) — QVF(M)
(3.3.23)
n — i)

donde 7 estd definida de modo que: (w,n)dvol = w A *n, Yw,n € QF(M) y (w,n) denota
el producto escalar de dos formas:

() QF(M) x QF(M) — C*(M,R)
(3.3.24)

(w,n) W

donde se supone que wy,, ., = wW(0,, ..., 0y, ) ¥ se sobrentienden las sumas sobre indices
repetidos (convenio de Einstein).

Observacién 3.3.1. Se puede probar que lo anterior esta bien definido y es una (n — k)-
forma. Por otro lado, la métrica aparece en dos sitios: por un lado, en la forma de volumen
y, por otro, en el producto escalar. El convenio fisico es que se usa la métrica para subir y
bajar indices, del siguiente modo:

TH = g"T,,g"" (3.3.25)

Conviene observar que ¢g”” en notacién relativista denota la inversa de la métrica. Es decir:

Gur9”? = 0f,. Entonces, en verdad: wy, "M = wpy 1 917 9P gy o

<>

Volviendo al caso del electromagnetismo, se quiere ahora calcular el dual de Hodge de
F, xF. Usando la definicién, se puede calcular el dual de Hodge de las dos formas. Esto se
muestra en el Cuadro [3.1]
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Cuadro 3.1: Dual de Hodge de las dos formas en el espacio de Minkowski

Dos forma w Dual de Hodge *w

dt A dx —dy Ndz
dt A\ dy dx N dz
dt N dz —dx N dy
dx N dy dt N\ dz
dz N dz —dt N\ dy
dy N\ dz dt A dz

Sustituyendo, se llega al dual del tensor electromagnético:

0O B, B, B.

| -B. 0o E. -E,

) = _B, -E. 0 B, (3.3.26)
0

-B. E, -E,

Por tanto, el dual de F' es una 2-forma que se obtiene de reemplazar E; — —B; y
B; — E; en F. Esto es tanto como poner ahora £’ = E,dy N dz + E,dz Adx + E.dx Ndy, y
B' = —B,dx — B,dy — B.dz y haber escrito:

dxF=FE+ B Ndt (3.3.27)
Entonces, como la expresién es formalmente la misma, su diferencial no serd mas que:
d*xF = (V- -E)+ (QE +VAB)Adt (3.3.28)

Si se denota J = jpdt, donde j = Jydx! + joda® + jsda?, se obtiene que las ecuaciones |3.3.21
son formalmente equivalentes a:

dxF =] (3.3.29)

3.3.5. La energia electromagnética
La densidad de energia electromagnética es, desde el punto de vista clasico:

%((E, E) + (B, B)) (3.3.30)

Y el Lagrangiano en el vacio del campo electromagnético seria:
1

5 (B, E) = (B, B)) (3.3.31)

El objetivo de esta subseccion es ligar esto con la 2-forma de curvatura o tensor electro-
magnético. Para ello, hay que encontrar alguna expresién cuadratica en el mismo, de modo
que aparezcan de manera natural los productos escalares.

Primero nétese que los productos escalares de[3.3.30] también tienen sentido en el contexto
de las formas, usando la definicién de producto escalar de formas que se dio en |3.3.1| Para
calcularlo en la practica, lo mejor es usar notacién matricial. Esto tiene la ventaja de que
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subir y bajar indices es multiplicar a izquierda y a derecha por la métrica y que, para calcular
el producto escalar basta con hallar la traza de la matriz producto. Por ejemplo, el campo
magnético B se puede poner como una 2-forma ast:

0 0 0 0
o o B. -B,
B=|0 5 o & (3.3.32)
0 B, —B, 0

Como tiene ceros en la parte temporal, al multiplicar por la métrica va a quedar la misma
matriz. Transponiendo y multiplicando por B se obtiene:

0 0 0 0
0 B2+B* -B,B, —B.B
— Yy z y xT z xT
B=|y 55 mip _pB (3.3.33)
0 -B.B, -B.B, B>+ Bfl
Tomando la traza de lo anterior y dividiendo por 2! se obtiene que: (B, B) = ||B||>. Es decir,

coincide con la norma del campo visto como vector. Lo mismo ocurre para el campo eléctrico.

Esto parece indicar que tomando productos del tensor electromagnético visto como 2-
forma, uno podria obtener un término cuadratico en los campos que se pudiese interpretar
como una densidad de energia desde el punto de vista fisico. Si se calcula el producto (F, F'),
se obtiene lo que aparece en la Figura|3.1

-Ext — Ey2 —EZ ByEz —BzEy -BxEz+ BzEx BxEy— BvEx
-ByEz+ BzEy By + Bz — Ex’ -BxBy — ExEy -BxBz — ExEz

BxEz—BzEx -BxBy—ExEy B + BZ — Ey2 -ByvBz — EyEz
-BxEy+ ByEx -BxBz—ExEz -ByBz— EvEz B + By — E7

2 2 2 2 2 2
2Bx"+ 2By + 2Bz —2Ex"—2Ey — 2 Fz

Figura 3.1: Célculo del producto (F, F') usando el software de cdlculo simbdlico Maple. Lo
que aparece debajo es la traza. Encima, se tiene la matriz producto. El valor de (F, F) se
obtiene dividiendo la traza por 2!.

Es decir: —1(F,F) = Y((E, E) — (B, B)). Esto implica que el Lagrangiano del campo
electromagnético puede escribirse como:

Lont = —%(F, F) (3.3.34)

Esta ecuacion es la precursora de la teoria de Yang-Mills. En el contexto de las formas, como
este Lagrangiano tiene que ser integrable sobre una variedad 4-dimensional (para dar una
accién), ha de ser una 4-forma, luego estrictamente hablando, el Lagrangiano seria:

1
Leyn = —§<F, F)dx® A dx' A da® A da? (3.3.35)
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3.3.6. ;Por qué una simetria U(1)?

A lo largo de esta seccién, se ha visto que el electromagnetismo puede tratarse, con el
formalismo introducido, como un teoria de gauge con grupo de simetria U(1). No obstante,
una pregunta queda atin sin responder: jpor qué el grupo de simetria es U(1)? Para responder
a esta pregunta, hay que escribir el hamiltoniano de una particula cargada. Las fuerzas
que experimentan las particulas cargadas, llamada fuerza de Lorentz, conduce al siguiente
Lagrangiano dependiente de las velocidades:

1 1
Z = émi‘(t) T(t) —e (¢ — —1(t) - A) (3.3.36)
c
siendo r(t) la posicién de la particula, m su masa, e la carga, ¢ la velocidad de la luz y ¢
y A los potenciales escalar y vectorial, respectivamente (el primero del campo eléctrico y el
segundo del magnético). En lo que sigue, se tomaran unidades naturales en las que ¢ = 1.
El momento candnico asociado con el Lagrangiano es, por definicién:

0L
Por tanto, el hamiltoniano (clésico) serfa:
1
H =piii =L = (p—eA)’ +ep (3.3.38)
m
Cuantizar este hamiltoniano consiste en sustituir las variables del espacio de fases por sus
correspondientes operadores a nivel cudntico. Esto es: p - P = —ihV y x — X, de modo
que se obtiene la versién cudntica de la ecuacién [3.3.38| (ecuacién de Schrédinger):
1
AV = —— (P~ eA)’ U = EV (3.3.39)
m

donde W es la funcién de onda, y E es el operador energia, que incluye la contribucion de
la energia cinética de la particula y del potencial e¢. Es decir: F = ihd, — e¢. Entonces, la
libertad de gauge clasica expuesta en la seccion [3.3.1f

A A =A+VA
¢ — ¢ =¢— 0N (3.3.40)

introducida en la ecuacion de Schrodinger, hacen que la funcion de onda cambie por un
factor de fase ¥ — W' = exp (ieA/h) W. Esto explica que haya una relacién biunivoca entre
la simetria de gauge en el sentido usual y una simetria “interna”, de caracter cuantico,
gobernada por el grupo U(1).

3.4. El monopolo magnético

El objetivo de esta seccion es describir un ejemplo fisico en el que el fibrado en con-
sideracién no sea un fibrado trivial. Este ejemplo es el del monopolo magnético, de gran
relevancia. En este caso, la no trivialidad del fibrado se ver forzada por las singularidades
que existen en el campo. Las referencias para esta parte son, principalmente: [24] (seccién
10.5.2), [20](seccién 2.2), [23](seccién 0.2), [31] y también [28].
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<>

Las ecuaciones de Maxwell tienen en cierto sentido, un caracter dual, salvo en la parte
no-homogénea de [3.3.21] Estos términos, de hecho, describen dos aspectos fundamentales de
la naturaleza: que existen las cargas eléctricas puntuales y que dichas cargas, en movimien-
to, producen campos magnéticos. Para que las ecuaciones de Maxwell sean completamente
simétricas, deberian existir las cargas puntuales magnéticas, también conocidas como mono-
polos magnéticos.

Desde el punto de vista fisico, un monopolo puede describirse demandando que el campo
magnético tenga una divergencia. Es decir:

V B =471g5®(r) (3.4.1)

donde r = (2,22, 2%)T es el vector de posicién, §®(r) representa la delta de Dirac tri-
dimensional y la constante g seria la supuesta carga magnética. La ecuacion anterior puede
resolverse como:

r

que puede interpretarse como la ecuacién de Coulomb para el campo magnético. Para el
campo anterior, un potencial vector que se puede encontrar es el siguiente:

AN = I gy I N A.
Tortr4+2) Y r(r+2) 7 0 (3.4.3)

Este potencial vector da lugar al campo [3.4.2] excepto en el eje z negativo, donde tiene
singularidades. No obstante, para valores negativos de la coordenada z se puede tomar:

Ly — | (3.4.4)

r(r—z) Y  r(r—z)

que esta ahora definido para valores negativos de z, pero no para valores positivos. El hecho
de que no se pueda encontrar un potencial vector global es una consecuencia de la ley de
Gauss y del teorema de la divergencia. Por la ley de Gauss, el flujo de un campo como el de
deberia ser 47g. Si B = V A A globalmente, por el teorema de la divergencia, su flujo
seria 0, lo cual llevaria a inconsistencias.

Ahora, se considera todo lo anterior en el lenguaje de las formas diferenciales. Tomando
E = 0 y sustituyendo en |3.3.8| se obtiene, como tensor electromagnético:

F= %(a:ldx2 Adz? — 2?dzt A da® + 2Pdxt A da?) (3.4.5)
r

Como F no depende de x° (la coordenada temporal), F' define una 2-forma en cada seccién

2° =constante. Es més, usando el pull-back del difeomorfismo de cambio de coordenadas a

esféricas, se puede escribir como:
F = gsin(p)dp A db (3.4.6)

siendo 0 y ¢ como en la Figura (3.2
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AZ

X

Figura 3.2: Coordenadas esféricas: (p,, ). Solo se representan las dos tultimas sobre una
esfera de radio p.

Como F' no depende de la coordenada radial, se puede restringir el estudio a la esfera de
radio 1 y la seccién, por ejemplo 2° = 0. A todos los efectos, esto es estudiar el campo que
crea el monopolo en la esfera S? C R3. Entonces, se quiere describir el efecto del monopolo
en la esfera usando el hecho de que el electromagnetismo es una teoria de gauge con grupo
de simetria U(1). El primer paso serd, por tanto, considerar un U(1)-fibrado principal con
variedad base la esfera S2. Para recubrir la esfera, se pueden usar los dos abiertos siguientes:
Uy v Ug, definidos como:

Uy ={(z',2%,2°) € S? 12 > —e} y Us = {(2", 2%, 2°) € S* : 2® < ¢} (3.4.7)

Estos conjuntos se representan en la Figura |3.3]

AZ Az

Figura 3.3: Recubrimiento de la esfera en dos abiertos: Ug y Uy. Obsérvese que hay un
entorno del ecuador donde los dos se solapan.

En cada uno de estos abiertos, se puede definir una conexién A, local que dependera
del gauge escogido. En este caso, para construir la conexién en cada abierto, basta con

expresar los potencial-vectores hallados en N en el lenguaje de las 1-formas. En
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la base de 1-formas globales de R3, estos campos pueden escribirse simplemente como los
correspondientes duales:

r(r+ z) x+r(r—i—z) 4
A5 =9 9T 4.
r(r—z) x—i_r(r—z) y (3.4.8)

usando que dz = sin(0) cos(@)dr+r cos(#) cos(p)df —rsin(0) sin(p)dyp y dy = sin(0) sin(p)dr
+7 cos() sin(p)dd + rsin(f) cos(p)dyp, se llega a:

AN = g(1 — cos(f))dy

A% = —g(1 + cos(0))dy (3.4.9)

Es facil comprobar, diferenciando las anteriores, que dA* = F, i = N, S. Para que las 1-
formas de conexién sean verdaderamente iR valuadas, se anade un i en AN y A% y también
en la fuerza de la interaccién. Se denota, pues:

AN =ig(1 — cos(f))dy

A% = —ig(1 + cos())dy
F =igsin(e)dp A do (3.4.10)

Si AN y A% se van a interpretar como conexiones en el sentido de las teorias gauge, en la zona
de solapamiento UyNUg en torno al ecuador, deberia existir una funcién exp(iA(0, ¢)) € U(1)
(que representa la ¢;;(x) € U(1) de[3.1.2) de manera que se verifica la expresion [3.3.3] Esto
es:

AN = A% 4 idN = dA = —i(AN — A%) = 2¢dy (3.4.11)

A medida que ¢ se mueve por el ecuador, desde 0 — 27, A cambia por una cantidad AA
igual a:

AN = /dA = /27f 2gdp = 47g (3.4.12)
0
Entonces, para que exp(iA(6, ¢)) esté bien definida, ha de ocurrir que:
exp(i(A+ AAN)) = exp(iA) & AN =27k, k€ Z < AN2n =29 € Z (3.4.13)
Esta curiosa condicién sobre el ntimero g tiene dos interpretaciones:

1. Por un lado, esta condicién se puede interpretar como la cuantizacion de la carga
magnética. Relacionando esta observacion con el hecho de como cambia una funcién
de onda al cambiar el gauge (ver Seccién [3.3.6)), Dirac demostré [12] que la existen-
cia de monopolos conduciria a un hecho bien establecido en la experiencia diaria: la
cuantizacion de la carga eléctrica.

2. Por otro lado, esta condicién se puede interpretar como una condicién sobre los U(1)-
fibrados principales que se pueden construir con S? como la variedad base. La condicién
implica que g = n/2, con n € Z. Ademads, la ecuacién lleva a A = 2g¢ + ¢p.
Cambiando la definicién de la coordenada ¢ si fuera necesario, se puede eliminar el
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factor de integracién ¢y de modo que A = 2gp = np, con n € Z. Como la funcion
exp(iA) = exp(in)) es la funcién de transicién del fibrado, se deduce que: si n=0,
entonces el fibrado es trivial, ya que la funcién de transicion es la identidad. En este
caso, la carga g del monopolo es 0, lo cual es logico: sin la presencia de cargas, no hace
falta usar un fibrado no trivial para describir el campo, ya que no hay singularidades
de ningun tipo. Si n=1 o n=-1, las funciones de transicién son no triviales, y por
tanto los fibrados también lo son. De hecho, estos fibrados son los de Hopf (como se
ve en [20]).

3.5. El Lagrangiano de Yang-Mills

En la seccion |3.3.5] se demostré que se podia construir un Lagrangiano para el campo
electromagnético tomando productos del tensor electromagnético o 2-forma de curvatura. El
objetivo de esta seccion seria buscar una expresion similar que se ajustara al caso general de
una teorfa gauge con grupo de simetria G. Se siguen los resultados de [16] (seccién 7.3.1),
de [20] (seccién 2.5) y también de [3] (capitulo 4)

<>

Se pretende construir un Lagrangiano que sea cuadratico en la curvatura de modo que
generalice al caso del Lagrangiano electromagnético. Los requisitos de dicho Lagrangiano
son:

1. Deberia generalizar al Lagrangiano electromagnético encontrado en la seccién
3.3.0

2. Deberia ser invariante gauge.
3. Deberia estar definido globalmente en la variedad y tener valores reales.

El problema que se tiene en el caso general es el de comprobar la invarianza gauge. Si
simplemente se pusiera el producto escalar usual de las 2-formas, nada garantizaria que fuera
invariante con respecto a cambios de gauge. La 2-forma cambia al cambiar el gauge como
3.2.9] Un operador que es invariante con respecto a esta transformacion es la forma de Killing
o, en general, la traza de la observacién lo cual motiva el siguiente resultado:

Teorema 3.5.1 (Lagrangiano de Yang-Mills). Sea P > M un G-fibrado principal
(con G un grupo matricial) y A una conexién con curvatura F' asociada. Se supone que
M es una variedad orientada con una métrica g con signatura Lorentz definida sobre ella.
También se supone que existe una traza verificando las propiedades de [2.3.1} Entonces,
el Lagrangiano:

gYM = —%t?"(F /\*F) (351)

llamado Lagrangiano de Yang-Mills es invariante gauge y coincide con el Lagrangiano
del caso electromagnético cuando G' = U(1).
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Demostracion. Para ver esto, sean dos gauges s, : U; =+ Py s; : U; = P con U; NU; # 0.
Entonces, existe un elemento g € G tal que s;(z) = sj(x) - g, para cada z € U;NU;. Sean F;
y Fj las curvaturas locales definidas por este gauge, que estan relacionadas por la ecuacién

3.2.9. Entonces, se calcula:
tr(Fiw FI" )dvol = tr(G Fj,, F" G™")dvol = tr(Fj,, Fi" )dvol (3.5.2)

donde se ha usado que la traza es invariante por Ad, por hipétesis. Esto prueba la invarianza
gauge. De hecho, la traza define un producto interno en g. Sea {7,}, una base del espacio
g. Entonces: F' = F/‘jl,Ta es la expansion en la base de T,. Entonces:

tr(F,F*)dvol = tr(F., T, Fi"T") = Fi, F) tr(T,T")dvol (3.5.3)

Si se escoge la base {T,}, ortonormal con respecto al producto interno que determina la
traza, se tiene que tr(T,T%) = &° y, por tanto, lo anterior queda: Fy Ffy dvol. En el caso
del electromagnetismo, que es un grupo abeliano, cualquier producto escalar definido sobre
g es Adg-invariante (ya que Ad, es la identidad) y, por tanto, define una traza en el sentido
de la observacién 2.3.1] Si ¢r(-, ) es dicha traza, entonces en una base ortnormal del dlgebra
se puede escribir: tr(F' AxF) = Fj F!"dvol. Como el dlgebra es de dimensién 1, la anterior

expresion se reduce a F),, F'*dvol. Esto implica que tr(F AxF') = (F, F')dvol, lo cual lleva a:
1 1 1
Lem = —étr(F A*F) = —§<F, F)dvol = —§<F, FY/|gldz® A dz' A da?® A da* (3.5.4)

y como la métrica tiene signatura Lorentz, esto coincide con el Lagrangiano del campo
electromagnético. O]

<>

El lagrangiano de Yang-Mills conduce a la accion de Yang-Mills, que es:

Syas = —1/ tr(F A +F) (3.5.5)
2

Observacién 3.5.1. Como aparece en las hipdtesis de [3.5.1] es necesario que exista una
traza en el sentido de la observacion [2.3.1 Esto, por ejemplo, ocurre cuando el grupo es
compacto y semi-simple, como ya se mencion6 en . Este es el caso de G = SU(2), que
es el grupo original que se usé para explicar la invarianza de isospin [39].
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Capitulo 4

Breve introduccién a las clases
caracteristicas y la accion de
Chern-Simons

Para esta seccidn, se siguen principalmente [9] (parte V seccion 10), [13] (capitulo 6), [11]
(secciones 2.5 y 2.6) y también [20](seccién 2.2). Para la parte fisica de las teorias de Chern-
Simmons, se sigue [35], [I8] y [41]. El objetivo de la seccién es hacer una corta introduccién
a las clases caracteristicas, que pueden usarse en la formulacién de una teoria gauge de la
gravedad.

4.1. El monopolo magnético revisado

Se considera, para empezar, un G-fibrado principal sobre la variedad base X:

G —— P

gl

X

Por simplicidad, se supondra que G es un grupo de matrices. Sea w una conexioén en el
fibrado, y F' su 2-forma de curvatura. Dada una seccion local o gauge s, la 2-forma local
serd F, = s*w. La 2-forma local esta definida en la variedad base, pero no es una 2-forma
globalmente definida, ya que en los abiertos que se solapen, esta cambia de la siguiente
manera al cambiar el gauge: F; = ¢ 'F,g, siendo g un cierto elemento de G, y F;, F}
asociadas con dos gauges s; y s;. No obstante, como la traza es invariante por conjugacion,
se puede construir un invariante por cambios de gauge tomando la traza de F', en cualquier
base del espacio tangente escogida (ya que la traza también es invariante por cambios de
base). En particular, tr(F') es una 2-forma globalmente definida que, de hecho, se puede
probar que es cerrada, luego define una clase de cohomologia en la variedad base X. Esta
clase de cohomologia se llama primera clase de Chern y se denota ¢ (P):

o(P) = {%tr(F)} (4.1.1)

FisiMAT V: Trabajo de Fin de Grado Rubén Calvo Ibanez



CAPfTULO 4. BREVE INTRODUCCION A LAS CLASES CARACTERISTICAS Y LA
ACCION DE CHERN-SIMONS 40

donde los corchetes denotan la clase de equivalencia de cohomologia. Lo interesante es que
se puede probar que esta clase de cohomologia no depende de la conexién w escogida en el
fibrado y, por tanto, es una caracteristica topolégica del fibrado en si. De hecho, los U(1)-
fibrados principales se pueden clasificar atendiendo simplemente a la primera clase de Chern
(ver Teorema E.5 del Apéndice E de [15]). En particular, si la clase de cohomologia es trivial,
el fibrado es trivial.

En el caso del monopolo, si F = iF es la 2-forma de curvatura (con F' el tensor electro-
magnético), la primera clase de Chern se puede escribir simplemente como:
o -1

— [iF) = —[F] (4.1.2)

ei(P) 2T

La traza ha desaparecido porque el grupo tiene una sola dimensién. Lo interesante es que
la topologia del fibrado viene codificada en el tensor electromagnético o, mejor dicho, en su
clase de cohomologia. De hecho, si se integra un representante de ¢;(P) a través de la esfera
(da igual cudl se integre, pues todos se diferencian por una forma exacta que, integrada a la
esfera da 0):
-1 —q
c(P)=— F=— [ sin(¢)dp Adf =2 4.1.3

[ar=52 [ =352 [ sintortondo 2 (113)
Por tanto, se deduce que si n = 0, la clase de cohomologia es trivial y el fibrado es también
trivial. Si n # 0, el fibrado no puede ser trivial. Esto es justamente lo que se encontraba en
el apartado anterior razonando con la funcién de transicion del fibrado.

4.2. Yang-Mills revisado y clases de Chern

En el apartado anterior, se razon6 que la no trivialidad de los fibrados podia relacionarse
con un cierto elemento de una clase de cohomologia, la primera clase de Chern. Esto sirvié
para determinar la no trivialidad de los fibrados cuando la carga magnética es no nula. Esta
construccién, hecha para U(1), puede ampliarse a casos més generales a través del estudio
de las clases caracteristicas.

Las clases caracteristicas son elementos que se pueden construir a través de ciertas clases
de cohomologia y que miden la no trivialidad de un fibrado. El estudio de las clases carac-
teristicas es largo y técnico y requiere muchos resultados previos, por lo que no se puede
reproducir aqui con detalle. Por suerte, para este trabajo, no es de interés la teoria general
de las clases caracteristicas, sino una clase en particular, que es la forma de Pontryagin
[42].

Para motivar la introduccion de esta clase caracteristica, se retorna por un momento a
la seccion [3.5l Para construir este Lagrangiano, hace falta tener una variedad M que esté
equipada con una métrica, o sino no se puede hablar del dual de Hodge. Esta métrica es
lo que en Fisica se conoce como una estructura fija, ya que tiene un rol crucial, pero no
es mas que algo que se postula ad hoc para construir la teoria, y no algo que aparece de
resolver una determinada ecuacién o de imponer una cierta condiciéon. Entonces, uno podria
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pensar en sustituir la acciéon de Yang-Mills por la siguiente accion que no involucra al dual
de Hodge:

5:/ tr(F A F) (4.2.1)

Esta accion no es interesante desde el punto de vista fisico, ya que todos los potenciales A
son extremos de esta accién [3] (pag.280). Es decir, 05 = 0, para cada conexién A. Esto se
puede interpretar como que S no depende de A y, por tanto, es caracteristica del fibrado.
Es, de hecho, una clase caracteristica.

Aunque la accién anterior no pueda interpretarse como una accion fisicamente relevante,
quiza su integral si que daria una forma que describiese una teoria fisica relevante. Las inte-
grales de las clases caracteristicas son invariantes topoldgicos, por lo que esta forma deberia
gozar de ciertas propiedades interesantes de invarianza.

El integrando de la acciéon es una forma cerrada, la primera clase de Poyntragin,
que se denotara P;. Entonces, por el Lema de Poincaré, es localmente exacta. Esto implica
que existe una 3-forma Cj tal que dC3 = P,. Esta 3-forma es la forma de Chern-Simons
y se puede calcular por medio de la transgresién de P, [11] (Tema 2):

1
03:/ dt str(A, tdA + t>A?) (4.2.2)
0

donde str = (1/2!) (tr(A F;) — tr(F; A)) y se sobrentienden los productos A para ahorrar
notacién. Entonces, la transgresion es:

1 2
Cs = §tr (AdA + §A3) (4.2.3)
Obviando el factor combinatorio que ha aparecido, se define la 3-forma de Chern-Simons:
2
Cs=tr (A/\dA+ gA/\A/\A> (4.2.4)

La forma C3 no es invariante gauge, pero si es cuasi-invariante. De hecho, como Py es inva-
riante por transformaciones de gauge W = se deduce que es invariante excepto

t t f d ,y P dCs, se ded Cs t t
quiza por un término de frontera. Es decir: d(dgqug.C3) = 0. Esto lleva a que:

69““968[03] :/ 6gaugec3 :/ Q (425)
M oM

donde S[C3] representa la accién formulada a través de C5 (es decir, la integral de C3 a una
variedad M de dimension 3), dyquge S€ usa para denotar una varacién por una transforma-
cién de gauge y €2 representa un término de frontera. Este se puede hacer tender hacia 0
imponiendo unas condiciones frontera apropiadas [43].

Observacion 4.2.1. En general, se define la 2k-forma de Poyntragin de grado como Py, =
tr(F*). Esta forma se puede probar que es cerrada y es también una clase caracterfstica. Por
tanto, localmente Py, = dCy;_; define una forma de grado 2k — 1 que es la forma genérica
de Chern-Simons. Estas formas se pueden emplear para estudiar la gravedad en dimensiones
impares > 3 [7], [§].
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Capitulo 5

Gravedad

5.1. Gravedad en términos del vierbein y la conexién
de spin

El objetivo de esta subseccién es introducir la gravedad formulada en términos del vierbein
y la conexién de Lorentz o conexioén de spin. Se sigue [34], [19], [3], [41], [26] y [40].

<>

5.1.1. La gravedad de Einstein

En 1915 [14], Einstein publica sus ecuaciones de campo para una variedad M que repre-

sentara el espacio-tiempo:

1
R, — §9uvR = —8nGNT,, (5.1.1)

escritas en funcion de:
» La métrica en la variedad g,,.

» La conexion de Levi-Civita, I') , que es una conexion sin-torsiéon y compatible
con la métrica, que se puede escribir como:

o 1 o
F,uu = 59 A (augz\u + al/guA - a)\g;w) (512)

s Fl tensor de Riemann:

A _ A A A o A o
R,,,=0.1,, =01, +,I, —T,T7, (5.1.3)
Y sus contracciones asociadas (curvaturas) como el tensor de Ricci: R, = R/, o
el escalar de curvatura: R = g"'R,,.

» El tensor de energia-momento 7),,, que es un término inhomogéneo para describir
el acople del campo gravitatorio con la materia. En el caso del vacio, este tensor se
toma idénticamente nulo.
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y siendo G la constante de gravitaciéon de Newton. Las ecuaciones de campo de Einstein
en el vacio (cuando el tensor de energia- momento es nulo) se pueden poner en funcién
de una accién, llamada accién de Einstein-Hilbert:

1
Spr = — [ d*z+/|g| R (5.1.4)
2k Sy

siendo k = 87(G . Esta accién se puede generalizar si se permiten geometrias de curvatura
constante, anadiendo una constante cosmolégica A:

1
Spaw = — | d*z+/|g] (R —2A) (5.1.5)
2k Jus

5.1.2. El vierbein

En cada punto de la variedad M que modela el espacio-tiempo, se puede escoger una
base ortonormal del espacio tangente que haga que la métrica diagonalice a la métrica de
Minkowski 7,, = diag(—1,1,1,1). Este sistema se llama tétrada o en aleméan vierbein. De
hecho, vierbein se suele reservar para el isomorfismo entre el espacio tangente T,M y R*
que supone tomar coordenadas. El convenio con el vierbein es el de usar los indices griegos
i, v, etc. para las coordenadas locales en la variedad y los indices latinos a, b, etc. para
los indices de la tétrada en el espacio tangente. Sea p € M, (U,{z,}) un sistema local de
coordenadas en torno a p, con p € U C M. Entonces, dado un vector e,(x,) de la tétrada,
se puede expandir en la base del espacio tangente {0,} asi: e,(x,) = e#(z,)0,. El vierbein
debe cumplir:

BZ(xu)eZ(xu) = 5;
eo(zen(x,) = 0, (5.1.6)

La primera de las anteriores define la inversa del vierbein, €. La segunda es la condicién de
ortonormalidad. Por ltimo, para que el campo de vierbein diagonalice a la métrica, debe
cumplirse que:

G (Ty) = 62(17#)6?/(37#)%1) (5.1.7)

Esto quiere decir que la informacion sobre la métrica de la variedad esta codificada en el
vierbein, por lo que este determina la métrica. El reciproco, no obstante, no es cierto, ya
que se pueden escoger muchos sistemas ortonormales de coordenadas como base del espacio
tangente.

Dicho de otro modo, el vierbein establece un isomorfismo entre el espacio de Minkowski y
el espacio tangente en cada punto, trasladando la métrica plana a la métrica en la variedad.
Por ello, la estructura métrica de la variedad estd contenida en el vierbein y este se puede
interpretar como un campo dindmico en sustitucién de la métrica.

5.1.3. El grupo de Lorentz

Se sigue [32] (capitulo 10). La idea de este apartado es exponer el grupo de Lorentz. Este
se define como:
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Definicién 5.1.1 (grupo de Lorentz). El grupo de Lorentz se define como conjunto
de automorfismos lineales A del espacio de Minkowski que dejan invariante la métrica.
Esto es:

M ALAL = s, (5.1.8)

Matricialmente, la condiciéon anterior también puede escribirse como:
AT
n=A nA (5.1.9)

Tomando determinantes en ambos lados de la ecuacidén, se llega a que det(A) = £1. Esto
divide el grupo de Lorentz en dos partes disconexas: las transformaciones con determinante
1 y las transformaciones con determinante —1, pero solo el primero contiene a la Id y por
tanto es la Unica componente que es grupo. Es mds, yendo a la ecuacién [5.1.8] se ve que,
tomando la componente (00) (temporal), se tiene:

1= (Ag)* = (Ag)* — (A5)” — (Ap)? (5.1.10)
En particular, estd claro que AJ ha de cumplir:
A)>1 6 A)< -1 (5.1.11)

Esto implica que el grupo de Lorentz tiene 4 componentes conexas, pero solo una de
ellas es subgrupo por contener a la identidad. El grupo completo de Lorentz no es el que
va a interesar en este caso, sino que va a interesar el subgrupo conexo de transformaciones
propias:

Definicién 5.1.2 (grupo propio de Lorentz). El grupo propio de Lorentz, también
llamado grupo propio ortocrono de Lorentz se define como el subgrupo del grupo
de Lorentz formado por transformaciones propias con A > 1. Esto es, transformaciones
A que conservan la orientacién y que verfican: det(A) = +1 y A > 1. El grupo propio en
4 dimensiones se denota SO(3,1). En el caso general de d dimensiones, es SO(d — 1,1).

Observacién 5.1.1. En algunos libros se denota SO(3,1) al grupo especial de Lorentz
cumpliendo solo det(A) = 1y, cuando se cumple también A > 1 se le denota SO™(3,1).
Aqui se sigue la convencion de [32].

En lo que sigue, se usard grupo de Lorentz para designar el grupo propio de Lorentz
SO(3,1).

5.1.4. La conexidon de Lorentz

Desde el punto de vista matematico, existen muchas conexiones que se pueden definir
en la variedad M, dando distintas derivadas covariantes y distintos tensores de Riemann.
Einstein tomé el convenio de escoger la conexién de Levi-Civita en base a querer obtener
una teoria donde la métrica fuera el iinico campo dinamico. Por ello, la conexion
de Levi-Civita se construye, en la teoria de Einstein, a partir de la métrica y estas dos no
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son magnitudes independientes, sino que estan ligadas por [5.1.2] En pos de hacer una teoria
que no necesite mas suposiciones de las necesarias, puede intentar formularse la gravedad
con una conexion distinta.

Ya que el resto de interacciones fundamentales se pueden formular en el lenguaje de
las teorias de gauge, seria apropiado buscar una cierta conexién que tuviese su origen en
una simetria gauge. En cada punto p € M de la variedad, hay una simetria en el espacio
tangente T, M que es la simetria de Lorentz. Es decir, la invarianza de la Fisica cuando se
aplica una transformacién del grupo de Lorentz. Esta invarianza lleva a una conexion de
gauge wy, llamada conexién de Lorentz o conexién de spin que serfa una 1-forma local
con valores en el dlgebra de Lie del grupo SO(3,1), llamese so(3,1). Localmente, pues, se
puede escribir:

wy (z,) = wp, () dx" (5.1.12)

en la base de 1-formas locales. Las funciones wj, () serfan so(3, 1)-valuadas.

<>

Por ser wy,, una conexion en el sentido de las teorfas gauge, esta claro que ha de trans-
formar, al cambiar el gauge, asi:

Wi () = A% () Ay (@) (1) + A% (2,) 0, () (5.1.13)

donde A°;, € SO(3,1) es la matriz de transformacién del gauge y A,¢ = 1,n°A%, es su
inversa (transpuesta).

<>
La conexion define una derivada covariante de los campos ¢%(x,,):
Dyt (,) = B0 () + (2,0 (2,) (5.1.14)

que se ha querido denotar con D en vez de con V (como en [3.2.3|) para diferenciarla de la
derivada covariante definida por la conexion de Levi-Civita.

<>

Siguiendo con el formalismo de las teorias gauge, una vez se tiene una conexion, como
wWhy,» 1o que sigue es definir una 2-forma de curvatura. Esta 2-forma viene dada por la ecuacion

1
R = dw®, + w*. AW = 5 b ATt N dz” (5.1.15)

Como se demuestra en [I7] (seccién 3.2.3), este tensor de curvatura estd relacionado con el
tensor de Riemann E“Ww (obtenido a través de la conexion de Levi-Civita) a través de la
expresion:

R, ., =elen, R™, (5.1.16)

siempre y cuando la 2-forma de torsion T, :
Ty, = Ouey, — Oyey, + wiy, A ed —w A ez = D¢y, — Dyej, (5.1.17)

sea idénticamente nula. En particular, si la torsion es nula, se deduce la siguiente relaciéon
entre el tensor de Ricci R, = R, y el tensor de curvatura:

. = elewR?,, (5.1.18)
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5.2. Gravedad como teoria gauge

En este apartado, se sigue sobre todo [41], [18], [3], [I7] y los articulos originales de
Witten: [37], [38], [35].

5.2.1. Punto de partida

Se quiere describir una teoria gauge de la gravedad usando el vierbein, la conexién de
Lorentz, su 2-forma de curvatura asociada y (posiblemente) la torsién:

Cuadro 5.1: Ingredientes para formular una teoria gauge de la gravedad

e Vierbein

w?  Conexién de Lorentz
R, 2-forma de curvatura
T Torsion

Como grupo G, hay libertad. Se puede escoger, en principio, cualquier grupo que contenga
al grupo de Lorentz como subgrupo. Una posibilidad es incluir las traslaciones locales:

ot — o = gt 4 ¢ (a?) (5.2.1)

Desde el punto de vista fisico, esto se corresponde a la experiencia cotidiana de que, al
menos localmente, el espacio es suficientemente plano como para que las transformaciones
traslacionales dejen la fisica invariante. Esto es solo una aproximacién, y se podria considerar
que, en vez de experimentar las simetrias de un espacio-tiempo plano localmente, se esta
experimentando las simetrias de un espacio con curvatura constante no nula. Esto es lo que
ocurre con el grupo de de-Sitter y el de anti de-Sitter. De hecho, estos son los grupos no
triviales mas pequenos que contienen al grupo de Lorentz [17]:

Cuadro 5.2: Grupos més pequenos que contienen al grupo de Lorentz

SO(4,1) de-Sitter (dS)
SO(3,2) anti-de Sitter (AdS)
I150(3,1) Poincaré

La teorfa de gauge de Chern-Simmons-Witten [35] es una teoria de gravedad en 2+1
dimensiones con grupo de simetrias 150(2,1).

5.2.2. Grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré incluye tanto transformaciones del grupo de Lorentz como trasla-
ciones espacio-temporales locales [32]:
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Definicién 5.2.1 (grupo de Poincaré). El grupo de Poincaré 150(3,1) es el grupo
de todas las transformaciones en el espacio de Minkowski que consisten en: traslaciones,
transformaciones propias de SO(3, 1) y sus productos. Este grupo también se llama grupo
inhomogéneo de Lorentz.

El grupo de Poincaré tiene 10 generadores, de los cuales cuatro de ellos estan asociados con
las translaciones {P*} y 6 de ellos estan asociados con el grupo de Lorentz {.J,, }:

Teorema 5.2.2 (4lgebra de Lie del grupo de Poincaré). Los generadores del grupo
de Poincaré son {.Jy, P.} verificando el dlgebra de conmutacién siguiente:

[P, Py] =0

[Pm ch] - anac - Pcnab
[Jaba Jc ] = Jcbnad — Jdbnac + Jacnbd - Jadnbc (522)

La prueba de este resultado se encuentra en [32] (capitulo 10).

5.2.3. Accion de Einstein-Hilbert en funcion del vierbein y la co-
nexion de Lorentz

Sea R, , la 2-forma de curvatura en una base local del espacio tangente. La ecuacion
de estructura local seria:

R,y =0uw," y — 0w, 4+ [wp, wi]% (5.2.3)

uv

Entonces:

Proposicién 5.2.3 (Accién de Einstein-Hilbert en funcién del vierbein y la
conexién de Lorentz). La accién de Einstein-Hilbert en el vacio se puede escribir,
en funcion de la curvatura de la conexion de Lorentz y del vierbein, como:

1

S = 5/ e“"”’\eabcd(eZeZRg/\Cd) (5.2.4)
M

Demostracion. La accion tiene dos variables dinamicas independientes: la conexion de
Lorentz y el vierbein. Calculando la variacién con respecto a la conexién w [35], se obtiene:

Dye," — Dye,* =0 (5.2.5)

que es equivalente a que la torsién desparezca [5.1.17] Variando con respecto a e [35] se
encuentra:

R,",=0 (5.2.6)

La primera condicion lleva a que la torsion |5.1.17|sea nula. Por tanto, el tensor de curvatura
se relaciona con el tensor de Ricci por [5.1.18] Entonces, la segunda condiciéon implica la
ecuacién de Einstein sin traza en el vacio (que se anule el tensor de Ricci). O]
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<>

En el lenguaje de las formas, el integrando de la accion de Einstein-Hilbert en 4-dimensiones
es la 4-forma e A e A R, con R la curvatura y e el vierbein. El andlogo 3-dimensional de esto
seria [35][17]:

1

o vo a be
e\NR= SEHfB = % o e? eabc(euRW ) (527)

5.2.4. Métricas invariantes en la teoria de Chern-Simons-Witten

Lo que se pretende ahora es escribir una accién que combine el vierbein e,* y la conexion
de Lorentz w,, en un campo de gauge para el grupo G = ISO(d — 1,1) de Poincaré en
d-dimensiones. Por construccion, esta claro que la conexién de Lorentz se va a poder inter-
pretar como un campo de gauge de grupo de simetria G = SO(d — 1,1). En cuanto a la
simetria traslacional; desde un punto de vista puramente matematico, el vierbein se puede
interpretar como una conexién afin en el fibrado tangente [I0], lo que lleva a las leyes de
transformacion correctas al cambiar de gauge.

Aunque el vierbein y la conexion de Lorentz tengan las propiedades correctas para poder
interpretarse como un campo gauge del grupo de Poincaré, no es posible, en general y para
dimensiones arbitrarias, escribir una accién compatible con el principio de invarianza gauge
en funcién de una conexién que integre w y e [35]. En dimensién 3, no obstante, se puede
probar con una accién de tipo Chern-Simons [4.2.4] Formalmente, se toma:

2
Scs = ﬁ tr (A/\dA+ —A/\A/\A) (528)
A Jur 3

Si se escoge una base {T,}, del dlgebra de Lie del grupo, entonces el término cuadrético, o
término cinético de la accién es:

tr(T,Tp) / (A% A dAP) (5.2.9)

para que esto se pueda interpretar como un término cinético, tr se tiene que poder interpre-
tar en el sentido de la observacién [2.3.1] [35]. Entonces, antes de preguntarse si la gravedad
en 2+1 dimensiones puede ser una teoria de gauge con una acciéon de Chern-Simons, hay que
preguntarse si existe una traza con las propiedades deseadas. Ya se ha visto, en la seccién[2.3]
que los grupos compactos y semi-simples permiten construir una traza en estas condiciones.
Por desgracia, este no es el caso del grupo de Poincaré, que ni es compacto ni es semi-simple.
En este caso, no se tienen teoremas que den la existencia de este tipo de productos internos
en el algebra del grupo y solo queda la posibilidad de intentar construir la traza directamente.

Proposicién 5.2.4 (métrica invariante de is0(2,1)). Sean P® y J% los generadores
del algebra iso(2,1) del grupo de Poincaré. La forma bilineal W = €. P*J% [35] es
simétrica, invariante y no-degenerada.

Demostracion. Se comprueban las propiedades deseadas una a una:
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1. Como el tinico producto no trivial es el de un generador P* con uno J%, basta con ver
que: W = g POJY = €40 JP%. Para ello, se usan las relaciones de conmutacion:

Panc — JbCPa + [Pll7 JbC] — JbCPa + anac — Pc”r]ab (5210)

Ahora se multiplica en ambos lados de la ecuacién por el tensor €,,. y se usa que
€abeP'N% = 0 = €uePn® ya que el tensor de Levi-Civita es antisimétrico por el
intercambio de dos de sus indices, y la métrica de Minkowski es simétrica. Esto lleva a
que: W = €44 P J" = €4 J*P® como querfa verse.

2. Para ver que es no-degenerada, hay que ver que, si X,Y € g, entonces W(X,Y) =
0, VYV = X = 0. Si X = X,P?, entonces estd claro, ya que el producto por J*
deberia ser no nulo, a no ser que los coeficientes X, sean idénticamente nulos. Igual se
comprueba para X = X;.J%.

3. Queda por ver que es invariante, lo cual es mas delicado. Se usard la caracterizacion
de invarianza de [27] (pagina 11):

La métrica (-,-) es invariante si ([Z, X],Y) +(X,[Z,Y]) =0, VX, Y, Z € g (5.2.11)

En este caso particular, la propiedad solo ha de comprobarse cuando dos de los ele-
mentos X, Y sean traslacionales y el otro, Z, sea lorentziano o viceversa (son los tinicos
casos no triviales). Por ejemplo, si Z = J° es lorentziano y X = Py Y = P’ son
traslacionales:

([P, J, P") =0 (5.2.12)

El anterior término es 0 porque el conmutador [P?, J¢] solo tiene términos en los
generadores traslacionales, pero el producto de dos términos traslacionales es 0 porque
la forma W no tiene términos en P®P°. De igual manera se razona que:

(P, [P°, J) =0 (5.2.13)
y ya se tendria la igualdad.
O
Esto demuestra que si que se puede construir la métrica deseada, lo cual implica que se va

a poder construir una teorfa Chern-Simons razonable (con propiedades adecuadas).

5.2.5. Construccion explicita de la teoria

En el apartado anterior se vio que si que existian métricas invariantes para iso(2,1).
Queda ahora construir la teoria explicitamente. Para ello, se comienza por reemplazar J* =
%e“chbc. Con esto, si se denota ahora (-,-) a la métrica encontrada en se tiene que:

(Jay Po) = 0ap,  {(Juy Jo) = (Py, Py =0 (5.2.14)
Entonces, las relaciones de conmutacién toman la nueva forma:

[Ja, Jb] = Eabcjc, [Ja, Pb] = EabcPc, [Pa, Pb] =0 (5.2.15)
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Para construir la conexién, se toma:
Ay = ey P+ wid, (5.2.16)

en la base del dlgebra. En un lenguaje més compacto: A, = e, +w,. Por tanto, la curvatura
asociada deberia ser:

F=de+w)+eANwt+wAhet+teNetwAw (5.2.17)

Desarrollando esto componente a componente y usando las propiedades del producto externo,
se obtiene:

F,. =P, (aueff —dye + eabc(wu bCyc T €ub wl,c)) + Jo (0w, — dywy, + eabcwub wWye) (5.2.18)

Si la teoria de gauge fuese una teoria en 4-dimensiones, se podria tomar esta curvatura e
introducirla en una accién del tipo [£.2.1] usando como traza la métrica invariante en el
algebra de Lie que se construyo en la seccién anterior. Esto llevaria a una accién del tipo
f Fe A F?dg,, donde dgy = tr(T,T,) denota la métrica del dlgebra de Lie. Esta forma ya se
vio que era un invariante topoldgico, la forma de Poyntragin en 4 dimensiones. Su integral
a una variedad 4-dimensional lleva a la accién de Chern-Simons que, por tanto, se puede
interpretar como un término de frontera en una teoria 4-dimensional. Lo interesante es que,
como también se vio en [£.2] la invarianza de la forma de Poyntragin conduce a la invarianza
gauge de la accién de Chern-Simons. Es mds, como se prueba en [35], esta accién coincide
con la de Einstein-Hilbert en 2+1 dimensiones:

Proposicién 5.2.5 (Accién de Chern-Simons y accién de Einstein-Hilbert en
241 dimensiones). La accién de Chern-Simons y la accién de Einstein-Hilbert coinci-
den en el caso de 2 + 1 dimensiones.

Demostracion. Para ver esto, basta con probar que la diferencial del integrando de la accion
de Einstein-Hilbert en 3 dimensiones coincide con [ F* A F® dg, ya que esta es la
definicién de la forma de Chern-Simons (ver seccién [1.2). De manera desarrollada, el valor
de [ F* A F®d,, serfa:

/e’“’"” Oue,” — e, |+ e | (W bew e + €ppy c) (&,wp 0 — Opy o + eadewadwpe)
término * término e término *x
(5.2.19)
donde ya se ha usado la forma bilineal d,;, para multiplicar los generadores. Si se denota U a
la 4-forma diferencial cuya expresion en coordenadas es el integrando de la ecuacién anterior,
entonces lo que se va a demostrar es que U = dV/, siendo V una 3-forma cuya expresion en
coordenadas es:

e | epa | (Ow,* — Opw,* + €apew,’w °) (5.2.20)

término A

Si se deriva usando la regla del producto, esta claro que la diferencial del wierbein por el
término A en la ecuacién [5.2.20] dan lugar al producto de los términos x y *x. Entonces,
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bastaria con probar que el producto de vierbein por la diferencial de la forma que en coor-
denadas es A dan lugar al resto de sumandos en la ecuacién (el otro sumando de la
ecuacion vendria de multiplicar e por xx). Las cuentas son mds sencillas si se hacen en el
lenguaje compacto de las formas, evitando tener que usar coordenadas. Entonces, usando e
para referirse a la 1-forma del wvierbein, w para referirse a la conexién de Lorentz, R para
referirse a la curvatura dada por la conexién de Lorentz y F' para la curvatura total (para
el campo de gauge A,, que viene dada por , se tiene que lo que se quiere probar es:

(de+w/\e+e/\w)/\Rporp:mbard(e/\R):de/\R+e/\dR (5.2.21)

Con esta notacion queda todo mucho mas sencillo. El término * se corresponderia a la de,
escrito en coordenadas. La parte e serfa (w A e+ e Aw) y xxy A serfan R. Entonces, ahora
se tiene que probar que:

(wWAhe+eAw)ANR=eANdR =eA |w,R| (5.2.22)

donde se ha usado la identidad de Bianchi general [3.3.20, Si se desarrolla el corchete, se
obtiene:

(wAhe+eAw)AR=eAN[w,Rl=eANwAR—e NRANw=eAwAR+eAwAR (52.23)

donde se ha usado que, por ser la forma R de grado par, anticonmuta con e. Sacando factor
comun a R en el miembro de la izquierda, se obtiene lo que se queria. Con esto, se demuestra
que la accion de Einstein-Hilbert y la accién de Chern-Simons efectivamente coinciden. [

5.2.6. Soluciones de la teoria

Es caracteristico de la acciéon de Chern-Simons tener como solucién conexiones pla-
nas:

Proposicién 5.2.6 (solucién de la acciéon de Chern-Simons). La solucién clésica
del funcional de Chern-Simons es la conexiéon plana: F' = 0.

Demostracion. Se sigue [I8] (pagina 21). Se toma una familia uni-paramétrica de conexiones
A. = A+ eB, donde B sea también una 1-forma g-valuada. Entonces:

Scs(Ae) = 4ﬁ /M tr ((A + eB)(dA + edB) + g(A + 63)3)

™

— Ses(A) + eﬁ (/M 24r(B A F) — /Md(A A B)) +0() (5.2.24)

Al integrar esto a la variedad, se ve que la variacién de la accién serd igual a la integral de
un término proporcional a F' y otro término de frontera. Con condiciones frontera adecuadas
[27], el término de frontera se puede ignorar, de modo que la accién serd estacionaria para
cada variacion de A = B si y solo si, la curvatura es 0. Es decir, la solucién de la ecuaciéon
de Chern-Simons en 2+1 dimensiones es una conexién plana. O]

<>
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Esto también implica que la solucion es un gauge puro; es decir, un potencial que
se relaciona con el potencial nulo por un cambio de gauge: A = g 'dg, para un cierto
g € 1S0(2,1). Para verlo, se sigue [27]. Se calcula d(¢g~'g) = dg~'g + g 'dg = d(Id) = 0.
Por tanto, dg~! = —¢g~'dg g~!. Es decir:

dA=d(g7'dg) =dg ' Ndg=—g'dgg  Ndg=—ANA (5.2.25)

Por tanto, dA + AN A = 0, lo que implica, usando la ecuacién de estructura que la
curvatura es 0.
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Conclusiones

Este trabajo pretendia ser una introduccion a la formulacion de las teorias gauge y algunos
ejemplos, incluidos el electromagnetismo, la teoria de Yang-Mills y la teoria gauge
de Chern-Simons-Witten de la gravedad en 2+1 dimensiones. A continuacién se analiza
cada uno de los anteriores:

1. El electromagnetismo: El electromagnetismo ha quedado satisfactoriamente anali-
zado bajo el marco de las teorias gauge. Siendo el ejemplo mas sencillo, se ha podido
estudiar con toda profundidad, desde la invarianza gauge en el sentido clasico en la
eleccion de los potenciales hasta la escritura de las ecuaciones de Maxwell en el len-
guaje de las formas y sus duales de Hodge. Se ha demostrado la existencia de una
verdadera simetria de grupo U(1) a nivel cudntico, que se ha ligado con la simetria
existente en la eleccion de los potenciales electromagnéticos. También ha servido de
precedente para formular un primer Lagrangiano de teoria gauge, que mas tarde seria
tratado y generalizado en la seccién [3.5

En cuanto a la estructura matemaética de la teoria, era bastante simple, por ser todos
los fibrados triviales, lo que llevé a analizar el caso de los monopolos que, siendo
un ejemplo también sencillo, permitié aplicar muchas partes de la teoria de fibrados
principales e introducir las clases caracteristicas.

2. Yang-Mills La generalizacién logica del Lagrangiano electromagnético llevd a for-
mular un Lagrangiano de Yang-Mills, cuya existencia quedaba garantizada siempre y
cuando existiera una cierta forma bilineal en el dlgebra de Lie del grupo que se pudie-
ra interpretar como un producto interno, dando propiedades deseables a los términos
cinéticos del Lagrangiano. Por otro lado, la teoria de Yang-Mills necesitaba de una
estructura fija: se necesitaba una métrica predefinida en la variedad para poder de-
finir el dual de Hodge y, consecuentemente, la accién de la teoria. Esto es en cierto
modo, indeseable. Por ello, querer eliminar esta imposiciéon sobre la métrica llevéd de
manera natural a emplear un Lagrangiano basado en la clase de Poyntragin [4.2] y del
que se deducfa un término frontera que podia interpretarse como una accién (cuasi)
invariante gauge: la forma de Chern-Simons.

3. La gravedad: siendo la teoria méas compleja de todas, no se ha podido formular en
todo detalle. Aun asi, el analisis hecho de la gravedad lleva a que:
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= Se ha reproducido satisfactoriamente la gravedad como teoria gauge del grupo
de Poincaré en 2+1 dimensiones. Los potenciales gauge se corresponden con la
conexion de Lorentz y el vierbein.

= La teoria tenia como solucion conexiones planas, como se ha demostrado. De he-
cho, esta teoria tampoco tiene grados de libertad que se propagan (ondas gravi-
tacionales) [4] aunque si que se ha demostrado recientemente que tiene soluciones
de agujero negro [2] [17].

Algunos otras caracteristicas de la teoria, aunque no se han podido analizar aqui, son:

= La teoria se generaliza de manera natural a dimensiones impares mayores, usando
las clases de Chern [8]. Estas clases se pueden demostrar que también coinciden
con la accién de Einstein-Hilbert incluso en dimensiones distintas de 3.

» La teoria es resoluble analiticamente a nivel cudntico [36], [35].
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