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Introduccion

La dindmica compleja discreta, iteracion de difeomorfismos holomorfos, ha adquiri-
do una relevancia reciente desde la posibilidad de visualizar los conjuntos fractales
que produce, como los conjuntos de Julia o el de Mandelbrot, mediante el uso in-
tensivo de los ordenadores. Estas imagenes desafian a los matemadticos para que
produzcan resultados tedricos, en general dificiles, como los estudios realizados por
A. Douady sobre la conexidad de los mismos, o estructuras descubiertas (erizos) por
R. Pérez Marco en lo relativo a difeomorfismos no linealizables.

De hecho un capitulo importante de la teoria, con raices en la mecanica celeste
es el problema de la linealizacién de difeomorfismos en presencia de pequenos di-
visores, al cual han contribuido Brjno, Siegel, Moser, Yoccoz, Pérez-Marco y otros.
El nicleo central de esta memoria consiste en dar una demostracion del teorema de
linealizacion de Siegel, bajo las habituales condiciones diofanticas relativas a la parte
lineal. Al mismo tiempo recuperamos otros teoremas de linealizacién mas clasicos
como el teorema de linealizaciéon de Poincaré y el teorema del dominio invariante.

En lo concerniente a los difeomorfismos tangentes a la identidad, es obvio que
no son linealizables excepto si son la identidad, damos una descripcién topolégica
clasica de la dindamica en el teorema de la flor de Leau-Fatou.

La memoria comienza con una serie de calculos de holonomia, que son la base de
la relacién entre los difeomorfismos de una variable (sistemas dindmicos discretos en
una variable) y los sistemas dindmicos continuos en espacios ambiente de dimensién
dos definidos por el flujo de campos de vectores, mas concretamente, la holonomia se
refiere a la foliacién asociada, que es el resultado de olvidar el médulo de la velocidad
en las trayectorias.

Légicamente esta memoria solo es una puerta entreabierta al dificil mundo de
los pequenos denominadores y también al de los sistemas dinamicos continuos en
dimensién dos, muy relacionados con los difeomorfismos individualmente o con los
grupos de difeomorfismos via la holonomia de las hojas de una foliacién. Esperamos
en un futuro adentrarnos en alguno de estos temas.

Estructura de la memoria

Esta memoria consta de tres capitulos y un anexo experimental:

En el primer capitulo se desarrollaran ideas conducentes a los conceptos de fo-
liacion y holonomia, por medio de ejemplos significativos. Se indicara la prueba de
Mattei y Moussu de que la linealizabilidad de la holonomia determina la de la fo-
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liacién en las llamadas sillas reales, punto de partida para el estudio via la holonomia
de las foliaciones.

En el segundo capitulo se estudiaran los resultados de linealizacién de Poincaré,
del dominio invariante y de Siegel, centrandonos especialmente en dar una prueba
detallada de este ultimo, a partir de las referencias citadas en dicho capitulo.

En el tercer capitulo se presentara el teorema de la Flor de Leau y Fatou, que nos
servird para entender el comportamiento de los difeomorfismos tangentes a la iden-
tidad, que no son linealizables salvo el caso de la identidad.

Por tltimo, en el anexo experimental se presentaran las definiciones los conjuntos
de Julia y Mandelbrot para la iteracion de funciones holomorfas. Se exhibird su nat-
uraleza fractal mediante ejemplos generados por programas de ordenador escritos
por esta alumna, cuyo cédigo asimismo se incluye.



Capitulo 1

Holonomia de una foliacion

Foliaciones en superficies y holonomia de una proyeccion
transversal

Intuitivamente, una foliaciéon no singular por curvas de una superficie S es una
particion del espacio en curvas no singulares contenidas en la superficie, con un cri-
terio de continuidad, diferenciabilidad o analiticidad. La idea es valida tanto para el
caso de superficies reales como para el de superficies complejas (localmente homeo-
morfas a C?). Las curvas de la particién se llaman hojas y pueden no estar “inmersas”
en el espacio, sino simplemente ser la imagen ¢(H) de una aplicacién inyectiva

o:H—S

donde H es una curva.
Un ejemplo significativo es la foliacién del toro T? = S! x S! por curvas siguiendo
una rotaciéon de dngulo irracional # € R\ Q. Las hojas son las imdgenes de

¢, R —S"xS!
para z = exp(2mia), donde
¢.(t) = (exp(2mit), exp(2mi(a + 0t)) € S* x S

Obsérvese que cada hoja es densa en el toro. Podemos verlo en la figura 1.1.
Consideremos la primera proyeccion

pr; : T2 = S (u,v) = u

las fibras de pry son todas isomorfas a S! y transversales a las hojas de la foliacién.
Tomemos un punto base 1 € S'. Dados un punto (1, z) € pr;*(1) y cualquier camino

v:[0,1] — S!

que comienza en 1 € S'; existe un unico levantamiento 7 : [0,1] — T?, que es un
camino que cumple las siguientes propiedades

(1) 7(0) = (1, 2).
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Figura 1.1: Toro y hoja de la foliacion

(2) A(t) estéd en la hoja que pasa por (1, z).

(3) pri(7) = -
La aplicacion
by (1,2) = A1) € pry (3(1)),

se llama aplicacion de holonomia asociada a . Es muy significativo el caso del

camino
o(t) = exp(2mit),

cuya aplicacion de holonomia es la rotacion de angulo #, como automorfismo de la
fibra S' = pry*(1).

pri

En términos generales es posible definir la holonomia respecto de una fibracion
transversal a una foliacién, como puede verse por ejemplo en [3], pero no entraremos
aqui en méas detalles.



Foliacién dada por un campo de vectores sin puntos de
equilibrio
Consideremos un abierto U C C? y dos funciones holomorfas f(z,y),g(z,y)

definidas en U sin ceros comunes en el abierto U. La ecuacion diferencial auténoma
(en tiempo complejo s)

d
o = [yl == =g(z.y) (1.1)
se interpreta como el campo de vectores que en cada punto (xg,yy) de U selecciona
el vector tangente de coordenadas

(f (0, Y0), 9(x0, Yo))-
El teorema de existencia y unicidad de solucién para un problema de Cauchy [4]
dice que dado (zg,y) € U existe un disco abierto ID(0,¢) C C y una aplicacién
7:D(0,6) = U CC*% s (i(s),7(s))

tal que se cumplen las siguientes propiedades

L. v(0) = (zo,%0)-

2. Para todo s € D(0, €) se tiene que
7'(s) = (1(s),%(5)) = (fF(7(s)), 9(7(s)))-

Ademas tenemos el siguiente resultado de unicidad que no probaremos
Proposicién 1.1. Si a = (ay,a2) : D(0,€) — U cumple que a(0) = (z9,y0) y que
o (s) = (0(s), a5(s)) = (f(a(s)), g(a(s))), s €D(0,8),

entonces a(s) = (s), para 0 < |s| < min{e, }.

Se dice que v es una curva integral por el punto (zo,vo) del campo de vectores
dado por la ecuacién (1.1). La condicién de unicidad se puede interpretar diciendo
que el germen de ~y es unico, pero no detallaremos esto.

Supongamos ahora que se tiene otro punto (x1,y;) € U que estd en la imagen de
7, es decir, existe s; € (0, €) tal que y(s1) = (x1,y1). Sea € = e—|s1| y consideremos
la aplicacién

B :D(0,€) = U; B(s) =~(s+ s1).

s
Tenemos que B(0) = (x1,41), B(s) = /(s + 1) = (F(8()),9(B(s))) ¥ por consi-
guiente [ es una curva integral pasando por (x1,%;). Esta propiedad justifica las
definiciones que siguen

Definicién 1.2. La imagen v(D(0,€)) de una curva integral y se llamard placa de
la foliacion asociada al campo de vectores. Diremos que dos puntos (x,y) y (Z,7)
estan en la misma hoja si existe una sucesion finita de placas Py, P1, P», ..., Py tales
que

(l’,y) € P07<j7g) € PN
y se tiene que Py N P; # 0 parai=1,2,...,N. Cada clase de equivalencia por la
relacion “estar en la misma hoja” se llamard una hoja de la foliacion.
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El hecho de que la relacién “estar en la misma hoja” sea una relacion de equiv-
alencia, es inmediato de la definicién.

Hasta ahora no tenemos una idea clara de cémo son las placas y las hojas en
realidad. Para precisar esta descripcion, usaremos la hipétesis que hasta ahora hemos
mantenido silente: el hecho de que suponemos que el campo de vectores no tiene
puntos de equilibrio, es decir que para todo (z,y) € U o bien f(z,y) # 0 o bien
g(z,y) # 0. Obsérvese que en un punto de equilibrio la curva integral que pasa
por ese punto es constante y de hecho la “hoja” correspondiente seria el conjunto
formado por ese tnico punto. Estos puntos se llaman también puntos singulares del
campo.

La descripcion que pretendemos se basa en el siguiente resultado clasico de de-
pendencia de las condiciones iniciales, cuya prueba suponemos asimismo conocida

Proposiciéon 1.3. Dado un punto (xg,y0) € U existen un abierto V. C U con
(x0,%0) € V, un radio € > 0 y una aplicacion holomorfa

F:V xD(0,e) = U
tal que para todo (x,y) € V' la aplicacion
Viay)(s) : D(0,€) = U
dada por Yz (s) = F((x,y),s), es una curva integral que pasa por el punto (x,y).

Vamos ahora a construir lo que se llama una caja de flujo alrededor de un punto.
Tomemos (xg,yo) € U y supongamos que

f(l'o,yo) # 0.

(si se tiene que g(xo, o) # 0y f(xo,v0) = 0, procederiamos de manera simétrica, in-
tercambiando los papeles de las coordenadas). Denotemos por z, y, s las coordenadas
en V x (0, €). Consideremos la inclusion

o:D(0,€) x D(0,€) = V x D(0, €)

dada por o(u,v) = ((zo,yo + u),v), definida para ¢ < e suficientemente pequeno.
Ahora consideramos la aplicacién

c=Foo:D(0,€¢)xD0,€) = U.

El célculo de la matriz jacobiana de c en el origen da

Jdc . oF 601 oF 80'2
%(0, 0) = %(l‘o,yo, 0)%(0, 0) + a—y(fﬁmyo, 0)%(0, 0) +
oF oo
+ g(%,yo?())a—;(oa 0) = (0,1)
dc o oF 80'1 oF 80'2
%(0, 0) = %(ﬁo,yo, 0)%(07 0) + 8—y(l‘o7 Yo, O)W(Q 0) +
OF 80'3

+ 5 (@0, 40, 0)752(0,0) = (f (20, 40), (20, %0)).



El determinante de esta matriz es precisamente — f (o, yo) # 0.
Se concluye, por el teorema de la funcién inversa, que ¢ es localmente inversible
en (xo, Yo), mas precisamente, existe un €’ > 0 con €’ < ¢’ tal que la imagen

C = (D(0,€e") x D(0,€")) Cc U
es un abierto de U y la aplicacién ¢ define un biholomorfismo
c:D(0,€") x D(0,€") — C.
Nétese que para cada vy con |vg| < €” el conjunto
c(D(0,€") x {we}) C U

es una placa.

D(0,€") x D(0, €)

Figura 1.2: Cajas de flujo

Los conjuntos como el C' antes construidos se llaman cajas de flujo. En cierto
modo la foliacion estd dada por el dato de todas las cajas de flujo. Las hojas se
pueden construir “pasando de una caja de flujo a otra”. La formalizacién de este
paso determina el llamado pseudo-grupo de holonomia, que no detallaremos aqui.
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Foliacién singular
Una foliacion singular F sobre un abierto U C C? estd dada por un campo de
vectores
0 0

£ = f(m,y)% +g(:v,y)a—y

que es un dato equivalente a la ecuacién diferencial (1.1). Exigiremos que los ceros
comunes a f y g sean puntos aislados y estos seran las singularidades de la foliacion.
Fuera del lugar singular tenemos, como en la seccién anterior, hojas y cajas de flujo,
en definitiva una foliacién en sentido usual.

Una observacién importante es la siguiente, si consideramos una funcién h(x,y)
que no se anula nunca, el campo

)6 = () (0,5 + (b D) 5

define el mismo lugar singular y la misma particion del espacio U en hojas. Se tiene
definida por tanto la misma foliacién F. Este hecho es consecuencia de la siguiente
proposicion

Proposicién 1.4. Supongamos que v : D(0,€) — U es una curva integral del campo
&. Entonces existe una aplicacion holomorfa localmente invertible

a:D(0,€) — D(0,¢)
con a(0) =0 tal que v o « es una curva integral de h(x,y)§.

Demostracion. Sabemos que v'(s) = (f(v(s)), g(7(s))). Planteemos la ecuacién difer-
encial cuya incognita es la aplicacion «

(Yo a)'(s) =h((voa)(s) (f((voa)(s) g((yoa)(s))).

Es equivalente a decir que

Substituyendo +'(«a(s)), tenemos que resolver

o/(s) = h((v(als))) = (hoy)(als)).

Esta tltima es una ecuacion diferencial autéonoma en la variable «, que tiene una
solucién tnica con el valor inicial «(0) = 0. El hecho de que « sea localmente
invertible en el origen se sigue de que

O

Definicién 1.5. Sea G(x,y) una funcion definida en U y consideremos la curva
G = 0. Diremos que G = 0 es una curva invariante de la foliacion F si y solamente
st es union de hojas y de puntos singulares.
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Consideremos ahora el caso del polidisco U = D(0,r) x D(0,r). Tenemos la
siguiente caracterizacion

Proposicién 1.6. Sea U = D(0,7) x D(0,7) y consideremos la foliacion singular
dada por el campo de vectores

£ = f(w,y)% + g(x,y)a%-

Son equivalentes
1. La curva y = 0 es tnvariante.
2. El coeficiente g(x,y) es divisible por y, esto es g(z,y) = yg(x,y).

Demostracion. Supongamos que la curva y = 0 sea invariante y consideremos un
punto no singular (¢, 0) de esta curva. Sea v una curva integral de £ que pase por
(x0,0). Como y = 0 es invariante, debe contener la placa asociada a 7, es decir

(s) = (11(s),0)

para todo s del dominio de definicién de «. En particular y2(s) = 74(s) = 0. Pero
como (zg,0) es un punto no singular de la foliacién, se tiene que /(0) # 0 y por
consiguiente la imagen de 7 contiene infinitos puntos (71(s),0) acumuldndose en
(x0,0). Para todos esos puntos se debe tener que

9(7(s)) = g(11(5),0) = 75(s) = 0.

Esto ya implica que y divide la serie g(z,y).
Reciprocamente, supongamos que g(x,y) = yg(x,y) y sea v una curva integral
que pasa por (zg,0). Tenemos que 75(s) satisface la ecuacién

7a(5) = 72(5)3(7(5));72(0) = 0.

Si escribimos ya(s) = ), 5, a,s™ como serie convergente de potencias, la ecuacién
anterior dice que existe otra serie de potencias S(s) =) ., bns" tal que

Znans”_l = (Z ansn)(z bys™).
n>1 n>1 n>0

Igualando los coeficientes del término de grado mas bajo, concluimos que la tnica
posibilidad es que v2(s) = 0 y por consiguiente la correspondiente placa esté con-
tenida en y = 0. [

Cambios de coordenadas y parte lineal

Consideremos en

U =D(0,r) x D(0,r)
la foliacién singular F dada por el campo de vectores

0 0
£ = f(x,y)a—x + g(%y)a—y-
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Sea
QU =D(0,r) x D(0,r") = U =D(0,r) x D0, r)

una aplicaciéon biholomorfa sobre su imagen ®(U’) tal que ®(0) = 0. Tal aplicacién
se denominara cambio local de coordenadas en el origen de U. Escribamos

O(u,v) = (2(u, ), y(u,0)); 7 (z,y) = (u(z,y), v(z,y)).

El cambio de coordenadas de F por ® serd por definicién la foliacién ®*F sobre U’
definida por el campo de vectores

5 _f (U,U)%—l-g <U7U)%7

donde las funciones f* y ¢* estan definidas por las siguiente ecuaciones:

Frlu) = Flat o) yu ) 25 4 g0,y 0) 2o
g*(u’v> - f<x(u’v)7y<u>v))w+g(x(u,v)vy<u,v))av(azy>'.

La siguiente propiedad se obtiene como aplicacion directa de la regla de la cadena

Proposiciéon 1.7. Sea v* : D(0,¢) — U’ una aplicacion holomorfa y denotemos
v = ® o~*. Son equivalentes

1. v es una curva integral de & en v(0).
2. v* es una curva integral de £ en v*(0).

Supongamos ahora que la foliaciéon F tiene el origen como punto singular. En-
tonces podemos escribir

fl,y) = anz + ay + f(2,y); gl y) = anx + agy + §(z,y)

donde f (z,y)y g(x,y) expresados como series de potencias tienen todos sus términos
de grado mayor o igual que dos. La matriz

M, = (ay)

recibe el nombre de matriz de la parte lineal de §. Diremos que § es un campo lineal
si f=g=0.

Observacién 1.8. El problema de linealizacion de una foliacion F en el origen
consiste en encontrar, si ello es posible, un cambio de coordenadas ® tal que ®*F
esté dada por un campo lineal.

La matriz de la parte lineal de un campo se comporta por cambios de coordenadas
como una equivalencia de matrices. Esto es, se puede considerar que se trata de la
matriz de un endomorfismo de un espacio vectorial. Veamoslo. Escribamos el cambio
de coordenadas de la forma

u(z,y) = bix + bioy + a(x,y);  v(x,y) = bax + bagy + 0(x, y)
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con el mismo criterio notacional anterior. Por ser un cambio de coordenadas, el
determinante de la matriz jacobiana es no nulo, esto es

Un céalculo sencillo muestra que
Moz = (bij) ™ Mz (byj).

En particular, salvo cambio de coordenadas, siempre podemos suponer la matriz de
la parte lineal de un campo en forma normal de Jordan.

Holonomia de sillas reales

No hemos definido con total precision la holonomia de una variedad invariante,
tampoco lo haremos aqui, nos contentaremos de efectuar un “calculo de holonomia”
para un caso muy significativo tratado en el trabajo fundacional [8] de J. F. Mattei
y R. Moussu. Consideraremos un campo de vectores de la forma

0
£ = Tot AL+ A(I,y))yg—y

(1.2)
definido en D(0,,r) x D(0,r) y supondremos que
1. El autovalor A\ es un nimero real A < 0 no racional.

2. La funcién holomorfa A(z,y) se anula en el origen y se tiene que
Az, y)| < 1/2
para todo (x,y) € D(0,r) x D(0,r).

Diremos que la foliacion singular asociada a & es una silla real. La razon de elegir
este ejemplo aparentemente tan particular es que se trata del “caso dificil” respecto
del problema de la linealizacion una vez realizada la reduccion de singularidades de
Seidenberg [14], que no detallaremos aqui. Para mds detalles se remite al lector al
articulo original de Mattei y Moussu [8].

Una observacién muy importante es que la proyeccion

pr:D(0,r) x D(0,r) — D(0,7r); (x,y)— x=rpr((z,y))

tiene todas las fibras pr—!(z) transversales a la foliacién, excepto la fibra especial
pr=1(0) que es invariante. La transversalidad se expresa diciendo que las placas
cortan transversalmente a la fibra en cada punto. Esto se ve observando que la recta
tangente a la placa que pasa por el punto (z,y) estd generada por el vector

(z, A1+ A(z,9))y)

dado por el campo de vectores.
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Un punto zg € D(0,7)* = D(0,r) \ {0} estd determinado por sus coordenadas
polares (po,to) € (0,7) x R, a través de la aplicacién recubridora

¢ (0,7) x R = D(0,7)";(po, to) = po exp(2mity).
Recordamos que (pg,to) y (0, t;) son coordenadas polares del mismo punto si y solo
P 0
siph,=poyty—to€Z.
Consideremos coordenadas polares (pg, to) y escribamos zq = pg exp(2mity). Fije-

mos asimismo una cota yo € D(0, r). Nos proponemos definir la imagen de holonomia
del punto (xo, o) sobre la transversal

(z = x0) = pr~'((20,0))
y referida al lazo
Tpoto(t) = (po exp(2mi(t + 1)), 0); ¢ € [0,1].

Senialemos que la imagen de 0,4, es la circunferencia centrada en el origen y de
radio p contenida en y = 0, que contiene el punto

(1‘0, 0) = Opo,to (0) - Upo,to(l)’

Consideremos el problema de Cauchy, con la funcién h, 4 4, (t) como incégnita,
definido por

W (t) = 2miA (1+ A(poe®™ ) h(2))) h(t);  h(0) = yo. (1.3)

Para simplificar notacién, escribimos h(t) = hy, 1.4, (t) si no hay confusién posible.

Sabemos que el problema de Cauchy dado por la ecuacién (1.3) siempre tiene
solucién, definida en un entorno (—e,€’) del cero de R. Sea 7,4,,4,(t) €l camino
levantado de o, () definido por

Yosto,yo (t) = (PO 6$p(271’i(t + tO))a h(t))'

Noétese que
7p7t07y0 (0) = (x07 yO)'

Observacién 1.9. Tenemos que Y,y to+1.50(t) = Vpo.towo (t), €n particular, la notacion
Vaowo (£) = Voo.towo (t) ti€ne sentido.

Definicién 1.10. Diremos que la holonomia estd definida en (zg,yo) si se tiene
€ > 1 y ademds h(t) € D(0,r) para t € [0,1]. En este caso, definimos la imagen
H,,(yo) de yo por la aplicacién de holonomia por

Hay(yo) = h(1).

Es decir, se tiene Yz 4 (1) = (0, Hzy (Y0))-
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Yzo,y0

NS

Ux()

Figura 1.3: Construccién de la holonomia

Observacién 1.11. La imagen del camino 7., ,,(t) estd localmente contenida en
una placa, en efecto su vector tangente es

Veoo (t) = 28 (Vo0 (1))

y por tanto la curva compleja oS) = Yoy (S/2mi) (definiciones evidentes) es una
curva integral del campo &. Asi pues, por conexion, la imagen de Yy, (t) estd con-
tenida en la hoja que pasa por (xg,yo) en particular el punto

(w0, Hao (30))

es el punto de esta hoja “después de dar una vuelta sobre el camino o”.

Nota del director: Esta es la idea central de la holonomia, que tiene un cierto pare-
cido con la elevacién de caminos en un revestimiento. Este parecido se convierte en una
identificacion, gracias al enfoque de J.F. Mattei a través del haz de gérmenes de integrales
primeras, tema en el que no entraremos.

Proposicion 1.12. Si el campo £ es lineal, es decir si A = 0, la holonomia estd defini-
da en D(0,7)* x D(0,7) y es la aplicacion lineal dada por

Hy,(y) = exp(2mi)y.

Demostracion. La solucién del problema de Cauchy (1.3) es h(t) = yo exp(2miA(t +
to)), definida para todo ¢ € Ry, como |h(t)| = |yol|, se sigue que A(t) € D(0,r). O

El resultado clasico de existencia y unicidad de solucién y dependencia analitica
respecto de condiciones iniciales [4] y pardmetros tiene como consecuencia la exis-
tencia de holonomia para

’y0|<€1, 0<7’/2—€2<’[B0’<T/2+62,

donde €1, €5 > 0. Méas atn, se puede asegurar que dado cualquier £ con —1 < ¢ <1
la holonomia en tiempo t

H<t)(x07y0) - ’74607?;0(15) - (Ilayl)

estd definida y la aplicacién (zg,yo) — (21, 1) es localmente biholomorfa.
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Linealizacién por la holonomia

. Daremos aqui un resumen de los argumentos de Mattei y Moussu para probar
que la linealizacién de la holonomia implica la de la foliacién en el caso tratado. Mas
precisamente, supongamos que tenemos dos foliaciones F y F; definidas respectiva-
mente por campos de vectores £ y & que se escriben

0 0 0 0
=x— + M1+ A(z, — =T— 4+ \y=—
§=ag A1+ A( y))yay Go=wg 4 g
donde A € R\ Q y ambos estan definidos en D(0, ) x D(0, r). Suponemos ademés
que A(0,0) =0y que |A| < 1/2 en D(0,r) x D(0,r). Fijamos el punto xy = r/2 y
consideramos la holonomia de F

H,, :D(0,¢) — D(0,7).

Vamos a suponer que H,, estd conjugada a la rotacién z — exp(2mi))z, que es la
holonomia de Fi. Esto es, existe un biholomorfismo

¢ :D(0,€) = UcCDO,€); ¢(z)=2z+2%(-)

tal que H,,(U) = U y ademds se tiene que ¢! o H, o d(z) = exp(27mi))z. Deseamos
ver que, en estas condiciones, la foliacién F esta holomérficamente conjugada a la
foliaciéon JF; en un entorno del origen. M&s precisamente, deseamos ver que existe
un abierto W C C? que contiene el origen y un biholomorfismo ® : W — W’ de la
forma

®(z,y) = (z,¢(x,y)); (0,0) =0,
tal que

1. W,W"c D(0,r) x D(0,r).

2. El biholomorfismo ® envia hojas de F en hojas de F;. Esto es equivalente a

decir que el cambio de coordenadas dado por ® aplicado a £ da precisamente
¢ (dada la forma de ®).

El hecho de que la holonomia esté conjugada a la rotaciéon nos permite definir un
primer biholomorfismo que transforma £ en un campo cuya holonomia es precisa-
mente la holonomia lineal

H,, (2) = exp(2mi\)z.

Ahora, para probar que la linealizacién de la holonomia permite linealizar la fo-
liacion, es suficiente mostrar el siguiente

Teorema 1.13. En las condiciones anteriores, supongamos que la holonomia de F
es la holonomia lineal
H,,(z) = exp(2mi\)z.

Entonces existe un abierto W C C? que contiene el origen y un biholomorfismo

O W — W' de la forma

O(z,y) = (z,9(x,y));  1(0,0) =0,
tal que W, W' C D(0,r) x D(0,7) y ® envia hojas de Fy en hojas de F.
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Figura 1.4: Construccién de ¢

Demos una idea de la prueba del teorema anterior. La construccion de ® se
hara primero considerando una aplicacién

O {lz] =7/2} xD(0,¢) = {|z| =7/2} x W,

con la propiedad deseada. Definimos ®4(x, y) siguiendo en tiempo inverso la hoja de
la foliacién lineal F; que pasa por (z,y) hasta la fibra de zy y después aplicando el
camino de holonomia de F. Mas precisamente, supongamos que

x = exp(2mit),t € [0,1).
consideramos yy = exp(—2mit)y y definimos

(I)l (xa y) = ('T? 7210072/0 (t))

Esta claro que (z,y) estd en la misma hoja de F; que (x,yo) vy asimismo ®4(x,y)
estd en la misma hoja de F que (o, yo). La continuidad y correspondiente holomorfia
de ®; (en cada fibra), se sigue de que la holonomia H,, estd dada por la misma
rotacion que la holonomia de Fj.

Ahora la idea es extender ®; a una aplicacion ® holomorfa y acotada en

WA (z = 0),

que por el teorema de las singularidades evitables se extiende a una aplicacion holo-
morfa en todo W. Esto se hara siguiendo el campo radial real como detallamos a
continuacion.

Para cada dngulo ¢, € [0, 1) consideramos el camino radial

ay, () = ge_t exp(2mity); t € [0, 00).

Dado t; > 0 e y; € D(0,r) consideramos el camino levantado a las hojas de la
foliacion
&t07t1§y1 (t> = (C“to (t)> Gtotrsyn (t))

definido por las condiciones siguientes
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L. Gto t1;y1 (tl) =Y.

2. El vector tangente & , ., (t) es proporcional al vector {(du, 1.y, (t)), es decir,

g (t) = =Ag(t)(1 + a(t)),

donde a(t) = A(e " exp(2mity), Gry.tr:, (1)) v hemos escrito g(t) = Giy 114, (1)
para aligerar la notacion.

Se trata de nuevo de un problema de Cauchy, que tiene solucién tnica g(t). Consid-
eremos la funcién real de variable real G(t) = |g(t)|?, es decir

G(t) = g(t)g(t).

Derivando, tenemos

G'(t) =9()7' () +g'(1)g(t) =
g9(t) [=Ag() (1 +a(®))] + [=Ag(t)(1 + a(1))] g(t) =
—AG(1) [(2 +a(t)) + at)] .

)

) [(
Nétese que la funcién real a(t) + a(t) = 2Re(a(t)) tiene médulo menor o igual que
1 dada la hipétesis sobre el médulo de A(z,y), por consiguiente, dado que si y; # 0
se tiene g(t1) # 0, la ecuacién diferencial

G'(t) = =AG(t) [(2 + a(t)) + a(t)]

nos dice que la solucion G(t) es creciente (derivada positiva, pues —A > 0). En
particular, la solucién g(t) es creciente en moédulo. Dicho de otro modo g(t; — u) es
decreciente en moédulo.

Ahora procedemos como sigue. Consideramos el abierto

W = D(0,r/2) x D(0,)

y vamos a definir la imagen ®(x,y) de un elemento (z,y) € D(0,r/2)* x D(0,0).
Supongamos que
x =ty exp(2mity).
Ahora construimos
(z2,2) = &to,tl;y(o)
que estd definido en D(0,r/2) x D(0,r/2) dado que g(t) es creciente en mddulo.

Seguimos (2, y2) por la holonomia en tiempo inverso de F hasta la fibra de (r/2,0)
y después avanzamos por la holonomia de F; hasta la fibra de (x2,0) para obtener

(1337213) = ®f1($27y2)-

Finalmente avanzamos por la holonomia de F; levantando el camino radial hasta la
fibra de (z,0), es decir, construimos

(74, 94) = P(2,y).

La construccion asegura que se envian hojas de F en hojas de Fi, la continuidad
estd asegurada por la de ®; y, salvo detalles que se pueden consultar en [8], hemos
construido la conjugacion linealizadora deseada.



Capitulo 2

Resultados de linealizacion de
difeomorfismos

Las matematicas son una herramienta muy utilizada en el estudio de los fendmenos
fisicos. En este contexto, llamaremos sistema dinamico a un sistema fisico en el cual
se pueden observar variaciones a lo largo del tiempo de ciertas magnitudes que pode-
mos medir. En este proyecto vamos a estudiar una serie de resultados que afectan
a una clase particular de problemas de este tipo. En concreto, sistemas dindamicos
discretos locales definidos por un difeomorfismo

f:U—=>VCC

Donde U y V son entornos de un punto m € C tal que f(m) = m. En estos sistemas,
dado xg € U, la sucesién definida por x,.1 = f(z,) se denomina érbita positiva de
xo; ndétese que puede ser finita si, para algin n, f(z,) € U, o equivalentemente
f™(z0) ¢ U.

Vamos a comenzar por definir de forma més concreta la base tedrica sobre la que
trabajaremos:

Definicién 2.1. Dadas dos aplicaciones holomorfas f : U — V yg: U — V', se
dice que son equivalentes en un punto m si existe un entorno W de m con W C
UNU’ tal que flw = glw. Esta relacion se denomina germificacién en m. Llamamos
germen a la clase de equivalencia para esta relacion.

En lo que sigue llamaremos sistema dindmico a una aplicacién holomorfa f :
U — V,con U,V C C entornos del origen y f(0) = 0. En ocasiones reemplazaremos
esta aplicaciéon por una equivalente por la relaciéon de germificacion en el origen.
Al conjunto de sistemas dindmicos tal como los hemos definido lo denotaremos
por Diff(C, 0). Observamos que los elementos de Diff(C,0) pueden componerse in-
definidamente, aun cuando para algunos puntos las érbitas se salgan del dominio de
definicién.
Veamos algunos ejemplos de sistemas dinamicos locales:
Sean U, V' C C entornos del origen. Definimos el sistema dindmico f por:

f:U—=V
Z— 2z

19
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Siguiendo la definicién que hemos dado, f es un sistema dindmico (local alrededor
del origen). Podemos observar que, si tomamos U = V' = B(0, 1), toda érbita que
comience en g € B(0,1) \ {0} se sale de U y por tanto es finita.

Por otra parte, consideramos la translacion g:

g:U—=V
z—=z+1

Aparentemente g no tiene un punto fijo, pero si aplicamos el cambio de coordenadas

w=a(z) =
tenemos que:
G(w) = ¢(g(2~" (w)))
1
= (o(2))
:@(%+1>

G tiene un punto fijo en el origen, luego ¢ tiene un punto fijo en co y es un sistema
dindmico local alrededor de oo en P!, la recta proyectiva compleja.

Los resultados que vamos a estudiar en esta seccion son los referidos a la lin-
ealizacion de difeomorfismos. Es decir, estudiamos distintas situaciones en las que
pueden ser o no linealizables. La importancia de estos resultados se debe al com-
portamiento de los sistemas dindmicos lineales, en comparacion con los no lineales.
Para empezar, veamos a qué nos referimos con estos términos:

Definicién 2.2. Diremos que f es lineal si es de la forma f(x) = Ax. Diremos que
es linealizable si existe un difeomorfismo ® € Diff(C,0) tal que (Pofod 1)(2) = Az.
Entonces, diremos que la aplicacion ® es un cambio de coordenadas linealizador.

Lo veremos mas claramente en el siguiente esquema:

c— 7 ¢

| |
C (Pofod 1) (2)=Az C
donde f y ® estan definidas en entornos del origen.

Ademas, cuando un difeomorfismo es linealizable, cumplira una serie de propiedades
que nos seran utiles a la hora de estudiar nuestros resultados:
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Proposicién 2.3. Sea f,® € Diff(C,0), con ®(0) = f(0) = 0. Si f'(0) = A,
entonces (® o f o ®d 1) (0) = \.

Demostracion. La demostracién es sencilla. Sea (® o f o ®7!)/(0) = u. Entonces,
derivando (® o f o ®~!) obtenemos:

' (f(@71(0))) f/(@71(0)) 27(0) = p
'(0) A 7V(0) = p
A=p

]

Necesitamos, ahora, entender las consecuencias de que un difeomorfismo sea lin-
ealizable, y las consecuencias de que no lo sea.
Cuando un sistema es lineal, es decir, es de la forma x,; = Az,, se ve facilmente
que la forma general de un término cualquiera es x, = A\"xy. Ademas, si es lineal-
izable, tenemos que existe una @ tal que (® o f o ®71)(2) = Az, y, componiendo
(®o fod!) tenemos que (Po f"o®71)(2) = A\"z. De este modo, si conocemos @,
podemos calcular facilmente z,, para cualquier n.
Por otro lado, si estamos ante el caso de una aplicacién f no linealizable, nos en-
contramos con situaciones como la de los conjuntos de Julia y Mandelbrot, que se
veran al final de esta memoria.

2.1. Teorema de Poincaré

El primer teorema que vamos a estudiar es el conocido como teorema de lineal-
izacion de Poincaré, cuyo enunciado es el que vemos a continuacion.

Teorema 2.4. Todo germen de difeomorfismo f € Diff(C,0) tal que |f'(0)] # 1 es
linealizable.

Demostracion. Sea A = f'(0). Si |A] > 1, podemos encontrar un cambio de coor-
denadas linealizador para f~! en su lugar, que tiene derivada 1/X en 0. Por tanto,
podemos reducirnos al caso donde |A| < 1.

Sea p tal que 0 < p? < |\ < p. Tomamos un representante f : D — C, con D un
disco tal que para todo z € D, p?|z| < |f(2)] < p|z |

Consideramos ahora la sucesién de funciones g,, = y su limite la aplicacién

/\nJ

d:D—-C

/()
z+— lim
n—4oo A"
Vamos a demostrar que esta aplicacién esta bien definida, lo que es equivalente a
demostrar que la sucesion converge, y es un cambio de coordenadas que linealiza a
: —1
f, es decir, (Po fod1)(2) = Az
Vamos a empezar por demostrar que el limite estd bien definido. Para ello, uti-
lizaremos el criterio de convergencia uniforme de Cauchy, es decir, demostraremos
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que, dado ¢ € R, existe ng € N tal que, para todo n,m € N con n,m > ny,
|gn(2) — gm(2)| < . Para ello, encontraremos una cota para |g,(z) — gm(2)]|.

Para empezar, tomamos ¢ € R tal que |f(z) —Az| < 6]z|? para todo z € D. Tenemos
que

n

[f7(2) = A2 = DO AF () = A (2)
k=1
<Y CIATEFR) = A R))
k=1
< 3 PR () P
k=1

< Z |>\|n_k5,u2(k_1) |Z|2

k=1
400 2\ k-1
<A Y (ﬁ)
k=1
— O P

donde C' = . Se deduce que

_6
[A[—p2

) )
Antp L

)~ X))
|/\|n+p

CIAPLf(2)

= T PP

_ )P

= TP

2\"
soue ()
] Y
2\
7
<o)
A

Ademés, dado que 2 < \, tenemos que ‘“—)\2' < 1. Por tanto, dado € > 0, existe nyp € N

2\ .
tal que e > C' (ﬁ) para cualquier n > ng, vy, tomando n,m € N con ng < n < m,

tenemos que
2

19n(2) — gm(2)| < © (f‘ﬂ) <-

con lo que se cumple el criterio de Cauchy.
Tan sélo falta demostrar que ® linealiza a f. Sabemos que ®(0) = 0, ®’(0) = 1.
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Ademas, para todo z € D, tenemos que

@0 /)(z) = tim TUED
- Jim 2

= \D(z)

y ® es entonces el cambio de coordenadas linealizador que buscabamos. O

2.2. Teorema del dominio invariante

El segundo resultado que vamos a estudiar se denomina teorema del dominio
invariante.

Teorema 2.5. Sea f € Diff(C,0) tal que |f'(0)| = 1, definida en un disco B(0, p).

Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(1) el germen f es linealizable.
(2) existe un abierto simplemente conexo V tal que 0 € V- C B(0,p) y f(V)=V.

Demostracion. Comenzamos suponiendo que el germen f es linealizable. Entonces,
existe una funcién ® tal que (®o fod~1)(z) = Az, con |A| = 1. Por tanto, (Po fod™!)
es una rotacion. Entonces:

(o fod® ) (B(0,p) = B(0,p) <
O(f(271(B(0,p))) = B(0,p) <=
F(@7H(B(0,p))) = 27(B(0,p))
Y V =®"1(B(0,p)) es el abierto que buscdbamos.
Ahora, suponemos que existe un abierto simplemente conexo V tal que 0 € V' C
B(0,p) y f(V) = V. Segun el teorema de representacién conforme, existe una apli-
cacién ® holomorfa y biyectiva ® : V' — B(0,1), y, en particular, con ®(0) = 0.
Designamos
g=dofod!
Esta funcion g puede escribirse de la forma

9(2) = A2U(2)

donde A = f/(0) = ¢’(0) y U(0) = 1, segiin hemos visto en la proposicién 2.3. Como
la imagen de g estd contenida en B(0, 1), para todo z € B(0,1) tenemos que

l9(2)| = |2]|U(2)] < 1

Si tomamos un representante de g cuyo dominio contenga a B(0, 1), veremos que g
alcanza su maximo en B(0,1) en la frontera de este conjunto, y del mismo modo lo
hace U. |z| = 1 en todos los puntos de la frontera. Por lo tanto, |U(z)| < 1 para todo
z € B(0,1). Pero sabemos que U(0) = 1. Entonces, como consecuencia del teorema
del médulo méximo, U es constante y g(z) = Az para z € B(0,1), y ® es nuestro
cambio de variable linealizador. ]
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2.3. Teorema de linealizacién de Siegel

Numeros diofanticos

Un numero real 8 € R se dice que es diofdntico si y solamente si existen dos
constantes positivas § > 0y ¢ > 0 tales que para cualquier niimero racional p/q € Q
expresado como cociente de enteros con ¢ > 0 se tiene que

co
q q
Por definicién, un nimero diofantico no puede ser racional. De hecho, la condicién
anterior supone en cierto modo que los nimeros diofanticos se encuentran “alejados
de los niimeros racionales”.

Existen resultados de existencia de tales nimeros, por ejemplo

Teorema 2.6 (Liouville). Sea 8 € R\ Q un nimero algebraico raiz de un polinomio

P(X)=a, X"+ ap 1 X" '+ +ag

con coeficientes enteros ag,ay,...,a, € Z y que no ltenga raices racionales. Fxiste
una constante ¢ > 0 tal que
cn
= E‘ >
q q

para todo nimero racional p/q, donde p, q € Z y q > 0.

Demostracion. Es suficiente probar la acotacién para numeros racionales p/q con
q > 2y tales que |p/q — 0] < 1. Tenemos

0# ‘P (Z—)) ’ _ anp™ + anap" g+ - aod”|
q q" q

Aplicando el teorema del valor medio, existe un £ € R tal que

o()-r()-ro- G-

donde ¢ estd comprendido entre 6 y £. Tenemos que || <1+ [f]. Sea 1/c > 0 una

cota superior de |P'(z)| para x € [# — 1,60 + 1]. Se sigue que

PO
¢ [Pl

como queriamos demostrar. O

>c/q",

(Esta prueba ha sido tomada de un texto de Alejandro Luque en [7].)

Asimismo, existen nimeros no racionales y no diofanticos, que deberan ser for-
zosamente trascendentes, es decir no algebraicos, en virtud del teorema anterior.
Una variante de la construccién del conjunto triddico de Cantor nos permite pro-
bar la existencia de una cantidad no numerable de nimeros reales no diofanticos,
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como indicamos a continuaciéon. Dados enteros p,gcon 1 < p < g—1con q > 3
consideremos los intervalos cerrados

Notese que 18N IZI" = si p # p/. Més atn, dado g > 3 existe ¢ > ¢ tal que para
cualquier p con 1 < p < ¢—1 hay dos enteros p’ y p” con 1 < p' <p” < ¢ —1, tales
que , }

I, ol .
Escribamos J; = I3 = [1/3 —1/27,1/3 4+ 1/27], que denotaremos J; = I(1). Para
comenzar una induccién, hagamos ¢; = 3 y p(1) = 1. A continuacién, definiremos
por induccion los denominadores q1, qs, - - ., ¢n, los compactos J,, y los intervalos

](1’ €2, €3, ... 7677,) = _[5751§62,E3,...,6n); € € {O’ 1}

como sigue. Sea ¢,11 > @, tal que para cada p con 1 < p < g, — 1 existen al menos
dos enteros p’ y p” con 1 < p' <p” < q,41 — 1, tales que

P P P
an+l C IQn D an+1'
Ahora, para cada p(1;€, €, ..., €,) seleccionamos dos de tales puntos
p/ = p(la €2,€3,...,€n, 0)7 pl = p(17 €1,€2,...,6€n, 1)

Finalmente hacemos

J = U JP(i€2,€3,00€n €0 +1)
n .

qn+1
€,€{0,1};4=2,3,...,n+1

De este modo tenemos una sucesién encajada de compactos
J1 DI DIz D

cuya interseccion T' es no numerable, por el argumento clasico del conjunto triddico
de Cantor.

Proposicion 2.7. Todo elemento 6 de T incumple la condicion diofdntica.

Demostracion. Sea 6 € T. Si 0 es racional, ya sabemos que no es diofantico. Supong-
amos que se tuviera la condicién diofantica

p
0 — 5| > c/q’.

Seleccionemos un denominador ¢, tal que ¢, > d + 1 y tal que ¢ > 1/g,. Sabemos
que 0 € JEI25m) para cierto p = p(1;ig, i, . . . ,in). Entonces se tiene que
0—L | <1/¢0" = (1/g,) (1) s
| . | <1/qi = (1/a) 1/ ™) < ¢/ gy

Por tanto 6 no puede ser diofantico. O
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Proposicién 2.8. Sea € R un nimero real y escribamos A = exp(2mif). Decir
que 0 es diofdantico es equivalente a decir que existe una constante ¢ > 0 y un entero
positivo p € Z~q tales que

/

c
AP —1] > T para todo p € Z>.

Demostracion. Recodemos que dado que la cuerda y el arco son infinitésimos equiv-
alentes, existen constantes ¢”’,¢” > 0 tales que para cualquier £ con —1 < ¢ <1 se
tiene

€] = | exp(2mi€) — 1] = "[¢].

Supongamos primero que 6 es diofantico. Sabemos que existen constantes ¢ > 0
y 0 > 0 tales que

0 —r/pl = ¢/p".

para cualquier nimero racional r/p con p > 0. Sin pérdida de generalidad, podemos
tomar 6 € Zs;. Elijamos ahora un entero r tal que £ = p(6 — r/p) sea de médulo
|€] <1y escribamos

NP = exp(2mi(ph — 1)) = exp(2mip(6 — r/p)).

Tenemos que
N —1] > "[p(0 —r/p)| > "c/p’".

Basta tomar u =460y ¢ = c.

Reciprocamente, supongamos que A cumple las condiciones del enunciado. Tomem-
os un racional r/p con p > 0. Eligiendo si es preciso ¢ < 1 y § > 1 es suficiente
considerar el caso de que |6 —r/p| < 1/p. Entonces se cumple

Cl
Zan

"plf —r/pl = [N = 1] = ——

y es suficiente tomar ¢ = /" y § = p. O

Corolario 2.9. Sea 6 € R un nimero real y escribamos \ = exp(2mwifl). Decir que
0 es diofdntico es equivalente a decir que existe una constante ¢ > 0 y un entero
positivo p € Z~q tales que

/

AP — Al > —, para todo p € Zxs.

(p—1)»

Demostracion. Es suficiente observar que |[A\| = 1 y por consiguiente |[\P — \| =
AP —1]. O

La condicién expresada en el corolario anterior es la que usaremos en el resto de
la seccidn.
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Enunciado del teorema de linealizacion de Siegel

En esta seccion demostraremos el siguiente resultado

Teorema 2.10 (Teorema de linealizacion de Siegel). Consideremos un germen de
difeomorfismo f € Dif f(C,0) con |f'(0)| = 1. Escribamos f'(0) = X\ = exp(2mi6).
Si 0 es un numero diofdntico, entonces f es un germen linealizable.

Seguiremos esencialmente la prueba del libro [15] de Moser y Siegel en la versién
que aparece en el libro [3]. El esquema de la demostracién es el siguiente. Buscamos
un cambio de coordenadas linealizador @, es decir un germen de difeomorfismo, que
tomaremos tangente a la identidad, de la forma

P(2) =2+ 22(--)

tal que
o fod(z) = Az,

para todo z en un entorno suficientemente pequenio del origen.
Para todo germen de difeomorfismo g : (C,0) — (C,0) escribiremos

9(z) = ¢g'(0)z + 3(2),

donde g(z) tiene un cero de orden mayor o igual que dos en el origen. Asi el difeo-
morfismo linealizador ¢ se escribird

Asimismo escribiremos f(z) = Az + f(z). Por otro lado, ® debe cumplir la siguiente
condicion i )
flz+2(2) = P(A2) = Az + P(\2).
Es decir ) ) ) ) )
[z 4+ Q(2) = A2+ AP(2) + f(2 4+ (2)) = Az + P(Az).

Dicho de otro modo, la ecuacién funcional que determinars ®(z) y por tanto ®(z)
es la siguiente .
flz4+ ®(2)) = P(N\z) — AD(2). (2.1)

Esta ecuacién funcional (llamada ecuacion de Schrdder, véase [16]) se resolvera por
medio de un procedimiento iterativo basado en una nueva ecuacién funcional que
aproxima (2.1). Damos a continuacién una descripcién formal del método iterati-
vo, el resto de las subsecciones se dedicara a probar el sentido convergente de este
método y que efectivamente produce un difeomorfismo linealizador ®.

Comenzamos escribiendo fo(z) = f(2), fo(2) = Az + fo(z) = f(2). Usaremos fo
para producir una primera aproximacién al difeomorfismo linealizador, que deno-
taremos Wy(z) = z + W1 (z). Obtendremos ¥, (z) como la tinica solucién posible de
orden dos de la ecuacién

Folz) = Ty (A2) — AT, (2). (2.2)
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Esta ecuacién es una aproximacién de la ecuacion funcional (2.1) y la base del
procedimiento iterativo. A continuacién, modificamos fy(z) para obtener

fi(z) = Az + fl(z)

utilizando ¥; como conjugante

filz) = (\111_1 o fooWy)(2).

Repetimos el procedimiento para obtener Wy(z) = 2z 4 Wy(2) como la tnica solucién
posible de la ecuacion

fl(Z) = @2(/\2:) — )\‘iQ(Z)
Repetimos. Definimos pues f,(2) = Az + fu(2) ¥ W, p1(2) = 2 + ¥,41(2) haciendo
que ) . )
fn(z) = (\Ijrjl o fn10 an)(’z); fn(z> = \Dn+1(>‘z) - )\\I]n+1<z>'
Una vez justificado este procedimiento iterativo y probada su validez en entornos
adecuados del origen, definimos

b, =V, 0¥y0---07,,.

Nétese que f,,(z) = (@10 f o ®,)(z). Finalmente probaremos que las sucesiones de
funciones {®,}, {®,'} convergen uniformemente en un entorno del origen hacia @,
®~! y asimismo la sucesién

fn— (2 Az), uniformemente.

Se concluird que (@7 o f o ®)(z) = Az en el entorno comun de las citadas conver-
gencias.

A continuacién realizaremos en las subsecciones que siguen el control de los
entornos en los que nuestros objetos estan definidos y se tienen las deseadas conver-
gencias, justificando todos los pasos del esquema formal anterior.

La base de la iteracion

Ya hemos indicado que la ecuacién funcional (2.2) es la base del procedimien-
to iterativo. El siguiente lema garantiza la validez de la utilizacién de (2.2) para
producir ¥,, a partir de f,_;.

Lema 2.11. Sean p > 0 un nidmero real y D(0, p) C C el disco cerrado de centro el
origen y radio p. Consideremos una funcion holomorfa

a:D(0,p) - C

definida en un entorno de D(0, p), que tenga un cero de orden mayor o igual que
dos en el origen. Entonces, exriste una unica funcion holomorfa

B :D(0,p) —» C

definida en un entorno de D(0, p), con un cero de orden mayor o igual que dos en
el origen tal que se cumple la relacion funcional

a(z) = B(A2) — M(2).
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Demostracion. La funcién a estd descrita de manera univoca por la suma de una
serie de potencias
E anz"

n>2

cuyo radio de convergencia es mayor que p. Caso de existir, la funcién 5 también
debe estar descrita por una serie de potencias que denotaremos

B - Z ann-

n>2

Maés aun, la relacion funcional debe ser cierta a nivel formal de series de potencias y
si la serie B tiene radio de convergencia mayor que p, entonces (3 es necesariamente
la suma de B en (0, p). Veamos primero la unicidad de B . La relacién funcional en
términos de series de potencias equivale a decir que

Z apZt = Z()\" — A)Bn2".

n>2 n>2

Tenemos la hipdtesis de que A = exp(27ifl) con § es diofdntico. En particular A" —\ #
0 para todo n > 2. Esto permite encontrar una solucién unica § dada por

B - Z )\naj )\Zn'

n>2

Para concluir, es suficiente demostrar que el radio de convergencia de /3 es mayor o
igual que p. Recuérdese que, por la condicion diofantica, tenemos

1 1
—’ <

)\n _ )\| — g(n - 1)H71

para cada n > 2, donde 1 > 1 es un nimero entero. Asi pues, una serie mayorante
de [ es la serie de coeficientes positivos

o)=Y |0zn|§(n ey

n>2

Con el fin de calcular su radio de convergencia r’ utilizaremos el criterio de d’Alembert.

Tenemos
1 — 1)t
L (lawnd) (= DY
r! n—00 |an| ne—1

1 . 1)t
Lo g (lomal) gy (P2 D7) )
p n—o00 |an| n—o00 np—1

Se sigue que ' > p, como queriamos demostrar. O

Sabemos que
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Acotaciones derivadas de la féormula de Cauchy

Recogemos en esta seccion algunas acotaciones conocidas, derivadas de la férmula
de Cauchy que seran usadas en la prueba de la convergencia del procedimiento
iterativo.

Consideremos una funcién holomorfa

h:D(0,r) — C

definida en un entorno del disco cerrado ID(0,r) de centro el origen y radio r > 0.
Denotaremos

M (r; h) = max{|h(2)|; z € D(0,r)}.
Por el principio del médulo maximo, sabemos que
M (r; h) = méax{|h(2)]; |z| =r}.

Proposicién 2.12. Supongamos que fl(z) es holomorfa, definida en un entorno de
D(0,7) y con un cero de orden mayor o igual que dos en el origen. Escribamos h(z)
y su deriwada h'(z) como series de potencias

h(z) = Z a;7; W(z) = Zjajzj_l.
Jj=2 Jj=2

Se tienen las acotaciones siguientes, para cada indice j > 2:

ol < XN 2.3)
la;| < %’_ﬁl/) (2.4)

Ademds, si 0 < € < r se tiene que
M(r—eh) < M (2.5)

€

Demostracion. La formula de Cauchy dice que

1 h(z) 1 /2” h(r exp(ai))

= dz = .
“ N _o it exp((j + 1))

I 21 |z|=r Zj+1 B %
Por integracién, se siguen las dos primeras acotaciones. La tercera acotacién se
obtiene aplicando la férmula de Cauchy a los puntos del borde de D(0,7 —¢,). O

Sucesiones de cotas

A continuacién construiremos unas sucesiones que serviran de cotas para contro-
lar la convergencia del proceso iterativo. Recuérdese que tenemos fijado un entero
i > 1y una constante ¢ > 0 tales que

/

AP — Al > —, para todo p € Zx».

(p— 1)~
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Sin pérdida de generalidad, supondremos que 0 < ¢ < 1. En particular, tenemos
que

L _ -
AP — A — d '

Por otro lado, definiremos la constante

!
Co = — > 1,
&
que desempenara un papel relevante en la construccion de las sucesiones citadas.
Las sucesiones que construiremos tomaran como punto de partida tres valores

reales 19, dp y 7o con las condiciones
0<'I70<1/5, O<50, 0 < rg.

De acuerdo con nuestras necesidades, una vez fijado 7y, ajustaremos si es necesario
los valores de dy y 9. Ahora, definimos por induccién

Tni1 = To(l—5n,) (2.6)
h+1 = 7771/2 (2-7
52
Opt1 = CQ—5——. (2.8)
(1= my,)

Estas sucesiones seran ttiles gracias al lema siguiente

Lema 2.13. 5i 0y es suficientemente pequeno, para todo n > 0 tenemos que
1. cob, < mit2.
2. 6, <nt2.

Demostracion. Elijamos dy > 0 con la condicién de que

Co2“+350 S 776H_2. (29)

Esto implica la primera afirmacién para el caso n = 0, pues cdy < ¢g2¢+35; < nff 2

Observemos que 7,, < 1/2 para cada n > 0, con lo que 2(1 —n,) > 1 y asi tenemos
(c02%360)* < 2(1 — o) (my™*)*. (2.10)
Notese que las desigualdades

D1(n):  (co2"36,)% < 2(1 — n,) (i +3)2. (2.11)
D2(n+1):  ¢o2"™35,1 < niti. (2.12)

son equivalentes. En efecto

c02"36,11 < 7]51% g

2 +2
002u+3( co(6n) >< " o

(L= ap,) ) T2

(c02"*%07)% < 2(1 =) (5 )*.
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De la desigualdad D2(n) se concluird la afirmacién (1), dado que
2" T36, <t =yl < 2t T3, < nhtR

Por la seleccién hecha de dy se cumple D2(0). Sabemos que D1(0) es cierta en virtud
de la ecuacion (2.10). Unicamente falta el paso de induccién

D2(n+1) = D1(n+1).
Veamoslo. Elevando al cuadrado ambos lados de la desigualdad D2(n + 1), tenemos
(02! 2601)" < (0 11)*
Ahora, teniendo en cuenta que 2(1 — 7,,41) > 1 obtenemos
(02500 11)% < 2(1 — 77n+1)(77ﬁﬁ)27

que es exactamente la desigualdad D1(n + 1).
Finalmente, la segunda afirmacion se sigue de la primera dado que 9,, < ¢g6,,. O

Una consecuencia interesante de este lema es que

lim §,, = 0. (2.13)
n—o0
En efecto n
2 0
0<0n <™ = on(u+2)

y por tanto lim,, . 6, = 0.

Los discos de convergencia

Iniciamos aqui la prueba de la convergencia de la iteracién de Siegel. Recordemos
que co = p!/c y elijamos un radio 1 > ry > 0 lo bastante pequenio como para que

8o = M (ro; f')
satisfaga la condicion
o235y < 2,

que nos ha permitido obtener las conclusiones del Lema 2.13.

Asi pues, a partir de ahora, las sucesiones de cotas r,,0d,,n, comienzan con
0<nm<1/5,0<r1r<1lyd = M(ro;f’) satisfaciendo la condicién anterior.
Definiremos los discos encajados

D" = D0, 7, (1 —jn,)); 7 =1,2,3,4,5.

Obsérvese que Dén_l) = DD(0,r,). En este sentido ampliamos la notacién para incor-
DY =D
porar Dy ' = ID(0, 7).
Noétese que se tiene

5DV 5D 5D 5D 5 DY 5 DM 5Dt 5

Definamos p como

p=ro lim Ho(l — ).
J:
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Lema 2.14. Se tiene que 0 < p < r, para todo n > 0.

Demostracion. Escribamos s, = [[j_,(1 — ;). Recordemos que 0 <19 < 1/5 y que
Mn = Mo/2". Sabemos que
$n = Sn—1(1 —10/2").

Por lo que es una sucesion estrictamente decreciente. Tenemos ademas que

1 —mno _1—770_1—770

2 2

1>80:(1—’I70)> >0, s > 1.

Probemos por induccién que

T —mno
2

Sp — > 19/2"

lo que termina la prueba del lema, ya que entonces s,, > (1 — 1) /2 para todo n > 0.
Tenemos

g _t=m om0 l-mo
n 2 n—1 n—12n 2
1 —
= (Sn—l - 27]0> - Sn—l;}_g >
o Moo Mo "o "o

e T T R TR T
Veamos finalmente, por induccién, que r,, > 79S,2. Tenemos
Tn = Tn-1(1 = 5np—1) > 10Sn41(1 = 51n-1) > 108n41(1 — Nuy2) = T0Sn+2
dado que

Mo q_ o

1_57771—1:1_52”71 on+2 =1— 1o

Se concluye que r, > p. O

La solucién ¢ del problema de linearizacion estara definida sobre el disco D(0, p).

Adaptacion de las iteradas a los discos de convergencia

La convergencia del procedimiento de linealizacién de Siegel reposa sobre la sigu-
iente proposicion, a cuya prueba esta dedicada esta seccion

Proposicion 2.15. Para cada indice n > 1 se tienen las siguientes propiedades
1. Las funciones f,_1 y VU, estdn definidas en el disco }D)énd) =D(0,r,—1).

2. La funcion V,, es inyectiva sobre Dﬁ"‘” y ademdas

v, >y,
En particular, V1 estd definida sobre ]D)é”*” y se tiene que

v-imy Yy e pitY,

n
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3. U,y c Y.
4o oY) € DY,

Realizaremos la prueba de la Proposicion 2.15 por induccién sobre el indice n
del enunciado. Supongamos en primer lugar que n = 1. En este caso la propiedad
(1) se interpreta diciendo que fp esta definida sobre

DY = D(0, ),

lo cual forma parte de las hipotesis de inicio. Nétese que el hecho de que W esté tam-
bién definida sobre este disco es consecuencia directa del Lema 2.11. Probemos ahora
la propiedad (2), es decir, debemos probar que ¥, es inyectiva sobre ]D>§°) y se tiene
que

] (D(O)) S ]D)( )

Precisaremos el siguiente

Lema 2.16. Supongamos que r,n son tales que 0 < r < rq y que 0 <n < 1/5. Se
tiene la siguiente acotacion

M<T7.];6)< 0050 <77<1

~ N! -
M=) #) < ZEhr ) = o= ) < S0 <

77M+1

%% i £ > I, — ]
Demostracion. Escribamos fo =) .o, a;27 y U1 =3, b;27. Sabemos que

__ % _
bj—)\j_)\,j—Q,g,....

Por la Proposicién 2.12; tenemos la acotacién

Y
o < MUK g
J j?“jfl ) »

Por otro lado la condicion diofantica dice que

LG
M — Al d

Asi podemos escribir

M(r(L=n); %)) < Y gl (1 —ny ™" =

Jj=2
. a; i i
- Zj| | ]|)\|7J 1(1_77)3 1§
j>2
fO Z ’)\] _77)1;1 <

i ,fo) G-t

C -
Jj=2

IN

IN



35 2.3. Teorema de linealizacion de Siegel

Recordemos ahora que se tiene la siguiente formula, vélida para 0 <z < 1
1 . = n+ k k
(1—%)“+1_Z< k )x
k=0

(Véase, por ejemplo el libro de Atiyah-McDonald, pg. 133 [2]). Haciendo x = 1 — 7,
tenemos

1 —~( pu+k
et 1+Z( k >(1_n)k2

vV
[~
N
=
>+
>
~~
—
|
=
(V4

v
== T
(]2
o

=
—_

|

=
~—

B

I

=
e
ﬂ‘

=

Finalmente, se tiene que

~ M(r: . ' M . M Y
M(r(1—n);¥)) < %;(]’ e P e % 75;7;;{0) — ¢ n(:jrulfo)

Dado que 0 < r < rp, tenemos que M(r, f(’)) < dg = M(ro, f(’)) y por lo tanto

M(r(1—mn);¥) < pt M(rs 1) :COM(T; £) < Codo

Aplicando el Lema 2.13 se concluye que

Como consecuencia del lema anterior tenemos que

M (ro(1 —mo); W) < mo < 1.

Esto implica que Wy (z) es inyectiva sobre ]D>§°) = D(0, ro(1—m0)) dado que la derivada
de W, es )
Ui(z) =1+ Vi(2)

y por consiguiente no se anula nunca ya que |¥(z)| < 1. (Si tomara dos valores
iguales, la derivada se anularia en algtin punto). Por otro lado, si tomamos un niimero
complejo z con |z| = 7o(1 — 1), dado que M (ro(1 — no); Uh) < o se sigue que
[W1(2)] < (ro —10)m0 < 100 y entonces

[W1(2)| = |z + ‘i’l(Z)| > 1o(1 —no) —rono = ro(1 — 210).
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Esto prueba ya que \Ill(Dgo)) > DY,
Probemos ahora que ¥, (D) c }D)éo). Tomando z con |z| < r(1 — 4n9) y argu-
mentando como antes, se tiene

U1 (2)] = |2+ U1 (2)| < ro(L — 4m9) + rono = ro(1 — 319).

Para terminar la etapa inicial de la inducciéon con n = 1 debemos probar ahora que
fo(]D)éo)) c DY, Tomemos = con |z| < 7ro(1 —3mp), recordemos que

| fo(2)| < rodo

por el mismo argumento de antes. Ademas, dy < ng+2 < 1p. Se tiene pues que
|fo(2)] = 1Az + fo(2)] < ro(1 = 3mo) + 7000 < 70(1 = 2np).

Esto completa la etapa n = 1.

Antes de efectuar la etapa inductiva, observemos que la etapa con n = 1 se podria
haber desarrollado sin problemas sencillamente suponiendo que M (ro; f(’]) < dg, en
lugar de considerar la igualdad M (ry; f}) = dy. Notemos asimismo que

fi="7to foouy,

esta definida sobre ID)éO) = D(0,ry), de acuerdo con el diagrama

—1
D(0,r) = DY ¢ DO L p® Ly p® T pO = B0, ry).

Por consiguiente, repitiendo los argumentos de la etapa con n = 1, sera suficiente
asegurarse, procediendo por induccién, de que

M(Tm ~7/z) < 0y

para todo n.
Supongamos el resultado para n — 1, es decir el enunciado de la proposicién y

que M(r,_1; f! 1) < 6,_1. Probemos que M(ry; f) < 0.

En el disco Dfln_l) podemos escribir
fn = \II;I o fn—l o an

y por tanto
(Voo fa)(2) = (far0Wn)(2), z€DY.

. ~1
En consecuencia, para cada z € ]Dfln ) tenemos que

N ?"()‘Z + ]in(z)) = fooi(z :I— \Ifn(z))~:> )
A2+ fu(2) + U, (A2 + fo(2) = Az +AV,(2) + fui(z + U,(2)).

Es decir, se tiene que

Fa(2) = fact(z 4+ Un(2) = Un(Az + fo(2)) + AT, (2).
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Dado que AV, (z) = ¥, (\z) — fn,l(z), la igualdad anterior puede escribirse de la
forma

Fa(2) = [fama (2 + 0a(2) = fama (2)] = [T (A2 + fu(2)) = Ta(A2).

Escribamos ahora r* = r,,_1(1 — 4n,_1). Por aplicacién de la férmula de los incre-
mentos finitos, la igualdad anterior implica que

M (r*; fa) < M(r%; [ )M (' 0,) + M (' U ) M(r; f). (2.14)

Ahora, tenemos que

M(r*W,,) < r*M(r*; \il;) <P M(r; \il'n)

Dada la hipotesis de induccién, podemos aplicar el lema 2.16 a la pareja f,’L_l, ﬁ/; el
radio r,_1 v la cota §,,_; para concluir que

Iu' ~ M(?“ n— ) Co(sn 1
M(Tn 1(1_7]n 1) \I//) <S TM(T f/fl):CO eS| ! < 7| S Mn—1-
Cnn 1 nn 1 nn 1

Por otro lado, como r* = r,_1(1 — 4n,_1) < r,_1, tenemos

M(r*: W) < M(rp_1(1 —n,_q); ¥").
Aplicando estas tltimas desigualdades a la desigualdad (2.14), tenemos
M(r* fn)<M( )M )+ M (e W) M (r; f) <
M 0,) (roa MG mm+Mwmw.

Es decir . .
(L= MW ))M(r*; fo) < raa M(r s W0 )) M (r"; fami),

o lo que es lo mismo

v F Tn—lM(T*;\Ij/n))M(T*;fn—l)
MBI < ey

Ahora aplicamos las acotaciones ya establecidas

C 5n— *, p £
M(r*;0)) < %; M 1) < M(rp—1; f_1)) < 01,
n—1
para obtener
_ 1 1 1C002
MG f) < e

L= M) gty
Dado que M (r*; V")) < n,_1, tenemos

< 1
[— M 0,) = T—ny
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y por consiguiente

x 7"n7100572171 7”n7177n71005721,1
M(r*; f, = =7y 10n—10p.
) S T T T g

IN

Aplicando una de las desigualdades derivadas de la férmula de Cauchy, dado que
T =1 — Np_1Tn_1 s€ tiene

. M(r*: f,
M(r: fry < T 0)
Mn—1Tn—1
y por consiguiente )
M(ra; fr) < On.

Como queriamos demostrar.

Conclusion

La construccién anterior prueba que para cada n > 0 las funciones ®,,, @1 y f,
estan definidas sobre el disco D(0, p). Ademads, tenemos que

q)n(D(07p)) - D(()?’FO); Q);l(D(O’p))

Segtn el teorema de Montel en [5], dada una sucesién de funciones acotadas existe
una subsucesién de funciones convergente. Sabemos que las sucesiones @, @1 y
fn estan acotadas. Por tanto podemos encontrar subsucesiones ®,,, , (ID;kl, fn,, (con
los mismos subindices) convergentes, aplicando el teorema de Montel sobre f,, y las
subsucesiones de ®,, y @1 con los mismos subindices que la subsucesién convergente

para f,.

Recordemos que en virtud de la ecuacién (2.13) se tiene lim,,,~, 9, = 0. Dado
que M (p; ff%) < 6,, vemos que la sucesion fn converge uniformemente hacia 0. Esto
implica que

fao=®,0f0d, !

converge uniformemente hacia z — Az y por consiguiente se tiene que
Pofodl(z)=Xz, 2€D(,p).

Esto concluye la prueba del teorema de Siegel.



Capitulo 3

Teorema de la Flor

Para estudiar el siguiente resultado, necesitamos unas definiciones previas:

Definicién 3.1. Decimos que un sistema dindmico f es tangente a la identidad si
su parte lineal es la identidad. Entonces, siendo f de la forma

f(z) =z4azPt + ..
decimos que es de grado p.

Proposicion 3.2. Dado un sistema dinamico f tangente a la identidad, el sistema
serd linealizable si y solo si f es la identidad.

Demostracion. Sea [ un sistema dindmico tangente a la identidad y linealizable.
Entonces, existe una funcion ® tal que

Pofodt=1Id
entonces:
f= O lod =1d
O

Definicién 3.3. Dados un sistema dindmico f € Diff(C,0), un vector v € St y un
abierto conexo A, decimos que la dindmica en A es atractora en la direccion de v,
y A es un pétalo atractor centrado en v, si

(1) f(A)c A
(2) f¥(z) = 0 cuando k — oo para todo z € A.

k
(3) \;:k—& — v cuando k — 00.
Es decir, las drbitas en A convergen a 0 en la direccion de v. En este caso, diremos
que v es una direccion atractora.
Del mismo modo, decimos que la dindmica es repulsora y A es un pétalo repulsor

si es atractor para f~1. En este caso, v serd una direccién repulsora.
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Notamos que dado un sistema dinamico tangente a la identidad f de la forma:
f(z) =z4azPt + ..

y un vector v € S', v es una direccién atractora si y solamente si av” es real y
negativo. Del mismo modo, serd una direccion repulsora si y solamente si av” es real
y positivo.

El teorema de la flor dice lo siguiente:

Teorema 3.4. Sea f : U — C un sistema dindmico tangente a la identidad de
grado p, donde U es un entorno del origen. Entonces, existen p pétalos atractores y
p pétalos repulsores alrededor del origen, cada uno de ellos centrado en una direccion
atractora o repulsora, tales que:

1. Dos pétalos intersecan si y solo si sus direcciones centrales forman un dngulo
de amplitud %.

2. La union de todos ellos forma un entorno punteado del origen.

Antes de dar una idea de la demostracién, podemos observar en las figuras 3.1
y 3.2 el aspecto que tienen los conjuntos de puntos no divergentes para z + z° y
z+ 25

Figura 3.1: 2° + 2

La siguiente idea de la prueba estd basada en la presentacién de M. Abate [1].

Demostracion. Vamos a empezar por reducir al caso en que nuestro sistema dindmi-
co es de la forma
z— 2P 4

Nuestra f es de la forma f(z) = z4a 2P +.... Aplicamos el cambio de coordenadas
lineal ¥(z) = v/—a z para una raiz de —a cualquiera. Trabajaremos con la funcién
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Figura 3.2: 2% + 2

fo=VofoU L

=z — Pt

Entonces, las direcciones atractoras son las raices p-ésimas de la unidad.
Dado un ¢ > 0, definimos el conjunto

Cs={z€C||zF —-0| <d}

Este conjunto tiene p componentes conexas y cada una es simétrica con respecto
a una raiz p-ésima de la unidad. Para ¢ lo suficientemente pequeno, seran pétalos
atractores de la unidad, pero no los que buscamos, dado que no satisfacen el punto
2 (no forman un entorno punteado del origen). Construiremos a partir de ellos unos
pétalos mas grandes posteriormente. Empezaremos por demostrar que las compo-
nentes conexas de Cy son efectivamente pétalos atractores.

Dado j =1, 3, ..., 2p — 1, consideramos los sectores centrados en v; y limitados por
las direcciones repulsoras consecutivas, a los que llamaremos ;. Es decir:
25— 3 25 —1
Ej:{ze(:\] T <arg(z) < J 7T}
r

¥; contendrd entonces una tnica componente conexa P; s de Cj, es decir,

Pj,g = Zj N Cs
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El siguiente paso es aplicar el cambio de coordenadas w = ®(z) = 1)_7;. A partir de
este cambio de coordenadas obtenemos una F = ®o fyo®~!. Para cada determinacién
de la raiz p-ésima, tenemos una F' de la forma

F(w) = (o foo @7')(w)

()

1
:w—|—1+0< - )
| Vw
Denotamos a la imagen de Pjs como Hs = ®(P; ;). Tenemos que:
Hs = ®(Pjx)
:{ :\I/(z)|2‘7_37r<arg(z)< 2]_17r, |2 — 4 <5}
1 25— —1
:{u}:—|‘7 37r<arg(z)< J 7T,|zp—5|<5}
pzP T T
:{weC] arg(w) # —1, ——5‘ <(5}
= {w € C| arg(w) # —1, 5 —w’ < ]w[}
1\?2
= {w e C| arg(w) # —1, <3?(w) — p_é) + S(w)? < R(w)? + %(w)2}
_ _ >, 2R(w) L 2
= {w € C| arg(w) # —1, R(w)* + px +p262 < R(w)

Tenemos entonces que, para w con parte real lo suficientemente grande,

R(F(w)) > Rw) + 3

y por tanto, para ¢ lo suficientemente pequeno, la imagen de Hs esta contenida en
Hs, y la imagen de P} estd contenida en Pj ;.
Ahora, se prueba por induccién que, para todo w € Hs:

RFF(w)) > R(w) + g
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Suponemos que se cumple para cierto k, veamos que se cumple para k + 1:

R(EM (w)) = R(FE(F(w)))
> R(F(w)) + g
ko1
> R(w) + 5 + 5
k+1
= R(w) + s
2
Por tanto,
kh'm F¥(w) =00 en Hs
y, para z:

lim f¥(z) =0 en Pjs

k—o0

Ahora vamos a ver que
lim arg(F*(w)) =0

k—o00

y, por tanto, las érbitas en P;s convergen a 0 en la direccion v;:
Tenemos que

k—1
Fk]_gm =241+ %ZZ_;O(FZ(@U))
Por lo tanto, el limite es:
m 2 001 LSS 0 0))
k—o00 k—oo k —
=1+ lim %O(Fk(w)pl)

y, como arg(1) = 0, arg(F*(w)) tiende a 0, y, por tanto, las 6rbitas que pasan por
P; 5 convergen a 0 en la direccién v;. Asi queda demostrado que Pj; es un pétalo

atractor.

Para f~! se construyen pétalos atractores del mismo modo, que seran pétalos repul-

sores para f. Esto es posible gracias a que f~! es de la forma

fH2) =2 —a 2P+ O(2P1?)

Estos pétalos son demasiado pequenos y su union no constituye un entorno del
origen. Por tanto, construimos una familia de pétalos mas grandes. Al igual que
anteriormente, construimos simplemente los atractores. Los repulsores se construyen

del mismo modo, para f~!.

Dado que F(w) =1+ w + O(w%)7 tenemos que existen R, C reales tales que:

C

|F(w) —w—1| < T
[w|*




Capitulo 3. Teorema de la Flor 44

para todo w con |w| > R.
Ahora tomamos un ¢ € (0,1) fijo y un 6 > 0 tal que para todo w con |w| > 5%,

Ahora definimos la constante M, como:

V14 g2

M, =
Y definimos la que sera la imagen por ¥ de nuestro pétalo, H.:
H. = {w e Clg|S(w)| > —R(w) + M.} U Hy

Para w en H. se cumplen las siguientes afirmaciones:

%@W@)>%@0+1—%

S(F(w)) - S(w)| < 5
Por tanto, dado w en H, — Hy,

R(F(w)) > R(w) + 1 — =

2
>5|%(w)|+M€~I—1—g
g? £
>5|S(F(w))|—§—l—Ma+1—§

> e|S(F(w))| + M.

Y, por tanto, F'(H.) C H. y las érbitas que comienzan en H. entran en Hy. Final-
mente, tomando P; = ~!(H,), hemos demostrado el teorema de la flor. ]



Apéndice A

Conjuntos de Julia y Mandelbrot.
Experimentos

Esta presentacion de los conjuntos de Julia y Mandelbrot se basa fundamental-
mente en la obra [17].
Los conjuntos de Julia se definen en primer lugar para los polinomios de la forma

P.(2) =2 +c

dependientes del parametro c. Para el sistema dinamico dado por P, para un cierto
c € C, estudiamos el comportamiento de los puntos del plano complejo. Para cada
z € C, observamos si la sucesion (P2(z)) diverge o no. Asi definimos los conjuntos
a los que llamaremos de puntos de escape y de puntos prisioneros, respectivamente:

E.={2€C:|P2)] 200 cuandon = x} y P.={2€C:z¢E&.}.
Entonces, el conjunto de Julia F, para c sera la frontera de P. y &,
F. =Fr(&.) = Fr(P.)

Estas definiciones se pueden generalizar para difeomorfismos en el plano complejo.
En este caso, para un difeomorfismo f, denotaremos por Ef, Py y F los correspon-
dientes conjuntos.

Dependiendo del valor de ¢, estos conjuntos tendran una u otra forma. En partic-
ular, para un cierto ¢, si P*(0) no diverge, el conjunto seré conexo, y no lo serd si

P™(0) diverge. Esta distincién es la que dard lugar, posteriormente, al conjunto de
Mandelbrot. Esto se debe al siguiente resultado cuya demostracién podemos ver en

el libro de Milnor, [11].

Teorema A.1. Dado un polinomio f de grado > 2, los conjuntos Fy y Py son
conexos si y solo st ningun punto critico de f estd en Ey.

No es posible obtener expresiones compactas que designen a los conjuntos de
Julia para ¢ # 0 y esto se debe a que los polinomios P. no son linealizables. Sin
embargo, existen distintas formas de aproximarlos, que explicaremos a continuaciéon
y resultan en las imagenes que podemos ver. En la figura A.1 vemos el caso no
conexo, mientras que en la figura A.2 podemos observar el caso conexo.
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Figura A.1: Conjunto de Julia para ¢ = 0,68¢

Figura A.2: Conjunto de Julia para ¢ = —0,123 + 0,745¢

Las imagenes de la izquierda se han obtenido utilizando un algoritmo de tiempo
de escape. Este algoritmo se basa en que los conjuntos de Julia estan contenidos en
un disco. El algoritmo es el siguiente:
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Figura A.3

Data: N niimero maximo de iteraciones, G red de puntos a representar, f
sistema dinamico, M cota superior del conjunto

Result: O lista de puntos que no estan en el conjunto, I lista de puntos que

estan en el conjunto

for z € G do

7 =z

for n de 1 a N do

2= f(2');

detener si 2/ > M

end

if 2/ > M then
‘ z € O

else
‘ zel;

end

end

Vemos a continuacion los resultados para distintos ntimeros de iteraciones en

la figura A.3. El lector debe observar que, mientras que los puntos de O estan
necesariamente fuera del conjunto, los puntos de I podrian no pertenecer realmente
al conjunto. En algoritmo nos dara un resultado maés preciso, como hemos visto
previamente, cuanto mayor sea V.
Las imagenes de la derecha se han obtenido utilizando el algoritmo de iteracion
inversa, explicado de forma general en [17] y en detalle en [9]. Este algoritmo consiste
en iterar la inversa de la funcién para un conjunto de puntos no pertenecientes al
conjunto. Tras sucesivas iteraciones, los puntos obtenidos serdan puntos muy cercanos
a la frontera del conjunto de puntos que no divergen. El algoritmo es el siguiente:

Data: Profundidad P € N, L lista de puntos exteriores al conjunto

Result: L lista ampliada de puntos exteriores al conjunto

for n del a P do

for z € L do
| anadimos f7(2) a L;
end

end

Entonces, L es el conjunto de puntos que buscabamos. En este caso, las escasas
profundidades que es posible alcanzar no permiten obtener imagenes claras del con-
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Figura A.4

junto.
Para obtener las imagenes en las figuras A.1 y A.2 hemos usado una variante de
este algoritmo, que podemos ver en [9], que permite utilizar profundidades mucho
mayores con menor uso de memoria. Esta variante limita la precisién de la imagen,
lo cual no es un problema en nuestro caso. El algoritmo es el siguiente:
Data: Profundidad P € N, L lista de puntos exteriores al conjunto, k
precision
Result: L lista ampliada de puntos exteriores al conjunto
for ndel a P do
for z € L do
| Iff7(2) € L anadimos f~'(2) a L;
end
end

Considerando que @ € L si existe un z € L con a € B(z,k). En este caso,
podemos ver como se alcanzan profundidades mayores en la figura A.4.

Para las figuras A.1y A.2 se toma como conjunto inicial de puntos tinicamente
el punto z = 1.
Podemos ver que en ambos casos no estamos obteniendo la totalidad del conjunto, si
no que estamos comprobando si un conjunto discreto, bastante pequeno de puntos
pertenece o no al conjunto. El conjunto de Mandelbrot esta estrechamente rela-
cionado con los conjuntos de Julia. Este conjunto esta formado por aquellos puntos
para los cuales el conjunto de Julia F. es conexo. Esto es equivalente, como ya hemos
visto, a decir que la sucesion definida por

ZOIO

Zn+1 = Pc(zn)

no diverge.
El resultado es un conjunto como el que vemos en la figura A.5.

Esta imagen se ha generado utilizando el mismo algoritmo de tiempo de escape
utilizado para generar los conjuntos de Julia, adaptado para este caso particular:
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Figura A.5: Conjunto de Mandelbrot

Data: N nimero maximo de iteraciones, GG red de puntos a representar, M
cota superior del conjunto

Result: O lista de puntos que no estan en el conjunto, I lista de puntos que

estdn en el conjunto

for ce G do

z2=c

for n de 1 a N do

z2=2%+c

detener si z > M

end

if z > M then
‘ ce€ O,
else

‘ cel,;

end

end

A.1. Programa para generar la imagen del
fractal de Mandelbrot

Usando un algoritmo de tiempo de escape y la libreria PixelToaster:

#include " PixelToaster .h”
#include<vector>
#include<complex>
#include<cstdio>
#include<iostream>
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using namespace std ;
using namespace PixelToaster;

int to255(float val){
return (int)(val*255+0.5);

}

int toFile(vector<Pixel> image,int width,int height){
unsigned char xrgbPixels = new unsigned char|[widthxheight *3];
int x, y;

for (x=0;x<width ; x++){
for (y=0;y<height ; y++){
rgbPixels [(x+y*width)*3+0] = t0255 (image [x+y*width].r);
rgbPixels [(x+yxwidth)*3+1] = to255(image [x+y*width].g);
rgbPixels [( x+yxwidth)*3+2] = to255(image [x+y*width|.b);
}
1
FILE «file = fopen(”mandelbrot9000x6000.data” ,”wb” );
fwrite (rgbPixels , sizeof (unsigned char),widthxheight*3, file );

fclose (file );
delete [] rgbPixels;

return 1;

int main(){
const int width=9000, height=2xwidth /3;
vector<Pixel> pixels(widthxheight );
int n, x, y, maxIt=10000, zero[2], whiteLim=200;
complex<double> element , val;
zero [0]=width*2/3; zero[l]=height /2;
//Display display (” Mandelbrot”, width , height );

for (y=0;y<height ; y++){
for (x=0;x<width ; x++){
element=(double)3x*(complex<double>
(x—zero [0] ,zero[1l]—y))/(double)width;
val=0;
n=0;
do{
val=valxval+element ;
n+-+;
}while (n<maxIt && abs(val)<2);
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if (abs(val)<2){
pixels [y*width4+x].r
pixels [yxwidth+x].g
pixels [y*width4+x].b

0;
0;
0

Y

}

else if(n > whiteLim)

||/—'H

pixels [y*width4+x].r=1;
pixels [yxwidth+x].g=1;
pixels [y*width+x].b=1;

}

else{
pixels [y*width+x].r=0.97*(float )n/whiteLim+0.03;
pixels [yxwidth+x]|.g=(float )n/whiteLim;
pixels [y*width+x].b=0.85%(float )n/whiteLim+0.15;

}
}
}

toFile (pixels , width, height);

//while (display.open()) display.update(pizels);
return 0;

A.2. Programas para generar las imagenes de los
conjuntos de Julia

El primero, usando el algoritmo de iteracién inversa visto en [9] y la libreria
PixelToaster:

#include " PixelToaster .h”
#include<vector>
#include<complex>
#include<iostream>
#include<cstdio >

using namespace std;
using namespace PixelToaster;

int elementOf(int num[2], int list [][2], int n){
int i=0, result=0;
do{
if (num[0]==1ist [1][0] && num|[l]==1ist [i][1l]) result = 1;
1++;

}while (i<n && result==0);
return result ;
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}

int pointToPixel (complex<double> point ,
int pixel[2], int zero[2], int width, int height){

pixel [0] = (int)(real(point)*(width—zero[0])/2.0+0.5)+ zero [0];
pixel [1] = (int)(imag(point)*(zero[l]—height)/2.04+0.5)+zero [1];
return 1;

}

int pixelToPoint (int pixel[2], complex<double> &point ,
int zero[2], int width, int height){
point = (double)4x(complex<double>
(pixel[0] —zero [0],zero[l]—pixel[1]))/
(double ) width ;
return 1;

}

int to255(float val){
return (int)(val*255+0.5);

}

int toFile(vector<Pixel> image,int width,int height){
unsigned char xrgbPixels = new unsigned char|widthxheight *3];
int x, y;

for (x=0;x<width ; x++){
for (y=0;y<height ; y++){
rgbPixels [(x+y*width)*3+0] = t0255 (image [x+y*xwidth].r);
rgbPixels [(x+y*width)*3+1] = t0255 (image [x+y*xwidth].g);
rgbPixels [( x+yxwidth)*3+2] = to255(image [x+y*width]|.b);
}
}
FILE xfile = fopen(”juliaDep70.data” ,”wb”);
fwrite (rgbPixels ,sizeof(unsigned char),widthxheight«3,file );

fclose (file );
delete [] rgbPixels;

return 1;

int main(){
const int width=600, height=width, deg=2
, depth=70, pixLen = 10000;
vector<Pixel> pixels(widthxheight);
int i, j, k, zero[2], pointsNum=1;
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int previousPointsNum=0, pointsLastItNum=1, pointsSFNum=1;
int currPix [2];

int pixelsSoFar [pixLen][2];

complex<double> roots[deg]|, ¢, point;

zero [0]=width /2; zero[l]=height /2;

//Display display (7 Julia Set, ¢ = —0.123 + 0.745i7,width , height );

//c = complex<double > (0,0.68);

¢ = complex<double>(—-0.123, 0.745);
//c = complex<double >(2,0);

//c = complex<double > (0.4,0.4);

pixelsSoFar [0][0]=(int)width;
pixelsSoFar [0][1]=zero[1];

1=0;
do{
j=previousPointsNum ;
do{
pixelToPoint ( pixelsSoFar [j], point ,zero,width ,height);
roots [0] = sqrt(point—c);
roots [1] = —sqrt(point—c);
k=0;
do{
pointToPixel (roots [k],currPix ,zero ,width , height );
if (elementOf(currPix, pixelsSoFar, pointsSFNum)==0){
pixelsSoFar [pointsSEFNum |[0] = currPix [0];
pixelsSoFar [pointsSEFNum|[1]=currPix [1];
pointsSFNum-++;
if (currPix [0] < width && currPix|[0
currPix [1] < height && currPix

|>=0 &
[
pixels [currPix [1]* width+currPix |
|
[

1] >=0){
0]].r =
0]].g =
0]].b

\
—_

pixels [currPix [1]* width+currPix
pixels [currPix [1]* width+currPix

|
—

}
}
k++;
}while (k<deg && pointsSFNum<pixLen );
T
}while (j<pointsLastItNum && pointsSFNum<pixLen);
previousPointsNum = pointsLastItNum;
pointsLastItNum = pointsSFNum;
1++;
}while (i<depth && pointsSFNum<pixLen );

if (i==depth) cout<<”Maximum_depth!_:D, "
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<<pointsSFNum<<” _points ! "<<endl ;
toFile (pixels , width, height);

//while (display.open()) display.update(pizels);
return 0;

}

El segundo, usando el algoritmo de tiempo de escape y la libreria PixelToaster

#include " PixelToaster .h”
#include<vector>
#include<complex>
#include<cstdio >
#include<iostream>

using namespace std;
using namespace PixelToaster;

int to255(float val){
return (int)(val*255+4+0.5);

}

int toFile(vector<Pixel> image,int width,int height){
unsigned char xrgbPixels = new unsigned char|widthxheight *3];
int x, y;

for (x=0;x<width ; x++){
for (y=0;y<height ;y++){
rgbPixels [(x+y*width)*3+0] = t0255 (image [x+y*width].r);
rgbPixels [(x+y*width)*3+1] = t0255 (image [x+y*xwidth].g);
rgbPixels [(x+y*width)*3+2] = t0255 (image [x+y*xwidth].b);
}
}

FILE *file = fopen(”julia0.68iescapeTimel50it.data” ,”wb”);
fwrite (rgbPixels ,sizeof(unsigned char),widthxheight«3,file);
fclose (file );

delete [] rgbPixels;

return 1;

int main(){
const int width=600, height=width;
vector<Pixel> pixels(widthxheight );
int n, x, y, maxIt=150, zero[2], whiteLim=50;
complex<double> element , val;
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zero [0]=width /2; zero[l]=height /2;
//Display display (” Mandelbrot”, width , height );

//element = complex<double>(0,0.68);
element = complex<double>(—-0.123, 0.745);

for (y=0;y<height ;y++){
for (x=0;x<width ; x++){

val=(double)3x*(complex<double>(x—zero [0] , zero[1l]—y))/
(double) width ;

n=0;

do{
val=valxval4+element ;
n—+-+;

}while (n<maxIt && abs(val)<2);

if (abs(val)<2){
pixels [y*width4+x].r
pixels [y*width+x].g
pixels [y*width+x].b

?

0
0;
0

Y

}

else if(n > whiteLim)
pixels [y*width4+x].r
pixels [y*width+x |
pixels [yxwidth+x |

?

1
1 .
1

II/—"—\

Y

g
b=1;

}

else({
pixels [y*width4+x].r
pixels [y*width+x].g
pixels [y*width+x].b
}
}

0.97+(float )n/whiteLim+0.03;
(float )n/whiteLim ;
0.85%(float )n/whiteLim+0.15;

}

toFile (pixels, width, height);

//while (display.open()) display.update(pizels);
return 0;
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A.3. Programa para generar las imagenes de los
conjuntos mencionados en el teorema de la
flor

Usando tanto el algoritmo de tiempo de escape como el de iteracion inversa visto
en [9], y las librerias PixelToaster y polynomial-root-finder de Rice University:

#include " PixelToaster .h”
#include<vector>
#include<complex>
#include <iostream>
#include<cstdio>

extern "C" {
#include ”header.h”

}

using namespace std ;
using namespace PixelToaster;

extern "C" {
unsigned char null (dcomplex *p,dcomplex xpred,int *n,
dcomplex xroot, double xmaxerr,unsigned char flag);
¥

int elementOf(int num[2], int list [][2], int n){
int i=0, result=0;
do{
if (num[0]==1ist [1][0] && num[l]==1ist [i][1]) result = 1;
1++;

}while (i<n && result==0);

return result ;

}

int pointToPixel(dcomplex point, int pixel [2],
int zero[2],int width, int height){
pixel [0] = (int)(point.rx*((double)width/3.0))+ zero [0
pixel [1] = —(int)(point.ix*((double)width/3.0))+ zero |
return 1;

}

int pixelToPoint (int pixel[2], dcomplex &point
int zero[2], int width, int height){
point.r = 3.0%x(double)(pixel[0] —zero[0])/(double)width;
point.i = 3.0x(double)(zero[l]—pixel[1])/(double)width;

E
1];
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return 1;

}

int pixelToPoint (int pixel[2], complex<double> &point ,
int zero[2], int width, int height){
point = 3.0x%(complex<double>(pixel [0] —zero [0],
zero[l]—pixel [1]))/(double)width;
return 1;

}

int to255(float val){
return (int)(val*25540.5);

}

int toFile(vector<Pixel> image,int width,int height){
unsigned char xrgbPixels = new unsigned char|widthxheight *3];
int x, y;

for (x=0;x<width ; x++){
for (y=0;y<height ; y++){
rgbPixels [(x+y*width)*3+0] = t0255 (image [x+y*xwidth].r);
rgbPixels [(x+y*width)*3+1] = t0255 (image [x+y*xwidth].g);
rgbPixels [( x+yxwidth)*3+2] = to255(image [x+y*width|.b);
}
}
FILE «file = fopen(” flor.data” "wb”);
fwrite (rgbPixels ,sizeof(unsigned char),widthxheight=3,file);

fclose (file );
delete [] rgbPixels;

return 1;

int main(){
const int width=1000, height=width, deg=5;
const int depth=80, psfLength=1000000;
int displayVal=1;//show display or not
int fileVal=0;//save to file or not
vector<Pixel> pixels(widthxheight);
int n, i, j, k, 1, maxIt=100, whiteLim=50, zero [2];
int previousPointsNum=0, pointsLastItNum=1;
int pointsSFNum=1, degree=deg;
int currPix [2], pixelsSoFar[psfLength]|[2];
unsigned char error, flag=IRUE;
double maxErr;
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complex<double> val;

dcomplex pred|deg], roots|[deg]|, coeffs[deg+1];
zero [0]=width /2; zero[l]=height /2;
pixelsSoFar [0][0]=(int)width;

pixelsSoFar [0][1]=zero[1];

//initial coefficients

coeffs [0].r = 0; coeffs[0].i = 0;
coeffs [1].r = 1; coeffs[1].i = 0;
coeffs [2]. 1 0; coeffs[2].1 = 0;
coeffs [3].1 0; coeffs[3].1 = 0;
coeffs [4] .1 0; coeffs[4].1 = 0;
coeffs [5].r 1; coeffs[5].1 = 0;
coeffs [6].r = 0; coeffs[6].1 = 0;

//escape—time algorithm
for (currPix [1]=0;currPix[1] <height;currPix[1]++){
for (currPix [0]=0; currPix [0] <width; currPix [0]++){
pixelToPoint (currPix ,val ,zero ,width, height );
n=0;
do{
val=val /(—val+complex<double >(1,0));
n++;
}while (n<maxIt && abs(val)<2);
if (abs(val)<2){
pixels [currPix [1]* width+currPix [0]].
pixels [currPix [1]* width+currPix [0]].
pixels[currPix [1]* width+currPix [0]].
}
else if(n > whiteLim){
pixels [currPix [1]* width+currPix [0]].
pixels [currPix [1]* width4+currPix [0]].
pixels [currPix [1]* width+currPix [0]].
}
else({
pixels [currPix [1]* width4+currPix [0]]. r=
0.7« (float )n/whiteLim+0.3;
pixels [currPix [1]* width+currPix [0]]. g=
(float )n/whiteLim
pixels [currPix [1]* width+currPix [0]]. b=
0.85%(float )n/whiteLim+0.15;
}

o0 =
Il
c oo

o0 =
Il
— =

}
}

border using the Inverse Iteration Algorithm
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1=0;
do{
j=previousPointsNum ;
do{
pixelToPoint (pixelsSoFar[j], coeffs [0],zero,width,6 height );
coeffs [0]. 1 = —coeffs [0].1;
i

I

coeffs [0].1 = —coeffs [0].1i

null (coeffs , pred, &degree, roots, &maxErr, (unsigned char)flag);
k=0;

do{

pointToPixel (roots [k],currPix ,zero ,width , height );

if (elementOf(currPix, pixelsSoFar, pointsSFNum)==0){

pixelsSoFar [pointsSFNum | [0] = currPix [0];
pixelsSoFar [pointsSFNum|[1]= currPix [1];
pointsSFNum+-+;

if (currPix [0] <width && currPix[0]>=0
&& currPix[1l]<height && currPix[1]>=0){
pixels [currPix [1]* width4+currPix [0]].1r = 1;
pixels [currPix [1]* width+currPix [0]].g = 1;
pixels [currPix [1]* width+currPix [0]].b = 1;
}
}
k++;
}while (k<deg && pointsSFNum<psfLength );
It
twhile (j<pointsLastItNum && pointsSFNum<psfLength );
previousPointsNum = pointsLastItNum;
pointsLastItNum=pointsSFNum ;
144
}while (i<depth && pointsSFNum<psfLength );

if(fileVal) toFile(pixels, width, height);

cout<<”done!”’<<endl;

if (i=depth){
cout<<”Maximum_depth!._:D’<<endl;
cout<<” Pixels._drawn: .”<<pointsSFNum<<end]l ;

}

if (displayVal){
Display display (”Flor” ,width , height );
while (display .open()) display.update(pixels);

}

return 0;
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