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Objetivos

En el trabajo de fin de grado de matematicas he trabajado con semigrupos numeéricos,
ideales de semigrupos numéricos y miltiples conceptos relacionados con estos objetos. En el
presente trabajo, he colaborado con Pedro A. Garcia Sanchez, de la universidad de Granada,
que gestiona la libreria “NumericalSpgs” |5, una libreria que implementa funcionalidad rela-
cionada con los semigrupos numéricos en el lenguaje GAP. Asi, voy a completar y extender la

funcionalidad de la libreria en los siguientes aspectos:

» Implementar la descomposiciéon en componentes Z-irreducibles para ideales relativos de
semigrupos numéricos, y descomposiciéon en componentes irreducibles para ideales pro-

pios de semigrupos numeéricos.

= Implementar a la operacién @, y caracterizar el semigrupo a partir del conjunto de ternas

(4,7,7® j). Finalmente, calcular la sucesion v a partir del conjunto de ternas anterior.

= Calcular los elementos de la sucesiéon v, es decir, para cada i, calcular v;. Asi mismo,

calcular la sucesién completa a partir del un semigrupo numérico.

= Calcular el semigrupo asociado a una sucesion v, y determinar si una determinada su-

cesion es una sucesion v.

= Similarmente, para la sucesion 7, calcular los elementos, 7;, y calcular la sucesién com-
pleta a partir del un semigrupo numérico. Calcular el semigrupo a partir de la sucesion

T.
= Dada la operaciéon 6, calcular el semigrupo asociado.

= Mejorar el algoritmo calcular distancias de Feng-Rao para tipos concretos de semigrupo,

como los semigrupos de tipo Arf, simétricos, generados por dos elementos, etc.

Estos son los objetivos relacionados con la implementaciéon. A nivel conceptual, este trabajo

tiene los siguientes objetivos:

= Estudiar bibliografia relacionada con los semigrupos e ideales de semigrupos, principal-
mente |11] y [1].

= Estudiar la bibliografia relacionada con las sucesiones v, 7 y la operaciéon @. La mayor
parte del esto puede encontrarse en [2], y més informacion en el Trabajo de Matematicas

[15] v el capitulo 3 de este trabajo.

» Estudiar la bibliografia asociada e la distancia de Feng-Rao [4] [8] |12] 3] [7], y buscar
resultados relacionados con el calculo de las distancias de Feng-Rao que puedan mejorar

el célculo.
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» Familiarizarme con el lenguaje GAP y la funcionalidad existente en la librerfa “Numeri-

calSpgs”.



Capitulo 1

Metodologia de trabajo

En esta seccién vamos a describir y seleccionar la metodologia de trabajo que utilizaremos

y las etapas en las cuales dividiremos el proyecto.

Como hemos dicho, la primera consideracién es seleccionar una metodologia de trabajo. En
este trabajo, vamos a usar una metodologia clésica, en particular un modelo incremental. El
principal motivo para la seleccién de esta metodologia es que el desarrollo del proyecto consiste
en crear multiples funciones, independientes entre si y cuyo requisito principal el computo de
un cierto objeto mateméatico. Cada una de estas funciones puede verse como un pequeno pro-
yecto de desarrollo en si mismo, por lo que el proyecto, de forma global consiste en miltiples
desarrollos en cascada. Asi mismo, la memoria se haré por capitulos (incrementos) cada uno

de los cuales el tutor validada por separado y a medida que son terminados.

Ademas, el proyecto tiene un “Cliente”, Pedro, quien gestiona la libreria y debe aprobar las
contribuciones. Durante el desarrollo, se validaran el software periddicamente, tras terminar la
codificacién de un conjunto de funciones. Se considera entonces posibles correcciones o mejoras
y en funcion del tiempo restante, ampliar o reducir el alcance. Notemos que si bien el alcance
puede cambiar, los requisitos de cada una de las funciones son rigidos. Esto hace que sea

particularmente viable el uso de una metodologia de desarrollo

1.1. Ciclo de vida del proyecto

Dividiremos el proyecto en las siguiente etapas, teniendo en cuenta que al final del proceso

de investigacion y codificaciéon de cada etapa, documento el proceso en la memoria del trabajo:

1. La primera fase de este trabajo, podriamos considerar, que comienza con el trabajo de
matematicas, (ya terminado) pues algunos de los conceptos explorados en dicho trabajo
sirven como fundacion para este trabajo [15]. Propiamente, la primera fase consiste en

el estudio bibliografico (o en este caso, repaso de los conceptos basicos sobre semigrupos
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numeéricos, principalmente a través del libro |11] para las nociones de semigrupos numé-
ricos, |1] para las de ideales de semigrupos numeéricos y |2| para los conceptos de sucesion

v, Ty D.

2. En la segunda fase continuo el estudio bibliografico, centrado en ideales y en particular, en
lo que respecta a la descomposicién en componentes irreducibles, que puede encontrarse
en 3.3 de [1]. Realizaré la codificacion de las funciones de descomposicion en componentes

irreducibles para ideales relativos e ideales propios.

3. En la tercera fase realizaré el estudio bibliografico sobre las sucesiones v y 7, asi como la
operacion @. En [2], se dan demostraciones constructivas de varias proposiciones que nos
dan informacién de como se puede usar estos conceptos para caracterizar el semigrupo.
Asi, basandome en en estas demostraciones podré dar algoritmos que permitan realizar

estas tareas.

4. Estudio las distancias de Feng y Rao cléasicas y las distancias de Feng y Rao gene-
ralizadas |3]. Debo estudiar los resultados presentados en |4], 8], [12], [12] ¥ [3] para
mejorar la funcion “ FengRaoDistance(s,r,m)” actualmente implementada en la libreria

“NumericalSpgs”. Implementar las mejoras en GAP de dicha funcion.

5. En la quinta etapa realizo una extensa bateria de pruebas para verificar que la imple-

mentacién es correcta.

6. En la sexta y ultima etapa, realizo un estudio de optimalidad de la distancia de Feng y
Rao. En esta fase estudiamos las posibles mejoras de eficiencia para la distancia de Feng y
Rao, comparando la eficiencia de la implementacién frente a las mejoras implementadas.

En esta fase es posible realizar algunos ajustes a esta funcién.

1.2. Herramientas Utilizadas

En el desarrollo de este proyecto he usado las siguientes herramientas, empezando por las

herramientas de desarrollo:

= GAP, en la versiéon 4.11.0, asi como la versién 1.2.2 de la libreria “NumericalSpgs”. Es
necesario el interprete para usar el lenguaje GAP, asi como la consola para realizar

pruebas.

= Kl editor Atom, como entorno de desarrollo, usando el plug-in de GAP. Atom es un
editor de texto moderno y multiplataforma. Tiene la ventaja de que existe un plugin con
la sintaxis de GAP.

= Giithub, para control de versiones, tanto para almacenar el coédigo programado para este

trabajo |14], como para consultar el codigo fuente de la libreria “NumericalSpgs”[5].
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» Los manuales de usuario y documentacion disponible para GAP [10], asi como la do-
cumentacion disponible en la pagina web oficial [9]. También he usado el manual de la

librerfa “NumericalSpgs”|[6].
Otras herramientas que usado para el desarrollo del proyecto:

= Querleaf, un editor colaborativo para el lenguaje INTEX que proporciona almacenamien-
to en la nube. Es el editor que he usado para escribir este documento. La caracteristica
principal que me ha llevado a elegirlo frente a otros editores IXTEX es la facilidad de
sincronizacién entre ordenadores y sistemas operativos, pudiendo trabajar desde la ins-

talacién de ubuntu o desde windows a través del navegador.

1.3. Planificaciéon y distribucion del trabajo

Este trabajo es un proyecto a desarrollar, principalmente, por una tnica persona, que debe
asumir los diferentes roles cominmente asociados a un proyecto de desarrollo de software. Sin

embargo, hay otros actores, que participan en el proyecto.

1.3.1. Roles en el desarrollo del proyecto

Por un lado esta Pedro A. Gracia Sanchez, quien, como hemos dicho, gestiona la libreria
“NumericalSpgs” y es el cliente para quien se desarrolla el proyecto. Como cliente, tendra un
papel activo en el proyecto de desarrollo, ya que debera aprobar las funciones que desarrolle
en cada incremento y establer los requisitos del siguiente incremento. José Ignacio Farran es
el segundo cliente del proyecto, estableciendo los requisitos del TFG como proyecto, es decir,
de la memoria y su contendido a mayores del cdédigo. Su papel también activo, validando el

progreso de los incrementos realizados.

El resto de los roles son tarea del alumno, empezando con el trabajo como jefe de proyecto.
La responsabilidades asociadas al jefe de proyecto incluyen la planificacién temporal de las
tarea, asi como la seleccion y priorizaron de los requisitos, ya que el tiempo sera limitado, y es
necesario limitar el alcance del proyecto. Asi, el jefe de proyecto deberé, dentro del plazo esta-
blecido, destinar tiempo a cada tarea para realizar el mejor proyecto posible. Deberé gestionar
riesgos, principalmente asociados a plazos, pero otros riesgos incluyen los lugares de trabajo,
puesto que bibliotecas y salas de estudio son susceptibles a cierres debido a que el proyecto se

desarrollara durante una pandemia.

El segundo rol a desempenar es de analista, siendo necesario elicitar los requisitos del pro-

yecto a través de reuniones con los clientes y dar una estimacién temporal de cada una de las
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tareas. Dichas tareas incluyen las de lectura bibliografica, desarrollo del producto software y
redaccion y ediciéon de la memoria. En esta tarea, la experiencia con otro trabajo de fin de

grado ayuda a realizar una mejor estimacion temporal.

El tercer y tltimo trabajo es el desarrollador, desempenando no solo las tareas de que
de programacion, pruebas y documentacién, si no también la investigacion bibliografica. Esta
dltima tarea es importante en todos los roles, aunque en este caso solo hay un persona en
el proyecto la incluyo dentro del rol de programador. En cualquier caso, esta tarea debera

realizarse antes que las demés.

1.3.2. Estimacién temporal

Es comiin que en un proyecto de desarrollo software, la estimaciéon temporal se determine
en base al trabajo a realizado (los objetivos y alcance), de modo que estos se puedan cumplir
en el menor tiempo posible (Técnicas de estimacion, por ejemplo, puntos de funcion). En el
caso del presente proyecto, me veo fuertemente limitado temporalmente (por motivos exter-

nos) a presentar los resultados del proyecto durante el mes de febrero de 2021.

Por tanto, establezco como fecha para terminar el proyecto el fin del mes de enero, el dia
31 de enero de 2021. Asi, seré necesario ajustar el trabajo al tiempo disponible. Por supuesto,
el trabajo debe ser aprobado por el tutor, José Ignacio Farran, para su entrega. Gracias a la
experiencia con el trabajo de matematicas, sé que el tiempo disponible deberia permitirme

cumplir los objetivos establecidos.

La fecha de inicio del trabajo es el 16 de Noviembre de 2020. Teniendo en cuenta la fecha de
entrega establecida, hay 48 dias de trabajo completos y 15 dias de trabajo con media jornada,
debido a la necesidad de terminar el trabajo de matematicas durante esos dias. Trabajaré de
lunes a sabado, y teniendo en cuenta 3 dias festivos y 2 dias dedicados a elaborar la presenta-
cion (y presentar) el TFG de matematicas. En base a esto, el proyecto dispone de 444 horas
y 63 dias.

Examinando esta estimacion al final del proyecto, vemos que los objetivos se han cumplido
(sin necesidad de limitar el alcance), si bien se ha excedido la fecha limite establecida en 2

semanas.

1.3.3. Presupuesto

Como hemos dicho, este proyecto tiene como cliente a Pedro A. Garcia, quien gestiona la

librerfa “NumericalSpgs”. El codigo generado como parte de este trabajo pasara a formar parte
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de dicha libreria. Si bien, en términos monetarios, el proyecto no se va a vender, incluimos en
el presupuesto la mano de obra, en horas, y lo combinaremos con el coste en euros, asi como

un coste total en euros dado un salario hipotético.

= La mano de obra es, en este caso, gratuita, pero en cierto modo es parte del presupuesto,
como hemos dicho, estimamos el tiempo de trabajo en 444 horas. Si considerasemos un

salario de 10€ por cada hora, el coste asociado la mano de obra seria de 4440€.

= Como costes variables, tengo el los costes de hardware, asociados a mi portatil, cuya vida
util es de 6 anos y su coste es de 900€, es decir, 0'41088€ /dia. asi mismo, los costes de
los periféricos son de 0'013704€ /dia. Teniendo en cuenta que estimamos que la duracion

del proyecto sera de 63 dias, el presupuesto hardware total es de 26'75€.

= Todo el software que voy a usar es software gratuito, por lo que no hay costes asociados.
Asi mismo, no es necesario imprimir la memoria, ni adquirir copias fisicas de los libros

y articulos, por lo que no hay coste asociado.

Asi el presupuesto total de este trabajo de fin de grado es de 26’75€ y 444 horas. Con el

salario ficticio que hemos establecido, el presupuesto serfa de 4466'T5€.

1.4. Seguimiento

Examinamos, al final del proceso de desarrollo, las horas de trabajo seguidas, y comparamos
con la estimacion inicial. La distribucion final de las horas ha variado en funcion de las semanas

y los meses, pero aproximadamente, puedo decir lo siguiente:

= Desde finales de agosto a diciembre he trabajado en el trabajo de fin de grado de matema-
ticas, que ha servido de base para el presente trabajo. Empecé el trabajo a mediados de
noviembre, de forma paralela al de matemaéticas, trabajando 13 dias (Aproximadamente

60 horas)

» En diciembre he dedicado 16 dias, de media algo més de 8 horas a este trabajo (teniendo
que una semana la dedique a preparar la presentacion del TFG de matemaéticas) total
de 138 horas).

= En enero he trabajado a tiempo completo en el trabajo, por un tiempo total de 200 horas
y 28 dias.

= La primera semana de Febrero, y parte he trabajado a tiempo completo, un total de 10

dfas, y 80 horas
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El tiempo total es de 478 horas y 67 dias trabajados (aproximadamente, si contar la parte de
matematicas). Contrastamos esto con la estimacion inicial de 444 horas y 63 dias, y observa-

mos una sobrecarga de 34 horas, y un retraso de la entrega en 10 dias.

La principal discrepancia con la estimacién inicial es que el proyecto se ha extendido dos
semanas mas que la estimacién inicial. Esto se debe, en parte, a que tuve que dedicar una

semana de Noviembre a terminar el TFG de matematicas. El resto se debe otros factores.

En los calendarios y el diagrama de Gantt podemos ver la distribuciéon por dias y semanas,

asi como las tareas realizadas, incluyendo entregar parciales de la memoria y el codigo.

Figura 1.1: Diagrama de Gantt

Previo  |Nov. Nov. Dic. Dic. Dic. Dic. Dic. Dic. Enero |Enero |[Enero  |[Enero  [Feb.

Feb.

Tareas\S Sem.1 |Sem.2 |Sem.3 |Sem.4 |Sem.5 [Sem.6 |Sem.7 [Sem.8 [Sem.9 |Sem.10 |Sem. 11 [Sem. 12 |Sem. 15

Sem. 14

Etapal,i igacion previa

1deal.

Heal.

Programacion i

Py n e

Caracteri

Caracterizacién: prog

Memoria capitulo 2

Investiga dist. de Feng-Rao

Memoria capitulos 1y 3

Programacion dist. Feng-Rao
A ia capitulo 4

Revisién y pruebas de cédigo

Capitulo 5 y
Revisién de la memoria

Figura 1.2: Trabajo mes de Noviembre

18 19 20
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Figura 1.3: Trabajo mes de Diciembre
diciembre

Figura 1.4: Trabajo mes de enero
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Figura 1.5: Trabajo mes de febrero
febrero

Entrega TFG




Capitulo 2

El lenguaje GAP y semigrupos

NUMEricos

Vamos a introducir el lenguaje GAP y la libreria “NumericalSpgs”, en la que nos apoyaremos

para dar las nociones tedricas de semigrupos numeéricos, necesarias para este trabajo.

2.1. GAP: Sistema de algebra computacional

GAP es un acronimo de Groups, Algorithms, Programming, y se trata de un lenguaje y

sistema para algebra discreta computacional [9], con un énfasis particular en teoria de grupos.

Originalmente, GAP fue desarrollado en la catedra “Lehrstuhl D fiir Mathematik” de la
Universidad Técnica de Aquisgran, Alemania, entre 1986 y 1997. A partir de 1997, el desa-
rrollo de GAP y su mantenimiento pasé a ser coordinado por la “School of Mathematical and
Computational Sciences” de la Universidad de “Saint Andrews en Escocia”. Posteriormente,
en 2005, la coordinaciéon pas6é a depender de manera conjunta de una asociaciéon de cuatro
centros académicos (centros GAP), ubicados en la Universidad de “Saint Andrews”, la Univer-
sidad Técnica de Aquisgran, la Universidad Técnica de “Brunswick” y la Universidad Estatal
de Colorado en “Fort Collins”, Colorado. Recientemente, en 2020, un quinto centro fue anadi-

do, la “T. U Kaiserslautern”

GAP es un sistema, formado por miultiples componentes, pero principalmente dos:
= El sistema central, que consta de:

e Un nucleo (Kernel) escrito en C, que incluye un interprete del lenguaje GAP, asi

como las funciones y algoritmos béasicos.

e Un gran abanico de librerias funciones que implementan algoritmos algebraicos en
el lenguaje GAP.

13
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e Un conjunto de librerfas de datos que implementan objetos algebraicos, como los
grupos de orden bajo. GAP proporciona un entorno o consola interactiva, que per-

mite usar la funcionalidad de GAP y sus librerias para realizar célculos.

e El manual @]I .

= El conjunto de paquetes, implementados por los usuario, constituyen una caracteristica
muy importante del sistema y que extienden la funcionalidad del lenguaje. GAP ofrece a
los autores de paquetes la oportunidad de someterlos a revisiéon, proceso que contribuye
a mejorar la calidad final de los paquetes y que proporciona al autor un reconocimiento
similar al de las publicaciones académicas. Algunos de estos paquetes son posteriormente
incluidos como parte de la instalacion de GAP. En la versién 4.11.0 de GAP, en Enero
de 2020, hay en torno a 80 paquetes distribuidos con GAP. Otros pueden deben ser
descargados e instalados. Aquellos paquetes instalados que no se carguen por defecto al

iniciar GAP deben ser cargados con: “LoadPakage("«NombrePaquete» ");”.

Existen multiples interfaces para usar GAP. Esté disponible una interfaz para usar el CAS
SINGULAR dentro de GAP. Asimismo, ambos pueden usarse dentro de la interfaz proporcio-
nada por SageMath. También puede ejecutarse a traves de la SHELL de un sistema UNIX:

Figura 2.1: Consola GAP, ejecutada desde la SHELL
:~$ cd /opt/gap-4.11.0/bin
: $ ./gap.sh
GAP 4.11.0 of 29-Feb-2020
https://www.gap-system.org
Architecture: x86_64-pc-linux-gnu-default64-kv7
Configuration: gmp 6.2.0, GASMAN, readline
Loading the library and packages ...
Packages: AClib 1.3.2, Alnuth 3.1.2, AtlasRep 2.1.0, AutoDoc 2019.09.04,
AutPGrp 1.10.2, Browse 1.8.8, CaratInterface 2.3.3, CRISP 1.4.5,
Cryst 4.1.23, CrystCat 1.1.9, CTblLib 1.2.2, FactInt 1.6.3,
FGA 1.4.0, Forms 1.2.5, GAPDoc 1.6.3, genss 1.6.6, I0 4.7.0,
IRREDSOL 1.4, LAGUNA 3.9.3, orb 4.8.3, Polenta 1.3.9,
Polycyclic 2.15.1, PrimGrp 3.4.0, RadiRoot 2.8, recog 1.3.2,
ResClasses 4.7.2, SmallGrp 1.4.1, Sophus 1.24, SpinSym 1.5.2,
TomLib 1.2.9, TransGrp 2.0.5, utils 0.69
Try '??help' for help. See also 'Zcopyright', '?cite' and '?authors'’
gap> LoadPackage("NumericalSgps");
Loading NumericalSgps 1.2.1
For help, type: ?NumericalSgps:
To gain profit from other packages, please refer to chapter
'External Packages' in the manual, or type: ?NumSgpsUse

:= NumericalSemigroup(7,11,15);
<Numerical semigroup with 3 generators>
SmallElements(sl);
7, 11, 14, 15, 18, 21, 22, 25, 26, 28, 29, 30, 32, 33, 35, 36, 37, 39 |
Gaps(s1);
2,3, 4,5, 6, 8,9, 10, 12, 13, 16, 17, 19, 20, 23, 24, 27, 31, 34, 38 ]
Genus(s1);

Conductor(sl);
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GAP esté pensado para uso académico, tanto en investigacion como didactico, en el estudio
de anillos, espacios vectoriales, algebras, estructuras combinatorias y, de interés para nuestro
trabajo, semigrupos numéricos (entre otros muchos). Se trata de un sistema de codigo abierto,

distribuido bajo la licencia GPL (o GNU).

2.1.1. Libreria “NumericalSpgs”

Es una libreria GAP, para realizar célculos con semigrupos numéricos [5|. Segin introduz-
camos los semigrupos numéricos, hablaremos de las funciones de esta libreria para tratar los
conceptos tedricos en GAP. Informacion detallada se puede encontrar en el manual. [6]. Todo,
o casi todo el codigo desarrollado en este trabajo tiene como objetivo extender la funcionalidad

de esta libreria.
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2.2. Semigrupos numéricos

Los semigrupos numéricos son uno de los conceptos fundamentales de este trabajo, son el
objeto base para muchas de las definiciones y algoritmos de los cuales hablaremos, y vienen
dados por la siguiente definicién. La mayor parte de las definiciones béasicas sobre semigrupos
se pueden encontrar en el libro de Garcia Sanchez [11]. En el trabajo de fin de grado de mate-
maéticas [15] entro en detalles sobre las demostraciones y la base tedrica. En esta seccion nos

centramos en como manejar semigrupos como objetos en GAP.

Definicién 2.3.1: Sea Ny el conjunto delos ntimeros naturales con el 0. Un semigrupo numé-
rico es un par (S, +), donde S es un subconjunto de Ny, y la operacion “+” es la suma habitual
en los naturales. Dicha operacion tiene elemento unitario 0. Pediremos como requisito que el
cero forme parte del semigrupo. Consideramos ademés los semigrupos con la propiedad adi-
cional de tener complemento finito en Ny. Es decir, S C Ny es un semigrupo numérico

si:
1.0eS
2. SiVs,s' € S, entonces (s+ ') € S

3. |No\ S| < co (En general asumimos que se cumple esta condicion, pero es posible definir

semigrupos numéricos que no verifican esta conducion).

Cuando hablemos de semigrupos en este trabajo, nos referiremos a semigrupos numéricos.
Ejemplo 2.3.2:

» Los nimeros naturales con la suma habitual (N, +) son un semigrupo numérico.
» El conjunto {0,4,5,8,9,10,12,13,14,...} C Ny es uns emigrupo numérico.

Es posible caracterizar los semigrupos a partir un conjunto finito de generadores como:

Definicion 2.3.3: Dado un semigrupo numérico S y A C S decimos que A es un sistema

de generadores de S si,
(A) :={Ma1+...+ \pap, | n€Nyp, \i,...,. €Ny vy ay,...,a, € A}.

Decimos que es un sistema minimal, si ningtin subconjunto propio del mismo genera el semi-
grupo completo.

Asi mismo, dado un conjunto finito de ntimeros naturales, A, definimos S” := (A), el semigru-
po generado por A. Es un semigrupo numeérico si, y solo si, el méximo comun divisor de los

elementos de A es 1.
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Ejemplo 2.3.4: Dado el conjunto A = {3,7} obtenemos el semigrupo
S=(A)=1{0,3,6,7,9,10,12,13,14,15,16,17, .. .}.

Usamos en este caso la notacion S = (A) = {0,3,6,7,9,10,12, —}, para denotar que todos

los naturales mayores que 12 estan en el semigrupo.

Semigrupos numéricos con “NumericalSpgs”
Vamos a ver como podemos hacer esto usando GAP, y la libreria “NumericalSpgs”. Asi, una

forma de caracterizar el semigrupo es a partir de los generadores.

gap> sl := NumericalSemigroup (7,11,15);

<Numerical semigroup with 3 generators>

gap> SmallElements (sl );
[0,7,11,14,15,18,21,22,25,26,28,29,30,32,33,35,36,37,39]
gap> Generators(sl);

[ 7, 11, 15 |

La funcion “NumericalSemigroup(7, 11, 15)” define un objeto semigrupo numérico generado
por 7, 11 y 15.

SmallElements muestra los elementos del semigrupo menores iguales al conductor (definimos
conductor mas adelante). Asi, el semigrupo sl que hemos definido es sl := (7,11,15) =
{0,7,11,14, 15,18, 21, 22, 25, 26, 28, 29, 30, 32, 33, 35, 36, 37, 39, — }

“Gnerators” Nos da los generadores del semigrupo.

Definicion 2.3.5: Dado un semigrupo numérico S, llamamos al mayor entero que no esté
en S Numero de Frébenius de S y se denota por F'(S). También se usa el concepto del
conductor, que es el menor entero C(S) tal que C(S) +n € S, ¥n € N. El conducto es el

numero de Frobenius mas uno.

Conductor y niimero de Frébenius con GAP:

gap> Conductor(sl);

39

gap> FrobeniusNumber (sl );
38

Definicion 2.3.6: Dado un semigrupo numérico S, denominamos lagunas o lagunas de S
(gaps en ingles) al conjunto G(S) = N\ S. La cardinalidad de dicho conjunto se llama género

o grado de singularidad de S y se denota por g(5).
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Lagunas y género con GAP:
Podemos calcular las lagunas y el género usando “NumericalSpgs”con las funciones “Gaps(s)”
y “Genus(s)” respectivamente (siendo estos los nombres en inglés). Vemos un ejemplo para el

semigrupo sl := (7,11,15).

gap> Gaps(sl);

[ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 13, 16,
17, 19, 20, 23, 24, 27, 31, 34, 38 |

gap> Genus(sl);

21

También es posible caracterizar el semigrupo por las lagunas, pues el complemento de las

lagunas es el propio semigrupo.

gap> g = Gaps(sl);;
gap> s := NumericalSemigroupByGaps(g);;
gap> s = sl;

true

No hay una férmula calcular el género y género a partir de los generadores en general, pero si

que se conoce para el caso con dos generadores:

Proposiciéon 2.3.7: Sea S, el semigrupo numérico generado por los enteros a, b, co-primos
entre si (m.c.d(a,b) =1)

» F({a,b)) =ab—a—»

. g((a,b)) = abmettl)

Lema 2.3.8: Sea S un semigrupo numérico con conductor C(S) y grado de singularidad g(S5),

entonces:

29(5) = C(S5)

Cuando se da la igualdad en la desigualdad anterior, hablamos de semigrupos simétricos:

Definiciéon 2.3.9: Decimos que un semigrupo numeérico S con grado de singularidad g(.5)

y conductor ¢ es simétrico si: C'(S) = 2¢(5)

Definiciéon 2.3.10: Decimos que un semigrupo numeérico es irreducible si no puede ser ex-

presado como intersecciéon de dos semigrupos que lo contienen de forma propia.

Irredicibilidad y simetria con GAP Los objetos de tipo semigrupo, en “NumericalSpgs”,

tienen las propiedades “IsSymmetric” e “IsIrredicible™
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gap>
gap>
true
gap>
true

2.3.

s:=NumericalSemigroup (4 ,5);;
IsIrreducible(s);

IsSymmetric(s);

Ideales de Semigrupos Numeéricos

Vamos a hablar de ideales de semigrupos numéricos. El concepto de ideal, propio de la

teoria de anillos, se puede generalizar al contexto de los semigrupos numéricos. Sobre ideales

de semigrupos numéricos, podemos encontrar mas en |[1].

Definiciéon 2.4.1: Sea S un semigrupo numérico, decimos que E C Z es un ideal relativo
de S si:

S+E={s+e|seS ecE}CE

Existe se Stalque s+ E={s+e|lec E} CS

La segunda condicion asegura que E tiene minimo que denotaremos por m(FE) y llamaremos
multiplicidad de E.

Ejemplos 1.4.2:

Un ejemplo de ideal propio es S, que claramente es ideal de si mismo.

Dado un semigrupo numérico S, podemos definir ideales relativos de S tomando un con-
junto finito A C Z y definiendo E := A+S. Por ejemplo, dado S = {0, 3,6,7,9,10,12, —}
y A={-1} E = {-1}+{0,3,6,7,9,10,12} = {-1,2,5,6,8,9,11, —}. La segunda
condicion se verifica, pues si s = 12, s + F C S. La primera condicién se verifica, pues
Ve € E, ds; € S, tal que e = —1 + s1. Entonces para cualquier sy € S tenemos
et+s9=—14+s51+s9=—-14+s€FE,scS.

Veamos un ejemplo de ideal propio. Dado {0, 3,6,7,9, 10,12, —}S semigrupo numérico,
podemos definir D(12) :={y € S| 12—y € S} ={0,3,6,9, 12} (veremos més sobre este
tipo de conjuntos mas adelante). Entonces S \ D(12) = {7,10,13,—} C S. Vemos que

verifica ambas condiciones.

Definicion 2.4.3: Dado un ideal relativo E del semigrupo numérico S decimos que un con-

junto

{e1,...,en} C E es un sistema de generadores de E' si podemos expresar un elemento

cualquiera e € F como e =¢; +s, s €S, i € {1,2,...,n}.
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Definicién de ideales con GAP:

Podemos definir un ideal a partir de un conjunto de genradores, usando “Ideal OfNumerical-
Semigroup” o como la suma de los generadores entre corchetes mas el semigrupo. Asi mismo,
podemos usar la funcion “SmallElements” para obtener los elementos hasta el conductor. (A
partir de el dltimo elemento que se obtiene como resultado, todos los naturales pertenecen al
ideal). Asi mismo, podemos obtner los generadores del ideal usando la funciéon MinimalGene-

rators(I), para obtener un sistema minimal de generadores.

s:=NumericalSemigroup (3,11,17);
<Numerical semigroup with 3 generators>
gap> l:=[-5,5]+s;

<Ideal of numerical semigroup>

gap> MinimalGenerators(I);

[ 757 5 ]
gap> SmallElements(1);
[ =5, =2, 1, 4 ]

gap> Il:=IdealOfNumericalSemigroup (| —5,5],s);
<Ideal of numerical semigroup>

gap> IsIntegral (I);

false

gap> [1=I;

true

Podemos verificar si un ideal es propio usando “IsIntegral”.

Los siguientes ideales son particularmente relevantes:

Definicion 2.4.4: Sea S un semigrupo numérico, definimos:
1. M =5* =5\ {0}, ideal propio de S al que denominamos ideal mazimal.

2. El ideal conductor es: S—N={z€Z|z+NcC S} ={C(S),—} = C(S) + N. Este es

el mayor ideal comtn a Ny §.
3. El ideal candnico estindar se define como. K(S) ={z € Z | F(S) —x ¢ S}.

Ideal Canénico y maximal con GAP Podemos usar las funciones “Maximalldeal” y “Ca-

nonicalldeal” para calcular estos ideales.

gap> sl:=NumericalSemigroup (7,23,29);;
gap> SmallElements (Canonicalldeal (s1));
[ 0, 6, 7, 13, 14, 20, 21, 23, 27, 28, 29, 30, 34, 35, 36, 37,
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41, 42, 43, 44, 46, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 62,
63, 64, 65, 66, 67, 69 |

gap> SmallElements (sl );

[ 0, 7, 14, 21, 23, 28, 29, 30, 35, 36, 37, 42, 43, 44,

46, 49, 50, 51, 52, 53, 56, 57, 58, 59, 60, 63, 64, 65, 66, 67, 69 |

gap> SmallElements (Maximalldeal(sl1));

[ 7, 14, 21, 23, 28, 29, 30, 35, 36, 37, 42, 43, 44,

46, 49, 50, 51, 52, 53, 56, 57, 58, 59, 60, 63, 64, 65, 66, 67, 69 |

Vemos qué es posible definir operaciones de suma y resta de ideales:

Definiciéon 2.4.5: Dados dos ideales relativos £ y H de un semigrupo numérico S, defi-

nimos:
» E+H={e+h|heH eckE}
» H—-E={2€Z|z+FECH}

Ejemplo 2.4.6: Tomemos el semigrupo numeérico S = (10,13, 21, 22):

Consideremos los ideales E = {10,11}+ Sy H = {—1,2,3} + 5. Operando (con ayuda de
GAP):

E+ H ={9,10,12,13,14, 19,20, 22, 23,24, 25, 26, 27, 29, —}
E — H = {21,31,34,38,41,42, 43, 44, 47, 48,50, —}

Suma y resta de ideales con GAP:

W

Podemos usar los operadores “+” y para operar con ideales:

gap> sl:=NumericalSemigroup (7,23,29);;
I:=[—5,5]+s;;

gap> Il:=[—1]+s;;

gap> SmallElements (I+I1);

[ -6, =3, 0, 3 |

gap> SmallElements (I—I1);

[ —4, -1, 2, 5 |

Veamos que las operaciones entre dos ideales de S resultan en un ideal de S.

Proposicion 2.4.7: Sean F y H ideales relativos cualquiera de un semigrupo numérico S.

Entonces F + H y H — E son también ideales relativos de S.
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A continuacion, vemos que algunos conceptos de semigrupos pueden ser extendidos a idea-

les, como el de nimero Frobenius:

Definicién 2.4.8: Dado un ideal relativo E' de un semigrupo numérico S, llamaremos ntimero
de Frobenius de F a Max(Z \ E) y lo denotaremos por F(FE).

El hecho que E este acotado inferiormente asegura que el méximo existe.

Ejemplo 2.4.9:

= Si consideramos a S como ideal de si mismo, vemos que la definiciéon de ntimero de
Frobenius coincide con la definiciéon para semigrupos:
SiS=1{3,6,7,9,10,12, —} entonces F(S) =maz(Z\ S) =11

» Para ideal E = S\ D(12) n (ver el primer ejemplo de este capitulo), F(E) = 12.

Proposicion 2.4.10: Dado un ideal relativo E' de un semigrupo numérico, E \ (M + E) es

un sistema minimal de generadores de FE.

Ejemplo 2.4.11: Veamos un ejemplo, dado S = {3,6,7,9,10,12, —}, computemos un sis-
tema de generadores de £ = S\ D(12) = {7,10,13, —}. Como acabamos de ver, E'\ (E+ M)
es un sistema de generadores de S. E + M = {10,13, 14,16, —

E\ (E+ M) ={7,15}. Podemos comprobar que todos los elementos de E se pueden escribir

como suma de 7 6 15 més un elemento de S:

T=7+0,10=7+3,13=7+6, 14=7+715=15+0,
16=7+9, 17=7+10, 1I8=15+3, 19=7+12, ...

Definicién 2.4.11: Decimos que dos ideales relativos H y E de S son equivalentes si existe
reZtalque E =2 + H={x+h|he H}

Esto significa que todo ideal relativo de S es equivalente a un ideal propio, pues basta con
trasladar E por m(FE) para obtener un ideal principal: m(F)+ E C S. Esto define una relacion

de equivalencia entre ideales relativos de un determinado semigrupo.

En particular, dado un ideal E de S, podemos tomar E = E — F(E) 4+ F(S). Dicho ideal
relativo es un ideal propio de S equivalente a ' y con el mismo nimero de Frébenius que S.

Usando esta notacién, podemos introducir el siguiente resultado:

Proposicion 2.4.12: Sea S un semigrupo numérico y K su ideal candnico estandar. To-

do ideal relativo de S es equivalente a un ideal relativo £ de modo que S — N = {C(S), =} C
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ECK

2.4. Irreducibilidad de ideales de semigrupos numéricos

Esta secciéon vamos a tratar descomposicion de ideales, vamos a dar la base tedrica, pues
la descomposicion en irreducibles no esta implementado en la libreria “NumericalSpgs”, y la

cual voy a implementar en el capitulo 2.

2.4.1. Irreducibilidad de ideales relativos

Tratamos primero los ideales relativos, discutimos primero la base teodrica, y después in-

cluiremos la implementacion.

Definicion 2.5.1.1: Dado un semigrupo numérico S, y £ un semigrupo numérico del mismo,
decimos que E es irreducible (Z-irreducible) en S, si no puede ser expresado como interseccion

finita de otros ideales relativos (distintos de E) de S que lo contienen.

Un ejemplo de un ideal irreducible es K, el ideal canénico. Como hemos visto, no hay
ningun ideal relativo de S que lo contenga de forma de propia. A continuacién veremos que se

trata del Ginico ideal Z-irreducible

Teorema 2.5.1.2: Sea S un semigrupo numérico y E un ideal relativo del mismo. Sea

{z1,...,2p} un conjunto minimal de generadores del ideal K — E. Entonces:

E=(-xu1+K)n...N(—z, + K)

Ademas esta descomposicion es no redundante y tunica. En particular, el ideal E es irre-

ducible si y solo si es canénico.

Definiciéon 2.5.1.3: Dado semigrupo numérico S y un ideal relativo del mismo E, a ca-
da uno de los ideales de la forma (—z; + K) en los que segun el teorema anterior podemos
descomponer E los llamaremos componentes Z-irreducibles de F (la unicidad de la descom-

posicion asegura que existe un tnico conjunto de componentes irreducibles para un ideal dado)

Ejemplo 2.5.1.4: Veamos un ejemplo en GAP de la descomposicion descrita en el teorema.
Sea S = {3,4,5}, y consideremos el ideal I = {4,5} + S

gap> S:=NumericalSemigroup (3,5,7);;
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gap> 1:=[4,5]+S;;

gap> K:=Canonicalldeal (S);;

gap> MinimalGenerators (K-1);

|22 |

gap> MinimalGenerators(Intersection(—2+K,24+K));
| 4,5

Por lo que {4,5} + S = (—2+ K)N (2 + K). Como vemos, este teorema nos da un algoritmo
para saber si un ideal es Z-irreducible y nos da una descomposicién en componentes irreduci-

bles del ideal. Como parte de este trabajo de fin de grado he implementado este algoritmo en

GAP.

Implementaciéon GAP:

IdealDecomposition := function(I,S)
local K, MG, output, g;
K:=Canonicalldeal (S);

MG:=K-1;
MG:=MinimalGenerators (MG) ;
output:=|[];

for g in MG do
Add(output, g+K);

od;

return output;

end;

2.4.2. Irreducibilidad de ideales propios

Tratamos ahora la irreducibilidad de ideales propios, empezando por introducir la nueva

nocién de irreducibilidad.

Definiciéon 2.5.2.5: Sea S un semigrupo numérico y F un ideal propio de S. Decimos
que F es irreducible si no puede ser expresado como interseccion finita de ideales propios de

S que contengan a E propiamente.

S es ideal irreducible de si mismo, por lo que asumiremos en adelante que 0 ¢ E
Queremos un teorema que nos permita obtener una descomposicién en elementos irreducibles
con el caso de Z-irreducibilidad, por lo que vamos a tener que introducir nuevos conceptos y

demostrar proposiciones bésicas sobre los mismos:
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Definicién 2.5.2.6: Sea S un semigrupo numeérico:
= Dados dos enteros a,b € S, decimos que a <gbsib—a € S.

» Usando la notaciéon anterior, definimos para x € S, D(z) = {s € S| s <g z} = {s €

S|z —s e S}. Al conjunto D(x) lo denominaremos divisores de z en S.

= Diremos que un conjunto X C S es cerrado por divisores (en S) si tiene la siguiente

propiedad: Vax € X y para todo y € S que verifique que y <g z entonces y € X.

Conjuntos de divisores con “NumericalSpgs”™:

Usamos la funcion “DivisorsOfElementInNumericalSemigroup” para calcular el conjunto de

divisores de un elemento asociado a un elemento del semigrupo.

gap> s:=NumericalSemigroup (3,7 ,11);;
gap> DivisorsOfElementInNumericalSemigroup (12,s) ;
[ 0, 3, 6, 9, 12 |

Lema 2.5.2.7: Sea S un semigrupo numérico, y x € S. Entonces, para todo ideal propio E

de S, son equivalentes:
1.z ¢ E.
2. EC(S\ D(x))

Presentamos ahora el teorema de descomposicién en irreducibles para ideales propios:

Teorema 2.5.2.8: Sea S un semigrupo numérico, M (M = S* = S\ {0}) su ideal maxi-
mal y sea E un ideal propio de S. Si (E —g¢ M)\ E = {z1,...,2,}. Entonces:

E=(S\D(z1))N...N(S\ D(zp))

Y esta descomposicion de F en ideales de S propios e irreducibles es tinica y no redundante.

Ejemplo 2.5.2.9: Sean S = (3,5,7) e I = 10+ S . Vamos a usar el teorema anterior para

obtener una descomposicién en irreducibles:

gap> S:=NumericalSemigroup (3,5,7);;

gap> 1:=10+S;;

gap> Difference (Intersection (0+S,I-M),I);
[ 12, 14 |
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La penultima linea calcula primero “Intersection(0+S,I-M)”, que nos da I —g M (la in-
terseccion reduce la resta a elementos de S). Después con la funcion “Diffence()” nos da que
(I —s M)\ I =(12,14). Por tanto:

I=(S\ D(12)) N (S \ D(14))

Podemos obtener una expresiéon més explicita para la descomposiciéon:

Vamos usar “d:=x->DivisorsOfElementInNumericalSemigroup(x,S)” para definir una funcion

“d(x)” que devuelve los divisores de z en S.

“IdealByDivisorClosedSet(d(x),S)” nos devuelve el ideal S\ D(z). Usando “MinimalGene-

rators()” podemos obtener un sistema de generadores de este ideal:

gap> d:=x-—>DivisorsOfElementInNumericalSemigroup (x,S);;
gap> MinimalGenerators(IdealByDivisorClosedSet (d(12),S));
[ 8, 10 |

gap> MinimalGenerators (IdealByDivisorClosedSet (d(14),S));
| 10, 12 |

Por tanto: I = ({8,10} +.5) N ({10;12} + 5).

Comprobamos que efectivamente, es cierto:

gap> Intersection (IdealByDivisorClosedSet (d(12),S),
IdealByDivisorClosedSet (d(14),S)) = I;

true

Podemos usar las ideal detras del teorema, y del ejemplo anterior e implementar una funcién

que calcule la descomposicién de un ideal propio en componentes irreducibles:

Implementaciéon en GAP

#Requieres IdealByDivisorClosedSet.
ProperldealDecomposition := function(1I)
local M, Dif ,S, XI,output,x,d;
if not(Islntegral(Il)) then
Error ("The_argument_must_be_an_integral_ideal_(proper_ideal)");
fi;
S:=AmbientNumericalSemigroupOfldeal (I);
M:=Maximalldeal (S);
Dif:=1-M;
XI:=Difference (Intersection (0+S,Dif),I);
output:=|[];
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for x in XI do
d:=DivisorsOfElementInNumericalSemigroup (x,S);
Add(output ,IdealByDivisorClosedSet (d,S));

od;

return output;

end;
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Capitulo 3

Caracterizacion de semigrupos a partir

de &, vy

En este capitulo vamos a explorar ciertos conceptos que nos van a permitir caracterizar los
semigrupos numéricos de formas alternativas. Introduciremos estos conceptos de forma teori-
ca, y discutiremos la implementacion de estas caracterizaciones. Algunos de estos, como es la

sucesion v, guardan relaciéon con la distancia de Feng-Rao, que veremos en el siguiente capitulo.

3.1. Operacion @

Podemos dar una aplicacién biyectiva que nos permita indexar o enumerar los elementos

del semigrupo. Dicha aplicacién se denomina enumeracion:

Definicién 3.1.1: Sea S un semigrupo numérico, S = {0 = s, s1,...,5j,...}, tal que
Vi € No, s; < s;+1. La aplicacion A : Ny — S, A\(i) = s; es la enumeracion del semigrupo S.

Usaremos la notacion \; = A(4)

La aplicacion anterior es claramente una biyeccion, y es creciente (s;+1 = A(i+1) > A(i) =

s; = s). Es por tanto la tnica aplicacion con estas dos propiedades.

Definicion 3.1.2: Definimos la operacién g : Ny x Ng — Ny, asociada al semigrupo S,

como:

i Dsj =N+ A

Es decir, en la posicion del elemento suma. Para cualquier ¢, 7 € Ng. A™! es la inversa de

la enumeracién de S. Si A\, — A\; = A\; € A, entonces decimos que k ©g 1 = AT — Nj) =17

29
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La operacién @ no estaba implementada en la libreria “NumericalSpgs”, por lo que esta es una
de las primeras tareas a realizar. Notemos que, la funciéon “ NumberElement  NumericalSemigroup”,

nos permite calcular A1,

Oplus := function(i,j,S)
local s, k;
s:=S[i]+S[j]:
k:=NumberElement NumericalSemigroup (S,s);
return k;

end;

Veamos un ejemplo de su uso.

Ejemplo 3.1.3: Consideremos el semigrupo (3,5) = {0,3,5,6,8, —} y su correspondiente
enumeracion, A. Entonces 192 = A71(34+5) = A71(8) =5y 3®2 = A"1(6+5) = A71(11) = 8.
Veamos un ejemplo usando GAP (donde los indices comienzan en 1), aqui uso la funcion que

he programado:

gap> S:=NumericalSemigroup (3 ,5);;
gap> Oplus(2,3,S);

)

gap> S[2]; S[3]; S[5];

3

5

8

La operacién 6 es conmutativa y asociativa, pues i®j = /\_1()\¢+/\j) = /\_1()\j—|—)\i) = jP1
(v similarmente para la asociatividad). El cero es su elemento unidad, 0 @i = A"1(\g + ;) =
A71(0 4+ A;) = j. Sin embargo, por lo general no hay inverso (si Ay — \; ¢ S entonces k Og i

no esta definida).

La operacién también es compatible con la relaciéon de orden del semigrupo. Es decir, si a <
b, a,b € Ny, entonces a®c < bdc. Efectivamente bPe—a®e = AL Ae+Xp) = A" (At Ag) > 0,

pues la enumeracién es mondtona creciente, luego también lo es la inversa, y Ap > Aq.
Proposicion 3.1.4: La @ operaciéon determina el semigrupo de forma univoca.

Efectivamente, basdndonos en el teorema anterior, podemos calcular el semigrupo a partir
da la funcion @. Conocer la operacién supone, o bien tener una regla, o conocer los valores de
las ternas (7, 7,7 @ 7). El segundo caso es en el cual nos hemos basado para implementar en

GAP esta caracterizacion.

SemigroupFromOplus := function (O)
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local S, nu;
nu:=NuFromOplus (0);
S:=SemigroupFromNu (nu);
return S;

end;

Nos basamos para realizar el calculo en otra caracterizaciéon alternativa, que introduciremos
un poco més adelante, basada en la sucesion v. La entrada en este caso, O, es un conjunto de
ternas, que se asume suficiente como para poder recrear el semigrupo completo. De hecho, en
[2] (lema 50), se demuestra que es posible construir dos semigrupos numéricos para los cuales,
@, coincide para un cierto conjunto de valores. Afortunadamente, en la practica, basta con

una cantidad finita de ternas para determinar univocamente el semigrupo.

Ejemplo 3.1.5 Vamos a ver un ejemplo, aplicando la funcién anterior. Usamos un peque-
no programa, “create(”, para generar las ternas de la operacion @, asociada a al semigrupo

s1. Vemos que el semigrupo obtenido por

gap> sl:=NumericalSemigroup (2,7 ,11);;
O:=createO (sl ,11,11);

[ [ 1, 1,1 ], [ 1,2, 2], [1,3,3],[1,4,47], 1,5, 5],
[ 1, 6, 6 ],...,[ 20, 17, 39 |, [ 20, 18, 40 |, [ 20, 19, 41 |,
[ 20, 20, 42 | |

gap> s2:=SemigroupFromOplus(0);
<Numerical semigroup>
gap> s2=sl;

true

3.2. La sucesion v

Discutimos ahora la secuencias v, una sucesion estrechamente relacionada con las distan-

cias de Feng-Rao que discutiremos en el siguiente capitulo.

Definicion 3.2.6: Sea S un semigrupo numérico y €g la suma de indices asociada a S.

Entonces definimos:
» El orden parcial en los naturales asociado a S, (Ng, =g) de forma que:
Jrsie N —NeES

O, equivalentemente, existe k € Ny, tal que ¢t ®g k = J.
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» Dado el conjunto D(X\;) = {j € Ng | ¢ = j} = {j € Ng | A\; = A\; € S}, definido en la

seccion anterior, al cardinal de dicho conjunto, lo denotaremos por v; = |D(\;)|.
» Denotaremos v a la sucesion {v;}7°,

Ejemplo 3.2.7: Para el caso trivial S = Ny, tenemos que D(\;) ={j € Ng | i —j € Ng} =
{jeNg|j<i}=vi=1+1i Luegorv=1,23,...

Podemos, facilmente, implementar una funcién que calcule v;, asi como toda la secuencia.
Puesto que, a partir de cierto punto dicha secuencia es trivial, basta con una conjunto finito
inicial.
Nu := function(i,S)

local d;

d:=DivisorsOfElementInNumericalSemigroup (S[i],S);

if d=|[] then

return 1;
else
return Length(d);

fi;
end;
Y para la la secesidon, nos restringimos a {Vi}?i;g . Para ¢ > 2¢ — g, la sucesion verifica que

viy1 = v+ 1.

NuSequence:=S-—>List ([1..2% Conductor (S)—Genus(S)],
i—Nu(i,S));

Usando la funcion que he implementado en GAP, podemos calcular la sucesién v de un se-
migrupo numérico. Esta funcién nos da la primera parte de la sucesion, pues a partir de un

namero crece en incrementos de 1 [2].

gap> S:=NumericalSemigroup (3,5);
<Numerical semigroup with 2 generators>
gap> NuSequence(S);

[ 1, 2, 2, 3, 4, 4, 3,6, 5, 6, 8, 8 |

Proposicion 3.2.8: Sea S un semigrupo numeérico, y v su correspondiente sucesiéon v. Tene-
mos que para todo i € Ng:
vi=[{(G:k) ENG | j @ k =i}

Proposiciéon 3.2.9 La v secuencia determina univocamente el semigrupo numeérico.
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La demostracion del teorema anterior es constructiva, y puede encontrarse en |2| (Teorema
54). En dicha demostracion nos hemos basado para la siguiente caracterizacion, que que nos

permite construir el semigrupo a partir de la sucesiéon v:

#Given a Nu sequence, compute the semigroup asociated to it.
SemigroupFromNu := function (NuSeq)
local isNu, i, 1, S, g, ¢, k, G, DTilde;
#Some checks on sequence.
#This are only mecesary Conditions for a Nu sequence
isNu:=true;
1:=Size (NuSeq);
if 1>0 then
if not(NuSeq[l]|=1) then isNu:=false; fi;
if 1>1 then
if not(NuSeq[2]=2) then isNu:=false; fi;
else #If nu sequece is [1], then the semigroup is N
return NumericalSemigroup (1);
fi;
for i in [1..1] do
if not(NuSeq|i]<=i) then isNu:=false; fi;
od;
fi;
if not isNu then
Error ("Not_a_valid _Nu_sequence.");
return fail;
else
#We compute numerical semigroup from NuSeq.
#This Semigroup may not unique if nu sequence is not complete.
S:=[l;
#We first need to compute k, greatest i such that nu_i=nu_{i+1}
k:=1;
for i in [1..(1-1)] do
if NuSeq|i]=NuSeq[i+1]| then
k:=1i,;
fi;
od;
#With k, we can calculate both Genus and Conductor
g:=k+1-NuSeq [k ];
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c:=(ktg+1)/2;

#We keep track of gaps.
#Note that 1 is gap,

#since the trivial semigroup was already conseidered.

G:=[1,c—1];

#This auziliar function computes the number of gaps, [,
#i<l<c—1 such that c—1+i—1 is also a Gap
DTilde:=function (i, c,G)
local 1, D;
D:=0;
for 1 in [(i+1)..(c—3)] do
if 1 in G then
if (c+i—-1—-1) in G then D:=D+1; fi;
fi;
od;
return D;

end;

for i in Reversed ([2..(c—1)]) do
if NuSeq|cti—g|=(c+i—2+g+DTilde(i,c,G)) then
Add(S,i,1);
else
Add(G,1);
fi;
od;
#Now, we determine small elements of the semigroup.
Add(S,0,1); # O is always n the semigroup.
Add(S,c); # Conductor is always n the semigroup.
return NumericalSemigroupBySmallElements(S);

fi;

)

end;

Por tanto, es posible, conocida la operaciéon 6, determinar la sucesiéon v,

Ejemplo 3.2.10:

sl:=NumericalSemigroup (2,7);

nu:=NuSequence (sl );
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[ 1, 2, 3, 4, 2, 5, 4, 6, 6 |
gap> s2:=SemigroupFromNu(nu);
<Numerical semigroup>

gap> s2=sl;

true

Proposicion 3.2.11: La operacion @ determina de forma tnica el semigrupo.

La proposicién anterior puede parecer obvia, puesto que tanto v como ¢ determinan el semi-

grupo, pero podemos dar un algoritmo, pasando de & a v directamente.

NuFromOplus := function (O)
local i, Nu, r, nu, j, maxj, maxi;
Nu:=[];
r:=Length(O);
#We want the mazrimun i, and j
SortBy (O, x —> x[1]);
maxi:=O[r |[1];
SortBy (O, x — x[2]);
maxj:=O[r|[2];
#First, sort by k
SortBy (O, x — x[3]);
=1
nu:=1;
for i in [2..1r]| do
#1f this first condition is met,
#more information is needed to compute nu[j]
if (maxi < O[i][3]) or (maxj < O[i]|[3]) then break; fi;
if O[i—1][3]=0[i][3] then
nu:=nu+1;
else
Nu[j]:=nu;
Ji=1+1
nu:=1;
fi;
od;
return Nu;
end;}
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Es importante resaltar que, al igual que sucedia con la operacion @, si la sucesion esta incom-
pleta, el semigrupo puede no quedar univocamente determinado. Sin embargo, como hemos

dicho, es suficiente con conocer la sucesiéon hasta 2¢ — g.

Ejemplo 3.2.12 Veamos un ejemplo de esta ultima funcion

s:=NumericalSemigroup (2 ,7);;
O:=createO(s,11,11);;

gap> NuFromOplus(O);

[ 1, 2, 3,4, 2, 5,4, 6, 6, 7 |
NuSequence(s);

[ 1, 2, 3, 4, 2, 5, 4, 6, 6 |

3.3. Swucesion T

Finalmente, introducimos la secuencias 7.

Definicién 3.3.13: Sea S un semigrupo numérico. Definimos su secuencia 7 como:
i = max{j € Ny | existe k, con j <k <iyjdsk=1i}.

La primera labor de implementacién, es el calculo de los elementos de la sucesion,

TauSemigroup := function(i,S)
local d, D, j, tau;
D:=DivisorsOfElementInNumericalSemigroup (S[i],S);
if D=[|] then return O0;
else
for d in D do
if d<=(S|i]/2) then

tau:=NumberElement NumericalSemigroup(S,d)—1;

Y

fi;
od;
return tau;
fi;
end;
Y con lo anterior, podemos calcular la sucesion 7. Al igual que con la sucesion v, a partir de
cierto punto la sucesion es predecible, por lo que podemos restringirnos a valores. En concreto,

si i >=2c— g+ 1, tenemos, para i para, que 7; = tau;—1 + 1; y para ¢ impar, que 7; = T;_1.

NuSequence:=S—>List ([1..2* Conductor (S)—Genus(S)],
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i—>Nu(i,S));

Notemos que si 7; es el mayor elemento, j, en N;, con A\; < ;. En concreto, si \;/2 € S,

entonces 7; = A1()\;/2). Notemos que, 7; = 0 si y solo si A; = 0 o un generador de S.

Ejemplo 3.3.14 Veamos un ejemplo para calcular la sucesiéon 7, y el calculo del semigru-

po a partir de dicha sucesién:

tau:=TauSequence (sl );

[ 0,0, 1, 1,0, 2,1, 2,2, 3|
gap> s2:=SemigroupFromTau(tau);
<Numerical semigroup>

gap> s2=sl;

true

Proposiciéon 3.3.15: La secuencia 7 determina de forma univoca el semigrupo.

Obtenermos asi una forma adicional de determinar un semigrupo numérico. Podemos en-
contrar una demostracion, constructiva del teorema en |2|, teorema 60. En dicha demostracion

nos basaremos para implementar la siguiente funcion:

#Given a Tau sequence
#it gives outputs the coresponding numerical semigroup .
#In orther for this to be correct,
#the Tau sequece must contain at least 2c¢—g+1 items
SemigroupFromTau := function (TauSeq)
local i, j, k, 1, FoundNewMin, g, ¢, S, aux, min;
#The first step is to compute the minumun integer,
# k, such that for all 17,
#Tau_ {k+2i}=Tau {k+2i+1} and Tau {k+2i+2}=Tau {k+2i+1}+1.
l:=Length (TauSeq);
k:=1-—1;
for j in Reversed ([1..1]) do
FoundNewMin:=true
for i in [0..Int((1—j)/2—2)] do

FoundNewMin:=(TauSeq | j+2xi|=TauSeq|[j+2*i+1]) and
(TauSeq|[j+2*i+1|+1=TauSeq|j+2xi+2]) ;

if not FoundNewMin then break; fi; #Break out of the inner loop
od;
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if FoundNewMin then k:=j; fi;
od;
#With this , we have the conductor and genus
c:=k—TauSeq | k|;
g:=k—2xTauSeq | k| —1;

#Now, we compute the semigrup .

#We need initialize it to a list of lenght |

S:=1I;

#The first wvalues don’t matter now, but will matter later
for i in [1..(c—g)] do Add(S,0); od;

#The values after the conductor are tivial

for i in [(c—g)..1] do Add(S,it+g); od;

for i in Reversed ([2..c—g]) do

#Follow the procedure, as outlined in the proof by Maria Brass

aux:=Positions (TauSeq,i —1);
min:=1;
for j in |[1..Length(aux)| do
if S|[aux|[min||>(S[aux[j]|]) then
min:=j ;
fi;
od;
S[i]:=S|aux|min]]|/2;
od;
return NumericalSemigroupBySmallElements(S{[1..(c—g+1)]});

end;

Reiterando lo que hemos comentado en las secciones anteriores, las sucesiones 7 de dos se-

migrupo numéricos pueden coincidir hasta un cierto nimero para dos semigrupos numéricos.

Pero nos basta con conocer los primeros 2¢ — g elementos para poderlo determinar de forma

unica.



Capitulo 4
Distancias de Feng-Rao

En este capitulo nos centramos en un objeto particular, las distancias de Feng-Rao, re-
lacionado con los semigrupos numéricos. El calculo de estas distancias es una de las partes
més importantes del trabajo. Recordemos que, anteriormente habfamos definido el conjunto
de divisores, D(x). Dado S = {p1 = 0, p2,...} un semigrupo numeérico, y = € S, definimos
D(z) ={A € S| z— X e S} Asi mismo, definimos la secuencia v = {vo = |D(p1)|, |2 =
D(p2)], ...} (en este caso, para trabajar en GAP, empezaremos los indices en 1). Usando esta

nociéon, podemos definir la distancia de Feng-Rao clasica como:

Definicion 4.0.1: Dado S, un semigrupo numérico, y m un elemento de dicho semigrupo,

definimos la distancia de Feng-Rao clasica como:
dpr(m) :=min{yv; € v | \; > m}

Es posible definirlo con una desigualdad, en cuyo caso, se obtienen resultados un poco dife-

rentes.
El concepto es generalizable, pues se pueden definir conjuntos de divisores de varios elementos:

Definicién 4.0.2: Sea S un semigrupo numérico y si,s2,..., s, elementos de dicho semi-
grupo. Entonces definimos:
» El conjunto de divisores de estos elementos, D(s1, 82, ...,8,) = D(s1)UD(s2)...UD(s,).
» Denotamos vg, s, s, = |D(s1,52,...,5n)]

= Con lo anterior, definimos la distancia Feng-Rao generalizada:

O0pr(m) = min{vs, s,..s, | M <81 <82 <...<s5.}

Notamos que, para r = 1, 857 (m) = dpr(m).

39
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4.1. Aplicaciones y motivaciéon

En este capitulo vamos a describir como calcular la distancia de Feng-Rao, centrdndonos
en mejorar la funciéon “FengRaoDistance(s,r,m)”, implementada en “NumericalSpgs”’. Esta
funciéon calcula la distancia generalizada, calculando el minimo de la definicién 4.0.2. Calcular
dicho minimo se realiza de forma recursiva, y es un calculo lento, impracticable para r >> 0.
Consideremos un ejemplo con GAP. En este caso, la segunda llamada no termina en minutos,

y me veo forzado a interrumpirla:

s:=NumericalSemigroupBySmallElements ([0, 12, 24, 32, 36, 40]);;
gap> FengRaoDistance(s,5,155);

106

gap> s:=NumericalSemigroupBySmallElements ([0 ,7]);;
FengRaoDistance(s,20,200000);

“CError, user interrupt in

Afortunadamente, se conocen multiples resultados, que permiten optimizar el calculo conside-
rablemente para ciertos rangos de valores del semigrupo y/o para ciertos tipos de semigrupos

concretos.

Vamos a hablar brevemente de las aplicaciones de las distancias de Feng-Rao. En el trabajo

de matemaéticas, hablo en mas detalle sobre estas aplicaciones |15].

4.1.1. Aplicaciones de la distancia clasica de Feng-Rao: Cédigos Correcto-

res

La primera distancia de Feng-Rao tiene aplicaciones en el contexto de los cédigos correc-
tores lineales, pues nos permite dar una cota inferior para la distancia minima del codigo, y
por tanto, acotar su capacidad correctora.

Los codigos correctores estéan relacionados con la teoria de informacion. Consideremos una
comunicacion entre dos actores (emisor y receptor), en la cual un mensaje es transmitido entre
emisor y receptor a través de un canal con ruido (es decir, pueden producirse errores, que
de forma aleatoria cambien un caracter o bit). Los codigos correctores permiten codificar el
mensaje de tal forma que, el receptor pueda recuperar el mensaje original, incluso si se han
producido errores. Esto se consigue introduciendo redundancia en mensaje, haciéndolo mas
largo, v permitiendo al receptor corregir el error por el contexto. Quizé el ejemplo mas sencillo

de un cédigo corrector es el uso de un bit de paridad.
Ejemplo 4.1.1.1:

Este es un codigo sencillo, que permite detectar errores (si bien no corregirlos). Dado un
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mensaje binario de longitud n, el emisor puede sumar en Fy todos los bits del mensaje y el

resultado serd 1 si hay un nimero impar de bits con valor “uno” y 0 si hay un nimero impar.

El emisor quiere mandar el mensaje binario m € F3=8 m = {1,0,1,1,1,0,0,0}, luego

computa la suma de los digitos (médulo 2):

I1+0+1+1+14+04+0+0=0 (mod 2)

Para el mensaje m decimos que el bit de paridad es 0. Al receptor le llegard un mensaje
codificado con nueve bits: ¢ = {1,0,1,1,1,0,0,0,0} donde los ocho primeros corresponden al
mensaje y el tltimo es el bit de paridad. Si la suma mddulo 2 de los 8 primeros bits no coincide

con el bit de paridad sabra que se ha producido al menos un error.
Los codigos lineales son un tipo de c6ddigo corrector, que nos interesa en este caso:

Definicion 4.1.1.2: Un codigo lineal, C, sobre Fy es un subespacio vectorial de Fy.

Consideramos los siguientes parametros, asociados a C:
= Longitud: si el codigo es subespacio de Fy, entonces llamaremos a n longitud de C.
= k, la dimensién del coédigo como espacio vectorial.

Diremos que C es de tipo [n, k. En base a lo anterior, damos las siguientes definiciones:

Definicién 4.1.1.3: Dados x, y € Fy, x = (21,...,Zn) €y = (y1,---,Yn), la distancia de

Hamming entre x,y es:

d(X, y): ‘{Z’xz#yu (S {1,2,...,n}}‘

Definiciéon 4.1.1.4: Dado un codigo lineal C, llamaremos a d la distancia minima de

C a:

d=min{d(x,y) |x, y€C, x#y}
La distancia minima, es una de las ideas centrales de los c6digos correctores lineales. Si d es la
distancia minima de un cédigo C, y conocemos el conjunto de todos los mensajes codificados,
entonces tenemos, automaticamente, un simple “algoritmo” para decodificar cualquier codigo

lineal (si bien uno no muy eficiente):

1. El receptor, al recibir un mensaje codificado por un codigo lineal, puede comparar el
mensaje recibido con el conjunto de mensajes posibles (todo el espacio vectorial, C).
Si el mensaje recibido coincide con un elemento de C, asumird que no se ha producido

ningun error.
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2. Si no coincide, entonces el receptor computara la distancia entre el mensaje-codigo re-
cibido y cada uno de los cédigos de C. Asumird que el que tenga la menor distancia al

codigo recibido serd el mensaje original.

Este algoritmo no se puede usar en la practica salvo para codigos con pocos elementos. Sin
embargo, nos da una idea de cudl es la capacidad correctora de un cédigo, pues esté basado
en la idea de se producen, en general, pocos errores. Entonces, si recibimos una palabra que
no esté en el coédigo, asumimos que la palabra del cédigo que mas se le asemeje es la palabra
original. Si el nimero de errores es pequeiio, esto es cierto. Esta idea intuitiva se formaliza por

medio del concepto de capacidad correctora:

Usando el algoritmo anterior, podemos corregir ¢ = L%J erTores:

i

errores. A este niimero lo llamaremos capacidad correctora del c6digo y lo denotamos por ¢.

Proposicion 4.1.1.5: Un codigo lineal C cuya distancia minima es d puede corregir t = |

Por tanto, conocer la distancia minima es muy 1til cuando trabajamos con cualquier codigo
corrector lineal, pues nos permite saber el méaximo niimero de errores que se pueden corregir

(aunque no todos los algoritmos pueden corregir ¢ errores).

Asf mismo, calcular la distancia minima es en muchos casos, demasiado costoso. Si el codi-
go lineal no tiene alguna propiedad conocida que permita realizar el célculo de forma eficiente,
es necesario computar las distancias dos a dos de los elementos del codigo ( de un espacio
vectorial, que igual no es conocido por completo), y después el minimo, un calculo muy caro,

computacionalmente.

Para el tipo de c6digos correctores con los cuales he trabajado en el TFG de mateméticas;
los codigos algebraico geométricos en un punto, en general no se conoce la distancia minima.
Estos codigos se construyen evaluando funciones racionales que presentan polos en un tnico
punto en un conjunto de puntos de una curva algebraica, de forma que dichas evaluaciones
constituyan un espacio vectorial. Uno de los temas centrales de ese trabajo es que es posible,
a partir de una curva con esta propiedad, definir un semigrupo numérico asociado a la curva,

el semigrupo de Weierstrass.
Denotamos por C, a un codigo AG (cléasico) en un punto P de la curva algebraica X, con
las propiedades especificadas (ademas de ser suave). Al semigrupo de Weierstrass asociado lo

denotamos por S. Entonces, tenemos el siguiente resultado, demostrado en [16]:

Teorema 4.1.1.6: Sea m € Ny, y C,, un coédigo AG en un punto. Sea g el género del
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semigrupo de Weiestrass del semigrupo y d(C,,) la distancia minima del codigo. Entonces se

verifica que:

d(Cp) > dpr(m+1) >m —2g+2

Por tanto, la distancia minima puede ser acotada usando la distancia de Feng-Rao. Esta cota

es mejor que la llamada cota de Goppa (la segunda desigualdad del teorema).

4.1.2. Aplicaciones de la distancia generalizada a la criptografia: Wire Tap
Channel II

Vamos a introducir un nuevo problema de transmisiéon de informacién, introducido origi-
nalmente en [13], para el cual las distancias de Feng-Rao generalizadas son una herramienta
util. En este caso, se trata de un problema de criptografia, que pretende proteger un mensa-
je que se transmite a través de un canal al cual un espia tiene acceso. Se pretende resolver
este problema sin el uso de una clave criptogréfica. Este problema se puede resolver usando
codigos correctores, y por tanto, con el beneficio afiadido de correccién de errores por ruido.
Este problema fue planteado en un articulo publicado por la empresa de telefonia americana
ATET. El nombre en inglés, wire-tap channel hace referencia a un canal de comunicacién con
multiples cables (cable telefonico, o de fibra), en el cual un espia a “pinchado” u cables (el

nombre podria traducirse como canal pinchado).

Al mandar un mensaje, un espia puede obtener informaciéon parcial del mismo, pudiendo
leer cualesquiera g bits del mensaje. Como hemos dicho, se plantea codificar el mensaje sin
usar una clave. Queremos elegir una decodificaciéon de tal forma que, el espia tenga que tener
acceso al mayor ntimero posible de bits, p, para poder deducir informacién 1til sobre el mensaje
original (forzando a este a pinchar més cables, lo cual es costoso y hace que sea méas facil
descubrir la intrusion) Se puede usar un codigo lineal para este propdsito, en cuyo caso, a
partir del concepto de peso de Hamming generalizado, podemos dar cotas sobre la cantidad
de informacién que, del mensaje original, el espia es capaz de deducir. El uso de un codigo

corrector para este propdsito permite proteger el mensaje frente a ruido y el espia a la vez.

Figura 4.1: Esquema de comunicacion, Wire-Tap Channel 11
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Como hemos dicho, usamos coédigos correctores lineales para la codificacién. Vamos intro-
ducir un nuevo concepto asociado a los cddigos lineales; el de pesos de Hamming generalizados
[17], que nos permitira realizar un anéalisis de la eficacia de los codigos lineales para evitar el

acceso de informacién al espia. Primero, necesitamos definir el concepto de matriz de control.

Definicion 4.1.2.8: Sea C un codigo lineal de tipo [n, k], definido sobre el cuerpo F,.

= Diremos que C tiene matriz generatriz G si, dada f, la aplicacion lineal asociada

I IE"qC — [y se verifica que C = Img(f).

» Diremos que la matriz H es matriz de control del codigo C si para todo x € Fy se

verifica que: x € C <= Hx! = 0.

Definimos el peso de Hamming generalizado.

Definicion 4.1.2.8: Sea C un codigo lineal de tipo [n, k| definido sobre el cuerpo F,. De-

finimos:

» El soporte del cédigo C, denotado por sop(C'), como

sop(C) = {i| ¢; = 0, para cierto (c1,--- ,cx) = c € C}.

= Kl peso de Hamming generalizado r-ésimo, del codigo lineal C, se define como:

d,(C) = min{|sop(D)| | D es un subcodigo lineal de C, dim(D) = r}

Usando esta definicién, y ciertas propiedades de los c6digos de Hamming generalizados,
que pueden encontrarse en el articulo de Wei |17], y en el trabajo de fin grado de matemaéticas,

podemos dar el siguiente resultado:

Teorema 4.1.2.9 Denotemos por A, a la informacion que puede obtener el espia (las po-
siciones del mensaje original que deduce), tenemos que, si la informacion se codifica usando
un codigo lineal C, con matriz de control H, y denotemos, para cierto 1, A = A,,. Entonces,

tenemos la siguientes cotas:
dnfqu(C) <n—p< dn7u7A+1(C)

En vistas de este teorema, podemos, dado un nivel de informacién, A, que consideremos
aceptable que el espia pueda deducir (potencialmente cero), y puesto que n es un valor fijo,
nos permite acotar u. Es decir, que podemos, usando cotas inferiores asegurar para un cierto
nivel de redundancia, que el espfa, aiin teniendo acceso a u bits del mensaje, no sera capaz de

deducir mas informacién que A,.
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Por tanto, hemos establecido la utilidad de poder calcular los pesos de Hammming ge-
neralizados. No obstante, el calculo de estos es, en general, complicado. Podemos usar las
distancias Feng-Rao (clasicas y generalizadas) para obtener cotas para los pesos de Hamming

Generalizados.

Teorema 4.1.2.10: Sea C; el codigo AG cléasico en un punto, P, tenemos que d,(Cs) >
drpr(r +s—1), para todo r, s € N5g.

Teorema 4.1.2.11: Sea C,, un codigo AG (clésico) en un punto. Entonces:
dr(Cn) = 6pr(m)

Por tanto, las distancias de Feng-Rao nos permiten dar cotas inferiores a los pesos de
Hamming generalizados, y podemos usarlas en el problema de wire-tap channel II para acotar

1, tal y como hemos explicado con el teorema 4.1.2.9.

4.2. Calculo de las distancias de Feng-Rao

En esta seccion vamos a discutir el calculo de las distancias en el contexto del trabajo. Co-
mo hemos dicho, librerfa “NumericalSpgs” implementa la funciéon “FengRaoDistance(s,r,m)”,

que calcula 07z (m) para el semigrupo s, pero podemos refinar esta funcion.

Existen numerosos resultados en la bibliografia que permiten calcular la distancia de Feng-
Rao para ciertas familias de semigrupos de forma mucho mas eficiente, asi como ciertas mejoras
generales que se podemos implementar, en esta secciéon del trabajo nos centramos en la im-
plementaciéon de dichas mejoras. En el siguiente capitulo, haremos pruebas, comparando los

tiempos de ejecucion de la funcién original con los de la versién implementada en este trabajo.

4.2.1. Mejoras para elementos m > 2¢ — 1

Vamos a introducir un par de resultados que permiten calcular las distancias de Feng-Rao
para valores del semigrupo para valores del semigrupo a partir de 2c — 1 (donde ¢ es el con-

ductor del semigrupo).

Teorema 4.2.1.12 Sea S un semigrupo numérico, y drgr la distancia de Feng-Rao clasica.
Sean ¢y g el conductor y el género (respectivamente) del semigrupo. Entonces, para m € N,
con m > 2c — 1, tenemos que:

dpr(m) =m+1—2g

En el teorema 5.4.6 del TFG de mateméticas se puede encontrarse una demostracion de este

teorema.
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Este teorema tiene un equivalente para la distancia generalizada, cuyo enunciado y demos-

tracion puede encontrarse en [3|.

Teorema 4.2.1.13: Sea S un semigrupo numérico, con género g y conductor c¢. Sea tam-
bién r > 2, entonces existe una constante E, = E(S,r), tal que para todo m > 2¢— 1 tenemos
que:

dpr(m)=m+1-29+ E,

La constante anterior, F,., se denomina ntimero de Feng-Rao:

Definicién 4.2.1.14: Para r > 2, denominaremos nimero de Feng-Rao r-ésimo del semi-

grupo S a la constante E,(S,7), que hemos tratado en el teorema anterior.

El céalculo del nimero de Feng-Rao estda implementado en “NumericalSpgs” por medio de la
funcién “FengRaoNumber (r,s)”. Asi, podemos anadir al codigo de la funcion, para el calculo

de la funcién que calcula la distancia de Feng-Rao el siguiente fragmento de cédigo:

conductor := ConductorOfNumericalSemigroup(s);
if (m>=2xconductor —1) then
genus:=GenusOfNumericalSemigroup (s );
if r=1 then return mt1-2xgenus;
else return mt1-2xgenus+FengRaoNumber(r,s);
fi;
fi;
Aunque mediremos los tiempos de ejecucione en el siguiente capitulo, este simple cambio hace
que el ejemplo que vimos al principio del capitulo, donde habia un error de memoria no de

lugar a error:

gap> s:=NumericalSemigroupBySmallElements ([0 ,7]);;
gap> FengRaoDistance2(s,20,200000);
200014

4.2.2. Mejoras para semigrupos de tipo Arf

Existe un tipo de semigrupo, denominado Arf, para el cual el calculo de las distancias de

Feng-Rao se puede simplificar.

Definicién 4.2.2.15: Sea S = {0 = p1, p2,...} un semigrupo numérico. Decimos que S

es de tipo Arf si para todo i, j, k € N tenemos que:

pitpj—pp €S
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En GAP, con la librerfa “NumericalSpgs”, podemos usar “IsArf” para verificar si el semigrupo

es de este tipo.

Ejemplo 4.2.2.16:

gap> s:=NumericalSemigroupBySmallElements ([0, 12, 24, 32, 36, 40]);;
gap> IsArf(s);

true

gap> s:=NumericalSemigroup (3,5,7);;

gap> IsArf(s);

true

gap> s:=NumericalSemigroup (17,19 ,21);;

gap> IsArf(s);

false

Para las distancias clasicas, tenemos el siguiente resultado, dado en [4].

Teorema 4.2.2.17 Sea S = {0 = p1, p2,...} un semigrupo Arf, de género g y conductor
¢ = py. Definimos:
0 — r+ pit1 — 2, parat € {1,...,r—1}
0, sit=0.
Entonces, para m € S C N, la distancia de Feng-Rao de m se puede calcular del siguiente

modo.
m Silig <m <4{; </{._q,entonces dpr(m) = 2i.
» Sic+7r—2=1/{_1 >m,entonces dpr(m) =m+1—g.

Este resultado no permite implementar una funciéon para calcular la distancia clésica para

semigrupos de tipo Arf:

FengRaoDistanceArf := function(S,m)
local ¢, r, i, 11, 12, n;
n:=NumberElement NumericalSemigroup (S,m)—1;
c:=Conductor(S);
r:=NumberElement NumericalSemigroup (S,c);
#if m>2xc—1 then return m+1-2+xGenus(S); fi;
if n=0 then return 1; fi;
if ( (ctr—2) <= n) then

return n—Genus(S)+1;

else

Hi—1
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11:=0;
12:=1r+S[2] —2;
if (l1<n) and (n<=12) then
return 2;
else
for i in [2..(r—1)] do
11:=12;
12:=r4S[i+4+1]—2;
if (l1<n) and (n<=12) then
return 2xi;
fi;
od;
fi;
fi;
end;
Veamos un ejemplo del calculo de la distancia clésica con la funcién anterior: Veamos un

pequeno ejemplo de ejecucion:

gap> s:=NumericalSemigroupBySmallElements ([0, 12, 24, 32, 36, 40]);;
gap> IsArf(s);

true

gap> FengRaoDistanceArf(s,67);

6

gap> FengRaoDistance(s,1,67);

6

El resultado anterior se puede extender para distancias generalizadas, para el caso r = 2.
Puede encontrarse informacion mas detallada en los teoremas 29 y 32 de [8]. Veamos dos re-
sultados, el primero de los cuales se aplica al calculo de la segunda distancia de Feng-Rao para
semigrupos Arf para valores pequenos.

Definicion 4.2.2.19: Dado un semigrupo numérico S con el siguiente sistema minimal de
generadores: {n; < ng < ... < n,}, definimos n; como la multiplicidad de S, que denotare-

mos por e(S).

Teorema 4.2.2.19: Sea S = {0 = p1, pe,...} un semigrupo Arf, con multiplicidad e = ps y

conductor ¢ = p,. Entonces,

1. Si e =2, entonces, para m € S con 2 < m < c+ 1, tenemos que

5 3, sim = 2,
Spr(m) =
4, sim > 2.
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2. Si e > 2, entonces tenemos las siguientes opciones:

a) Param € S con e <m < ¢+ e — 3, tenemos 6% 5(m) = 3.

b) Si p3 = 2p9, entonces,
Strlc+e—2) =

y

3, sl pr—1 < c—2,

4, sl pp—1 =c—2.

Stplcte—1)=4.

¢) Si p3 < 2pg, entonces,

w

Stplcte—2) =

N

sipr—1 <c—2,

Sipr_1=c—2yr=23,

9, 8l pr_1=c—2yr<3,
y
9 4, sir=2,
6FR(C+€—].):
5, sir> 2.

49

Este teorema nos permite calcular la segunda distancia de Feng-Rao para m < ¢+ e. Para

valores de m > m + ¢, tenemos el resultado siguiente:

Teorema 4.2.2.20 Sea S = {0 = p1, p2,...} un semigrupo Arf. Parae € S\ {0}, definimos
el semigrupo Sz = {0} U (€ + 5). Sean e y ¢ la multiplicidad y el conductor (respectivamente)
de S. Sea ¢ = e + c¢. Entonces, para todo k € N, tenemos que:
02,(S,c+k)+2 sie=¢ yobp(Se,cte+k)=062,(S,c+k),
6%p(Se,c+e+k) = FR FRY=E FR
62.5(S,c+ k) + 3, en cualquier otro caso.
Juntando los anteriores resultados, podemos crear una funcién que calcule la segunda distancia

de Feng-Rao de semigrupos Arf:

#We compute the second Feng—Rao Distance for Arf semigroups
#S is a numerical semigroup (Arf) and n is an index (positive integer)
FengRaoDistanceArf2 := function(S,m)

local 1, mAux, mSeq, frl, fr2, fr2Seq, r, e, eSeq, ¢, cSeq,

k, kAux, kSeq, i,a, sSeq, sAux, rr, multSeq, L, FRD2Small;

#Computes FengRaoDistance for small elements (m<c+e)
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FRD2Small := function(S,m)

local fr2, e, ¢, r;
fr2:=0;
e := Multiplicity (S);
¢ := Conductor(S);
r:=NumberElement NumericalSemigroup (S,c);
if m>=c+e then
Error (‘‘m must be less or equal to Conductor+Multiplicity ’’);
fi;
if e=S[2] and e>=2 then
#First case in the therorem e=2 and m in [2,c+1]
if e=2 then
if (2<=m) and (m<=c+1) then
if m=2 then
fr2:=3;
else
if m>2 then
fr2:=4;
fi;
fi;
fi;
else #e>2
#Case 2, when e>2 and m in [e,c+e—3]
if (e<=m) and (mx<=c+e—3) then
fr2:=3;
else
#Case 8 e>2 and m = c+e—2 or m=c+e—1
if m=c+e—1 then # Case m=c+e—1
if S[3]=2xS[2] then #Case S[3]=25[2]
fr2:=4;
else
if S[3]<2+S[2] then #Case S[3]<2S5[2]
if r=2 then
fr2:=4;
else # r>2
fr2:=5;
fi;



4.2. CALCULO DE LAS DISTANCIAS DE FENG-RAO

fi;
fi;
else # Case m=c+e—2
if S[3]=2xS[2] then #Case S[3]=25/2]
if S[r—1]<c—2 then
fr2.:=3;
else
if S[r—1]=c—2 then
fr2:=4;
fi;
fi;
else #Case S[3]<S[2]
if S[r—1]<c—2 then

fr2:=3;
else
if (S[r—1]=c—2) and (r=3) then
fr2:=4;
else
if (S|r—1]=c—2) and (r>3) then
fr2:=5;
fi;
fi;
fi;
fi;
fi;
fi;
fi;

fi;
return fr2;

end:

)

#General Case computation , for Z2c>m>=c+e

mSeq:— ]
e := Multiplicity (S);
¢ := Conductor(S);

k:=m-c—e;

r:=NumberElement NumericalSemigroup (S,c);
#Check theorem hypothesis e=S[2].

#Case m>c+e—1,given by theorem 32

o1
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if m>c+e—1 then
multSeq := MultiplicitySequence (S);
#Remove (multSeq ,1);
#Compute S1 sequence of semigroups:
sAux:=NumericalSemigroup (1);
sSeq:=[sAux|;
eSeq:=|[1];
cSeq:=[0];
kSeq:=|m-—c—e|;
mSeq:=|m]|;

i:=1;
#STEP 1: Compute semigrup sequence,
#as well as multiplicity and conductor sequence
for a in Reversed (multSeq) do
L:=[0];
sAux:=a+sAux;
Append (L, SmallElements (sAux));
sAux:=NumericalSemigroupBySmallElements (L);

Add(sSeq ,sAux);
Add(eSeq, Multiplicity (sAux));
Add(cSeq, Conductor (sAux));
ii=1+1;

od;

#STEP 2: Computing k and m sequences:
l:=Length (eSeq);
i:=1;

while i>1 do
kAux:=mSeq[1] —cSeq[i]—eSeq|i];
Add(kSeq,kAux,1);
mAux:=cSeq |1 —1]+kAux;
Add (mSeq,mAux, 1);

=i 1;
od;
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H#STEP 8: Computin second Feng—Rao number
# a 1s the position of the first element of mSeq
# and kSeq with regard to
# eSeq and cSeq
l:=Length (sSeq);
fr2:=mSeq|[1]+2;
for i in [1..1] do

if (cSeq|i] <= mSeq|i|) and (mSeq|i] < cSeq|i|+eSeq|i]|) then
#Theorem 29 computation
fr2:=FRD2Small (sSeq[i]|,mSeq[i]);

else #Theorem 82 computation
if i>1 and kSeq[i|>=0 then
fr1:=FengRaoDistanceArf(sSeq|i—1|,mSeq|i—1]+eSeq[i—1]);
if eSeq|i]|]=eSeq|i—1] and fr2=frl then

fr2:=1fr2+2;
else
fr2:=fr2+3;
fi;
fi;
fi;
od;
else
return FRD2Small(S m);
fi;

return fr2;

end;
Veamos un pequeiio ejemplo de ejecucion:

gap> s:=NumericalSemigroupBySmallElements ([0, 12, 24, 32, 36, 40]);;
gap> IsArf(s);

true

gap> FengRaoDistance(s,2,75);

13

gap> FengRaoDistanceArf2(s,75);
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13

4.2.3. Mejoras para semigrupos ordinarios

Los semigrupos ordinario son un tipo de semigrupos Arf, y podemos ver si pertenecen a

esta familia con IsOrdinary(s).

Definicion 4.2.3.21 Un semigrupo numérico S, con multiplicidad e y conductor ¢ es or-

dinarios si verifica que e = c.

Ejemplo 4.2.3.22: Vemos que el semigrupo {0,4, —} es ordinario:

gap> s:=NumericalSemigroupBySmallElements ([0 ,4]);;
gap> IsOrdinary (s);

true

Para este tipo de semigrupo, el siguiente resultado nos permite calcular la distancia segunda

de Feng-Rao.

Proposicion 4.2.3.23: Sea S un semigrupo ordinario con conductor ¢ y multiplicidad e = c.

Entonces, para m € S, tenemos que:

9 3, sic<m<2e—1,
Opr(m) = )
m+(2e—1)+4, si2e—1<m.

La anterior formula permite un simple caclulo en GAP:

FengRaoDistanceOrdinary2 := function (s ,m)
local e, c;

e:=Multiplicity (s);

c:=Conductor(s);

if c<=m and m<2xe—1 then return 3; fi;
return m — (2xe — 1) + 4;

end;
Veamos un ejemplo ejemplo para el semigrupo S := {0,7, —}

gap> s:=NumericalSemigroupBySmallElements ([0 ,7]);;
gap> IsOrdinary(s);

true

gap> FengRaoDistance(s,2,12);

3

gap> FengRaoDistanceOrdinary2(s,12);



4.2. CALCULO DE LAS DISTANCIAS DE FENG-RAO 95

3

gap> FengRaoDistanceOrdinary2(s,17);
8

gap> FengRaoDistance(s,2,17);

8

4.2.4. Mejoras para semigrupos con dos generadores

En este caso, presentamos una férmula para el calculo de la distancia clasica para semi-
grupos generados por dos elementos, S = (a,b) con m.c.d(a,b) = 1. Puede parece que es
una situacién muy concreta, pero para es un caso muy comin para semigrupos de Weiestrass,

asociados a una curva algebraica.
Tenemos el siguiente resultado, basado en el articulo |12]| (pagina 13) y |16] (teorema 5.5).

Proposicion 4.2.4.24: Sea S un semigrupo generado por dos elementos, primos entre si.

Si ¢ es el conductor del semigrupo, y m € N, con m > ¢, tenemos que:
drr(m) = min{py | pr = m +2 — 2g}

En base este resultado, damos la siguiente funcion, para calcular la distancia clasica de Feng-

Rao para este tipo de semigrupos:

FengRaoDistanceTwoGenerators := function(S,m)
local conductor, genus, ro, p, min, L;
conductor:=Conductor(S);
genus:=Genus(S);

L:=ElementsUpTo(S,2* conductor );
min:=4xconductor;
for ro in L do
if ro >= mt1-2«genus and min>(rofm+1-2+«genus) then
min:=ro;
fi;
od;
return min;

end;
Veamos un ejemplo para un semigrupo con dos generadores:

gap> sl:=NumericalSemigroup (17,19);
<Numerical semigroup with 2 generators>

gap> FengRaoDistanceTwoGenerators(sl ,289);
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17
gap> FengRaoDistance(sl,1,289);
17

4.2.5. Mejoras para semigrupos de tipo simétrico

La segunda familia de semigrupos para la cual realizamos mejoras, es para los llamados
semigrupos simétricos. Como dijimos en la definicién 2,9, los semigrupos simétricos son aque-
llos que verifican que 2g = ¢. La propiedad de simetria se puede verificar en “NumericalSpgs”

usando “IsSymmetric(s)”

Estudiamos primero el caso de las distancias clasicas. Los siguientes resultados estan ba-

sados en la seccion 4 del articulo [7].

Teorema 4.2.5.25: Sea .S un semigrupo simétrico, con conductor ¢ y multiplicidad e. Enton-

ces,sim=2g—1+e, conecS)\{0}, tenemos que:
drr(m) =m+1-—2g

El teorema anterior es aplicable a aproximadamente la mitad de los elementos del intervalo
[c — 1,2¢ — 2], pero se puede extender para el resto de elementos del intervalo:

Teorema 4.2.5.26: Sea S un semigrupo simétrico con conductor ¢, y sea m € [c, 2¢ — 2]. Sea
n=m+c—1,yv(z) el elemento A\~!(x)-ésimo de la secuencia v (definiciéon 3.2.6). Si n’ es

el menor entero de S tal que n’ > n y d = n’ — n, tenemos que:
Spr(m) = min{v(m), v(m+1),..., v(m+6 —3),n'}

Combinamos los teoremas anteriores en una tinica funcién para calcular la distancia clésica de

semigrupos simétricos:

FengRaoDistanceSymmetric := function (S,m)
local g, ¢, n, nprima, delta, L, i;
g:=Genus(S);
c:=Conductor(S);

#This algorithm is meant for m in [c,2c—1]
#Simple case, given by theorem 4.6:
if (m—2+g+1) in S then
return mf1-2xg;
fi;
#From theorem 4.7:
if (c<=m) then
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n:=m-—c-+1;
nprima:=n;
while not(nprima in S) do
nprima:=nprima-+1;
od;
L:=|nprima |;
delta:=nprima—n;
for i in [(m)..(mtdelta —3)] do
Add(L,Nu(NumberElement NumericalSemigroup (S,i),S));
od;
return MinimumList (L);
else
return FengRaoDistanceBruteForce (S,m);
fi;
Error ("Invalid _Imput_arguments");

end;

Y

Vamos un ejemplo

gap> sl:=NumericalSemigroup (17,19);;
gap> IsSymmetric(sl);

true

gap> FengRaoDistanceSymmetric (sl ,300);
17

gap> FengRaoDistance(sl,1,300);

17

Para las distancias generalizadas también es posible dar algunos resultados, sin embargo, no
tan completos como en el caso de los teoremas anteriores (ver “Remark 10” de |3]), que permiten
calcular la distancia de todos los elementos del intervalo [¢c—1, 2c¢—2]. No obstante, tenemos un

resultado similar al del teorema 4.2.5.26, cuya demostracion se encuentra en el teorema 9 de [3].

Teorema 4.2.5.27 Sea S un semigrupo simétrico de género g y v > 2. Sea m = 2g — 1 + e,
para e € Sy e > 0. Entonces, si E, es el r-ésimo namero de Feng-Rao (definicion 4.2.1.14)
tenemos que:

dpr(m)=m+1—-29+ E,

Esta condicién nos permite calcular las distancias generalizadas de semigrupos simétricos para

ciertos elementos del intervalo [¢ — 1, ¢ — 2].

FengRaoDistanceSymmetricGeneralized := function(s,r ,m)
if (m—2+g+1) in s then
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return m+1—2xg+FengRaoNumber(r,s);
fi;

)

end

4.2.6. Integrando las mejoras en el cédigo existente

Hemos implementado funciones que, en casos concretos permiten calcular la distancia de
Feng-Rao (de forma mas eficiente al caso general, como veremos en el siguiente capitulo).
Ahora vamos a juntar todos los algoritmos en una tnica funcion, que en funcién del semigrupo
que se pase como argumento, use un método u otro. Esta funcién, es una modificaciéon de la

funcién FengRaoDistance ya implementada.

Usamos una caracteristica de GAP, que nos permite, de forma simple, saber si un cierto
atributo ha sido establecido o no. Por ejemplo, para semigrupos de tipo Arf, podemos ejecutar
IsArf (S) para verificar si el semirgupo S es de tipo Arf. Sin embargo, este calculo puede ser
costoso para ciertas propiedades. En vez de esto, podemos usar HasIsArf (S) and IsArf(S),
que seré cierto si se conoce que el semigrupo es Arf, o si de alguna propiedad que si que se

conoce, se deduce que el semigrupo es Arf.

Ejemplo 4.2.6.28: Ejecutemos secuencialmente los siguientes comandos:

gap> s:=NumericalSemigroupBySmallElements (|0, 12, 24, 32, 36, 40]);;
gap> HasIsArf(s);

false

gap> IsArf(s);

true

gap> HasIsArf(s);

true

Asi, todos los algoritmos que hemos implementado seran funciones locales. El primer paso es
comprobar si para el argumento m, se verifica que m > 2¢ — 1, en cuyo caso, podemos usar

los resultados de la seccion 4.2.1.

FengRaoDistance2 := function(s,r,m)
local conductor, genus, multiplicity , final , elementsUpToFinal,
divisorsOfMany2 , addOne2, posiblesOfLen2 ,
FengRaoDistanceArf, FengRaoDistanceSymmetric,
FengRaoDistanceBruteForce, FengRaoDistanceSymmetricGeneralized ,
FengRaoDistanceOrdinary2, FengRaoDistanceArf2, FRD2Small,

FengRaoDistanceTwoGenerators;
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conductor := ConductorOfNumericalSemigroup(s);
#Trivial case, when m>=2c—1
if (m>=2xconductor —1) then
genus:— GenusOfNumericalSemigroup (s );
if r=1 then return m}1—2xgenus;
else return mifl-2xgenus+FengRaoNumber(r,s);
fi;
fi;

Seguido del cédigo anterior, estédn las funciones locales ya existentes, que calculan de forma
recursiva la distancia de Feng-Rao, en base a la definicién 4.0.2. A continuacién, anadimos
todos los algoritmos que hemos dado en las secciones 4.2-4.5 como funciones locales. Tras
lo que realizamos las comprobaciones sobre los argumentos, para saber que funcién debemos

llamar:

# end of local functions
# And here it is the Feng—Rao distance

#Special cases

#Classical (r=1)
if r=1 then
if HasIsArf(s) and IsArf(s) then
return FengRaoDistanceArf(s ,m);
fi;
if HasIsSymmetric(s) and IsSymmetric and n=conductor then

return FengRaoDistanceSymmetric (s ,m);

fi;

if mr=conductor and Size (Generators(s))=2 then
return FengRaoDistanceTwoGenerators(s,m);

fi;

return FengRaoDistanceBruteForce(s,m);

fi;
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#Generalized , r=2
if r=2 then

if HasIsOrdinary(s) and IsOrdinary(s) and r=2 and m>=conductor then
return FengRaoDistanceOrdinary2 (s ,m);

fi;

if HasIsArf(s) and IsArf(s) then
return FengRaoDistanceArf2 (s ,m);

fi;

fi;
#Generalized , symmetric:

if HasIsSymmetric(s) and ((m—2xGenus(s)+1) in s) then
FengRaoDistanceSymmetricGeneralized (s,r ,m);

fi;

)

Si ninguna de las funciones anteriores es aplicable a los argumentos de entrada, se ejecutaré

el cédigo general, ya implementado.

En el capitulo siguiente haremos pruebas de forma extensiva, pero veamos un pequeiio

ejemplo, para ver que funciona:

gap> s:=NumericalSemigroup (3,17 ,51);;
gap> FengRaoDistance(s,1,300);

269

gap> FengRaoDistance2(s,1,300);

269

gap> FengRaoDistance2(s,2,171);

143

gap> FengRaoDistance(s,2,171);

143



Capitulo 5
Pruebas y eficiencia

En este capitulo vamos a realizar pruebas de forma extensiva. En la primera seccion,
nos centraremos en realizar un estudio de eficiencia para la nueva version de la funciéon
FengRaoDistance, comparando con la versién existente en la version 1.2.1 de “NumericalSpgs”.
En la segunda secciéon, haremos pruebas para comprobar que los resultados todas las funciones
del proyecto son correctos, incluyendo el capitulo 2 (ideales) y el capitulo 3 (caracterizacio-
nes de los semigrupos). El codigo para realizar los tests realizados pueden encontrarse en el

repositorio del codigo |14], en el directorio tests.

5.1. Eficiencia en el calculo de la distancia de Feng-Rao

El capitulo anterior esta dedicado al calculo de la distancias de Feng-Rao para ciertos
casos especiales. En esta seccidon vamos a realizar un anélisis, de forma experimental, en que
comparemos los tiempos de ejecucion de la funcién FengRaoDistance?2, en la cual se incorporan
todos las mejoras que hemos mencionado, frente a la funcién FengRaoDistance, la funcién
que calcula la distancia de Feng-Rao tal y como estd implementada en la versién 1.2.1 de
“NumericalSpgs”. La medicién de los tiempo se ha realizado con la funcién SpeedTestFengRao,

en el directorio de tests del repositorio de cédigo.

SpeedTestFengRao := function(s,r,limInf limSup, verbose , iter)
local j, i, a, b, t1, t2, averageT , averageA 6 averageB;
averageT : =[];
averageA : =[];
averageB :=|];
for j in [1..iter] do

Add(averageT ,0);
Add(averageA ,0);
Add(averageB ,0);

for i in [limInf..limSup]| do

61
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if i in S then
a:=NanosecondsSinceEpoch ();
FengRaoDistance(s,r,i);
b:=NanosecondsSinceEpoch ();
tl:=b—a;
a:=NanosecondsSinceEpoch ();
FengRaoDistance2(s,r,i);
b:=NanosecondsSinceEpoch ();
t2:=b—a;
if verbose then
Print ("\t"); Print (i ); Print("\t");
Print (t1);Print ("\t"); Print (t2);
Print ("\t"); Print ("\t"); Print (t1-t2);
Print ("\n");
fi;
averageA | j|:=averageA|j|+t1;
averageB|j|:=averageB|j|+t2;
averageT [j|:=averageT [j]+(t1—-t2);
fi;
od;
averageT |j|:=Float (averageT [j|/(limSup—limInf));
od;
averageA:=Float (Sum(averageA)/iter );
averageB:=Float (Sum(averageB)/iter );
averageT :=(Sum(averageT)/iter)/1000000;
return |[averageA /averageB ,averageT |;

end;

La funcién anterior calcula los valores de la distancia de Feng-Rao r-ésima para los elementos
de [limInf,limSup] N s usando FengRaoDistance y FengRaoDistance2. Mide los tiempos de
ejecucion y calcula la media aritmética para cada una de las funciones y devuelve la diferencia
y el cociente de ambas. Se pueden realizar varias iteraciones, en cuyo caso devuelve la media
de las iteraciones. En las pruebas, vamos usar valores de r pequenos. Esto es debido a las
limitaciones de tiempo, pues los tests para valores grandes de r pueden tardar varias horas en

ejecutarse.

5.1.1. Elementos m > 2c—1

Vamos a comparar ambas funciones para elementos del semigrupo con m > 2¢ — 1. En

este caso esperamos obtener mejoras substanciales, en particular para valores de r = 1 y otros
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valores pequenos de r y para valores elevados de m, donde la diferencia entra las dos funciones
serd mas notable. Generamos 10 semigrupos aleatoriamente, y para cada uno de ellos hacemos

3-5 iteraciones. Hagamos esto parar=1,r =2y r = 3.

D:=11;;

L:=List (|1..10] , —RandomNumericalSemigroup (5,10,100));;

gap> i:=1;;

gap> Add(D,

SpeedTestFengRao (L[i],1,2*xConductor(L[i]),3*Conductor(L[i]),false ,5));

gap> 1:=10;;

gap> Add(D,

SpeedTestFengRao (L[i],1,2% Conductor(L[i]),3% Conductor(L[i]),false ,5));
Los resultados estan en milisegundos y obtenemos la siguiente tabla (Valores mayores que 1

en la fila “T.Med.Co.” y valores positivos en la fila “T. Dif. Med” corresponden a una mejora

en el tiempo de ejecucion). El siguiente caso es r = 1.:

St So Ss Sy Ss Se St Ss So So
Conductor 191 410 144 425 549 138 1944 258 1056 | 156
T. Med. Co. | 125.38 | 517.7 | 140.2 | 645.2 | 661.7 | 119.1 | 1164.4 | 226.2 | 448.1 | 111.7
T. Dif. Med. | 0.195 | 0.220 | 0.220 | 1.197 | 1.308 | 0.190 | 4.149 | 0.360 | 0.789 | 0.168

Vemos que, la mejora es considerable, entre 2 y 3 6érdenes de magnitud, y cuanto mayor es

el conductor, mas sustancial es la mejora. Vemos el caso para r = 2..

S1 | 52 S3 Sy S5 Se | St St So S1o
Conductor 191 | 410 144 425 549 138 | 1944 | 258 1056 | 156
T. Med. Co. | 5.34 | 1823 | 7.551 | 21.02 | 18.24 | 6.52 | 17.93 | 9.027 | 6.42 5.61
T. Dif. Med. | 3.18 | 5.1 5.1 107.0 | 102.8 | 3.84 | 342.1 | 11.52 | 20.56 | 3.21

Finalmente, vemos el caso con r = 3..

Sl SQ 53 84 S5 86
Conductor 191 410 144 425 549 138
T. Med. Co. | 4.043 | 12.13 | 5.74 13.96 12.11 | 5.07
T. Dif. Med. | 19.45 | 1393 | 43.69 | 2245.69 | 1866 | 29.09

Como vemos, para la distancia generalizada, la mejora no es tan marcada (pues la funcion
FengRaoNumber es recursiva). Adn asi, la mejora es considerable, al menos 5 veces més rapido

que el método existente.
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5.1.2. Semigrupos de tipo Arf

Usamos la funciéon ArfNumericalSemigroupsWithFrobeniusNumberUpTo(f), que genera
todos los semigrupos Arf con niimero de Frobenius menor o igual que 40, y seleccionamos 10

de ellos de forma aleatoria. Calculamos las distncias de Feng Rao en el intervalo [2,2¢—1]N S

gap> Ll:=ArfNumericalSemigroupsWithFrobeniusNumberUpTo (40);;
gap> L1:=|L1[Random(1,n)|,Ll1|[Random(1,n)]|,L1[Random(1,n)],
L1[Random(1,n)|,Ll1[Random(1,n)]|,Ll[Random(1,n)],
L1[Random(1,n)]|,Ll1|[Random(1,n)|,Ll1[Random(1,n)|,Ll1[Random(1,n)]|];;
gap> for s in L1 do Print(IsArf(s)); od;
truetruetruetruetruetruetruetruetruetrue
for i in [1..10] do

Add(D, SpeedTestFengRao (L1[i],1,2,2% Conductor(L1[i])—1,false ,3));
od;

I’

Ahora, analicemos, para el caso r = 1, la velocidad de ejecucion de ambas funciones.

S1 So S3 Sy S Se S7 S Sy S10
N. Frobenius | 19 38 28 37 28 35 19 38 35 34

T. Med. Co. | 5.79 6.28 11.68 | 1.419 | 11.24 | 14.40 | 4.37 20.49 | 29.72 | 9.84
T. Dif. Med. | 0.048 | 0.036 | 0.036 | 0.015 | 0.032 | 0.042 | 0.012 | 0.063 | 0.093 | 0.0288

Y realizamos las mismas operaciones para r = 2.

S1 Sa S3 S S5 Se S7 Ss Sy S1o

N. Frébenius | 19 38 28 37 28 35 19 38 35 34

T. Med. Co. | 3.602 | 1.774 | 15.513 | 23.102 | 14.235 | 20.30 | 1.003 | 46.89 | 76.63 | 8.780

T. Dif. Med. | 0.168 | 0.103 | 0.822 | 1.229 | 0.706 | 1.097 | 0.0004 | 2.349 | 2.594 | 0.534

Ambos métodos, que hemos implementado en el capitulo anterior para calcular las distan-
cias de Feng Rao en semigrupo de tipo Arf son mas rapidos que el algoritmo original. Si bien

hay bastante variabilidad, en funcién del semigrupo, los resultados son claramente positivos.

5.1.3. Semigrupos de tipo ordinario

El siguiente caso a analizar es el de semigrupos ordinarios, con ¢ = e. Consideramos 10
semigrupos de tipo {0, ¢, —}. Ejecutamos el test de velocidad para elementos del semigrupo

en el intervalo [¢, 2¢ — 1]. El método es para r = 2

gap> for i in [1..10]| do
Add (L, NumericalSemigroupBySmallElements ([0 ,Random (2 ,50)]));



5.1. EFICIENCIA EN EL CALCULO DE LA DISTANCIA DE FENG-RAO 65

od;
gap> for i in [1..10] do
Print (IsOrdinary (L[i])); Print("\t");
od;
true true true true true true true true true true
for i in [1..10] do
Add (D, SpeedTestFengRao (L|i],2,Conductor(L[i]),
2« Conductor (L[i])—1,false ,3));
od;

Y

S1 So S3 Sy Ss Se S7 Sg Sy S10

N. Frobenius | 33 7 14 4 3 10 37 19 42 17

T. Med. Co. | 231.82 | 13.09 | 50.38 | 5.76 | 4.39 | 31.77 | 286.6 | 89.47 | 369.43 | 70.49

T. Dif. Med. | 6.019 | 0.28 | 1.03 | 0.119 | 0.084 | 0.638 | 7.751 | 1.869 | 10.48 | 1.492

Para este tipo de semigrupos, con una estructura clara para los cuales hay una formula sencilla,

obtenemos resultados muy buenos.

5.1.4. Semigrupos de tipo simétrico

Vamos a analizar los resultados para semigrupos simétricos, con los dos métodos que hemos

implementados. Para eso, generamos un conjunto de semigrupos simétricos de forma aleatoria.

gap> for i in [1..100]| do
Add (L, RandomNumericalSemigroup (5,10 ,50));
od;;
gap> for i in [1..100] do
if (IsSymmetric(L[i])) then Add(L1,L[i]); fi;
od;;
L1:=L1{[1..10]};;
gap> for s in L1 do Print(IsSymmetric(s)); od;
truetruetruetruetruetruetruetruetruetrue
for i in [1..10] do
Add (D, SpeedTestFengRao (L1[i],1,Conductor(L1[i]),
2xConductor (L1[i])—1,false ,3));
od;

Para estos semigrupos calculamos las distancias de Feng-Rao clasicas de los elementos del
semigrupo en [¢,2¢ — 1], y observamos que este método es una mejora considerable frente al

algoritmo existente.
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S1 So S3 Sy Ss Se S Sy Sy S10

N. Frébenius | 209 1871 | 1597 | 1121 | 935 2253 | 65 161 359 1409

T. Med. Co. | 3.692 | 9.596 | 7.866 | 4.432 | 6.432 | 8.604 | 2.709 | 1.38 | 4.216 | 6.952

T. Dif. Med. | 0.128 | 2.445 | 1.785 | 1.099 | 0.782 | 3.269 | 0.04 | 0.023 | 0.229 | 1.355

El método que hemos implementado para las distancias generalizadas en semigrupos simé-
tricos no es valido para todos los elementos del intervalo [c, 2¢ — 1]. Atn asi, ejecutemos el test
de velocidad para este intervalo con r = 3. Puesto que los resultados del test de velocidad es
la media de los tiempos de todos los elementos del intervalo, podriamos observar una cierta
mejora en la media. En este caso nos restringimos a una iteracién y semigrupos cuyo género

es como mucho 200, pues el calculo es demasiado lento.

S1 Sa S3 Sy S5 Se S7 S8 S9 S1o0
N. Frébenius | 65 161 65 161 161 161 171 99 95 115
T. Med. Co. | 0.73 | 0.69 | 0.68 | 0.69 | 0.65 | 0.69 0.77 0.79 | 0.74 | 0.73
T. Dif. Med. | -3.15 | -4.00 | -3.12 | -4.15 | -3.78 | -11.76 | -15.55 | -6.64 | -3.98 | -6.96

Vemos que el método implementado se comporta peor que que original en este caso (Apro-

ximadamente un 50 % maés lento)

5.1.5. Semigrupos con dos generadores

El ultimo de los casos especiales que consideramos es el caso de semigrupos generados por
dos elementos y el célculo de la distancias clasicas. Seguimos el siguiente procedimiento para

generarlos:

gap> L:=List ([1..10], —>RandomNumericalSemigroup (2,10,100));;
gap> for s in L do

if(2=Length( Generators(s))) then

Add(L1,s);

fi;
od;
gap> L1:=L1{[1..10]};;
gap> Length(L1);
10

Veamos los resultados, con r = 1, primero para semigrupos con ¢ < 150



5.1. EFICIENCIA EN EL CALCULO DE LA DISTANCIA DE FENG-RAO 67
S1 So S3 Sy Ss Se S Sy Sy S10
N. Frobenius | 137 17 125 131 103 125 131 149 89 139
T. Med. Co. | 0.263 | 0.525 | 0.419 | 0.159 | 0.623 | 0.359 | 0.125 | 0.745 | 0.331 | 0.16
T. Dif. Med. | -0.16 | -0.02 | -0.10 | -0.22 | -0.05 | -0.12 | -0.25 | -0.04 | -0.11 | -0.23

Y vemos que los resultados son peores que los de la funcion existente. Por tanto, esta funcién

puede ser eliminada de la implementacion final de la funcion en la libreria “NumericalSpgs”.

5.1.6. Comparando con semigrupos aleatorios

En los apartados anteriores hemos comparado los algoritmos con semigrupos e intervalos

para los cuales estan pensados. Ahora, vemos que sucede si seleccionamos semigrupos de forma

aleatoria. En el peor de los casos, la funcién hace todas las comprobaciones anadidas sin que

ninguna se cumpla. En dicho caso, se ejecuta el algoritmo general existente (Luego la nueva

funcion sera algo més lenta que la original).

L:=List ([1..10] , —RandomNumericalSemigroup (5,2 ,50));;
gap> for i in [1..10]| do Print(IsArf(L[i])); od;
falsefalsefalsefalsefalsefalsefalsefalsefalsefalse
gap> for i in [1..10]| do Print(IsSymmetric(L[i])); od;
truefalsefalsefalsefalsefalsefalsefalsetruefalse
gap> for i in [1..10] do
Add (D, SpeedTestFengRao (L|i],1,Conductor(L[i]),
3xConductor (L[i]) , false ,1));

od;

S1 Sa S3 Sy Ss Se S7 Sy Sy S10
N. Frobenius | 72 76 180 28 123 128 118 90 102 74
T. Med. Co. 2.047 | 0.483 0.12 1.432 | 0.52 0.176 0.234 | 0.41 3.5 0.34
T. Dif. Med. | 0.023 | -0.123 | -0.78 | 0.024 | -0.215 | -0.426 | -0.36 | -0.17 | 0.033 | -0.15

Casor =2

S1 Sa S3 Sy Ss Se S7 Sy Sy S1o0
N. Frobenius | 72 76 180 28 123 128 118 90 102 74
T. Med. Co. 1.112 | 1.928 | 1.561 | 1.358 | 2.034 | 1.562 | 1.658 | 1.734 | 1.715 | 1.394
T. Dif. Med. | 0.028 | 0.862 | 0.594 | 0.045 | 3.334 | 0.474 | 0.846 | 0.953 | 0.295 | 0.162

Casor =3
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S1 So S3 Ss | S5 Se S Sy Sy S10

N. Frébenius | 72 76 180 28 123 128 118 90 102 74

T. Med. Co. | 1.008 | 1.704 | 1.384 | 0.77 | 1.863 | 1.364 | 1.429 | 1.608 | 1.129 | 1.188

T. Dif. Med. | 0.005 | 5.116 | 2.345 | -0.1 | 32.231 | 1.81 | 4.125 | 6.676 | 0.232 | 0.366

Los resultados varian. En el caso r = 1 son peores (salvo en los casos que el semigrupo
es Arf o simétrico), pero las diferencias de tiempo no son pronunciadas (El caso » = 1 no
es particularmente problematico). En los casos r = 2 y » = 3 observamos mejores tiempos,
probablemente debido al célculo en el intervalo [2¢ — 1,3¢|, en donde ya hemos visto que la

funcién es mas rapida.

5.2. Verificacion de los resultados

Tal y como dijimos al principio del capitulo, verificamos que las pruebas realizadas son

correctas.

5.2.1. Ideales

Vamos a verificar que los métodos para calcular las descomposiciones de Ideales dan lugar

a descomposiciones correctas.

IdealDecomposition

Generamos un conjunto de ideales de forma aleatoria, y verificamos que la intersecciéon de

sus componentes irreducibles coincide con el ideal original.

TestldealDecomposition := function|()
local 1,aux,L1, I1,I2, k, i, j, a;
l:=List ([1..20], —>RandomNumericalSemigroup (5,10,50));;
for i in [1..20] do
L1:=[];
k:=Random (1 ,5);
for j in [1..k] do
a:=Random (—15,15);
while (a in L1) do
a:=Random (—15,15);
od;
Add(L1,a);
od;
Sort (L1);
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I1:=L1+1[1];
L1:=MinimalGenerators(I1);
I[1:=L1+11[1];
aux:=IdealDecomposition (I1);
[2:=aux[1];

for j in [2..Length(aux)| do
[2:=IntersectionldealsOfNumericalSemigroup (12 ,aux|[j]);
od;
if not (I1=I2) then return fail; fi;
od;
return "success";

end;
Ejecutandolo, vemos que tiene éxito:

gap> TestldealDecomposition ();

"success"

Que cada componente es irreducible, es algo que es inmediato por el teorema de descomposi-

cioén, siendo de la forma —z; + K.

ProperldealDecomposition

Seguimos un proceso parecido al caso anterior, en este caso asegurandonos de que los ideales

generados son propios, usando IsIntegral(I) para verificar dicha propiedad.

TestProperldealDecomposition := function ()
local 1,aux,L1, I1,I2, k, i, j, a;
l:=List ([1..20], —RandomNumericalSemigroup (5,10,50));;
for i in [1..20] do
L1:=1];
[1:=—1+1]1];
while not(Islntegral(Il)) do
k:=Random (1 ,5);
for j in [1..k] do
a:=Random ( Conductor (1[i]),10% Conductor(1[i]));
while (a in L1) do
a:=Random ( Conductor (1[i]),10* Conductor(1[i]));
od;
Add(L1,a);
od;
Sort (L1);
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[1:=L1+1[1];
od;
aux:=ProperldealDecomposition (I1);
[2:=Intersection (aux);
if not (I1=12) then return fail; fi;
od;
return "success";
end;

Las descomposiciones son correctas.

gap> TestProperldealDecomposition ();

"success"
Las componentes son de la forma S\ D(x), que como hemos visto, son ideales propios e
irredicibles.
5.2.2. Caracterizaciéon de semigrupos numéricos

Vamos a verificar que las funciones que estén relacionadas con la caracterizacion de semi-
grupos, es decir, las funciones que discutimos en el capitulo 3, generan resultados correctos.
NuSequence y Nu

Veamos que la secuencia v es correcta. En este caso, comparamos los resultados generados

por la funcién con los ejemplos proporcionados en el articulo |2].

gap> TestNuSequence ();
nul=[ 1, 2, 2, 3, 4, 3, 4, 6, 6, 4, 5, 8, 9, 8, 9, 10, 12, 12 |

NuSequence(sl)=[ 1, 2, 2, 3, 4, 3, 4, 6, 6,
4,5, 8,9, 8,9, 10, 12, 12 |

NuSequence(sl)=nul? true
nu2:[ 17 27 27 27 37 47 57 47 37 27 47 67 87 87 87 8 ]

NuSequence (s2)=

[ 1,2, 2,2, 3, 4,5, 4,
3, 2,4,6, 8,8, 8, 8|

NuSequence (s2)=nu2? true
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SemigroupFromNu

Veamos que el semigrupo obtenido usando esta funcién coincide con el original. Para ello,
generamos semigrupos de forma aleatoria, calculamos su secuencia v y a partir de esta el
semigrupo. Comparamos el semigrupo obtenido con el original, y si encontramos alguna dis-

crepancia, lo devolvemos. Ese es el codigo del test:

TestSemigroupFromNu := function ()
local 1, s, last;
l1:=List ([1..20] ,_—RandomNumericalSemigroup (5,10,100));;
s:=First (1, s-—>not(s=SemigroupFromNu(NuSequence(s))));
Print (s);

end;
Vemos que funciona:

gap> TestSemigroupFromNu ();
fail

Devuelve, fail, luego todos los semigrupos son correctos.

TauSemigroup y TauSequence

Vamos que la secuencia 7 es generada correctamente, comparando con el ejemplo del ar-
ticulo [2].

gap> TestTauSequence ();
taul=[ 0, 0, 0, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 2, 3,3, 4, 4,5, 4,5, 5,6 |

TauSequence(sl)=[ 0, 0, 0, 1, 1, 2, 1, 2, 2,
2,3,3,4,4,5,4,5,5,6 |

TauSequence (sl)=taul? true

tau2=[ 0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 3, 0, 1, 2, 3, 3, 3, 3,4 |

TauSequence(s2)=[ 0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 2,
3,0, 1,2,3,3,3,3,4 |

TauSequence (s2)=tau2? true
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SemigroupFromTau

Verificamos que, los semigrupos obtenidos a partir de secuencias 7 coinciden con los
semigrupo con los cuales generamos dichas secuencias. Usamos un enfoque similar al de

SemigroupFromNu.

TestSemigroupFromTau := function ()
local 1, s, last;
l:=List ([1..20] , —>RandomNumericalSemigroup (5,10,100));;
s:=First (1, s—not(s=SemigroupFromTau(TauSequence(s))));
Print (s);

end;
Vemos, que los 20 pares de semigrupos coinciden, pues el test devuelve fail,

gap> TestSemigroupFromTau ();
fail

SemigroupFromOplus

Finalmente, para esta seccion, verificamos que el semigrupo generado a partir de @ es co-
rrecto. Para ello usamos el ejemplo de la tabla de valores en |2] y la funcién auxiliar en create0.

Dada la semigroup, como una lista de ternas, vemos que genera el semigrupo completo.
O::[ [ L, 1,1 ]7 [ L, 272]7 [ L, 373]7 [ 1, 4, 4 ]7
., | 20, 18, 43 |, [ 20, 19, 44 |, | 20, 20, 45 | |;

gap> TestSemigroupFromOplus ();

SemigroupFromOplus (O)=s? true
NuFromOplus(O) is subset of NuSequence(s)? true

5.2.3. Distancias de Feng-Rao

Vamos a probar, para cada uno de los algoritmos, los valores de la distancia de Feng-Rao
para un amplio conjunto de valores del semigrupo y compararlos con los resultados generados

por la funciéon FengRaoDistance.

FengRaoDistanceArf

Consideremos el semigrupo numérico,
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gap> s:=NumericalSemigroupBySmallElements ({0,12,24,32,36,40]);;
gap> TestFengRaoDistanceArf(s);

iCorrecto? | m | FengRaoDistance(S,1,m) | FengRaoDistanceArf(S,m)
true 12 2 2
true 24 2 2
true 32 2 2
true 36 2 2
true 40 2 2
true 41 2 2
true 42 2 2
true 43 2 2
true 44 2 2
true 45 2 2
true 46 2 2
true 47 2 2
true 48 2 2
true 49 2 2
true o0 2 2
true o1 2 2
true 52 4 4

Cuadro 5.1: FengRaoDistanceArf, valores de m € SN [2,52]
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iCorrecto? | m | FengRaoDistance(S,1,m) | FengRaoDistanceArf(S,m)
true o3 4 4
true o4 4 4
true 95 4 4
true o6 4 4
true o7 4 4
true o8 4 4
true 59 4 4
true 60 4 4
true 61 4 4
true 62 4 4
true 63 4 4
true 64 6 6
true 65 6 6
true 66 6 6
true 67 6 6
true 68 6 6
true 69 6 6
true 70 6 6
true 71 6 6

Cuadro 5.2: FengRaoDistanceArf, valores de m € S N [53, 71]
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Resultado correcto? | m | FengRaoDistance(S,1,m) | FengRaoDistanceArf(S,m)
true 72 8 8
true 73 8 8
true 74 8 8
true 75 8 8
true 76 10 10
true 77 10 10
true 78 10 10
true 79 10 10
true 80 11 11
true 81 12 12
true 82 13 13
true 83 14 14
true 84 15 15
true 85 16 16
true 86 17 17
true 87 18 18
true 88 19 19
true 89 20 20
true 90 21 21
true 91 22 22
true 92 23 23
true 93 24 24
true 94 25 25
true 95 26 26
true 96 27 27
true 97 28 28
true 98 29 29
true 99 30 30

Cuadro 5.3: FengRaoDistanceArf, valores de m € S N [72,99]

FengRaoDistance2

Consideremos el mismo semigrupo que el caso anterior, en este caso calculamos la segunda

distancai de Feng-Rao.
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Resultado correcto? | m | FengRaoDistance(S,2,m) | FengRaoDistanceArf2(S,m)
true 12 3 3
true 24 3 3
true 32 3 3
true 36 3 3
true 40 3 3
true 41 3 3
true 42 3 3
true 43 3 3
true 44 3 3
true 45 3 3
true 46 3 3
true 47 3 3
true 48 3 3
true 49 3 3
true 50 3 3
true 51 4 4
true 52 6 6
true 53 6 6
true 54 6 6
true 95 6 6
true 56 6 6
true Y 6 6
true 58 6 6

Cuadro 5.4: FengRaoDistanceArf2, valores de m € S N [12, 58]
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Resultado correcto? | m | FengRaoDistance(S,2,m) | FengRaoDistanceArf2(S,m)
true 59 6 6
true 60 6 6
true 61 6 6
true 62 6 6
true 63 8 8
true 64 9 9
true 65 9 9
true 66 9 9
true 67 9 9
true 68 9 9
true 69 9 9
true 70 9 9
true 71 11 11
true 72 12 12
true 73 12 12
true 74 12 12
true 75 13 13
true 76 14 14
true 77 15 15
true 78 15 15
true 79 16 16

Cuadro 5.5: FengRaoDistanceArf2, valores de m € S N [59, 79]

TestFengRaoDistanceOrdinary

Examinemos los resultados para un semigrupo ordinario, que definimos a continuacion,

gap> s:=NumericalSemigroupBySmallElements ([0 ,7]);;

gap> IsOrdinary (s);

true

7
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iResultado correcto? | m | FengRaoDistance(S,2,m) | FengRaoDistanceOrdinary2(S,m)

true 12 3 3

true 13 4 4

true 14 5 5

true 15 6 6

true 16 7 7

true 17 8 8

Cuadro 5.6: FengRaoDistanceOrdinaryf2, valores de m € [¢, 2¢ — 2]

FengRaoDistanceSymmetric

Probamos, para el siguiente grupo simétrico, la funcién para calcular valores de la distancia

de Feng Rao de elementos m € [c,2¢c — 1]

gap> s:=NumericalSemigroup (3 ,7);;

gap> IsSymmetric(s);

true

iResultado correcto? | m | FengRaoDistance(S,1,m) | FengRaoDistanceSymmetric(S,m)
true 17 6 6
true 18 7 7
true 19 9 9
true 20 9 9
true 21 10 10
true 22 12 12
true 23 12 12
true 24 13 13
true 25 14 14
true 26 15 15
true 27 16 16
true 28 17 17

Cuadro 5.7: FengRaoDistanceSymmetric, valores de m € [c, 2¢ — 1]

FengRaoDistanceGeneralized

En ese caso, calculamos, para valores de r = 2, 3,7, las distancias generalizadas que este

método es capaz de calcular (Como dijimos, no es todos los elementos del intervalor [c, 2c—2]).

Consideramos el mismo semigrupo anterior, s = (3, 7).
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iCcorrecto? | m | FengRaoDistance(S,2,m) | FengRaoDistanceSymmetricGeneralized(S,2,m)

true 14 6 6

true 17 9 9

true 18 10 10
true 20 12 12
true 21 13 13
true 23 15 15
true 24 16 16
true 25 17 17
true 26 18 18
true 27 19 19
true 28 20 20

Cuadro 5.8: FengRaoDistanceSymmetricGeneralized, r = 2 valores de m € [¢,2¢ — 1] con

(m—2%xg+1)€s

iCorrecto? | m | FengRaoDistance(S,3,m) | FengRaoDistanceSymmetricGeneralized(S,3,m)
true 14 9 9
true 17 12 12
true 18 13 13
true 20 15 15
true 21 16 16
true 23 18 18
true 24 19 19
true 25 20 20
true 26 21 21
true 27 22 22
true 28 23 23

Cuadro 5.9: FengRaoDistanceSymmetricGeneralized, r = 3 valores de m € [¢,2¢ — 1] con

(m—2%xg+1)€s
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iCorrecto? | m | FengRaoDistance(S,7,m) | FengRaoDistanceSymmetricGeneralized(S,7,m)
true 14 15 15
true 17 18 18
true 18 19 19
true 20 21 21
true 21 22 22
true 23 24 24
true 24 25 25
true 25 26 26
true 26 27 27
true 27 28 28
true 28 29 29

Cuadro 5.10: FengRaoDistanceSymmetricGeneralized, r = 7 valores de m € [c,2¢ — 1] con

(m—2%xg+1)€s

FengRaoDistanceTwoGenerators

Hacemos pruebas para el semigrupo con dos generadores s := (4,5) usando el método

FengRaoDistanceTwoGenerators(S,m).

gap> s:=NumericalSemigroup (4,5);

<Numerical semigroup with 2 generators>

iCorrecto? | m | FengRaoDistance(S,1,m) | FengRaoDistanceTwoGenerators(S,m)
true 17 8 8
true 18 8 8
true 19 8 8
true 20 9 9
true 21 10 10
true 22 12 12
true 23 12 12
true 24 13 13
true 25 14 14
true 26 15 15
true 27 16 16

Cuadro 5.11: FengRaoDistanceTwoGenerators, valores de m € [c,2¢ — 1]



Conclusion

En este proyecto hemos presentado los conceptos matematicos basicos (de semigrupos,
ideales y distancias de Feng Rao) para poder introducir una serie de resultados teéricos (como
los teoremas que describen como calcular las distancias de Feng-Rao ) en los cuales nos hemos
basado para desarrollar el codigo de este proyecto. Estos resultados estan sacados de diversas

fuentes bibliograficas, que han sido la base de este trabajo.

Debido a las circunstancias particulares del Doble Grado, he podido usar como punto de
partida la investigacion del primer trabajo de fin de grado (de matematicas). En dicho trabajo
estudié conceptos de semigrupos numéricos y sus ideales, codigos correctores lineales y codigos
algebraico geométricos en un punto. Con esta base, he podido realizar la labor de investigacion
directamente, sin tener que estudiar los conceptos bésicos necesarios para poder entender la
bibliografia. Asi, he podido usar resultados de multiples articulos y también he podido dedicar

més tiempo a la labor de desarrollo y prueba del software.

El proyecto ha sido orientado a la creaciéon de una contribucion al paquete de GAP “Nu-
mericalSpgs”, y por tanto se centra en los conceptos que, Pedro A. Garcia ha considerado que
era deseable implementar para incorporarlos a la libreria “NumericalSpgs”. Estos conceptos
son: la descomposicién de ideales relativos y propios en componentes irreducibles, las caracte-
rizaciones de los semigrupos a través de la secuencia v y 7 y la operaciéon @; y finalmente, las

distancias de Feng-Rao.

Establecimos, al principio del trabajo, unos objetivos, que como podemos ver se han al-
canzado, habiendo implementado todas las funciones requeridas. Mientas escribo este texto,
parte del codigo implementado ya ha sido anadido al repositorio, mientras que el resto esta
siendo revisado. Muchas de estas funciones formaran parte de la siguiente version de la libreria

“NumericalSpgs”.

Este trabajo ha sido la primera experiencia de trabajo para un cliente, desarrollando un
producto software que va a tener una aplicacion real. También es el primer es mi primera

contribucién que hago a un proyecto de cédigo abierto.

81
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En el calculo de la distancia de Feng-Rao, gracias a las pruebas, vemos que la nueva version
de la funcién FenRaoDistance es mas rapida. Habiendo excluido de la version final los dos
algoritmos cuyos resultados eran inferiores, en todos los casos la nueva versiéon de la funcién

es mas rapida que la anterior.

En este trabajo, he usado conocimientos adquiridos en los dos grados, aplicando conoci-
miento de multiples asignaturas. Algunos son conocimientos directos, de algebra, codigos o
programaciéon. Mientras que otras son capacidades interdisciplinares, desarrolladas a lo largo

de los cursos del los grados.

La combinacién de el estudio tedrico y practico de los temas del trabajo me han llevado a
familiarizarme con los conceptos de semigrupos, ideales, secuencias v y 7, cdédigos correctores
y distancias de Feng-Rao (entre otros). También he aprendido a usar el sistema y el lenguaje
GAP, extender mi conocimiento en el uso de IANTEXy de Github.

En conjunto, el trabajo ha conllevado la aplicacién de conocimientos de muchas areas
de estudio de ambas carreras, habiendo realizado un trabajo de investigaciéon razonablemen-
te completo (usando como fuentes articulos académicos), asi como realizar un proyecto de

desarrollo software no trivial, con una aplicacién méas all4 de ser un ejercicio formativo.

Lineas de trabajo futuras

En base a la bibliografia estudiada, podemos plantear una serie de objetivos que podian

expandir el alcance del trabajo, o como objetivos para futuros trabajos relacionados.

= Ndimeros de Feng Rao: Introdujimos los ntimeros de Feng-Rao en el capitulo 4, y se
conocen algunos casos en lo cuales el célculo de estos ntimeros es més sencillo que el
caso general. Una funcién més rapida que calcule estos niimeros haria el calculo de las

distancias de Feng-Rao més rapido, para ciertos casos (como el caso m > 2¢ — 1).

= Problema Wire-Tap Channel II: Es un tema interesante sobre el que me hubiera
gustado poder investigar mas. Como hemos dicho, esté relacionado los pesos de Hamming

generalizados y habria sido posible continuar el trabajo hablando de dichos pesos.

= Estudio y optimizacion del caso general en el calculo de la distancia de Feng-Rao. Quiza
sea posible encontrar un algoritmo més rapido o hacer optimizaciones en el caso general
de la funcion FengRaoDistance. También seria muy ttil para evitar desbordamientos de

memoria en casos donde r >> 0, poder reescribir el algoritmo como uno no recursivo.
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= Cobdigos correctores: Uno de los temas del trabajo de matematicas que no hemos
tratado en este trabajo es el de c6digos correctores. GAP tiene capacidades limitadas de
célculo simbolico (a diferencia de otros lenguajes como SAGE). Habria sido interesante
haber trabajado en un caso practico con coédigos correctores lineales. En particular,

implementar los dos algoritmos de decodificacion para cédigos AG descritos en |15].

= Investigar formas de optimizar el codigo existente, pues es posible que existen formas de

reescribirlo de forma més eficiente.

= Un objeto de estudio importante en el TFG de mateméticas ha sido el semigrupo de
Weiestrass, con el cual no hemos trabajado. Seria interesamte implementar una funcién

en GAP que, dada la cuerva algebraica, calculase el semigrupo de Weiestrass asociado.
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Apéndice A

Manual de usuario

Vamos a explicar como usar software desarrollado para este trabajo. El cédigo puede
descargarse del repositorio [14]. Todo este codigo esta en el lenguaje GAP, por lo que es

necesario instalar el sistema GAP, y el paquete “NumericalSpgs”.
A.0.1. Instalacién

Descargar e instalar GAP, “NumericalSpgs” y el cédigo del trabajo

El sistema GAP puede descargarse de la pagina oficial |9], donde se dan las instrucciones
de descarga https://www.gap-system.org/Download/. También es posible usar GAP desde

SAGE. Los pasos basicos para descargarlo, consisten en:

= Seleccionar una versiéon de GAP la pagina webhttps://www.gap-system.org/Download/,

y descargarlo.
= Descomprimir el archivo.

= A continuacion, para sistemas sistemas UNIX, Linux y macOS, ejecutar (desde el direc-

torio descomprimido) el script ./configure y el comando make.

= En UNIX, Linux y macOS, moverse a pkg, vy ejecutar el script . ./bin/BuildPackages.sh.
Este script creara la mayoria de los paquetes que necesitan ser compilados (si algo no

funciona en este caso, mirar el archivo README del paquete correspondiente).

= En Windows no es necesario compilar, pues la mayoria de los paquetes ya incluyen

ejecutables .exe en los archivos comprimidos.

= Kl paquete “NumericalSpgs” estd incluido con la instalacion por defecto, pero puede
ser descargado si fuera necesario de Github [5]. En el manual de GAP se encuentran
las instrucciones para instalar un paquetehttps://wuw.gap-system.org/Manuals/doc/
ref/chap76.html#X82473E4B8756C6CD
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» Finalmente, para usar el c6digo del repositorio, basta con descargar los archivos en un

directorio de trabajo. Cargaremos los archivos al ejecutar GAP.

Ejecutar GAP y usar el cédigo

Tras realizar la instalacion de GAP, y descargar el codigo del repositorio, basta con que
ejecutemos el script gap.sh que encontraremos en el subdirectorio bin. Por ejemplo, en mi

instalacion: El siguiente paso es cargar la librerfa:

Figura A.1: Consola GAP, ejecutada desde la SHELL
:-$ cd /opt/gap-4.11.0/bin
: $ ./gap.sh
GAP 4.11.0 of 29-Feb-2020
https://www.gap-system.org
Architecture: x86_64-pc-linux-gnu-default64-kv7
Configuration: gmp 6.2.0, GASMAN, readline
Loading the library and packages ...
Packages: AClib 1.3.2, Alnuth 3.1.2, AtlasRep 2.1.0, AutoDoc 2019.09.04,
AutPGrp 1.10.2, Browse 1.8.8, CaratInterface 2.3.3, CRISP 1.4.5,
Cryst 4.1.23, CrystCat 1.1.9, CTblLib 1.2.2, FactInt 1.6.3,
FGA 1.4.0, Forms 1.2.5, GAPDoc 1.6.3, genss 1.6.6, I0 4.7.0,
IRREDSOL 1.4, LAGUNA 3.9.3, orb 4.8.3, Polenta 1.3.9,
Polycyclic 2.15.1, PrimGrp 3.4.0, RadiRoot 2.8, recog 1.3.2,
ResClasses 4.7.2, SmallGrp 1.4.1, Sophus 1.24, SpinSym 1.5.2,
TomLib 1.2.9, TransGrp 2.0.5, utils 0.69
Try '??help' for help. See also '?copyright', '?cite' and '?authors'’
gap> LoadPackage("NumericalSgps");

Loading NumericalSgps 1.2.1

For help, type: ?NumericalSgps:

To gain profit from other packages, please refer to chapter
'External Packages' in the manual, or type: ?NumSgpsUse

:= NumericalSemigroup(7,11,15);
<Numerical semigroup with 3 generators>
SmallElements(sl);
7, 11, 14, 15, 18, 21, 22, 25, 26, 28, 29, 30, 32, 33, 35, 36, 37, 39 ]
Gaps(s1);
2,3, 4,5, 6, 8,9, 10, 12, 13, 16, 17, 19, 20, 23, 24, 27, 31, 34, 38 ]
Genus(s1);

Conductor(si);

gap> LoadPackage (" NumericalSgps");

Loading NumericalSgps 1.2.2
For help, type: 7NumericalSgps:
To gain profit from other packages, please refer to chapter

"External _Packages’ in the manual, or type: 7?NumSgpsUse

true

Para cargar cualquiera de las funciones de este trabajo, usaremos la funcién Read(<path>),
donde <path> es la ruta del de dicha funcién en la instalacién. Veamos un ejemplo, para cargar

la funcién de descomposicién de ideales:
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gap> Read (" /home/jorge/Escritorio /TFG/
TFG-informatica /ideals /IdealDecomposition.g");

También se puede cargar todo el directorio:

gap> Read (" /home/jorge/Escritorio /TFG/
TFG-informatica/ideals");

Notemos que, algunas de estas funciones dependen de otras, luego es necesario cargar estas

primero.

A.0.2. Descripcion de las funciones
Ideales

En el repositorio, hay un directorio llamado ideals. Este contiene tres funciones. La fun-
cién IdealByDivisorClosedSet es una funcién de “NumericalSpgs” que sera incluida en una
futura version, aqui la hemos incluido por motivos de compatibilidad. Las otras dos funciones

corresponden con lo métodos de descomposiciéon de ideales en irreducibles.

= IdealDecomposition(I): Dado I, un ideal relativo de un cierto semigrupo numérico,
devuelve la lista de ideales irreducibles (componentes Z-irreducibles) en los cuales el

ideal se descompone.
Input /, un ideal de un cierto semigrupo numeérico.
Output Una lista finita L, de ideales Z- irreducibles tales que My,erl; = 1.

Ejemplo:

gap> s:=NumericalSemigroup (3 ,5);;

gap> 1:=[—5,2|+s;;

gap> L:=IdealDecomposition(I);

| <Ideal of numerical semigroup >,

<Ideal of numerical semigroup> |

gap> I=Intersection (L[1],L[2]);

true

gap> SmallElements(L[1]); SmallElements(L[2]);
SmallElements(1);
[ -8, =5, =3, =2, 0 |

[ —10, —7, —5, —4, —2 |
| =5, =2, 0 |
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= ProperIdealDecomposition(I) Da la descomposiciéon de I, un ideal propio de un cierto

semigrupo en componentes irreducibles.

Input: I, un ideal propio de un cierto semigrupo numérico. Es decir, IsIntegral (I)
debe ser cierto.
Output: Una lista finita L, de ideales propios e irreducibles (de la forma S\ D(z)) tales
que Nyerl; = 1.

Ejemplo:

gap> s:=NumericalSemigroup (3 ,5);;

gap> T:=[15,11]+s;;

gap> L:=ProperldealDecomposition(1);

| <Ideal of numerical semigroup >, <Ideal of numerical semigroup> |
gap> SmallElements(L[1]); SmallElements(L[2]); SmallElements(I);
[ 5, 8, 10, 11, 13 |

[ 6, 9, 11, 12, 14 |

[ 11, 14 |
gap> I=Intersection (L[1],L[2]);
true

Caracterizaciéon de semigrupos

Tratamos el contenido del directorio SemigroupCharacterization. Aqui estan todas las

funciones discutidas en el capitulo 3, sobre las secuencias v, 7y la operaciéon &.

= Nu(i,S): calcula el valor de la secuencia v del elemento i-ésimo del semigrupo S. Con

indices comenzando en 1, calcula v(S[i]) = v;
Input: S, un semigrupo numérico e ¢, un entero positivo.

Output: El valor de la secuencia v asociado al elemento i-ésimo del semigrupo nu-

meérico (indices empezando en 1).

Ejemplo:

gap> s:=NumericalSemigroup (3 ,7);;
gap> Nu(1l,s); Nu(2,s); Nu(3,s); Nu(4,s); Nu(5,s);
12324
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= NuSequence(S) : Calcula la secuencia v del semigrupo S. En concreto, calcula los elemen-
tos de dicha secuencia {v1,...,v2.—4} (con indices empezando en 1, ¢ y g el conductor

y el género del semigrupo). Para i > 2¢ — g, sabemos que v; 11 = v; + 1.
Input: Un semigrupo numérico, S.

Output: Una lista, formada por los primeros 2¢ — g elementos de la v secuencia del

semigrupo S.

Ejemplo:

gap> s:=NumericalSemigroup (3 ,7);;
gap> NuSequence(s);
[ 1, 2,3, 2,4, 4,5,6,3,6,8,6, 7, 10,9, 10, 12, 12 |

= SemigroupFromNu(Nu): Dada una lista, Nu, que forme parte del principio de la secuencia
v, calcula el semigrupo numérico S, asociado a dicha sucesion. (Basta con los primeros

2¢ — g elementos de la sucesion).

Input: Una lista, correspondiente a los primeros k elementos de una sucesiéon v. Ne-

cesariamente, k > 2¢ — g.

Output: Un semigrupo numeérico, cuya sucesion v es la que se ha pasado como In-

put.

Ejemplo:

gap> nu:=| 1, 2, 3, 2, 4, 4, 5, 6, 3, 6, 8,
6, 7, 10, 9, 10, 12, 12 |;;

gap> S:=SemigroupFromNu(nu);

<Numerical semigroup>

gap> NuSequence (S)=nu;

true

= TauSemigroup(i,S) calcula el valor de la secuencia 7 del elemento i-ésimo del semigrupo

S. Con indices comenzando en 1, calcula 7(S[i]) = 7,
Input: S, un semigrupo numérico e i, un entero positivo.

Output: El valor de la secuencia 7 asociado al elemento i-ésimo del semigrupo nu-
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mérico (indices empezando en 1).

Ejemplo:

gap> s:=NumericalSemigroup (3,7,19);;

gap> TauSemigroup(1,s);TauSemigroup(2,s); TauSemigroup(3,s);
TauSemigroup (4,s); TauSemigroup(5,s);

TauSemigroup (10,s); TauSemigroup(11l,s);

0010123

= TauSequence(S): Calcula la secuencia 7 del semigrupo S. En concreto, calcula los ele-
mentos de dicha secuencia {7i,...,7c—g41} (con indices empezando en 1, ¢ y g el con-
ductor y el género del semigrupo). Para i > 2¢ — g, sabemos que 7,41 = 7; si i es impar,

Vv Ti+1 = T; + 1 sl es par.
Input: Un semigrupo numérico, S.

Output: Una lista, Tau, formada por los primeros 2c — g + 1 elementos de la 7 se-

cuencia del semigrupo, S.

Ejemplo:

gap> s:=NumericalSemigroup (3,7,19);;
gap> TauSequence(s);
[ 0, 0, 1, 0, 1, 1, 2, 2, 3, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 4, 5, 5, 6 |

= SemigroupFromTau(Tau): Dada una lista, que forme parte del principio de la secuencia
T, calcula el semigrupo numeérico S, asociado a dicha sucesion. (Basta con los primeros

2¢ — g elementos de la sucesion).

Input: Una lista, correspondiente a los primeros k elementos de una sucesién 7. Ne-

cesariamente, k > 2¢ — g.

Output: Un semigrupo numérico, cuya sucesién 7 es la que se ha pasado como In-

put.

Ejemplo:
gap> tau:=[ 0, 0, 1, 0, 1, 1, 2, 2, 3, 2,
3, 3,4, 4,5,4,5,5,6 [;;
gap> SemigroupFromTau(tau);
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<Numerical semigroup>
gap> tau=TauSequence (SemigroupFromTau(tau));

true

= Oplus(i,j,S): Calcula k=i j.

Input: Los indices i y j, enteros positivos y un semigrupo numérico, 5.

Output: k =i @g j. Es decir, un entero positivo k, tal que S[k] = S[i] + S[j].

Ejemplo

gap> s:=NumericalSemigroup (5,7 ,11);;
gap> Oplus(2,3,s);

6

gap> s[2]+s[3]=s[6];

true

= SemigroupFromOplus(0): Calcula el semigrupo, a partir de la operacién @. Dicha ope-
racion es caracterizada como una lista de ternas. En el este calculo usamos la funcién
NuFromOplus en dicho célculo. Para pruebas, se puede usar la funciéon create0 en el

directorio de tests para generar una lista de ternas a partir de un semigrupo.

Input: Una lista de ternas O, cada uno de sus elementos de la forma (7, j,7 @ j). Dicha

lista debe tener suficientes elementos para caracterizar el semigrupo.

Output: Un semigrupo numérico, cuya operacién @ corresponde con O.

Ejemplo

s:=NumericalSemigroup (5,7 ,11);
gap> O:=createO (s,30,30);;
gap> S:=SemigroupFromOplus(O);
<Numerical semigroup>

gap> s=S5;

true

Distancias de Fen-Rao

Consideremos el contenido del directorio FengRaoDistance, donde esta todas las funciones

relacionadas con el calculo de las distancias de Feng-Rao.
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= FengRaoDistance2(s,r,m): Calcula la distancia de Feng-Rao generalizada de orden 7;

%r(m). Incorpora todas las mejoras realizadas en el trabajo.

Input: s, un semigrupo numérico, r, un entero positivo, y un elemento del semigru-

po numérico, m € s.
Output: La distancia r-ésima del elemento m en el semigrupo s: 65 p(m).

Ejemplo:

gap> s:=NumericalSemigroupBySmallElements ([0, 12, 24, 32, 36, 40]);
<Numerical semigroup>

gap> IsArf(s);

true

gap> FengRaoDistance2(s,2,69); FengRaoDistance2(s,2,55);
FengRaoDistance2(s,2,79);

9 6 16

gap> FengRaoDistance(s,2,69); FengRaoDistance(s,2,55);
FengRaoDistance(s,2,79);

9 6 16

» FengRaoDistanceArf (S,m) Calcula primera distancia de Feng-Rao (clasica) de un semi-

grupo de tipo Arf.

Input: s, un semigrupo numeérico de tipo Arf, un elemento del semigrupo numérico,

m E s.

Output: La distancia cléasica de Feng-Rao del elemento m en el semigrupo s: dpr(m).

= FengRaoDistance2(S,m) Calcula segunda distancia de Feng-Rao de un semigrupo de
tipo Arf.

Input: s, un semigrupo numérico de tipo Arf, un elemento del semigrupo numérico,

m € s, con m € [c,2¢c — 2.
Output: La distancia de Feng-Rao generalizada de orden 2 del elemento m en el semi-
grupo s: 6%.5(m).

= FengRaoDistanceBruteForce(S,m) Calcula la primera distancia de Feng-Rao, de forma

no recursiva.
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Input: s, un semigrupo numeérico, un elemento del semigrupo numérico, m € s.

Output: La distancia clasica de Feng-Rao del elemento m en el semigrupo s: dpr(m).
FengRaoDistanceOrdinary2(S,m) Calcula segunda distancia de Feng-Rao de un semi-

grupo de tipo Ordinario.

Input: s, un semigrupo numérico de tipo ordinario, un elemento del semigrupo nu-

meérico, m € s, con m € [c,2¢ — 2].
Output: La distancia de Feng-Rao generalizada de orden 2 del elemento m en el semi-
grupo s: 8% 5(m).

FengRaoDistanceSymmetric(S,m) Calcula la primera distancia de Feng-Rao de un ele-
mento de un semigrupo simétrico en el intervalo [c¢ + 1,2¢ — 2]
Input: s, un semigrupo numérico de tipo Simétrico, un elemento del semigrupo numé-

rico, m € s.

Output: La distancia cléasica de Feng-Rao del elemento m en el semigrupo s: dpr(m).

FengRaoDistanceSymmetricGeneralized(S,r,m) Calcula la distancai de Feng-Rao ge-

neralizada del elemento m, con las condiciones impuestas.dyp(m).

Input: s, un semigrupo numérico, r, un entero positivo, un elemento del semigrupo

numérico, m € s, conm € [c+ 1,2¢c—2] ym—2g+1 € s.

Output: La distancia r-ésima del elemento m en el semigrupo s: 65 p(m).

FengRaoDistanceTwoGenerators(S,m) Calcula la primera distancia de Feng-Rao de m,

para un semigrupo con un semigrupo con dos generadores.

Input: s, un semigrupo numérico con dos generadores, y un elemento del semigrupo

numérico, m € s, conm < 2c—1ym—2g+1 € s.

Output: La distancia clasica del elemento m en el semigrupo s: dpr(m).
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