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Teoria cinética de gases

1. Teoria cinética de gases

1.1 Conceptos basicos.

Leyes ponderales.

Las leyes ponderales fueron establecidas, en orden cronoldgico, en los primeros tiempos de formulacion de la
quimica. Su comprension esta vinculada a la vision microscdpica del atomo. Las principales leyes ponderales
son las siguientes:

* Lavoisier (1743-1794). Ley de la conservacion de la masa (1787): la masa se conserva en las
reacciones quimicas. Ademas, definio el “elemento quimico” como todo aquello que no se puede
descomponer maés.

*  Proust (1754-1826). Ley de las proporciones definidas (1799): las proporciones de los elementos que
constituyen los compuestos son fijas, y ademas mantienen entre si proporciones sencillas.

* Richter (1762-1807). Ley de las proporciones reciprocas (1792): las masas de elementos diferentes,
que se combinan con una misma masa de otro elemento, son las mismas son las mismas con las que
se combinarian entre si, si la reaccion es posible, o son sus multiplos o sus submultiplos.

* Dalton (1766-1844). Ley de las proporciones variables (1803): si un compuesto A y otro B pueden
combinarse en proporciones variables, las masas de B que combinan con A tienen relaciones sencillas
y enteras.

* Gay-Lussac (1778-1850). Ley de los volimenes de combinacion (1808): a partir de sus experimentos
establecid que los volumenes de gases que reaccionan entre si estan en relaciones mutuas que son
numeros enteros pequenios.

* Avogadro (1776-1856). Ley de Avogadro (1811): en un volumen fijo, a determinada p y T, hay
siempre el mismo nimero de moléculas sea cual sea el gas. El inverso también es cierto: “un
determinado nimero de moléculas de cualquier gas, en idénticas condiciones de p y T, ocupan el
mismo volumen”. También introdujo el concepto de “molécula de un gas” como la union de dos
atomos, estableciendo las diferencias entre atomo y molécula, que eran conceptos que se utilizaban
indistintamente.

Problema.- Determinar la férmula del amoniaco, sabiendo que es un compuesto de nitrogeno e hidrogeno, si
su densidad a la presion de 1.04 atmosferas y 20°C es 0.736 kg/m?>. Peso atomico N: 14; H:1

La ecuacion del gas ideal nos permitira determinar el peso molecular del gas

pV=nRT—>p=pP—M—>PM=BRT=17.01g
RT D

Proust (1754-1826): ley de las proporciones definidas (1799); las proporciones de los elementos que
constituyen los compuestos son fijas, y ademas mantienen entre si proporciones sencillas. La composicion de
la molécula responde a una combinacion de nimeros sencillos: 14-n;+1-n;=17. Por lo tanto, n;=1 y n,=3
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Teoria cinética de gases

El mismo procedimiento puede aplicarse para encontrar la formula quimica del agua (H>O) sabiendo que el
vapor de agua a la presion de 1 bar y a la temperatura de 100°C tiene una densidad de 0.6 kg/m®.

Numero de Avogadro.

Unidad de masa atémica (una) es igual a un doceavo de la masa del dtomo de *C. (Noétese que decimos
atomo y no nucleo, por lo que esta unidad de masa incluye los electrones orbitales)

1uma = 1.66054 X 10727 kg ; 1uma = 931.478 MeV

Comparese este valor con la masa del proton (1.6726x107%7 kg) y la masa del neutron (1.6749x107%7 kg).
1 mol de cualquier sustancia es, por definicion, igual a 1M gramos, donde M es numéricamente igual a la masa
atomica (o molecular) expresada en uma.

Ny = 107°M =6.022%x 1023 mol™ ; N, = !
47 1.66054 x 10~27M ~ Mot AT ima (9)

La cte de Avogadro es el nimero de atomos (o moléculas) en un mol de cualquier sustancia.
El numero de atomos o moléculas que hay en un mol es el mismo para cualquier sustancia.

Dada la densidad de una sustancia, el nimero de moléculas por unidad de volumen (la misma que la unidad
de la densidad):

cm?3
ntm de moléculas por cm3 = ply/ ) (

Py (g/mol)

moléculaS)
mol

Problema.- Se sabe que en un cristal de cloruro soédico (NaCl) la malla elemental es un cubo cuya arista vale
5.63 A (1 A=10""m) a 20° C, y que contiene cuatro &tomos de cloro y cuatro de sodio. La densidad del cloruro
sédico a esa temperatura es 2.1632 gr/cm®. Las masas atomicas son: del cloro: 35.457 y del sodio: 22.997.
Calcular el nimero de Avogadro. Na: 6.06.10%

¢
El niimero Na es el cociente entre el peso molecular del CINa (58.454 g) y la o . o ® O
masa de una molécula expresada en gramos. @ ° &

ko
Como puede verse en la figura de la malla elemental existen, de cada o 75 I
elemento Cl y Na, 8 &tomos compartidos con 8 celdas elementales y 6 atomos () 0
compartidos con 2 celdas elementales; por lo tanto, existiran 8(1/8)+6(1/2)=4 ® ! Qo

atomos de Cl y 4 atomos de Na (4 moléculas de NaCl) en cada celda
elemental; por lo que su masa sera:

_ Mcelda 4 - Mpmoiscuia N

1 Vcelda Vcelda
Muolécula = 2(5.63 -1078)32.1632 = 9.6508- 10723 g

— Py — 23 A
Ny = — = 6.06 - 10°° moléculas por mol
Mmolécula
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Teoria cinética de gases

Problema.- El Wolframio cristaliza en el sistema cubico centrado con un parametro de red a=316,48 pm y

densidad teodrica 19300 kg/m® . Calcular: a) Masa atomica.

De acuerdo a la estructura de la celda elemental de cristalizacion, cada celda contiene 2 atomos; por lo que:

_ Mceida 2 - Myromo

Vcelda B Vcelda
Patémico = Matomo - Na = 184.2 g/mOZ

Distintas formas de la ecuacion del gas ideal

Expresada en moles: PV = nyo1esRT
Expresada en peso molecular: pV = (m/Py)RT
Expresada en densidad: p = p(Py/RT)

Expresada en nimero de moléculas:

Nm,, s
pV = _ “molécula pm pV = (N/N4RT ; pV =kNT
NAmmole’cula
Densidad de moléculas:
Lo N_P _pha
V kT Py

Matomo = 1.2813 - 10724 kg

Problema.- La densidad del Helio (He) a 0° C 'y 760 mm de Hg es de 0.1785 g/1. Calctlese la distancia media

que separa los centros de las moléculas

Utilizamos, como referencia, la masa de 1 mol de 4tomos de He.
Determinamos el volumen que ocupa 1 mol, mediante la densidad:

P 4.00 l
—__M_ ﬂ =2241]
p 0.1785 g/1

(mismo resultado que habriamos obtenido utilizando la ecuacion del gas ideal).
El volumen de una tnica molécula sera, dividiendo entre el nimero de Avogadro, Na:

2241

Vinolécula = N, =3.72-10723 I/molécula
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Teoria cinética de gases

Otra forma mas facil de determinar el volumen por molécula es calcular la densidad de particulas por unidad

de volumen; es decir:

_N_
n=y=

molec
m3

1
= 2.688 - 1025 = Vnotecuta = > = 3.72 - 1072°m’

5l

La distancia media, entre particulas:

4 3|3V
V=(—)rrr3—>r= —=21-10"°"m>d=2r=42-10"m
3 41

Este resultado es similar a considerar la distancia d como d ~ YV

Problema.- La densidad del nitrogeno (N>) a 0° C y 3000 atm es 0.835 g/cm?. Calculese la distancia media
que separa los centros de las moléculas. Comparese este valor con el diametro molecular sabiendo que el
covolumen es b =39.1 ml por mol.

Calculamos el nimero de moléculas por cm?

p (g/cm3) (moléculas

= 1.757 - 10%2
Py (g/mol) A )

ntm de moléculas por cm3 =
mol

El numero de moléculas por unidad de longitud:

ntm de moléculas por cm = 3/1.757 - 1022 = 2.62 - 107cm ™!

La distancia media:

d =3.82-10"8cm = 3.82 Angstom

262107

El covolumen de un gas es la correccion introducida al volumen en la ecuacion de Van
der Waals y que corresponde al volumen ocupado por las moléculas del gas; se introduce
para altas presiones, cuando el volumen del gas ya no se puede aproximar al espacio libre
disponible para las moléculas del gas y equivale a 4 veces el volumen propio de las
moléculas. Por lo tanto, el covolumen no es el volumen propio de una molécula sino el
volumen que una molécula excluye para ser ocupado por el resto.

El volumen de 1 mol de gas se expresa como:

RT
V= ?+ b ; b= covolumen

Si las moléculas son esféricas, y teniendo en cuenta el covolumen propuesto por el enunciado
4 3 -10
b=4NA§rrr -r=157-10""m

Por lo tanto, entre molécula y molécula existe un espacio de:
d—2r=0.68-10"1%m

Lo que equivale a 1/5 de su diametro
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Teoria cinética de gases

Problema.- Calculese el nimero de moléculas por unidad de volumen que existen en un gas a 300 K cuando
la presion es de 10° mm Hg (condiciones de gas ideal). ;Cuéantas moléculas hay en un cubo de 1 mm de lado
en dichas condiciones?

Considerando el gas ideal:

174 RT 4 kKNT N 1% 321 1019 moléculas 391 1010 moléculas
= = = - — = — =3, . " _ 3 .
Y " P V kT m3 Tm?

Problema.- Las bombas de vacio modernas permiten alcanzar una rarificacion hasta p=4-10"° atm (a la
temperatura ambiente). Hallar el nimero de moléculas de un gas en 1 cm® y la distancia media entre ellas bajo
esta presion.

pV = kNT
N »p moléculas moléculas
=—=—=100——F=10°>————
TV TR m3 cm3

La distancia media entre ellas:
d=1/10"5 = 0.2 mm
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Teoria cinética de gases

1.2 Colisiones de las moléculas de un gas.

Coordenadas esféricas. \ 2
~ a,
Ecuaciones de transformacion de coordenadas esféricas a g a
coordenadas cartesianas It
0 S %
x = rsin(@) cos(¢) ~ 7 E
i —z=rcosh
y = rsin(0) sin(¢) = : —>
A .
z =rcos(0) R - Q_ et D pcosd
y=psind p=rsinQ
Ecuaciones de transformacion de coordenadas cartesianas a
coordenadas esféricas:
r=4x>+y?+2z%2 ; re [0,0)
-1 z
0 = cos' | ——————=| ; 6 € [0,7]
VX2 +y2 + 22
-1 (Y
¢ =tan (;) ; ¢ € [0,2m]
e
Angulo sélido. /f 0w ds
/ ZE
Se define el angulo sélido Q bajo el cual se ve una superficie S desde el punto / r/v ds cosd
P como el area de la proyeccion conica de dicha superficie sobre una esfera de /
radio unidad centrada en P. /
El angulo sélido de cualquier superficie cerrada, desde el interior, es 47 sr
u,dS dScosf dS,
N = = =
r? r? r?
Tomando un sistema de coordenadas esféricas:
dsS, = r?sinf dod¢ :
dSn, _
dfgy = —2 = sin6 dOd¢ .
7 sin 8—
El angulo solido que subtiende una superficie cerrada equivale al
angulo solido de una superficie esférica, independientemente de la 4V = (- @6)(r sin 6 d) dr
forma de la superficie cerrada: =720 dé dg dr
u,ds
d =4m sr ; 0N = 5
r
s
Distribucion de colisiones.
(ST y

El postulado basico de la teoria cinética de los gases es que las
direcciones y las magnitudes de las velocidades de las moléculas
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Teoria cinética de gases

estan distribuidas al azar. Vamos a determinar los choques de moléculas del recipiente que impactaran contra
un elemento de superficie de la pared.

En un sistema de N particulas, el nimero de particulas cuyas velocidades, de cualquier modulo, se encuentran
en un angulo solido dQ:

N
dNgy = ;—sin 0 dode

De N moléculas que se encuentran en el recipiente, consideremos aquellas dN,
que tienen una velocidad de v hasta v+dv. De todas estas moléculas, durante
el tiempo At llegaran al area AS y chocaran contra ella las moléculas
contenidas en el cilindro oblicuo de base AS y altura vcosOAt. La cantidad de
estas moléculas sera:

dfg ¢ dS vcos O dt
dnv,e,,¢ = dNV 417,- V

Definimos la velocidad promedio de todas las moléculas de la forma:

(v)=%Jdev

Para integrar todas las posibles colisiones, consideraremos todas las particulas
que se encuentran en un angulo sélido de un hemisferio ya que representa la
zona de la que provienen las particulas; entonces, la cantidad de colisiones
contra el area AS, durante el tiempo At, de las moléculas que viajan en las
direcciones contenidas en los limites del angulo solido 27 sr y cuya velocidad
tiene valores entre v y v+dv:

dN,ASvAt (/2 ] 2 dN, ASvAt Object Surface
dn":ZLTJ;, cos@ - sinf - d6 ; d¢=v4—v :
ASAt ASAt (N
N=y Vi =g (V)V)

Por lo tanto, el nimero de colisiones por unidad de superficie y unidad de tiempo:

SETCIA W

En caso de que las velocidades respondan a la distribucion de Maxwell-
Boltzmann, la velocidad promedio:

(v) = 8RT ces0dt !
V= Py

Problema.- ;Qué fraccion de las moléculas de un gas tienen velocidades cuya direccion corta el area limitada
por el cono de angulo sélido 6=45°, 66=0'05 rad, 6¢=0'05 rad?

En un sistema de N particulas, el nimero de particulas cuyas velocidades, de cualquier médulo, se encuentran
en un angulo solido dQ: dNg ¢
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Teoria cinética de gases

dNg 4 = isin 0 dod¢ — Aoy = isin 6 AOAp = 1.41-107*
0.0 = 4 N  4n '

Problema.- Calcular el nimero de moléculas de un mol de gas, cuyas velocidades estan en el angulo s61ido
definido por: 6=30° 306=0¢p=1"

Teniendo en cuenta que un mol de gas contiene un numero de Avogadro de moléculas, tendremos:
dNg 4 = &sin 0 dOdp — ANg 4 = &sin 0 ABA¢ = 5.64 - 10! moléculas
99 = 4n 99 = 4 ’

Problema.- Se tiene una burbuja de aire, esférica, de radio r=0.1 mm a p=1 atm y T=300 K. ;Cuantas
moléculas de aire hay en ella? ;Cuantas veces por segundo, por término medio, choca cada molécula de aire
con las paredes?,

El numero total de moléculas, considerando gas ideal:

N VN
pV = —RT - N =2 A

N, rT = 1.026 - 10**moléculas

El numero de colisiones contra la pared del recipiente, por unidad de superficie y tiempo, sera:

1N _ 1
ZV(V) —Zn(V)

Teniendo en cuenta la velocidad media de las particulas, dada por la distribucion de Maxwell-Boltzmann, el
numero de colisiones 1 que colisionan contra un elemento de superficie AS, sera:

N 3N molec
%4

= = 2.45-10%° ; (v) = 8RT—4682 ; —1AS()—3601 1020
=13 2 el V) = nPM_ 2m/s ; n—4 n(v) = 3.

El nimero de veces por segundo que colisiona una molécula sera:

n=

# colisiones
=———  =1351-10°
# moléculas

Problema.- Calcular el nimero de choques por segundo de las moléculas de aire, en condiciones normales
sobre 1 mm? de pared. Densidad del aire en condiciones normales: p=1.293 g/1.

El numero de colisiones contra la pared del recipiente, por unidad de superficie y area, sera:

2y =20
AL

Teniendo en cuenta la velocidad media de las particulas, dada por la distribucion de Maxwell-Boltzmann el
numero de colisiones 1 que colisionan contra un elemento de superficie AS, sera:
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Teoria cinética de gases

N N,
n=-nAS(v) ; n= 7= I% = pP_MA = 2.6947 - 102°molec/m3
8RT RpT 8p
Wy=|— ; Py=—-o() = |—=446.7m/s
TPy 14 Tp

n= ZnAS(v) = 3-.10%! colisiones/s

Problema.- En un recipiente de capacidad V=3.6 litros se hace el vacio hasta p=0.0001 mm de Hg. Este
recipiente queda en un ambiente a T=300 K y po=1 atm (Densidad del aire en condiciones normales: pp=1.293
g/1.) y por tener un pequeiio orificio la presion aumenta en diez horas hasta ser de p=1 mm de Hg. Calcular el
area del orificio.

En primer lugar, calculamos el peso molecular a partir de la densidad:

PRT
p =p(Py/RT) - Py = T = 28.9 g/mol

Suponemos que, al ser muy pequefia la presion en el interior, no escapan moléculas del recipiente. Vamos a
determinar las moléculas exteriores que entran en el recipiente (desde el exterior):

= E ()

Podemos calcular n como:

8RT Do 25 3
VY= |—= 8m/s; n=—=2. . molec/m
) — 468.8m/ T 2.4475-10 lec/
M

Por lo tanto, las moléculas que han entrado en el recipiente son:

_ASAt

n= n{v) = 2.8685 - 1027 ASAt moléculas

Las moléculas 1 que han entrado, y se encuentran en el recipiente, son:

n= (Prinat = Piniciar)V

— . 1020
T 1.1592 - 10“"molec

Sustituyendo el tiempo de 10 horas, queda AS = 1.12 - 10712m? = 1.12 - 10~ 8¢m?

Debe tenerse en cuenta, en este problema, que también existen colisiones desde el interior del recipiente sobre
el orificio de la pared y que saldrian al exterior (que podrian calcularse con la misma metodologia aplicando
la presion interior); sin embargo, como en el instante inicial y final la presion interior es varios érdenes de
magnitud inferior a la exterior las colisiones del interior son practicamente despreciables respecto a las del
exterior. En caso de que las presiones hubieran sido similares, deberian haberse calculado las moléculas que
entran y las que salen, a la hora de analizar el aumento de presion interior.

Por otra parte, en la solucion del problema se ha aportado el dato de la densidad del aire en condiciones
normales (273.15 K) cunado el problema se resuelve a 300 K. En el caso del aire, la temperatura afecta de
forma relevante al cambio de la densidad y puede comprobarse al calcular el Py del aire con dicho dato de
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Teoria cinética de gases

densidad, obteniéndose un valor mas elevado del correcto (que equivale a 28.9 g/mol). Por poner un ejemplo,
la densidad del aire a 15 °C es de 1.255 g/l y a 25 °C es de 1.19 g/I. Por lo tanto, para una resolucion precisa
del problema, deberian tenerse en cuenta los valores correctos de densidad y temperatura

Problema.- ;Cuantos impactos moleculares recibe, por segundo, 1 cm? de superficie expuesta al aire a 1.0 atm
y 300 K? Supdngase que la composicion molar del aire es 21% de O, y 79% de No.

En primer lugar, determinamos las velocidades medias <v> del oxigeno y nitrogeno:

(V)o, = ORT = 445.5 VIn, = ORT = 476.2
V)o, = TfPM,oz_ Sm/s; (), = ”PM,NZ_ .2m/s

El nimero de moléculas totales por unidad de volumen sera:

n=.5= 2.45 - 102> moléculas/m?3

de las cuales, el 21% son oxigeno y el 79% nitrogeno

La velocidad media <v> de la mezcla de gases se determina como una media ponderada por su abundancia
relativa:

1 1
n= Zn(v) = Zn(O.Zl - (V)o, + 0.79 - (v)y,) = 2.88 - 102moleculas/s

Problema.- Calcular el nimero de gramos de N, que chocan por segundo contra las paredes de un balon
esférico de 500 cm® de capacidad, conteniendo 0.40 g de N> a la temperatura de 27° C.

La masa equivalente, sera el producto de la masa de una molécula de N; por el numero de colisiones contra la
pared del recipiente, por unidad de superficie y tiempo, sera:

mZV(V) = mZn(V)

El nimero de moléculas por unidad de volumen:

m m
p=—RT;n P

7h === WNA = 1.721 - 10%% moleculas/m3

Teniendo en cuenta la velocidad media de las particulas, la expresion del volumen y la superficie:

3V\%/3 8RT
S=4nr? =4n (—) =0.031m?; (v)= |— =476.3m/s
4r TPy

1 Py1 . 9
M olisiones = mzn(v) = N_Aznﬁ/) =95268-10 m

1
Meotisiones = mZn<V>S = 29533 1039/5
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Problema.- Calcular la presion de vapor de sodio a la temperatura de 261°C sabiendo que a través de un
pequefio orificio de 0.25 mm? de seccion, practicado en la pared de un balén conteniendo sodio liquido en
equilibrio con su vapor, pasan 6.2-10* g de sodio en 2 horas.

La masa que sale por el orificio sera la masa de una molécula multiplicada por el nimero de colisiones que
llegan a dicho orificio, y por la superficie y el tiempo:

1N Py 1 AMN,
Mexpuisada = mZV<V>SAt = N_AZn<V>SAt on= S (v)AtPy
donde:
(v) = 8RT_701m M—861 10711 g
vi= mPy s At 9ls

Por lo tanto, sustituyendo:

n=51468-10' = I‘% S p =0.3786 Pa

Problema.- Se estima que la presion de vapor de la plata a la temperatura de 2000 K es 170 tor. Calcular el
numero de gramos de plata que chocan, por centimetro cuadrado y segundo, contra las paredes de un recipiente
conteniendo plata en equilibrio con su vapor a dicha temperatura.

1 torr es una medida de presion que equivale a 1 mm Hg; por lo tanto, la equivalencia en el sistema
internacional es 133.32 Pa:
La masa de las colisiones, por unidad de superficie y por unidad de tiempo, sera:

1N
Meotisiones = m ZV (v)
8RT m D g
(v) = o 626—; n=.=821 10%3 = M_pjisiones = 2.3 - 104%

Problema.- En un recipiente de capacidad V=3.6 litros se hace el vacio hasta p/=0.0001 mm de Hg. Este
recipiente queda en un ambiente a T=300 K y presion exterior de po=1 atm (Peso molecular del aire seco 28.9
g/mol). El recipiente tiene un pequefio orificio de radio r=0.1 mm. Determinar:
a) El nimero de moléculas, en funcién del tiempo, en el interior del recipiente.
b) La presion, en funcion del tiempo, en el interior del recipiente.
c) El tiempo transcurrido hasta que la presion interior del recipiente se acerque al 80% de la presion
exterior.

A lo largo del problema consideraremos que la temperatura exterior es la misma que la temperatura interior.

El nimero de moléculas que entra en el recipiente, en la unidad de tiempo es constante, ya que la presion
exterior no varia, y de valor:

dN, 1/(N 1
—ezzmda = Z(V) (v)§ = Z(V)SIIZ—; =a =9.0072 - 10'° moléculas/s
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Por otra parte, las moléculas que salen del recipiente lo haran a un ritmo no constante, dependiente de la presion
que exista en el interior del recipiente:

stalida _ 1

N
dt ~ 4\v

( )(V)S =b-N = (10"3- N) moléculas/s

Por lo tanto, el nimero neto de particulas que entra en el recipiente sera la diferencia entre las que entran (ritmo
cte) y las que salen (no cte); Ny sera el nimero de particulas que habia inicialmente en el interior del recipiente:

_Pi., . 1016 4
Ny = kTV = 1.16 - 10°° moléculas

dN dNentrada stalida dN

—_— —_ = — bN = dt

dt dt dt ¢ “4—bN
N(t) AN t 1

f a_bN=Jdt—>N(t)=E[a—(a—bNo)-e‘(bt)]
N, 0

La expresion anterior aporta el valor de Ny cuanto t=0; es decir:

N(t=0) =-[a—(a—bN,)] =N

S| =

Por otra parte, (a-bNy) es aproximadamente igual a “a” dado que 10'°-10"°=10"
a
N(t) = 5 (1—e~®9)

Obsérvese que esta aproximacion es equivalente a asumir que, en el instante inicial, el numero de particulas
en el interior del recipiente es practicamente nulo; por otra parte, puede comprobarse que el cociente (a/b) es
el naimero de particulas en el interior del recipiente cuando el tiempo sea infinito; es decir, cuando la presion
interior haya igualado a la presion exterior. Por lo tanto:

a _
N@©) =5 (1- e~®)) = 8.81- 10%2[1 — e~ (107°0)]
La ecuacion horaria de la presion:

kT kT a .
p(t) = 7N(t) = 73(1 — e—(bt)) = Po(l — e—(bt)) — Po[l —e—(10 3t)]

El tiempo transcurrido hasta que la presion hasta que la presion se acerque al 80% de la presion exterior lo
podemos despejar de la ecuacion de la presion:

bo

08=1—e (1070

t=—

103 In(0.2) = 1609 s = 26.82 minutos
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1.3 Teoria cinética de gases.

La teoria cinética de gases es el resultado mas fundamental de la Fisica estadistica ya que supone la union del
punto de vista microscopico de las particulas, representado a través de la energia cinéticas de las mismas
(velocidad y masa), con el punto de vista macroscopico, representado a través de la ecuacion de los gases
perfectos (presion y temperatura). Tomaremos el modelo de gas ideal.

Gas ideal: en los gases las moléculas son numerosas y la separacion promedio entre ellas es grande en
comparacion con sus dimensiones (ocupan un volumen despreciable en el contenedor; se consideran

particulas).

Leyes de la mecanica y movimiento aleatorio: las moléculas obedecen las leyes de movimiento de Newton,
pero como un todo tienen un movimiento aleatorio (cualquier direccion y cualquier rapidez)

Colisiones elasticas: las moléculas interactian s6lo mediante fuerzas de corto alcance durante colisiones
elasticas. Esto es consistente con el modelo de gas ideal, en el que las moléculas no ejercen fuerzas de largo

alcance unas sobre otra.

Las moléculas tienen colisiones eldsticas contra las paredes. Estas colisiones conducen a la presion
macroscopica sobre las paredes del contenedor.

Gas homogéneo: el gas en consideracion es una sustancia pura; es decir, todas las moléculas son idénticas.
* Hablaremos de moléculas del gas, aunque se traten de gases monoatdmicos.
» Las distancias entre las moléculas son grandes para despreciar interacciones (salvo las colisiones).
* Se desprecia la accion de la gravedad.

* Las colisiones contra las paredes del recipiente son elésticas.
* El momento se conserva; las colisiones entre moléculas no cambian el momento total del sistema.

Interpretacion cinética de la temperatura.
Vamos a establecer el modelo analitico que cumple todas estas condiciones:
Las velocidades medias, a lo largo de los ejes coordenados, son nulas:

(vx) = (vy) = (172) =0

Las velocidades a lo largo del eje X no estaran relacionadas con las velocidades a lo largo del eje Y 6 Z; esta
independencia implica:

(vE) = (vf) = (v)
v2 = v+ v +v7 - (v?) =3(vf)
Las moléculas que, en un intervalo At, tienen posibilidad de colisionar con la pared son las que se encuentran

a una distancia |v4At. El cambio en el momento, tras la colision (elastica que conserva el momento lineal) de
una particula que se desplaza paralela al eje X:

AP =2mv,
e Pared Antes del chogue
El cambio tras la colision de Ny particulas: \| \'“x% >V
'3 --f‘/// X + _Vx
AP = 2mN,v, = Después del choque
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Dado que tienen velocidades arbitrarias, podemos suponer que solamente colisionan la mitad de las moléculas
que se encuentran en el volumen, dado que so6lo la mitad, en promedio, tendran velocidad hacia la parte positiva
de las X. Por otra parte, las moléculas Ny que golpean la pared, en un tiempo At, son la fraccion del total de
moléculas que ocupan el volumen A-vy-At; estas condiciones las expresamos como:

N
N, =VAvat ; v2 ——(vx)

Si n=N/V es el nimero de particulas por unidad de volumen:

Y -
AP = mn(vZ)AAt il

~ d

Entonces, la fuerza ejercida sobre la pared de seccion A: Vi :/

I

=E

AP { |
F=A_t = mn(v2)A /v I

Y la presion, p:

e e

8]

1
=mn(v?) - pV =2N <2

x|

o)

Utilizando la ecuacidon de los gases perfectos:

1\ 2/N\1
pV = NkT - NkT = 2N<Emvx> :5(7) (E"“’ >

3 1
EkT = <§mv > = Ek trastacional

La temperatura absoluta definida, por ejemplo, para un termometro de gas ideal es una medida directa de la
energia media de traslacion de las moléculas del gas

La energia cinética traslacional promedio de cada molécula es 3 kT; ademas de la energia cinética traslacional,

las moléculas también tienen energia rotacional y vibracional; sin embargo, solo la energia cinética es relevante
en el calculo de la presion ejercida sobre las paredes del contenedor de gas.

La energia traslacional de n moles, con N moléculas:

Ey = SKNT = SnRT
K = =an

Por lo tanto, la energia cinética traslacional es (3/2)kT por molécula y (3/2)RT por mol.

Velocidad cuadratica media:

3kT 3NAkT 3RT 3pV 3p > 3RT
= = =— 2 Upps = (V?) =
P Py

(v?) =

Nom ~— Py nPy
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Rapidez media cuadratica

Masa molar Upms Masa molar Vrms
Gas (g/mol) a 20°C(m/s) Gas (g/mol) a20°C(m/s)
H, 2.02 1902 NO 30.0 494
He 4.00 1352 O, 32.0 478
H,O 18.0 637 CO, 44.0 408
Ne 20.2 602 SO, 64.1 338
Ny o0 CO 28.0 511

Cada grado de libertad aporta (1/2)kT a la energia de un sistema, donde posibles grados de libertad son aquéllos
asociados con la traslacion, rotacion y vibracion de las moléculas.

Velocidad de efusion: La efusion es el proceso que ocurre cuando un gas que esta bajo presion escapa de un
recipiente hacia el exterior por medio de una abertura.

’310
Vefusion = V (v?) = ?

La termosfera es una de las capas de la atmosfera terrestre (la cuarta especificamente) llamada asi por las
elevadas temperaturas que se alcanzan en ella debido a que los gases estan ionizados (por eso también se
denomina ionosfera). Si el sol esta activo, las temperaturas en la termosfera pueden llegar a 1500 °C

La temperatura es una interpretacion de la teoria cinética

US Standard Atmosphere (1976)

Thermosphere
(heated by oxygen absorption of solar UV)

Mesopause

Mesosphere

upper atmosphere

Stratopause

£
=
=
=
2
]
T

Stratosphere

(heated by ozone absorption
of solar UV)

Tropopause stratosphere

Troposphere troposphere
(heated by surface absorption of solar visible)

1072 10°
Pressure (hPa)

Problema.- Un haz paralelo de moléculas de N, que se desplaza a una velocidad v=400 m/s, incide sobre una
pared bajo un angulo ¢=30° a su normal. La concentracion de las moléculas en el haz n=0.90-10°cm™. Hallar
la presion que el haz ejerce sobre la pared, considerando que las moléculas se reflejan de ésta de acuerdo con
la ley del choque absolutamente elastico.
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Aplicamos la segunda ley de Newton, en que la fuerza es la variacion de la cantidad de movimiento; notar el
factor “2” que es diferente de la deduccion de la teoria cinética de gases, porque en este caso el movimiento
de las particulas no es aleatorio:

F=tf _y (v2)A
=7 = 2mn{v

F P
p=o= 2mn(vZ) = 2N—an2 cos? @ = 1.0043 - 10°Pa~1 atm
A

Problema.- Un recipiente de 5 cm® contiene gas N, a la presion de 0.2 atm siendo la velocidad cuadratica
media de 4000 m?/s. Determinar el niimero de moles de N en dicho recipiente.

La velocidad cuadratica media se expresa como:

5 3RT 3pV 3pV
<’|] ) == n=-—
Py nPy (V2)Py

p=0.2-101325Pa ; Py =28- 10_3% ; V=5-10"°m3 > n =0.00271 moles

Problema.- Calcular la velocidad de efusion del gas N, por un orificio de un recipiente que contiene 2 moles
de dicho gas a 25°C

Se denomina velocidad de efusion a la v, pygi6n = +/(V?)

f3p
Vefusion = V (v?) = ?

p RT
—=—=1288.5-103m?/s?
p Py

La ecuacion del gas ideal:

La velocidad de efusion: vepygien = (V%) = 515.4%

Recorrido libre medio.

El recorrido libre medio es la distancia media recorrida por una molécula =
entre colisiones. En un tiempo corto dt, una molécula con rapidez v recorre < VS
una distancia v-dt, chocando con cualquier molécula que esté en el volumen r [ Pr
cilindrico con radio 2r y longitud v-dt. El volumen del cilindro es 4nrvdt. > —@ —UH—-—f—I—“—
Hay N/V moléculas por unidad de volumen, por lo que el nimero dN de las S \ 7
que tienen su centro en este cilindro es: - \

' % vt %l

N
dN = 4nr2vvdt
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La ecuacion anterior es aplicable en el caso de movimiento de una sola molécula (el resto en reposo); por eso,
el analisis se complica mucho mas si todas las moléculas se mueven a la vez, en cuyo caso los choques son

mas frecuentes, y la ecuacién anterior debe multiplicarse por un factor V2 ; asi, el nimero de choques por
unidad de tiempo, considerando todas las moléculas:

dN _ 4m\2r?vN
dt Vv
El tiempo medio entre choques, llamado tiempo libre medio es el reciproco de dicha expresion.

_ |74
4m\2r2vN

tmed

La distancia (o camino) libre media es la distancia promedio que recorre una particula antes de colisionar. Se
calcula como el producto del tiempo medio entre colisiones y la velocidad promedio de la molécula; por lo
tanto, usando la ecuacidn del gas ideal, tendremos:

kT _ 1
Am\2rip V2 (g) Td?

A= Vavgtmea =

Si se aumenta la temperatura a presion constante, el gas se expande, la distancia media entre moléculas se
incrementa y A aumenta. Si se aumenta la presion a temperatura constante, el gas se comprime y A disminuye.

Problema.- Calcular el recorrido libre medio de las moléculas de aire contenidas en una habitaciéon a 1 atm de
presion y 25°C. El radio de las moléculas de aire se considera r=1.5-10"1" m.

La densidad de particulas, por unidad de volumen:

N

_Y_P _5c. 1025 3
n_V_kT 2.5-10*°mol/m

Problema.- Una vasija de 2 litros contiene nitrogeno a 1 atm y 25°C. a) ;Cuantos choques por segundo efectiia
una molécula contra otras moléculas?, b) ;Cual es la frecuencia de choque contra 1 mm? de superficie del
recipiente? (Didmetro molecular medio de la molécula de N», d=3.5 angstroms)

a) Calculamos la velocidad media de las moléculas utilizando la distribucion de Maxwell-Boltzmann; y la
densidad de particulas (N/V) mediante la ecuacion del gas ideal:

= I% = 2.46 - 10°moléculas/m?3

<l=

(v) = 8RT—47468 =
V) = rcPM_ .68m/s ; n=

El ntimero de choques, dN, que solo una molécula de radio medio r verifica en el tiempo dt, viene dado por:

N dN
dN = 4n\/§r2vvdt - = 4m\2r?vn = 6.3 - 10%colisiones/s
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b) El namero de colisiones contra la pared de 1 mm?:

1
N, = ZnS(v) = 2.93 - 10 colisiones/s

Ecuacion de supervivencia.

El numero de moléculas que, tras recorrer una distancia A atin no han sufrido una colision en el intervalo dA
(notar que, ahora, N es el nimero de moléculas que chocan, mientras que en la ecuacion anterior N era el
numero de moléculas total):

—dN = PNdA
Para A=0, N=Nj.
N = Nye P2

Es el nimero de moléculas con recorridos libres mayores que A. El recorrido libre medio Ao sera:

[oe]

1 1
—PA = — = —
PfAe di=5-P 7

[ 2dN
Ay =2 =
0 NO

0

Por lo tanto, el numero de moléculas cuyo recorrido libre medio es superior a A:
N = Nye~%0
El numero de particulas con recorridos libres medios comprendidos entre A y A+dA
N,
dN = TOe"V’IOdA

El nimero de moléculas con recorridos libres medios comprendidos entre A1 y A»

A A
AN=N0<e do—e 10)

Problema.- El recorrido libre medio de las moléculas de un cierto gas es: A¢=3-102 cm. En un mol de este gas,
. Cuantas moléculas hay cuyos recorridos libres sean mayores que A= 4-102 cm? ;Cuantas de recorridos libres
comprendidos entre A1 y A> = 8-102 cm?

a) Por lo tanto, el nimero de moléculas cuyo recorrido libre medio es superior a Ai:
N = Nye */% = 1,59 - 10%3moléculas

b) El nimero de moléculas con recorridos libres medios comprendidos entre A y A2
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A A
AN = N, <e o —e 10) = 1.17 - 10*®>moléculas

[}
Variacion de la concentracién de gases con la altura.

Los gases, a diferencia de los liquidos, sufren comprensibilidad por la gravedad, por lo que su densidad
disminuye con la altura. Por otra parte, a pesar de que la atmosfera es una mezcla de gases, su comportamiento
es, también, el de un gas idea, de acuerdo con la ley de Dalton. Por lo tanto, vamos a combinar la ecuacion de
estado del gas ideal junto con la ecuacion fundamental de la hidrostatica para determinar el comportamiento
de las concentraciones de gases con la altura.

La ley del gas ideal, involucrando la densidad:
V =—RT Ju
= - =
LN P=Prr

La ecuacion fundamental (ecuacion diferencial) de la hidrostatica:
dp = —pgdh

Combinando ambas ecuaciones, asumiendo atmoésfera isoterma y que la aceleracion de la gravedad también es
constante para integrar la ecuacion diferencial, tendremos:

dp _ gPu 9Pu
— =———dh - p(h) =pyex (——h)

RT p(h) = poexp |~ s
En el caso de considerar la temperatura constante, las relaciones entre las presiones y las relaciones entre las
densidades, a una altura dada, son iguales; por lo tanto, también seran constantes las relaciones entre las
concentraciones del gas. Y lo mismo puede decirse para los gases constituyentes de la mezcla, dado que se
cumple la ley de Dalton

p(h) . p(h) . [gas](h) _ _gPM,gas
P po lgasle ( RT h)

Finalmente, si 1 es la relacion entre las concentraciones de dos gases a una determinada altura de la atmdsfera
isoterma, puede determinarse la relacion entre ambos gases a una altura h, en la forma:

9Py, 9Py,
[gasi](h) = [gasi]oexp (‘%h) ; [gasz](h) = [gas,]o exp (— —Z?asz h)
_lgasidn - _lgasilo . @(P , )
7 [gaszln o [gas,], n = 1o €Xp RT \"M.gas; M,gas;

Problema.- Sea n la relacion entre las concentraciones de las moléculas de hidrogeno y de nitrégeno cerca de
la superficie de la Tierra, y 1, la relacion correspondiente a la altura h=3000 m. Determinar a qué es igual la
relacion n/no, si la temperatura T=280 K, suponiendo que la temperatura y la aceleracion de la caida libre no
dependen de la altura.

Unificando la ecuacion de los gases ideales junto con la ecuacion fundamental de la hidrostatica, tendremos,
para el aire mezclado o para cualquiera de los gases componentes (ley de Dalton):
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[Ho(h) (_gPM,Hz ) LAION (_Mh)

— = X
[Hz]o RT [N2]o RT

gh
n ="no €Xp (ﬁ (PM,N2 - PM,H2 ))

T 139

No

Problema.- En un recipiente vertical infinitamente largo se encuentra un gas que se compone de dos clases de
moléculas de masas Pmi y Pm2, siendo Pv2>Pwmi. Las concentraciones de estas moléculas en el fondo del
recipiente son iguales a n; y ny, respectivamente, con la particularidad de que n>n;. Considerando que la
temperatura T no varia con la altura y que la aceleracion de la caida libre es igual a g, hallar la altura h, a la
cual las concentraciones de ambas clases de moléculas seran idénticas.

P
ni(h) =nqexp (— gR¥1 h)

P
n,(h) = nyexp (— gR¥2 h)

nq (h) nq gh nq gh

b= RT In(ny) —In (n,)
) Py1 — Py

Problema.- La expresion que aporta la velocidad media cuadratica de los gases, de acuerdo con la teoria

cinética es: vV, = +/3kT/m. Relacionar este dato con la posibilidad de que un planeta tenga, o no tenga,
atmosfera y de qué estaria compuesta dicha atmosfera.

La velocidad que necesitan los cuerpos para salir del campo gravitatorio terrestre es la denominada velocidad
de escape, que se calcula igualando la energia cinética y potencial gravitatoria; es decir:

1 Mm 2GM
Emvesc = GT_Z = Vesc = |72

r2
Sustituyendo los datos de la Tierra (M=5.98-10** kg, r=6.37-10° m) se encuentra que la velocidad de escape
es 11.3 km/s. La velocidad raiz media cuadratica de los gases encontrados en la atmosfera terrestre, a su
temperatura promedio, son: hidrégeno, 1908 m/s; helio, 1350 m/s; nitrogeno, 510 m/s; oxigeno, 477 m/s;
didxido de carbono, 407 m/s. En todos los casos la vims €s menor que la vese y podemos llegar a la conclusion
que ninguna molécula de gas puede vencer la atraccion gravitacional y escapar de la tierra. Este analisis es
grosso modo ya que debe tenerse en cuenta lo siguiente: la velocidad raiz media cuadratica vmms €s una
velocidad promedio, y ello significa que hay muchas moléculas que se mueven con velocidades mayores o
menores que Vims. AUN Si Vims €5 MENOT qUE Vese, UN cierto nimero de moléculas se mueven con velocidades
iguales 0 mayores que Ves,, Y €stas pueden escapar de la tierra, especialmente si se encuentran en las capas
superiores de la atmosfera. De las cifras arriba indicadas, vemos que este efecto es mas importante para los
gases ligeros que para los pesados, y ésta es una de las razones por la cual el hidrogeno y el helio son escasos
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en nuestra atmosfera. Se ha estimado que, debido a este efecto gravitatorio, el hidrogeno escapa de la tierra a
un promedio de 1,3 x 10'" dtomos por segundo, lo cual equivale aproximadamente a 600 kg por afio. Sin
embargo, esto no representa la pérdida total de hidrogeno de la superficie terrestre, y la pérdida neta puede ser
diferente debido a otros procesos. Para el planeta Mercurio, la velocidad de escape es mucho menor que para
la Tierra; lo mas probable es que haya perdido casi toda su atmésfera. Lo mismo es cierto para la Luna. Venus
tiene una velocidad de escape casi igual a la de la tierra. Marte tiene una velocidad de escape alrededor de 1/6
la de la tierra, y por ello retiene algo de su atmoésfera, pero ha perdido proporcionalmente una fraccion mayor
de su atmosfera. De hecho, la presion atmosférica de Marte es mucho menor que la de la tierra. Para los otros
planetas, la velocidad de escape es mayor que la de la Tierra, y por ello todavia retienen la mayor parte de sus
atmosferas originales. Sin embargo, por otras razones, la composicion de las atmosferas de estos planetas es
diferentes de la de la tierra.
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2 Teorema de equiparticion de la energia

2.1 Teorema de equiparticion de la energia.

Lateoria cinética de gases establecid que la energia cinética promedio asociada con el movimiento traslacional,
NP . 1 1 .
en cualquier direccion, es: por cada molécula: > kT, y por cada mol: > RT. Cuando un sistema se encuentra en

e e L e . . . 1 . 1 .
equilibrio, tiene una energia cinética promedio, por molécula, de 3 kT, 6 por mol: 3 RT asociada a cada grado
de libertad. Por ello, la energia cinética traslacional de un gas es:

Ey = S NKT = SnRT
K =NeE=on

Si la energia de una molécula, asociada con su movimiento en una direccion, se incrementa (por colisiones
entre moléculas o en una fase de compresion del gas), instantdneamente redistribuira la energia afnadida.
Cuando el gas se encuentre en equilibrio, de nuevo, la energia sera distribuida entre las energias cinéticas
traslacionales asociadas a las direcciones x,y, z

El teorema de equiparticion es un resultado de la mecanica estadistica clasica. Cada componente de posicion
y momento (incluyendo posicion angular y velocidad angular) que aparece como un término cuadratico en la
expresion de la energia, es denominado grado de libertad.

Los grados de libertad tipicos son asociados a la energia cinética de traslacion, rotacion, vibracion y energia
potencial de vibracion.

Términos de energia de la particula:

* Energia cinética de traslacion, en 3 direcciones espaciales: %mvz = %m(vf + 173% + vZZ)

* Energia cinética de rotacion, en cada eje de rotacion: %I w?

*  Energia potencial de vibracion: %K &2
Todas estas formas de energia se pueden expresar como términos al cuadrado del tipo bipi?; existe un término
al cuadrado, de los mencionados, por cada grado de libertad, habiendo f grados de libertad. Por lo tanto, la

energia de la particula queda como:

g = byp{ + byp3 + -+ + bypf

Problema.- Calcular la energia cinética media de traslacion de una molécula de gas helio a 40° C en electron-
voltios.

El teorema de equiparticion aporta, para una molécula en su movimiento de traslacion con 3 grados de libertad,
la siguiente energia promedio:
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3 -21
(E) = S kT = 648107

leV =1.6-1071°] - (E) = 4.05 - 102eV

Problema.- En un balon de 1 litro existen 10*° moléculas monoatdomicas cuya energia cinética media, por
molécula, es 107'* erg. Calcular la presion del gas.

Equivalencia de unidades: 1 ergio(erg)=10" Joules(J)
Aplicando el teorema de equiparticion y la ecuacion del gas ideal

N gy =3P ey = 676310 %ac
n=yo =5 p=gnuE)=6 atm

Problema.- Un vaso cerrado contiene agua liquida en equilibrio con su vapor a 100° C y 1 atm. Un gramo de
vapor de agua a esta temperatura y presion ocupa un volumen de 1610 cm?,

a) (Cuéantas moléculas hay en 1 cm® de vapor?

b) Comparar la energia cinética media de traslacion de una molécula de vapor con la energia que se necesita
para vaporizarla partiendo del estado liquido en las condiciones indicadas.

(Dato: calor de vaporizacion del agua: Lv=2260-10% J/kg.)

a) El nimero de moléculas, por cada grado de vapor de agua es:

Ny N,

N =—==—"—=335-10%?molécul
P~ 18 g/mol moléculas/g

El ntimero de moléculas, en 1 cm?:

_3.35-10**moléculas/g

= . 19 . 3
1670 cm3/g 2.01- 10" moléculas/cm

b) La energia media por molécula nos la proporcional el teorema de equiparticion de la energia:

3 Ve
(E)trasiacional = EkT =7.72-1072] /molécula

El calor latente de vaporizacion del agua, a 100°C, es de 536 cal/g, por lo que la energia media por molécula
seré:

5404189 4181
g mol cal

moléculas
mol

=6.70 - 1072°] /molécula

(E)vaporizacién =

Ny
Por lo tanto:

(E>vaporizacién

=8.7

(E)traslacional
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Problema.- Determinese la energia necesaria para que una molécula de agua escape de la superficie libre a la
temperatura de ebullicion. (Dato: calor de vaporizacion del agua: Lv=2260-103 J/kg.)

Consideraremos que la energia térmica Q suministrada a una molécula de agua se invierte en extraerla del
liquido, E, y darle una energia cinética traslacional propia del vapor a 100°C, <E>.

Q= (E>traslacional +E

540-18-4.18
Q=————=6.70-10"2% /molécula
Ny ;
(E)trasiacional = EkT =7.72-1072Y] /molécula

E=0Q- (E)traslacional =59.2- 10_21]/m01écula

Problema.-Suponiendo que la temperatura maxima de la superficie de la luna sea de 150° C, demostrar que es
imposible que nuestro satélite pueda tener una atmosfera de hidrogeno.

Para que la Luna pueda tener una particula de masa m a la distancia r de su centro es preciso que la energia
potencial gravitatoria sea superior a la cinética traslacional de la particula; es decir, debe cumplir la siguiente
condicion:

Mim 3 3k R, _,
>—kT >m>=-—=—T =3.16-10"%"kg

G
R, ~ 2 2G M,

Si suponemos moléculas de hidrogeno monoatémico, my=1.6725-10" kg <3.16-10" kg

Si suponemos hidrogeno diatdmico, H», la condicion se cumple con muy poco margen. Sin embargo, la energia
propuesta por el teorema de equiparticion es la media de las particulas y la masa es muy poco superior al valor
critico, por lo que habria habido muchas particulas de energia superior a la de escape y, también, al cabo de un
corto intervalo de tiempo habria desaparecido todo el hidrégeno.
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2.2 Energia traslacional, rotacional y vibracional de las moléculas de un gas.

La energia cinética traslacional (del cdm) media de las moléculas de un gas, debida a su movimiento de
traslacion es (3/2)kT por lo que cabe suponer que corresponde a (1/2)kT por cada grado de libertad. Si el
movimiento del cdm se produjera en el plano, la energia media seria kT

En un gas ideal monoatémico, no existen términos de energia rotacional, vibracional, etc. Solo existe la energia
traslacional, con tres grados de libertad. La energia y la ecuacion del gas ideal se expresan como:

3
(E)=>KT ; pV =NkT

Por lo tanto, la relacion entre otras magnitudes termodinamicas macroscopicas como la presion y la energia
quedan como:

B =2 p=2up)
“2n PT3T
Considerando la rotacion: si la molécula es lineal se necesitan dos
angulos para fijar su orientacion. Por lo tanto, su energia sera kT,
y la del gas de N moléculas serda NkT.

En el caso del movimiento vibracional, una molécula diatdbmica
lineal sélo tiene un grado de libertad (modo normal de vibracion)
pero en este caso se compone de dos términos de la energia: cinética
y potencial, cuyo valor medio es el mismo. Por eso cuenta como
dos grados de libertad: su energia serda kT, y la del gas de N
moléculas sera NkT

X

A temperaturas suficientemente altas, como para que kT sea grande

respecto al espaciado de los niveles de energia asociados con un cierto grado de libertad de las moléculas, la
energia molecular media, por grado de libertad, es (1/2)kT. La energia vibracional contribuye con la energia
kT por grado de libertad (modo normal de vibracion) debido a la energia potencial involucrada.
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2.3 Grados de libertad.

La determinacion de los grados de libertad de las moléculas se realiza clasificandolos en traslacion, vibracion
y rotacion, partiendo del maximo de grados de libertad correspondientes a todos los 4&tomos individuales que
forman la molécula; es decir: una molécula que tuviera j atomos tendria, inicialmente 3j grados de libertad
considerando que los j atomos individuales pueden trasladarse por las 3 direcciones del espacio (obviamente
no pueden rotar ni vibrar al ser puntuales). Cuando los atomos estan unidos mediante enlaces moleculares,
dichos enlaces no son rigidos (si lo fueran serian ligaduras restrictivas del movimiento) por lo que cambian
cualitativamente el tipo de movimiento. Asi, algunos grados de libertad de traslacion son cambiados a grados
de libertad de rotacion o vibracion

Una molécula constituida por j atomos, tendria 3j grados de libertad de movimiento, clasificados en la siguiente

forma:

Movimiento de traslacion del centro de masas: t=3 correspondientes a las 3 dlmenswnes del espacio.
Movimiento de rotacidn, respecto a ejes principales; si la molécula
es lineal, solo tendra dos posibles rotaciones (ya que los &tomos son
puntuales) y si la molécula no es lineal, tendra 3 rotaciones respecto
a sus 3 ejes principales: r=2 (lineal), r=3 (no lineal) Modos
normales de vibracion: son mas dificiles de identificar por lo que se
calculan restando sobre el total. Asi, v=3j-t-r; los modos normales
de vibracion cuentan por 2 grados de libertad en el teorema de
equiparticion, ya que tienen dos términos de energia implicitos: la
energia cinética de traslacion de los atomos unidos mas la energia

potencial elastica de los enlaces: términos de Ex y Eu :
Por lo tanto, finalmente, tendremos un total e grados de libertad: f=t+r+2-v _
El teorema de equiparticion de la energia, distribuye la energia aportando x/"

(1/2)kT por cada grado de libertad:

Moléculas lineales de N atomos (por ejemplo, CO, con N=3):

Modos normales de vibracion: v = 3N — 3 — 2

(E) = i kT energia de la molécula

U = gNkT energia del sistema

Grados de libertad:

Molécula de CO,

f=t+r+2v=3+2+23N-5)=(6N-5)

Energia mediante el teorema de equiparticion:

(Ey = %fkT - (31v —;) kT

Moléculas no lineales de N atomos (por ejemplo, NH3, con N=4):
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Modos normales de vibracion: v = 3N —3 — 3 Molécula de NH,
Grados de libertad:
f=t+r+2v=3+3+2(3N—-6)=(6N—-6) %

o
Energia mediante el teorema de equiparticion:

(E) = % FKT = (3N — 3)kT 0

Problema.- Un gas que se compone de moléculas N-atdmicas se encuentra a una temperatura T, con la que
se excitan todos los grados de libertad de las moléculas (de traslacion, de rotacion y vibracionales). Hallar la
energia media de la molécula de este gas. ;Cual es la parte de esta energia que corresponde a la energia del
movimiento progresivo?

Moléculas lineales de N atomos:

Calculamos los modos normales de vibraciéon: v = 3N — 3 — 2

Calculamos los grados de libertad: : f =t +r+2v=3+4+2+2(3N —=5) = (6N —5)
Calculamos la energia mediante el teorema de equiparticion:

(E) = %fkT - <3N —g) kT

Moléculas no-lineales de N atomos:

Calculamos los modos normales de vibracion: v = 3N —3 — 3

Calculamos los grados de libertad: : f =t +r+2v =3+ 3+ 2(3N —6) = (6N — 6)
Calculamos la energia mediante el teorema de equiparticion:

(E) = %fkT = (3N — 3)kT
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2.4 Calor especifico molar de un gas.

Gas monoatémico.

La energia interna Eiy de N moléculas (6 » moles) de un gas monoatomico ideal es la energia traslacional de
sus moléculas; es una funcion s6lo de T y la relacion exacta depende del tipo de gas.

3 3
Eine = EK,traslacional = EkNT = EnRT

Si la energia se transfiere por calor a un sistema a
volumen constante:

Q = AE;,; = nCyAT ; si Cy = cte = Ejy = nCyT

_1dEl-nt_3R
7 nodT T 2

Esta expresion predice un valor de Cy de 12.5 J/mol/K
para todos los gases monoatomicos, en excelente
concordancia con los valores medidos de calores Eintrotacionar = NRT
especificos molares para gases como Helio, Nedn,

Argon y Xenon sobre un amplio intervalo de temperaturas. Las pequefias variaciones se deben a que en los
gases reales se presentan interacciones intermoleculares débiles, que no se abordan en el modelo de gas ideal
presentado.

T=300 K Calor especifico molar (J/mol - K)
Gas CP CV CP - CV Y= CP/ CV
Gases monoatomicos
He 20.8 12.5 8.33 1.67
Ar 20.8 12.5 8.33 1.64
Ne 20.8 12.7 8.12 1.64
Kr 20.8 12.3 8.49 1.69

Molécula lineal (Diatomica).

El valor predicho por el modelo para la cantidad Cp-Cyv=R, es el mismo para todos los gases (monoatoémicos y
poliatomicos). Ello es porque esta diferencia es el resultado del trabajo consumido en el gas, que es
independiente de su estructura molecular.

La energia interna de un gas poliatomico incluye energia de los movimientos traslacional, vibratorio y
rotacional de las moléculas, los cuales se activan mediante colisiones y se “acoplan” con el movimiento

traslacional de las moléculas.

Seglin el teorema de equiparticion de la energia, toda la energia disponible se comparte, en promedio, de
manera equitativa por cada grado de libertad independiente.

En una molécula lineal s6lo consideramos 2 rotaciones. La tercera corresponde a un momento de inercia nulo.
En caso de temperaturas bajas en que los modos de vibracion no se han activado, tendremos:

Eint = Eint,traslacional + Eint,rotacional
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1me _Sp 02Tk y=14
VinTar T20 0 tPTzh 0 YES

A temperaturas mas altas, cuando se activan los modos de vibracion, la molécula lineal diatomica tiene un
modo normal de vibracion que contribuye con dos grados de libertad, de los dos términos de energia cinética
y potencial.

Eint = Eint,traslacional + Eint,rotacional + Eint,vibracional

1dE;,, 7
= — =—R : Cp =
V>ndr 27 °F

R ; y=13

Para determinar la relacion entre calor especifico y grados de libertad, vamos a relacionar la ley de Joule y el
Teorema de equiparticion de la energia:

f

Eine = 5 NKT
1dEgm: R f f
dEgne =nCydT - Cy =— d;? =5 Nk=2R

Por otra parte, utilizando la relacion e Mayer, tendremos:

f f+2

Cp =CV+R =ER+R =TR
Y el coeficiente adiabatico:
C 2
— -
r=e,” f —

Para moléculas con mas de dos atomos, las vibraciones son mas complejas que para moléculas diatomicas y
el numero de grados de libertad es incluso mas grande. El resultado es un calor especifico molar mayor al
predicho, lo que esta en concordancia cualitativa con los experimentos.

Cuantos mas grados de libertad tenga disponibles una molécula, mas “formas” habra para almacenar energia,
lo que resulta en un mayor calor especifico molar.

Gas Cp Cy Cp— Gy v=Gp/ Gy
Gases diatomicos

H, 28.8 204 8.33 1.41
N, 29.1 20.8 8.33 1.40
O, 29.4 21.1 8.33 1.40
CO 20.3 21.0 8.33 1.40
Cl, 34.7 25.7 8.96 1.35
Gases poliatomicos

CO, 37.0 28.5 8.50 1.30
SO, 40.4 31.4 9.00 1.29
H,O 35.4 27.0 8.37 1.30
CH, 35.5 27.1 8.41 1.31

“Todos los valores, excepto el del agua, se obtuvieron a 300 K.
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Para bajas temperaturas, el gas hidrogeno diatomico se comporta como un gas monoatdémico. A medida que la
temperatura se eleva a la del ambiente, su calor especifico molar se eleva a un valor para un gas diatémico,
consistente con la inclusion de la rotacion, pero no de la vibracion. Para temperaturas altas, el calor especifico
molar es consistente con un modelo que incluye todos los tipos de movimiento.

Calor especifico molar del Hidrégeno como funcion de la temperatura.
La escala horizontal es logaritmica. (el hidrogeno se licta a 20 K).

[T T TTTTTI [T T TTTTTI [T T TTTTI
30 TR
2
25 — Vibracion
N _|3r
= 20 —2
E Rotacion
— 15— |
O . A 3R
S 2
10 — —
Traslacion
b —
0 [ il [ RN R

10 20 50 100 200 500 1000 2000 5000 10000

Temperatura (K)

Problema.- Determinar el nimero de grados de libertad de una molécula de gas, si su densidad en condiciones
normales p=1.3 mg/cm® y la velocidad de propagacion del sonido en él, v=330 m/s (Dato:

Yp/p

Sustituyendo valores de la velocidad, obtenemos el valor de y=1.4, lo que significa que es una molécula
lineal diatémica; el nimero de grados de libertad se obtiene de:

— 2 —
I=6-D°

Problema.- Determinar la relacion entre la velocidad v del sonido en un gas y la velocidad media cuadratica
de las moléculas de éste, si las moléculas son: a) monoatdomicas; b) diatomicas rigidas.

Usonido = ’ Urms = ’ ()/ — 1)
vsomdo \/7 f + 2
Vrms 3f

a) Caso de moléculas monoatdmicas: =3, n=0.75
b) Caso de moléculas diatomicas rigidas: f=3 traslaciones+2 rotacionales=5; n=0.68
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Problema.- Sea que un gas esté calentado hasta una temperatura, con la que se excitan todos los grados de
libertad de las moléculas (de traslacion, de rotacion y vibracionales). Determinar la capacidad calorifica molar
de este gas en un proceso isocoro, asi como el exponente adiabatico v, si el gas se compone de moléculas:

a) diatomicas; b) lineales N-atomicas; ¢) no lineales N-atomicas.

f f+2 Cp f+2
C, ==R ; Cob =—R ; - =
V=5 P 2 14 Cy f
a) moléculas diatémicas:
7 - ( 7R C 9R 2
= e d = — . = — = —
f v=o s tp ok Y 7

b) lineales N-atomicas:

(6N —5 G <3N 5) R; C (SN 3) R (6N —3)
= —_— e d = —_—— . = —_—— . - —_—
f )= Gy 2) " er 2)" 7 Y= 6N —5)
b) no lineales N-atomicas:
(6N —6) > C,=BN—-3)R; Cp=(3N—2)R BN-2)
- —_ d = — . = J— . - @@
f |4 ) P ) Y (SN _ 3)

Problema.- Un gas perfecto, que se compone de moléculas N-atomicas, se expande isobaricamente.
Considerando que las moléculas tienen excitados todos los grados de libertad (de traslacion, de rotacion y
vibracionales), calcular la parte de calor, comunicado al gas en este proceso, que se consume en el trabajo de
expansion para moléculas:

a) lineales N-atomicas; ¢) no lineales N-atomicas; ¢) monoatdmicas

El primer principio de la Termodinamica establece:

W =Q—AU —» W = CpAT — C, AT w_, A0 _r-1
= — - = — —_ — = e —
F 4 Q Q v

Notar que en esa formula, Cv y Cp no son las capacidades calorificas molares (J/mol/K), sino las capacidades
calorificas del gas (J/K).

a) Moléculas lineales N-atomicas:

b) Moléculas no lineales N-atdmicas:

GBN-2) w1
Y=GBN=3) "0 (BN-2

¢) Moléculas monoatoémicas:
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Problema.- Hallar la a) masa molar y b) el nimero de grados de libertad de las moléculas de un gas perfecto,
si se conocen sus capacidades calorificas especificas: cv=0.65 J/(g-K) y cp =0.91 J/(g-K).

La relacion de Mayer se expresa para las capacidades molares [C]=J/mol/K de un gas:
CP - CV = R

La capacidad molar y el calor especifico estan relacionados mediante:

m
n-C=m-c>—-C=m-c>C=Py-c
M

La capacidad calorifica por masa [c]=J/g/K se relaciona como: C=c-Pw; por lo tanto, la relacion de Mayer:

R 9
PM(CP_CV):R_)PM=(CP—CV)=32mol
2
=y

& -1)

Lo que significa que el gas es O (diatomico) con 5 grados de libertad, 3 de traslacion y 2 de rotacion. Por lo
tanto, a esta temperatura el gas se comporta como si su enlace fuera rigido sin haberse activado el modo de
vibracion

Problema.- ;Cuantas veces se debe expandir adiabaticamente un gas que se compone de moléculas diatomicas
rigidas para que su velocidad media cuadratica disminuya n=1.50 veces?

3kT  vA T
Vrms = (V) = T Irzms =1.52 =5

v rms

En una expansion adiabatica Q=0; por lo tanto, la ecuacion de Poisson de los procesos adiabaticos:

1

TVV_l—cte—>1— V—I )/_1—>V—I—<1)m
B T \V v o\T'

Al tratarse de moléculas diatomicas rigidas tendra 3 grados de libertad de traslacion y 2 grados de libertad de
rotacion, dado que los modos de vibracion no se han activado: por lo tanto, {=5;

7 vV
f=5; y=§—>7=7.6 ; VI =7.6vecesV

Problema.- En un recipiente cerrado se encuentra una masa de nitrogeno (N2) m=15 g a una temperatura
T=300 K. ;Qué cantidad de calor se ha de comunicar al nitrégeno, para que la velocidad media cuadratica de
sus moléculas aumente en n=2.0 veces?

Calculamos el nuevo valor de la temperatura
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3kT v'2 T
o= | S UM 902 — — 7 = 1200K
m 17r2ms T

Entendiendo que se trata de un proceso isocoro (ya que V=cte) entonces W=0.

Dado que la molécula de N tiene f=7 grados de libertad, entonces Cyv=7/2R

15\ /7
Q = AU = nCyAT = (%) (E) -8.314 - (1200 — 300) = 14030/

Problema.- Un gas que se compone de moléculas diatdmicas rigidas se encuentra a la temperatura T=300 K.
Calcular la velocidad media cuadratica angular de rotacion de las moléculas, si su momento de inercia I=
2.1-10%g-cm?.

Sol.: 6.3 - 10'?rad/s

La energia de rotacion correspondera a la rotacion de los dos ejes principales, lo que equivale a 2 grados de
libertad en el teorema de equiparticion de la energia:

1 1 2kT
(E) = El(wz) = ZEkT = Wrms = A/ (W?2) = ’T =6.3-10%rad/s

Obsérvese que existen 2 grados de libertad correspondientes a las dos rotaciones de la molécula, las cuales
tienen el mismo momento de inercia; el resultado de la velocidad angular habria sido muy similar si se hubiera
calculado para cada rotacion (factor de 1.42).
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3  Mecanica estadistica clasica

3.1 Nociones basicas de probabilidad y combinatoria.

Probabilidad.

Sea una cierta magnitud x de nuestro sistema, que puede tener valores discretos: x;, xz, . . ., Xi, . . ., Xn;
Probabilidad de un suceso x;, P;, es el cociente entre el nimero de casos en que aparezca el suceso
(casos favorables) dividido por el niimero total de casos posibles, N.

N(x;)

P(x;) = N

La funcion de probabilidad se define cuando el nlimero de casos posibles es muy grande; por otra parte,
la funcion probabilidad esta normalizada:

Sucesos independientes: La probabilidad de la aparicion disyuntiva/simultanea de acontecimientos
estadisticamente independientes es igual a suma/producto de las probabilidades de dichos
acontecimientos:

Py = P (x;) + P (x)

P(x;, yn) = P (x;) P (yn)

Problema. - Se tiran 2 dados y se pide cual es la probabilidad de obtener 7. Y si se trata de 2 dados con
8 caras, cual seria la probabilidad de obtener 7 y cual sera el resultado mas probable?

El numero posible de sucesos sera: 62 = 36 y el resultado suma 7 se consigue con los sucesos:
(1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4),(4,2); por lo tanto hay 6 sucesos favorables.
La probabilidad de obtener 7 sera: 6/36=1/6;

En el caso de dados de 8 caras, los resultados posibles son: 82 = 64. Los resultados favorables de suma
7 serian 6, por lo que la probabilidad: 6/64=3/32. El resultado mas probable seria obtener suma 9, con 8
resultados favorables; su probabilidad seria 1/8.
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TIPS 1]

Sea “a” una magnitud muy pequefia y sea ANy el nimero de mediciones 0<x<a; N; mediciones en las
que a<x<2a, . .., ANy en el intervalo de x a x+a. Las probabilidades (o frecuencias) de que el resultado
esté en el intervalo desde x hasta (x+a) son AP,=ANx/N. El diagrama escalonado obtenido recibe el
nombre de histograma.
Frec

El histograma caracteriza la probabilidad de obtencion de los
resultados de las mediciones contenidas en diversos intervalos —
de anchura a. Cuanto menor es la anchura del intervalo a, con ZZA

f(x)=funcién de
distribucidn

mayor detalle sera caracterizada la distribucion de las
probabilidades de los valores de la magnitud x. En el limite, con
a=0, la linea escalonada que limita el histograma se convierte
en una curva continua.

La funcién f (x) que determina de forma analitica esta curva,
recibe el nombre de funcion de distribucién de las
probabilidades. a X
Funcion de distribucion discreta: dado un conjunto de

valores, N, de los cuales el valor s; se repite n; veces. La probabilidad de obtener el valor s; es fi. La
funcién de probabilidad esta normalizada.

= Y ey =1 ) = Y s

El valor medio de cualquier funcién, que dependa de los valores s, g(s), se obtendra ponderando esta
funcién con la probabilidad de obtener el valor s;

1
(9() = ) gGsfi =5 ) glsm
i i
Valor cuadratico medio y raiz cuadratica media:

) = Y Stfi 5 Sems =)

i
(S) # Syms

Funcién de distribucion continua: La probabilidad de
obtener un valor comprendido entre h y h+dh es f(h)dh.

Valor medio de una funcion:

Jf(h)dh =1; (h) =jhf(h)dh f(fr)

hJ L/‘HA!:

@) = [ prman

() = [ 2 RAR 5 s = TR
Desviacion estandar o:

02 = ((x — (x))?) = (x?) — (x)?
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La diferencia entre el valor medio y la raiz cuadratica media depende del valor de la desviacion estandar
Combinatoria.

Se llama variaciones ordinarias de m elementos tomados de n en n a los distintos grupos formados
por elementos de forma que:

*  No entran todos los elementos.

*  Siimporta el orden.

*  No se repiten los elementos.

v m!
M (m = n)!

Problema. En una carrera participan 8 corredores; ;De cuantas formas posibles pueden repartirse las
tres medallas?

Son variaciones ordinarias de m elementos tomados de n en n, ya que: no entran todos los elementos,
si importa el orden y no se repiten los elementos
m! 8!

%mz(m—nﬂ(S;S!

= 336 formas posibles

Se llama variaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n a los distintos grupos formados
por elementos de manera que:
*  No entran todos los elementos si m>n. Si pueden entrar todos los elementos si m<=n.
*  Siimporta el orden.
»  Siserepiten los elementos.
VRyn =m"

Problema.- ; Cuantos numeros de tres cifras se puede formar con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5?

Son variaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n, ya que: no entran todos los elementos
si m>n; si pueden entrar todos los elementos si m<=n; si importa el orden y si se repiten los elementos

VR = m" = 53 = 125 nimeros posibles

Se llama permutaciones ordinarias de n elementos a los distintos grupos formados por elementos de
manera que:

*  Si entran todos los elementos.

* Siimporta el orden.

* No se repiten los elementos.

Problema.- ;De cuantas formas se pueden alinear 4 cartas de una baraja?

Son permutaciones ordinarias de n elementos, ya que: si entran todos los elementos; si importa el orden
y no se repiten los elementos.
P, = n! = 4! = 24 formas posibles
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Permutaciones circulares: se utilizan cuando los elementos se han de ordenar "en circulo", (por
ejemplo, los comensales en una mesa), de modo que el primer elemento que "se sitie" en la muestra
determina el principio y el final de muestra.

PC, = (n —1)!

Permutaciones con repeticion de n elementos donde el primer elemento se repite a veces, el
segundo b veces, el tercero ¢ veces, de tal modo que n=(a+b+c+...), son los distintos grupos que pueden
formarse con esos elementos de forma que :

*  Si entran todos los elementos.

*  Siimporta el orden.

*  Sise repiten los elementos.

n!
ab.c,.. _
PR, ==
a'blc!..

Problema.- Un jugador de ajedrez quiere ordenar en una fila 5 peones negros y 3 peones blancos. ;De
cuantas formas distintas podra hacerlo?

Son permutaciones con repeticion de n elementos donde el primer elemento se repite a veces, el
segundo b veces, el tercero c veces, ... de tal modo que n=(a+b+c+...), ya que: sientran todos los
elementos; si importa el orden y si se repiten los elementos.

abe.. n 8
PRy T alb'c!... 513!

= 56 formas distintas

Se llama combinaciones de m elementos tomados de n en n a todas las agrupaciones posibles que
pueden hacerse con los m elementos de forma que:

*  No entran todos los elementos.

*  No importa el orden.

*  No se repiten los elementos.

m!

Cmn = n! (m —n)!
Las combinaciones con repeticion de elementos tomados de m en n , son los distintos grupos formados
por elementos de manera que:

*  No entran todos los elementos.

* No importa el orden.

*  Sise repiten los elementos.

_(m+n-1)!
CRmn = n! (m—1)!

Problema.- En una clase de 30 alumnos, queremos escoger una comision de 5 alumnos. ;De cuantas
formas diferentes se puede hacer?

Son combinaciones de m elementos tomados de n en n, ya que: no entran todos los elementos; no importa
el orden y no se repiten los elementos
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C _ m! _ 30!
M nl (m—n)!  5!(30 —5)!

= 142506 posibilidades

Problema.- ;Cuantos helados diferentes de dos bolas se pueden formar con los 10 sabores que hay en
una heladeria?

Son combinaciones con repeticion de m elementos tomados de n enn, ya que: no entran todos los
elementos; no importa el orden; si se repiten los elementos

o _(m+n-1!  (10+2—1)!
mrT ol (m—1)!  21(10 — 1)!

= 55 posibles

Pag. 41



Mecanica estadistica clasica

3.2 Distribucion de particulas en niveles de energia.

La estadistica de Boltzmann, que sera estudiada en este tema, esta basada en el analisis de las posibles
distribuciones de particulas de un sistema en sus niveles de energia.

Consideraremos particulas dintinguibles aquéllas que pueden ser etiquetadas e, igualmente, los niveles
de energia entre los que pueden ser distribuidas, aunque el concepto de distinguibilidad es obvio para
los niveles ya que cada uno corresponde a un valor diferente de la energia.

Para aclarar la idea de distinguibilidad, consideraremos que particulas distinguibles provocan nuevas
distribuciones cuando se produce un intercambio de dos particulas entre dos niveles energéticos, pero
un intercambio de particulas en el mismo nivel no produce una nueva distribucion. El numero de
posibilidades de distribucion dependera de si existen o no restricciones.

Distribucion sin restricciones.

Vamos a determinar de cuantas formas se pueden disponer N particulas discernibles en n niveles
energéticos discernibles si no existen restricciones:

Supongamos N particulas y 2 niveles de energia:

La primera particula se puede poner en dos niveles: 2. La segunda también en 2, por tanto, la
combinacion de ambas es 2 x 2 maneras.

La tercera también en 2, por tanto, combinando con las posiciones anteriores: 2x2x2

Y asi sucesivamente hasta llegar al N, por tanto, el total es 2N,
Generalizando la idea a n niveles, tendremos:

TlN — (# niveles)(# particulas)
Distribucion con restricciones de particion.

El nimero de modos distinguibles de colocar N particulas con una determinada distribucion (condicion
de contorno) es el nimero de posibilidades existentes de tener la particion ni, n, n3, ... sera:

N!

T nylny!ng!

Para llegar a este resultado, planteamos calcular de cuantas formas diferentes es posible ubicar un
conjunto total de particulas N, de forma que en el nivel de energia €; se ubiquen n; particulas. Serian las
combinaciones de N elementos tomados de n; en n;.

N!

Q=——
ny! (N —ny)!

El nimero de modos distinguibles de colocar el resto de las particulas de tal forma que n, se encuentren
en el nivel &; de nuevo son combinaciones del total restante (N-n;) elementos tomados de n; en ny:

_ (N —ny)!
" ny! (N—ny —ny)!

Por lo tanto, el nimero total de modos distinguibles de tener la particion nj, ny, ns, ... sera el producto
de todas las posibilidades de ubicacion en niveles calculadas anteriormente:
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N! N!
T nyinging! .o [Ing!

Problema.- Vamos a determinar de cuantas formas posibles pueden colocarse 12 particulas distinguibles
en 3 niveles con 7 en el primero, 4 en el segundo y 1 en el tercero. Si las particulas se distribuyen al azar
(cudl es la probabilidad de que se produzca ese evento?

En este caso, el total de distribuciones se determina a partir de las todas las permutaciones posibles del
total de particulas, dividiendo entre las permutaciones de las particulas que se encuentran en el mismo
nivel. Es decir:

12!

Q=g — 3960

El niimero de casos posibles serian 312; por lo tanto, la probabilidad de esta distribucion seria 3391620 =
0.0075

Macroestados, microestados y particiones.

Se denomina particion a los valores de nimeros de particulas n; que

se distribuyen entre los niveles de energia & y lo representamos -~ - €1
mediante: {ni,n,n3,...}. El conocimiento de la particion de un

sistema conduce a la determinacion del nimero total de particulas y  — % %% *—v— 80
la energia total de sistema, de la forma:

N:Z'I'li 5 E=Z7’li8i
i i

El niimero de modos posibles de distribuir N particulas cumpliendo las condiciones de contorno: N, E,
seré:

_(N+E-1)!
LT B (N - 1)!

La expresion anterior es valida para niveles energéticos equiespaciados, cuantificados e infinitos; es
decir, que las particulas, aun cumpliendo la condicion de contorno de la energia total, pueden situarse en
cualquier nivel porque los niveles energéticos no estan acotados.

Se define macroestado de un sistema a una configuracion determinada compatible con el total de
particulas N y la energia total E; asi, el macroestado estara identificado por una particion determinada
compatible con la energia total. Denominamos microestado a cualquier configuracion del sistema
perteneciente al macroestado (una de las muchas permutaciones posibles de la particion del
macroestado).

Ejemplo.- Sea un sistema de N=13 particulas con una energia total E=8 unidades.

Macroestado posible: 7 particulas (ng) en el nivel fundamental de energia (0) y 4 particulas (n;) en el
nivel (g1) de energia y 2 particulas (n2) en el nivel (g2) de energia. La energia total es, E=7-0+4-1+2-2=8.
Microestados posibles: 25740 microestados que son las permutaciones de la particion {7,4,2}
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El nimero total de microestados, de todos los posibles macroestados que cumplan la condicion e
contorno, serian 125970.

Ejemplo.- Sea un sistema con un total de 7 particulas y una energia total de 3 unidades (3¢) existiendo
niveles de 1 unidad de energia. {eo, €1, €2, €3, €4, €5, &,...}= {0, lg, 2¢, 3¢, 4¢...}
Determinar macroestados, microestados y macroestado mas probable.

Los posibles macroestados del sistema son los que corresponden a las siguientes particiones:
{Ilo,Il1,Il2,Il3, cee }

{6,0,0,1} al que corresponden 7 microestados

{5,1,1,0} al que corresponden 42 microestados

{4,3,0,0} al que corresponden 35 microestados

El total de microestados compatibles con el sistema son 7+42+35=84

Notar que este valor podria haber sido obtenido a partir de la expresion:

_WH+E-1D!  (7+3-1) e
ET R (IN-1D)! T 37—

Por lo tanto, el macroestado mas probable es el que corresponde a la particion {5,1,1,0} con una
probabilidad de 42/84=0.5

Problema.- Determinar todas las posibles distribuciones/particiones de 50 moléculas con una energia
total U=5 unidades donde los niveles disponibles de energia son 0, 1, 2, 3, 4 y 5 unds. Determinar cual
es la distribucion mas probable.

Las posibles particiones y sus probabilidades son:

Particion #microestados | Probabilidad
n0,n1,n2,n3,n4,n5
(49,0,0,0,0,1) 50 1.6e-5
(48,1,0,0,1,0) 2450 7.7e-4
(48,0,1,1,0,0) 2450 7.7e-4
(47,2,0,1,0,0) 58800 0.02
(47,1,2,0,0,0) 58800 0.02
(46,3,1,0,0,0) 921200 0.29
(45,5,0,0,0,0) 2118760 0.67

Para el nimero de microestados compatibles con cada macroestado, hemos aplicado:

N!

nyinyIng! ..

El total de microestados posibles para todas las particiones posibles compatibles con las condiciones de
contorno pueden sumarse los microestados o puede aplicarse:

_WN+U-1)!
ot = 73 (N —1)!
Si en lugar de 50 particulas, se trata de 1000, entonces la probabilidad del macroestado mas probable es

98%; para 1000000 particulas la probabilidad es 99.998%. Téngase en cuenta que los sistemas reales
tienen del orden de 10% particulas.
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Problema.- Un sistema de 3 particulas discernibles a, b y ¢ pueden ocupar los distintos niveles
energéticos de un sistema aislado de energias, O, 1g, 2¢, 3¢y 4¢. ;Cuales son los macroestados y
microestados de este sistema si imponemos la restriccion Xen=9¢?

Los posibles macroestados, W, con las correspondientes distribuciones (ni, nz, n3, n4) son:

N! 3!
2,(0,1,0,02) = =
i ) Lon! 211
!

3
£,(0,0,0,3,0) = CTh 1 microestado
!

111!

= 3 microestados

:(0,0,1,1,1) = = 6 microestados

El numero total de microestados es 10

Obsérvese que en este problema no es posible determinar el nimero de microestados totales mediante la
., N+U-1)! . i . . ]
expresion 2, = w dado que los niveles energéticos estan acotados. Las particulas podrian
seguir cumpliendo la condicion de contorno de la energia total colocandose en niveles Se, 6¢, 7¢, 8¢y 9¢
si hubiera sido posible; y en ese caso, de que no hubiera existido acotamiento en los niveles energéticos,

el namero total de microestados seria 55.

Problema.- Un total de 40 alumnos votan por dos candidatos a delegado de curso: 15 por el alumno A
y 25 por el alumno B. Evalte en esta distribucion: a) la probabilidad termodinamica W. b) La
probabilidad matematica de uno de los microestados correspondientes al macroestado 15A-25B. c) La
probabilidad matematica de encontrar dicho macroestado.

a) El nimero de microestados posibles:

N! 40!

= =4.022-101°
2 ny! 15125

0=

b) El nimero de microestados posibles es: n"¥=2%_ por lo que la probabilidad de uno cualquiera de
los estados del macroestado 15A-25B sera la misma que la de cualquier otro microestado:

13——1—9095-10—13
T 40 T 7
¢) El numero de microestados posibles es: n¥=2%° que corresponde a distribuir los 40 votos

diferentes entre 2 candidatos posibles, de todas las formas posibles.
La probabilidad del estado 15A-25B sera el cociente entre casos favorables entre casos posibles:

4.022 - 1010
P=—————

Sao—— = 0.0365
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3.3 Estado de equilibrio y fluctuaciones.

El postulado fundamental de la mecanica estadistica afirma que un sistema en equilibrio tiene la misma
probabilidad de estar en cualquiera de sus microestados permitidos. Asi, el macroestado que tenga el
maximo niumero de microestados es el macroestado mas probable. La distribucion {ny, n;, ns, ns...} para
la cual P tenga el valor mas grande es la distribucion mas probable de las particulas del sistema entre los
niveles de energia accesibles al mismo.

Si el sistema esta lejos del equilibrio, pequefios cambios en la distribucion del macroestado inicial
(fluctuaciones) dan lugar a grandes variaciones en la probabilidad. El sistema estara cerca del equilibrio,
cuando una fluctuacion del macroestado inicial no cambia apreciablemente el valor de la probabilidad.

Se presentan dos ejemplos de fluctuaciones en que la energia del sistema no cambia, pero corresponden
a muy diferente niimero de microestados. Cuando la probabilidad no cambia, el sistema esta en el
equilibrio.

Determinamos la relacion entre las probabilidades de los microestados final e inicial; obsérvese que la
energia del sistema permanece inalterada:

N!

Q= R
imicial = 702110021 20021 m,! .- 3

2 —e—o——n,=102

N1
Q i - =
final = 703170001 20031 1,! .. s 1=1002
0 -4-0—0-0-0-0—4 ny=2002
_Q .
—Final _ 436
-Qinicial

La probabilidad del microestado de evolucion es mucho mayor que la probabilidad del microestado de
partida; por ello, el sistema evoluciona de forma muy irreversible buscando mayor estabilidad. Es un
estado alejado del equilibrio.

En este segundo caso, las probabilidades de partida y destino del sistema son practicamente idénticas
por lo que se concluye que el sistema se encuentra en el equilibrio con fluctuaciones

i — o+ n,=
final _ 0994 3g n;=155

Oimicial 5 .
equilibrio § & n;=453

le n=1354

0 o009 n;=4015
Obsérvese que lo que define la situacion de equilibrio es la particion del

sistema; esto es, el macroestado.

Problema.- Un conjunto N de 20 particulas idénticas y distinguibles se distribuyen al azar entre 5
niveles de energia diferentes. ;Cudl es la probabilidad de la particion (2,3,4,5,6) respecto a la particion
(4,4,4,4,4)?

Los casos favorables posibles de ambas particiones son:

N! 20!

Q. = =
YT, m! 213141516
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20
@ = 414141414
9, 48 _ 032
Q, 150

Problema.- Los niveles energéticos permitidos de un sistema son Og, 1g, 2¢ y 3¢, siendo € la unidad de
energia. a) ;Cuales son los macroestados y microestados de este sistema para 4 particulas distinguibles
del mismo, cuya energia total es 2€? b) ;Coémo se modifica el nimero de microestados si el nivel 0 €
esta dos veces degenerado y el nivel 1g esta tres veces degenerado?

a)
Estados W, W2
3e
2¢ d a b c
le ab be cd da ac bd
O¢ abc | bed | cda | dab | cd da ab be bd ac
N! 41
macroestado Wy —» ) = Y = 3r0r1ior — 4 microestados
4!
macroestado W, - 2, = ST210100 6 microestados

Existen 2 macroestados, Wi, W> con W;=4 microestados y W>=6 microestados,

b) Cuando existe degeneracion, el nimero de microestados se calcula de acuerdo con:

0 =N!H‘§:lg?i _ 4 23 _ 3y
TOIE ! 310! 1!0!
N!TIE, g 41 2232

QZ — Hl—lgl _ — 216

& ny! 2001210
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3.4 Interpretacion microscopica del primer principio de la Termodinamica.

Un sistema tiene una energia interna E (en Termodinamica se denominaba U a la energia interna)
determinada por la poblacion n; de sus niveles energéticos &i; por lo tanto:

N=2ni ; E=Zni£i
i i

Las variaciones de energia del sistema pueden expresarse de la forma:

dE = Znidsi + z sl-dnl-
i i

Por otra parte, el primer principio de la Termodinamica establece:
dU = 6Q — W

Por lo tanto, podemos identificar los dos términos de la variacion de la energia como sigue: la variacion
de la temperatura en un sistema provoca un intercambio de calor que se traduce en la excitacion de las
particulas y el cambio en sus niveles de poblacion; esto es:

5Q = Z sidni
i

La variacion de trabajo lleva consigo variacion de los parametros externos (por ejemplo, el volumen, si
se tratara de un gas) y, por consiguiente, lleva a un cambio en los niveles energéticos. Por lo tanto:

oW =— z TlidSi

i
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3.5 Distribucion de Boltzmann.

La distribucion e Boltzmann trata de encontrar el macroestado representativo del sistema cuando se
encuentra en equilibrio; y el macroestado mas probable sera el que tiene asociado mayor niimero de
microestados; es decir, el de mayor nimero total de modos distinguibles correspondientes a esa
particion nj, ny, n3, ... El nimero de microestados:

N!

nyinyIng! L.

Condiciones de contorno:
N = z n; , E = Z n;&;
i i

Formula de Stirling:

In(N!) = NIn(N) = N = In () = Nin(N) — 2 nln (n;)

Haciendo maximo el In(£2), para buscar el maximo del nimero de microestados, tendremos:

1

d(In() = d(NIn(\)) — d (Z ny ln(ni)> —0

Por otra parte, las condiciones de contorno nos aportan dos condiciones adicionales sobre la derivada
anterior; la primera es la que restringe el nimero total de particulas:

N=cte—>dN=0;Zdni=0
i

La segunda condicion de contorno es la que establece la energia total del sistema:

dE=0—>Z£l-dni=0yaquedsi=O
i

Reagrupando las condiciones y aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange (véase el
complemento de Multiplicadores de Lagrange) por el cual existen dos parametros de variacion sobre
las diferenciales de las condiciones de contorno, tendremos:

Z[ln(ni) +a+ feldn; = 0 - n; = e~ %e P = pe~ P

L
Condicion de normalizacién: N = 2 n=e“ 2 e Pei=e-az
i i
La funcion de particion, Z, y ley de distribucion de Boltzmann:
& N _s&

7 = e kT ;nizgekT

Distribucion de Boltzmann para niveles degenerados.
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En el caso de degeneracion de niveles, el numero total de modos distinguibles de tener la particion nj,
ny, n3, ... sera:

| A1 N2 T3
_Q:N'gl 95,°93° -
nq!n,ying!

Condiciones de contorno:

szni 5 E=Zni£i
i i

Aplicando la condicion de que la distribucion se encontrard en el macroestado mas probable,
correspondiendo al maximo nimero de microestados, encontramos la funcion de particion, Z, y ley de
distribucion de Boltzmann:

_&i N _E&i
Z:Zgie KT nizggie kT

Fluctuaciones y microestados.

Supongamos que transferimos una cantidad de calor ¢ al sistema y como consecuencia una particula
pasa del nivel ¢;al nivel & Sea ¢ la diferencia energética entre ambos niveles: g= €, ;. Entonces, el
nimero de microestados £2 de los macroestados, origen y destino, cambia.

L n;lng! n:
‘final i Ny y
- ~—==exp(-B(g—¢
Oinicial (le - D! (ne +1)! ny ( ( J k))

rinal
In (Qflna ) = ln(innal) - ln(QiTLiCial) = Aln(Q) — ﬁq

inicial

El cambio en (2 que experimenta el sistema cuando le transferimos una pequefia cantidad de
calor ¢ depende solo de ¢, y no de la disposicion de los niveles de energia, de cuantos niveles de energia
hay accesibles, del espaciado entre los niveles, o si es una o mas particulas las que cambian de nivel.
Excitacion de niveles atomicos.

Ley de distribucion de Boltzmann se puede expresar de la forma:

ny(e) = nge P

ny(e)de sea el nimero de moléculas por unidad de volumen con energia entre € y e+de. ng se define tal
que node es el numero de moléculas por unidad de volumen que tienen energia entre € =0 y € =de

El significado de la distribucion de Boltzmann es tal que todas las moléculas caeran en el nivel energético
mas bajo si la agitacion térmica a una temperatura 7 no excita las moléculas a niveles energéticos

superiores.

La relacion del nimero de atomos en el nivel energético superior al nimero en comparacion con el nivel
energético inferior.

ny(e;) mnoe Fe

= o~ B(e2—€1)
r, = = =e
27 ny(e)  meehu
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r2 es la relacion de atomos que tienen energia €, en relacion con los que tienen energia €.
Al derivar respecto de €, tendremos:

an _ @ e o _ L pplemen <

de, dey kT

Por lo tanto, a medida que &> disminuye, r, aumenta

Problema.- Un sistema de particulas para el que se aplica la distribucion de Boltzmann tiene sus
primeros 5 niveles de energia permitidos en &=0; &=1.106e-20; &,=2.212¢-20; &3=3.318¢-20;
€4=4.424¢-20, respectivamente. a) determinar exp(-€i/kT) para cada nivel cuando el sistema esta a 300K
y 500K; b) encontrar el valor de ¥ exp(-ei/kT) para ambas temperaturas; c) ;cual es el porcentaje de
moléculas que se encuentran en cada nivel a ambas temperaturas?; d) cual ha sido el efecto de la
distribucion de poblacion en el cambio entre ambas temperaturas 300 y 500 K? e) Calcular la energia
total de 1 mol de este sistema a 300 K; f) Determinar las relaciones ni/ng, no/n;, ni/n, a ambas
temperaturas.

_E
a) Para cada nivel energético: e 7, a 300 K

Lo & _& _& _&
e kT =1.0; e kT =0.0693 ; e kT =0.048 ; e kT =0.0003 ; e kT = 0.0
A 500K

_% _&1 _& _& _£4
e kT =1.0; e kT = 0.2015; e kT =0.0406 ; e kT =0.0082 ; e kT = 0.0016
Téngase en cuenta que los términos exponenciales calculados e kT son factores de ponderacion de la
probabilidad de que una particula se ubique en dichos niveles. Por lo tanto, establecen la probabilidad

de ocupacion. A 300 K estos factores son practicamente nulos en los niveles de energia mas elevados.
Sin embargo, comienzan a tomar valores apreciables cuando se eleva la temperatura.

b) a 300 K, el valor de ) e_ﬁ es 1.0744;a 500 K es 1.2519

.y . n;
c¢) La ocupacion de los niveles son: FL’

a300 K

R0 09307 = 93.07% ; 2= 6.45% ; 2= 045% ; —3=003% ; %~ 0.0%
N . . 0, N . o, N . o , N . 0 ) N . 0

a 500 K

M0 7088% ; B =1610% ; 2=324% : B =066% ; —*=013%
N . o, N . 0o, N . o , N . 0 ) N . 0

d) El aumento de temperatura ha producido una redistribucion de las poblaciones hacia niveles mas
altos; la caida de valores es mas gradual.

e) La energia total de nuestro sistema es:
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E = EniEi
i

Y dado que tenemos N /N moles, la energia de un mol:

Ny
E =F -—
1mol N
Otra forma de calcular lo mismo es:
NA NATl.
E =F.—= LE.
1mol N . N i
L
Eimot = N4(0.93 -0+ 0.0645 - 1.10 - 10729 +0.0045-3.31-10729 + 0.03 - 1072 - 4.41 - 10_20) = 496#

W) _ p-B(EzEy)
Tl(El

f) Usaremos la expresion:

A 300 K la proporcion de % = 0.0693; Similarmente los calculos demuestran que % y % son todos
1 2

0
iguales a 0.06392; A 500 K todas las ratios son iguales a 0.20. Esto ocurre porque los niveles energéticos

estan igualmente espaciados.

Problema.- Considere un gas a una temperatura de 2500 K cuyos 4&tomos puedan ocupar sélo dos niveles
energéticos separados por 1.50 eV, Determine la relacion del numero de atomos en el nivel energético
superior al nlimero en comparacion con el nivel energético inferior. Ey—

1.560 eV

kT =0.216 eV

Energia
-

ny (Ez) _

—(Ey;—Eq)/kT — 952 . 10—4
e = Y.
nV(El)

E;

Este resultado indica que en T=2500 K, sdlo una pequefia fraccion de los atomos estan en el nivel
energético superior. De hecho, por cada atomo en el nivel energético superior, hay aproximadamente
1000 atomos en el nivel inferior. El nimero de atomos en el nivel superior aumenta incluso a
temperaturas mas altas, pero la ley de distribucion especifica que en equilibrio siempre existen mas
atomos en el nivel inferior que en el nivel superior.
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3.6 Funcion de particion.

Vamos a utilizar la funcion de particion de la distribucion de Boltzmann para determinar las
principales magnitudes macroscopicas de un gas ideal.

La energia total de un sistema de particulas en equilibrio estadistico, introduciendo la distribucion de

Boltzmann:
N .
U= Z n;g = 52 ;e P
L l

Nd~C" _,  NdZ_ d(nz)

- Bei — " — _

Zdp L € zag - N ap

Y la energia media por particula vendra dada por:

U  d(nz
()= = - (dr[;)

Podemos usar el parametro 3 para caracterizar la energia interna de un sistema; no obstante, desde el
punto de vista practico se define la temperatura absoluta, T, de acuerdo con la relacion inversa: esta
definicion asegura que cuando U crece, también crece T. (kT) tiene unidades de energia, por coherencia
dimensional.

Esta definicion de T es solo valida para un sistema (no valido para una particula) en equilibrio estadistico

1 dT 72
= —_— — = —
P =T dp
Nd(Z)  Nd(Z2)d(T) NkT?d(Z) _ CNT? d(InZ)
Zdp  ZdT dB  Z dT ar
d(InZ)
— T2
(E) = kT?—
c _(OU)
V= \ar/,
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3.7 La entropia de Boltzmann.

En este epigrafe vamos a introducir el concepto de entropia de Boltzmann de forma intuitiva basada en
el nimero de microestados de un sistema en estado de equilibrio. Primeramente, debemos imponer el
postulado de la Fisica Estadistica enunciando el estado de equilibrio de un sistema como el mas probable.
Por otra parte, el estado mas probable es el que tiene asociados mayor nimero de microestados, por lo
que la entropia se deducira haciendo el maximo de la funciéon de microestados.

Para cualquier sistema termodindmico, el estado macroscopico mas probable es el que tiene el mayor
nimero de estados microscopicos correspondientes, el cual es también el estado macroscopico con el
mayor desorden y la mayor entropia.

La union de dos sistemas 1 y II, con nimero de microestados W y W y valores de entropia S; y S,
resulta un sistema con (W W>) microestados, por la funcion de probabilidad de sucesos independientes.
Y la entropia es una magnitud extensiva por lo que la union de los dos sistemas resultara en uno resultante
con entropia (S;+S,); por ello se plantea una entropia estadistica microscopica como:

510C.Ql ;SZOC‘QZ —)SOC!Z:(.Q:['-QZ); S=S]_+Sz
S=a-In(2)+b

La constante b debe ser igual a cero ya que a temperatura T=0 K el nimero de microestados de cualquier
sistema es W=1 y su entropia es S=0; por lo tanto, b=0

[IP%1)

Para determinar la constante “a” vamos a determinar la entropia en

un proceso de expansion de un gas. Tenemos un gas ocupando |, * «*

inicialmente un volumen V; y lo dejamos expansionarse hasta s ‘.' e '
alcanzar un volumen V:. Sea N el niimero de particulas. Para una e o ’ . *

particula, N=1, la probabilidad de encontrarse en Vi, tras la |* & , « ° * .
expansion, sera: T e &
(Vi/Vi)= (2;/926)=(Vi / Vi) V| R ' Vf .

N=2 la probabilidad de encontrarse en V; serd (Vi /Vp)’—>
(2:/06)=(Vi IVt )?

Para 1 mol, N=Na — (£2;/027)=(Vi /Vi )™

La variacién de entropia termodindmica:

AS = Rin (g) =a- (ln(ﬂf) — ln(!)i)) =a-Nyln (%)

R
—>a-NA=R—>a=N—=k=1.038066><10_23]/K
A

S=k-in()

Problema.- ;Cual es el valor de la probabilidad termodinamica de una sustancia cuya entropia es de
10 cal/K?

La formula de Boltzmann de la entropia:

S = klnQ
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Trabajando en logaritmo decimal, tendremos:

S 10418 /K
23k  23-1.38-1023J/K

log 2= =1.32-10%* » Q= 1013210*

Problema.- Escribir la formula de la entropia, de Boltzmann y explicar su significado fisico. Un sistema
de dos niveles de N=nl+n2 estd distribuido en dos estados de niveles energéticos, E1 y E2,
respectivamente. El sistema esta en contacto con una reserva de calor a temperatura T. Si se produce una
emision cuantica simple, la poblacion del sistema cambia n2—»n2-1 y nl—»nl+1. Para valores n1>>1y
n2>>1, obtener la expresion del cambio de entropia para:

a) El sistema de dos niveles
b) La reserva de calor (entorno)
c) A partir de a) y b) deducir la relacion de Boltzmann para la relacion ni/ns.

La formula de Boltzmann de la entropia:
S=k-nQ
Para los casos de transicion de particulas provocados por intercambios de calor, nos basaremos en:

innal _ TlJ'le'
Omiciar  (j — D!y + 1!

~ % = exp (—,B(sj - sk))

Q .
ln( - ) = ln('innal) - ln(ginicial) = Aln('Q) = 'Bq

inicial
a) El nimero de microestados ante de producirse la transicion era:

N!

Q=
inicial nl! nz!
Después de producirse la transicion:
N!

Q=
Fmal = oy, + 1)1 (ny — 1)!

Por lo tanto, la variacion de entropia en el sistema de 2 niveles energéticos es:

AS = ki ( N ) ki ( N >~kl (nz)
sistema = K0 U (g — 1)) gt ) =

b) Dado que el sistema es cerrado, no se produce intercambio de trabajo, por lo que el calor
intercambiado, desde el entorno, es la propia diferencia de Energia producidas entre los dos tnicos
niveles:

E,—E
ASentorno = T

c¢) La variacion total de entropia es nula
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nz E2 - E]_ le _EZ_El
ASsistema + ASentorno = 0 = kin (_> t+—F——>—=e KT

ny T ny

Discusion: la condicion expresada en este problema, de que la entropia total (sistema+entorno) es
constante nos lleva a la distribucion de Boltzmann. Pero la condicion ASgi¢tema + ASentorno = 0 solo
se produce cuando el sistema esta en equilibrio, lo que asegura que la fluctuacion sea un proceso
reversible; téngase en cuenta que la distribucion de Boltzmann solo es aplicable a sistemas en equilibrio.
Por lo tanto, el resultado encontrado es una condicion de la suposicion de la entropia (sistema+entorno)
no cambia. Podriamos decir que es un problema recurrente con un resultado condicionado a la suposicion
de partida: es una fluctuacion ocurrida en un sistema en equilibrio.

Problema.- Un sistema 1 estad formado por N=4 particulas y una energia total de U=2 unidades y un
sistema 2 esta formado por N=4 particulas y una energia total de U=3 unidades; a) determinar el nimero
de microestados de cada sistema, el nimero de microestados totales al juntar los dos sistemas sin que se
produzca interaccion entre ambos (manteniendo la barrera impermeable) y el valor de la entropia: b)
determinar las variables anteriores cuando se elimina la pared impermeable y las particulas se
entremezclan en un sistema combinado. ¢) determinar cual sera la particion del sistema en el equilibrio.

a) Para los sistemas individuales utilizaremos la expresion:

_(N+U-1D)!
ot = 71 (N —1)!

; £ = 10 microestados; (2, = 20 microestados
Entonces el sistema combinado tendra;
Oior = 2 - 2, = 200 microestados
El valor de la entropia de Boltzmann sera:
Seor = kin®,,, =7.31-10723 J/K
Este valor de la entropia es el mismo que el resultante de;
Stot =51 52
b) Determinamos el niimero de microestados teniendo en cuenta un sistema con N=8 y U=5:

_(N+U-D! 12
ET gL (N-1)! 517!

= 792 microestados

El valor de la entropia de Boltzmann se calcula sobre todos los microestados compatibles con las
restricciones del sistema, N y E:

StOt = kln.Qtot = 9.22 . 10_23]/K

Por lo tanto, la entropia del sistema aislado se ha incrementado por el hecho de haber eliminado la
barrera, lo que constituye un proceso claramente irreversible.
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¢) Los posibles macroestados son los siguientes son N=8 y U=5, repartidos en los niveles:

Particion #microestados
n0,n1,n2,n3,n4,n5

(7,0,0,0,0,1) 8

(6,1,0,0,1,0) 56
(6,0,1,1,0,0) 56
(5,2,0,1,0,0) 168
(5,1,2,0,0,0) 168
(4,3,1,0,0,0) 280
(3,5,0,0,0,0) 56

Por lo tanto, la particion en el equilibrio sera el que tiene mayor probabilidad que corresponde a la
particion: (4,3,1,0,0,0)
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3.8 Funcion de distribucion de velocidades de Maxwell-Boltzmann.

Consideramos un gas ideal, compuesto por moléculas no necesariamente monoatdmicas, cuya energia
asociada a los grados internos de libertad esta representada por los estados rotacionales y vibracionales
de las moléculas. Consideraremos la energia cinética traslacional para la determinacion de la funcion
de distribucion de posicion y velocidad.

Las magnitudes de partida seran: i) la energia traslacional de la particula y ii) la estadistica de Boltzmann
como criterio de distribucion de la particion del sistema y por consiguiente la funcion de distribucion de
probabilidad:

mv? mv?
5 ; f=Ce‘BE=Ce_ﬁT

La funcién de distribucion nos proporciona la probabilidad de encontrar una molécula, cuyo centro de
masas ocupa una posicion en el intervalo (r,r+dr) y tiene una velocidad en el intervalo (v,v+dv); esto
es:

mv?

F,D)d37d30 = ce P05 ) raem

Para encontrar el valor de la constante, aplicamos la condicion de normalizacion:

Jd3FJf(F,F)d3F =1>

2 3

_p(m? too g o
CVf e ﬁ( 2 )d3_ =CV U e 2Pmvi dvx] =CV (_) =1
Para cuyo calculo hemos utilizado la integral:

f e“”‘2dx=l i
2Na
0

Por lo tanto, la funcion de distribucion de probabilidad sera:

1, m \3/2 _mv?
= =\g37= 3= _ ST A3713%
f(r,v)d°rd°v = V(erkT) e 2kT d°7rd>v
Que es la distribucion de velocidades de Maxwell para un gas diluido en equilibrio, la cual no depende
de la posicion ni direccion de velocidades: homogeneidad e isotropia del sistema. Para encontrar el
nimero de moléculas que se encuentran bajo dichas condiciones, debera multiplicarse la funcion de
distribucion por N: AN=Nf(v)dv

Sea F(v)dv la probabilidad de encontrar la molécula con una v cuyo médulo v estd comprendido entre
(v,vtdv), en cualquier punto del volumen ocupado. Dado que f(v) en realidad solo depende de v
(modulo), se ha usado el elemento de volumen d’v (véase integrales utiles en los complementos).
Téngase en cuenta que, en un gas de N moléculas, el numero de moléculas serda AN=NF(v)dv.

F(v)dv = f a3r f f@)d3*v = 4nVf(v)vidv >

v<|v|<v+dv
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4 rm 32 m?
F(v)dv=ﬁ(m) vee 2kTdv

De la funcion de distribucion de probabilidad podemos deducir las siguientes magnitudes de interés:
Velocidad mas probable: aquélla para la cual F(v) presenta un maximo:

dF('V) - kT 200 -
dv =0=v= ZZ T=300K
v=> = 160 Curvas caleuladas para
< N = 10° moléculas de nitrégeno
Velocidad media: valor medio de los modulos de las 3 120L "2 o
velocidades: E TN
s ool I
= } I T=000K
P [
Z
@ 8kT  [8RT op N
(v) = vF(v)dv= |-—= |—— Lol
0 T™Tm T PM 0 | | T B B 1 | |
0

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
7 (m/s)
Velocidad cuadratica media

(v?) = Lmsz(v)dv = %

3kT
Urms = v (v?) = 7

Las tres velocidades calculadas cumplen siempre la siguiente relacion:

0.886 - (V) = vy, < (V) <+/(v?) = 1.0885 - (v)

Problema.- Encontrar la expresion de la velocidad mas probable, para la funcion de distribucion de
velocidades de Maxwell-Boltzmann.

F(v)dv: probabilidad de encontrar la molécula con una v cuyo modulo v esta comprendido entre
(v,vtdv), en cualquier punto del volumen ocupado:

4 rm 32 m?
F(v)dv = ﬁ(m) ve 2kTdv
La velocidad mas probable sera la que cumpla el maximo de dicha funcion:
3
dF (v) 4 ,m\3 _mv? m _mv?
=0 - —(— 2 2kT — 23 ——e 2kT | =0
[ T \/E(ZkT) < ve Y 2kt ®

12 _gsp= 2
2kT V= m
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Problema.- Encontrar la expresion de la velocidad media, para la funcion de distribucion de
velocidades de Maxwell-Boltzmann.

F(v)dv: probabilidad de encontrar la molécula con una v cuyo moédulo v esta comprendido entre
(v,vtdv), en cualquier punto del volumen ocupado:

p 4 m 3/2 5 _mvzd
= —— 2kT
F(v)dv = (ZkT) vie v

La velocidad media se calcula mediante una suma continua (integral) ponderada por la funcion de
distribucion:

[oe] d 4 m 3/2 [oe] 5 _mvzd
— = (— 2KT
(v) fo vF(v)dv \/E(ZkT) fo vie v

Haciendo uso de la integral:

o 3+1
fx3e—ax2dx_r( 321)_

+
0 Za( 2) 2a?

Sustituyendo:

(v) =

4 m 3/2
N m) 8 kT
m \2 Tm
2 (3r)

Problema.- Encontrar la expresion de la velocidad media cuadratica, para la funcion de distribucion de
velocidades de Maxwell-Boltzmann.

F(v)dv: probabilidad de encontrar la molécula con una v cuyo modulo v esta comprendido entre
(v,v+dv), en cualquier punto del volumen ocupado:

4 rm 32 m?
F(v)dv=ﬁ(m) vee 2kTdv

La velocidad media cuadratica se calcula mediante una suma continua (integral) ponderada por la
funcion de distribucion:

[ee] 4_ m 3/2 [ee] va
2y — 2 = (— 4o T2kT
(v°) J;) veF(v)dv \/E(ZkT) fo vie dv

Haciendo uso de la integral:

o 4+1
[veoan = Ca)_crow
0 ZQ(%) 2a%/
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Sustituyendo:
m \3/2
3(—) 3kT 3kT
2y _ J\2kT) _ _ _ _
W) = e = Vs =) = S
2kT

Gases a diferentes temperaturas

T=300K
Clz (70.90 g/mol)

N2 (28.02 g/mol)

100K

300 K N, (28.02 g/mol)

He (4.003 g/mol)

I I I I I |
500 1000 15 500 1000 1500 2000 2500
Velocidad molecular (m/s)  Velocidad molecular (m/ss)

umero de moléculas
umero de moléculas

Analicemos la velocidad media de las moléculas de oxigeno: la masa molecular del oxigeno es igual a
32, por lo tanto, la masa de un mol M=32-10" kg/mol. La temperatura media del ambiente es,
aproximadamente, igual a 300 K. Cada molécula de oxigeno realiza por segundo un recorrido que, en
término medio, es igual a 0,5 km.

8RT
(V)= |[— = 500ms~?
TPy

Como la molécula sufre frecuentes choques con otras moléculas, este recorrido consta de un gran niumero
de cortos segmentos rectilineos que forman una linea quebrada, y cuyo valor medio es el recorrido libre
medio.

Las moléculas de hidroégeno tienen una masa 16 veces menor que las de oxigeno, por lo que su velocidad,
a igual temperatura, serd 4 veces mayor y constituye, por término medio a la temperatura ambiente, 2
km/s. Si tenemos una mezcla de gases en estado de equilibrio, en las moléculas de una misma clase se
cumple la distribucion de Maxwell, con su valor de m. Las moléculas mas pesadas se moveran, en
término medio, a velocidad menor que las mas ligeras.

Funcion de distribucion de energia.
La funcion de distribucion de energia se calcula de acuerdo con:

Fz(E)dE = F(v)dv
muv?

E = = dE = mvdv = V2mEdv

Por lo tanto:
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Fp(E)dE = % (ﬁ)

Determinacion del nimero de particulas.

3/2

El/Ze—E/deE

A partir de la funcion de distribucion de velocidades (probabilidad de encontrar una particula con unas
determinadas condiciones de velocidad) podemos encontrar la funcion de distribucion de particulas con
las condiciones mencionadas. Asi, dadas las funciones de distribucion, el numero de particulas se
determina de acuerdo a:

Numero de particulas con energia superior a un cierto

valor

2N
NE>Ea = ﬁ

dN=N-F(v)-dv
dN=N-F(E)-dE

dN = NF(v)d 4N( m )3/2 2
= v)aAv = —=\575 v2e 2kT dv
i \2kT
2N 1 1\%/?
dN = NF;(E)dE :T<ﬁ) E1/20-E/KT gF
w

(_) f E1/2=E/KT §E
kT) g

dn/de |

Podemos disefiar un selector de velocidades mediante dos discos rotatorios, como indica la figura. Como
puede apreciarse, del haz s6lo pasan aquellas moléculas que saliendo a través de la muesca del primer
disco, empleen el mismo tiempo en recorrer la distancia d, t=d/v, que el segundo disco en girar un angulo
0, t= 0/w, para que su muesca se sitie en la direccion del haz.

como las muescas tienen un ancho finito, las moléculas
que llegan al detector tienen velocidades comprendidas
en cierto intervalo Av, alrededor de la velocidad v.
Cambiando el angulo entre las muescas 0, o la
velocidad angular de rotacion ®, seleccionamos otra
velocidad v del haz de moléculas.

Gas en
eluslén Haz
1

colimado

J | \

: .Eiuq-'

Ha

N

Aendljas de
eolinimekin

-’

z con welooldad
seleccionada

,--..'L____{_—_]

Detector

Driscos rotatorios
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Ejemplo: en la reaccion de fision nuclear, los neutrones no
pueden ser ni muy lentos (no llegan a penetrar en los niicleos
para producir la reaccion nuclear) ni muy rapidos (chocan con
los nucleos objetivo desviandose como un choque mecanico).

Es posible disminuir la velocidad de los neutrones producidos
en un proceso de la fision dentro de un reactor nuclear por
medio de un moderador apropiado hasta que estén en equilibrio
térmico a la temperatura del reactor. Los neutrones de un
reactor nuclear se comportan como un gas ideal y su
distribucién de energia concuerda con la distribucion de
Maxwell. Esta es la forma de obtener un haz monoenergético
de neutrones.

A

9o

neutrén

Nucleo objetivo

J neutrén

neutrén

~
~

’ neutrén

-J
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3.9 La entropia en la mecanica estadistica y la termodinamica.

Introduccion.

El profesor Arieh Ben-Naim describe en su libro “La entropia desvelada” (Ben-Naim, 2011) cual fue su
primer decepcionante encuentro con la palabra entropia en la Universidad, cuando su profesora de
Termodinamica introdujo dicho concepto tras explicar el ciclo de Carnot y se adentrd en el enunciado
del Segundo Principio apoyandose en el concepto de Entropia; el autor describe la situacion con estas
palabras “;Qué es esa cosa llamada entropia y por qué aumenta siempre? ;Es algo que podamos ver,
tocar o percibir con alguno de nuestros sentidos? Al acabar su exposicion, la profesora exclamo: «Si
no entienden la segunda ley, no se desanimen. Estan en buena compaiiia. Por ahora no estdn
capacitados para entenderla, pero lo estaran cuando estudien termodindmica estadistica el proximo
CUTSO».

Esta anécdota describe a la perfeccion el problema cronolégico que se produce cuando se introduce la
entropia como un concepto macroscopico, de dificil comprension, cuando puede clarificarse desde un
punto de vista microscdpico a través de la propia estadistica. Este complemento tratara de mostrar el
concepto termodindmico a partir de discusiones cualitativas procedentes del comportamiento de las
particulas.

El concepto microscopico del desorden.

Es habitual identificar la entropia como el desorden (la naturaleza tiende al maximo desorden), pero este
concepto intuitivo tiene diferente significado aplicado a la vida cotidiana y aplicado a una definicion
cientifica. De hecho, resulta muy dificil aplicar un término tan subjetivo para establecer la definicion de
una magnitud que es el nticleo de una de las leyes mas importantes de la Termodindmica, en particular,
y la naturaleza en general. Pongamos un ejemplo: si yo tengo mi mesa completamente llena de libros y
apuntes, en ciertos montones que yo he ido haciendo a medida que he clasificado su contenido y su
finalidad para ser utilizados (en clases, lecturas, etc). Alguien entra en mi oficina y exclama: “jQué mesa
tan desordenada! voy a ordenar la mesa colocando los libros ordenados en la estanteria”. Cuando yo
llegue, de nuevo, me encontraré con un desastre ya que me sera imposible encontrar los contenidos que
necesito porque he perdido la informacion de su ubicacion. Es decir; originalmente tenia informacion
para ubicar cualquier material, pero, después, habré perdido la posibilidad de dirigirme a su lugar exacto;
hay mas entropia tras el supuesto ordenamiento del material que antes.

Este ejemplo sirve para definir la entropia como la pérdida de informacioén que tenemos de un sistema.
Algo que es facilmente comprensible a nivel microscopico pero cuyo significado no es tan claro a nivel
macroscopico. Ben-Naim, 2011, pone muchos ejemplos microscopicos basados en juegos estadisticos
para exponer que la entropia es la pérdida de informacidon que se ha producido en un sistema, cuando ha
evolucionado al equilibrio, al haber perdido la historia original y trayectoria de las particulas que han
evolucionado.

En Fisica estadistica se introduce la entropia de Boltzmann como un
concepto puramente estadistico, estableciendo que un sistema evoluciona
hacia aquél macroestado con un mayor numero de microestados
compatibles. Se entendera por macroestado aquella configuracion de un
sistema con unas determinadas coordenadas termodinamicas
macroscopicas observables (Energia, Presion, Volumen, Temperatura,
etc) y microestados aquellas configuraciones microscopicas de las
particulas que pueden dar lugar a dicho macroestado observable. La
entropia de Boltzmann es facil de entender si todos los microestados son LBRes
igualmente probables. Es obvio que en el experimento de registrar la suma A

de puntos al tirar dos dados la maxima probabilidad corresponde al valor
7 ya que, de los 36 microestados posibles del experimento, el macroestado
“suma 7”7 tiene mayor numero de microestados asociados (6
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microestados). Asi, la entropia (S) de Boltzmann se expresa diciendo que un sistema evoluciona hacia
el macroestado mas probable porque es el que tiene mayor numero de microestados (1) y su entropia
sera maxima. La entropia de Boltzmann se define:

S=k-In(2)

Y la tendencia de un sistema a adquirir la maxima entropia corresponde a buscar el macroestado de
equilibrio con el mayor nimero de microestados compatibles.

Una vez que el sistema ha evolucionado hacia el estado mas probable, seguira en dicho estado bajo la
constante dinamica de alternar diferentes microestados compatibles con el macroestado mas probable y
se produciran pequeias desviaciones, denominadas fluctuaciones, respecto a dicho valor que no son
observables o casi indistinguibles del macroestado de equilibrio. Asi, identificaremos ese macroestado
mas probable como la situacion mas desordenada (notar la relacion de desorden con falta de informacion)
dado que al tener mayor nUmero de configuraciones microscopicas posibles tenemos mas
desinformacion de cual es el estado de las particulas y sus magnitudes de movimiento (posicion,
velocidad, energia, etc). Una vez comprendido el concepto microscopico, la dificultad estriba en
relacionarlo con magnitudes macroscopicas observables; es decir, como evolucionan las coordenadas
termodinamicas presion, volumen, temperatura, energia, etc. Tal y como lo plantea Greene, 2020, ;por
qué el sistema evoluciona de estados raros (baja entropia) a estados comunes (elevada entropia)?

Analizando el volumen, la configuracién rara es aquélla
donde las particulas se han agrupado espontaneamente en un
espacio reducido del volumen disponible. Obviamente -
mejor deberiamos decir que “probablemente”- el sistema
evolucionara hasta que todas las particulas ocupen
espontaneamente todo el volumen del recipiente. Ello es asi
porque en dicho macroestado existe una mayor cantidad de
configuraciones de posicion posibles e identificaremos, ese |
estado, como mas desordenado, mas probable y de entropia | | i A | | |
maxima. Analizando la temperatura, que en este caso es el v {m/s)

mismo razonamiento que la energia, la absorcion de calor

tendera a elevar la temperatura y aumentar el espectro de valores posibles de la energia de las particulas;
ello redunda en un estado mas desordenado ya que existe una mayor cantidad posible de redistribucién
de valores de energia entre valores grandes y pequefios compatibles con el macroestado de equilibrio del
sistema. De hecho, podemos fijarnos en la distribucion de velocidades de Maxwell-Boltzmann en la que
un aumento de temperatura no solo afecta a producir una velocidad mas elevada, como mas probable,
sino que contribuye a introducir una mayor dispersion (mdas posibilidades, menor informacién) en los
valores de la velocidad. Finalmente, si atendemos a la presion, un aumento de ésta vendra asociado a un
aumento de particulas en el sistema lo que llevara consigo un aumento de posibles reorganizaciones de
las posiciones y, por lo tanto, un estado mas desordenado con mayor entropia. Por lo tanto, entenderemos
maximo desorden como la maxima aleatoriedad de los valores de las magnitudes de las particulas.

- T1 T2>T1

Y

R
[ s
|

T2

N, [moléeulas/ (m/s)]

I
|
|
|
!

I
I
I
I
|
I

La entropia termodinamica.

Una vez realizada la explicacion cualitativa del epigrafe anterior, hemos llegado al punto de cuantificar
macroscopicamente la entropia. Para ello, consideremos una expansion isotérmica infinitesimal de un
gas ideal; agregamos calor dQ y dejamos que el gas se expanda apenas lo suficiente para mantener
constante la temperatura. Dado que el gas no cambia la temperatura, su energia interna no varia y el
primer principio de la termodinamica establece que el calor absorbido es el trabajo de expansion
realizado por el sistema:

0= aw gy ~"ET AV 1.dQ
= = = — - —_—
Q p % V WRT

Pag. 65



Mecanica estadistica clasica

Tras la expansion, el gas esta mas desordenado; las moléculas se mueven en un volumen mayor y tienen
mas aleatoriedad de posicion. El cambio relativo de volumen dV/V es una medida del aumento del
desorden, que es proporcional a dQ/T. Se define, entonces, la entropia en un proceso reversible como:

dq

2
d
dS=——>AS=J a0
1

T

,rev

T

El caso anterior, a pesar de tratarse de un experimento particular, tiene un gran poder intuitivo para
asociar la entropia infinitesimal con la magnitud dQ/T dado que, de forma sencilla, engloba las variables
macroscopicas que se relacionan con el comportamiento de las particulas. Asi, se comprende que el gas
tienda a ocupar el maximo volumen disponible y que el aumento de calor introducird mas desorden
entropico.

Atentos, sin embargo, al papel de la temperatura en esta expresion. El hecho de que el aumento de la
entropia sea mayor cuanto menor sea la temperatura no esta en contradiccion con la explicacion anterior
de que la temperatura aumentaba el espectro de valores de energia y con ello la entropia (ese papel, aqui,
lo representa el calor absorbido). El significado de la temperatura en la definicion es que el aumento de
entropia de un sistema es mayor cuando una cantidad de calor es absorbido estando el sistema mas frio
porque redunda en un cambio mayor de las configuraciones del sistema. Dicho de otra forma: una
cantidad de calor absorbida por un sistema caliente no cambia mucho el espectro de valores posibles de
la configuracion energética de las particulas, pero la misma cantidad de calor en un sistema frio si que
aumenta el numero de microestados del macroestado mas probable. Recomendamos el libro de Peter
Atkins, 2008, por sus explicaciones cualitativas a este respecto. En cualquier caso, es importante aclarar
que la definicion termodindmica establece la variacion de entropia, pero es la definicion de la fisica
estadistica la que establece el valor absoluto de la entropia.

Finalmente, ya s6lo cabe aclarar la transcendencia de lo que significa el proceso reversible en la
definicion. La desigualdad de Clausius establece que si el proceso es irreversible puede intercambiar
menos calor que si el proceso fuera reversible; o lo que es lo mismo, que el aumento de entropia en un
proceso irreversible serd mayor que lo que se evalia con el calor intercambiado dividido entre la
temperatura; analiticamente:

[ aqQ fdQ
rev
J‘ —ir < .f ——5:—— ==5} _'Si

i,irrev i,rev

A este respecto hay que destacar la impresionante capacidad intuitiva de Clausius para establecer su
definicion, para procesos reversibles en una época en que la teoria atdmica de la materia no estaba atn
consolidada y recibia importantes objeciones por parte de reputados cientificos.

Caso de estudio: entropia de un gas ideal

Con la finalidad de aclarar el papel de las coordenadas termodinamicas en el proceso de aumento de
entropia, determinaremos el cambio de entropia de un gas ideal. Para ello, determinamos el calor
absorbido por el sistema mediante el primer principio de la termodindmica. La definicion de entropia es
aplicada al proceso reversible del gas ideal.

dQ=dU+dW =n-C,-dT +p-dV

doQ dT
= T = nCVT

p dT dv
+7dV =nC,—+nR—>=

ds
T |4

52 - Sl = nC,, ln(Tz/Tl) + nR 1n(V2/V1)
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Como vemos, la entropia aumenta siempre que la temperatura final del gas aumente y que el volumen
final ocupado por el gas sea mayor que el volumen original.

Caso de estudio: entropia en mezclas calorimétricas.

El segundo principio de la termodinamica establece que la entropia de un sistema no disminuye. Sin
embargo, dentro del sistema puede haber subsistemas que reduzcan su entropia en favor de un aumento
global de ésta, en todo el sistema. En el caso de un proceso de fusion de hielo, es un proceso reversible
que se realiza a temperatura cte. Es obvio que la entropia aumenta dado que el calor de fusion es
absorbido (positivo). La razon de que aumente la entropia es que, desde el punto de vista microscopico,
dicho calor se invierte en romper la estructura cristalina ordenada del hielo, para pasar a un sistema con
menos informacién de la configuracién de sus particulas. Si se eliminara el calor, produciendo
solidificacion, la entropia disminuiria para crear la estructura cristalina del hielo, pero el sistema global
debe aumentar su entropia; es decir, el subsistema que aporta el calor ganard mas entropia que la que
pierde el hielo.

En una mezcla de componentes, mas diversa, el cambio de entropia debera balancearse, pero el resultado
siempre sera positivo. Estudiemos un ejemplo: Se mezclan 2 kg de agua a 100°C con 5 kg de hielo a 0°C
en un recinto aislado. Calcular: a) La variacion de entropia. El calor latente de fusion del hielo es 80 cal/g.

Analizamos el estado/composicion de la mezcla. Para ello, bajamos la sustancia caliente hasta el mismo
estado de la sustancia fria y, a continuacion, procedemos a calentar ambas sustancias mediante el calor
disponible cedido en el proceso anterior.

Calor cedido al pasar los 2 kg de agua a 100°C a hielo a 0°C:
Q=m-c- AT +m-L; =2000-1-100 + 2000 - 80 = 3.6 - 10° cal
Ahora vamos comunicando calor por fases: proceso de fusion del hielo:
Q= (m+ M) L = (2000 + 5000) - 80 = 5.6 - 10° cal

Por lo tanto, no se puede fundir todo el hiclo. Solamente se pueden fundir 4500 g de agua. Por lo tanto,
la mezcla estara compuesta de 2500 g de hielo a 0°C y 4500 g de agua a 0°C.

Por lo tanto, la variacion de entropia del sistema total sera calculada como la variacion de entropia de
dos procesos:

Se han fundido 2500 g de hielo (de los 5000 g iniciales), proceso de intercambio de calor a temperatura
constante

2000 gramos de agua a 100°C se han enfriado a 0°C

AS) _Q_2500-80_ 55 /K
1T T T 7315 Pece

final T,
AS), = f 4 _ me, ln( final ) = —623.9 cal /K
i

nicial T Tinicial
AS)gistema = AS); + AS), = 108.2 cal/K

La fusion del hielo ha conllevado una absorcion de calor y, por consiguiente, un aumento de entropia al
romperse la estructura cristalina, mientras que el enfriamiento del agua se traduce en una disminucién
de la entropia, porque disminuye el espectro de energias posibles para las particulas microscopicas del
liquido y, por ende, aumenta la informacion del sistema.
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Caso de estudio: entropia en una expansion irreversible.

Presentamos otro caso de estudio que redunda en el concepto de proceso irreversible. Notar que la
definicion entropia termodinamica es sobre proceso reversible. Nuestro experimento, ahora, sera el
mismo que utilizamos para enunciar la ley de Joule de la variacion de energia interna en el primer
principio de la termodinamica. Planteamos una caja, térmicamente aislada, que esta dividida en dos
compartimentos, cada uno con volumen V. Inicialmente, un compartimento contiene n moles de gas
ideal a temperatura T, y el otro esta vacio. Se rompe la division de los compartimentos y el gas se expande
hasta llenar ambos. ;Cual sera el cambio de entropia en este proceso de expansion libre?

En este caso, el sistema esta aislado térmicamente por lo que su variacion de energia interna es nula y
no existe variacion de la temperatura. Tampoco existe trabajo realizado por el gas, puesto que la
expansion se ha realizado contra presion nula. Por lo tanto, no ha habido calor intercambiado. Sin
embargo, esta muy claro que se ha producido un aumento de entropia, dado que las particulas del gas
han pasado a ocupar un volumen mayor por lo que se ha producido una mayor desinformacion respecto
a sus ubicaciones. La explicacion se encuentra en que el proceso es irreversible, por lo que sigue
cumpliéndose la desigualdad de Clausius:

f

aqQ
f T<Sf—5i

i,irrev

Para evaluar la entropia debemos plantear un proceso equivalente reversible, infinitamente lento y que
pase por sucesivos estados de equilibrio. Seria un proceso reversible isotermo con aporte de calor (lo
que no se produce en el caso real). Entonces:

AS =nR ln(Vz/Vl)

La entropia es una funcion de estado, por lo que, para calcular su variacion en un proceso irreversible,
podemos plantear una trayectoria que conecte los estados inicial y final dados, que esté formada
totalmente con procesos reversibles en equilibrio, y calcular el cambio de entropia total para esa
trayectoria. Aunque no se trate del camino real, el cambio de entropia debe ser el mismo de la trayectoria
verdadera.

Conclusiones.

Larazoén de que la segunda ley de la Termodinamica resulte mas dificil de entender es por su peculiaridad
de no obligar ni prohibir, como hacen el resto de las leyes de la Fisica. La segunda ley implica un
comportamiento de la naturaleza tendente a buscar un equilibrio en estados estadisticamente mas
probables y ello conlleva el aumento de una magnitud, pero no es categorica en negar que otros estados
menos probables puedan producirse.
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3.10 Complemento: multiplicadores de Lagrange.

El procedimiento de los multiplicadores de Lagrange sirve para la determinacion de puntos criticos
(méximos o minimos) de funciones de varias variables cuando, ademas, existen condiciones a cumplir

reflejadas por otras funciones que involucran las mismas variables. Asi sea F' (xl 3 Xyseins X, ) la funcion
de la cual se van a determinar
los puntos criticos, y sean ¢, (xl,xz,...,xn) =0y ¢, (xl,xz,...,x,7 ) =0 dos condiciones de contorno.

En este caso se especifican dos condiciones de contorno, pero podria haber mas o menos. Por lo tanto,
en este caso, solo tendriamos n-2 variables independientes.

Obtener los puntos criticos de la funcion F significa encontrar los valores X, Xa,..,Xn para los cuales se
cumple que dF=0 para pequefias variaciones de las variables independientes.

La condicion de punto critico, por lo tanto, es:

oF

oF
—dx; +-+—dx, =0
0x;

dF—0:>dF—aFd
B T 0xy ot 0x,

Si no existieran condiciones de contorno, las variaciones de las variables independientes dxi serian
completamente arbitrarias y la solucion de la ecuacidn anterior se obtiene para

oF / ox; =0 i=1,...,n; Sin embargo, y debido al hecho de existir condiciones de contorno, ocurre

que las variaciones dx; no son independientes al encontrarse relacionadas por las dichas funciones de
contorno y expresadas como:

¢1 0y 0y
Ay = G-+ 5y £+ 5= dxy
dpp == ¢2 dx; + d)zd +- +ﬁd

X1 a 0 n

Si multiplicamos las dos ecuaciones anteriores por sendos parametros arbitrarios o y f y lo sumamos a
la condicion de variacion de la funcion original, tendremos:

;(axl gﬁ: 'Bﬁ) * =0

Lo que equivale a formar el siguiente sistema de n ecuaciones con dos parametros arbitrarios:

oF 0 0
OF a2, %2 1 .m

axi axi axi

Este sistema permite obtener los valores de las variables independientes en el punto critico en funcioén
de los parametros arbitrarios; los cuales, a su vez, se determinan sustituyendo las variables
independientes encontradas en las condiciones de contorno ¢; y ¢2.
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3.11 Complemento: integrales ttiles.

La integral radial

Una integral de frecuente aparicion en la Fisica Estadistica es la misma utilizada para deducir la
funcion de distribucion de velocidades de Maxwell-Boltzmann:

f(d3r = f f(r)dxdydz

r<|r|<r+dr r<|r|<r+dr

La variable r puede no ser, necesariamente, la distancia radial, como luego veremos.

La resolucién de la integral se realiza mediante una
transformacion a coordenadas esféricas. Para verlo,
consideremos la funcion:

T, r+dr rsin 60—

21

+1T
f r2f(r)dr f sin(0)d6 [ dp = 4nfr2dr v pangamsier
0 0

=r2sin@db dep dr

r, r+dr

Por ejemplo, la funcién podria ser la funcion de probabilidad
de Boltzmann, referida a sistema de particulas monoatomicas
cuya energia es la cinética de traslacion; Esta integral es
facilmente resoluble cuando la funcion f(v) depende del
modulo de la velocidad y no del vector velocidad; este caso es
un ejemplo frecuente en fisica estadistica.

f) = e~ Ex/KT — o—m(vi+vj+v)/2kT — p-mv?/2kT vIﬁr”l\-

Entonces, realizando un cambio de variable a coordenadas esféricas:

f f)d3v = f f(W)dvydvydv, = 4nf (v)v?dv

v<|v|<v+dv v<|v|<v+dv

La aplicacion de esta integral es fundamental en Fisica Estadistica y va mas alla de ser una herramienta
matematica. Como es sabido, los grados de libertad para los que se aplican diferentes tipos de energia
por parte del teorema de equiparticion de la energia, conllevan miembros cuadraticos de coordenadas o
velocidades por lo que siempre es facil realizar las integrales de la funcion e distribucion de Boltzmann
mediante un cambio a coordenadas esféricas, tal y como se ha expuesto para la energia cinética.

Otras integrales frecuentes
Otras integrales ttiles en Fisica Estadistica son:
§ g, )
f xMe~ ¥ dx =
0

Za(mTH)

[ r(m+1)
fxme axdx =W
0
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2Na
°
r(z)=v
1\ 1-3-5--(2n—1
r<n+5)= @D =123,

r( +1)_1-4-7---(3n—2)r<1
n 3 = 3n 3
I“( +1)_1-5-9---(4n—3)F<1>
n 4 = 4n 4

1.77245385009 ...

= 2.6789385347 ...

= 3.6256099082 ...

~ ~
N NN
~—— — N—

B RPW RN =

= 4.5908437119988 ...

~
ul| =
N—"
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3.12 Complemento: Distribucion de Maxwell en Mathematica

El siguiente codigo Mathematica resuelve, por integracion y derivadas, las 3 principales velocidades de
la distribucion de Maxwell. Utiliza, ademas el comando Manipulate para crear una aplicacion
interactiva con variacion de la temperatura y la masa de las particulas

Inf1]=

ClearAll ["Glcbal’ #"]
k = 1.3806488 x 107 %3;
Mp =1.6 x107;

2

32 —nMp ¥

m Mp )/ vie 2kT
2nkT

f[v_,T,m]:=4Jr(

vem = Sgrt [Integrate [vzf[v, T, m], {v, 0, =}]];
Print ["Velocidad cuadratica media = ", vam]

vm = Simplify [Integrate [v£[v, T, m], {v, 0, »}]];
Print ["Velocidad media = ", vm]

vmp = Solve [D[f[v, T, m], v] =0, v];
Print ["Velocidad mas probable = ", vmp]

Manipulate [
van = Sgrt [Integrate [v2f[v, T, m], {v, 0, @}]];
vm = Simplify [Integrate [v f[v, T, m], {v, 0, »}]1];
VEANVEANT
vip = el
Plot [f[v, T, m] 10 *, {v, 0, 5000 }, PlotRange - Full , AxesLabel - ["m/s", "10° f(v,T)"},
Gridlines - {{vam, vm, wmp}, {}} ], {T, 1.0, 1000}, {m, 1, 100)]

IT m
Velocidad cuadrdtica media = ConditionalE:{pression{160.8951‘-‘ . Re[ } > 0]
¥om T
. . . ) 148.235 m
Velocidad media = CondltlonalE:{pressmn[i, Re[ } > 0]

, ) 131,37+ T 4 131.374T 4,
Velocidad mas probable = {{V—‘ 0.}, {v—* - - IC {v—* I7
W W m

- )

103 £v.T)

c3

06 [
05 [
out[11]=
04l
03 r

02

01r

L . m/s
1000 2000 3000 4000 35000
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4  Sistemas de particulas

4.1 Densidad de estados de energia de una particula.

Una particula que se encuentra confinada en una caja ctibica de volumen V y arista L, se expresa segin
la fisica cuantica en base a la cuantizacion de la energia en una caja de potencial cubica de arista “L”

h? 8mlL?
Sl (n2+ni+n2)-> (nZ+n2+ni)= le

&

siendo h la cte de Planck, m la masa de la particula L la longitud de la arista
y los nimeros n; son los nimeros cuanticos de cada dimension. Dichos
nimeros cuanticos son siempre positivos desde cero. Por ello, puede
expresarse dicha energia como un octante de esfera maciza de radio.

El niimero de estados n(€) con energia entre 0 y &, sera el volumen del octante de la esfera de radio k
(s6lo valores positivos de ny, ny y n,)

1/4 8nV

_(Z_.3)_°2"" 3Y1/2.3/2

n(e) = mK® | = 2m £

) 8 (3 ) 3h3 ( )

Finalmente, definimos el numero de estados comprendidos entre una energia € y etde; como dn(e), la
densidad e estados D(g) se expresa en la forma:

4V (2m3)1/?
dn(e) = —351/2d€ dn  4nV(2m3)Y/?
=>D(e) = =——7——¢"?
dn(e) = D(¢) de de h

densidad de estados
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4.2 Funcion de particion de un gas ideal y ecuacion de estado.

La funcidén de particion, definida por la distribucion de Boltzmann para el caso discreto, debe incluir la
densidad de estados en el caso continuo, ya que la integral abarca un intervalo dE que contiene un nlimero
de estados. Es decir, la densidad de estados juega el papel del grado de degeneracion de los niveles
energéticos a los que son accesibles las particulas. Asi, la transformacion de la distribucion discreta al
caso continuo se realiza como:

Z= z gie BB casodiscreto

4V (2m3)1/2

Z =f D(E)e PEJE = 3
0

o0
f EY2e=BEJQE  caso continuo
0

Utilizando las integrales numéricas vistas en el capitulo anterior, tendremos la siguiente funcion de
particion:

V(2mmkT)3/?
-

Que constituye la funcion de particion de un gas ideal confinado en un volumen V a una temperatura T.
Obsérvese que ha sido obtenida a partir de la energia cuantizada de una particula puntual, por lo que no
han sido tenidos en cuenta otros grados de libertad relacionados con la rotacion molecular o la activacion
de los modos normales de vibracion. Por lo tanto, se trata de un gas ideal monoatomico con la unica
energia asociada a las particulas la energia traslacional.

A partir de la funcion de particion, se calcula la energia media por molécula: mismo resultado que el
obtenido en la teoria cinética de gases:

d(lnZ) 3
dT _2kT

(E)=kT?

Que es el mismo resultado aportado por la teoria cinética de gases
Ecuacion de estado

Se puede determinar la ecuacion de estado de un gas ideal partiendo de la entropia de Boltzmann y
aplicando la férmula de Stirling:

S=kin(@) ; In(Q) = Nin(N) — anln(n) S oS= kNln(N)—anln(nl)

Desarrollando el término In(ni), y aplicando las condiciones de contorno de energla U y nimero de
particulas N constante, llegamos a:

&

N —&i/kT N
U=Zni£i pomp=—etd —>ln(nl-)=ln(?)—ﬁ
4

s=Y N (Z) - dS W Ui
=— - == —
T n T 7z

La expresion diferencial de la entropia, a partir de la energia interna y la funcion de particion del gas,
combinado con el primer principio de la termodinamica,
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dU = §Q — §W = TdS — PdV

Nos llevan finalmente a:

kNd(inz) = P UdT KNT
= — _— =
n T Tz P

d(InZ)
).

Es decir, puede determinarse la presion del gas a partir de la funcion de particion. En el caso de un gas
ideal, donde cada particula tiene la energia de una particula en una caja, tendremos:

V(2mmkT)3/? kNT
Z=T—>p=7—>pV=kNT—>pV=nRT

Con lo que hemos obtenido la ecuacidn de estado de un gas ideal.

Problema.- Los tres niveles de energia mas bajos de un sistema de un nimero muy alto, N, de particulas
son: €1=0; &,=¢; £3=10¢. Calcular hasta qué valor de la temperatura sélo los niveles 1 y 2 se encuentran
ocupados. Determinar la energia media por molécula a cualquier temperatura y encontrar la ecuacion
analitica del calor especifico molar para bajas temperaturas y altas temperaturas.

En general, y de acuerdo con la Estadistica de Boltzmann, el nivel 3 estara ocupado por un numero de
particulas n3 dado por:

N N
ng = Ee—los/kT — o~ 10&/kT

1+ e—€/KT + e—10&/KT

Lo que se espera es que dicho nivel s6lo comenzara a estar ocupado cuando la temperatura vaya en
aumento y alcance un determinado valor. Podremos establecer la condicion minima umbral para la
temperatura en que n3 tenga una Unica particula:

N

—10&/kT _— 1
1+ e—€/KT + e—10&/KkT

e

Para resolver la ecuacion, eliminamos la exponencial del numerador dividiendo todos los términos:

N

1 + e9¢/kT 1 g10e/kT 1

Dado que el valor de N debe ser muy alto (N>>1), y el denominador presenta suma de términos cuyo
valor es muy diferente, es de esperar que so6lo tenga relevancia el mayor de ellos; por lo que:

10¢
k - InN

Tcz

La energia de todo el sistema:

N
— — —&;/kT
E= E :ni‘gi = 1 o-¢/kT  g-10€/kT E :gie /
B

i

La energia de una sola particula:
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g(e—s/kT + 106—108/kT)
1+ e—&/KT + e—10¢/KkT

(E) =

El calor especifico molar, sera:

_e _loe _lle
9E Re? (e kKT 4+ 100e kT + 8le kT
), =

dT

CV=NA< e _&2
(1+e kT 4+ ¢ kT)

&
Para altas temperaturas, kT>>¢ entonces e T = 1

Cy ~ %R (%)2 o« 1/T?

& 10& 11e
Para bajas temperaturas, kT<<g entonces e kT >> e kT;e kT

c Rsze_kg_T
VT (kT)?
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4.3 Sistemas de particulas localizadas.

Hasta ahora hemos aplicado la mecanica estadistica a sistemas de
particulas deslocalizadas; es decir, a sistemas gaseosos cuyas
particulas se encuentran, todas ellas, ocupando un determinado
volumen. Los sistemas de particulas localizadas son los sistemas
solidos cristalinos donde las particulas se encuentran sujetas a una
estructura perfectamente definida, aunque con capacidad de
movimiento de vibracion alrededor de una posicion definida en la red
cristalina. Las particulas pueden oscilar, de forma independiente,
aunque intercambiando energia entre ellas. Consideraremos que esta
vibracion es tridimensional e isdtropa. Por lo tanto, la particula tendra
3 modos normales de oscilacion. La red cristalina, pues, tendra N
atomos y 3N modos normales de vibracion.

Para modelizar los modos de vibracion de las particulas, asumiremos
que son osciladores cuanticos, cuya energia de vibracion viene dada por:

1
£v=(z+n>hv

Donde n es un numero cuantico que toma los valores 0, 1, 2, 3...h es la constante de Planck. Noétese que
cuando n=0, la energia no es nula, sino que corresponde a la energia de vibracion del estado fundamental
denominada energia de punto cero. Es decir, los atomos tienen energia vibracional atn en el caso de
encontrarse en el estado vibracional mas bajo. Un atomo sin energia vibracional deberia encontrarse en
reposo, en la posicion e equilibrio de la red cristalina.

Ley de Dulong y Petit

Los datos experimentales muestran que el calor especifico de un solido, a temperatura ambiente, es muy
similar para muchos materiales: 6 cal/mol/K. (Ley contraria al tercer principio de la Termodinamica).

La deduccion de la ley de Dulong y Petit mediante el teorema de equiparticion de la energia: si tomamos
un mol, No moléculas, con 3Ny grados de libertad, la energia por cada molécula vale kT(el doble de la
energia promedio dada por el teorema de equiparticion).

dE 1
E=3N0kT=3RT—>cV=ﬁ=3R=6cal-mol -K
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4.4 Modelo de Einstein.

El modelo Einstein asume, de forma muy simple, que el sélido es un conjunto de osciladores armonicos
que vibran respecto a sus coordenadas de equilibrio. Este modelo muy simple asume que la frecuencia
de todos los atomos en la red es la misma por lo que los estados energéticos posibles de las particulas
solo estan diferenciados por los diferentes valores del nimero cuantico; y no existe degeneracion en los
estados energéticos. El modelo aplica la distribucion de Boltzmann.

La funcién de particion de vibracion Z, sera de la forma:

o)

7, = Z e~BEv — o—hV/2KT 4 ,=3hv/2kT 4 ,~5hv/2KkT 4 ..

n=0
Para abreviar la notacion, se introduce la llamada temperatura caracteristica de Einstein: 8 = hv/k

Zv — e—0/2T + e—39/2T + e—59/2T + cee — e—e/ZT(l + e—@/T + e—20/T + e—39/T + _”)

Aplicando el desarrollo de Taylor a la serie, la funcion de particion puede expresarse como:

——=1+x+x>+x3+- ; conx=e9/T
1—x
o—0/2T
Zv_l—e‘e/T

Una vez conocida la funcion de particion, ya podemos obtener las propiedades del sistema, comenzando
por la energia; recordando la relacion entre energia y funcion de particion

d(InZ,) U d(InZ,)

— 2 . — 2 T2
U=NKkT? =5 5 (E) = =kT?—

Teniendo en cuenta que debemos sustituir cada atomo por 3 osciladores que representan las 3
oscilaciones en las 3 direcciones del espacio; tendremos:

d
U= 3NkT2ﬁln(e‘9/2T/1 —e 0/T)

Si trabajamos con 1 mol de s6lido, lo que equivale a decir que N=N,, y teniendo en cuenta que N k=R,

U= 3R 3ROe™ /T 3 pg . 3RO
— Mt e T 2N T

El calor especifico se determina a partir de la energia; el primer término de la energia se asocia con la
energia del punto cero, ¢l estado vibracional mas bajo y no contribuye al calor especifico:

o (OU) _ap (6)2 e?/T
7 \dr/)y T TU\T) (e9/T —1)2

Temperaturas bajas: La capacidad calorifica tiende a cero exponencialmente cuando T—0: cumple la
tercera ley termodindmica pero no resultados experimentales.

Temperaturas altas: podemos adoptar la aproximacion:
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e9T~1+0/T

Y esa aproximacion nos lleva a que el calor molar cy=Cy/moles es una constante, de valor 3R, lo que
concuerda con la Ley de Dulong y Petit.

r Ley de Dulong y Petit: Cv=6 cal/mol/K

La figura muestra los resultados del modelo

de Einstein frente al modelo de Debye, que

es el adoptado como mas concordante con

los resultados experimentales en las
cercanias de OK. También se presenta la ley o
de Dulong y Petit, basada en el teorema de ~ © %
equiparticion de la energia y valido para

altas temperaturas.

0.8

Debye

--------- Einstein

0.2
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5 @Qas i1deal monoatdmico cuantico

5.1 Particulas idénticas distinguibles e indistinguibles.

La interpretacion clasica de dos particulas idénticas y distinguibles: son particulas idénticas porque
tienen la misma estructura y composicion; sin embargo, son distinguibles porque es posible diferenciar
intercambios de particulas entre diferentes estados energéticos. Un intercambio de 2 particulas entre
diferentes niveles corresponde a un microestado diferente; pero un intercambio de 2 particulas en el
mismo nivel energético corresponde al mismo microestado.

En la distribucion de Maxwell-Boltzmann se supone que estamos manejando particulas distinguibles.
Pareceria que se puede colocar una etiqueta en cada electron, y saber quién es quién. Pero los electrones
que se traslapan en un sistema como un metal son indistinguibles. Suponga que hay dos electrones; un
estado en el que el primero esta en un nivel de energia £ y el segundo esta en el nivel E»; dicho estado
no es distinguible de uno donde los dos electrones estan invertidos, porque no podemos decir cual
electron es cudl. La condicion de distinguibilidad desaparece cuando las particulas solapan sus funciones
de onda.

Principio de exclusion de Pauli, el cual establece que dos electrones no pueden ocupar el mismo estado
mecanico-cuantico en un sistema dado; es decir, dos electrones en un &tomo no pueden tener los mismos
valores de los cuatro numeros cuanticos (n, /, m;y ms). Este principio nos lleva a clasificar las particulas
en dos tipos diferentes: fermiones y bosones.

* Fermiones: particulas que cumplen el principio de exclusion de Pauli: no pueden existir dos o
mas particulas en mismo estado cuantico. Son particulas con spin semientero.
* Bosones: no cumplen el principio de exclusion. Son particulas con spin entero.

El caracter de Fermion o Boson para atomos y moléculas, lo determina el caracter semientero del spin.
Regla de Ehrenfest y Oppenheimer: si el nimero total de electrones, protones y neutrones, que aparecen
en su estructura es par, su spin es entero (bosones); mientras que
si es impar su spin es semientero (fermiones). Veamos algunos
ejemplos:

Bosones: H,, N,, Oy, “He

Fermiones: NHs, NO, 3He

En principio de exclusion de Pauli fue la base para comprender la
tabla periddica de los elementos. Pauli (1900-1958) recibio el
Premio Nobel de Fisica en 1945 por este descubrimiento. En esta
fotografia aparece Pauli con Niels Bohr mirando el
comportamiento fisico de un trompo de juguete que gira en el
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suelo, un analogo macroscépico de un electron microscdpico con espin semientero.

Problema.- Considerar un sistema de 2 atomos, cada uno de los cuales puede encontrarse en solo 3
estados cuanticos de energias 0, ¢ y 2¢. El sistema se encuentra en contacto con un termostato a
temperatura T. Escribir la funcién de particion Z del sistema para los siguientes casos: a) particulas
clasicas distinguibles; b) fermiones; ¢) bosones.

a) En el caso de particulas clasicas distinguibles, son diferentes dos estados cuyas particulas pueden
intercambiarse; por lo tanto, todos los estados posibles son:

(0,0),(1,1),(2,2),(0,1),(1,0),(0,2),(2,0),(1,2),(2,1)
Que se traduce en una funcion de particion:

7= Z e PEi = 1 4 ¢ 2Pe 4 o=4Be  o=PBe  o=PBe  o=2Be 4 o—2PE 4 o—3PE 4 p—3Pe
7

b) En el caso de fermiones, son particulas idénticas, indistinguibles y s6lo cabe 1 en el mismo estado
cuantico

(0,1),(0,2),(1,2)
Que se traduce en una funcién de particion:

Z= Z e PEi = g=Be 4 o=2Be 4 o—3P¢
i

¢) En el caso de bosones, son particulas idénticas, indistinguibles y caben todas en el mismo estado
cuantico

(0,0),(1,1),(2,2),(0,1),(0,2), (1,2)
Que se traduce en una funcion de particion:

7 = Z e PEi = 1 4 ¢2Be 4 o=4Be | o—Pe | o—2Be 4 o—3p¢
;
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5.2 Distribucion de Fermi.

Debido al principio de exclusion, la probabilidad de que un estado determinado con energia E esté
ocupado por un electron (fermiodn) es igual a f(E),

1
FE) = w1

0 < e ER/KT < 0 = 0 < f(e) < 1(ppio exclusion Pauli)

La figura representa los niveles energéticos de ocupacion de electrones libres en la banda de conduccion.
La energia de Fermi est4 definida como el nivel de energia hasta el cual, la funcion de distribucion tiene
valor 1 y a partir del cual la funcidn de distribucion tiene valor 0; esa condicion es para el sistema en el
cero absoluto, en el cual no existen estados excitados.

—_—— —_— 1
e e — JE) kT = EEF
-—-% ”ZDkT(-—-—O-—O—— 1 1
—_— K3 —_—— kT: EEF
—_——o—
—_— — o ——
e e —p s 1
Epax ——o—o—— —_——— kT = ZEF
———— ¢y —_— L . -
——— ——— 2
e —_—
e G e —_—
JONS U N S —_——— E
(a) Estado . * (b) Estado excitado 0 EF
fundamental ‘

A medida que la temperatura aumenta, comienzan a aparecer estados excitados y la funcion de
distribucion tiene valor superior a 0 por encima del nivel de Fermi e inferior a 1 por debajo del nivel de
Fermi, dado que comienzan a poblarse estados energéticos superiores.

Para determinar el ntimero de estados en un nivel energético comprendido entre E y E+dE es el mismo
que para el gas ideal (en el que se considerd energia debida a la traslacion de sus moléculas, sin rotacion
ni vibracion) multiplicado por 2 valores posibles de spin. Para otros valores de spin, factor (2s+1):

4V (2m3)1/?

3 EY%dE

D(E)dE =2

Numero medio de electrones que en el sistema de volumen V tiene una energia comprendida entre E y
E+dE. Nota: Se ha considerado E como parametro continuo por la proximidad de los niveles energéticos

(n(E)dE) = D(E)f(E)dE

@ 3v1/2 ~ 1/2
N = J‘ D(E) - F(E) - dE = 8l (2m>) J‘ E

h3 (E—EF)
0 0o e kT +1

dE

[oe] [ee)

~ i = 8rV (2m3)1/2 E3/2
(E)_fE-D(E)'f(E)' E= 3 fe(E—EF)/kT+1
0 0

dE

2/3

= h? (SN) .5 —3NE
F=gm\nv ’ 5 F
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0K -
D(E)-f(E) 300 K 7
1200 K\ "7\,

[ D(E)fE)= E"

Distribucion energética de
fermiones a tres temperaturas
diferentes, para un material
cuya Energia Fermi es 4.8 eV

=
r

En el caso de los fermiones encontramos:

E —3NkT 1 Ly
(€)= (14 555 7)

kKNT 1 N
- (re g 3)

v e 7

Problema.- Considerando que en el Na metalico existen aproximadamente 2.6x10?* electrones de
conduccién por cm?®, los cuales se comportan, aproximadamente como electrones libres calcular la
energia de Fermi del Na.

La energia de Fermi:
2/3

Be= ()7 S5z
F=em\nv - oee

Problema.- Cual es la densidad necesaria de un gas de electrones (considerados a T=0K) para tener
suficiente energia cinética (Energia de Fermi) para permitir la reaccion: ip + Je + 0.8 MeV — n
A partir de dicho resultado estimar la minima densidad de una estrella de neutrones.

Cuando la temperatura es T=0, todos los electrones se encuentran con niveles de energia inferiores al
nivel de Fermi. Ellos componen el gas de electrones.
La energia de Fermi y la densidad del gas de electrones estan relacionados mediante:

_ 8w (ZmEF>3/2
SR

Por lo tanto, la condicion para que la reaccion de formacion de neutrones se produzca es que la energia
de Fermi sea superior a la energia de la reaccion de particulas:

Ep = 0.8 MeV
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Nypin = 3.24 - 1036 m™3
Y la densidad:

Pmin = Nmin * Mneutrén = 54 - 10° kg -m™3

Problema.- La energia de Fermi para el Litio es de 4.72 eV a T=0. Calcular el nimero de electrones de
conduccion por atomo que tiene el litio, sabiendo que la densidad del Li solido es de 0.534 g/cm’®
Sol.: lelectron/atomo

La energia de Fermi y la densidad del gas de electrones (ntimero de electrones por unidad de volumen)
estan relacionados, con m la masa del electron, mediante:

Nl w

_ 4641022 electrones

8m (ZmEF>
n=-—

3 h?2 cm3
Para determinar el nimero de electrones de conduccidn, por atomo, debemos calcular el nimero de
atomos.

p(g/cm®) .
Nitomos = WNA(atomos/mol) = 4.64 - 1022 4tomos/cm?

Existe el mismo numero de electrones de conduccion, por unidad de volumen, que atomos. Por lo tanto,
existira 1 electron libre de conduccion por atomos.
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5.3 Distribucion de Bose.

En el cero absoluto todos los bosones se agrupan en el estado de minima energia; tienden a ocupar
estados de mayor energia cuando aumenta la temperatura. No existe nimero limite para el nimero de
particulas que pueden encontrarse en el mismo estado; Nmax=co

La funcion de distribucion para los bosones:

1
fE) = eE-W/KT 4 1

En el caso de los bosones encontramos:

Ser(1o LN
€y =37 (1= 55 7)

kNT 1 N
p=( )

v \" 282 7
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5.4 Comparacion de las estadisticas cuanticas con la de Boltzmann

Las principales caracteristicas de las estadisticas son las siguientes:

Boltzmann: las particulas son distinguibles y puede haber, en cada estado, un nimero cualquiera de
particulas.

Bose-Einstein: las particulas son indistinguibles y puede haber, en cada estado, un numero cualquiera
de particulas (no cumplen principio de exclusion de Pauli)

Fermi-Dirac: las particulas son indistinguibles y s6lo puede haber una particula en un estado cuantico
(cumplen principio de exclusion de Pauli)

Las estadisticas cuanticas coinciden con la de Boltzmann en la condicion:

Nh3
-«1

7 <Y vammiryiE <1

El principio basico de indistinguibilidad de las particulas cuanticas: Las particulas son consideradas
indistinguibles debido al solapamiento de sus funciones de onda de de Broglie.

La validez de la estadistica de Maxwell-Boltzmann se produce cuando las particulas se encuentran
separadas y las funciones de onda no se solapan; es decir, cuando su longitud de De Broglie es mucho
mas pequeila que la separacion media de las particulas (entonces las particulas son tratadas como
distinguibles). Es decir:

Agp << (d)
Desarrollando la longitud de onda de De Broglie en funcion de la energia traslacional (la considerada

para los gases ideales monoatomicos) segun el valor aportado por el teorema de equiparticion de la
energia, encontramos:

L_h__h___h .k
a5 \2mE JZm(%)kT V3mkT

Por otra parte, la distancia disponible para las particulas en el recipiente de volumen V, sera:
= (Y
RV

Por lo que la condicion de distinguibilidad de las particulas y, por consiguiente, la aplicabilidad de la
estadistica de Boltzmann se traduce en:

1/3

1/3

(A ——
V) (3mkT)3/2
nA® << 1

Esta condicion encontrada se satisface para densidades muy bajas y/o temperaturas altas.
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Problema.- Los atomos de “He se encuentran presentes en la atmosfera en un 5.24-10%% de todas las
moléculas de la atmosfera; a) justificar si seria aplicable la estadistica de Maxwell-Boltzmann a 273K.
b) En el caso de helio liquido a T=4.2 K (punto de ebullicion) cuya densidad es de 0.124 g/cm?, qué
estadistica seria aplicable?

a) El criterio para determinar si es aplicable, o no, la estadistica clasica, es analizar si se satisface la
condicion:
"y
(3mkT)3/2
a) En condiciones normales (T=273K) 1 mol de aire contiene Na de moléculas de aire ocupando 22.4
litros; por lo tanto, la densidad de atomos de *He se obtiene aplicando el porcentaje correspondiente:

N,-524-107* 20 i 3
n= 224 103 1.41 - 10%° moléculas He/m
. nh3 1
W =6.3-10 <1

Por lo tanto, el comportamiento del “He en la atmosfera puede ser descrito mediante la distribucion de
Boltzmann

b) Calculamos la densidad de 4tomos en estas condiciones:

p(g/cm®) ,
Nitomos = WNA(atomos/mol) = 1.87 - 1028 4tomos He/m?3
3
(3mkT)3/2

Por lo tanto, debemos aplicar una estadistica cuantica. La Regla de Ehrenfest y Oppenheimer: establece
que si el numero total de electrones, protones y neutrones, que aparecen en su estructura es par, su spin
es entero (bosones); mientras que si es impar su spin es semientero (fermiones). Por lo tanto, los atomos
de “He son bosones.

Problema.- Considérese la Plata, cuya densidad es 10.5 g/cm?, en estado metalico, con un electron libre
de conduccién por atomo. Calcular:

a) La energia de Fermi

b) Justificar el uso de la estadistica de gas degenerado, para los electrones de conduccion de la plata
metalica, a 300K mediante la determinacion de la longitud de onda térmica de de Broglie.

a) Calculamos la energia de Fermi de la Plata:

3
cm
Nelectrones = %NA(étomOS/mOD x lelectrén libre = 5.9 - 1022 electrones/cm3
h? (3N\*/* 1
EF =%(ﬁ) =88-10 ]=55€V

b) La longitud de onda de De Broglie
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h
3mkT

Aag =

La condicion para que no fuera considerado como gas degenerado, seria:

1

h V\3 N h3 nh3
« (—) - (7)—3 «1; ———==14700
(3mkT)2 (3mkT)2

Se dice, entonces, que el gas se comporta como gas de Fermi degenerado; o lo que es lo mismo, como
si su temperatura fuera de OK con sus electrones en la configuracion de energia mas baja posible. Se
trata de un gas con comportamiento cuantico (no clasico). En realidad, el gas de la plata se comporta
degenerado hasta temperaturas del orden de 10° K
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Bibliografia

La bibliografia dedicada a la Fisica Estadistica es muy extensa y existen excelentes y completos
manuales. Sin embargo, no ocurre lo mismo con la Introduccion a al Fisica Estadistica para una
asignatura del primer curso de Fisica Universitaria; y ello es asi porque el estudiante no dispone, a este
nivel, de una base matematica robusta ni unos conceptos basicos de Fisica Cuantica que adquirira con
posterioridad. Por ello, hemos seleccionado aquellos libros que nos han parecido adecuados a un nivel
introductorio y basico

e Alonso, M. y Finn, E. J. “Fisica. Volumen 3: Fundamentos cuanticos y Estadisticos”. Fondo
Educativo Interamericano, 1971

A pesar de que, en la actualidad, este libro se encuentra descatalogado, es un excelente manual de
introduccion a la Fisica Estadistica. Parte de conceptos basicos, incluyendo un tema de Termodinamica y
adquiere un nivel introductorio muy completo. Cubre la fisica estadistica clasica y, también, la fisica
estadistica cuantica dado que la primera mitad del volumen estd dedicada a la introduccion a la fisica
cuantica. A pesar de ser muy completo a este nivel, la teoria cinética de gases no se encuentra cubierta de
forma basica.

e Sears, Zemansky, Young y Freedman, Fisica universitaria (12* Ed.) (Pearson Educacion,
Meéxico 2009.
e Serway, R.A. and Jewett, J.W. “Fisica: para ciencias e ingenieria”. Cengage Learning
Editores,S.A.
Ambas aportaciones forman parte de la obra dedicada a la fisica universitaria de primeros cursos. En el
bloque dedicado a temas de termodinamica ambos tratan la teoria cinética de gases desde un punto de
vista muy intuitivo y facil de entender para el estudiante (concretamente el Serway le dedica un tema
completo)

e Smith, Norman O. “Elementary statistical thermodinamics: A Problems Approach”. Plenum
Press, New York and London, 1982
Excelente libro con un estilo breve conciso y didactico. Desde el inicio establece las bases fundamentales
estadisticas de los sistemas continuando con las aplicaciones de la fisica estadistica clasica a sistemas
fisicos. Alterna con gran eficacia la introduccion teérica con ejemplos aclaratorios que, aunque no son
numerosos (no es un libro de problemas) estan muy bien seleccionados.

e Tipler, Paul A. and Llewellyn, Ralph A. “Modern Physics” 6th edition. W. H. Freeman and
Company New York
Es un libro excelente por su nivel basico introductorio y didactico que logra con la novedad de incluir
complementos de extension de diferentes temas. Sin embargo, se recomienda aqui solamente por la parte
de fisica estadistica cuéntica, asi como por ser un libro de consulta de algunos conceptos cuanticos que
el alumno podria necesitar en el nivel basico del primer curso universitario

e Yung-Kuo Lim (Editor). “Problems and Solutions on Thermodynamics and Statistical
Mechanics”. World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd. (Compiled by: the physics coaching class
University of Science and Technology of China)

Este libro constituye un compendio de problemas de examen, planteados en diferentes universidades de
USA. Cubre la fisica estadistica clasica, la entropia de Boltzmann y la fisica estadistica cuantica. El nivel
de los problemas planteados se encuentra entre la fisica estadistica de primer curso y la de tercer curso.
A pesar de que su estilo didactico no es muy sugerente, abarca problemas de gran diversidad para ser
consultados.
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