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Resumen

Estudio de la existencia de tensiones iniciales: distribucion
de tensiones normales de manera general, tensiones residuales,
etc., y de deformaciones iniciales: barra doblada, falta de ajuste,
carga térmica y distribucion de deformaciones normales con
formulacion general y aplicado a porticos de barras 2D esbeltas.
Metodologia y formulacion general para su consideracion de
forma sistematica en el Método Directo de Rigidez (MDR) de
analisis de estructuras de barras.

Palabras Clave

Tensiones iniciales, deformaciones generales, barras
esbeltas, portico 2D, formulacion general.

Abstract

Study of the existence of initial stresses: general normal
stress distribution, residual stresses, etc., and ofinitia
Ideformations: bent bar, lack of adjustment, thermal load and
normal deformation distribution in its general formulation,
applied to 2D frames of slenderbars .Methodology and general
formulation for systematic consideration in the Direct Stiffness
Method (DSM) for the analysis of bar structures.

Keywords

Initial stresses, initial deformations, slenderbars, 2D
frames, general formulation
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1 Introducciony Objetivos

1.1 Introduccion

Este Trabajo Fin de Grado se desarrolla como parte de un
estudio con el departamento de Construcciones Arquitectonicas,
Ingenieria del Terreno y Mecanica de Medios Continuos y Teoria
de Estructuras

Analizaremos los efectos sobre un poértico tipo de una nave
industrial de posibles deformaciones y/o tensiones iniciales en
alguna/as de sus barras, Para ello, se emplea el Método Directo
de Rigidez y su formulacion matricial se implementa con la
ayuda del programa matematico de uso general Wolfram
Mathematica.

Es frecuente en ingenieria abordar el diseno de soluciones
para situaciones de proyecto y/o cargas, y ahi es donde se
aprovecha la formulacion del MDR, totalmente sistematico y por
lo tanto relativamente facil de programar cualquier caso en un
ordenador. Dichas situaciones a las que nos referimos pueden
ser la falta de ajuste de alguna barra, deformaciones iniciales,
tensiones iniciales en la estructura o tensiones residuales.

Las tensiones residuales en el acero se deben a diferentes
causas. Podemos destacar la soldadura, proceso de union
mediante altas temperaturas, procesos de fabricacion como la
laminacion o moldeo, procesos de instalacion y montaje

1.2 Objetivos

El objetivo principal es estudiar el efecto de deformaciones
y tensiones iniciales en la estructura y caracterizar su
comportamiento a través de su respuesta estructural (diagrama
de esfuerzos y deformada de la estructura) en los casos
practicos.

Para el estudio de las deformaciones iniciales se hara en
primer lugar las correspondientes comprobaciones para los
casos: barra curva, falta de ajuste y cargas térmicas para ver el
efecto que producen en las vigas.

METODO MATRICIAL DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS DE BARRAS ESBELTAS.
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En lo relativo a las tensiones iniciales se formula el caso
general y se muestra como aplicarlo al caso particular de
elemento barra con tensiones residuales que se incluye en un
conjunto de barras sometido a cargas/acciones. Estas tensiones
se producen como respuesta a procesos de deformacion
plastica (mecanizado, moldeo, laminacion,...), enfriamientos no
uniformes a elevada temperatura (soldadura) y
transformaciones de fase.

Este trabajo se centra en el efecto del proceso de
fabricacion de las vigas de acero IPE300 debido a laminacién en
caliente y enfriamiento al aire.

METODO MATRICIAL DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS DE BARRAS ESBELTAS.
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2 Formulacion

2.1 Barraa traccion-compresion

Consideraremos una barra (cilindrica o prismatica) en la
qgue aplicaremos dos fuerzas en la direccion perpendicular a la
seccion, en la direccion del eje longitudinal de la barra por ello
se denominan cargas axiales de mismo valor pero sentido
opuesto. Por ello, dicha barra experimentara una deformacion
gue sera:

o Esfuerzo axil de traccion si la fuerza es hacia fuera de
la barra o exterior de la seccion. La deformaciéon axil provocara
un alargamiento longitudinal de la barra[8].

e Esfuerzo axil de compresion si dicha fuerza tiene un
sentido hacia el interior de la barra [8]. Por ello la deformacion
axil en este caso provocara un acortamiento longitudinal de la
barra.

llustracion 1: Barra cargada a traccion por una fuerza N.

Estas tensiones las podemos llamar de traccion o
‘2 . N
compresion y sus unidades son — 0 Pa. Por regla general se

consideran positivas a las tensiones de traccion y negativas a
las de compresion.

La deformacion debe ser idéntica en ambos lados de la
seccion debido a la simetria del problema. Otro aspecto
importante es que las secciones rectas deben seguir siendo
rectas después de la tension aplicada. Esto quiere decir que
todas las fibras deben sufrir el mismo alargamiento y la misma
deformacion.

Como conclusion, si aplicamos la ley de Hooke obtenemos
qgue la distribucion de las tensiones internas sea uniforme en
cada seccion. También podemos destacar que en el caso de
traccion-compresion la tension maxima admisible se alcanza en

METODO MATRICIAL DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS DE BARRAS ESBELTAS.
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todos sus puntos, por ello empleamos el material en la plenitud
de sus posibilidades.

llustracidn 2: Distribucion de tensiones internas uniforme N.

2.2 Barra esbelta a flexion.

Empezaremos definiendo lo que es la flexion,
denominamos flexion a la deformacion que experimenta una
pieza alargada en la direccion perpendicular al eje longitudinal.
Cuando decimos alargado nos referimos a que una dimension
es mucho mayor que las otras, un ejemplo claro son las vigas,
disenadas para trabajar principalmente a flexion [6].

Otro aspecto importante de la flexion es la denominada
linea neutra, que forma una superficie curva en el material
deformado por flexién, y separa la zona comprimida y la
traccionada. En la linea neutra consideraremos que y=0 y x=0.

llustracién 3: Ejemplo de flexion mecanica.
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Nos basaremos en la hipotesis de Navier-Bernoulli se basa
en que la deformacion de una pieza recta sometida a flexion
pura, las secciones rectas permanecen planas y normales a la
deformada de la directriz.

Este enunciado lo podemos reducir a que la
proporcionalidad entre las deformaciones longitudinales de la
viga con la curvatura, variando linealmente con la distancia a la
linea neutra.

En conclusion, las tensiones normales de la viga
originadas por flexion (flexion pura) varian linealmente con la
distancia a la linea neutra, produciéndose los maximos
alargamientos en las fibras mas alejadas de la linea neutra. Lo
mismo ocurre con las tensiones, siendo las maximas en las
zonas mas alejadas de dicha linea neutra.

2.3 Desplazamientos. Funciones de forma

Aproximacion del desplazamiento longitudinal para la barra
trabajando a traccion y compresion:

1 1
Ny={ 5(1-8), (1+8)} (D) (1)

El comportamiento mecanico de la barra a flexion se
describe mediante polinomios de Hermite:

1 1 1
Nu=( 5Ny (2:38+8%), 7(2+368°)} 2

1 1
No=(g (16€°+8), g (1-£+87+8°)} 3)

Donde se ha empleado la coordenada normalizadag, por lo
gue se debe tener en cuenta el jacobiano de la transformacion a
la hora de evaluar las integrales:

J=—=3 @
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2.4 Deformaciones

En el problema de barras esbeltas trabajando a
traccion/compresion-flexion las deformaciones normales se
calculan mediante la matriz de transformacion deformaciones-
desplazamientos. Dicho tensor es un tensor simétrico empleado
en la mecanica de sélidos deformables que caracteriza el
cambio de volumen y forma de un cuerpo.

Las deformaciones de cada elemento las obtenemos
derivando los desplazamientos de los elementos (Ny, Ny, Ne) con
respecto a las coordenadas x, y, z. En nuestro estudio
empleamos la coordenada normalizada por lo que debemos
tener cuidado a la hora de realizar las derivadas al ser necesario
multiplicar por el jacobiano de la transformacion para tenerlo en
las coordenadas de estudio.

dN,1 dN,1 dNg1

ac ] Yaezp Yaep

(5)

2.4.1 Matriz de rigidez (aplicacién del PDV)

Continuamos con las funciones anteriormente descritas
para calcular el campo de desplazamiento, de tal manera que el
Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV)nos quedaria:

N
f (3e) odV= f (68)TBTEBdV=Z(6ui)TFi+ f du)Tqdv (6)
Vv \

=1 v

siendo:

Su(§) = Néu (7)

Sustituyendo obtendremos:

=i e 2+ (- 2] ®
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Donde deberemos sustituir los siguientes valores:
_ . [K11 k12]* Ug _[Fl] f1]

Ki=F+7; [k21 Koo [Uz]_ F> ¥ f) (9)
donde:

K= f(B.)TEBjdV

VN

fi= > (8u)'F,
2

A f dA (10)
A

I, = f y2dA
A
dV=Adx=AJdE

Obteniendo asi una matriz de rigidez:

r EA EA

=0 o -— 0|
L L 0
12El,  6El, 12El, 6El,
E 12 BE 12
6El,  A4El 6El, 2El,
_ L L e L
EA s EA . (11)
L L
12El,  6El, 12EI,  BEI,
= = ° I
6El,  2EI 6El, 4El,
2 0 2
L L L L
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2.5 Fuerzas equivalentes. Carga distribuida uniforme.

El caso particular de carga distribuida uniforme es muy
frecuente al ser una aproximacion a la realidad que nos
simplifica los calculos, tiene como funcién el valor de la contaste
que llamaremos “q”.

< Xg=L/2 Tﬁ':qL

llustracion 4: Barra con carga distribuida uniforme.

Cuya resultante la podemos calcular de la siguiente

manera:
L
R=fqu=qL (12)
0
Y el punto en el actia la resultante lo calcularemos
mediante:
L L?
_ladx _ay _L (13)

*R qL qL 2

Para calcular las reacciones en los extremos
consideraremos una barra bi-empotadrada en la que actia la
carga distribuida uniforme y mediante las ecuaciones equilibrio
de sumatorio de fuerzas y momentos obtendremos los axiles,
cortantes y momentos.

METODO MATRICIAL DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS DE BARRAS ESBELTAS.
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/

?\\ N
r-l.
v

FUA F, vB

llustracion 5: Reacciones en los apoyos.

Obteniendo asi un vector de fuerzas equivalentes:

eq— 0 (14)
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3 Metodologia

3.1 Deformaciones iniciales
3.1.1 Barradoblada

En este apartado consideraremos que la barra tiene un
defecto de forma, la barra inicialmente no es recta, presenta
una pequena curvatura inicial.

Comenzamos definiendo los vectores de desplazamiento
transversal y longitudinal y el giro en funcion de la coordenada
generalizada:

M= {z0-6,50+0)
vL2 2
1 1
N, = {2(2_35"'53)’1(2'*'35_53)} (15)
1 1
No={g(1 ==& +8),5(-1-¢+ 5 +D}

A continuacion, definimos una ecuacion para el caso
general de barra doblada, la elegiremos de tercer grado y
consideraremos tres condiciones de contorno para resolverla. Se
plantea para el caso general de apoyo fijo en la izquierda(é =
—1) y libre en la derecha (¢ = +1), de tal manera que la barra
se curva de con curvatura convexa. Para ello damos las
condiciones de desplazamiento longitudinal y transversal en el
apoyo fijos son nulos y en el extremo libre, consideramos el

longitudinal de valor 80 y el transversal 90% (multiplico por %

para tenerlo en funcién de la variable generalizada & en vez de
X), obtenido la ecuacion:

§=-1 &E=0 & =1
f(=1)=0
f[(-1)=0
f(&) =a+bé+cé?+déE3S f(+1) =be (16)
roan =2
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Obteniendo asi un desplazamiento transversal inicial
debido a las deformaciones iniciales por barra curva:

1
vo=f() =—35(200(-2-§) —LO(-1- D)1+ * (17

Se calculan las fuerzas equivalentes. Dicho vector lo
obtenemos con la integral de longitud sobre la barra:

0
12I,ES, 6l,Ee,
T T
61,E8, 2I,Ee,
Tt
Foq = . (18)

121,E8, 6l,Ee,

13 12

61,E8, 4I,Ee,
T T

3.1.2 Falta de ajuste

Vamos a obtener el vector de fuerzas equivalentes debido
a la falta de ajuste de una barra, refiriéndonos a falta de ajuste
a que la barra no tenga Ila longitud nominal, bien
intencionadamente seguramente por fallo de su fabricacion
pudiendo ser exceso o defecto de longitud.

Seguidamente se considera que la barra es corta y lo
generalizamos con una ecuacion de primer grado y dos
condiciones de contorno para su resolucion. Para la obtencion
de las variables a y b volvemos a considerar un apoyo fijo
(izquierda) y otro libre (derecha), obteniendo asi las condiciones
de desplazamiento transversal en el empotramiento (-1) nulo y
en el apoyo libre (+1) lo consideramos -Ao(al ser corta la barra).

fG=1)=0

f(+1) = 2, 19)

£ = a+ bt
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Obteniendo asi un desplazamiento longitudinal inicial
debido a la falta de ajuste:

1
wy =5 Ao(1+) (20)

De la misma manera que en el caso de barra curva
obtenemos a partir de integral de la matriz de forma vy
seguidamente se realiza la integral de longitud de la matriz de
rigidez obtenida en toda la barra para calcular el vector de
fuerzas equivalentes debido a la falta de ajuste de la barra de
manera generalizada:

AE A,
L
0
_ 0
Feq - AE/lo (21)
L
0
0

3.1.3 Carga térmica

A continuacion, vamos a calcular el vector equivalente
resultante debido a las deformaciones por efecto de cargas
térmicas y variacion lineal en el canto. Los cambios de
temperatura provocan cambios en las dimensiones, de tal
manera que un aumento de temperatura provoca la dilatacion
del material y un descenso su contraccion.

Vamos a considerar T1> To, 0 que se puede traducir a que
las fibras de arriba se deforman o alargan mas que la de abajoy
por ello la curvatura sera hacia abajo y de forma convexa [6].
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B8

llustracion 6: Deformacion debido a la temperatura.

Giro (Bb): es el angulo que forma la tangente de la
deformada en el punto B con la direccion original de la barra

Flecha (dp): el desplazamiento que sufre el punto B en
direccion perpendicular a la directriz de la barra

Para ellodefinimos los valores de los desplazamientos
longitudinales y transversales de la barra considerando un
extremo empotrado y otro libre.

Primero evaluamos el desplazamiento longitudinal desde
el extremo empotrado, en el que su valor es cero, al extremo
libre, considerandolo como la derivada del desplazamiento en el
punto B:

u = N, {0, bug} (22)

Seguidamente realizamos los para el caso de
desplazamiento transversal, en este caso lo evaluamos desde
cero, que seria el extremo empotrado, al libore en el que las
derivadas del desplazamiento transversal y giro las
consideramos negativas al tener en nuestro caso de estudio la
condicion T1 >Ta:

v = N,{0, —6vg} + N,{0, —5e5} (23)
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Calculamos la ecuacion de las deformaciones virtuales en
funcion de las derivadas de los desplazamientos longitudinal y
transversal:

2 0u 20%v

(5‘53:2&4' Za_fz (24)

Definimos la variacion lineal de la temperatura en el canto
como:

T +T, T,—T
T(y)=122+1h2y (25)

Emplearemos la ecuacion general de la deformacion inicial
debido a la temperatura, que la define como el producto entre el
coeficiente de dilatacion térmica por la temperatura:

& =aTl (26)

El coeficiente de dilatacion térmica para nuestro caso de
estudio, acero S275, tiene un valor de 1.2x105°C1,

Continuamos los calculos aplicando el PTV para obtener la
energia de deformacion, para ello hacemos la integral de area a
la ecuacion de deformaciones virtuales:

+1
Edef = J E&S]é‘odf (27)
1

De esta manera obtenemos la siguiente energia de
deformacion para nuestro caso de estudio:

L(~T, + T,)Eabug
h

1
Edef = EA(TI + Tz)Ea6uB + (28)

Una vez conseguida la energia de deformacion, podemos
obtener los vectores fuerzas equivalentes en el nodo [B]
derivando dicha energia de deformacion con respecto a los
desplazamientos y giro en el nodo.
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9Eaer
du,

O0Eqes
dav,

\aEdef
de,

Feq_B = (29)

Asegurando el equilibrio en la barra obtendremos los
vectores en el nodo [A], mediante un sistema de tres ecuaciones
con tres incognitas, obteniendo finalmente el vector de fuerzas
equivalentes debido a carga térmica en la barra:

1

0
I,(=T; + T,)Ea

Feq = 1 h (30)
0
L,(-T, + T,)Ea
h

3.1.4 Deformacion inicial. Caso general.

Para acabar este apartado, calcularemos las
deformaciones iniciales de una barra. Para ello comenzaremos
de la misma manera que el caso de carga térmica, definiendo
los vectores de desplazamiento, considerandolos en el eje x
positivo y en el eje z e y negativo as suponer T; > T, :

u = N, {0, bug}

v = N,{0, —8vg} + N, {0, —665} (31)

Definimos la ecuacion de deformaciones virtuales
mediante las derivadas del desplazamiento longitudinal y la
derivada segunda del desplazamiento transversal como se
puede ver en la ecuacion(24).
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La temperatura total la consideraremos dato y se regira
por una ecuacion elegida en especial para nuestro estudio y que
sera la siguiente:

106Tyx2yz?
T = 2—53] (C?) (32)

Continuamos con los calculos en nuestra seccion de los
momentos de inercia, en nuestro caso para un perfil IPE 300 [3],
cuyos parametros muestro a continuacion:

~ b
Yl s——

€1

llustracion 7: Perfil IPE300.

h =300mm
b =150 mm
e=71mm

e, =10.7mm

Realizamos los calculos, para ello dividimos el perfil en
tres triangulos rectangulos, que serian el ala superior (1), ala
inferior (3) y en el alma (2). Calculamos las caracteristicas de
cada barra de manera independiente. Obteniendo asi la
magnitud estatica de la seccion como la suma los tres
momentos anteriores.
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( Lo
I, = f fz y?z%dzdy
h g, )t
h e L€
3 12 :f feyzszZdy (33)
et
h b
Gee) 8
_ 2,2
LI3 = f_g fly z°dzdy

2 2
I=1L+1,+1;=126x10"7 [m°]

Por dultimo, calculamos la energia de deformacion
mediante un PTV, con la integral de tensiones y deformaciones
reales en el volumen. En nuestro caso al ser un problema lineal,
haremos la integral en el area, para calcularlo debemos hacer la
integral de la ecuacion de deformaciones virtuales, como el
producto del numero de Young por las deformaciones virtuales y
las deformaciones iniciales, para & entre los valores(-1,+1),
obteniendo una energia de deformacion:

1
Edef =f E(SS]godé =
1

(34)

31250[(2e; — h)® + 2b%e,(4e,* — 6e1h + 3h?)] =
* ToEa(66U2 - 5L692)

T 2714

Una vez calculada la energia de deformacion, podemos
obtener los vectores fuerzas equivalentes en el nodo [B]
derivando la energia de deformacion con respecto a los
desplazamientos y giro en dicho nodo.

OEqer

dug
0E ger

ovg (35)
OEqer

deg

Feq_B =
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Realizamos el equilibrio en la barra para obtener el vector
de fuerzas en el nodo [A], mediante un sistema de tres
ecuaciones con tres incégnitas, obteniendo finalmente el vector
de fuerzas equivalentes debido a carga térmica en la barra:

0
—4901.76
—4901.76

0

\ 4901.76
—24508.80

Foq = (36)

3.2 Tensiones iniciales

3.2.1 Tensiones iniciales. Caso general.

Para el caso de tensiones iniciales, empleamos el modelo
de barras en el que consideramos que las tensiones en el eje z e
y son muy pequenas y despreciables en comparacion a las del
eje x.

o, = 0, = 0 frente a g, (37)

También empleamos la teoria de la elasticidad lineal
considerando barras esbeltas.

Comenzamos los calculos de la misma manera que los
apartados anteriores, definimos los vectores de desplazamiento
y el de deformaciones virtuales. La tension inicial la debemos
considerar dato, por ello he elegido la siguiente funcion:

_ fyx*yz® _ 25000x2yz?

=015 T I3 Pa) 38

La energia de deformacion la calculamos mediante un PTV,
para ello realizamos la integral de longjtud a lo largo de la barra
del producto de las deformaciones virtuales y la tension inicial.
Pero antes necesitamos calcular los parametros caracteristicos
de la barra por los que multiplicamos la energia de deformacion,
siendo "1" el factor que multiplica a la derivada del
desplazamiento longitudinal y el parametro “y” el que multiplica
al transversal, pero que no debemos de confundir con las

inercias al tener las mismas unidades.
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Estos parametros se deben calcular para las alas superior
(1) e inferior (3), ambas iguales, y para el alma (2) siendo el
parametro final la suma de las tres. En nuestro caso, al hacer
las cuentas observamos que “xo” el cual multiplica por factor 1
(parametro empleado en Mathematica para agrupar términos)
nos da cero, pero no es lo general, es debido a la distribucion de
tensiones iniciales elegida, por lo que en la integral
sustituiremos "x," por cero.

h b
2 2
— 2
Ay —ﬁl . fbyz dzdy
LR

2

h e

7 (2

A, = f yz?dzdy (39)

h e

-G-e)) 3
A3 = A1

X9 = A1 + A, + A3 = 0 para nuestro caso en particular

El calculo del otro parametro también lo realizamos en las
tres zonas en las que dividimos la seccion: ala superior (1), alma
(2)y ala inferior (3). En este caso nos da un valor diferente de
cero y por el cual sustituiremos “y” en el PTV.

h b
— 22,2
I, = . be z°dzdy
FR R
h
7 (2
L= y2z%dzdy
—Gren ' (40)
-G-e1) (3
I3 —j J y2z%dzdy

y=1I1+1,+ 13 =1.26x10"7[m®°]

Para calcular la energia de deformacion debemos realizar
la integral de longitud al ser un problema lineal del producto de
la energia de deformacion y la tension inicial a lo largo de la
coordenada generalizada:

1
Edef =f 58]0-0d€
-1
Eger = [—€3(2e; — h) + 2b3 e;(4e,% — 6e,h + 3h*)]66p

(41)
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Una vez conocida la energia de deformacion podemos
calcular las resultantes en los extremos, realizando la derivada
de dicha energia con respecto al desplazamiento longitudinal,
transversal y giro del extremo de la derecha, obteniendo asi el
vector de fuerzas equivalentes de dicho extremo. Mediante
equilibrio en la barra obtendremos el vector de fuerzas
equivalentes en el otro extremo al tener un sistema de

ecuaciones.
0E . 7
dug

_| OE o |
eq-B _| dvg |

\aEdef/
deg

Finalmente, obtendremos el vector de fuerzas equivalentes
en dicha barra en coordenadas locales.

0
—2674.57
—2674.57

0

2674.57
—13372.90

(42)

3.2.2 Tensiones residuales

Comenzaremos definiendo las tensiones residuales, como
aquellas tensiones que permanecen después de ser causadas
por fuerzas externas, en las piezas metalicas se producen como
respuesta a los procesos de deformacion plastica. Son auto
equilibradas, es decir, si en un punto son de compresion en otro
son de traccion, asi mantiene el equilibrio mecanico.

En este apartado estudiaremos las tensiones residuales
debidas al proceso de fabricacion de las vigas IPE 300.

Dicha fabricacion se lleva a cabo mediante el proceso de
laminado en caliente con enfriamiento al aire. Estas tensiones
se producen al enfriarse mas rapido las alas que el alma al tener
mas aire alrededor.
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Comenzamos los calculos definiendo lo mismo que en los
casos anteriores, vectores de desplazamientos y deformaciones
virtuales. El siguiente paso seria definir la distribucion de
tensiones en el ala superior considerando el valor maximo 0.2,
dandose en los extremos y en la mitad del ala, siendo negativo
en los extremos como podemos ver en la siguiente figura [1]:

M+

llustracion 8: Perfil de tensiones laminado en caliente.

Obteniendo la siguiente distribucion de tensiones en el ala
superior e inferior al ser idénticas por simetria:

f(z) =02- % (44)

Al realizar el célculo del pardametro caracteristico que
multiplicara a la energia de deformacion nos vuelve a ocurrir que
sale cero tanto en las alas como en el alma. Lo debemos de
calcular de manera independiente en cada zona y después
sumarlos para obtenerl"”, que en nuestro caso nos saldra cero.
El calculo en el ala seria la integral de area de la distribucion
anteriormente obtenida y poniendo los limites de integracion
para los ejes z e y considerando la mitad del ala y multiplicando
por dos el valor obtenido:

h
2

b
Ay =2.L fzf(z)dydzzo
E—el 0

A; = A; = 0 por simetria
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Nos faltaria calcularlo en el alma, considerando también
media barra, desde el origen de coordenadas que el centro y el
extremo de arriba:

By, 8
A, = 2[2 fef(z)dydz =0 (46)
0 —_—

x0=A1+A2+A3=0

A continuacién repetiremos los calculo pero en el alma
siendo de nuevo el valor maximo de la tension 0.2f,. En este
caso las condiciones de contorno son el valor maximo con signo
positivo en los extremos del alma y negativo en el centro,
considerando el centro como el origen de coordenadas (véase
en la figura anterior). La distribucion de tensiones obtenida es:

_ 0.8y
fy)=02- e —05h (47)

“y

Calculamos el parametro “y” como el caso anterior pero
usando la tension de distribucién nueva, como la suma de los
parametros de manera independiente de las alas y alma. Este
parametro lo emplearemos en la integral para la obtencion de la
energia de deformacion que realizamos a continuacion:

h b

2 2

I =2 f f Vf()dydz = 0
E—el 0

I; = I; = 0 por simetria

h e

L =2 fz fz yf (¥)dydz = 9.18479 x 10~5[m*]
o Je
2

y=IL+L+I;= 918479 x 10~¢[m*]

Continuamos con la distribucion de tensiones en el eje x
para después multiplicarlas por el limite elastico y asi obtener
las tensiones iniciales. Para ello definimos un polinomio de
segundo grado y damos como condiciones de contorno que en
los extremos la tension sea cero al no ejercer esfuerzo sobre la
barra ninguna fuerza externa y en el centro consideramos la
tension maxima y de valor igual a 1, obteniendo una
distribucion:

fx)=20+8)+1-8&)7 (49)
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Por lo tanto la tensién inicial la podemos definir de manera
general como:

a0 = f()fy (50)

Realizamos el PTV para el calculo de la energia de
deformacion haciendo la integral de longitud del producto de las
deformaciones virtuales y las tensiones iniciales, sustituyendo
los parametros por los valores calculados anteriormente, y
obtenemos la siguiente energia de deformacion:

1
Edef = j 580’0df
-1

E4 = ef,[—0.04444¢,” + 0.04444eh — 0.01111h%]56p

(51)

Para finalizar calculamos el vector de fuerzas equivalentes
en el extremo de la derecha con las derivadas de la energia de
deformacion con respecto los desplazamientos y el giro de dicho
extremo:

OEqes
dug
OEqes
dvg
OB aer
deg

Feq_B = (52)

Mediante equilibrio en la barra conseguiremos las fuerzas
equivalentes del otro extremo. Nos quedaria entonces el
siguiente vector fuerzas equivalentes de la barra en
coordenadas locales:

0
0
1683.88
0
0
—1683.88

Foq = (53)
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Capitulo 4
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En este apartado del proyecto llevaremos a la practica los
casos anteriormente explicados. Realizaremos los calculos en
una estructura tipica de una nave industrial, pero simplificada a
dos pilares y dos dinteles para ver de manera mas rapida y
eficaz los resultados a los que queremos llegar. Continuaremos
empleando vigas IPE 300 de acero S275 tanto para los pilares
como las vigas.

Resolveremos cinco problemas mediante el

Método

Directo de Rigidez de manera independiente para abarcar todos
los casos, de tal manera que si en un algin momento se
requiere que en la estructura actlien varios de los casos solo
debemos emplear superposicion y obtendremos el resultado.
Los MDR los clasificaremos de la siguiente manera:

Sobre el poértico actian las fuerzas del viento y nieve,
actuando como cargas distribuidas (q, ¥ qn)-

Consideraremos que en el

deformacion inicial.

Consideraremos que en el

deformacioén inicial.

pilar

dintel

izquierdo hay

una

izquierdo hay una

Consideraremos que en el pilar izquierdo tenemos una

tension inicial.

Consideraremos que en el dintel izquierdo tenemos una

tension inicial.

Le=5m

llustracion 9: Portico de estudio.

H=7m
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Los calculos de

siguiente manera

e Definimos

la matriz de

los MDR
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los estructuraremos de la

rigidez para cada elemento en

coordenadas locales, siendo dicha matriz de manera general:

- AE . . AE . -
L L
12ILE  6L,E 12I,E  6I,E
13 12 E 12
61,E ALLE . 6I,E  2I,E
2 T T2
(Ki)l: AE L L L L (54)
- 0 0 — 0 0
12ILE  6LE 121,E 61,E
32 13 2
61,E 21E 6I,E  4I,E
i 12 L 12 L

Debemos de tener en cuenta el angulo que formar las los ejes
de las coordenadas locales con las globales para asi hacer el cambio
de coordenadas. La mattriz giro necesaria corresponde a:

- cosa  sena O 0 0 01
—sena cosa O 0 0 0
_ 0 0 1 0 0 0
r= 0 0 0 cosa sena O (55)
0 0 0 —sena cosa O
0 0 0 0 0 1

Por ultimo realizamos el cambio obtenido asi la matriz de

rigidez en globales:

(Ki)g = TT(Ki)lT (56)

e (Calculamos las fuerzas de empotramiento debidas a las cargas
distribuidas, la deformacion o la tension iniciales dependiendo
del caso de estudio. Dichas fuerzas las calcularemos de manera
independiente en cada elemento en locales.

Para ello consideraremos que ambos extremos de las barras
estan empotrados y realizaremos el equilibrio en la barra con
sumatorio de fuerzas y momentos para obtener las resultantes
en los extremos en funcion de las cargas que actien en el
elemento.
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Una vez calculadas las fuerzas de empotramiento con la matriz
de giro anteriormente explicada calcularemos las fuerzas de
equilibrio de cada barra en coordenadas globales.

(Feq_i)g = _TT(Femp—i)l (57)

e Definimos el vector desplazamiento de la estructura como los
movimientos de los nudos, este seraugg;.

e Definimos el vector fuerzas de las fuerzas existentes en los
N0dos (Fegt)-

e Aplicamos las condiciones de contorno con las reacciones sobre
la estructura conocidas o los movimientos impedidos, como los
pilares al estar empotrados tienen movimientos nulos.

Fost + Feq = Kest + Uest (58)

e Planteamos la ecuacion matricial y obtenemos los
desplazamientos y las fuerzas de la estructura.

e Dibujamos los diagramas de axil, cortante y momento flector.

e Dibujamos la deformada de la estructura.

4.1 Portico con cargas distribuidas.

kN
Quiento = 5?
kN
Qnieve = 2?

Nuestro caso de estudio se basara en la aparicion de
cargas distribuidas sobre la estructura. La carga distribuida
lateral correspondera a la equivalente de la carga del viento y la
vertical a la de la nieve. Ambas cargas tendran un valor de:
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llustracién 10: Pértico con cargas distribuidas uniforme.

Comenzaremos el caso de cargas distribuidas con la
obtencion de las matrices de rigidez de cada elemento.
Seguiremos las pautas anteriormente descritas de manera que,
primero las calculamos en coordenadas y locales y con la matriz
de giro obtenemos las de coordenadas globales elemento a
elemente:

e Elemento 1: el angulo formado por los ejes locales y globales
es a1=90°
r 1685.38 0 —4213.44 —1685.38 0 —4213.447
0 225960 0 0 —225960 0
K —4213.44 0 14044.8 4213.44 0 7022.4
11-1685.38 0 04213.44 1685.38 0 —4213.44
0 —225960 0 0 225960 0
L—4213.44 0 7022.4 4213.44 0 14044.8 -
e Elemento 2: el angulo formado por los ejes locales y globales
es 0=11.3°
- 106533 21266.8 —198.635 —106533 —21266.8 —198.6357
21266.8 4452 993.177 —21266.8 —4452 993.177
K —198.635 993.177 6886.03 198.635 —993.177 3443.01
21 -106533 —21266.8 198.635 106533 21266.8 198.635
—21266.8 —4452 —993.177 21266.8 4452 —993.177
L—198.635 993.177 3443.01 198.635 —993.177 6886.03 -
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e Elemento 3: el angulo formado por los ejes locales y globales
es o3=90°
r 1685.38 0 —4213.44 —1685.38 0 —4213.44
0 225960 0 0 —225960 0
K —4213.44 0 14044.8 4213.44 0 7022.4
31-1685.38 0 04213.44 1685.38 0 —4213.44
0 —225960 0 0 225960 0
L—4213.44 0 7022.4 4213.44 0 14044.8 -
e Elemento 4: el angulo formado por los ejes locales y globales
es o4=-11.3°
r 106533 —21266.8 —198.635 —106533 21266.8 —198.6357
—21266.8 4452 —993.177 21266.8 —4452 —993.177
K —198.635 —993.177 6886.03 198.635 993.177 3443.01
*1-106533 21266.8 198.635 106533 —21266.8 198.635
21266.8 —4452 993.177 —21266.8 4452 993.177
L—198.635 —993.177 3443.01 198.635 993.177 6886.03 -
Finalmente obtendremos una matriz de rigidez estructural:

llustracioni1l:

Matriz de rigidez de la estructura.

Calculamos las fuerzas de empotramiento debidas en nuestro
caso cargas distribuidas. Lo realizaremos en cada barra de manera
individual en coordenadas locales, y después con la matriz de giro
obtendremos las fuerzas equivalentes:

e Elemento 1: el angulo formado por los ejes locales y globales

es a1=90°

METODO MATRICIAL DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS DE BARRAS ESBELTAS.

EFECTO DE TENSIONES INICIALES Y/ODEFORMACIONES INICIALES. FORMULACION GENERAL 47

(SRR R B R o]

8.
4213.44
e.
7822.4
-4213.44
e.
14044.8




ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES

Universidad deValladolid

2 0
qL? 2.5
2.083
Feq_l :T*Femp_l =Tx 102 = 0
qL 2.5
2 —2.083

e Elemento 2: el angulo formado por los ejes locales y globales
es 0p=11.3°

Feq_2=T*Femp_2=T* 0 =

e Elemento 3: el angulo formado por los ejes locales y globales
es o3=90°

qlL? 2.5
12 2.083
Feq_3 =T % Femp_B =T % 0 = 0
qL 2.5

2 —2.083

e Elemento 4: el angulo formado por los ejes locales y globales
es og=-11.3°
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0
qL
2 1
qL? -5
12 —8.498
FeQz:T*FempzzT* 102 = 1
qL -5
2 8.498
ql?
12

Obteniendo un vector fuerzas equivalentes de la estructura
ensamblando todos los anteriores:

2.5
0
—2.083
2.5
—5.099
—6.415

Feq = _10.198
2.5
—5.099
10.581
2.5

—2.083

Continuamos los calculos definiendo el vector desplazamiento
(Uest ) y €l de las fuerzas en 10s N0dos (Fest).

Para el caso del vector desplazamiento sabemos que los nodos
“a” y “e” estan empotrados, por lo cual sus desplazamientos y giros
seran nulos, siendo la incognita el resto de nodos:
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Uest = | V¢

Para la definicion del vector de las fuerzas en los nodos
sera al contrario, solo tendremos en cuenta las fuerzas en los
nodos empotrados al ser las Unicas reacciones existentes por el
empotramiento anteriormente definido:

Con estos vectores definimos nuestras condiciones de
contorno, pudiendo asi emplear la ecuacion matricial para
resolver nuestro sistema:

Fest + Feq = Kot + Uest

Para su resolucion seleccionamos las ecuaciones en las
gue son incognita los desplazamientos, en nuestro caso serian
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la 4,5,6,7,8,9,10,11 y 12, y al ser las Unicas incdgnitas en el
sistema de ecuaciones obtendriamos que los desplazamientos
son (m):

0
0
0
—0.001056
—0.000044
—0.001077
0.002684
Uest = | —0.01919
0.000239
0.006424
—0.000046
0.000116
0
0
0

Realizamos el siguiente sistema de ecuaciones pero esta
vez seleccionado Unicamente las ecuaciones en las que la
incognita son las fuerzas de los nodos, serian las ecuaciones 1,
2, 3,13, 14y 15, obteniendo asi dichas fuerzas (N):

3.819
9.950
—9.933

o

S OO O OO OO

—13.819
10.446
29.973

Continuamos realizando los diagramas de axiles, cortantes
y momentos flectores para que los calculos sean mas visuales y
ver donde se dan los maximos en la estructura.

Los calculos estaran en la parte de Anexos como codigo
del programa empleado en los calculos, Wolfram Mathematica,
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a continuacion mostraremos los diagramas de esfuerzos y la
deformada de la estructura:

e Axil

llustracion 12: Diagrama de axiles, Nx(x).

e Cortante

T\

llustracion 13: Diagrama de cortantes, V(x).

¢ Momento flector

/

El maximo momento flector se da en la barra 3 (pilar de la
derecha) y tiene un valor de Mmax=29.973 (KNm).

llustracion 14: Diagrama de momento flector, M,(x).

Para finalizar los céalculos dibujaremos la deformada de la
estructura para las cargas distribuidas que afectan a la
estructura y asi poder ver el punto que sufre el maximo
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desplazamiento. Como se puede ver el maximo desplazamiento
ocurre en la segunda barra (dintel de la izquierda) para la
coordenada x=9.76 (m) y tiene un valor de 6=0.019 (m).

llustracion 15: Diagrama de la deformada (x 100).

4.2 Deformacion inicial pilar izquierdo.

El siguiente caso de aplicacion practica corresponde con
que €l en pilar izquierdo de la estructura tenemos una
deformacion inicial.

Seguiremos la metodologia de resolucion del punto
anterior, empezando por el calculo de la matriz de rigidez. Como
podemos observar en la definicion general de la matriz de
rigidez, solo depende del area, la inercia y la longitud de las
barras y del médulo de Young (A, I, L, E).

Esto quiere decir que con respecto al caso practico
anterior la matriz de rigidez tanto elemental como la de la
estructura no varia.

Las fuerzas de empotramiento para deformacion inicial
estan calculadas y demostradas en el apartado de
deformaciones iniciales, Debemos tener en cuenta de la
deformacion inicial solo se tendra en cuenta en el pilar de la
izquierda, barra a-b, por ello solo esa barra tendra fuerzas de
empotramiento y tendran un valor de:

0
2.6351
| 21959
empg—p ~ 0
—2.63519
10.98
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Calculamos las fuerzas equivalentes con las fuerzas de
empotramiento anteriores y la matriz de giro. De la misma
manera que ocurre con las de empotramiento, estas fuerzas
equivalentes solo existiran en la barra a-b.

2.6351
0
| —2.1959
€a-b — | —2.6351
0
—10.98

El vector fuerzas equivalente de la estructura nos quedara:

2.6351

—2.1959
—2.6351

—10.98

o

eq —

OO OO OO OO

Definimos de la misma manera el vector desplazamiento y
fuerzas de la estructura, siendo las incégnitas de nuestro
problema:
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Con los vectores anteriores quedarian definidas nuestras
condiciones. Aplicamos la ecuacion matricial en la resolucion de

nuestro sistema.

Fost + Foq = Kest * Uest

Para la resolucion diferenciamos dos sistemas de
ecuaciones. El primero el que formarian las ecuaciones en las
que los desplazamientos son incognitas, seran las ecuaciones 4,
5 6, 7,8, 9, 10, 11 y 12 del sistema. Obteniendo asi los

siguientes desplazamientos:

Uest =

0
0
0
—0.000377
0.000057
—0.000526
—0.000148
—0.001154
0.000126
0.000079
—0.000057
0.000020
0
0
0
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Repetimos la operacion, pero esta vez con las ecuaciones
en las que las incégnitas son las fuerzas de la estructura,
ecuaciones 1, 2, 3, 13, 14 y 15. El vector fuerzas de la
estructura nos quedara:

0.219
—0.130
—3.091

0

o
%]
o~
I
cocoocococoo

—0.219
0.130
0.477

Para continuar con el estudio realizaremos los diagramas
de axiles, cortantes y momentos flectores. Con ellos poder
visualizar los puntos donde son maximos y en los calculos
realizados con Mathematica se vera el valor exacto, estos
codigos estaran en el apartado Anexos.

e Axil

llustracion 16: Diagrama de axiles, Nx(x).
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e Cortante

llustracion 17: Diagrama de cortantes, V(x).

e Momento flector

llustracion 18: Diagrama de momento flector, M,(x).

Como se puede observar el momento maximo se da en el
pilar donde actla la deformacion inicial, barra a-b. El valor del
momento maximo sera Mmax=3.0916 (kNm) y se da en el nodo
a. La aparicion de deformacion inicial en el pilar supone un
incremento del 10.31% del momento flector con respecto al
caso de cargas distribuidas uniformes.

Finalizando con el estudio, dibujaremos la deformada de la
estructura bajo el efecto de tension inicial en el pilar izquierdo.
Podremos ver qué punto sufre el mayor desplazamiento y como
en el caso de los diagramas, mediante el programa
Mathematica obtendremos de forma numérica el punto y el valor
de desplazamiento que sufre:

llustracion19: Diagrama de la deformada (x 1000).
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El desplazamiento maximo se puede ver que ocurre en el
dintel de la izquierda, barra b-c. Tiene un valor de 6=0.0014 (m)
y el punto exacto de la barra en el que ocurre es el x=6.365 (m).

4.3 Deformacion inicial dintel izquierdo.

En el siguiente caso de estudio la deformacion inicial
actuara en el dintel de la izquierda.

La metodologia a seguir es la misma de los apartados
anteriores, y como en el caso en el que la deformacion actla en
el pilar la matriz de rigidez no cambia al no variar ningun factor
del que depende (A, I, L, E).

Esto quiere decir que con respecto al caso practico de
cargas distribuidas, las matrices de rigidez tanto elemental
como la de la estructura sigue sin variar.

Las fuerzas de empotramiento para deformacion inicial
estan calculadas y demostradas en el apartado de
deformaciones iniciales. La deformacion inicial solo se tendra en
cuenta en el dintel de la izquierda, barra b-c, por ello solo esa
barra tendra fuerzas de empotramiento y tendran un valor de:

0
2.6351
| 21959
empp—c ~ 0
~2.63519
10.98
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Por lo tanto, el vector fuerzas equivalentes de la estructura

sera:

eq

Definimos  nuestras
desplazamiento y fuerzas de la estructura:

Uest =

Mediante la ecuacion matricial

de la estructura a calcular.

0
0
0

0
0
0
0.516
—2.584
—2.195
—0.516
2.584
—10.98
0
0
0
0
0
0
incognitas
Fxl
Fyy
My
0
0
0
0
Feste =| 0
0
0
0
0
sz
sz
M;

el

vector

resolveremos nuestro
sistema, separando las ecuaciones de desplazamiento y fuerzas

Nuestro primer sistema constaria de las ecuaciones del
sistema 4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11y 12. De esta manera nos daran

los siguientes desplazamientos:
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0.5168
—2.5840
—2.1959
—0.5168
Uest = | 2.5840
—10.98

SO O OO

El segundo sistema estara formado por las ecuaciones 1,
2, 3, 13, 14, 15, y nos daran las fuerzas:

—-1.613
0.618
3.383

o
1%]
o~
I
coocococoo

1.613
—0.618
—4.717

Realizaremos los diagramas de axiles, cortantes vy
momentos flectores. Con ellos poder visualizar los puntos donde
son maximos y en los calculos realizados con Mathematica se
vera el valor exacto, se ubicaran en el apartado Anexos.

METODO MATRICIAL DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS DE BARRAS ESBELTAS.
EFECTO DE TENSIONES INICIALES Y/ODEFORMACIONES INICIALES. FORMULACION GENERAL 60



Universidad deValladolid

o Axil

i \

]

llustracion 20: Diagrama de axil, Nx(x).

\

e Cortante

llustracién 21: Diagrama de cortantes, V(x).

e Momento flector

llustracion 22: Diagrama del momento flector, M,(x).

El momento méaximo ocurrira en la barra donde actla la
deformacion inicial, barra b-c. El valor del momento maximo sera
Mmax=14.0911 (KNm) y se da en el nodo c. El efecto de
deformacion inicial en el dintel supone un incremento del
47.01% del momento flector con respecto al caso de carga
distribuida uniforme.

Dibujamos la deformada de la estructura bajo el efecto de
tension inicial en el dintel izquierdo. De esta manera se puede
ver qué punto sufre el mayor desplazamiento y como en el caso
de los diagramas, mediante el programa Mathematica
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obtendremos de forma numérica el punto y el valor de
desplazamiento que sufre.

llustracion23: Diagrama de la deformada (x 200).

El desplazamiento maximo ocurre en el dintel de la
izquierda, barra b-c. Su punto exacto en la barra es el x=8.48
(m) y el desplazamiento tiene un valor de 8=0.0056 (m).

Hacemos la comparacion con el caso en el que la
deformacion inicial ocurre en el pilar.

Como se puede observar en los diagramas de esfuerzos
axil y cortante no hay diferencia significativa.

En el caso del diagrama de momento flector la diferencia
ocurre en las barras en las que tenemos deformacion
principalmente. En el caso de deformacion inicial en el pilar el
momento maximo ocurre en el pilar en el que afecta la
deformacion y tiene un valor de Mmax=3.0916 (kNm). En la
estructura en la que la deformacion afecta al dintel, el momento
maximo aparece en dicho dintel y tiene un valor de
Mmax=14.0911 (kNm).

En la comparativa de los desplazamientos maximos a
través de la deformada, podemos decir que es mayor en el caso
de deformacion inicial en el dintel, siendo dicho desplazamiento
0=0.0058 (m) y cuando afecta al pilar es 8=0.0014 (m)

4.4 Tension inicial pilar izquierdo

Este caso de estudio se basara en la aparicion de tension
inicial en el pilar izquierdo de la estructura, barra a-b.Los pasos
a seguir seran los mismos que en todos los casos de aplicacion
practica anteriormente descritos.
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Comenzamos con el calculo de la matriz de rigidez de la
estructura. Como depende de los mismos factores que los
estudios anteriores (A, I, L, E), la matriz de rigidez estructural
sigue sin variar.

La fuerza externa que actla sobre la estructura es la
tension inicial en la barra a-b, por ello solo habra fuerzas de
empotramiento en esa barra, por lo tanto las fuerzas
equivalentes de la estructura nos quedaran cero en todas las
barras a excepcion del pilar izquierdo:

—=
o}
Qe e
W

I
Jany

o]
w

Definimos los vectores desplazamiento y fuerzas en la
estructura y aplicamos nuestras condiciones de contorno. Estas
condiciones son apoyos empotrados y como Unicas fuerzas las
reacciones y momentos en dichos apoyos(a, d):

METODO MATRICIAL DE ANALISIS DE ESTRUCTURAS DE BARRAS ESBELTAS.
EFECTO DE TENSIONES INICIALES Y/ODEFORMACIONES INICIALES. FORMULACION GENERAL 63



ESCUELA DE INGENIERIAS

Universidad deValladolid INDUSTRIALES
0 Fyy
0 Fyy
0 M,
Up 0
Vp 0
Op 0
U, 0
Uest = | Ve Fese = 0
O, 0
Ug 0
Va 0
64 0
0 E x2
0 E x2
0 M,

Aplicamos la ecuacion matricial para resolver nuestro
sistema. Para la resolucion lo volvemos a dividir en dos
sistemas, diferenciando las ecuaciones con incognitas en
desplazamientos y el otro con las fuerzas.

Nuestro primer sistema constara de las ecuaciones 4, 5, 6,
7, 8 9, 10, 11 y 12. Obtendremos los siguientes
desplazamientos de la estructura al resolver el sistema:

0
0
0
0.000238
2.21x1077
—0.000137
0.000242
Uest = | —0.000030
0.000048
0.000247
—2.21x1077
—0.000056
0
0
0

De la misma manera agrupamos las ecuaciones 1, 2, 3,
13, 14y 15. Obteniendo las siguientes fuerzas de la estructura:
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0.179
—0.050
—1.648

Fost =

SO OO O OO

0
—-0.179
0.050
0.646

Seguidamente, realizamos los diagramas de axil, cortante y
momento flector. Unicamente expondremos los diagramas, los
calculos estaran en los codigos de Mathematica disponibles en

Anexos.
o Axil

llustracion 24: Diagrama de axil, Nx(x).
e Cortante

llustracién 25: Diagrama de cortante, Vy(x).
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¢ Momento flector

llustracién 26: Diagrama de momento flector, M,(x).

El momento maximo ocurrira en la barra donde actia la
tension inicial, (barra a-b), exactamente en el nodo a. El
momento maximo sera Mmax=57.157 (kNm), Este valor es
mucho mayor comparandolo el caso de deformacion en el
pilar.La aparicion de tension inicial en el pilar supone un
incremento del 52.43% del momento flector con respecto del
caso de carga distribuida uniforme.

Finalizamos el estudio con la deformada de la estructura
bajo la accion de tension residual en el pilar izquierdo (barra a-
b). En este diagrama podemos ver el punto de maximo
desplazamiento y el comportamiento de la estructura:

llustracion27: Diagrama de la deformada (x 2500).

Como se puede observar, el punto de maximo
desplazamiento se encuentra en la barra b-c, en la coordenada
x=4.227 (m) y tiene un valor de 6=0.000255 (m).

4.5 Tension inicial dintel izquierdo

Nuestra dltima aplicacion practica se tendremos tension
inicial en el dintel izquierdo, barra b-c.
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La estructura sigue siendo la misma que en los casos
anteriores, por ello la matriz rigidez tanto de cada barra como
rigidez no variara.

En relacion a las fuerzas de empotramiento, Unicamente
las tendremos en la barra donde actla la tension inicial y por
consiguiente las fuerzas equivalentes seran:

0
0
0
0
0
0 1.683
0 0
Feqy_. = 16683 Feq = 0
—1.683
0 0
1.683 0
0
0
0
0

Definimos los vectores desplazamiento y fuerzas en la
estructura y aplicamos nuestras condiciones de contorno. Estas
condiciones son apoyos empotrados y como Unicas fuerzas las
reacciones y momentos en dichos apoyos (a, d) siendo nuestras
incognitas las siguientes:
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0 Fyy
0 Fyy
0 M,
Up 0
Vp 0
Op 0
U, 0
Uest = | Ve Fese = 0
O, 0
Ug 0
Va 0
64 0
0 E x2
0 E x2
0 M,

Agrupamos las ecuaciones en las que las incégnitas son
desplazamientos (4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 y 12) formando el
sistema del que obtendremos los desplazamientos:

0
0
0
—0.000359
2.26x1077
0.000186
—0.000363
Uest = | 0.000030
—0.00019
—0.00036
—2.26x1077
0.000104
0
0
0

El sistema del que obtendremos las fuerzas lo formaran
las ecuaciones 1, 2, 3, 13, 14 y 15. Las fuerzas seran las
siguientes:
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-0.179
—0.051
—0.205

Fost =

SO OO O OO

0
0.179
0.051

—0.816

Realizaremos los diagramas de axil, cortante y momento
flector para ver el comportamiento de la estructura en estas

condiciones.
o Axil
llustracion 28: Diagrama de axil, Nx(x).
e (Cortante

llustracién 29: Diagrama de cortantes, Vy(x).

¢ Momento flector
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llustracion 30: Diagrama de momento flector, M,(x).

Como se puede comprobar en los calculos el maximo
momento flector ocurre en la barra donde actua la tension inicial
(barra b-c) en el nodo b. Este momento maximo tiene un valor de
Mmax=56.8443 (kNm).La aparicion de tension inicial en el dintel
supone un incremento del 52.72% del momento flector con
respecto al caso de carga distribuida uniforme.

Para finalizar el estudio realizaremos el diagrama de la
deformada y asi se podra comprobar el punto que sufre el mayor
desplazamiento.

llustracion31: Diagrama de la deformada (x 2500).

El maximo desplazamiento se da en la barra b-c, donde
tenemos la tension inicial, en la coordenada x=5.278 (m) y tiene
un valor de 8=0.000492 (m).

Compararemos los esfuerzos y los desplazamientos de los
casos con tension inicial en pilar y dintel.

Como se puede observar en los diagramas de esfuerzos
axil y cortante no podemos decir que haya una diferencia
significativa.

En el caso del diagrama de momento flector la diferencia
vuelve a ser entre las barras en las que tenemos tension
principalmente. En el caso con tension inicial en el pilar el
momento maximo ocurre en la barra afectada y tiene un valor de
Mmax=57.157 (KNm). En la estructura en la que la tension afecta
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al dintel, el momento maximo aparece en dicho dintel y tiene un
valor de Mmsx=56.8443 (kNm). Como podemos ver los valores
son muy similares y mucho mayores que en los casos que
tenemos deformacion inicial.

Realizando la comparativa de los desplazamientos
maximos a través de la deformada, podemos decir que es mayor
en el caso de tension inicial en el dintel, siendo casi el doble que
cuando afecta al pilar con un valor de 8=0.000495 (m) y cuando
afecta al pilar es 8=0.000255 (m)
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Capitulo 5
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5 Conclusionesy lineas de futuro

5.1 Conclusiones

El objetivo de nuestro estudio es evaluar el efecto de las
deformaciones y tensiones iniciales en barras esbeltas y
comprobar la respuesta de la estructura, tipo nave industrial en
nuestro caso, a través de los diagramas de esfuerzo y
deformada de dicha estructura. Se han realizado las
correspondientes comparaciones entre los casos de
deformacion inicial en pilar con respecto al efecto cuando es en
el dintel y asi poder ver donde el impacto es mayor, llegando a la
conclusion que el desplazamiento maximo ocurrira en el caso
con deformacion inicial actta en el dintel.

De la misma manera se ha realizado el estudio con las
aplicaciones practicas en las que afecta una tension inicial a la
estructura, siendo en este caso el desplazamiento maximo
cuando dicha tension inicial afecta al pilar, pero para el
momento flector maximo sera muy similar en ambos casos.

Se ha cumplido el objetivo de calculo con la ayuda del
programa Wolfram Mathematica del efecto en vigas de los casos
de barra curva, falta de ajuste y cargas térmicas. También se ha
modelado los codigos correspondientes a los casos de tension
inicial generalizada y para tensiones residuales. Tanto las
deformaciones como las tensiones se han incluido en un
conjunto de barras solicitadas por cargas mecanicas y se ha
analizado su efecto.

Con la consideracion de todos los casos estudiados se ha
intentado englobar de manera simplificada los posibles casos de
aparicion de carga y/o efectos sobre una estructura de manera
independiente. En caso de que en un estudio futuro se
produzcan varios efectos de manera simultanea solo debemos
aplicar el principio de superposicion de efectos.

5.2 Lineas futuras

Para posteriores estudios se propone realizar una
investigacion enfocada en el estudio de las tensiones
residuales, como pueden ser por ejemplo debido a la soldadura
o algun proceso de fabricacion como por ejemplo la laminacion.
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Es un tema del que he podido encontrar poca informacion
pero con el cual se podria conocer mejor la respuesta de una
estructura en deformaciones y/o tensiones.

Respecto al material, se ha utilizado vigas de acero IPE
300 al ser comunmente empleadas por sus buenas
caracteristicas. Se podria considerar cualquier otro tipo de viga o
material para ampliar el estudio. Los codigos de Mathematica
estan con los parametros de nuestra viga pero facilmente se
podria modificar introduciendo los nuevos valores a tener en
cuenta. Y obtener asi los diagramas de esfuerzos y deformada
correspondientes al nuevo material.

Este estudio se ha realizado para vigas de acero IPE 300,
pero si se diera el caso de que las barras fueran de otro material
o forma solo habria que cambiar las caracteristicas a las de la
barra de estudio introduciéndolo en los codigos de Mathematica
y se obtendran los nuevos resultados
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Capitulo 6
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6 Presupuesto- Estudio Econémico

6.1 Introduccion

Este apartado ha sido creado para determinar cuales
serian los costes tedricos necesarios para poder llevar a cabo
este proyecto y asi poder analizar su viabilidad.

El proyecto se basa en el estudio de los efectos de
deformaciones y tensiones iniciales en la estructura aplicando
un método de resolucion de problemas de calculo mediante la
ayuda informatica del programa Wolfram Mathematica. Para su
realizacion consideraremos mucho mas importante la
aportacion humana a la material, al necesitar un buen dominio
de programacion con Wolfram Mathematica y Unicamente un
ordenador.

Los costes totales se dividen por regla general en costes
directos y costes indirectos:

Costes totales = Costes directos + Costes indirectos

e Costes directos: son aquellos que pueden ser asignados de
forma directa al calculo del precio final del producto/servicio
que se ofrece. Un ejemplo de estos costes directos serian los
costes de mano de obra y material.

e Costes indirectos: son aquellos que afectan al proceso de
producciéon pero no a al producto final de forma directa.
Destacamos los costes de explotacion (internet, agua,
electricidad,...) y de administracion.

6.2 Costes directos

6.2.1 Mano de obra

Consideramos que son los gastos destinados a los
trabajadores que participan en el proyecto. Para nuestro estudio
solo seria necesario un ingeniero

Los costes de mano de obra los dividimos en:

= Sueldo bruto del ingeniero.
= (Coste de la seguridad social.
= Coste de formacion en riegos laborales.

Realizamos el calculo de los dias de trabajo del ingeniero
en un ano, son un total de 222 dias laborales, a razén de 8
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horas diarias. El ingeniero trabaja un total de 1776 horas
anuales.

Dias totales en un ano 365
Fines de semana 104
Dias festivos reconocidos 11
Dias laborales de vacaciones 22
Dias de asuntos personales 6
Total dias Utiles de trabajo 22
A razon de 8 horas diarias 1776 horas/ano

La siguiente tabla mostrara los costes anules que supone
tener un trabajador:

ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES

Salario bruto 32000€/ano

Prestacion a la seguridad social (30%) 96000€/ano
Formacion en riesgos laborales 150€/ano

Total 41750€/ano

Coste de mano de obra por hora 23.50€/hora

Distribuimos el tiempo empleado para la realizacion de
nuestro estudio y las actividades realizadas. Para ello
diferenciamos las horas de equipo empleadas para calcular los
costes del material amortizable y las horas empleadas por el

ingeniero:
fase Horas ' Horas
ingeniero equipo
Analisis previo 50 ' -
Estudios preliminares 85 60
Familiarizacion Wolfram 15 30
Mathematica
Analisis general del programa 30 80
Escritura del programa 100 350
Puesta a punto y correcciones 30 80
Validacion de resultados 30 60
Preparacion de la documentacion 75 75
N° total de horas 400 735
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Por todo lo expuesto anteriormente, el coste de que ujn

ingeniero trabaje 400 con un sueldo de 23.50€/hora, supone

un coste de mano de obra de 9400€.

6.2.2 Material amortizable
Estos costes estan asociados a las licencias software y al

equipo informatico empleado en el proyecto. Suponemos una
amortizacion lineal media de 3 anos.

Para nuestro estudio el material amortizable empleado
seria:

= Ordenador portatil Asus GL553VD-DM064T
= Licencia de software Wolfram Mathematica

La estimacion de vida atil de los materiales amortizables
adquiridos la consideramos de 3 anos, que son 1776 horas
laborales por ano, los equipos y licencias tendran un uso de vida
atil de 5328 horas. Desglosamos el desembolso inicial del
material, la utilizacion y el coste de amortizacion de cada uno:

Material Desembolso Coste/hora Horas Coste de
inicial empleadas amortizacion
Ordenador 945 0.177€/hora 735 130.09€
portatil
Woélfram 3300 1.55€/hora 600 930¢€
Mathematica

1060.09€

Los costes totales del material amortizable son mil sesenta
euros con nueve céntimos.

6.2.3 Material no amortizable

Este coste lo formarian los gastos derivados de la
realizacion del estudio:

| Material de representacion grafica | 140€ |
| Encuadernacion | 80€ |
| Total | 220€ |
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Por lo tanto, los gastos del material no amortizable serian
de ciento cincuenta euros.

6.2.4 Costes directos totales

Los costes directos totales que nos supondria la
realizacion del estudio serian:

Mano de obra 9400€
Material amortizable 1060.09€

Material no amortizable 220€
Total 10680.09€

Los costes directos totales ascenderan a un valor de diez
mil seiscientos ochenta euros con nueve céntimos.

6.3 Costes indirectos

Los costes indirectos englobarian los gastos de las
actividades de la empresa que no se pueden atribuir a ninguna
actividad especifica. Los dividimos en costes administrativos y
de explotacion (electricidad, internet, telefonia,...):

Costes administrativos 200€
Costes de explotacion 500€
Total 700€

Los costes indirectos ascenderian a seiscientos euros.

6.4 Costes totales

Para concluir el estudio econémico del proyecto fin de
carrera, mostraremos en la siguiente tabla los costes directos e
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indirectos, obteniendo asi los costes totales de la realizacion del

estudio:
Costes directos 10680.09€
Costes indirectos 700€
Costes totales 11380.09€
+21% IVA 13769.09€

Los costes totales del proyecto, aplicando el 21% de IVA,
asciende a trece mil setecientos sesenta y nueve euros con
nueve céntimos.
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Anexos

Anexo 1: Calculos metodologia de los ejemplos

En este anexo mostraremos los calculos realizados con el
programa Wolfram Mathematica de la metodologia necesaria
para el estudio, para comprobar que los resultados sean

correctos.
A continuacion se dispondran imagenes de los codigos de
los calculos.

e Matriz de rigidez

Nu={1/2-(1-5),1/2-(1+85};
Nv={1/4 (2-3£+£73),1/4 (2+3£-£673));
Mo = {L/B(1-E-E724£EM3),L/8(-1-E+EM24E73));

smatriz de rigidez elemental =

mB = {{(2/L) D[Nu[1], £], @, @, (2/L) D[Nu[2], £], @, @},

ESCUELA DE INGENIERIAS

{@, (2/L)"2D[Nv[1], {£, 2}], (2/L)"~2D[No[1], (£, 2}1, @, (2/L) “2D[Nv[2], {<, 2}],

(2/L) ~2D[Ne[2], {£, 2}]1}};

int = vETranspeose[mB] .DiagonalMatrix[{A, Iz}].mB ;
mK = Integratef[intL /2, {£, -1, +1}];
MatrixForm[mK]

AvE 8 9 2 8 ]

L

2 121z vE 6IzVvE ) _12IzvE 6IzvE
L3 L2 L3 L2
a 6IzvE 41z vE ) _BIzvE 2IzvE
L2 L L2 L
_ AvE %) 9 AvE 2] %)
L L
%) _12IzvE  6IzwE o 12IzvE _6IzvE
L3 12 2 12
a 6IzvE 2Tz vE ) _BIzvE 4TIz vE
2 L J

| 12 L
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e Carga distribuida

Nu={1/2-(1-&),1/2-(1+£)};
Nv={1/4-(2-3£+£"3),1/4-(2+3&-£"3)};
No = {L/B(1l-§-E"2+EM3),L/8(-1-£+EM2+£M3)};

mN = {
{Nu[1], @, @, Nuf2], €, @},
{®, Nv[1i], Ne[1], @, Nv[2], Ne[2]}
b3

+ fuerzas equivalentes -->> carga distribuida (q) =
int = Transpose[mN].{@, q} ;
mK = Integrate[intlL /2, {£, -1, +1}];

MatrixForm[mK]

Continuamos con los cédigos de Mathematica en el
estudio de las deformaciones iniciales.
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e Barra doblada
= MU= {1722 (1-8),1/2{1+£5)};

Nv={1/4:(2-3L£+£"3), 1/4:(2+3£-£"3)};
Mo = (LB (1-£-L£"2+£73),L/B(-1-L£+L"2+£5"3)),

- barra doblada -
flE]i=asb s c£72edln3
sol = Solve[ {f[-1] =@, ¥ "[-1] =@, f[+1] =40, f"[+1] =e@L/ 2}, {a, b, c, d}] [10;
vl = Simplify[f[£] /. so0l]

Plot[ve /. {L+6, 58 +0.081, 58 -8}, {£, -1, +1}]

1
i (288 (-2-L)-L5@ (-1-£)) (1+-£)°

a8
00010 e
0.0008 -
0.0008 -

-0 0.5 0.5 o

1= (=« wector fuerzas equivalentes -
me = {

{(2/1) D[NU[1], £], @, @, {2/L) D[Nu[2], £1, @, @},
{8y (2/L)"2D[NVIID, {£5 23], (2/L) "2 D[NSMAD, (£ 2315 @y (2/L) "2 D[NVIZD, {5, 2}] s
(Z/L)"2D[NS[2], {£, 2]
b
int = vE Transpose [mB] .DiagonalMatrix[ {4, Iz}]1.{@8, (2/L) ~2D[ve, {£, 2}1};
mK = Integrate[intL /2, {£, -1, +1}];

MatrixForm[mk]

a

1ZIzvEfd EIzvESR

L3 Lz
EIzvETR ZIzvES
L2 L
a
IZIzvEl BIzZvES

2 L2
EIzvEdR 4IzvES

L L
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e Falta de ajuste

Nu={1/2 (1-£),1/2 (1+£)};
Nv={1/d (2-3£+£~3),1/4 (2:3£-£°3)};
No={L/8(1-£-£72+45"3),L/B8(-1-5+£"2+£73)};

1= (- barra corta -

fl£]:=a+bs
sol = solve[ {f[-1] =@, f[+1] = -8}, {a, b} 101D;

u@ = Simplify[f[£] /. s0l]

1= (« vector fuerzas eguivalentes -

me = {
{{2/L) D[NuL2], £1, @, @, (2/L) D[NUL2], £]4 @, @),

{8, (2/L)~2ZD[NVIIL, {£, 2}], (2/L) "2D[NS[1], {£, 2}]1, @, (2/L) “2D[NVI2], {5, 2}], (2/1) "2D[NS[2], {£, 2}]]
1
int = vETranspose [mg] .DiagonalMatrix[{&, Iz} ].{(2/L) D[ud, £], 0} ;
wF = Integrate[intL /2, {£, -1, +1}]1;

MatrixForm[vF]
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e Carga térmica

Nu={1/2:{1-£),1/2-(1+£)};
Nv={1/8 (2-3£+£~3), 1/ (2+3£5-£~3)};
No={L/8 (1-£-£"2+£73),L/8(-1-£+£"2+£"3)};

« desplazamientos -
u=Nu.{@, su2};
v =Nv.{8, -8v2} +N5.{@, -562}; (- supuesto T1=T2 -

- deformaciones "virtuales" -

&e =2 (2/L) D[u, £] +y (2/L)}~2D[v, {£, 2}1;

T= (T1:T2) /2+y (T1-T2) /h
eB=aT;

TL-T2 (T1-T2) ¥

z h

+ energia deformacion (PTV) =«
int = vE 8= =0;
Ed = Simplify[Expand[Integrate[int L/2, {£, -1, 1}]1]1 /. @@= A /. y*2 T2/, ¥y @]

1 Iz [-T1-T2) VE 2 &52
— A(T1-72) VEq U2 - ——
2 h

- vector fuerzas eguivalentes -

vF2 = {D[Ed, 5u2], D[Ed, 5v2], D[Ed, &52] };

- equilibrioc -
vFl = Table[@, {3}];

VFI[1] = -vF2[1];
VFI[2] = -vF2[2];

VFI[3] = -vF2[2] L -vF2[3];
vF = Join[wFl, wF2];

MatrixForm[vF]

SIATL-T2) VEx
a
Iz [-T1-TZ2] vEz
h
TATL-T2) vEx
a
Iz {-T1-TZ] vEQ
h
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e Deformacion inicial caso general

F=oNU= {1720 (1-£), 172 (1+8)};
Nv={1/4 (2-3£+£"3),1/4 (2+3£-£"3)};
N = {L/8(1-£-£72+873), L/B(-1-£+£72+573) )5

= {« desplazamientos =
u=Nu.{8, su2};
V= Nv.{8, -6v2} +No. {8, -852}; [+~ supuesto T1=TZ -

= {« deformaciones "virtuales" -

52 =M@ (271} DU, £]+y (2/L)~2D[v, {£, 2}]5

= T=18"6TA X 2YyZ~2/L"5; (=

B =aT;

@
[
'

= X=MNu.{®, L} {- interpolacicn geometria -

o= L{1+£)

= {« seccion = perfil IPEZe@ -

= IPE2@8 = {h+8.3,b +0.15, 6 5 7.1 18~-3, 1+ 18.7 18~ -3};

ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES

= I1 = Integrate[Integrate[y~2z~2, {v, h/2-e1, h/2}], {z, -b/2,b/2}];(+ ala superior -

I2 = Integrate[Integratefy~2z~2, {v, -(h/2-e1},h/2-e1}], {z, -2/2,2/2}]; ~ alma -

I3 = Integrate[Integrate[y~2z~2, {v,-h/2, -th/2-e1)}1, {z,-b/2,b/2}]; - ala interior -

Iyz2 = Simplify [I1+ 12 +13]

Iyzz /. IPE30@ [« M"& =
1

e — [-efzel-hiioz2biel (4e1*-selh-3 Y
144

o e 1.26045x1877

datos = {L+6, VE»2.1-10°11, a + 1.2 18" -5, T0 » 20} ;

1= ([« energia deformacion (PTV) -
int = vE 5 8;

Ed = simplify[Expand[Integrate[int L/2, {5, -1, 1}]] /. ¥@ =@ /. ¥y" 222 5 Iy12 /. ¥ + @]

1

27 L%

1= (= wector fuerzas equivalentes -
vwF2 = {D[Ed, su2], D[Ed, 5v2], D[Ed, &52]};

- equilibric -
vFl = Table[®, {3}];

WF1[1] = -wF2[11;

vF1[2] = -vF2[2];

WFIL[3] = -wF2[2] L - vF2[3];
WF = Join[vFl, vF2];

31258 (-e® (2e1-h)*-2b%el (4e1”-6elh-3h*)| TAVEx (6 SvZ-5L 552)
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MatrixForm[vF /. IPE28@ /. datos]

@
-4381.76
-4381.76

@
4981.76
| -245@8.8

Los siguientes calculos corresponden con el estudio
realizado con la tension inicial.

e Tension inicial

7= (« definiciones -

Wu={1/2-{1-£),1/2-(1+£)};
Wv={1/d (2-38+£~3), 174 (2+3£-£°3)};
Mo = {LiB(1-£-£72+573), LS8 (-1-£+£72+873)};

1= (= desplazamientos -
U= Nu.{®, Su2};
V= NV.{B, -SV2} + N5 . {0, -652}; [« supuesto T1:TZ -

1= {« deformaciones "virtuales" -

Ge=x0 (2/L) D[uy £] vy (2/L) 2DV, {5, 2}];

X=Nu.{®, L}; {~ interpolacion geometria -
ot = fyx~2yz~2/ (B.1L) "5 [~ Pa -
25@ea. fyy 2 1-£)°

2

L2

1= (= secclon - perfil IPE3GG -

IPE3G@ = {h+ 8.3, b+ 0,15, e + 7.1 18*-3, e1 » 18.7 - 18~-3};

Al = Integrate[Integrate[xay z~2, {y, h/2-el, h/2}], {z, -b/s2,b/2}]; - ala superior -
A2 = Integrate[Integrate[xay z~2, {y, -{(h/2-el), h/2-e1}], {Z, -2/2,e/2}]; [~ alma -
43 = Integrate[Integrate[xay z~2, {v, -h/2, -(h/2-e1)}], {7, -b/2,b/2}]; (» ala inferior -

89 = Simplify[Als A2 +A3]

AR /. IPE3OQ [~ M5 =
v @

7= I1= Integrate[Integrate(y~2z~2, {y,h/2-e1, h/2}], {z,-b/2,b/2}]; ~ ala superior -
12 = Integrate[Integrate[y~2z~2, {v, -{h/2-e1)},h/2-e1}], {2z, -8/2,2/2}]; ~ almz -
12 = Integrate[Integrate(y~2z~2, {v,-h/2,-(h/2-21}}1, {2z, -0/2,0/2}]; « ala interior -

Iyz2 = Simplify [I1+1I2+13]

Iyz2 /. IPE3G@ [~ m"6 =
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1

(-e?zel-h)*-2b%el (4el®-Gelh-3h%) ]
144

= 1.26845:1877

- datos = {L-+6, VE» 2.1 18~11, a »1.2 18~ -5, fy + 275 10" 6};

- energia deformacion (PTV) «
int = &= oB;
Ed = Simplify[Expand[Integrate[intLs2, {£, -1, 1}]] /. X821 /. ¥~ 222 s IyiZ /. y=@]

694,444 fy (-e® (Zel-h*-2b%el (4el’-6elh-3h%) | svz 578.784fy -e® (Zel-h)P-2bel 4el’-celh-3h*) &2
L-t LZ

- vector fuerzas eguivalentes -
vF2 = {D[Ed, 5u2], D[Ed, 5v2], D[Ed, 552] };

~ equilibric -
vFl = Table[@, {3}];
VFI[1] = -VF2[1];
VF1[2] = -VF2[2];
VFL[3] = -vF2[2] L-vF2[3];
vF = Join[wF1, vF2];

MatrixForm[vF /. IPE26@ /. datos]

a 1
-2674.57
-2674.57

a
2674.57

|-13372.9 |

e Tension residual
= {« definiciones =
=M= {1720 (1-8),1/2 {1+£)};

Nv={1/4 (2-3£+£73), 174 (2+35-£73) ]
Mo = {LA8 (1-£-573+£7°3) , L/B(-1-£+572+£73) ]

= {« desplazamientos =«
U= Nu.{@, Su2};
V= NV.{8, -&vE}+MN5. {0, -882}; [~ supuesto T1=TZ -

= {« deformaclones “"virtwales" -
Se=MO (2/L) D[u, £1+y (270 ~2D[v, {£, 2}]1;

= X=Nu.[@,L}; [« interpolacion geometria -

X
1

= — L :']__.-
e

= {« seccion -+ perfil IPE3S@ -

= IPE20@ = {h+9.3,b +0.15, £ 7.1-18~-3, &1 + 18.7 - 18~ -3};
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1= {« ala superlor -
fo=8.2;
flz ]i=c+dz
sol = Solve[ {f[@] = T8, f[b/2] = -f8}, {c, d}]1O1;

wsup = f[z] /. 501
B.82

cugs 8.2 -
b

1= I1 = Integrate[Integrate[ywsup, {y,h/2-el,hs2}], {2, @, b/2}] [« ala superior -

= {« alma -
flyli=c+dy
sol = Solve[ {f[@] = -f@, f[h/2-el] = f@}, {c, d}]1011;

walma = F[y] /. so0l

.4y
cug s -B.2 -
1.el-8.5h
12 = simplify (Integrate [Integrate[ywalma, {v, @, h/2-el1}], {z, -e/2,e/2}]) [~ alma -

e e (8.8323333 217 -9,82323323 21 h - B, 8B5323332 b7

= I3=1I1; {« ala interior -

T72 =2 (T1+T2+13);
Tz2 /. TPE3@@ [ M4 -

cup = 9.18479x107F

= datos={L=6, vE=2.1 18~11, & +1.2 18~ -5, fy = 275 . 18" 6};

1= flx Ji=a+scxedxn2
sol = Solve[{f[@8] =@, f[L/2] =1, f[L] =@}, {a, ¢, d}]1 010,

wx = f[x] /. s0l

a2 (1= ) - (1-£)2

= o = wx fy;
= &
ELT T . -
XE EUZ 4}.-'_. N —ELESE 2+0 L) |
L L

= {« energia deformacion (PTV) =
int = &= oB;
Ed = Simplify[Expand[Integrate[int L/ 2, {£, -1, 1}]1] /. X028 /.y =+ I1Z2]

e 8, ey [-8.8444444 217 - 8,8444444 21 h - 8.8111111 h?| 552
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« vector fuerzas equivalentes -

vF2 = {D[Ed, su2], D[Ed, &v2], D[Ed, &52] };

« equilibrio -
wFl = Table[@, {3}];

VF1[1] = -wF2[1];
WFL1[2] = -wF2[2];

WF1L3] = -wF2[2] L -vF2[3];
WwF = Join[wFl, vF2];

MatrixForm[vF /. IPE20@ /. datos]

a

a
1683.88

a

a
-1682.88

Para finalizar los calculos faltaria mostrar los codigos de
los casos practicos en los que sobre el pértico actlan tensiones
y/o0 deformaciones: carga distribuida, deformacion inicial en el
pilar y dintel izquierdo, tension inicial en el pilar y dintel derecho.
Estos codigos se adjuntaran junto a los anteriores mostrados en
una carpeta debido a que al ser extensos alargarian el informe
de nuestro estudio.
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