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Introduccion

El objetivo de este Trabajo Fin de Maéster es profundizar en el estudio de algunas
técnicas de uso habitual en la investigacién en Anélisis Numérico, concretamente, en
el &mbito de la resolucién numérica de ecuaciones en derivadas parciales y la teoria de
semigrupos. Para ello, se ha realizado un analisis detallado de un método para problemas
pardbolicos regresivos, propuesto en [17], que estd basado en la recuperacién de una
funcién holomorfa a partir de sus valores aproximados en una muestra finita de puntos
publicada a su vez en [18]. Ademds, la demostracién de estos resultados requiere de
conceptos y resultados no tratados en los planes de estudios del Grado o el Master en
Matematicas de la Universidad de Valladolid, por lo que se presentan en esta memoria.
Estos temas trabajados son los espacios de Hardy; la teoria del potencial en el plano
complejo, que incluye el estudio de las funciones subarmonicas y las medidas armonicas;
problemas de interpolacién de funciones holomorfas; la transformada de Fourier discreta
y algunas aplicaciones de la descomposicién en valores singulares.

Dentro del d&mbito de las ecuaciones diferenciales, las ecuaciones en derivadas par-
ciales parabdlicas tienen gran importancia a la hora de modelar fenémenos fisicos que
evolucionan en el tiempo, tales como la distribucién de temperaturas en un material
(ecuacion del calor), las fluctuaciones de densidad de un material que se difunde (ecua-
cion del difusion) o la evolucién temporal de una particula a escalas atémicas (ecuacion
de Schrédinger). La teoria de semigrupos de operadores lineales, expuesta en [9, 21],
proporciona un marco comun en el que tratar estos problemas para estudiar algunas de
sus propiedades generales, tales como la existencia y unicidad de soluciones para pro-
blemas de Cauchy. Estos resultados han supuesto una parte importante del objeto de
estudio de la asignatura Fcuaciones Diferenciales Avanzadas del presente Méster, por
lo que se toman como punto de partida.

Sin embargo, mucho menos se puede decir en general sobre los correspondientes pro-
blemas regresivos, en los que se parte del conocimiento de la solucién en un instante
temporal y se pretende conocer la solucion en los instantes precedentes. Aunque la exis-
tencia de soluciones se puede arreglar reforzando las hipotesis de partida, desde el punto
de vista numérico la propagacién de pequenos errores en el dato inicial no admite una
solucion tan inmediata. En lineas generales, el procedimiento planteado en este trabajo
consiste en aproximar la solucién en instantes de tiempo posteriores, un problema bien
planteado y ampliamente estudiado, para después aproximar los valores en tiempos an-
teriores mediante el método de recuperacion de funciones holomorfas. Resulta esencial
en este punto la extension analitica del semigrupo a un sector del plano complejo, hecho
que depende de la geometria del espectro de su generador infinitesimal.



6 Introduccién

En el primer capitulo, se tratan algunos de los temas necesarios para el desarrollo
de los métodos numéricos. Primero, se aborda la teoria del potencial en el plano com-
plejo, con lo que se pretende establecer algunas propiedades relevantes de las funciones
subarmonicas y estudiar la ecuacién de Laplace en dominios generales del plano com-
plejo mediante el uso de las medidas armonicas. La referencia principal de esta parte es
[22], aunque algunos resultados también se encuentran en [23]. A continuacién se pasa
a estudiar los espacios de Hardy, que son los espacios de funciones holomorfas en los
que se formulan los problemas de interpolacion de la siguiente seccién y la recuperacion
de funciones holomorfas. Las referencias principales son [11, 20, 23], en los que se si-
guen caminos diferentes para introducirlos, pero que en virtud del teorema 1.28 resultan
ser equivalentes. Para cerrar el capitulo, se trata el problema de interpolacién de Pick-
Nevanlinna, en el que se analiza bajo qué condiciones existe una funcién holomorfa del
disco en si mismo que toma unos valores prescritos en unos nodos dados.

En el segundo capitulo se han incluido algunas técnicas del &mbito del analisis numéri-
co utilizadas para implementar el algoritmo principal. La primera es la descomposicién
en valores singulares de una matriz, que permite resolver de forma eficiente el proble-
ma lineal de minimos cuadrados con una restriccién sobre el tamano del vector; como
referencias, se citan [6, 26]. La segunda es la transformada discreta de Fourier, que
mediante el algoritmo FFT (Fast Fourier Transform) permite calcular los interpolantes
trigonométricos de una funcion dada de forma muy eficiente. Este algoritmo va a per-
mitir resolver numéricamente la ecuacion del calor de una manera muy directa. Como
referencia principal para esta parte se ha consultado [3].

En el tercer capitulo se utilizan las técnicas del capitulo anterior para desarrollar
un método de recuperaciéon de funciones holomorfas en el disco unidad a partir de
sus valores en los nodos de Jacobi en un intervalo [—r,7]. El desarrollo del capitulo
estd basado principalmente en [17]. Para ello se prueban varios lemas previos, en los
que resultan cruciales las propiedades de los polinomios ortogonales de Jacobi y de
interpolacién en los ceros de los mismos, que pueden encontrarse en [25]. Se incluye una
pequena mejora respecto de las acotaciones del citado articulo, ya que la funcién v(z)
(3.8) utilizada en esta memoria tiene un denominador /1 — |z| a diferencia del 1 — |z|
ya conocido. El resultado principal del capitulo es el teorema 3.4, que da una cota para
el error cometido en la recuperacién que depende del espacio vectorial de dimensién
finita en el que se aproxima, los nodos en los que se encuentran los valores y los errores
en los valores en dichos nodos. Tras probarlo, se particulariza para el caso con el que
trabajaremos en la practica: como espacio vectorial se eligen los niicleos de Cauchy, unas
funciones racionales definidas en 3.3, y como nodos se eligen los ceros de los polinomios
de Chebyshev de primera especie.

En el cuarto capitulo se culmina el trabajo, explicando como utilizar el método para
resolver problemas regresivos. En primer lugar, se precisa como una acotacién a priori
sobre el tamano de la solucién hace que el problema regresivo esté bien puesto. Después,
se enuncia el resultado principal, en el que se da una cota del error cometido por el
método numeérico para el problema regresivo. Finalmente, se comentan los experimentos
numéricos realizados en MATLAB. La ecuacién elegida es la ecuacion del calor uy = ugy
con condiciones frontera Dirichlet homogéneas, y el algoritmo se ha implementado tanto
en una como en dos dimensiones. Tras ejecutar el algoritmo con diferentes condiciones
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Recuperacién de funciones holomorfas y aplicaciones 7

iniciales y perturbaciones se muestran y comentan los resultados mas relevantes.

Finalmente, se ha incluido un apéndice con algunos de los cédigos en lenguaje de
MATLAB utilizados en la implementacién del método, asi como comentarios sobre las
subrutinas de los programas principales cuyo cédigo no se detalla.

Carlos Arranz Simén






Capitulo 1

Espacios de funciones holomorfas.
Teoria del potencial

1.1. Teoria del potencial en el plano complejo

1.1.1. El problema Dirichlet en un disco. El niicleo de Poisson

A lo largo de este texto §2 denota un dominio (conjunto abierto y conexo) del plano
complejo C y 9f2 su frontera. También D serd el disco unidad de C y 9D su correspon-
diente frontera, la circunferencia centrada en 0 y de radio unidad. El conjunto de las
funciones holomorfas en un dominio € se denota por H({2).

Se consideran, para 1 < p < oo, los espacios de las funciones medibles f : 0D — C

1 27 . 1/p
1= (5 [ ey @) <

que equipados con la norma || - ||, correspondiente, dan lugar a los espacios de Banach
LP ([0,27], 1), que denotaremos simplemente por LP (1). Asimismo, se considera el es-
pacio de las funciones medibles f : 9D — C y esencialmente acotadas, equipado con la
norma del méximo || - ||, que se denota por L*°.

tales que

Una funcién f : Q — C de clase C? se dice armdnica si verifica la ecuacién de
Laplace, es decir, si f;; + fyy = 0. Conviene recordar que las partes reales e imaginarias
de las funciones holomorfas son siempre armonicas, como consecuencia de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann. Sin embargo, existen funciones armonicas que no son holomorfas
como, por ejemplo, las funciones f(z) = Z" para n € N.

El teorema de Cauchy del andlisis complejo permite representar una funcién holomor-
fa en términos de una integral que involucra los valores de dicha funcién en un contorno
adecuado. El nucleo integral de Poisson permite dar una representacion integral simi-
lar méas conveniente para nuestros propdsitos, por lo que se introduce en esta seccién,
siguiendo principalmente las referencias [20, 23].
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Nucleo de Poisson Pr(t) para diferentes valores de r

Figura 1.1: Se muestra el nicleo de Poisson en [—7, 7]. Al aumentar el valor de r, el area
bajo la curva se concentra en torno al punto medio.

Proposicién 1.1. Se define el nicleo de Poisson P,(t) para 0 <r < 1,t € R, como

o0

Pot)y= Y rlrleint, (1.1)
n=-—oo
Si z = re?” con 0 € R, se tiene que
1+ ze 1—r?
P(t—0)=PFP.(0—t)=R _ | =
r ) r ) e<1—ze‘“> 1472 —2rcos(6 —t)’

por lo que es una funcién par y 2mw-periédica.
Para cada 0 < r < 1 el nucleo de Poisson verifica las siguientes propiedades:

1. P.(t) > 0 para cada t € R.

1 27

2. Po(t—0)do =1.

2 Jo

3. Para cada 0 < 0 < m, se tiene que sup;c(g) Pr(t) — 0 cuando r — 1, donde 1(4)
es el conjunto {t e R: 0 < [t| < 7}.

Por verificar estas tres propiedades se dice que el nticleo de Poisson es una aproximacion
de la identidad. Ademads, ocurre que

12 1
= TP —o)P =T
2 Jq 1—7r

Universidad de Valladolid



Recuperacion de funciones holomorfas y aplicaciones 11

Demostracion. Si0<r <1yt 0 €R, setiene que

o0

P.(0—t) = Z plnlgin(0—t)

n=-—00
0o
= 14+ Zrn (einee—int + e—ineeint)
n=1
oo

. . n
= 14+ 2Re Z (7‘6’06_“>

n=1
1+ ze
= Re|———
¢ (1 - ze‘”)
~ Re 1—1r2+2ir si'n(2c9 —t)
|1 — ze—%|

1—r?
1472 —2rcos(6 —t)’

como se queria probar. Teniendo en cuenta la pentltima expresion de la ecuacion anterior
y que 0 < r < 1, se deduce que P.(t) > 0. La convergencia uniforme de la serie (1.1)
en t para cada r fijo garantiza que se puede intercambiar la suma con la integral. Tras
integrar término a término, el tinico sumando no nulo es el correspondiente a n = 0 del
que se sigue inmediatamente el resultado 2. Para t € I(¢), se tiene que

1—1r2

P.(t) < —0 ir—1
H() = 1472 —2rcos(d) ST ’

lo que prueba la tercera afirmacién. Para la tltima parte, conviene notar que las funciones
{1 /27 eme}zo:_ooson un sistema ortonormal y completo en el espacio de Hilbert L? (),
por lo que teniendo en cuenta la expresién (1.1) se sigue que

1 [ 2 - 2r 147
P.(t—0)] do = 2l =1 = :
Pt = 6)] Do T

n=—oo

2 Jo

Proposicién 1.2. Sea f € L' (u). La funcién Ppf definida en D mediante

27
Pofre) = o [ R0 -0

T
es una funcién armonica, que se denomina extension armonica de f.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f toma valores reales. En estas condi-
ciones, se tiene que
1 4 zet
Ppf(z) = —Re —f(t) dt
0f() = 5-Re [T

de acuerdo con la proposicién (1.1). f es una funcién arménica porque es la parte real de
una funcién holomorfa, como garantiza el teorema de holomorfia bajo el signo integral
[23, 10.7]. En general, si f toma valores complejos existen g, h reales con f = g+ ih, y
entonces Ppf = Ppg + iPph, asi que f es armonica. [ |

Carlos Arranz Simén



12 Espacios de funciones holomorfas. Teoria del potencial

Puesto que las funciones armoénicas no son en general holomorfas no se pueden de-
sarrollar siempre en serie de potencias. Sin embargo, para las extensiones arménicas de
funciones de L' (1) siempre se tiene un desarrollo que involucra potencias de 2z y z.

Proposicién 1.3. Sea f € L' (11). Se denota por f(n) el n-ésimo coeficiente de Fourier

de f, esto es,
R 1 [27 .
== t)e "™ qt Z.
fy =g [ e an ne

La extension arménica Pp f de f se puede escribir en términos de estos coeficientes como

Ppf(re") = fo(é") = Y flm)rle™, (1.2)

n=—oo

equivalentemente,

f(z) =Y fn)z"+ " f(=n)z".
n=0 n=1

- . . M,N
Demostracion. Para M, N > 1 se definen los polinomios P, " como

n=N

PT]W’N(t) _ Z T|n|eint’

n=—M
que verifican la desigualdad

PN — Pl < Zrn+zrn:

n>M n>N

T.M-l—l 4 ’I“N+1

1—r

De lo anterior se sigue que

1
2T

2
[ 200 R0 0) s < IR R

converge hacia 0 uniformemente en los discos |z| = r < R. Finalmente, observemos que

1 2 N ‘ 1 o .
9. / P7M7N(0 - t)f(t) dt = Z rn|ezn0/ f(t)e—znt dt
27 Jo ey 2 J,
N A .
= Z f(n)rln\emﬁ’
n=—M
de donde se concluye tomando limites. -

La proposicién siguiente contiene informacion acerca del comportamiento de la ex-
tension armoénica de una funcién f al acercarse al borde del disco. Mediante técnicas
habituales en el estudio de la convolucién de funciones se prueban diferentes tipos de
convergencia hacia la funcién f.

Proposicién 1.4. Sea f € LP(u), 1 < p < ooy Ppf su extensién arménica en D.
Si f.(e'?) = Ppf(re?), se tiene que ||f.|, < |f|l, para cada 0 < r < 1. Ademss,
si1 < p < oo se tiene que ||fr — f|l, = 0 cuando r — 1. De hecho, f, converge
uniformemente a f en cada intervalo cerrado en el que f sea continua.

Universidad de Valladolid
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Demostracion. En el caso p < oo las relaciones

1 2w

= P@{t—6do=1, P(t—6)>0
271'0

permiten utilizar la desigualdad de Jensen para funciones convexas [23, Cap. 3.3], pues
caracterizan el ntucleo de Poisson normalizado como una medida de probabilidad. La
convexidad de las funciones ¢(t) = |t|” asegura que

27
£ (O)F < ;ﬂ/o P60 —t)|f(t)P dt.

Integrando ahora respecto de 6, utilizando el teorema de Tonelli-Fubini y teniendo en
cuenta la integral del nticleo de Poisson se concluye la prueba. En el caso p = oo, la
acotacion es directa teniendo de nuevo en cuenta la integral del nicleo de Poisson.

Para probar la segunda parte, se vuelve a utilizar que P, es una aproximacién de la
identidad para obtener

2

Fle) = 1) = 5o [ () = ) R0 =ty
2

= 5 [ (1) = () Prta) da,

donde se ha utilizado el cambio de variable x = 6 — ¢, la periodicidad de las funciones
involucradas y el hecho de que P, es una funcién par.

Sean € > 0 y I un intervalo cerrada en el que f es continua. Separamos la integral
anterior en dos intervalos I1 = {0 < |z| <0} e I1 = {d < || < 7}, con 4 suficientemente

pequefio para que
61(0+x) - 610 ‘ < -
[F(e0) — f(e?)] <
para 0 € I y |z| < §, que existe gracias a la continuidad uniforme de f en el intervalo.
Asi, se tiene que

o [ |7 ) — 5| Py de < &

T I

Yy que
1 . . €
= [ FEOD) < ()| Pow) do < 201 sup Pr(a) <
27T I z€ly 2

para r suficientemente préximo a 1, gracias a la tercera propiedad de la proposicién 1.1.
Por lo tanto, f, converge uniformemente a f en I.

Si f € L? (i) en general, por la densidad de las funciones continuas existen f(0), f(1) ¢
LP (p) tal que f = fO 4+ f siendo la primera de ellas una funcién continua con

If - f(0)||p < €/3 . Se debe cumplir también que f, = fr(o) + fﬁl). La continuidad
garantiza que f,go) converge uniformemente; y, por tanto, en la norma de LP (u), a la
funcién f(9). Los resultados ya probados aseguran que

€

LE 1 < 1PV < 5 1fr = £l <

€
37 o

3

Carlos Arranz Simén



14 Espacios de funciones holomorfas. Teoria del potencial

asi que
e = £l < e = SN + 1D = SOl + 1D = £l
€ €
< SO O+ S <
3 3
para r suficientemente proximo a 1, como se queria probar. |

El nicleo de Poisson juega un papel central a la hora de resolver la ecuacién de
Laplace con condicién de contorno tipo Dirichlet en un disco. Concretamente, si ¢ es
una funcién continua definida en 9D, entonces la funcién u : D — C definida por

2m
u(re®) = - / Po(6— 1)o(t) dt (1.3)
2 0
es la solucién del problema
Au(z) =0, z€D,
limu(z) = ¢(§), &€ ID.
z—€

Esta es la ecuacién de Laplace con condicién frontera Dirichlet en el disco unidad. El
resultado es consecuencia de la ltima afirmacién de la proposicién 1.4. La expresion
de la solucién es similar cuando el dominio es otro disco, pero al trabajar en dominios
generales se puede generalizar esta técnica mediante el uso de las medidas armonicas,
como se comentard en una seccién posterior.

En algunos textos se define el nicleo de Poisson como la funcién P : D x 9D — R
tal que
E+ 2
E—z

Las igualdades de la proposicién 1.1 ponen de manifiesto que las definiciones son
similares (témese £ = e, z = re’¥) y los resultados se pueden expresar de forma equi-
valente en términos de una u otra expresién. Sin embargo, esta segunda forma permite
captar mejor el sentido en el que las medidas arménicas generalizan la técnica del nicleo
de Poisson al resolver la ecuacién de Laplace con condicién Dirichlet en dominios mas
generales. En estos términos, la ecuacién 1.3 se escribe como

P(z,g):Re< > z€eD,¢e€dD. (1.4)

1

"o

27
u(z) /0 Pz, €)6(€) de (15)

1.1.2. Funciones subarmodnicas

Las funciones subarmonicas tienen una gran importancia a la hora de generalizar la
resolucién del problema Dirichlet para la ecuacién de Laplace en el disco a un dominio
cualquiera del plano complejo. Ademads, utilizando sus propiedades se prueban varias
desigualdades integrales de gran importancia a la hora de introducir los espacios de
Hardy. En la referencia [23, Cap. 17.1] se puede encontrar una breve introduccién a este
tema, mientras que en [22, Cap. 2,3] se desarrolla su aplicacién a la ecuacién de Laplace
en el plano complejo.

Universidad de Valladolid
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Definicién 1.5. Sea f :  — R. Se dice que f es superiormente semicontinua (resp.
inferiormente semicontinua) si el conjunto

{r eQ: f(x) < a} (resp. {z € Q: f(z) > a})

es abierto para cada a € R. Esto es, que para cada a € R y cada x € R verificando que
f(x) < a (resp. f(x) > a) , existe € > 0 tal que f(y) < a (resp. f(y) > a) siy € D(x;¢).

Por ejemplo, las funciones caracteristicas de los conjuntos cerrados son superiormen-
te semicontinuas y las de los conjuntos abiertos son inferiormente semicontinuas. Un
funcién es continua si, y solo si, es inferior y superiormente semicontinua.

Definicién 1.6. Una funcién f : © — R se denomina subarménica si cumple las si-
guientes propiedades:

1. —o0 < f(2) < ocosize
2. f es superiormente semicontinua en {2.

3. Si D(a;r) C Q, entonces

™

f(a) < S fla+re?)ds.

2 J_,

4. Ninguna de las integrales anteriores toma el valor —oo.

La condicién (4) de la definicién [23] anterior es para excluir que la funcién f(z) =
—o00 sea subarmoénica y muchos autores, e.g. [22], no la imponen. Por otra parte, las
dos primeras condiciones garantizan que la funcién f es acotada superiormente en los
conjuntos compactos y, por tanto, que las integrales que aparecen en el tercer punto
existen y no toman el valor co. Si K es compacto, la semicontinuidad superior de f
garantiza que los conjuntos {z € K : u(z) > n} son cerrados para cada n € N. Entonces,
o bien se cumple que K1 N---N K, = K, = () para algiin n € N, o bien la sucesién de
conjuntos anterior tiene la propiedad de la interseccién finita. En este segundo caso, la
compacidad de K garantiza que NyenK, # 0, contradiciendo entonces que u(z) < oo.
Por tanto, u estd acotada superiormente en los compactos de €.

Proposicién 1.7. Sean f una funciéon subarmonica en 2 y ¢ una funcién convexa y
estrictamente creciente en R. Entonces la funcién ¢ o f es subarménica en §2.

Demostracion. Se define p(—oo) = lim ¢(z) para que la composicién tenga sentido
T—r—00

cuando u(z) = —oo. La condicién de subarmonicidad (1) se cumple porque ¢(x) < oo
para todo x € R.

Puesto que la funcién ¢ es creciente y continua (por ser convexa), para cada o € R
ocurre que ¢~ ' (—00,a) es un intervalo de la forma (—oo, 3) y por tanto

(‘P o f)il (—OO, a) = f_l (30_1(_007 a))

es un conjunto abierto gracias a la semicontinuidad de f, por lo que la funcién p o f es
superiormente semicontinua.

Carlos Arranz Simén



16 Espacios de funciones holomorfas. Teoria del potencial

Ahora, si D(a;r) C 2 se tiene que

1 (7 - 1 (7 ,
o) <o (g [ farretan) < o [ olitare)an
2 J_, 2 J_,
La primera desigualdad se deduce de que ¢ es creciente y de que f es subarmonica,
mientras que la segunda se debe a la desigualdad de Jensen. El ltimo requisito de la
definicién 1.6 también es consecuencia de esta desigualdad. |

Teorema 1.8. Sea f € H(f) que no es idénticamente nula. Entonces las funciones
log |f|, log™ | f| v | fIF, para 0 < p < oo, son subarménicas en ().

Demostracion. Poniendo que log|f(z)| = —oo si f(z) = 0, la funcidn log | f| es entonces
superiormente semicontinua gracias a la continuidad del logaritmo y del valor absoluto.
Si D(a;r) € Qy f(a) # 0, la férmula de Jensen [23, 15.18] asegura que, si ag,...,a,
son los ceros de f en D(a;r) se tiene que

1 [T , n Qy,
log|f(a)] = 27r/ log‘f(a+re’9)‘d9+210g|r‘
- k=1

1 (7 ,
< = lo ‘ a+rew‘d9.
< 5p ) los|f ( )
Si f(a) = 0la desigualdad también es cierta. Por tanto, la funcién log | f| es subarménica.
Para concluir el teorema basta con aplicar la proposicién anterior con la funcién log | f|
y las funciones convexas ¢(t) = méax{0,t} y p(t) = eP!, respectivamente. [ |

Proposicién 1.9. Sean v una funcién continua y subarmonica en 2, K un conjunto
compacto de 2 y h una funcién real y continua en K y arménica en el interior de K, V,
para la que se cumple que u(z) < h(z) en cada punto de la frontera de K. Se cumple
entonces que u(z) < h(z) para todo z € V.

Demostracion. Sea v =u — h 'y supongamos que v(z) > 0 para algin z € V. La funcién
v es continua en K asi que alcanza un maximo m en K que no puede estar en la
frontera, puesto que ahi v(z) < 0. El conjunto E = {z € K : v(z) = m} es un compacto
no vacio. Si a € E es un conjunto de dicho compacto, para algin r > 0 se tiene que
D(a;r) C V, pero tal que algiin arco de la circunferencia centrada en a de radio r no est4
completamente contenido en E (de lo contrario, se contradeciria el cardcter compacto
de E). Por tanto,
L[ i0
v(a) =m > 277/ v(a+re”)db.

La desigualdad anterior implica que v no es subarmonica y que por tanto u tampoco lo
es, lo que es absurdo. |

—Tr

El dltimo resultado de esta seccién serd de gran utilidad al definir los espacios de
Hardy y con las normas que se introducen en ellos. Para probarlo se necesita un lema
previo.

Lema 1.10. Sea f una funcién continua y subarménica en el disco D y
1 (7 -
m(r) = / f(ret?) ap, 0<r<l1.
2 J_,

Entonces m es una funcién creciente en [0, 1).
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Demostracion. Dados r1 < 19, sea h la Unica funcién que coincide con f en la circun-
ferencia S(0,r2) que es arménica en el disco D(0,73) correspondiente. La proposicién
anterior asegura que f < h en D(0,r3), asi que

m(r) < 2i /7r h(re®) do = h(0) = — /7r h(raet®) d6 = m(ry),

T ) 27 J_,

asi que m es creciente, como se queria probar. |

Finalmente, merece la pena mencionar varias propiedades de las funciones subarmoni-
cas cuyas pruebas pueden encontrarse en [22] y que seran de utilidad en el transcurso
de la exposicion.

De forma andaloga a lo que ocurre con las funciones armonicas, para las subarmoénicas
también se tiene un principio del maximo. La importancia de este principio radica en
que a partir de condiciones locales sobre la funcién se derivan condiciones globales de
gran importancia. Hay que destacar que, en este caso, nada se puede decir a priori sobre
el minimo absoluto de una funcién subarmoénica. En lo que sigue, se considerard que si
un dominio §2 es no acotado entonces co € 0f).

Teorema 1.11. Principio del maximo para funciones subarmdnicas. Sea f una
funcién subarmonica en un dominio €2. Se verifican las siguientes proposiciones.

1. Si f alcanza un maximo local en €2, entonces f es constante.

2. Si limsup f(z) < 0 para cada £ € 02, entonces f <0 en Q.

z—¢&

La definicién de funcién subarménica con la que se ha trabajado evita condiciones de
regularidad sobre la funcién maés alld de la semicontinuidad superior. Sin embargo, bajo
condiciones mas fuertes de regularidad, se puede dar una caracterizacién més sencilla
de esta propiedad.

Teorema 1.12. Sea Q un dominio de C y sea f € C2(f2). Entonces f es subarménica
si, y solo si Af >0 en Q.

1.1.3. El problema Dirichlet general. Medidas armdnicas

En esta seccion se explican las técnicas que se utilizan para abordar el estudio de
la ecuacion de Laplace con condiciéon de contorno Dirichlet en un dominio cualquiera
del plano complejo. Los detalles de esta teoria, que escapan de la extensién que se
pretende en este trabajo, se pueden encontrar en [22, Cap. 3|. Este estudio conduce
a resultados, como por ejemplo el Teorema de las Dos Constantes, que seran de gran
utilidad en estudio de la recuperacién de funciones holomorfas realizado en el capitulo
correspondiente.

El problema que se explica es el de encontrar una funcion u : 2 — C tal que

Au(z) =0, z €,
limu(z) = 9(6), €€ Bcon,
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18 Espacios de funciones holomorfas. Teoria del potencial

donde la regularidad de la funcién ¢ y las caracteristicas del conjunto E se precisan mas
adelante. Cuando ) era un disco la solucién se podia expresar en cada punto como la
integral de la funcién dato ¢ respecto de una medida de probabilidad dada por el nicleo
de Poisson. Si se define, para cada z € D, la siguiente medida en 0D,

1
d:uz = ?P(Z,g) |d£|a

2

la ecuacién (1.5) se puede escribir como

u(z) = [ o(&)du=(§).
oD
Este resultado se puede generalizar a otros dominios del plano complejo mediante la
introduccién de las llamadas medidas arménicas, que generalizan el papel del nicleo
de Poisson en el caso de que el dominio sea un disco. En cuanto a la generalizacion a
un dominio cualquiera, que se apoya esencialmente en el Teorema de Representacion
de Riesz para medidas complejas, no se pretende demostrarla con todo detalle, sino
introducir las ideas y resultados mas relevantes.

Dado 2 € C un dominio del plano con frontera 92, M denotara la clase de las
funciones holomorfas en € y continuas en £ con la norma del supremo y A el subconjunto
de C (092) de funciones continuas en 92 que son restricciones a €2 de funciones de M.
Del principio del médulo maximo, se sigue que || f|lq = || f|lao para las funciones de M,
por lo que cada funcién de A posee una unica extensién a un elemento de M, que se
denotard por la misma letra. Ademas, del mismo principio se sigue que para z € €,
la aplicacién de evaluaciéon f € A — f(z) € C es un funcional lineal y continuo. La
desigualdad |f(2)| < || f|loo que garantiza la continuidad se alcanza para las funciones
constantes, por lo que la norma del funcional es exactamente 1. El teorema de Hahn-
Banach garantiza que se puede extender el funcional, de forma que existe un funcional

lineal A, : C (092) — C verificando

Azf = f (Z)v f €A

Al = 1

Al = 1.
Como se prueba en [23, p. 101], estas dos ultimas condiciones garantizan que A, es un
funcional positivo (esto es, envia funciones positivas en niimeros reales positivos). Por el

Teorema de Representacién de Riesz, existe una unica medida de Borel positiva regular
1t sobre 0€), para cada z € €, tal que

A, = fdu, sif € C(09).
o0

En particular, si f € A se puede representar como

f(z) = /andﬂz-

Tomando la funciéon f = 1 se comprueba que u, es de hecho una medida de probabilidad
para cada z € €.

Las ideas del parrafo anterior motivan la siguiente definicién.
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Definicién 1.13. Sea 2 un dominio del plano complejo y sea B(9) la o-édlgebra de
Borel del conjunto 0D. Se dice que la funcién w : D x B(9Q2) — [0, 1] es una medida
armonica en §) si se cumple que

1. para cada z € , la aplicacién I — w(z,I) es una medida de probabilidad.

2. 81 ¢ : 0D — R es una funcién continua, la solucién u del problema Dirichlet con
dato ¢ en (2 se puede escribir mediante la siguiente integral de Poisson generalizada,

u(z) = d(§)dw(z, &) paraz € D.
o0

En la teoria del potencial, se introduce el concepto de conjunto polar para representar
un papel de conjuntos despreciables a efectos de medidas arménicas de una forma similar
al que representan los conjuntos de medida nula en la teoria de la medida.

Definicion 1.14. Se dice que un conjunto E de C es polar si para cada medida de Borel
finita u # 0 cuyo soporte sea un conjunto compacto de F se tiene que

[ [ 1oglz =~ wl dutz) duw) = . (1.6)

Cuando una propiedad se cumple en todos los puntos de un conjunto salvo quiza en
un subconjunto polar del mismo, se dice que la propiedad se satisface n. e. (nearly
everywhere).

Si se considera que p es una distribucién de carga en C, la cantidad (1.6) es la
energia electrostatica total de la distribucién, cambiada de signo. Estos conjuntos veri-
fican ademas las siguientes propiedades:

e Los subconjuntos de un conjunto polar son polares.

e Todo conjunto polar tiene medida de Lebesgue nula. El reciproco no es cierto,
como se mostrara en un ejemplo.

e Los conjuntos unipuntuales son polares. Ademads, las uniones numerables de con-
juntos polares son polares.

e La propiedad de ser polar es invariante bajo transformaciones conformes.

Ejemplo 1.15. Sir > 0, el intervalo I = [—r, r] no es un conjunto polar. Para probarlo,
consideramos la medida du = |dz| con soporte en el propio intervalo [—r, 7] y observamos

que
T T T 2r
/ / log |z —w| |dz| |dz| = / / log || dxdy > —o0, (1.7)
—rJ-=r —rJ =27

donde se ha llevado a cabo el cambio de variable = 2z — w,y = w. Por tanto el
conjunto no es polar. Ademds, teniendo en cuenta la definicién se deduce que la recta
real R tampoco es un conjunto polar y, puesto que esta propiedad se mantiene bajo
transformaciones conformes, podemos garantizar que las circunferencias tampoco son
conjuntos polares. Este caso particular tendrd importancia al tratar la recuperacion de
funciones holomorfas en el tercer capitulo.
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La condicién de frontera no polar es precisamente la que hace falta para que la medida
armonica de un dominio esté univocamente determinada. Ademads, esta es de hecho una
funcién armoénica que satisface un problema de tipo Dirichlet concreto, lo que permite
calcularla o estimarla en algunos casos.

Proposicion 1.16. Sea 2 un dominio del plano complejo tal que 0D es no polar, y sea
I un subconjunto de Borel de 9€). Se tiene que:

1. existe una tnica medida armoénica para (2;
2. la funcién z — w(z,I) es armoénica y acotada en €Q;

3. si la frontera de I relativa a 0D es polar, entonces w(z, I) es la solucién del pro-
blema de Dirichlet generalizado con funcién dato ¢ = x;.

La medida arménica nos va a permitir, en primer lugar, dar la solucién del problema
Dirichlet generalizado ya anunciada.

Teorema 1.17. Solucién del problema Dirichlet generalizado. Sea {2 un dominio
del plano complejo tal que 0D es no polar, y sea ¢ : 0D — R una funcién acotada que
es continua n. e. en dD. Entonces existe una tnica funcién armoénica u en 2 tal que
11;1?% u(z) = ¢(&) para n. e. £ € 9D, que se puede escribir como

4

w(z) = [ ¢(§) dw(z,§)
o0

en términos de la medida armonica w del dominio.

Ademss, la propiedad inferior de la media de las funciones subarménicas se va a poder
extender a integrales en caminos més generales que las circunferencias que se requerian
en la definicién.

Teorema 1.18. Principio del maximo para funciones subarmodnicas II. Sea ()
un dominio del plano complejo y u una funcién subarménica y acotada en 2. Si 92 es

no polar, y limsupu(z) < 0 para n. e. £ € 0€2, entonces u > 0 en €.
z—¢&
Si u es subarmoénica y acotada en 2 y ademads estd definida en 052, se tiene que

u(z) < /8 U du(z.8).

donde w es la medida armonica de Q.

Demostracion. Por claridad, se explica la prueba de la segunda afirmacién. Se define la
funcién v en 2 como

o(z) = /a () du(z. ),

que es armonica de acuerdo con el teorema 1.17. Ademads, se tiene que la funcién v — v
es subarmonica y

limsup (u(z) —v(2)) = u(§) —u(§) =0 n.e.& € 092,

z—E

debido a la semicontinuidad superior de u y de nuevo al teorema 1.17. Por la primera
parte del teorema, se concluye que u < v en el dominio. |

Universidad de Valladolid



Recuperacion de funciones holomorfas y aplicaciones 21

La funcién w(z, I), donde I es un conjunto de Borel en las condiciones del enunciado,
recibe el nombre de medida armonica de I relativa a 2. Si no hay lugar a confusién esta
se denotard simplemente por w.

Proposicién 1.19. Sean €2 un dominio de C tal que su frontera 92 = I'y UT'3 es no
polar, con I'1, I'y subconjuntos de Borel medibles y disjuntos de 92, y w la medida
armoénica de I'; relativa a €). Si w es una funcién subarmonica en €2 que satisface

u(z) < My, zely, u(z) < My, =z €T, (1.8)
donde M; y M son constantes positivas, entonces se tiene que
u(z) < Mjw(z) + Ms (1 — w(z))
para cada z € €.

Demostracion. Por el teorema 1.18, se tiene que, si @ es la medida arménica de §2,
ue) < [ (i)
o0

< Ml d(.:)(Z,f) + M2 d@(z,f)
Fl 1—‘2

= Mld)(z, Fl) + MQC:J(Z, Fg)
= Miw(z)+ M (1 —w(z)),

como se queria probar. |

Nétese que si una funcién u es holomorfa, entonces |u| y log|u| son subarménicas y
se les puede aplicar el teorema de las dos constantes. En este caso, podemos enunciar
una generalizacién del principio del médulo maximo, que permitia acotar una funcién
holomorfa en el interior del dominio por el valor maximo que alcanza en su frontera.
Ahora, si hay un subconjunto de la frontera en el que se conoce una acotacién mejor,
podemos acotar el médulo de la funcién en cada punto por una combinacién de ambas
constantes, determinada por el valor de w en cada punto.

Teorema 1.20. Sean €2 un dominio de C tal que su frontera 9€2 = I'y UT'y es no polar,
con I'1, I's subconjuntos de Borel medibles y disjuntos de 0, y w la medida arménica
de T'; relativa a €2, esto es, la tnica funcién arménica en Q tal que w(z) =1siz€ 1y
w(z) =0sil z €T9. Si f es una funcién holomorfa en € que satisface

u(z) < My, zely, u(z) < My, z €Ty, (1.9)
donde M; y M; son constantes positivas, entonces se tiene que
[u(z)] < My by~
para cada z € Q.

Demostracion. Se concluye aplicando el lema anterior a la funcién subarmoénica log | f]|
y tomando exponenciales. [ |

A continuacién se muestran dos ejemplos de dominios, sus medidas armonicas y la
acotacion que proporciona el teorema de dos constantes cuando se aplica a funciones
holomorfas en dichos dominios.
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Ejemplo 1. Banda vertical.

Dados a,b € R, se considera el dominio 2 = {z € C:a < Rez < b} y se toma como
subconjunto I'y = {2z € C : Rez = b}. Si se toma la funcién w : @ — R definida por

r—a

b—a’

w(x +iy) =
se comprueba directamente que
e w es armoénica, Aw(z) = 0 para todo z € Q.
e w(z) =1 para cada z € I';.
e w(z) =0paracadaz €'y ={z€ C:Rez=a}.

Por tanto, w es la medida arménica de I'y relativa a €. Si f es holomorfa en un entorno
de §2 verificando

lf(2)| < My sizeTly, |f(2)] < My siz €Ty, lim |f(2)] < oo,
z o0

entonces, por el teorema de las dos constantes, se tiene que si z = x + iy € €,

b—=x
b—a’

r—a
[f(2)] < Myp— + M

La cota de la norma de f en la recta {z € C:Rez=c}, con ¢ = (1 — a)a + ab, a €
(0,1), es la combinacién lineal convexa de las cotas en las rectas {z € C: Rez =a} y
{z € C: Rez = b} con la misma constante «,

If(2)] < (1 —a)Ma + abl, si Rez = (1—a)a+ ab.

Ejemplo 2. Corona circular.

Dados 7, R € R, se considera el dominio Q = {z € C:r < |z| < R} y se toma como
subconjunto I'y = {2 € C : |z| = R}. Si se toma la funcién w : & — R definida por

_ log (|z]/r)
w(z) = log (R/7)’

se comprueba directamente que
e w es armoénica, Aw(z) = 0 para todo z € Q.
e w(z) =1 paracada z € T'y.
e w(z) =0paracadaz ey ={z€C:|z|=r}.

Por tanto, w es la medida arménica de I'y relativa a 2. Si f es holomorfa en un entorno
de Q) verificando

|f(z)| < My sizeTly, |f(2)] < My siz €Ty,

entonces, por el teorema de las dos constantes, se tiene que si z € 2,

log (|| /r) log (R/ |2])
M, log (R/7) AL log (R/7)

|f(2)] <
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En caso de que nos situemos en una circunferencia intermedia de radio p = R%r!~2, con
€ (0,1) se tiene que
lf(2)] < aMi+ (1 — a)Ms.

Esta cota aun se puede mejorar observando que la funcién log | f| también es subarméni-
ca, de acuerdo con la proposicion 1.8, y se le puede aplicar el teorema de las dos cons-
tantes. Asi, de la cota anterior para log |f| y tomando exponenciales se sigue que

() < MPMI™, st |2 = RO

Este resultado es conocido como el teorema de los tres circulos de Hadamard.

1.2. Espacios de Hardy del disco

Productos de Blaschke

La existencia de una funcién holomorfa en el disco unidad que se anule en una sucesién
de puntos dada estd garantizada por el teorema de factorizacion de Weierstrass, siempre
que la sucesion considerada no tenga un punto de acumulacion en dicho disco. Sin
embargo, las funciones obtenidas mediante la construccién del teorema son, en general,
dificiles de manipular. Los productos de Blaschke dan lugar a funciones més faciles de
manipular y de acotar en el disco unidad.

Proposicién 1.21. Sea {z,},. ; una sucesién de elementos no nulos de D tales que

o

> (1—lal) <

n=1
Entonces el producto

|Zn| -
1.10
H Zn 1—zn ( )

n=1

converge uniformemente en los compactos de D y define una funcién holomorfa en D.
Ademas, |B(z)| < 1siz € D. Uno de tales productos se denomina producto de Blaschke.

- Zn| Zn — 2
Demostracion. Cada factor B, (z) = Hl es una transformacién de Mdébius que
Zn 1 — 2p2

envia el disco D en si mismo. Esto se debe a que B,(z,) =0y a que, para z con |z| = 1,

se tiene que

|2n| 2n — 2 Zzp — 1

=1.

[Bn(2)| = [7]

Por lo tanto, |By(2)| < 1 para cada z € D. Para comprobar la convergencia uniforme
del producto, basta comprobar que Y o> | (1 —|By(z)|) converge uniformemente en |z| <
r < 1. Ocurre que

Zn 1 —Zpz 1—7z,2

(1 —|zn|) (z]2n] + 2n)
(1 —%52) zn

< 147

1= Bl | <),

asi que la serie es convergente debido a las hipdtesis sobre la sucesién {z,},.,. La
holomorfia de B estd garantizada por la convergencia uniforme en virtud del teorema
1, 6.1.7] [
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Espacios de Hardy del disco

En esta seccién se introducen los espacios de Hardy de funciones holomorfas en el
disco unidad, que seran el marco de trabajo adecuado para estudiar los problemas que se
tratan en capitulos posteriores. El objetivo es demostrar los teoremas (1.28) y (1.29) que
caracterizan los espacios de Hardy y permiten operar con ellos de una forma cémoda.

A lo largo de la seccién se consideran funciones holomorfas en el disco unidad, esto
es, f € H(D). Se definen las funciones f, en 9D como

fr(e") = f(re?) 0<r<l.

Estas funciones f, toman los mismos valores que f al recorrer la circunferencia centrada
en 0 de radio . Puesto que f es holomorfa en el disco, estas funciones serdn continuas
y, por tanto, integrables respecto de la medida de Lebesgue, al ser y una medida finita.
Tiene sentido entonces considerar las normas siguientes,

2m
0 = (52

Cp 1/p
fr(ew)‘ d9> 0<p<oo

Iflle = sup | (e
0€[0,27]
L[ 0
T = 5 1 T ! ‘
5o = gz | tog" |7u(e)] do

que se utilizan en la siguiente definicién.

Definicién 1.22. Sea f € H(D) y 0 < p < co. Se definen las aplicaciones

1fllp= sup [ frlp-
0<r<1

Se definen entonces, para 0 < p < oo los espacios de Hardy del disco HP como
HY ={f € HU) : | fllp < oo}
y el espacio de Nevanlinna N como
N ={feHU):[fllo<oo}.
Cabe hacer las siguientes observaciones en cuanto a la definicién anterior:

1. Si0 < p < g < 00, la desigualdad de Holder y el hecho de que i es una medida finita
aseguran que H? C HP. También ocurrird que H* C HP para cada 0 < p < oo,
de nuevo por la finitud de la medida. Finalmente, puesto que log™ ¢ < tP siempre
que t >0, 0 < p < oo, se tiene que HP? C N para cada 0 < p < oo. De esta forma
los espacios de Hardy y Nevanlinna estan ordenados de la siguiente manera,

H*® Cc HIC HP C N, 0<p<q<oo.

2. La proposicién 1.10 asegura que si p < oo entonces || fr||, es una funcién creciente
de r. El caso p = oo es igualmente cierto por el principio del médulo maximo. Se
tiene entonces que

I£1lp = 1 1
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3. Sil < p < o0, laaplicacion || - ||, resulta ser una norma en H?, las propiedades se
heredan de las normas p clasicas pasando al limite, de forma que HP resulta ser
un espacio vectorial normado. De hecho, como se vera mas adelante, H? resulta
ser un espacio de Banach.

Si 0 < p < 1 dichas aplicaciones no son normas puesto que no verifican la des-
igualdad triangular, aunque el correspondiente espacio HP sigue siendo un espacio
vectorial.

4. La aplicacion || -||o da cuenta del crecimiento del logaritmo de la funcién f cuando
|z] — 1. La razén por la que se elige log™ en vez del logaritmo es para evitar que
valores préximos a 0 de la funcién den lugar a valores grandes de || - ||o. De esta
manera, solo los valores grandes en moédulo de f son tenidos en cuenta.

Proposicién 1.23. Sea f € N y se denota por ai,as,... a sus ceros en el disco D,
repetidos de acuerdo con su multiplicidad. Se tiene que

o0
> (1= aw]) < oo
n=1

Demostracion. Si 0 es un cero de f con multiplicidad m, consideramos la funcién g =
z7™f que tiene los mismos ceros que f, salvo el cero; por lo que podemos suponer
que f(0) # 0. La convergencia de la serie Y > | (1 — |ay|) equivale a la del producto
[0 lan| y también a la de la serie Yo7 | log |ay,|, esta dltima serd la que probaremos.

Dado n € N, se escoge 7 € (0,1) tal que los ceros ar,...,a, estén en D(0,7). De la
férmula de Jensen, se sigue que

1 21
10g|f(0)]§27r/0 log* ‘ ‘d0+21

La hipétesis de que f € N garantiza la existencia de una constante || f|lo que acota la
integral de la férmula anterior para todo r € (0,1). Por tanto,

n
0> log|ax| > log|f(0)] — || fllo + nlogr.
k=1

La igualdad es cierta para todo k € N cuando r — 1 (puesto que se anaden los sumandos
correspondientes en la férmula de Jensen), por lo que

3" log ag| > log [£(0)] — || /llo;

k=1
como se queria probar. |

Si se tienen en cuenta las proposiciones 1.10 y 1.23, se puede asegurar que el pro-
ducto de Blaschke correspondiente a los ceros de una funcién f € N, B, es una funcién
holomorfa en D con los mismos ceros, incluyendo multiplicidades, que f. Por tanto, de-
finiendo F(z) = f(z) (B(z)) ! para cada z € D se obtiene una nueva funcién holomorfa
F tal que |F(z)| > 1 en D; en particular, sin ceros en D. En lo que sigue, nos referiremos
a f = FB como la descomposicion canonica de f.
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Proposicion 1.24. SeaO0 <p < ooy f € HP. Si f = FB es la descomposicién candnica
de f, entonces F' € HP y ademés || F||, = || fllp-

Demostracion. Sean «q,qs,... los ceros de f incluyendo multiplicidades. Sea B, el
producto de Blaschke (finito) formado por los n primeros elementos de dicha sucesién.
Debido a la compacidad de D y a que |B,(z)| = 1 siempre que |z| = 1, ocurre que
‘Bn(reie)’ — 1 uniformemente en  cuando » — 1. En consecuencia, las funciones Fj, =
[/ By, verifican que || Fy||, = || f||p- Cuando n — oo, |Fy,(2)| converge mondtonamente a
|F'(2)|, debido a la acotacién por 1 de los productos de Blaschke en D. El teorema de la
convergencia mondtona garantiza entonces que

1l = tim | (En),

Los términos de la sucesién de la derecha estan acotados por ||f||,, asi que tomando
limites cuando r — 1 se tiene que ||F||, < ||f|l,. Como se tenfa que |F(z)| > |f(2)],
también ocurre que || F||, > || f]|p, como queriamos probar. [ |

Proposicion 1.25. Sea f € HP, para p > 0. Entonces el limite h’rri f(re?) existe para
T—

casi todo 6 € [0, 27] y, denotandolo por F(e'), se tiene que
1 [2r i 1/p
— (5 [ [P a0) .
1= (5 [ [Fe| ao)

Demostracion. Primera parte. Caso de f € H?. . En el caso de una funcién f =
Yol ganz™ del espacio H 2 ocurre, por la identidad de Parseval, que

o0 o0
Ifel3 = lan|* ", Tuego I fII3 = lim | f]3 = lanl*.
n=0

n=0

Por tanto, f es la integral de Poisson de F = >°° ja,e™ € L?(u). Los resultados
expuestos en [23, 10.21-25] garantizan que en estas condiciones f(re') — F(e') en casi
todo punto de la circunferencia 0D. La igualdad del enunciado queda probada teniendo
en cuenta, de nuevo, la expresién de la identidad de Parseval para la funcién F.

Segunda parte. Caso en el que la funcion es un producto de Blaschke B. En este
caso, la extension radial tiene modulo unidad en cast todo punto. En este caso B es
una funcién de H*® vy, por tanto, de H?. El razonamiento previo permite concluir que
B admite limites radiales en casi todo punto de 9D, que denotamos simplemente por
B(e™). Puesto que |B(z)| < 1 para z € D, también se cumple que |B(e)| < 1 en dD.
La factorizacién canénica de B como elemento de H? es trivial, pues basta tomar F = 1
en todo D, siguiendo la notacién de la proposicién (1.24). Pero ademds, por esta misma
proposicién, tiene que ocurrir que

1Bl = o [ T BEn) dt = |Fll = 1
2= 50 ), = |Fll2 = 1;

y la igualdad solo puede alcanzarse si ‘B (eit)‘ =1 en casi todo punto de 9D.
Tercera parte. Caso general. Sea f € HP, con p > 0y sea f = BF su descomposicion
canénica. Definimos la funcién auxiliar G(z) = (F(z))"2. Entonces G pertenece a H?
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y G(re®*) — G(e') para casi todo punto de dD. En dichos puntos, ocurre que F(re®)

converge a una funcién F tal que |F (e“)}p /2 = |G(e™)|. Como B tiene limite radial de
modulo unidad en casi todos los puntos de la circunferencia, entonces h’n% flre®t) = f(e)
T—

existe y se tiene que ’f(eit)|p/2 = |G(e™)| en casi todo punto, por lo que

p p 2 1 °n ity |2 1 o it\|P
£ = I1F15 =[Gz = 5= ; |G(e™)|” dt = ; || dt,

2 T or

como se queria probar.

Proposicién 1.26. Una funcién f estd en H' si y solo si admite una factorizacién
f =ghcon gy hen H? verificando || f||1 = ||g|l2/|||2.

Demostracion. La condicion suficiente es inmediata. Si B es el producto de Blaschke
formado por los ceros de f, se tiene que f/B € H! por la proposicién 1.24. Como f/B
no tiene ceros en D, que es un dominio simplemente conexo, entonces existe una raiz
cuadrada analitica g € H(D), esto es, una funcién tal que g?> = f/B. Por tanto, f = ¢°B

y, al tratarse de la descomposicién canénica de f, || f]l1 = ||¢2|l1 = ||lg]|3. Como también
se tiene que ||gBll2 = ||g||2, puesto que B tiene médulo unidad en casi todo punto de
0D, basta tomar g y h = gB. |

Proposicién 1.27. Sea f € H' y F € L' (i) su limite radial en la frontera del disco.
Ocurre entonces que f es la extensién arménica de F.

Demostracion. Para probarlo, veremos que f. — F en L' (1), lo que es suficiente puesto
que la convergencia en L' (1) garantiza la convergencia de los coeficientes de Fourier,
ya que ‘f(n)‘ < |IfllL si f € L* (). Puesto que fr(n) = anr™, se tendré que F(n) = a,
y la féormula 1.2 permite concluir con el enunciado.

Dada f € H', sean g,h € H? tales que f = gh y sean G, H los limites radiales
respectivos de las funciones indicadas. Se tiene que

Ifr=Fln = llgrhr — GH|x
< G(he = W)l + [he(gr — 9)I1n
< |Gll2llhr = Rll2 + [ Hll2llgr = gll2,

donde en la iltima desigualdad se ha utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Para
concluir, basta ver que si ¢ € H? entonces h’n% |G — gr|]l2 = 0 y tomar limites en la
T—

expresién anterior. Para ello, observemos que si g(z) = > o0 ja,z" € H? se tiene que

G(r) = |G- ng% = Z ’an|2 (1- Tn)z < Z |an‘2
n=0 n=0

para cada r € [0, 1]. Por tanto, la serie que depende de r converge uniformemente como

funcién de r en [0, 1], asi que G es continua y h/n’i |G — gr|]2 = G(1) = 0, como se queria
r—r

probar. [ ]

El siguiente teorema es fundamental a la hora de trabajar con los espacios H?, pues

los caracteriza precisamente como subconjuntos de los espacios de Banach LP (u) para
1<p< oo
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Teorema 1.28. Sea 1 < p < oco. Una funcién f pertenece al espacio HP si, y solo si, es
la extensién armoénica de una funcién F' € LP (p) verificando F'(n) = 0.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f € HP. De acuerdo con los teoremas
1.25 y 1.27 existe un limite radial de f, F', y ademds f es la extension arménica de F' al
disco unidad. De acuerdo con la férmula (1.2), se tiene que

oo oo
flz)=> F(n)z"+> F(-n)z".
n=0 n=1
Para que f sea efectivamente una funcién holomorfa, es necesario que F (n)=0sin <0,

para que los términos en z se anulen en el desarrollo en serie anterior.

Por el contrario, si F € LP (i) verifica F(n) = 0 la férmula (1.2) garantiza que la
extension armonica f de F' es una funcién holomorfa. Esta funcion serd una funcién de
HP gracias a la acotacién conseguida en la proposicién (1.4). |

Teorema 1.29. Si 1 < p < oo, HP es un espacio de Banach. Ademds, H? es un espacio
de Hilbert, de forma que dadas funciones f,g € H? tales que f(z) = Y o0 janz", g(z) =
Yoo bn2™, se tiene que

<f7 g>H2 = Zana
n=0

Demostracion. Para cada 1 < p < oo, la aplicacién
T,:FeLP(u)— F(n)eC

es un funcional lineal y continuo. La linealidad esta clara, y se tiene que

2 )
Pl < [ PEn] @t < 1P < G

para cada F' € LP (i), donde C), es una constante que depende de cada p. La desigualdad
anterior es suficiente para garantizar que 7, es un funcional continuo, en particular, su
nicleo es un conjunto cerrado. En virtud de la proposicién anterior, se tiene que

HP = () ker T,

n<0

que es cerrado en LP (u) por ser interseccion de conjuntos cerrados. Al ser HP un subes-
pacio cerrado de un espacio de Banach, también es completo.

En el caso p = 2, H? es un espacio de Hilbert por ser un subespacio cerrado de un
espacio de Hilbert. Solo resta comprobar como es la restriccion del producto interno de
L? (u) para funciones de H2. Si f, g son funciones de H? con la expresién del enunciado,
entonces sus extension radiales F, G de L? (u) son las funciones

00 oo
F(eit) _ Z aneint’ G(eit) _ Z bneint.
n=0 n=0
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Puesto que el conjunto de funciones {emt :neN } es un sistema ortonormal y completo

para las norma que estamos considerando, se tiene que

(F,9) 2 = (F.G) 2y = D _ anbn.
n=0

1.3. El problema de interpolacién de Pick-Nevanlinna

En este apartado se introduce el problema de interpolacién de Pick-Nevanlinna. La
cuestion a la que se pretende dar respuesta es la de encontrar una funcién analitica f en
H*™ que tome unos valores prescritos en unos nodos z1, ..., z, € D, esto es, que verifique
ciertas condiciones de interpolacién f(z;) = w; para ciertos valores w; € C, sujeta a una
restriccién sobre su norma || flleo < M.

El objetivo principal de esta seccion es probar el teorema de Pick, que va a dar una
condicién necesaria y suficiente para la existencia de una funcién tal en el caso M =1,
es decir, para funciones holomorfas del disco unidad en si mismo. La condicién necesaria

y suficiente es que la matriz
Q= (1 ] >
L —wiwy /; 5y

sea definida positiva.

Este resultado fue probado independientemente por G. Pick en 1916 y por R. Ne-
vanlinna en 1919. Para probarlo utilizaron un enfoque basado en construir una sucesion
de productos de Blaschke que satisface las condiciones, cuya existencia dependia de la
positividad de la matriz ). Una prueba directa que utiliza este tipo de técnicas puede
encontrarse en [12].

Posteriormente, en 1956 B. Sz-Nagy y A. Koranyi [16] dieron una prueba de la condi-
cion de Pick utilizando técnias de espacios de Hilbert, mientras que en 1967 D. Sarason
[24] lo demostré mediante la teoria de operadores. La referencia principal que se utiliza
aqui [20] sigue esta linea, que es algo mas larga pero establece resultados que se pueden
utilizar en otros problemas de interpolacién relacionados.

Observacién 1.30. El teorema de Pick y el lema de Schwarz.

En el caso de que buscasemos una funcién f € C*°(D) tomando unos valores dados
en los nodos, el problema tendria solucién para cualesquiera valores con tal de que
|w;| < 1. Sin embargo, las funciones holomorfas son una clase mucho mas restringida y
sus propiedades de crecimiento van a impedir la existencia en algunos casos.

El lema de Schwarz, que es resultado elemental del Analisis Complejo, asegura que
una funcién holomorfa f del disco en si mismo con f(0) = 0 debe cumplir la restriccién
|f(2)] < |z| para cada z € D, ya que de lo contrario la funcién creceria necesariamente
en el disco unidad hasta tomar valores superiores a la unidad. Este lema va a resultar ser
equivalente al teorema de Pick en el caso n = 2, en tanto que da condiciones necesarias
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y suficientes para que exista una funcién del disco unidad en si mismo con valores
prescritos en dos nodos.

Se ha mostrado en la proposicién 1.10 que las funciones pq(z) = (z — a)/(1 — az)
envian el disco unidad en si mismo con ¢,(a) = 0. Por lo tanto, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que z; = wi = 0, puesto que de existir esta funcién se podria
conseguir la original componiendo con funciones del tipo ¢,. El teorema de Pick afirma
que existe una funcién holomorfa f : D — D con f(0) = 0, f(z9) = wy si, y solo si la

matriz
1 1

Q=1 1— |2
1 — |wol®

es definida positiva, que en este caso equivale a que lo sea su determinante

|20]” — |wo”

det M = :
1 — |z

es decir, si |wp| < |z9|; como predecia el lema de Schwartz. El teorema de Pick va a
generalizar este resultado al caso en el que se cuenta con una cantidad arbitraria, pero
finita, de nodos.

1.3.1. Operadores de Hankel

Para abordar este problema se introducen los operadores de Hankel en el espacio H2.
En lo que sigue, denotaremos por IT : L? () — H? a la proyeccién ortogonal sobre el
subespacio H?, que cobra pleno sentido gracias a lo expuesto en la proposicién (1.29).
Este operador actia de la siguiente forma:

oo oo
I ( Z aneint) _ Zaneint'

n=—oo

Claramente, ||II|| < 1 por tratarse de una proyeccién ortogonal.

Dada un funcién ¢ de L™, se define el correspondiente operador de multiplicacion
My : Ly — L? (p) mediante

(Myf) (") = p(e™) f(e").

Es claro ademas que ||M,| < ||¢|lo. De hecho, en [20, 1.6.2] se prueba que siempre se
alcanza la igualdad anterior, aunque no lo necesitaremos.

Ejemplo 1.31. Operadores de desplazamiento. Si elegimos alguna las funciones
@©(z) = 2", con n € Z, el operador de multiplicacién M, correspondiente actia de la

siguiente manera:
oo

o0
Myf =2" Z a2’ = Z ap—nz"
k=—00 k=—00

para f € L?(u). Se denominan operadores de desplazamiento. Ademds, puesto que
lolloc = 1y se tiene que |[Myf|l2 = || f]l2, se cumple la propiedad anunciada de que

1Mo = lllloo-
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Denotamos por Hi al complemento ortogonal de H? respecto de L? (u); esto es, al
subespacio generado por los vectores de la base con indice negativo,

en(eit) — eint.

Ya tenemos los elementos necesarios para introducir los operadores de Hankel.

Definicion 1.32. Dada ¢ € L*°, se define el operador de Hankel con simbolo ¢ como
el operador Iy, : H? > Hi dado por

Iyf=({I—-1I)M,f.
La siguiente proposicion recoge las propiedades fundamentales de estos operadores.

Proposicién 1.33. Se tiene que ||| < ||¢[loo. Ademds, si la funcién ¢(e™) tiene por
desarrollo en serie de Fourier a Y > dne"™, entonces la matriz de I'y, con respecto a
las bases ortonormales {e, }>° de H? y {e_,}oe; de H? es

d

1 d—3
d_o d_4
d_3 d_s
d_4 d_g

una matriz de este tipo, con las diagonales sudoeste a noroeste constantes, se denomina
matriz de Hankel. Ademés, I', = 0 si, y solo si, ¢ es una funcién de H°.

Demostracion. En primer lugar, se tiene que

I fllz < (I = I My fl| < [[Mo fI| < llelloollfl2-

Ademis,
[ee]
Fperp, = (I —-10) Z d, et ekt
n=-—00
—k—1 o0
— Z dnei(Ter)t — Z dfrfkeiirt,

n=-—o0o r=1

tras hacer el cambio de indices r = —n — k. La matriz del operador en las bases co-

rrespondientes tiene la forma anunciada. Finalmente, teniendo en cuenta lo anterior es
claro que I', = 0 si, yo solo si, d, = 0 para cada n < 0; condicién que el teorema (1.29)
establece como necesaria y suficiente para que ¢ € H*. |

El teorema que se prueba a continuacién garantiza que la desigualdad en la norma
de un operador de Hankel siempre se alcanza, aunque para ello haya que considerar otra
funcién de H* que de lugar al mismo operador. En la prueba del teorema se muestra
ademés que un operador acotado de H? en Hi cuya matriz asociada es una matriz de
Hankel es de hecho un operador de Hankel.
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Teorema 1.34. Teorema de Nehari. Se supone que I'y, : H 2 5 H? es un operador
de Hankel. Entonces existe una funcién ¢ € L> con I'y = I',, y tal que ||[T'y|| = [|9]|oo-
Entonces

ITe|l = inf {ll¢ + hlloc : h € H*} = d(p, H*),

y el inferior se alcanza en h = 1 — .

Demostracion. En primer lugar, observemos que si el desarrollo en serie de Fourier de
la funcién ¢ es (") = >0 dipe’™™ v m,n > 0, entonces se tiene que, para n > 0,

o0 —n 0
Fweint _ (I _ H) ( Z dkei(k-‘rn)t) — Z dke’i(k:-‘rn)t — Z dk,neikt.

k=—o00 k=—o0 k=—00
Como consecuencia inmediata se tiene que para n,m > 0
int _—imt —it int _imt _—it
<F¢e ,€ e > =d_p_m-1= <I‘V,e e e >,

y por la linealidad del producto interno,

N N N N
F4p 2 :bnemt7 § :ae—zmte—zt — Fcp 2 :bneznt 2 :Cnezmt ’e—zt
n=0 n=0 n=0 n=0

Esta tdltima identidad garantiza que al definir el siguiente funcional lineal sobre los
polinomios

a(f) = <F<pf7 eiit> )
se cumple una propiedad interesante: si f factoriza como producto de dos polinomios
f = fif2, entonces

a(f) = Ty (fi, f2), ey = (T f1, fae ™).

La desigualdad de Cauchy-Schwarz permite concluir que

la(fif2)| < Tl f1ll2]l foll2-

Hemos visto anteriormente que el espacio de polinomios es denso en H'!, asf que la cota
anterior permite extender o de forma tnica en todo H'. Puesto que las funciones de H'!
factorizan como producto de dos funciones de H?, la extensién debe verificar

a(fife) = Tofr, fae™™) sifi, fo € H?,

con |a(fif2)| < ||ITg|lllfill2]l f2]|2- Utilizando el resultado 1.26 se tiene que

()] < ITlIFIl sif € H

En particular, ||a| < ||Iy||. Ahora se puede utilizar el teorema de Hahn-Banach pa-
ra extender el dominio de definicién del funcional lineal a a todo el espacio L' (u)
manteniendo la acotacién anterior. El teorema [23, 6.16] da una representacién para el
funcional de la forma

1 2m ) )
olf) =50 [ B at
donde /3 es una funcién de L> con ||B||ec = [la|| < ||Ty].
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Ademas, para k > 0, se tendra que

<I8’e—ikt> _ % /027r ekt B(eit) dt = aeitt) = <Fweikt’€—it> —d .

En consecuencia, los coeficientes de Fourier de 3, 53, satisfacen que S_ = d_j_1 para
k > 0. Ahora podemos tomar 1 (e) = e~3(e) de forma que ahora los coeficientes de
Fourier v, de 9 coinciden con los de ¢ para k < —1. Ademads, no se pierde la acotacién

[Plloe = 18lloc < [ITel-

Finalmente, es claro por la definicién de los operadores de Hankel que I', y I'y, coinciden
si tienen los mismos coeficientes de Fourier para k < —1, esto es, si la diferencia h = ¢ —¢
estd en H°°. Entonces,

ITell < mf {llo + Al : h e H*}.

Puesto que, por cémo se ha construido, existe una funciéon h € H* tal que ¢y = ¢ + h,

[Pllee < MITell = [Tyl < [[¢llco,

asi que [|¥]lco = ||T]| como se queria. [ |

1.3.2. El problema de interpolacion

A lo largo de esta seccién, ¢ denotard una funcién de H? que toma valores de médulo
unidad en casi todo punto de dD. K serd el espacio (Y H 2)J- de H?, y I la proyeccién
ortogonal correspondiente sobre dicho espacio.

Proposicién 1.35. El operador de multiplicacién My es un operador unitario en L? (1)
con inverso My, y se tiene que MyH? C H?. Ademés, H? = K ®yH?y ME(K) C H2.

Demostracion. El caracter unitario e invertible del operador se siguen de la identidad
siguiente:

(f,9) = (W f.g) = (Wfbg) sifige L’ (n).
Ademss, si k € Ky f € H?, se tiene que
(Uk, f) = (k,of) =0,

por la definicién del conjunto K, por lo que el operador ME envia K en Hi |

Ejemplo 1.36. Si se escoge la funcién ¢ como una de las funciones 9(z) = 2", con
n € N, se tiene que

o0
LZJHQZ{f:Zanz”€H2:a0:~-:ak_120}
n=0

y por lo tanto K = (wHQ)L = span {1, Zye.., zk_l} es el espacio de los polinomios de
grado a lo sumo k — 1.
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Dado ¢ € H®, se define el operador S, : K — K como

Se(f) =1k (ef),  feK.

Es inmediato comprobar que S, es acotado y que [|S,| < [|¢|l para ¢ € H®. A
diferencia de los operadores de multiplicacién M, introducidos en la seccién anterior,
los operadores S, se definen unicamente para ¢ € H>. Esto se debe a que para tales
funciones ¢f siempre estd en H? si f lo estaba, cosa que no ocurre si tomamos una
@ € L*. Se prueban dos lemas relacionados con esta nueva familia de operadores que
facilitan la prueba del teorema de Pick.

Lema 1.37. Para @1, p2 € H*, los operadores Sy, y S, conmutan; esto es, Sy, S,, =
SesSp -

Demostracion. Observemos que

Spr [ =w1f +vg

para una cierta g € H?. Igualmente, existird una h € H? tal que

SS02S<P1f = (P2S<p1f+wh: 902‘P1f‘|‘¢<9029+h)7

de forma que

SeoSor f =gk (pre2f).

El papel que han jugado las funciones ¢1 y @2 se puede intercambiar, por lo que

SW2S901f = llg (@1902]0) = 5901 SS@Qf’
por lo que los operadores conmutan. |

Lema 1.38. Sea T un operador en K que conmuta con S,. Existe entonces una funcién
pe H® talque T =S,y |¢llo = || T

Demostracion. Primera parte. Veamos que, en las condiciones del enunciado, el opera-
dor T = M- THK envia H? en Hi y es un operador de Hankel. El hecho de que T envie

H? en H? se debe a que M7 enviaba K en H? . Puesto que T conmuta con S, (= g M)
se tiene que IIx M, T = THKMZ. Entonces,

N M T, =T (Mg M.Ig) =T (S.51) = T (55.) = T M.,

de acuerdo con el lema anterior. Recordando que el operador inverso de ME es My

resulta que Tl = M¢T. Juntandolo con lo anterior, da
M M, M,T = MyTM,, MEHKMwMzT =TM,.

Ahora, para cada f € H? se tiene que YT f = THg f estd en H2, por lo que también lo
estd 2z T f y podemos escribir

ATf =g +k,
donde g € H? y k € K. Entonces,

P gpzT f = (g (Yg+ k) =k = (I —1) (g + ¥k) = (I —I) M.Tf, (L11)
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lo que permite concluir que (I —1I) M.T = TM.,. Esta es la igualdad clave que permite
probar que T es un operador de Hankel, puesto que para n > 0, m > 0, se tiene que la
entrada (m,n) de la matriz del operador verifica

<Tz”+1,z_m> = <TMZZ",z_m> = <(I — H)sz",z_m>

esto es, solo depende de m + n.

Sequnda parte. Conlusion del lema. La primera parte de la prueba garantiza que
existe una funciéon v € L* tal que T' = I',. Ademads, se cumple que 79 estd en H*,
puesto que

T4 =TTk = 9T (L (1)) = 0.

De la definicién de operador de Hankel se deduce que v estd en H? (ademds de en L)
por lo que debe estar en H*, es decir, que v = ¢ para cierta o € H.
También, puesto que Tk = MyI',k para todo k € K, de forma que

Tk = (I —1I) Ypk.
Si pk = ki 4+ hy con k; € K y hy € H?, entonces

Tk =1 (I —1) (ki + h1) =9 (Vk1) = k1 = T (@k),

por lo que, finalmente, T" = S, como se querfa mostrar. Por el teorema de Nehari,
podemos escoger v € H* de forma que

[elloe = [Vlloo = ITllco < [T |00,
y como siempre se tiene que ||T|| = ||Sy || < [|¢]loo, esto completa la prueba. [ |

A continuacién se enuncia el teorema de Pick, que da una condicién necesaria y
suficiente para que el problema de interpolacion tenga solucién. Es claro que el problema
se puede reducir al estudio del caso M = 1, puesto que en otro caso basta trabajar con
los valores correspondientes w; /M.

Teorema 1.39. Teorema de Pick. Existe una funcién f € H satisfaciendo las
condiciones ||f|lcoc < 1y f(z;) = w; para i = 1,...,n si, y solo si la matriz n x n Q
definida mediante

1-— W Wk

Qj,k:: (]7k:177n)

1— 25z

es una matriz definida positiva. En caso de que la matriz () sea positiva, existe una
funcién en las condiciones anteriores que es un producto de Blaschke de grado a lo sumo
n.

Demostracion. A lo largo de la prueba denotaremos por v a la siguiente funcién

n
z— z
w(z):Hl =, zeD.
sl
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Primera parte. El espacio vectorial K = (wHQ)J' tiene dimension n. De hecho, K =
(k1,... km) con kj(z) =1/(1 — 2;2).

Las funciones k; estan en el espacio de Hilbert H 2 ya que son analiticas en un entorno
de U. Si f es una funcién analitica del espacio H?, entonces ocurre que (f, k;) = f(2;).
Esto se debe a que si

ki(2) = - Z I OE DI
n=0

entonces se tiene que

oo
=S =
n=0

Puesto que ¢ € H™, entonces ¢f € H? y (¥ f, k;) = ¥(2j)f(z;) = 0, lo que prueba
directamente que k; € K para j = 1,...,n. La matriz Z n x n definida por

1
Ly = ———— L k=1,...,
gk =1 _ %o ( n)
resulta ser definida positiva, puesto que

n n . n
S i@z = ZZCJ% kj, ki) = <Z . —CJij’kz . _Ckaz>

j=1k=1 J=1 k=1
= HZ ||2>0

y la igualdad a 0 se alcanza tnicamente si la funcién es nula, lo que se puede compro-
bar directamente que ocurre tinicamente cuando todos los coeficientes ¢; son nulos. En
particular, la matriz Z es regular, por lo que para cada funcién f € H? existen coefi-
cientes aq,...,a, € C tales que f(zx) = Z?:l a;Zji, para k =1,...,n. Asi, la funcién
f— Z?Zl ajk; se anula en todos los nodos z1,..., 2z, y la proposicién 1.24 garantiza que

existe h € H? tal que f — Z;‘:l ajk; = 1h. Esto prueba definitivamente que los k;,
j=1,...,n, constituyen una base de K.

Segunda parte. Dada ¢ € H>, el operador Sj, es diagonal en K.
Puesto que K es un espacio vectorial de dimension finita, basta comprobar que los
elementos no diagonales del operador en la base de los k; son nulos:

(Spkj, ki) = (kj, Spki) = (kj, Mgcpky) = (kj, ki) = @(z5)ki(z5) = @(z5) {kj, k1}

luego necesariamente Sgk; = (z])k para j = 1,...,n. En particular, S7k; = Z;k;, es
decir, que las funmones k:], 7 =1,...,n de la base son funciones propias del operador
S% con autovalores Zi, ..., 2.

Tercera parte. Un operador T : K — K conmuta con S, si, y solo si ky,...,k, son

funciones propias de T*.
Supongamos en primer lugar que las funciones de la base de K son propias de 7™ con
autovalores \j, j = 1,...,n. Se comprueba directamente que

T*S;k'j = \jzjk; = S:T*k‘j,
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es decir, que los operadores conmutan.
Reciprocamente, si los operadores conmutan, se tiene que

0 = ((T"S; — SIT*) kj, ki) = z; (T"kyj, ky) — (T kj, S k)
(2j — 2) (T"kj, ki),

luego (T*kj, k;) = 0si j # |y el operador T* es diagonal.

Cuarta parte. Conclusion. Si T = Sy, ocurria que T*k; = ¢(2;)k;,j = 1,...,n. Por
el resultado 1.38, existe una funcién ¢ € H> cumpliendo ||¢|loc <1y ¢(2j) = w; para
j=1,...,nsi, y solo si el operador T" definido por

T*k‘j = Ujjkij,

satisface que ||T']| < 1. Esto equivale a que I — TTx > 0, donde I es la matriz identidad
de tamafio n x n. Para concluir la demostraciéon del teorema basta comprobar que la
matriz del operador I —T"T™ en la base de los k; tiene la forma anunciada por el teorema,

(I =TT) kj k) = (kj, ki) — Tk, T ky) = kj(z1) — (wjky, wiky)
B 1 _ ' 1 —wjw
= Togn T (kj ki) = ———

l—Z_jZl
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Capitulo 2

Algunas técnicas en analisis
numeérico.

2.1. Descomposicién en valores singulares. Minimos cua-
drados

El objetivo de esta seccion es resolver el problema lineal de minimos cuadrados en R™
sujeto a una restriccién sobre el tamano del vector. Concretamente, si A € £ (R",R™)
denota una matriz m x n, M > 0, se trata de encontrar un vector £ € R™ tal que

& = argmin ;<[ Az — b]|. (2.1)

Descomposicion en valores singulares

En primer lugar, se estudia la descomposicién en valores singulares (SVD, por sus
siglas en inglés) de una matriz A € L£(R",R™), herramienta que se utilizard en la
resolucién del problema anterior.

Lema 2.1. Sea A € £ (R",R™), entonces la matriz A'A € £ (R™) es simétrica; semide-
finida positiva, en particular, tiene autovalores positivos; y se cumple que ker(A'A) =
ker(A).

Demostracién. La primera afirmacién es inmediata. Si € R”, se tiene que z' At Az =
|Az||?> > 0, por lo que la matriz es semidefinida positiva. El espectro de una matriz
estd contenido en su rango numérico, por lo que los autovalores deben ser positivos.
Finalmente, es inmediato que ker(A) C ker(A'A), mientras que si € ker(A'A) se
tendra que

0=a2tA'Az = ||Az|?,

por lo que necesariamente Ax = 0, es decir, x € ker(A4). Esto concluye la prueba. |
Teorema 2.2. Descomposicién en valores singulares. Sea A € £ (R",R™) de rango
r. Existen unos nimeros positivos 1 > o2 > --- > 0, > 0 y unas matrices ortogonales
Pec L(R"), Qe L(R™) tales que

A=QxP,
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40 Descomposicién en valores singulares

donde ¥ € L (R",R™) es la matriz

oo 0 --- 0
0 ()]
E:
Oy
0
0

Demostracién. La matriz A'A es simétrica y real, por lo que existe una base ortonormal
ui,...,u, de R"® formada por autovectores cuyos autovalores correspondientes, que son
positivos, son A\; > Ay > --- >\, > 0. Puesto que ker(A4) = ker(A*A) y el rango de la
matriz A es 7, se tendrd que A\; > 0si1 <i<ryquel =0sir <i<n.En otras
palabras, u1, ..., u, forman una base ortonormal de ker(A)+, mientras que w1, ..., un,

lo es de ker(A).
A continuacién se definen

Au;
0i =V A\ v = ‘z parat=1,...,7.

)

Se verifican las siguiente relaciones de ortogonalidad

uE.AtAui uto?u; o
Vv = = = 0;j parai,j=1,...,r,
00 0i0;

por lo que vi,...,v, es una base ortonormal de rank(A). Se pueden anadir vectores
adecuados para que v1,..., U, Urt1,-.., Uy Sea base ortonormal de R™.

Finalmente, se define P como la matriz cuyas columnas son los vectores ui,...,u, y
@ la matriz cuyas columnas son los vy, ..., vy,. Estas matrices son ortonormales debido
a la ortonormalidad de las bases anteriores. La descomposicién de A enunciada en el
teorema corresponde a expresar la matriz A en las bases anteriores. |

Los vectores uq, ..., u, (las columnas de P) se suelen denominar autovectores dere-
chos de A, mientras que los vy, ..., v, (las columnas de @) se denominan autovectores
izquierdos. En estas condiciones la imagen de un vector z € R™ por la matriz A se puede

expresar como
T

¢
Az = g oi(ujx)v;. (2.2)
i=1
Maés generalmente, esta descomposicion se puede utilizar para expresar de forma sencilla
la solucién del problema de minimos cuadrados relacionado con la matriz A.

Un aspecto importante en la practica es la utilizaciéon de un método numeéricos barato
y estable para llevar a cabo la descomposicién de la matriz. Un enfoque general con varios
algoritmos especificos puede encontrarse en [6, Cap. 8.6]. En el desarrollo de este trabajo
se trata con matrices pequenas, tipicamente de dimensiéon no superior a n, m = 20, por
lo que se calcula directamente a partir de la funcién eig de Matlab que proporciona los
autovalores y autovectores de la matriz.
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Descomposiciéon en valores singulares y normas matriciales

Los valores singulares de una matriz se pueden utilizar para computar de forma
sencilla algunas propiedades de una matriz tales como su norma 2 y su nimero de
condicion espectral.

Proposicién 2.3. Si A € £ (R",R™) una matriz de rango r que tiene valores singulares
o1 > ---> o, >0, entonces ||A|2 = o1.

Demostracion. Consideramos las bases uy, ..., u, y v1,...,0nque forman las columnas
de Py @ en sus respectivos espacios euclideos. Como Auy; = o1v1, se tiene que

Au
gy > 12— g,
[l |
Por otra parte, si x € R™ existen coeficientes cq, ..., ¢, tales que

T = Crul + - -+ Cpln,

y como la base es ortonormal,

|Az]? = [lerorvr + -+ + crovor|f3
= ]0101\2 4+ -+ |crar\2
< Jouf (el + + o)
< ol =%,
por lo que ||A|2 < o1, como se queria probar. [ |
La norma || - ||2 de una matriz se puede interpretar geométricamente como la mayor

amplificacién que puede sufrir un vector x € R™ cuando se le aplica A. El valor singular
mas grande hereda esta interpretacion en virtud de este teorema.

Si A es una matriz invertible con la descomposicién en valores singulares A = QX P?
y valores singulares o1 > --- > o, entonces se comprueba directamente gracias a la
ortogonalidad de Q y P que

At =piy-ig~t = pElQ.

En particular, los autovalores de la matriz A~! son o, > o> oy 'S 0. Gracias a
esto, el nimero de condicién espectral de A,

u(A) = [|All2]| A7z,

se puede expresar como
o1

n(A) = —.

Esto permite interpretar el nimero de condicién como el cociente entre la mayor y la
menor amplificacion que puede experimentar un vector de R™ al ser aplicarsele A.
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El problema lineal de minimos cuadrados

Teorema 2.4. Sea A € L(R",R™). La solucién de norma minima para el problema
lineal de minimos cuadrados

& = argmingcpn|| Az — b|| (2.3)

se escribe, siguiendo la notacién de los teoremas anteriores, como

" vlh
- J
= ——u,;. 2.4
T Z o; U (2.4)
=1
Demostracion. La prueba se basa en el hecho de que v, ...,v,, es una base ortonormal
de R™, por lo que
T m
Az —bl* = I oi(ufz)oi =D (vfb)uil?
i=1 i=1
- 2 = 2
= Z (oi(uiz) — vib)” + Z (vib)”.
i=1 i=r+1

El segundo sumando no depende del x elegido, mientras que el primero es minimo si se
eligen como coordenadas u‘x = v!b/o;, dando lugar asf a la expresién del enunciado. Si
r < n hay infinitas soluciones, pero cualquier solucién distinta de & tiene norma mayor;
esta es la tinica que estd en ker(A)*. |

En el problema anterior se pueden dar los tres casos siguientes:

1. El sistema Ax = b tiene solucién tunica. El vector (2.4) es, en este caso, dicha
solucién.

2. Elsistema Az = b tiene infinitas soluciones. El vector (2.4) es la solucién de norma
minima del sistema.

3. Elsistema Az = b no tiene solucién. El vector (2.4) es la solucién de norma minima
del problema de minimos cuadrados correspondiente.

El problema lineal de minimos cuadrados con restricciones

Pasamos a abordar el problema de minimos cuadrados con restriccién (2.1). Si resulta
que el vector & en (2.4) es tal que ||Z|| < M, entonces esta es también la solucién del
problema con restriccién. En caso contrario, el siguiente resultado asegura que la solucién
del problema restringido xg es tal que ||zo| = M.

Proposicién 2.5. Sean A € L(R",R™) M > 0, b € R™. Si el vector Z, que es la
solucién de norma minima del problema de minimos cuadrados (2.3), es tal que ||z|| > M,
entonces la solucién zp del problema restringido (2.1) se encuentra precisamente sobre
la esfera de radio M.

Demostracion. Por la defincién de &, se tiene que ||Az—0b| < ||Ax—b|| para cada x € R™.
Ademas, la linealidad garantiza que, para cada A # 0, ||A(Az) — Ab|| < [[A(Ax) — Ab|| si
x € R™

Universidad de Valladolid



Recuperacién de funciones holomorfas y aplicaciones 43

En las condiciones del enunciado, veremos que para cada x € R” con ||z|| < M existe
xo con ||zg|| = M tal que ||Axy — b|| < ||Az — b||. Dado dicho z, existe A € (0, 1) tal que
xg = Ax + (1 — \)Z, puesto que el segmento que une x y Z debe cortar a la esfera de
radio M. Asi pues,

| Azo — b]® A + (1= X)2) - b]]”

< (A=) = Ab]l + AL = A& — (1 = N)b]))
< (AlAz = b]| + (1 = A)[| Az — b]))?
<

| Az — b||%.

Por lo tanto, el minimo se debe encontrar necesariamente en la esfera de radio M. W

Este resultado garantiza que la solucién del problema minimo cuadratico restringido
se puede encontrar minimizando la funcién F(x) = ||Az — b||? sujeta a la restriccién
|z|> = M. Por lo tanto, utilizando el teorema de los multiplicadores de Lagrange se
deduce que nuestro problema es equivalente al de encontrar un minimo relativo para la
funcién

H(z,\) = ||Az — b||* + A (||lz||* — M?) r€R" \€R.

Teorema 2.6. Sean A € L(R",R™) M > 0, b € R™. La solucién de norma minima del
problema lineal de minimos cuadrados con restricciones se puede escribir como

i ag; Utb
:Z 2( 4 )ui’
o7+ A

i=1

donde A > 0 es la tnica solucién de la ecuacién

L (ufh)o?

G(A):ZW—MQZO.
i=1 ?

Demostracion. La solucién z esté en ker(A)L, puesto que de lo contrario la norma no
serfa minima. Por lo tanto, existe ¢ € R™, con ¢; = 0sir < i < mn,y tal que z = Pc,
donde P es la matriz ortogonal que aparece en la descomposicion en valores singulares
de A. Por la ortonormalidad, se tiene que ||z| = ||c||. Asi pues,

H(Pe,)) = [|A(Pe)—y|>+ A ([e]®> = M?)

= [(QZP")(Pe) — (QQNyI* + A ([le]? — M?)
= [[Ze— QI+ A (lle]* - M?)

= Zr: (oici — vfb)2 + i (vib)? + A (ZT: ? — M2> .
i=1 i=r+1 i=1

Derivando respecto de cada ¢; e igualando las derivadas a 0, aparecen las condiciones

t
vibo;

C;, —= —&5——
U?Jr)\’

y derivando respecto de A e igualando a 0 se obtiene la condicién que permite obtener
A. La constante A que soluciona el problema siempre va a ser positiva. Esto se debe a
que para A = 0 se tiene la solucién del problema minimo cuadratico sin restricciones.
En el caso restringido la norma debe ser menor por lo que A debe ser mayor que 0. Del
hecho de que G'(\) < 0 se deduce la unidad de la solucién. [ |
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2.2. La transformada discreta de Fourier

Las series de Fourier constituyen una herramienta fundamental en el estudio de las
ecuaciones en derivadas parciales... Sin embargo, al utilizar métodos numéricos no es
posible

La transformada de Fourier discreta y, mas generalmente, los métodos pseudoespec-
trales, constituyen una herramienta mucho mas potente que los métodos de diferencias
finitas a la hora de efectuar la derivacién numérica de una funcién. En la referencia [3]
se puede encontrar una introduccién a estas técnicas con aplicaciones en la resolucién
de ecuaciones en derivadas parciales.

Supongamos que se tiene una funcién w : [0,1] — R de manera que se conocen
sus valores en una red equiespaciada de nodos {z9 = 0,z1,...,zxy =1}, con h = 1/N.
En este caso, la derivada de la funcién u se puede aproximar en cada punto mediante
férmulas del tipo
w(@iv1) — w(xi-1)

2h '
Estas formulas se eligen tipicamente para ser exactas para polinomios hasta un cierto
grado y pueden generalizarse para el cdlculo de derivadas de orden superior. También
pueden construirse, utilizando polinomios interpoladores en los nodos, férmulas de de-
rivaciéon de orden mas alto que involucren mas valores de la funcién. Sin embargo, no
podemos evitar los fallos de precisiéon cuando h — 0 derivados de efectuar una divisién
entre una cantidad pequena.

La idea de los métodos pseudoespectrales de derivacién es aproximar en primer lugar
la funcién mediante una sucesion de funciones regulares g,

N
u(z) ~ Zukﬁpk(x),
k=0

para después aproximar la funcién derivada mediante las derivadas de las @i, que se
suponen conocidas.

N
u(z) = Y upgl ().
k=0

Como funciones ¢ se suelen elegir los polinomios trigonométricos o alguna clase de
polinomios ortogonales, como los polinomios de Legendre o Chebyshev. Ademds, para
funciones suficientemente regulares estos métodos tienen orden de convergencia expo-
nencial frente al orden de convergencia polinémico de las métodos de diferencias finitas,
lo que permite llevar a cabo mejores aproximaciones con muchos menos puntos.

En lo que sigue supondremos que las funciones ¢ son polinomios trigonométricos
para dar lugar a lo que se conoce como transformada de Fourier discreta. Por simplicidad
en la notacién se trabaja con una muestra discreta de una funcién u : [0,27] — R, ya
que el caso de otro intervalo se reduce a este mediante una transformacién afin. Se
supone ademds que N es par, ya que en la practica es habitual utilizar potencias de
2, y que se conocen los valores de la funcién en una sucesiéon de nodos equiespaciados
{zo=0,21, ..., zy = 1} tales que z;11 —z; = h =27 /N.
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Definicién 2.7. Si u : [0,27] — R es una funcién con u(z;) = u;, se define su transfor-
mada de Fourier discreta como

N—1
. 1 ik N N N
= — » J =——,—+1,...,— — 1. 2.
Ug N : use ) k 2 ) 2 + 1 ; 92 ( 5)
7=0
La transformada de Fourier inversa es
N-1 ‘
uj =Y e, j=0,1,...,N -1 (2.6)
k=0

Se puede comprobar directamente que al realizar la transformada inversa de la funcién
transformada se recupera la funcién original

N-1 1 N—-1 /N-1
Z akeik:Ej _ N Z uie*ikzi eikxj
k=0 k=0 1=0
1 N—-1 /N-1
ik(z—a;
= N Z 67’ (mj T ) Uz
=0 k=0
N-1
1
= N N(Zjuz = Uj.
=0

Respecto de la definicién anterior cabe observar que los coeficientes de Fourier de una
funcién definida en [0, 27] se definen habitualmente como

2m
ﬂ(k):/o u(t)e "kt dt,

de resultas que los coeficientes de la transformada discreta w parecen aproximaciones
discretas de la integral anterior. Esta similitud es de hecho una igualdad cuando la
funcién w es un polinomio trigonométrico de grado < N, es decir, una combinacién
lineal de las funciones {gok =kt f=—-N+1,...,N— 1}. Esto se debe al siguiente
resultado que se recoge como proposicién.

Proposicion 2.8. La regla de los trapecios compuesta con N nodos equiespaciados es
exacta para polinomios trigonométricos de grado menor que V.

Demostracion. Supongamos que f(t) = e con k= —N +1,..., N — 1, entonces

N-1 . N-1
3 e (2 3 2T omikj/N
— N N —~ N
7=0 7=0

N-1 .

_ 2 ( 62m‘k/N>J
Pl

2r 1 — e?mik
= N 1_ e2mik/N 0.
Puesto que la integral de estos polinomios se anula en el intervalo [0,27] se tiene el
resultado anunciado. |
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Esta proposiciéon tiene como consecuencia que al considerar los polinomios trigo-
nométricos { op=¢ekt k=—-N/2,...,N/2 — 1}, que son los que se consideran al definir
la transformada discreta de Fourier, sus normas || - ||2 y las relaciones de ortogonalidad
entre ellos se mantienen en la version discreta.

La transformada de Fourier rapida

Al tratar con polinomios trigonométricos en una red como la considerada aparece el
fenémeno del aliasing, que consiste en que funciones diferentes en el intervalo toman los
mismos valores en los puntos de la red y son equivalentes a efectos de la discretizacion.
Concretamente, se tiene que ¢ y ¢; toman los mismo valores en la red si, y solo si
j — k es multiplo de N. En la definicién (2.5) serfa equivalente en principio utilizar las
funciones {gpk =k =0,...,N— 1}, aunque a efectos de aproximacion veremos que
tiene una gran importancia el considerar los indices negativos.

Sin embargo, esta equivalencia se utiliza para calcular de forma efectiva la transfor-
mada inversa mediante (2.5). Si wy denota el nimero complejo

2m 5 5
— 1
wy=e N =cos (;) — isin (;)

la transformada discreta de Fourier se puede definir alternativamente como la aplicacién
lineal Fiy € £ ((CN,CN) con matriz dada por (FN>ij =wy parai,j=0,...,N —1.

De las relaciones (2.5), (2.6) y las propiedades de aliasing se deduce que Fl es una

matriz invertible cuya inversa es F&l = —F]f,l , donde el superindice H denota la tras-
puesta conjugada de la matriz. Por tanto, el cdlculo de una transformada inversa se
puede reducir al de una transformada directa haciendo

1 —
Fylu= ~ (V).

En principio, la transformada de Fourier discreta se podria calcular mediante el pro-
ducto de los valores de u en la red con la matriz Fiy con un coste operativo de N2
multiplicaciones. Sin embargo, existen una serie de algoritmos conocidos con el nombre
genérico de transformada de Fourier rdpida (FFT) que permiten reducir drésticamen-
te el numero de operaciones necesarios para computarla aprovechando que la matriz
Fy tiene una gran cantidad de elementos repetidos, especialmente cuando N es una
potencia de 2. El primer algoritmo en esta linea fue propuesto por los matematicos
norteamericanos Cooley y Tuckey en 1967 y permite computar la DFT utilizando tan

N
solo 5 log, 5 multiplicaciones. Por ejemplo, para N = 210 = 1024 el coste se reduce

de 1048576 multiplicaciones a tan solo 4608, menos del 0,5 % de las necesarias con el
método ingenuo.
Transformadas discretas en senos y cosenos

Las series de Fourier aparecen de forma natural en problemas de ecuaciones de deri-
vadas parciales al tratar de resolverlas mediante separacion de variables. Por ejemplo,

Universidad de Valladolid



Recuperacién de funciones holomorfas y aplicaciones 47

para la ecuacion del calor

w(t,x) = Uz (t, ) (t,z) €10, 7] x [0,27],
u(0,z) = f(x) z € [0, 2],
u(t,0) = wu(t,27) =0 te[0,T7,

si f € L?([0,27]) la solucién se puede escribir como

o0
u(t,z) = Z I sen(nx)e_”2t,
k=0

donde f,, son los coeficientes de Fourier de f en su desarrollo en serie de senos. La razén
por la que aparecen los senos es que satisfacen las condiciones de contorno espaciales
del problema. Al discretizar en espacio este problema u otros més complicados con
condiciones de contorno similares puede ser necesario llevar a cabo un desarrollo de este
tipo en lugar de un desarrollo en serie de polinomios trigonométricos generales. Conviene
recordar que al realizar un desarrollo en serie de senos o cosenos se necesitan anadir las
frecuencias semienteras, ademads de las enteras que ya aparecen en el caso general.

Para realizar un desarrollo en serie de cosenos discreto se debe realizar en primer
lugar la extensién par de la funcién. Para ello, se forma el vector

[uo,ul,. . .,UN] — [uo,ul,...,uN,uN,l,.. . ,ul]

de longitud 2N y se realiza su transformada de Fourier discreta mediante un algoritmo
FFT. La construccién de los coeficientes para el desarrollo en serie de cosenos se explica

a continuacién. Teniendo en cuenta que e*%2N-i = ¥me=ihe; — _=ikT; ge tiene que
los nuevos coeficientes de Fourier discretos verifican
N-1 N-1
U_p, = Ug+ Z ujeikxj +un + Z uje_ikmj = U
j=1 J=1

para k =1,..., N — 1. Ahora, utilizando la férmula (2.6) se tiene que

N—-1 ‘
uj = Z ay, et
k=—N
N-1 —1
= g+ (G + ) cos (kx;) + 1 Z (4, — ) sin (kxj) + G_pn cos (Nx;)
k=1 k=1
N
= o+ Z ¢ cos (kxj),
k=1

teniendo en cuenta que sin (Nz;) = 0, propiedad de simetrfa y tomando los coeficientes
co = 1y, cp,=uUp+u_p si k=1,...,N—1, cp = U_j.

De forma completamente andloga, para construir un desarrollo en serie de senos
discreto se realiza la extension impar. Para ello se debe exigir a la funcién que ug =
uny = 0y se forma el vector

[ug,ul, Ce ,UN] —> [uo,ul, G UN, T UN Ty —ul]
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de longitud 2N. En este caso los coeficientes satisfacen

N—-1 N-1
A~ _ . ik;rj ) —ik:c]- _ ~
U_p = uje — uje = —Ug
Jj=1 Jj=1
para k =1,..., N — 1. Ademads, se puede comprobar directamente que g = 4_y = 0.

Utilizando de nuevo la férmula (2.6) se tiene que

N-—1
,akezkxj

u; =

k=—N
N-1 —1

= (it + ti_g) cos (kxj) +1i Y (g — ti_y,) sin (k=)
k=1 k=1
N-1

= sg sin (kxj),
k=1

teniendo en cuenta las propiedades anteriores y tomando los coeficientes

sp=t(ux —t_g) si k=1,...,N—1.

Interpolacion trigonomeétrica

La transformada discreta de Fourier y los algoritmos FFT permiten resolver el pro-
blema de interpolacién trigonométrica en nodos equiespaciados de una forma sencilla.
Bajo las mismas condiciones que en la seccién anterior sobre los nodos y la funcién u,

se trata de obtener unos coeficientes v_y/2,v_n/241;---,VUn/2-1 tales que
N/2—1
uj = Z vpe*i | paraj=0,1,...,N —1.
k=N/2

Por lo explicado anteriormente sobre el aliasing de las funciones trigonométricas, esto
es equivalente a encontrar v(, v, ..., v _; satisfaciendo

N-1
u; = Zv];emxj, paraj =0,1,...,N — 1.
k=0

Si v’ es el vector de coeficientes v}, la ecuacién anterior es equivalente a que u = N F&lv’,
asi que los coeficientes de interpolacién se obtienen haciendo
, 1

= —F]
v N N4,

esto es, mediante una transformada discreta y una divisiéon. Para obtener los coeficientes
v hay que hacer el reordenamiento siguiente

/ / / / /
[U_N/Q,...,U_l,vo,vl,...7'UN/2_1] = |:’UN/27 7'UN_17’U07'U1’. "7UN/271:| .

En la figura 2.1 se pone de manifiesto la importancia de utilizar las frecuencias ne-
gativas para formar el interpolante trigonométrico. Si no se utilizan, aunque se sigue
interpolando a la funcién la aproximacién no es buena en otros puntos.
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Interpolacién con ias 0, 1,..., N-1, para N=2 Interpolacién con ias 0, 1,..., N-1, para N=4

Interpolacién con ias 0, 1,..., N-1, para N=8 Interpolacién con frecuencias 0, 1,..., N-1, para N=16

Figura 2.1: Se representa la funcién f(z) = 3/ (5 — 4 cos(z)), en rojo, y sus interpolantes
trigonométricos obtenidos mediante transformada discreta de Fourier, en azul, para dis-
tintos valores de IN. En linea discontinua se representa la parte imaginaria de la funcion.

Finalmente, mencionaremos una cota importante para el error cometido en la inter-
polacién trigonométrica cuya prueba puede encontrarse en el libro [3]. La aproximacién
a la funcién u, que ahora supondremos periédica y u € L? (0,27), es tanto mejor cuanto
mas regular sea la funcién. Por esto, el error cometido se debe estudiar en el marco de
los llamados espacios de Sobolev

k

d
H™(0,27) = {u € L*(0,27) : CT%'Z € L*(0,27) para0 < k < m},

definidos para m € N, donde las derivadas se entienden en todo caso en el sentido de las
distribuciones. En otras palabras, H™ (0,27) es el espacio de funciones de cuadrado in-
tegrable cuyas m primeras derivadas distribucionales es también de cuadrado integrable.
Este espacio se equipa con el producto interno

m

2w ku k’U
(o) B 0.20) =Y [ 9 @) R @) (27)
k=0 "0

y la norma correspondiente ||ul| gm(g,27) = ((u,u) H™ (0, 27r))1/2. Ademads, el subespacio
de H™ (0, 2m) formado por las funciones cuyas m — 1 primeras derivadas son periédicas
se denota por H)" (0,27). Una vez introducidos estos conceptos, el interpolante trigo-
nométrico Iyu en los nodos z; = 2mj/N, j = 0,1,..., N — 1 satisface el siguiente
resultado.
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Proposicién 2.9. Error de la interpolacién trigonométrica. Si u € H™ (0,27) y
se tiene un entero 0 <[ < m, entonces existe una constante C' > 0 tal que

AU
lu — Inull m(o,20) < CN' I 2 0,2m)- (2.8)

Como consecuencia del teorema anterior, si la funcién u es suficientemente regular,
el error cometido en la interpolacion tiende hacia 0 cuando N — oo maés rapidamente
que cualquier potencia de 1/N, esto es, tiene orden espectral.
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Capitulo 3

Recuperacion de funciones
holomorfas

En este capitulo se estudia el problema de recuperar o aproximar una funcién ho-
lomorfa de la que se conocen una serie de valores aproximados en unos nodos dados.
Esta situacién se da en varios contextos como la teoria de funciones, la teoria de la senal
o las ecuaciones en derivadas parciales. Estd exposicién, que seguird la referencia [17],
tiene como una de sus posibles aplicaciones el método numérico para resolver problemas
pardbolicos regresivos que se tratard en el capitulo siguiente.

3.1. Interpolacién de funciones en H?>

Sean f : D — C la funcién holomorfa que se pretende recuperar, {zn}ﬁle una sucesién
de nodos en Dy w = {wn}gzl € CV los valores de la funcién en dichos nodos. Con
vistas a su aplicaciéon en problemas numéricos, suponemos que conocemos unos valores
aproximados w + 0w = {w,, + 6wn}f¥:1, para los que ademéds se conoce una cota del
error [dwy,| <€, 1 <n < N. El problema de la recuperacién consiste en encontrar una
funcién adecuada F': D — C tal que la diferencia |F(z) — f(z)], z € D, sea pequena en

un sentido que se ha de precisar.

El problema asi formulado no admite una solucién razonable, por lo que se supone el
conocimiento a priori de informacién acerca del tamano de la funcién f. Este tamano se
medird mediante las normas correspondientes de los espacios de Hardy H?, introducidos
en el primer capitulo. Asi, consideraremos como hipétesis adicional que

feBy(M)={feH:|fll,<M;.

Aunque al estudiar el problema de interpolacién de Pick-Nevanlinna se han dado
condiciones necesarias y suficientes para encontrar una funcién F(z,) = w, + dw, en
B (M), el interpolante no se comporta bien frente a cambios en los valores numéricos
aproximados.

Dados unos nodos zi,...,zy y una funcién f € HP, el problema de encontrar el
interpolante 6ptimo Rf, es decir, aquel que minimiza el error sup ||Rf — f||p, esta
feHP
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52 Recuperacién de funciones holomorfas

resuelto para p = 2, 00. Para p = 2, el interpolante éptimo [5] viene dado por

& 1z pp Bul?)
Rf(2) —;wn —— Tg NN (3.1)

donde B, (z) = (2 — z) /(1 — z,2), 1 < n < N; mientras que para p = 0o, el éptimo es
[15]

P 142
ngz):i (1= 12l (1= 12P) N gm((zz)). 5
men m\<n

n=1

Cabe destacar que este segundo interpolante ni siquiera es holomorfo, a pesar de su pro-
piedad de optimalidad. Aunque estos interpolantes dan lugar a buenas aproximaciones,
cuando se utiliza la férmula (3.1) con los valores perturbados w,, + dw,, para dar lugar
a un nueva funcién Rf, para valores z € D, |z| > |z,| se incurre en un error

Rf(z) - f(2)| = cTVe,

donde C = C(z) > 0y I' = I'(2) > 1, de forma que resulta perjudicial aumentar
el nimero de nodos N. Para p = oo se observa un comportamiento similar. De esta
manera, los algoritmos éptimos de aproximacién no resultan tiles en la practica debido
a su sensibilidad respecto de los errores en los valores de la funcién. Por esta razén se
renuncia a encontrar un interpolante para tratar buscar una aproximante tipo minimos
cuadrados en algin subespacio adecuado.

Por conveniencia con los algoritmos del Algebra Lineal Numérica se opta por ampliar
el marco de trabajo al espacio H?, ya que las normas de funciones en este espacio son
maés sencillas de computar. Asi, denotaremos por V C H? un subespacio de dimensién
J con buenas propiedades de aproximacion. Este espacio podra ser el V = Py_1, el
espacio de los polinomios de grado a lo sumo N — 1 o Sy, el espacio generado por los
nucleos de Cauchy

1<n<N. (3.3)

Hay que destacar que, descomponiendo en fracciones simples los sumandos que aparecen
en (3.1), se comprueba que el interpolante 6ptimo Rf pertenece al espacio Sy.

En cuanto al espacio de polinomios, el teorema de Weierstrass asegura que una funcién
de H?, que en particular es continua en el conjunto compacto D, se puede aproximar
uniformemente por polinomios. Es més, en el espacio de Hilbert H? el conjunto de
funciones {z"} ° ; es un sistema ortonormal y completo, como se deduce directamente
del teorema 1.29. No obstante, el interpolante trigonométrico de una funciéon puede tener
un mal comportamiento en los puntos no interpolados cuando se utilizan polinomios de
grado alto, por lo que no resulta recomendable su utilizacion.

Los nicleos de Cauchy, que fueron mencionados en la prueba del Teorema de Pick,
pueden dar lugar también a un sistema ortonormal y completo de H? bajo ciertas condi-
ciones, que se muestran en el siguiente teorema, justificando asi sus buenas propiedades
de aproximacién en este espacio.
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Teorema 3.1. Sea {z,},-, una sucesién de nodos en D que satisface

D (1= |z]) = .

n=1

Se define la sucesién {g},-; de funciones definida recursivamente mediante

) ) (1 _ |21‘2)1/2

gl(z - 1—712
y
1/2
(1— |Zn‘2> s
k
= > 2.
gn(2) 1—2%,z kI:[ll—zkz’ "=

Las sucesién {gn} - ; es un sistema ortonormal y completo de funciones de H 2y para
cada f € H? se tiene que
oo
f= Z Cnn;
n=1

de manera que la suma converge en la norma de H? y cada coeficiente ¢,, estd determi-
nado por los valores f(z1),..., f(zn).

Demostracion. En primer lugar, hay que observar que si k, = 1/(1 — z,2z) para cada
n €N,
1

knll2 = (kn, kn) = kn(2) = ——.
[knllz = ( ) (2n) e

Esto muestra que g7 estd normalizado y que cada funcién de la base tiene la forma
gn = enbyn, siendo e, el nucleo de Cauchy k, normalizado y b,, el producto de Blaschke,

salvo un factor de moédulo unidad, asociado a los nodos z1, ..., 2,_1. Por esta razon, y
teniendo en cuenta la proposicién 1.24, todas las funciones de la sucesién tienen norma
1, ya que ||gnll2 = |lenll2 = 1. Ademds, si m > n, se tiene que

(gn7gm> = <€nbna€mbm> = <ena€mbm/bn> =0,
ya que e,bn, /b, se anula en z,, por lo que la sucesién es ortonormal.

Notése que el espacio generado por las {g1,...,gn} es el mismo que el generado por
los {k1,...,kn}, ya que son linealmente independientes y al descomponer cada g, en
fracciones simples las fracciones que aparecen son multiplos de cada k;, 1 < j < n. Por
esta razon, si una funcién verifica {f, g,} = 0 para cada n € N, entonces f es ortogonal
a las funciones k,, y satisface f(z,) = 0 para n € N. Pero debido a las hipdtesis sobre
la sucesién de nodos y teniendo en cuenta la proposicién 1.23, debe ocurrir que f = 0.
Esto es condicion suficiente para garantizar que la sucesién es una base ortonormal de
H?. Por lo tanto, se tiene que

oo
f= Z Cn9n,
n=1
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donde la suma converge en la norma de H? y, en particular, converge puntualmente en
D. Asi, evaluando cada lado de la suma en los coeficientes se va generando la siguiente
recurrencia,

f(z1) = cag(=)
f(z2) = c191(22) + cag2(22)
f(z3) = c191(23) + c2g2(23) + c39(23),

y como gy (z,) nunca se anula, estas ecuaciones tienen una solucién tinica para la sucesién
. o)
de coeficientes {c, } - ;. [ |

Para este espacio V, se considera el problema de minimizaciéon minimo cuadratico

N
{ G(zn) — Swn) | 3.4
glelgnz:l |G (21) — (wn, + dwy,)| (3.4)
sujeto a la restriccién

| Hll2 < M. (3.5)

De ahora en adelante se denotara por F' a una de sus soluciones. En el apéndice B.1. se
explica cémo resolver un problema de este tipo mediante la descomposicion en valores
singulares de una matriz y los multiplicadores de Lagrange. Esto requiere la eleccién de
una base ortonormal {(bn}f:[:l de V para poder controlar el tamano de los aproximantes.
Si H € V, existird ¢ = {¢,}_, tal que H = Z;VZI cjoj, v serd ||Hl|l2 = ||c||2. Para
V = Pn_1 se puede tomar la base {zn}gz_o1 y para V = Sy se elige la base ortonormal
N-1
{gn(2)}, = dada por

1/2 1/2
1—|af 1 E o I S
(2) ( [["25, 2<n<nN
A I ———— zZ) = n .
g]. 1_712 gn 1_22 kill—ZikZ’ —= —=

3.2. Constante de Lebesgue y féormula del error de Hermite

. ., N .
La constante de Lebesgue Ay asociada a una sucesion de nodos {zn}n:1 en el intervalo

I = [—7r,7r] se define como
N

Ay = mé l
v =mix > lae)],

n=1
donde las funciones [,, 1 < n < N son los polinomios fundamentales de Lagrange
correspondientes a los nodos {zn}é\;l, esto es, los tnicos polinomios tales que I, (zy,) =
Onm para cada 1 <n,m < N.

Esta constante permite acotar el interpolante de Lagrange de una funcién f en térmi-
nos de sus valores en los nodos. Si Ly_1 es el tnico polinomio de grado N — 1 tal que
Ln_1(zn) = f(2n) para cada 1 <n < N, se tiene que

N
LN—1(2> = Z f(Zn)ln(Z),

n=1
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y entonces se tiene la siguiente desigualdad,

N N
1Zn-1(2)] <D 1) ()] < AN D in(2)]
n=1 n=1

es decir,

[ Ln-1llr < AN|[IfI]|n- (3.6)

Utilizando los polinomios Qx(z) definidos anteriormente, se puede expresar del error
en la interpolacién, debida a Hermite, en términos de una integral en el plano complejo.
Si se supone que la sucesion de nodos se encuentra en el interior de un disco 2 y que la
funcién f es holomorfa en un entorno del disco cerrado, entonces se tiene la formula del
error de interpolacion de Hermite,

(@) = Ly (z) = @) /a o (f ) g (3.7)

2mi 2)(z — x)

Para probarla, notemos que los polos del integrando son los nodos de la sucesién {zn}gzl
y z = x. Los residuos del integrando en dichos puntos se consiguen simplemente elimi-
nando el factor (z — z;) en el denominador. Aplicando el teorema de los residuos se sigue

que
Qn () f(2) - . f(z1)
D[ IO o

p On(2)(z — ) (21 —22) ... (21 — 2n) (21 — )
f(zn)
(ZN — 21> e (ZN — ZN_l)(ZN — .%')
f(z)
+ (x—zl)...(x—zN)>
fE)h(z) + -+ flan)in(z) — f(2)
= Ly-i(z) = f(2),

como se queria probar.

3.3. Resultados principales

Para el andlisis nos restringimos a nodos reales en el intervalo I = [—r,r], 0 < r < 1.
Considermos el polinomio de Jacobi de grado N asociado a los pardmetros —1/2 <
a, B Pﬁ‘,’ﬁ (z). Un estudio bastante completo de sus propiedades al que nos referiremos
en varias ocasiones se puede encontrar en [25]. Denotamos por JX,’B (z2) = Pﬁ;’ﬁ (z/r)
al polinomio escalado, cuyos ceros {zn}ﬁfz1 son los que consideraremos a la hora de
recuperar la funcién. Cabe tener en cuenta que el caso o = f = —1/2 se corresponde
con el de los méas habituales polinomios de Chebyshev de primera especie, que seran los
que se utilicen en las aplicaciones. Se utiliza la notacion

[fllr = méx {[f(2)| : z € I}

que tiene sentido para funciones f € H?2.

Para combinar la aproximaciéon de F' a f en el intervalo I con la cota a priori se
utilizard el teorema de las dos constantes 1.20. Hay que destacar que en este caso se
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estan combinando dos normas diferentes, por lo que no se puede aplicar directamente el
teorema. Para ello, sea w : D — [0, 1] la medida arménica de I relativa a D\ I, que de
acuerdo con el teorema 1.16 es la tinica funcién continua en D, arménica en D \ I y tal
que w(z) =0si |z =1yw(z)=1siz€l.

Lema 3.2. Sea f € HP no idénticamente nula. Entonces, para cada z € D se tienen las
siguientes desigualdades interpolatorias:

(a) Sip =2, se tiene
£ < (@I |19,

M=) =y iél 0 —1)(2)' (38)

1F2)] < A1) £,

con

(b) Si p = oo, se tiene

Demostracion. Sea z € D\ I. De acuerdo con lo expuesto al comienzo de la seccién
1.1.3, el teorema de representacién de Riesz y el principio del médulo maximo aseguran
que existe una medida de probabilidad u, con soporte en I U QU tal que, para cada
funcién g € C(U) N H(U \ I) se tiene que

4(z) = / 9(€) dpu=(€) + / 9(€) dyu=(©).

I ou

Obsérvese que tomando g = w, se deduce que
p(l) =w(z),  p(0U) =1—-w(z). (3.9)

Supongamos en primer lugar que f € H?. Definiendo como en el capitulo anterior las
funciones f,(z) = f(rz) para 0 <r <1y z € D, ocurre que

(&) = @), Wl = WMl Ml = IFll cuandor — 1.

El primer limite (puntual) es consecuencia de la continuidad de f en U, la segunda es
consecuencia de la proposicién 1.4 y para la ultima basta observar que f es holomorfa en
un entorno de I para garantizar la convergencia uniforme. Las funciones f,. son continuas
en U, asi que los limites anteriores garantizan que es suficiente con probar el lema para
funciones continuas en U; para una funcién f € H? basta con tomar limites. Para una
de tales funciones f resulta que In|f| es subarmoénica. Asi, por el principio del maximo
para funciones subarménicas (proposicién 1.18),

n|f(s)] < /[ In |£(6)] dus(€) + /8 W) dis(6)
B 1 0 w(z) 1 n 1-w(z)
= o [WlOF a1 [ IO duge)

w(z)
Ahora, se utiliza la desigualdad de Jensen en el lado derecho de la desigualdad anterior
con la funcién exponencial, que es convexa. Las identidades 3.9 garantizan que se puede
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usar dicha desigualdad en cada integral al tratarse de medidas de probabilidad. Se
obtiene

5 O o) o [ 15! et

1f(2)] <

el integrando de la primera integral se acota mediante || f||; mientras que en la segunda
integral se utiliza la desigualdad de Holder con exponentes 1/p =1 —w(z), 1/q = w(z)
para dar lugar a

e () ([ o)

Por el principio del médximo para funciones arménicas, se tiene que

|
JRECRRCEY RUGIIGES

puesto que, como funciones de z € D\ I, se tratan de dos funciones armoénicas en D \ [
que, de acuerdo con el teorema 1.17, tienen limites iguales cuando z tiende hacia 0D,
pero cuando z tiende hacia I la primera tiende hacia 0 mientras que la segunda es > 0.
Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y las propiedades del niicleo de Poisson se
tiene que

@l _ [tz
| oo < 1 E

Combinando este cota con la obtenida previamente se obtiene el resultado del enunciado.

La parte (b) se prueba de una manera similar. En este caso se puede aplicar direc-
tamente el teorema de las dos constantes a las funciones f. y tomar limites cuando
r— 1. |

Lema 3.3. Para Q(z) = [[_,(z — 2,) se tiene que

192012
miny, =1 [Qn ()]

S CNTNa

donde

on — JJL@+2)T(p+3/0(N +2p+ DTN +q+ 1)1 +7) _ O(NTH/2),
T(g+ 1T (2p+2)T(N +p+ 1IN +p+1/2)(1 —7)

con p = (a+f)/2y q=mix{a, b}, y

r
T=—<1

14++v1—1r2

Demostracion. La prueba del lema se basa en varias propiedades de los polinomios
ortogonales de Jacobi que se pueden encontrar en [25]. Concretamente, en 7.32.1 se
prueba que

rNT(N +q+1)

1
Qll, = —||JeP|, = L2V T Ta7T )
I = o131 = AR
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donde ap es el coeficiente principal del polinomio Jf\“,”g . La expresion de dicho coeficiente
se deduce directamente a partir de las relaciones de recurrencia que determinan los
polinomios de Jacobi (ver [25, 4.5]), esta es,

12 ]ﬁlpn
S a+f+2 14 B,

an
con

D, = 2n+1)(n+a+B+1)2n+a+p)
B, = 2n+a+p+2)2n+a+8+1)2n+a+p5).
A continuacion, se utiliza la propiedad de factorial de la funcién Gamma para relacionar

los productos que determinan el coeficiente ay con los valores de la funcion Gamma que
aparecen en el coeficiente cy. Es decir,

Nt I'(N+a+B+1) T(2p+N+1)

g(”H”BH) T T T@+B+2)  TI(2p+2)

= T(p+N+1)
. N—1 __oN-1

g(2n+a+ﬁ+2) = 2 H< ++1>_2 o1

y asi para los otros términos que intervienen. Juntandolo todo se llega a que

AT (p+2)T(p+3/2)T(N +2p+ DI(N + g+ 1) rV

(a+B+2)(q+1)T(2p+2)I(N +p+ 1)I(N +p+1/2) 2N
N

QN7 <

1—rr
N1+roN

Falta acotar |2y (z)| para |z| = 1. Observemos que si [z| =1y paracada 0 <z <7r

(z—2)(z+2)| = << ><z+m><z—m><z+w>>”2
— 222% — 2% — 2x2)1/2

2\ 2
= < 2 4 422 (Im(2)) )
1/2
((1 - x2)2) = (1 +2)(1—2)|.
Como los nodos z, son simétricos respecto del 0, la identidad anterior implica que

Qv () = QN8 (2)], 2] =1

\Y]

Se introducen los nodos modificados z;; = —rcos((n — 1)7/N), paral1 <n < N+1,y

se define
N+1

Qyia(z) = H (z = 23)
n=1
De acuerdo con el teorema [25, 6.21.2] se tiene que, para 1 < n < N, z, = coséb,

verificando
(2n — 1)m 2nm

<@g, <
IN+1 — """ 2N+1’
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por lo que 6,, < nw/N, y por ser la funcién coseno decreciente en el intervalo [0, 7] se
tiene que (1 — z,) < (1 — z;,,). Entonces, juntando los resultados anteriores se tiene
que, si |z] =1,

N N+1 Q}Fv+1(1)
Q > |2 (1—2,) > 1—2)=—"—-.
@2 ov] = [T0 -2 > [T0 -0 =5

Para concluir la prueba del lema conviene tener en cuenta la siguiente desigualdad
integral, que se prueba utilizando el cambio de variable £/r = cost y teniendo en cuenta
que la funcién ¢t — In(1 + r cost) es decreciente en [0, 7],

" In(1-¢) g = /” In(1 + rcost)
0

d
—rrmy/1—(§/r)? T ¢

—dt
(n—1)7/N T

Z nm/N-In(1 + 7 cost)

1 *
< N z_:lln(l —2z)

En otras palabras, la suma (1/N) Zivﬂ In(1 — 2}) es una suma de Riemann superior
para la integral [7 In(1—¢&)u(€) d¢, donde p(§) = 1/(rm\/1 — (&/r)?), para —r < £ <.
Por tanto,

1 1 & 1
Nlnﬂ}‘m(l) = N; n(l—¢&,)+ *111(1—7‘)

T

> / In(1 — ©)u(€) e + (1 —7)

= In(l1++1-1r?) ln2—|—N1n(1—T).

Entonces, si |z| = 1, se tiene

N
ra(1) > (1~ 7) (” 2“)

Basta utilizar las acotaciones dadas para |[Qn |7, ming,—; [Qn(2)| y Q34 (1) para tener
la acotacién propuesta en el enunciado. |

El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo. Para enunciarlo se esta-
blecen las siguientes notaciones. Dada f € H?, se denota por ||| f|||x = maxi<n<n | f(2n)]
al maximo de la funcién en los nodos. Ademsds, se fija

pn(f, V., M) = min{]||f — H||y : H € VN By(M)}.

Teorema 3.4. Sean f € H? tal que || f||2 < M para cierta M > 0y {&un} 1 € CN
Sean pny = p(f,V, M), € = maxj<p<n 0wy, | y sean {zn}n:1 los ceros del polinomio JN
para ciertos valores —1/2 < «, 8 < 1/2. Sea F' € V N By(M) la solucién del problema
de minimizacién (3.4)-(3.5). Entones se tiene la siguiente cota para cada z € D,

|f(2) = F(2)] < (QM,Y(Z))lfw(z) (12M

CNT + AN <€+\/>(E+pN))>W(Z) (3.10)
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Demostracion. Sea h(z) = f(z)—F(z). Teniendo en cuenta el lema 3.3, basta con probar
que para cada x € [ se tiene que

2M
1_C;VTN+AN (e+\/N(e+pN)). (3.11)

[h(z)| <

Sea ahora Ly_; el polinomio interpolador de Lagrange de f en los nodos {zn}ﬁle.
Entonces, se tiene que

|l 1 ILn—1llr + [P = Ln-1llz

<
< Anll[Rflln + (1 = Ly-1llz

utilizando la acotacién (3.6). Se procede a acotar los dos sumandos de la férmula anterior.

Sean W = {F(z,)})_,, Go € V N By(M) una funcién tal que

n=1"

lIf = Golllx = _min IIf = Gllly = px

y sea Go = {Go(zn)})_,. Se tiene entonces que

n=1"

Hdliny

||W_WHOO

W — (W +6w)[loc + (W + 0w) = W]
e+ ||(w+ow) — W||2

e+ [[(w+dw) — Goll

e+ VNI|(w + 6w) — Golloo

e+ VN (e+pn),

IAIA A TN TA

teniendo en cuenta los problemas de minimizacién que solucionan F'y Gy, respectiva-
mente.

Para acotar utilizar el lema 3.2 conviene utilizar la férmula del error de interpolacién
de Hermite (3.7) con h. La férmula sigue siendo valida aunque h no sea necesariamente
holomorfa en un entorno de D, porque esta es cierta en cualquier disco de radio 0 < r < 1
que contenga a los nodos y para utilizarla en la circunferencia unidad basta notar que
||hr — H||1 — 0 cuando r — 1.

Teniendo en cuenta que ||f||2 < M y utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz
se tiene que
€2 ()] [ H (2)]
|dz|
2 Jsu [Qn(2)[ 1 — 7|

1 entN
(5 [ el ) S

1 1/2 N
< (o [ mePE) 2
™ JoU r

2M
= CNTN.
1—r

|h(z) = Ln—1(z)|

IN

IN

Juntando las cotas que se han obtenido para |||h|||x ¥ para ||h — Ly_1]|1 se concluye la
prueba. |
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La cota dada en (3.10) pierde su significado cuando |z| — 1, puesto que w(z) — 0
y ademads el denominador de 7(z) contiene un factor de la forma (1 — |z|). El primer
problema no se puede solucionar facilmente, pero el segundo puede evitarse si se conoce
una cota para || f||e en lugar de una para || f||2, gracias al lema 3.2.

Teorema 3.5. Sean f € H* tal que ||f|lcc < M para cierta M > 0 y satisfacien-
do el resto de hipotesis del teorema 3.4. Supongamos que existe una base ortonormal
{6;(2)}]_; de V tal que ||¢;]] < C, para 1 < j < J. Sea F € V N By(M) la solucién
del problema de minimizacién (3.4)-(3.5). Entones se tiene la siguiente cota para cada
zeD,

w(z)

’ﬂ@—F&NS@40+C%0YW@(chmﬂ+ANG+¢N&+mﬂ»

-Tr

(3.12)

Demostracion. De nuevo, se trata de acotar la diferencia entre las funciones f y F en
el disco y en el intervalo I para posteriormente utilizar el teorema de las dos constantes
via el lema 3.5.b. En primer lugar, se tendrd que existen ciertas constantes y; € C,
j=1,...,J tales que

J
F(z) =) 7;(2).
j=1

Entonces, por la ortonormalidad de la base,

J

>l =IFI? < M2
j=1

Ahora, utilizando la cota anterior y el hecho de que las normas vectoriales J - dimen-
sionales 1 y 2 son equivalentes y satisfacen || - |1 < v/J|| - |2, se tiene que

J
|h(2)|§M+|F(Z)|§M+Z|7j|C§M+CM\/j paraz € D.
j=1

Para acotar la diferencia en I, se puede seguir utilizando la cota (3.11), ya que ||f|]2 <
Il < M. Se concluye la prueba utilizando estas cotas junto al lema mencionado
previamente. |

En la préctica, las cotas (3.10)-(3.12) se pueden mejorar eligiendo convenientemente
los parametros que intervienen en el enunciado de los teoremas. En los experimentos
numéricos realizados en este trabajo se elige siempre como espacio vectorial de aproxi-
macién el de los nicleos de Cauchy, V = Sy, y como distribucion de nodos la de los
ceros de un polinomio de Chebyshev adecuado, que corresponde al caso particular de los
polinomios de Jacobi con o = 3 = —1/2.

El valor de la constante de aproximacién py ha sido estudiado para los espacios de
nucleos de Cauchy Sy y de polinomios Py en los trabajos [5] y [13], respectivamente.
Para la primera se prueba que py = 0, mientras que para la segunda se prueba la
siguiente cota

MrN

<77
PN = T2
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razon por la que se ha elegido el primero como espacio vectorial de trabajo.

En cuanto a la constante de Lebesgue Ay, en [25, Cap. 14.4] se dan las siguientes
acotaciones para el caso en que la distribucién de nodos son los ceros del polinomio de
Jacobi Pﬁ,’ﬁ ,

O (Nq+1/2> , ¢=max{a,f} > —1/2,
O(InN), g=-1/2.

Ay =

El caso ¢ = —1/2, que es el més favorable en este aspecto, corresponde a los polinomios
de Chebyshev de primera especie. Los ceros de estos polinomios escalados en [—r, 7] se
pueden calcular directamente como

m—1
zn:—rcos<72T ”N ) n=1,...,N. (3.13)

Ademids, la constante de Lebesgue satisface en este caso la acotacién
2
Ay <14+ —InN,
T

y la constante ¢y admite una expresion mucho mas sencilla,

r@3/2)T(1)T(N)D(N +1/2)(1+7)
ra/2)r)r(N+1/2)T(N)(1—r)
14(1+4r)
2 1—7r
2(1+47r)

1—r

Teniendo toda esta informacion en cuenta, en el siguiente corolario se da una versién
simplificada de la cota (3.10) basada en elegir como nimero de nodos el primer entero

N para el que
2(1+r
ent = g7'N <e. (3.14)
1—r
Hay que tener en cuenta que si los valores w, + dw, se conocen con perturbaciones
de tamano ¢, este orden de precisiéon serd el maximo que se pueda exigir a los valores

recuperados.

Corolario 3.6. Supongamos que a = 3= —1/2y e < M* =4M(1+7r)/(1 —r)? en el
teorema 3.4. Entonces, para V = Sy, y

In (e/M*)

E=1+
Int

,  N=I,
se tiene que, para z € D,
9 w(z)
1f(z) = F(2)] < (2M~(2))! %@ ) (1 + <7T In N) (1 + m)) . (3.15)

También se puede utilizar la siguiente cota simplificada,
£(2) = F(2)] < (2M(2))' 7 3N, (3.16)

para z € D.
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Demostracion. Para derivar la primera cota, basta observar que el N escogido en el
enunciado es precisamente el menor que satisface la condicién (3.14). Una vez escogido,
se escribe la cota (3.10) incorporando la informacién precedente a este resultado.

Para obtener la segunda, basta tener en cuenta las desigualdad Inz < /x, para x < 1;
N > 2, para acotar el tltimo paréntesis en (3.15) como

(1+<72rlnN> (1+x/ﬁ)> < (2+72T1nN+\/N72T1nN+\/N>
< N<1+‘/§:1+\}§>
< 3N.

Respecto a las cotas (3.16) y (3.6) cabe hacer las siguientes observaciones. Aunque
se elige el nimero de nodos N utilizado en la recuperacién para que el término ey7¥
sea menor que el error a priori €, hay que notar que un incremento del niimero de nodos
puede aumentar el error cometido, debido al crecimiento de los términos Ay, VN que
aparecen en (3.10). Con esta eleccién de nodos aseguramos un orden de aproximacién
cuasiéptimo, puesto que con una cantidad de nodos N = O (|ln€|) se consigue un orden
de error

1)~ F)| < (2My(2)) 0 0 (Ve el ) "

A pesar de que no se consigue el orden O (¢€), que seria el 6ptimo dado que es del que
partimos en los puntos que se utilizan para la aproximacién, en la practica e esta acotado
por la precisién finita de la maquina y In € se mantiene pequeno.
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Capitulo 4

Problemas parabolicos regresivos

En este apartado se explica un método numérico con el que utilizar el algoritmo
de recuperacion holomorfa propuesto en el capitulo anterior para resolver problemas
parabdlicos regresivos. Como referencia del método numérico se puede consultar [18],
mientras que para los detalles de la teoria de semigrupos de operadores y sus extensiones
holomorfas se puede revisar [9, 21].

Para formular este problema se considera X un espacio de Banach complejo y A :
D (A) C X — X un operador no necesariamente acotado que es el generador infinitesi-
mal de un semigrupo holomorfo {S(t)},., de operadores lineales y acotados en X. En
este contexto el problema de Cauchy progresivo

{u'(t) = Au(t), t>0,

esta bien puesto, y su solucién es la dada por u(t) = S(t)ug,t > 0. Sin embargo, nosotros
estamos ahora interesados en resolver el problema de Cauchy regresivo (BCP, por sus
siglas en inglés)

{u’(t) = Au(t), 0>t>T, (1)

u(T) =ur € Ry =Im (5(T)) ,

para ciertos 7' > 0 y up. El conjunto Rt en el que puede tomarse el dato de Cauchy
es la imagen del operador S(T') para que pueda existir una solucién. Estos problemas
aparecen de forma natural en diferentes contextos. Por ejemplo, la difuminacién de una
imagen o su paso a través de una lente se pueden formular mediante una convolucion,
que se corresponderia con el avance del semigrupo, de forma que el problema regresivo
asociado consiste en recuperar la imagen anterior a la difuminacién.

Aunque, como comprobaremos més adelante en el teorema 4.1, es cierto que el proble-
ma regresivo tiene solucién unica para un up € Ry dado, en la préictica lo que se conoce
realmente es una aproximacién up + dup € X, para la que se supone conocida una cota
|[dur|] < 6. Esto da lugar a dos dificultades practicas en la resolucién del problema:

e Si el operador A no es acotado, el dato perturbado up + dupr puede no pertenecer
a Rr. Esto contrasta con el caso acotado, para el que S(t) = e y el semigrupo
es, de hecho, un grupo de transformaciones.
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66 Problemas parabdlicos regresivos

e El error dur se puede propagar incontroladamente para 0 < ¢t < T, debido a que
el espectro del operador A estd contenido en el semiplano de parte real negativa.

La solucién que plantearemos radica en avanzar en el tiempo la solucion, esto es, resolver
numéricamente el problema progresivo; para posteriormente aproximar la soluciéon en
tiempos previos al dato inicial mediante la recuperacion holomorfa. Para solventar, al
menos parcialmente, estas dificultades, se puede suponer que se conoce una informacion
a priori sobre el tamano de la solucién, esto es, que existe My > 0 tal que

lu(0)]] < My, 0<t<T.

La eleccién de esta constante depende del problema particular con el que se trabaje. En
algunos casos puede obtenerse mateméaticamente mientras que en otros casos el problema
fisico subyacente permite elegir un valor razonable de My. Ademds, se puede suponer
que el semigrupo admite una extensiéon holomorfa a un sector de la forma

Y9g={z€C:|arg(z)| <0}.
Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que existe una constante Cy tal que
IS(2)| < Cp, 2z € Xy,

pues para ello basta asumir un cambio de la forma A — A en su generador infinitesimal.
Asi, la cota a priori se puede extender al sector

[u(2)[] < 1S < CoMo = M, = € 5. (4.2)

Esta hipétesis adicional permite establecer el siguiente teorema, que garantiza una con-
tinuidad de tipo Holder en los errores para tiempos 0 <t < T

Teorema 4.1. Sean uy,us : [0,7] — X dos soluciones de la ecuacién diferencial (4.1) y
tales que se conoce una cota a priori M > 0 como en (4.2). Para 0 < 0’ < 6 < 7/2, sea

Q={z¢T+og:|arg(z)] <0}

y sean I'1; la parte de la frontera de 2 que esta en el sector T'+ Yy. y w es la medida
armonica de Iy con respecto a ). Entonces, se tiene que

lva(t) — v ()] < C5 (2M) =D uo(T) — o (T)||*P, 0<t<T.

Demostracion. Con vistas a aplicar el Teorema de las Dos Constantes 1.20 se acota
la diferencia de las soluciones en la frontera del dominio. En primer lugar, puesto que
Q) C Xy se tiene que para z € 'y,

[v2(2) = v1(2)|| = [|S(z = T) (v2(T) = va(T)) || < M||v2(T) — v (T)].
Por otro lado, para z € 02\ I'; se utiliza la cota a priori de las soluciones para dar
[v2(2) — v1(2)]| < 2M.

Finalmente, utilizando el teorema mencionado con la medida arménica w se concluye la
prueba. |
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El teorema garantiza unicidad de soluciones en 0 < ¢t < T para el problema regresivo,
asi como continuidad respecto del dato en tiempo ¢ = T'. Sin embargo, para t = 0 ocurre
que w(0) = 0 y la cota (4.1) no ofrece ninguna informacién al llegar a este punto.

Para concluir esta primera seccién, se explica en lineas generales el método numeérico
propuesto, cuyos detalles se iran desarrollando a lo largo del mismo. En primer lugar,
se considera un espacio vectorial de dimension finita X3 que permita trabajar numéri-
camente con el espacio de Banach X. Entonces, se realiza una integracién temporal del
problema de Cauchy progresivo que parte de t = T', para obtener aproximaciones a los
valores de u en ciertos tiempos t; < ... < ty. Puesto que el semigrupo estd definido en
un sector del plano complejo Yy, para obtener los valores de v en tiempos 0 < t < T
seria deseable llevar a cabo una recuperacién holomorfa, tal como la estudiada en el
capitulo precedente, a cada una de las coordenadas de u en una base de X} elegida. Es
por esto que se utiliza una transformacion conforme 1 que lleve el sector 3¢ en el disco
D, dominio en el que se ha estudiado previamente esta recuperaciéon. De esta manera,
eligiendo como puntos ti,...,tx los inversos por ¥ de los nodos de Chebyshev en el
disco, aquellos que daban lugar al mejor orden de recuperacion, se podran combinar las
propiedades de convergencia y estabilidad del método de integracién numérica y las del
algoritmo de recuperacién para obtener una cota del error cometido en los valores de u
en tiempos 0 <t < T

Este algoritmo resulta ser bastante versatil, puesto que puede aplicarse tanto a proble-
mas lineales como no lineales ya que solo es necesario disponer de un método numérico
para integrar el problema directo. En este trabajo se ha aplicado a problemas lineales,
puesto que el objetivo principal era implementar el algoritmo de recuperacion de funcio-
nes holomorfas, pero en [18] se puede encontrar un ejemplo de aplicacién a un problema
no lineal cuyo comportamiento es similar. Ademds, aunque el método de recuperacién
holomorfa debe aplicarse en cada una de las componentes de la base de X}, en la practi-
ca se trata de resolver muchos problemas minimo cuadréticos con la misma matriz. Por
tanto, la parte mas costosa del algoritmo que es la descomposicién en valores singulares
de la matriz del problema, solo ha de realizarse una vez.

Una transformacion conforme

El problema de la recuperacién holomorfa de una funcién se ha abordado en el capitu-
lo anterior para el disco unidad por ser un dominio sencillo y con propiedades bien conoci-
das, senalandose que para trabajar en otro domonio se puede buscar una transformacién
conforme que lo lleve en dicho disco. En este caso debemos trabajar con subconjuntos
del sector ¥y en el que estd bien definido el semigrupo holomorfo en cuestiéon. En la
siguiente proposicién se recogen las propiedades de la transformacién que utilizaremos,
que envia el conjunto

Y={ze¥y:|2| <R}

en el disco D.

Proposiciéon 4.2. La aplicacién ¢ : 3 — D dada por

a+&—¢1

P(z) = Sy

(4.3)
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donde & = (2/R)?, 0 = m/(20), a = b(1 —r)/(1 + )

b= (T/R)° — (T/R)"; es una
transformacién conforme y biyectiva tal que ¥(0) = — ¢( )

-, ¢(R) =

Ademas, para invertir la transformacién y obtener w 1(2) se debe tomar

1
§=—ga+ a2+1, w=REY,

donde o = a(1 — 2)/(1 + 2).

Demostracion. Se construye W como composicién de sucesivas transformaciones. En

primer lugar, se toma £ = 11(z) = (2/R)?, que lleva el conjunto de partida en el
semidisco {z € D : Rez > 0}.
A continuacién, se utiliza 15(2) = 27! — 2, otra transformacién conforme que envia

el segmento [i,0] en el [—2i, —ioc], el [0, —i] en el [ioco, 2i] y el arco de la circunferencia
unidad de parte real positiva en el segmento [2i, —2i]; es decir, el el borde del dominio
resultante de la primera transformacién se envia por la segunda en el eje imaginario.
Ademaés, el interior se envia en el semiplano de parte real positiva, por lo que ¥;01 (X) =
HT.

Finalmente, este semiplano se envia en el disco unidad mediante una transformacién
de Mobius. Para garantizar que ¥(0) = —1 y que ¥(R) = 1, debe ser de la forma
P3(z) = (a — z)/(a+ z), y puesto que se busca (1) = —r, ha de elegirse a verificando

1+7r
a
1—r

= (T/R)” — (T/R)?,
como se indica en el enunciado.

Para invertir la transformacion, se debe resolver la ecuacion

(z+ 1 +a(l —2) = (1+2) =0,

eligiendo la raiz positiva para que el nimero w esté en el conjunto £ de partida.

Semidiscretizacién en espacio

Para integrar el problema abstracto de evolucion 4.1 se utiliza el enfoque del méto-
do de lineas, que pasa por considerar una familia de espacios vectoriales normados de
dimiensién finita Xj,, para 0 < h < h, con buenas propiedades de aproximacién al es-
pacio de Banach original X. Se denotan por || - || la norma de dichos espacios siempre
que no haya lugar a confusién, por P, : X — X}, a la proyeccién sobre el espacio de
aproximacion y por Ay : X — X} a la aproximacion del operador A. Las soluciones del
problema de evolucion original se aproximan por las del problema semidiscreto

{u’(t) = Apu(t), t>0,

U(O) = Upp = Prug € Xy,

Para integrar este problema se utiliza un método racional cuyas propiedades se describen
més adelante. De cara a efectuar cdlculos practicos se eligen unas bases {x, ]} para
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cada Xp. A las bases se les exige como requisito adicional estar bien acondicionadas, en
el sentido de que existen k,, k* > 0 tales que para cada 0 < h < h, xj, € X}, verificando

J(h)
Th = Z Lh,jXh,js
J=1

se tiene que

ke max |zpi| <llapll < k¥ méx |xpil. 4.4
*lgjgj(h)| hjl < llaall < gjg](h)’ hl (4.4)

Los coeficientes de la expansién en la base correspondiente se denotan por
Thj = (Thy Xhj) » zp € Xp, 1<j < J(h).

Este planteamiento de la discretizacién permite englobar varias técnicas como elementos
finitos, diferencias finitas y métodos espectrales.

Un método racional para la discretizaciéon en tiempo

Para la integraciéon temporal de (4.4) se plantea la utilizacién de un método Runge-
Kutta racional con funcién de estabilidad R, que sea una aproximacién a la identidad
de orden q. Para las definiciones y propiedades basicas de estos métodos y su estabilidad
se puede consultar [7, 8].

Fijado un espacio X}, se aproxima numéricamente la solucién del problema semidis-
creto en unos niveles de tiempo 0 = 79 < 71 < ... < 71, = t correspondientes a avanzar
en la integracién con pasos variables ki1 = 141 — 7 < k, para un k dado. Asi, el método
produce unas aproximaciones sucesivas ulh ~ up(7) mediante

ub™ = R (ki1 Ap)uh,  0<I<L-1

En caso de que se parta de una dato inicial suficientemente regular uy € D ((—A)Y) para
un cierto v > 0 independiente de h, se asume que el método tiene orden g en tiempo
y orden ¢(h) en espacio, siendo ¢ : (0,h] — [0,00) una funcién verificando @(h) — 0
cuando h — 0. Concretamente, existe una constante Cy; > 0 tal que los errores de la
aproximacion numérica satisfacen

1Pvu(m) = uj | < Ca(luoll + 1 (=4)") uol) (p(h) + k),  1<I<L, 0<h<h

En el caso particular de este trabajo, en el que nuestro propdsito es integrar el pro-
blema,

{u’(t) = Au(t), t>T,

manejaremos una cota
1Pru(m) = wpll < Cp(p(h) + K7, 1<I<L, 0<h<h, (4.5)

en la que C), depende del dato ur. La regularidad del dato en tiempo 7' estd garantizada
por la holomorfia del semigrupo.
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En realidad, las soluciones que se computan en la practica parten de un dato pertur-
bado ur + dur. De cara al andlisis de los errores, se denota por uﬁl a las aproximaciones
numéricas que parten del dato ur y por ﬂ% a las que parten del dato perturbado. Ademads,
al utilizar el método para la integracién regresiva es necesario obtener aproximaciones
en ciertos tiempos ti,%s,...,t, prescritos, que deben estar incluidos en los utilizados
para la integracion, esto es, 7, = t,, para ciertos [, con 1 <n < N.

Para que el método resulte estable utilizando paso variable en la integracién temporal,
se requieren dos propiedades adicionales:

e Existe un paso maximo k > 0, independiente de h, de tal manera que para pasos
menores que este el espectro de kA, no contiene ningin polo de R(z). De estd
manera, el operador R(kAy,) es acotado en X, para 0 < k < k, 0 < h < hy.

e Para t > 0 existe una constante C independiente de h tal que

L

IT] R (FAL | < Cs, (4.6)
=1

para cualquier secuencia finita {k;} de pasos variables con 0 < k; < kE,1<I1<L
y con SF ky <.

En la referencia [2] se prueba que los operadores A, procedentes de discretizar un
operador eliptico utilizando diferencias finitas o elementos finitos son uniformemente
sectoriales en h. En [19], se prueba ademds que para un operador sectorial cuyo espectro
esté contenido en un sector de la forma C\ Xy, con ¥y = {z € C : |arg(z)| < 6}, y una
funcién racional R cuya region de estabilidad contenga al espectro, es decir, que sea
A(6)-estable, la propiedad (4.6) se cumple.

El algoritmo para el problema regresivo

En sintesis de todo lo anterior, se trata de aproximar numéricamente las soluciones
del problema de Cauchy regresivo,

4.7
’L_I,(T) =up + dur € Ry, ( )

{u’(t) = Au(t), 0>t>T,
para lo que se siguen los siguientes pasos:

1. Se integra numéricamente el problema para t > T, obteniéndose unos valores
aproximados 4} ~ u(T + t,), que incluyen a los tiempos ¢, = ¥ ~(z,), siendo
zpn, los nodos de Chebyshev en el intervalo [—r,7] y ¢ la transformacién conforme
(4.3).

2. Para obtener los valores de la funciéon en 0 < t < T, se realiza una recuperacion
holomorfa, mediante el algoritmo explicado en el capitulo 2, de las funciones

fri(z) = (Pou (¥ 1(2)) , xnj) s zeD, 1<j<J(h),

a partir de los valores aproximados

fnj(zn) = (Uh, Xnj) 5 1 <j<J(h).
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Nétese que se debe realizar una recuperaciéon por cada elemento de la base de
X}, pero todas tienen la misma matriz para el problema de minimos cuadrados
involucrado, lo que reduce de forma radical el tiempo de computacién. Una vez
obtenidas las funciones recuperadas Fy, j : D — C, el aproximante Up(t) a Pp(t) se
define como

J(h)

Py(t) = Un(t) = > Faj ($(t)) xnj (4.8)
j=1

Las propiedades de aproximaciéon del método se recogen en el siguiente teorema.

Teorema 4.3. Sea u : [0,7] — X la solucién del problema (4.1) y Uy : [0,T] — X
la solucién numérica producida por el algoritmo descrito anteriormente. Entonces, para
0 <t < T se tiene que

*

1P - G0 < () @I @O0 6N, (@)

*

donde k* y k, son las constantes en (4.4), ¢ la transformacién conforme (4.3) y

e = Cp (p(h) + k°) + Cs|| Pll6.

Demostracion. Fijado 1 < j < J(h), se tiene que para cada z € D, por el buen acondi-
cionamiento de la base de X},

g2 < [(Pau (v7(2))  xng)|
< ,j*|rPhu(w—1<z>) ||
< IR,

Gracias a la convergencia del método numérico (4.5) podemos acotar los valores apro-
ximados como

1Pyu(tn) —w || < Cp (0(h) + K7)

y ahora, por la estabilidad del método numérico (4.6) podemos acotar la diferencia entre
dos soluciones con datos iniciales cercanos,

l N In 1
Jug' —apll = [luy — ||

L L
= H H R (klAh) Pyur — H R (k‘lAh) Py, (uT + 5uT) H

1=1 1=1
L

= TR (kiAn) Py (ur) ||
=1

= G| Paullé.
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Combinando las dos desigualdades anteriores se tiene que
| fhg(zn) = (s xng)| = [(Pau(tn) — @5 xn)]
1 .
< IBU) - )
*

1 N
< — (IPaU(ta) — iy | + 1y — )
1

1
< G (oh) + K + Gl

1
= &
k.

A continuacién, utilizando la cota (3.6) con € = k;le y M = k|| P,||M obtenemos,
para z € D,

g (2) = Fug(2)] < k2 QUPRIMA(()) 1 (3Ne)<).
Finalmente, para t € ¥, con z = ¢(t), se tiene que

[1Pru(t) = Un(Ol <E*  sup  [(Pu(t) = Un(t), xnn)| <k sup [fa;(2) = Fnj(2)],

1<5i<J(h) 1<5<J(h)
puesto que
(h) J(h)
Pou(t) = frj(@Xng,  Unlt) =Y Fnj(2)xn
j=1 Jj=1
lo que permite concluir la prueba. |

Experimentos numéricos

En este apartado se exponen unos experimentos numéricos realizados con el objetivo
de ilustrar las técnicas explicadas en los capitulos anteriores. Algunos cédigos utilizados
para producirlos se muestran en un apéndice al final del texto.

Al realizar el analisis del método se ha considerado un método racional para la inte-
gracién temporal del problema. La razén es que esta clase de métodos son muy utilizados
y tienen propiedades ampliamente estudiadas. En cambio, en los experimentos realizados
se ha decidido utilizar la transformada discreta de Fourier para aproximar las soluciones
de la ecuacién del calor tanto en una como en dos dimensiones espaciales. Esta herra-
mienta es particularmente apropiada para problemas lineales sencillos, aunque también
es la base de muchos métodos espectrales de integracién (ver por ejemplo [3]), que ofre-
cen una alternativa a las diferencias finitas y los elementos finitos en la discretizacién de
problemas diferenciales. Por ello, se ha decidido utilizar este enfoque para completar la
formacion de los estudios de Master, que ya cubren el estudio e implementacién de los
métodos racionales en varias asignaturas.

Experimento 1. La ecuacion del calor unidimensional

El primer problema regresivo con el que se ha probado es
u(t,x) = ugy(t,x) (t,x) €10, T] x [0,1],
w(0,T) = wur + dur € X =0Cy[0,1]
u(t,0) = wu(t,1) =0 t €10,T7.
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El espacio de Banach correspondiente es X = Cp [0, 1], el de las funciones f : [0,1] — C
tales que f(0) = f(1) = 0, con la norma del maximo. Como pardmetros se toman
r=0,3, T =1/8192, R = 4,1T. Como dato inicial ur se toma el valor en tiempo
T de la solucién exacta de la ecuacién progresiva del calor con dato inicial ug(xz) =
sin (257T:L‘2) y condiciones de frontera Dirichlet homogéneas. La razén por la que se elige
esta funcién es que tiene oscilaciones cada vez maés frecuentes cuando x se acerca a 1,
por lo que resulta relativamente dificil de aproximar con pocos nodos. El tiempo T se
elige pequeno para que la funcién no decaiga demasiado, aunque esto no supone un
problema de interpretacion, pues lo relevante a la hora de la recuperacién es el ratio
t/T. Para funciones con menos oscilaciones se observa un comportamiento mejor para
valores grandes de T.

Puesto que no se tiene una expresién analitica para up, se realiza primeramente una
integracién del problema progresivo de 0 a T’ para tener una aproximaciéon numérica
a up. Para integrar la ecuacion del calor se toma la transformada de Fourier discreta
en senos del dato inicial (ver apéndice) y se avanzan los coeficientes hasta el tiempo
deseado. Se utiliza una malla de J = 2% puntos para la discretizacién espacial, ya
que para valores mas grandes los errores se deben esencialmente a la recuperacion y
a la integracién y no se obtienen mejoras. También se calcula la solucién en tiempos
t = [T/16,T/8,T/4,T/2,3T /4] para medir los errores realizados en la recuperacion.
En el tiempo T se anaden perturbaciones aleatorias en el intervalo [—d,d] a los valores
de la funcién, para diferentes valores del pardmetro § = 10~%,107%,1078. Por dltimo,
como indica el algoritmo planteado, se avanza hasta obtener aproximaciones en tiempos
posteriores y se realiza la recuperacion holomorfa.

El operador laplaciano A con las condiciones de contorno del problema tiene un
espectro numerable contenido en el eje real, concretamente,

o(A)={-n*:neN}.

Los resultados en [21, Cap. 2] aseguran que el operador es el generador infinitesimal de
un semigrupo holomorfo tal que el angulo € del sector ¥y correspondiente se puede tomar
cualquier § € (0,7/2). En los experimentos realizados se elige § = 7/2,2. Tomando como
referencia [18], el semigrupo extendido a este sector satisface Cy = sect/26, de manera
que se toma

M = Cyl|uol|os = sec'/2 0.

De acuerdo con lo expuesto en secciones anteriores, para satisfacer la cota del problema
se debe tomar N = [9,82] = 9.

En la figura 4.1 se comparan los errores cometidos en el proceso de integracion regre-
siva a través de la recuperacién holomorfa, mostrandose las graficas de las funciones en
los tiempos senalados asi como los errores cometidos en la norma del maximo en escala
semilogaritmica.

También es interesante analizar el comportamiento de los errores cuando se varian
las perturbaciones introducidas. Hay que tener en cuenta que no se puede esperar que
los errores obtenidos tras la recuperacién holomorfa sean de un orden menor que las
propias perturbaciones. Estos errores se muestran en la figura 4.2.
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original y recuperada para t = 3T/4 i original y p parat=T/2
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Figura 4.1: Se muestran la funcién original y la funcién recuperada para diferentes
valores de tiempo y los errores que se cometen. Para tiempos cercanos a 1" las funciones
son dificilmente distinguibles, aunque para t = T7'/16, el 93 % del tiempo retrocedido, ya
se pueden apreciar errores considerables.
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Error en la norma oo en los tiempos de recuperacion
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Figura 4.2: Se observa que los errores minimos que se obtienen son similares a los tamanos
de las perturbaciones. Para una fraccién de tiempo recuperado t/T', el orden del error
se divide aproximadamente por t/T', como cabia esperar.

Por 1ltimo, mencionar que se ha realizado la integracion progresiva directamente, esto
es, resolver la ecuacién para tiempos 0 < ¢t < T partiendo del dato inicial perturbado
en tiempo ¢t = T'. Se ha comprobado que los errores se amplifican dando lugar a errores
relativos superiores a la unidad.

Experimento 2. La ecuacion del calor bidimensional

El segundo problema regresivo estudiado es

w(t,x,y) = Au(t,z,y) (t,z) € 0,T] x [0,1],
w0, T) = up+dur  €X=Co([0,1] % [0,1])
u(t,0) = wu(t,1)=0 t€[0,7T].

Como parametros se toman r = 0,3, T = 1/4, R = 4,1T. La eleccién de una T diferente
se deba a que como dato inicial ur se toma el valor en tiempo T de la solucién exacta de
la ecuacion progresiva del calor con dato inicial ug(x,y) = (z2—1)?(y?>—1)? y condiciones
de frontera Dirichlet homogéneas. En este caso también se ha probado, entre otras, con
una funcién del tipo

uo(z,y) = sen (257rx2) sen (257ry2)

en el cuadrado [0,1] x [0,1], con resultados similares a los del primer experimento. El
resto de condiciones son similares, con la salvedad de que ahora se deben realizar dos
transformaciones discretas de Fourier, una por filas y otra por columnas; esto es, se
hace la transformada discreta en la variable x y en la y, para obtener los coeficientes
correspondientes. Una vez hecho esto se realiza el experimento siguiendo los mismos
pasos. En la figura siguiente se muestran los errores obtenidos para diferentes valores de
la perturbacién.
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10° Error en la norma oo en los tiempos de recuperacion
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Figura 4.3: Los errores minimos que se obtienen vuelven a ser similares a los tamanos
de las perturbaciones.

Finalmente, se muestran algunas graficas de las funciones originales y recuperadas
en diferentes tiempos para un valor de las perturbaciones introducidas § = le — 6.

Funcion original para t = 3*T/4, § = Funcion recuperada para t = 3*T/4, § =
1e-06 1e-06

Funcién original parat=T/2,§ = Funcion recuperada parat=T/2, § =
1e-06 1e-06
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Funcién original parat=T/4,§ = Funcion recuperada parat=T/4, § =
1e-06 1e-06

Funcion original parat=T/8, § = Funcién recuperada parat=T/8, § =
1e-06 1e-06

Funcién original parat=T/16, § = Funcion recuperada para t = T/16, § =
1e-06 1e-06
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Apéndice A

Cdédigos de Matlab

Problema regresivo para la ecuacion del calor 1D

En este script se muestra el empleo del algoritmo descrito en el capitulo 3 para la
resolucién de la ecuacion del calor regresiva mediante la recuperaciéon holomorfa. Para
la discretizacién es espacio se utiliza la transformada de Fourier discreta, lo que permite
avanzar la solucién en tiempo de forma sencilla.

% Recovery holomorfo de la ecuacion del calor

function [c] = RecoveryCalorfft ()
% Introduzco los valores de los parametros
theta = pi/2.2;

r = 0.3;

M = (sec(theta)) "0.5;
d = le—9;

N = Nodes(r,M,d);

% Discretizacion en espacio.

J = 27841,

T = 1/8192;

R = 4.1x%T;

% Funcion en el instante que inicia la integracion. La funcion tiene que
% verificar f(0) = f(1) = 0.

x = linspace (0,1,J);

f = 0@(z) sin(25%pixz."2);

% f = @Q(z) sin(6xpixz);

%t =Q(z) (z."2—2z);

% f = @(z) sin(6xpixz)./(5—4xcos(z))

=]
o

= £(x);

% Nodos de Chebyshev llevados al sector a traves de la transformacion
% conforme

sc = —rxcos ((2x[1:N]—1)%pi/(2xN)) ';

sigma = pi/(2xtheta);

b = (T/R) (~signa) — (T/R) (signa);

a = bx(l—-r)/(1+1);

a2 = sc + 1;

al = ax(l—sc);

tc = (—al + sqrt(al.xal + 4xa2.xa2))./(2xa2);

tc = Rx(tc.” (1/sigma));

% Solucion utilizando fft

te = T«[1/16, 1/8, 1/4, 1/2, 3/4]";
k = length(te);

t = [te; TJ;

79



80 Cédigos de Matlab

cs = zeros (J—2,k+14N);
cs(:,1) = analysisfd(u0,0,1,J—1,'S");
cs(:,1:k+1) = cs(:,1).xexp(—([1:3—2].72) ".xpi 2%t ") ;
aux = synthesisfd(cs(:,k+1),J—1,'s"');
cs(:,k+1) = aux(2:end—1) %+ dx(2xrand(J—2,1)—1);
(:,k+1) = analysisfd ([0;cs(:,k+1);0],0,1,J—1,'S");
cs(:,k+2:end) = cs(:,k+1).xexp(—([1:T—2].72) ".xpi 2% (tc—T)");
= cs(:,k+1).xexp(—([1:3—2].72) "% pi "2« (te—T) ') ;
u = zeros (J,k+N+1);
for i = 1:k+N+1

u(:,i) = synthesisfd(cs(:,i),J—1,'s"');

Hj
o
—
.
Il

I~
=

u synthesisfd(v(:,i),J—1,'s");
v(:,i) = aux(2:end—1);
end

% Se hace la recuperacion de la funcion. Hay que hacer J problemas ls con
% la misma matriz; solo se factoriza una vez.

[Q,s,P] = svdbase(sc);

c = zeros (N,J—2);
for i = 2:J-1

c(:,i—1) = restrictls(Q,s,P,u(i,end—N+1l:end) ,M);
end

% Se evaluan los errores en los tiempo te. Para ello hay que llevarlos
% primeramente al disco mediante la transformacion conforme.

se = (te/R). " (sigma);

se = (a + se —se."(—1))./(a — se + se."(—1));

A = evaluarbase(sc,se);

fnum = Axc;

Problema regresivo para la ecuacion del calor 2D

En este caso se generaliza el programa anterior para poder trabajar en un dominio
espacial rectangular.

% Introduzco los valores de los parametros
theta = pi/2.2;

r = 0.3;

M= 1;

% delta = le—4;

N = Nodes(r, M, delta);

% Discretizacion en espacio.
% Las coordenadas _1 van para las filas y las _2 para las columnas

x1 = —1; y1 = 1; x2 =—1; y2 = 1;
J1 = 27°8+41;
J2 = 2°8+41;
T = 1/8192;
R = 4.1xT;

% Funcion en el instante que inicia la integracion. La funcion tiene que
% verificar f(frontera) = 0.

xx1 = linspace(x1l,y1,J1);

xx2 = linspace(x2,y2,J2);

% f = @Q(x,y) sin(3xpix(x+1)).xsin(3xpix(y+1));

% f = Q(x,y) sin(25xpi*(x—1)."2).%xsin(25xpix(y—1).72);

f =0(x,y) (x.72 —1)."2.x(y."2—-1)."2;

u0 = f(xx1,xx2");

% Nodos de Chebyshev llevados al sector a traves de la transformacion
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% conforme

sc = —rxcos ((2x[1:N]—1)xpi/(2%N)) ';

sigma = pi/(2xtheta);

b= (T/R) (—signa) — (T/R)(sigma);

a = bx(l—r)/(141);

a2 = sc + 1;

% a0 = —a2

al = ax(l—sc);

tc = (—al + sqrt(al.xal + 4xa2.xa2))./(2xa2);
tc = Rx(tc.”(1/sigma));

% Solucion utilizando fft

te = Tx[1/16, 1/8, 1/4, 1/2, 3/4]";

k = length(te);

t = [te; T; tcl;

n = length(t);

cs = analysis2D(u0,x1,y1,x2,y2);

U = zeros(J1,J2,N);

mod = @(z) exp(—pi "2 (([1:J1—2]"/(y2—=x2))."2 + ([1:32—2]/(y
u =zeros (J1,J2,k+1);

for j = 1:k+1
u(2:end—1,2:end—1,j) = cs.xmod(t(j));
u(:,:,j) = synthesis2D(u(:,:,3));

end

u(:,:,end) = u(:,:,end) + deltax(2xrand(J1,J2)—1);

cs = analysis2D(u(:,:,end) ,x1,y1,x2,y2);

for j =1:N
U(2:end—1,2:end—1,j) = cs.xmod(tc(j)-T);
U(:,:,j) = synthesis2D(U(:,:,j));

end

% Integracion regresiva

v = zeros(J1,J2,k);

for j = 1:k
v(2:end—1,2:end—1,j) = cs.*mod ((te(j)-T));
v(:,:,j) = synthesis2D(v(:,:,3));

end

% Se hace la recuperacion de la funcion. Hay que hacer JlxJ
% la misma matriz; solo se factoriza una vez.

[Q,s,P] = svdbase(sc);
c = zeros(J1—2,J2—2)N);

for i = 1:J1-2
for j = 1:J2-2
c(i,j,:) = restrictls(Q,s,P,U(i+1,j+1,:),M);
end
end

1-x1)).72)xz);

2 problemas ls con

% Se evaluan los errores en los tiempo te. Para ello hay que llevarlos

% primeramente al disco mediante la transformacion conforme
se = (te/R). " (sigma);
se = (a + se —se."(—1))./(a — se + se."(—1));

A = evaluarbase(sc,se);

fnum = permute(c,[3,2,1]);
fnum = pagemtimes (A, fnum);
fnum = permute(fnum,[3,2,1]);

function [cs] = analysis2D(u0,x1,yl,x2,y2)
[D1,D2] = size(u0);
cs = zeros(D1—2,D2—-2);
for w=1:D1-2
cs(w,:) = analysisfd(u0(w+1,:),x2,y2,D2—1,'S");
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end
for w=1:D2—2
cs(:,w) = analysisfd ([0;cs(:,w);0],x1,y1,D1—1,'S");
end
end
function [U] = synthesis2D(U)
[D1,D2] = size(U);
for w=1:D2—2
U(:,w+1) = synthesisfd(U(2:end—1,w+1),D1—1,'S");
end
for w=1:D1-2
U(w+1,:) = synthesisfd(U(w+1,2:end—1),D2—1,'S");
end
end

Subrutinas del algoritmo de recuperacién.

En los codigos anteriores se llama a utilizar los siguientes programas:

Nodes. Funcién auxiliar que calcula el nimero de nodos propuesto en las hipdtesis
del teorema 4.3.

evaluarbase. Funcién que forma una matriz cuya columna i-ésima consta de las
evaluaciones de la base ortogonal de ntcleos de Cauchy correspondiente a unos
nodos z, en los valores wj.

svdbase. Este programa devuelve la descomposicién en valores singulares de la
matriz formada por la funcién evaluarbase con los valores z, como nodos y como
valores de evaluacién.

restrictls. Esta funcion resuelve el problema lineal de minimos cuadrados con
restricciones para la matriz y el término independiente que se les pasa como argu-
mento.

analysisfd. La funcion devuelve los coeficientes correspondientes al desarrollo en
serie de senos discreto de una funcién, cuyos valores se toman como argumento.
Los otros parametros introducidos especifican la ventana de trabajo, el nimero de
nodos y el tipo de desarrollo realizado.

synthesisfd. Funcion inversa de la anterior. A partir de los términos del desarrollo
en serie, computa los valores de la funcién.
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