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Introduccion

El objetivo de este trabajo es estudiar la conexién entre varios invariantes ho-
molégicos y la teoria de codigos. Para ello, nos basamos principalmente en los re-
sultados obtenidos por el grupo liderado por Rafael H. Villarreal, ver por ejem-
plo [6], [14] y [20]. Para poder estudiar esta conexién, es necesario profundizar algo
mds en algebra conmutativa, para lo cual se utilizan referencias como [10], [21] o [28].
A la hora de presentar ejemplos es muy ttil usar sistemas de algebra computacional
como [9] o [12], asi que en el trabajo también se incluyen procedimientos en estos
sistemas para realizar los calculos.

El tema del trabajo se encuentra en la interseccion entre el dlgebra conmutativa y
la teoria de codigos, y es por eso que en diversas partes del trabajo tenemos distintos
objetivos. Por una parte, se introduce una formulacién algebraica de la distancia
minima de los codigos tipo Reed-Muller proyectivos mediante la funcién distancia
minima, y se introduce ademds otra funcién, la funciéon huella, que nos permite
acotar inferiormente la funcion distancia minima. Estas funciones se pueden definir
para ideales homogéneos en general y se pueden estudiar sus propiedades en ese
caso, lo cual es de interés en algebra conmutativa. Ademas, estas funciones se pueden
generalizar para tratar los pesos de Hamming generalizados. Por otro lado, podemos
utilizar el conocimiento tedrico sobre estas funciones para recuperar la distancia
minima, o cotas inferiores de ella, para algunos tipos de cédigos particulares, como
los cédigos cartesianos o los parametrizados por un toro proyectivo.

En el capitulo 1 estudiamos algunos conceptos de algebra conmutativa que no se
llegan a ver en el grado o el master, y ademas profundizamos en varios conceptos ya
conocidos de algebra conmutativa. Por otro lado, también recordamos algunas nocio-
nes basicas de teoria de codigos e introducimos algunos tipos de codigos particulares
sobre los que hablaremos més adelante en el trabajo.

El capitulo 2 esta dedicado al estudio tedrico, desde el punto de vista del algebra
conmutativa, de la funcién distancia minima y la funcién huella, asi como de sus
generalizaciones. También se calculan férmulas en casos particulares que seran ttiles
para algunos tipos de codigos, como se ve en el tltimo capitulo, y se ven propiedades
de las funciones que hemos definido que son similares a las de la distancia minima
o los pesos de Hamming generalizados en teoria de cédigos.

En el capitulo 3 complementamos lo que hemos visto en el capitulo 2 mostrando la
relacién entre las funciones que hemos definido y los parametros de los codigos tipo
Reed-Muller proyectivos. Primero estudiamos como expresar el niimero de ceros de



2 Introduccién

un conjunto de polinomios en una variedad proyectiva definida por un conjunto finito
de puntos con el grado, y luego vemos que, en cierto modo, las funciones que hemos
definido generalizan la distancia minima y los pesos de Hamming generalizados
del cédigo. Posteriormente se presentan algunas aplicaciones practicas y ejemplos
ilustrativos de los resultados que hemos mostrado, utilizando resultados que hemos
obtenido previamente en el capitulo 2.

La memoria pretende ser un texto autocontenido (incluimos un capitulo entero
dedicado a preliminares) que cubre una cantidad considerable de material distribui-
do en diversos articulos (por ejemplo, [6], [14], [20], [22]), varios de los cuales son
relativamente recientes, con una notacién consistente y de la forma mas clara posi-
ble. En este sentido se incluyen algunos ejemplos y procedimientos de estos articulos,
pero también se anaden varios ejemplos y procedimientos propios en Macaulay?2 [12],
sobre todo en las tltimas secciones de la memoria, donde se ilustran los resultados
y definiciones que hemos dado a lo largo del trabajo.

Notacion

A lo largo de la memoria se ird introduciendo notacion especifica, que se explicara
en cada caso, pero hay parte de la notacion que es comun a toda la memoria y que
presentamos a continuacion:

e K denotard un cuerpo, en principio arbitrario, aunque en la parte de aplica-
ciones serd siempre finito.

e R denotara un anillo conmutativo, unitario y noetheriano. S = Klxy, ..., x,)
denotard el anillo de polinomios con coeficientes en el cuerpo K y n variables.

e [ denotara un ideal arbitrario de R. Como vamos a trabajar habitualmente
con anillos graduados, I serd homogéneo en la mayoria de los casos, pero lo
mencionaremos explicitamente.

e ) denotard un R-modulo arbitrario.

e Elideal m serd el ideal homogéneo maximal de un anillo local R. Habitualmente
serd el del anillo de polinomios S, y entonces m = (x1,...,x,). Denotaremos
con las letras p y q a los ideales primos y primarios, respectivamente.

MASTER EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



Capitulo 1

Preliminares

En esta seccion vamos a introducir y recordar algunos resultados de algebra
conmutativa que serdn necesarios para el resto del trabajo. Usaremos las referen-
cias [1], [4], [8], [10], [21] y [28] para aspectos generales de dlgebra conmutativa. Para
temas relacionados con bases de Grébner, utilizamos [7].

1.1. Dimensién de Krull y altura

Definicién 1.1.1. Sea R un anillo.

e El conjunto de ideales primos de R se llama espectro de R, y se denota por

Spec(R).

e Una cadena de ideales primos de R es una sucesion finita estrictamente cre-
ciente de ideales primos
Po C P C--- C Py

El entero n se llama longitud de la cadena.

e La dimension de Krull de R, denotada por dim(R), es el supremo de las
longitudes de todas las cadenas de ideales primos en R.

e Sea p un ideal primo de R. La altura de p, denotada por ht(p), es el supremo
de las longitudes de todas las cadenas de ideales primos

PoCpP1 C - Chp=p
que acaban en p. Equivalentemente, ht(p) = dim R,.

e Sea I un ideal de R. Entonces ht([), la altura de I, se define como

ht(I) = min{ht(p) | I Cp y p € Spec(R)}.

Lema 1.1.2. Se tiene que ht(I) + dim(R/I) < dim(R).



4 Capitulo 1. Preliminares

Demostracién. Supongamos que ht(/) > r y dim(R/I) > s. Basta ver que dim(R)

> r + s. Por hip6tesis tenemos una cadena de primos I C ¢y C --- C ¢s. Entonces
ht(qo) > ht(I) > r, asi que podemos encontrar primos p;, ¢ = 0,1,...,r de manera
que

es una cadena de ideales primos de R con longitud r + s. ]

La diferencia dim(R) —dim(R/I) se llama codimension de I (denotada codim([)),
y dim(R/I) se llama la dimension de I. En estos términos, el lema 1.1.2 nos dice
que ht(I) < codim([).

Definicién 1.1.3. Sea M un R-moédulo.

e Sean Ny y Ny dos submodulos de M. Su ideal cociente se define como

(Nl ‘R Ng) = {I €ER | xNQ C Nl}

o Fl anulador de M es el ideal
anng(M) ={xr € R| M = 0}.

Esto se puede ver como (0 :g M). Sim € M, el anulador de m es ann(m) =
ann(Rm).

Definicién 1.1.4. La dimensidn de un R-mdédulo es dim(M) = dim(R/ann(M)) y
la codimension de M es codim(M) = dim(R) — dim(M).

Definicién 1.1.5. Decimos que a € R es un diwisor de cero de M si existe un
elemento no nulo x € M tal que ax = 0. De no ser asi, decimos que a es un no
divisor de cero, o un elemento M-regular (diremos simplemente regular). Al conjunto
de divisores de cero de M lo denotaremos por Z(M).

Observacion 1.1.6. Es directo comprobar que un elemento f es divisor de cero en

R/Isiysolosi([:f)#1.

Lema 1.1.7 [1, Cor. 11.18]. Sea R un anillo local, x un elemento de m (el ideal
mazximal) que es un no divisor de cero. Entonces dim R/(z) = dim R — 1.

1.2. Descomposicién primaria de mdédulos

En el grado se estudia la descomposicién primaria en anillos noetherianos. En esta
seccion vamos a ver como se extiende esta teoria a modulos sobre anillos noethe-
rianos, con especial énfasis en el concepto de primos asociados. Como referencias,
vamos a utilizar principalmente [21] y [28].
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1.2. Descomposicién primaria de médulos )

Definicién 1.2.1. Sea M un R-médulo. Un ideal primo p de R se llama primo
asociado de M si p es el anulador ann(z) para algin x € M. El conjunto de los
primos asociados de M se denota Assg(M) o Ass(M). Para un ideal I de R, los
primos asociados del R-médulo R/I se llaman divisores primos o primos asociados
de I, y denotamos Ass(I) = Ass(R/I).

Observacién 1.2.2. Equivalentemente, podemos definir Assg (M) como el conjunto
de ideales primos p de R tales que existe un monomorfismo ¢ de R-moddulos

R/p — M.

Observamos que p = ann(¢(1)).
Teorema 1.2.3 [21, Thm. 6.1]. Sea M un R-mddulo no nulo.

(a) Cualquier elemento maximal de la familia F = {ann(z) | 0 # x € M} es un
primo asociado de M. En particular, Ass(M) # ().

(b) El conjunto de divisores de cero de M es la union de todos los primos asociados

de M :
zm= J »

peAss(M)
Demostracion.

(a) Tenemos que probar que si ann(x) es un elemento maximal de F', entonces es
primo: si a,b € R cumplen abxr = 0 pero bx # 0, entonces, por maximalidad,
ann(br) = ann(x); en consecuencia, ax = 0.

(b) Si ax = 0 para algin z # 0, entonces a € ann(z) € F, y por (a) existe un
primo asociado de M que contiene a ann(z).

]

En el caso graduado, el siguiente resultado nos garantiza que podemos trabajar
exclusivamente con ideales homogéneos.

Lema 1.2.4 [4, Lem. 1.5.6]. Sea R un anillo graduado, y M un R-mddulo graduado.
Sip € Ass(M), entonces p es homogéneo y existe un elemento homogéneo m € M
tal que p = ann(m).

Demostracién. Elegimos un elemento x € M con p = ann(z). Sea x = z,, +
-+« 4+ x, su descomposicién como suma de elementos homogéneos x; de grado i.
Anélogamente, descomponemos un elemento a = a, + --- + a, de p. Puesto que
ax = 0, tenemos que a,x, = 0. De a(a,z) = 0, deducirfamos que a]%me =0, e
iterando, @} 2y, 4;—1 = 0 para todo i > 1. En consecuencia, a;~™"" anula a x. Puesto
que p es primo, a, € p. El siguiente paso serfa hacer lo mismo con a — a,, e iterando

vemos que cada componente homogénea de a esta en p.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID MASTER EN MATEMATICAS



6 Capitulo 1. Preliminares

Para probar la segunda parte, usamos que p estd generado por elementos ho-
mogéneos, lo cual nos dice que p anula todas las componentes homogéneas de zx.
Asi que si denotamos a; = ann(z;), entonces p C a; (cada generador homogéneo
va a anular todas las componentes homogéneas de x). Por otro lado, puesto que
p =ann(z), (), @ Cp, por lo que () a; =p. Como p es primo, ha de ser a; = p
para algin j ([1, Prop. 1.11]). O

Lema 1.2.5 [23, Lem. 1.3.9]. Sea V' # {0} un espacio vectorial sobre un cuerpo
ifinito K. Entonces V no es union finita de subespacios propios de V.

Demostracion. Razonamos por reduccién al absurdo. Suponemos que existen subes-
pacios propios Vi,...,V,, de V tales que V = |JI", V;, donde m es el menor entero
positivo con esta propiedad. Sean

v eVI\(VaU---UVy,)yv € Vo\ (ViUVU---UV,,).

Elegimos m + 1 escalares no nulos distintos ky,...,k, en K. Consideramos los
vectores 3; = vy — k;juy para ¢ = 0,...,m. Para algiin j debe haber dos vectores
distintos 3,,8s € V;. Puesto que 5, — 5, € Vj, tenemos que v, € Vj, por lo que
debe ser 7 = 2 por la eleccién de vy. Pero B, € Vs implica que v; € V5, una
contradiccion. O]

Proposicién 1.2.6 [23, Prop. 1.3.10]. Sea S el anillo de polinomios y m su ideal
homogéneo mazimal. Sea I C S un ideal homogéneo. St K es infinito y m no estd
en Ass(S/I), entonces existe hy € Sy tal que hy & Z(S/I).

Demostracién. Sean py, ..., p,, los primos asociados de S/I. Como S/I es gradua-
do, por el lema 1.2.4, py,...,p,, son ideales homogéneos. Razonamos por reducciéon
al absurdo. Supongamos que Sy, la parte de grado 1 de S, esta contenida en Z(S/1).
Por el teorema 1.2.3, tenemos que Z(S/I) = U ,p;. En consecuencia

S1C (p1)1U(p2)1 U U (pm)1 C S,

donde (p;); es la parte homogénea de grado 1 del ideal homogéneo p;. Puesto que K
es infinito, por el lema 1.2.5 deducimos que S; = (p;); para algin i. Asi que p; = m,
una contradiccién. O

Definicién 1.2.7. Sea M un R-moédulo.

e El soporte de M, denotado por Supp(M), es el conjunto de los ideales primos
p de R tales que M, # 0, donde M, es la localizacién de M en el primo p.

e Los primos minimales de M son los elementos minimales de Supp(M) con
respecto a la inclusién.

e Un primo minimal de M se llama primo asociado aislado de M. Un primo
asociado de M que no es aislado se llama primo asociado inmerso.

MASTER EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



1.2. Descomposicién primaria de médulos 7

Definicién 1.2.8. Sea R un anillo, M un R-médulo y N C M un submédulo.
Decimos que N es un submaodulo primario de M si se da la siguiente condicién para
todore Ry xz e M:

r g€ Nyree N=r"MC N para algin n.

Esta condicién solo depende del médulo cociente M /N, y se puede rescribir de la
siguiente manera:

si 7 € R es un divisor de cero en M/N entonces r € y/ann(M/N).

Un ideal primario es simplemente un submdédulo primario del R-médulo R.

Teorema 1.2.9 [21, Thm. 6.6]. Sea R un anillo noetheriano y M un R-mddulo
finitamente generado. Entonces un submdodulo N C M es primario si y solo si
Ass(M/N) = {p} (solo tiene un elemento). En esta situacion, si ann(M/N) = 1,
entonces I es primario y VI = p.

El teorema anterior nos da una definicién alternativa para médulo primario.

Definicién 1.2.10. Si Ass(M/N) = {p} decimos que N C M es un submédulo
p-primario.

Teorema 1.2.11 [21, Thm 6.7]. Si N y N’ son submddulos p-primarios de M,
entonces también lo es N N N'.

Definicién 1.2.12. Sea M un R-moédulo, y N C M un submodulo. Decimos que
N es reducible si se puede escribir como una interseccion N = N; N Ny de dos
submodulos Ny, Ny con N; # N. Sino se da lo anterior, decimos que N es irreducible.

Proposicion 1.2.13. St M es un modulo noetheriano, entonces cualquier submaodu-
lo N de M se puede escribir como interseccion finita de submaodulos irreducibles.

Demostraciéon. Sea F el conjunto de los submoédulos N C M que no admiten tal
expresion. Si F # (), entonces tiene un elemento maximal Ny. Pero entonces N
es reducible, por lo que Ng = Ny N Ny, v N; ¢ F. Cada N; es interseccién de un
nimero finito de submaodulos irreducibles, por lo que también lo es Ny, que es una
contradiccion. O]

Definicién 1.2.14. Sea M un R-médulo, y N C M un submdédulo propio. Una
descomposicion primaria irredundante de N es una expresién de N como interseccion
de submédulos N = N; N ---N N,., tal que:

(a) (Los submddulos son primarios) Ass(M/N;) = {p;} para todo i.
(b) (Irredundante) N # Ny N ---N N;_1 N N;11 N---N N, para todo i.
(¢) (Minimal) p; # p; si NV; # Nj.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID MASTER EN MATEMATICAS



8 Capitulo 1. Preliminares

Por la proposicion 1.2.13, todo submédulo N de un R-médulo noetheriano M
admite una descomposicién en submddulos irreducibles. En el siguiente teorema
veremos que en un submodulo propio irreducible de M es un submodulo primario.
Quitando submédulos innecesarios de la interseccién, y teniendo en cuenta 1.2.11,
vemos que existe una descomposicion primaria irredundante de V.

Teorema 1.2.15 [21, Thm. 6.8]. Sea M un R-mddulo finitamente generado.
(a) Un submddulo propio irreducible de M es un submddulo primario.

(b) Si N = NyN---N N, con Ass(M/N;) = {p;} es una descomposicion pri-
maria irredundante de un submddulo propio N C M, entonces Ass(M/N) =

{pb s 7p7“}'

(¢) Cualquier submddulo propio N de M tiene una descomposicion primaria (irre-
dundante). Si N es un submddulo propio de M y p es un primo asociado mi-
nimal de M/N, entonces la componente p-primaria de N es o, (N,), donde
©p : M — M, es la aplicacion candnica. En consecuencia, esa componente
esta univocamente determinada por M, N y p.

Corolario 1.2.16. Si I C R es un ideal propio de R, entonces I tiene una descom-
posicion primaria irredundante I = q; N ---Nq, tal que q; es un ideal p;-primario y

Ass(R/T) = {p1,....p:}-

Demostracién. Sea (0) = I/I = (q:/I)N---N(q,/I) una descomposicién primaria
irredundante del ideal cero en R/I. Entonces I = q;N---Ngq, y ¢/ es p;-primario,
va que Ass((R/I)/(q:/1)) = Ass(R/q;) = {p;}. Por el teorema 1.2.9, q; es un ideal
p;-primario. O

1.3. Anillos y médulos Cohen-Macaulay

En esta seccién vamos a estudiar los anillos y médulos Cohen-Macaulay. Como
referencias, vamos a utilizar principalmente [4], [10] y [28].

Definicién 1.3.1. Sea M un R-moédulo. Una sucesion de elementos g, ...,xqy de R
se llama sucesion M-regular si cumple

(a“> (x(]a"'?'rd)M # M7 y
(b) para cada ¢ =0,...,n, x; es un no divisor de cero en M/(xq,...,x;_1)M.
Una sucesion R-regular se llama simplemente sucesion reqular.

Ejemplo 1.3.2. El ejemplo clasico de sucesién regular es la sucesion zy,. .., z, (en
cualquier orden) de variables en el anillo de polinomios S = K|z, ..., x,].

MASTER EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



1.3. Anillos y médulos Cohen-Macaulay 9

Antes de continuar vamos a realizar un breve inciso para explicar la forma en que
se enuncian los siguientes resultados. Siguiendo la notacién de [4], si tenemos un
anillo graduado R, se dice que un ideal homogéneo m de R es *mazimal si cualquier
otro ideal homogéneo que lo contenga es igual a R. El anillo R se llama *local si tiene
un tnico ideal *maximal m. Esta tltima situacion se suele denotar por (R, m), que es
la notacién que se usa para anillos locales. La razon es que este tipo de anillos juegan,
en el caso graduado, el mismo papel que los anillos locales, y cumplen resultados
analogos a los que cumplen los anillos locales. Es habitual enunciar los resultados
para anillos locales, y asi lo vamos a hacer en lo que sigue, pero en este trabajo
realmente los vamos a aplicar a anillos *locales (como el anillo de polinomios), por
eso es importante incidir sobre lo anterior.

Diremos que una sucesion M-regular xq, ...,z  contenida en el ideal I C R es
maximal en I si xy,..., 2411 nO es una sucesion M-regular para cualquier x4,1 € I.
El siguiente resultado nos permite dar la definicion de profundidad de un ideal.

Teorema 1.3.3 (Northcott y Rees, [17, Thm. 121]). Sea R un anillo noetheriano, I
un ideal en R, y M un R-modulo finitamente generado. Suponemos que IM # M.
Entonces dos sucesiones M -requlares mazximales contenidas en I tienen la misma
longitud.

Definicién 1.3.4. Sea (R,m) un anillo local (noetheriano) y sea M # 0 un R-
modulo.

e La profundidad de M, denotada por depth(M), es la longitud de cualquier
sucesiéon M-regular maximal que esté contenida en m.

e Se dice que M es un modulo Cohen-Macaulay si depth(M) = dim(M). Si
I C Resunideal y M = R/I es Cohen-Macaulay, se dice que I es Cohen-
Macaulay.

e Se dice que R es un anillo Cohen-Macaulay si R es Cohen-Macaulay como
R-médulo.

Observaciéon 1.3.5. Por el lema 1.1.7, se tiene que depth(M) < dim(M).

Ejemplo 1.3.6. De nuevo, el ejemplo méas sencillo es el del anillo de polinomios
S = Klz1,...,x,], en el cual se tiene que depth(S) = dim(S) = n, por lo que es
Cohen-Macaulay.

Otro ejemplo es cualquier anillo noetheriano de dimensién 0, por la observacion
1.3.5.

El siguiente resultado es similar al que se tiene para la dimension de Krull de un
ideal.

Lema 1.3.7 [28, Lem. 2.3.10]. Sea (R,m) un anillo local, I un ideal de R y x € m
un elemento reqular de M = R/I. Entonces depth(M /xM) = depth(M) — 1.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID MASTER EN MATEMATICAS



10 Capitulo 1. Preliminares

Definicién 1.3.8. Sea I C R un ideal. Si I esta generado por una sucesién regular
decimos que I es una interseccion completa.

Definicién 1.3.9. Sea I C R un ideal. Decimos que I es no mezclado si ht(I) =
ht(p) para todo p en Ass(R/I).

Teorema 1.3.10 [4, Thm. 2.1.3]. Sea (R,m) un anillo noetheriano local y M un
R-mddulo finitamente generado. Se tiene que M, es Cohen-Macaulay para todo p €
Spec(R), y si M, # 0, entonces dim(M) = dim(M,) + dim(M /pM).

Observacion 1.3.11. En particular, si consideramos M = R en el teorema 1.3.10,
tenemos que dim(R,) = ht(p) = codim(p) para todo p € Supp(R).

De lo anterior deducimos que si tenemos un ideal I no mezclado en un anillo local R
que sea Cohen-Macaulay, entonces dim(R/I) = dim(R/p) para todo p € Ass(R/I).
En efecto, codim(I) > ht(/) = ht(p) = codim(p), por lo que dim(R/I) < dim(R/p).
Pero p D I, por lo que dim(R/p) < dim(R/I), asi que tenemos la igualdad. Este
hecho lo utilizaremos implicitamente en muchos de los razonamientos que haremos
en las secciones posteriores.

Proposicién 1.3.12 [28, Prop. 2.3.24]. Sea (R, m) un anillo local Cohen-Macaulay
y sea I un ideal de R. St I es una interseccion completa, entonces I es no mezclado
y R/I es Cohen-Macaulay.

Teorema 1.3.13 (Unmixedness theorem, [28, Thm. 2.3.27]). Un anillo R es Cohen-
Macaulay si y solo si cualquier ideal propio I de R de altura r generado por r
elementos es no mezclado.

1.4. Resoluciones libres graduadas

En esta seccién vamos a considerar anillos graduados arbitrarios (noetherianos)
R, y luego hablaremos sobre el anillo graduado S = K|xy,...,x,] = &32,5 de los
polinomios sobre un cuerpo K. Vamos a revisar algunos conceptos sobre resoluciones,
que se pueden encontrar en mayor detalle en [8] o [24].

Definicién 1.4.1. Sea R = @®4ez R4 un anillo graduado, y M = @iz M;, N =
Prez Ny R-moédulos graduados.

e Dado el R-modulo M, llamaremos modulo desplazado de M, y lo denotaremos
por M (d) para un cierto d € Z, al R-médulo graduado M (d) = @z Mg+
Llamaremos mddulo libre desplazado a un R-médulo isomorfo a R(dy) & --- &
R(d,,), para unos ciertos dy, ... ,d,, € Z.

e Un homomorfismo de médulos ¢ : M — N se dice que es un homomorfismo
graduado de grado d si p(M;) C Nipg. A los homomorfismos graduados de
grado 0 los llamaremos simplemente homomorfismos graduados.
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1.4. Resoluciones libres graduadas 11

e Una resolucion libre graduada del R-médulo graduado M es una sucesiéon exac-
ta
s B3RS S M—0,

donde cada Fj es un médulo libre graduado desplazado de la forma R(—d;) &
---® R(—d,) y cada homomorfismo ¢; es un homomorfismo graduado. Si cada
¢y lleva la base estandar de F; a un sistema de generadores minimal de Im(¢p;)
se dice que la resolucién es minimal.

Es conocido que la resolucion minimal es tnica salvo isomorfismo:

Teorema 1.4.2 [11, Thm. 1.6]. Sea M un R-mddulo graduado finitamente generado.
St F' y G son resoluciones libres graduadas minimales de M, entonces existe un
1somorfismo entre ambas resoluciones F' — G que induce la aplicacion identidad en
M. Ademdas, cualquier resolucion libre de M contiene una resolucion libre minimal
como sumando directo.

En el caso del anillo de polinomios tenemos el siguiente resultado debido a Hilbert.

Teorema 1.4.3 (Teorema de las Sizigias de Hilbert Graduado, [8, Chapter 6, Thm.
3.8]). Sea S = Klxy,...,x,]. Entonces cualquier S-mddulo graduado finitamente
generado tiene una resolucion libre graduada finita de longitud a lo sumo n.

Desde el punto de vista computacional, es posible construir resoluciones de un
S-médulo M mediante el uso de bases de Grobner para calcular médulos de sizi-
gias. En este sentido, un resultado debido a Schreyer ([8, Chapter 5, Thm. 3.3])
nos permite obtener una resolucién finita (en general no minimal) de un S-médulo
mediante el calculo de una tinica base de Grobner. Si lo que nos interesa es una reso-
luciéon minimal, existen métodos para extraer la resolucion minimal a partir de una
resolucion que obtengamos. Asi que podemos construir resoluciones de S-médulos,
pero es un proceso computacionalmente costoso, a pesar del resultado de Schreyer.

La resolucion minimal de un S-mddulo M nos proporciona mucha informacion
sobre M. Una forma de organizarla especialmente ttil es la que se conoce como
diagrama de Betti, que vamos a presentar a continuacion. Sea

0 — Fy— - —F—M—20

la resolucién libre minimal del S-moédulo M finitamente generado, donde F; =
@j S(—j)Pui para cada i; es decir, F; estd generado por f3;; elementos de grado
j. Los f3;; se llaman los nimeros de Betti graduados de M, a veces escritos como
Bij(M). Estos nimeros se presentan habitualmente en una tabla, conocida como
diagrama de Betti, que tiene la siguiente forma:

0 1 . s
{ ﬁO,i Bl,iJrl e ﬁs,i+s
i+1 50,i+1 51,i+2 T 6s,z‘+s+1
J1 Boj Bijer o Bsjss
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12 Capitulo 1. Preliminares

Consiste en una tabla con s 4 1 columnas, etiquetadas de 0 a s, correspondientes
a los modulos libres Fy, ..., F,. Las filas estan denotadas por enteros consecutivos
que corresponden a los grados. Es habitual escribir - en vez de 0 en la tabla, y en
ocasiones se omiten las etiquetas de las filas y las columnas cuando estan claros por
el contexto. La columna m-ésima nos da los grados de los generadores de F,.

Observacion 1.4.4. Es importante notar que la entrada correspondiente a la co-
lumna j y fila i es B4, ¥y no B ;.

Ejemplo 1.4.5. Consideramos la resolucién minimal del ideal I = (22, zy, z2,y3) C

S =Qlz,y, 7]
0— F,=5(-4) B F, =5(-3°@S(-4) 2 F,=5(-2°PS(-3) B 1 — 0.

A partir de la resolucion minimal construimos el siguiente diagrama de Betti:

2
1

— Wl o
— | =

2
3 ,

Directamente a partir de la tabla podemos obtener algunos invariantes importan-
tes:

Definicién 1.4.6. Sea M un S-mdédulo finitamente generado (que admite una re-
solucién finita por ser S un anillo de polinomios). A la menor longitud de todas las
resoluciones libres finitas de M se la llama dimension proyectiva de M y la deno-
taremos por pd(M). Esto coincide con la longitud de la resolucién minimal por el
teorema 1.4.2.

Podemos leer la dimensién proyectiva a partir del diagrama de Betti como el ancho
de la tabla del diagrama de Betti, es decir, la etiqueta de la ultima columna. Esto
se puede escribir como

pd(M) = méx{i : §; j(M) # 0 para algin j}.

Definicién 1.4.7. Sea M un S-mdédulo finitamente generado y 3; ;(M) sus nimeros
de Betti. Entonces la reqularidad de Castelnuovo-Mumford de M es

reg(M) = max{j — i : B,;(M) # 0},

Vemos que la regularidad también podemos leerla a partir del diagrama de Betti,
en este caso fijandonos en la altura de la tabla o la etiqueta de la 1ltima fila.

Por otro lado, la dimension proyectiva y la regularidad son dos medidas de la
complejidad de un médulo. El Teorema de las Sizigias de Hilbert proporciona una
cota bastante buena para la dimension proyectiva, pero la regularidad no la tenemos
tan acotada. Por ello la regularidad ha sido un invariante interesante para estudiar
en algebra conmutativa, como se puede ver en [24] por ejemplo.
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1.5. Funcién de Hilbert 13

Ejemplo 1.4.8. A partir del diagrama de Betti del ejemplo 1.4.5 podemos obtener
la dimensién proyectiva y la regularidad del ideal I: pd(I) = 2, reg(I) = 3.

De las definiciones podemos obtener facilmente que

pd(S/1) = pd(1) + 1,
reg(l) =reg(S/I) + 1.

Esto se ve facilmente observando que si tenemos la resolucién minimal de [
0 —F, — - — Fp—1—0,
entonces obtenemos otra resoluciéon minimal para S/I
0 — Fy, — - — F —S—S/I —0,

y viceversa.
Entre la dimensién proyectiva y la profundidad hay una relacién importante que
viene dada por la siguiente férmula:

Teorema 1.4.9 (Férmula de Auslander-Buchsbaum, [10, Thm. 19.9 & Ex. 19.8]).
Sea R = Ry® Ry & -+ un anillo graduado, finitamente generado como dlgebra sobre
un cuerpo Ry. Sea P = Ry ® Ry @ --- el ideal homogéneo maximal. St M es un
R-mddulo graduado finitamente generado de dimension proyectiva finita, entonces

pd(M) = depth(P, R) — depth(P, M) = depth(R) — depth(M).
En el caso del anillo de polinomios S = k[z1, ..., z,] la férmula se reduce a
pd(M) = n — depth(M).

Por tanto, podemos obtener depth(M) a partir de pd(M). Este dltimo invariante
sabemos obtenerlo a partir del diagrama de Betti, luego también podemos obtener
depth(M) de la tabla.

Ejemplo 1.4.10. Considerando los datos del ejemplo 1.4.8, puesto que el nimero
de variables es 3 y pd(S/I) = 3, tenemos que depth(S/I) = 0.

1.5. Funcion de Hilbert

Consideramos el anillo de polinomios S = K|z, ..., xz,], el anillo de polinomios en
n variables sobre un cuerpo K. Vamos a recordar los conceptos de funcién, polinomio
y serie de Hilbert de un S-moédulo M, asi como ver su relaciéon con algunos invariantes
del médulo M. Como referencias, utilizaremos principalmente [4], [8] y [28].
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14 Capitulo 1. Preliminares

Definicién 1.5.1. Si M es un médulo graduado finitamente generado sobre S =
Kxy,..., x,], entonces la funcion de Hilbert Hys(d) esté definida por

donde dimg es la dimensién como espacio vectorial sobre K (es facil comprobar
que M, es un espacio vectorial sobre K de dimensién finita). Cuando consideremos
M = S/I, siendo I un ideal de S, escribiremos Hy(d) para denotar a la funcién de
Hilbert de S/1.

Ejemplo 1.5.2. Para S = K|xy,...,2,|] yd >0

-1

n—1
Si convenimos que (‘Z) = 0 si a < b, entonces la férmula anterior se da para todo t.
La funcién de Hilbert es aditiva en sucesiones exactas cortas:

Proposicién 1.5.3. Sean M, N y P S-mddulos finitamente generados. Si tenemos
una sucesion exacta

00— M-=%P N0

donde o y B son homomorfismos graduados, entonces Hp = Hy; + Hy.

Demostraciéon. De la sucesién exacta anterior se deduce otra sucesion exacta entre
K-espacios vectoriales de dimensién finita

O%Md%Pd&Nd—)O

donde ay y 4 son las restricciones a los elementos homogéneos de grado d del
espacio de salida de cada homomorfismo. El resultado se obtiene teniendo en cuenta
la férmula

dil’IlK Pd = dlIIlK ker(ﬁd) + dlmK Im(ﬁd)
O]

Teorema 1.5.4 [8, Chapter 6, Thm. 4.4]. Sea S = K[zy,...,2,] y sea M un
S-mddulo graduado finitamente generado. Entonces, para cualquier resolucion gra-

duada de M
0 — Fp — Fqy — - — Fy— M — 0,
tenemos

Hyy(d) = dimy My =Y (=1 dimy(Fj)g = Y _(—1) Hp,(d).

j=0 7=0
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1.5. Funcién de Hilbert 15

Demostraciéon. Como en la proposicién 1.5.3, obtenemos una sucesién exacta de
K-espacios vectoriales de dimensién finita

0 — (Fk)d ﬁ) (Fk—1>d %1 ﬂ) (Fo)d ﬁ) Md — 0.

Para una sucesion exacta de espacios vectoriales como la anterior se cumple que

Z?ZO(—l)j“ dimg (Fj)q + dimg My = 0 (la suma alternada de las dimensiones es

0). Por tanto,
k

7=0

]

Teorema 1.5.5 [8, Chapter 6, Prop. 4.7]. Sea S = K{z1,...,x,] y M un S-mddulo
graduado finitamente generado. Entonces existe un unico polinomio H Py tal que

Hy(d) = HPy(d)
para todo d suficientemente grande.

Demostracion. Por 1.5.3, para un médulo libre desplazado de la forma
F=5(—e))@® @ S(—em),
la funcién de Hilbert es

Hﬂd)zi(d_:j?_l).

=1

Vemos que es un polinomio para d suficientemente grande (d > max(ey, ..., e,)). Se
concluye observando que todo S-mddulo finitamente generado admite una resoluciéon
libre graduada finita y usando 1.5.4. O]

El polinomio H Py(d) del teorema anterior se conoce como polinomio de Hilbert de
M. Si consideramos un S-médulo de la forma M = S/I, siendo I un ideal homogéneo
de S, escribiremos H Pj(d) para denotar al polinomio de Hilbert de S/I. En esta
situacién, resulta que el grado d del polinomio de Hilbert de S/I coincide con la
dimension de Krull de S/I menos 1 (es decir, nos daria la dimensién de la variedad
proyectiva que define el ideal). Esto se puede ver en més detalle en [4, Chapter 4].

Definicién 1.5.6. Sea k£ = dim S/I la dimensién de Krull de S/, y sea c;_; el
coeficiente de d*~1 en el polinomio de Hilbert de S/I. Si k > 1, entonces llamamos
a c_1(k — 1)! el grado de S/I y lo denotamos por deg(S/I). Si k = 0, entonces
deg(S/I) = dimg (S/1).

Observacién 1.5.7. Denotando k = dim S/I, el grado se puede expresar como
(k= 1)! lim Hi(d)/d*"  sik>1,
—00

deg(5/1) = {dimK(S/I) sk =0.
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16 Capitulo 1. Preliminares

Lema 1.5.8. Sea I C S un ideal generado por formas lineales. Entonces S/I es
isomorfo a un anillo de polinomios. En particular, deg(S/I) = 1.

Demostracién. Si I = (fi,..., f.),con f; € S1,i=1,...,r, y linealmente indepen-
dientes, entonces podemos encontrar un cambio de variables que envie f; — ;. Este
cambio nos da un automorfismo del anillo de polinomios S, de manera que obtenemos
S/T=S/(xy,...,x,) = K[x,11,...,2,]. Perosabemos que dimg (K [z, 11, ..., Tn]a) =
(”%del), asi que deg(S/I) = deg(K[Ty41,...,2,)) = 1. O

Definicién 1.5.9. El indice de regularidad de S/I, denotado por ri(S/I), es el
menor entero r > 0 tal que H;(d) = HP;(d) para d > r.

Observacién 1.5.10. Si I C S es un ideal homogéneo Cohen-Macaulay de dimen-
sién 1, entonces reg(S/I), la regularidad de Castelnuovo-Mumford de S/, es igual a
ri(S/I), el indice de regularidad de S/I (ver [11, Cor. 4.8]). En este caso, llamaremos
a ambos invariantes regularidad de S/I y los denotaremos por reg(S/I).

Definicién 1.5.11. Sea M = &3 My un S-médulo graduado finitamente generado
por elementos de grado positivo. La serie de potencias formal

HSy(t) =Y Hy(d)t! = dimy Mgt®.
d=0 d=0
se llama serie de Hilbert de M. De nuevo, si M = S/I, con I C S un ideal ho-
mogéneo, entonces denotaremos por HS;(t) a la serie de Hilbert de S/I.

Si consideramos la graduacién estandar en el anillo de polinomios S = K|z, ..., ;]
(es decir, deg(z;) = 1,7 =1,...,n), tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.5.12 (Teorema de Hilbert-Serre, [28, Thm. 5.1.4]). Sea M = &3 M, un
S-mddulo graduado finitamente generado de dimension p. Existe un inico polinomio
h(t) € Z[t] tal que

HSy(t) =

y h(1) # 0.
Observacién 1.5.13. Por el teorema 1.5.12 podemos escribir:
h(t) d+p—1\ 4
HSy(t) = ——— =h(t) (1 +pt+ - ..
) = g =) (1ot (0 )

donde (d;le) =0sid<0.8Sih(t) = Eé:o a;t', entonces el coeficiente de t¢ en

HSu(t) es |
HM(d>:Zai(d_i+p_1)-

i=0 p—1
De nuevo vemos que para d suficientemente grande, Hy;(d) es un polinomio. En

particular, si M = S/I, el coeficiente lider del polinomio de Hilbert H P;(t) es igual
ah(l)/(p—1)!, asi que h(1) = deg(S/I).
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1.5. Funcién de Hilbert 17

Definicién 1.5.14. Sea I C S un ideal homogéneo. El a-invariante del anillo gra-
duado S/I, denotado por a(S/I), es el grado de HS;(t) como funcién racional, es
decir, a(S/I) = deg(h(t)) — p.

El a-invariante, la regularidad de Castelnuovo-Mumford y la profundidad de M
estan estrechamente relacionadas.

Teorema 1.5.15 [27, Cor. B.4.1]. a(M) <reg(M) — depth(M), con igualdad si M
es Cohen-Macaulay.

Lema 1.5.16 [28, Ex. 5.1.20]. Si I C S es un ideal generado por polinomios ho-
mogéneos fi,..., fr., conr = ht(I) y 0; = deg(f;), entonces la serie de Hilbert de

S/1 viene dada por
[[-,(1- xéi).

HS[(t) = (1_1.)n

Lema 1.5.17 [22, Lem. 2.11]. Si I C S es un ideal que es una interseccion completa
y estd generado por polinomios homogéneos fi, ..., f., conr =ht(I) y 6; = deg(f;),
entonces el grado y la regularidad de S/I vienen dados por deg(S/I) = 61---0, y

reg(S/1) = 325 (6 — 1).

Demostraciéon. La féormula para el grado se deduce de la observacion 1.5.13 y el
lema 1.5.16. Por otro lado, S/I es Cohen-Macaulay por 1.3.12, asi que la férmula
para la regularidad se deduce del teorema 1.5.15 y el lema 1.5.16. O]

Lema 1.5.18 [18, Cor. 5.1.20]. Sea M wun S-mddulo finitamente generado, y sea
K C L una extension de cuerpos. Entonces tenemos que Hy (i) = Hyg, (1) para
todo © € Z.

Teorema 1.5.19 [23, Thm. 1.5.25]. Sea I C S un ideal homogéneo. Si depth(S/I) >
0, y Hy es la funcion de Hilbert de S/I, entonces Hy(i) < Hr(i+ 1) parai > 0.

Demostracion. Si K es infinito, por la proposicién 1.2.6, existe h € S; que es un
no divisor de cero en S/I. El homomorfismo de K-espacios vectoriales

(S/1); = (S/1)is1, 2+ hz

es inyectivo, por lo que H; (i) = dimg(S/1); < dimg(S/1)i1 = H(i + 1).

Si K es finito, consideramos la clausura algebraica K de K. Denotamos S =
Sog K = Klry,...,2,] e I =1S. Entonces (S/I)®x K = S/I, asf que por el lema
1.5.18 tenemos que H;(i) = Hj(i). Aplicando el caso previo a H;(i) obtenemos el
resultado. O

Lema 1.5.20 [23, Lem. 1.5.26]. Sea I C S un ideal homogéneo. Se tiene lo siguiente:
(a) Si S; = I; para algin i, entonces S, = I; para todo | > 1.

(b) Sidim(S/I) > 2, entonces dimg(S/I); > 0 para todo i > 0.
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18 Capitulo 1. Preliminares

Demostracién.

(a) Es suficiente probarlo para el caso [ = i+ 1. Puesto que I;;; C S;.1, basta con
ver que S;y1 C I;11. Sea % € S;1; un monomio no nulo. Entonces existe un j
tal que z; | . En consecuencia, z® € 51.5; = S11; C I;41.

(b) Sidimg(S/I); = 0 para algun 4, entonces S; = I;. En consecuencia, H;(j) = 0
para todo j > 4, por lo que su polinomio de Hilbert seria constante igual
a 0. Esto es una contradiccion porque el grado del polinomio de Hilbert es
dim(S/I)—1>1.

]

Teorema 1.5.21 ([6, Thm. 2.9], [23, Thm. 1.5.27]). Sea I C S un ideal homogéneo
con depth(S/I) > 0. Se da lo siguiente.

(a) Si dim(S/I) > 2, entonces Hr(i) < H;(i + 1) para i > 0.
(b) Sidim(S/I) =1, entonces existe un entero r y una constante c tal que:

1=H;0) < H/(l)<---<Hi(r—1) < Hf(i) = c para i > r.

Demostracion. Como en la demostracién del teorema 1.5.19, podemos usar el lema
1.5.18 y suponer que K es infinito. Por la proposicion 1.2.6 existe h € S; que es un
no divisor de cero en S/I. De la sucesién exacta

0 — (S/I)[-1] 2 S/T — S/(I,h) — 0,

deducimos que H(i+1) = H;(i) + Hy (14 1) (por 1.5.3), donde M = S/(I, h). Sea
r > 0 el primer entero tal que H;(r) = H;(r +1). Por la igualdad anterior, tenemos
que Hy(r+1) =0, luego M,1 = (0) (el médulo 0) y S,1 = (I, h),41. Por el lema
1.5.20, My = (0) para k > r + 1. Luego hemos visto que en el primer momento en
que se de la igualdad H(r) = H;(r + 1), la funcién de Hilbert debe ser constante.

Para el caso (a), vemos que no puede darse nunca H;(r) = Hy(r + 1), porque en-
tonces la funcion de Hilbert seria constante para valores suficientemente grandes, por
lo que el polinomio de Hilbert serfa de grado 0 (ver teorema 1.5.5), en contradiccién
con que dim(S/I) > 2.

Para el caso (b), como dim(S/I) = 1, la funcién de Hilbert debe ser constante para
valores suficientemente grandes porque el polinomio de Hilbert es de grado 0. En
consecuencia, la funcién de Hilbert de S/ es constante para k > r y estrictamente
creciente para 0 < k <r — 1. ]

Lema 1.5.22 [6, Lem. 2.10]. Sean I C J C S ideales homogéneos de la misma
altura. Se tiene lo siguiente:

(1) Si Iy J son no mezclados, entonces I = J si y solo si deg(S/I) = deg(S/J).
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(2) Si I C J, entonces deg(S/I) > deg(S/J).

El siguiente resultado se conoce habitualmente como aditividad del grado, y lo
vamos a utilizar frecuentemente, tanto en la forma siguiente como en la de la con-
secuencia que vamos a ver.

Proposicién 1.5.23 [16, Lem. 5.3.11]. Sea I C S un ideal homogéneo y sea I =
g1 NN g su descomposicion primaria irredundante. Entonces

deg(S/T)= 3 deg(S/q.).

ht(q:)=ht(I)

Lema 1.5.24 [14, Lem. 3.3|. Sea I C S un ideal homogéneo radical no mezclado. Si
F={f1,...,f-} esun conjunto de polinomios homogéneos de S\{0}, (I : (F')) # I,
y A es el conjunto de los primos asociados de S/I que contienen a F, entonces

ht(l) = ht(I,F), A#£0 y

deg(S/(I,F)) =) _ deg(S/p).

peA

Demostracién. Puesto que I # (I : (F)), existe un g € S\ I tal que g(F) C 1.
Por tanto, el ideal (F') estd contenido en el conjunto de divisores de cero de S/I.
Por el teorema 1.2.3, y teniendo en cuenta que I es no mezclado, obtenemos que
(F) esté contenido en un primo asociado p de S/I de altura ht(/). En consecuencia,
I C (I,F) C p, por lo que ht(I) = ht(I, F). Asi que el conjunto de los primos
asociados de (I, F') de altura igual a ht(I) es no vacio e igual a .A. Entonces tenemos
una descomposicién primaria irredundante

(I7F):qlﬂ"'ﬂqrﬂq,r—&-lﬂ"'ﬂq:f? (151)

donde \/q; = p;, A = {p1,...,p.}, y ht(q}) > ht(I) para ¢ > r. Podemos suponer
que los primos asociados de S/I son pq, ..., P, con r < m. Puesto que I es radical,
tenemos que [ = N",p;. Ahora probamos la siguiente igualdad:

PLN- NPy =q NN Ny N NG NPyt N N Py (1.5.2)

La inclusion “D” es clara porque ¢; C p; para ¢ = 1,...,r. La otra inclusién se
obtiene teniendo en cuenta que el lado derecho de la ecuacién (1.5.2) es igual a
(I, F)Npry1 NN Py, v, por tanto, contiene a I = N, p;. Observamos que \/@ =
p} & pi para todo 4, j, y p; ¢ p; para i # j. Si ahora localizamos la ecuacién (1.5.2)
en el ideal primo p; para i = 1,...,r, obtenemos que p; = I,, NS = (q;),, N S = ¢,
para i = 1,...,r. Usando la ecuacion (1.5.1) y la aditividad del grado (proposicién
1.5.23) se obtiene el resultado. [

Vemos que el calculo de la dimensién, grado, a-invariante o indice de regularidad
se puede reducir a calcular la serie de Hilbert de S/I. Para ello, podemos utilizar
sistemas de dlgebra computacional como [9] o [12]. A partir de una resolucién libre
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graduada se puede obtener la funciéon de Hilbert, y, en consecuencia, la serie de
Hilbert, mediante el calculo de una base de Grobner (usando el teorema de Schre-
yer, [8, Chapter 5, Thm. 3.3]). También existen métodos de célculo para obtener
directamente la serie de Hilbert (ver [16], [18]). Para algunos invariantes, como la
regularidad de Castelnuovo-Mumford o la profundidad, existen métodos de calculo
que no requieren pasar por la construccion de la resolucion o de la serie de Hilbert

(ver [3], [24]).

1.6. Huella de un ideal

En esta seccién vamos a revisar algunos resultados basicos y definiciones de bases
de Grobner y huella de un ideal. Las referencias principales que utilizaremos son [7]
y [10]. También incluimos resultados de [14] y [23].

Consideramos el anillo de polinomios S = Klz1,...,z,] sobre un cuerpo K,y
denotamos por M al conjunto de monomios en S. Vamos a denotar a los monomios
de M por x%, con a € Z%,.

Definicién 1.6.1. Un orden total < en M se llama orden monomial si
(a) 1 < % para todo z® € M,y
(b) siz® 28 € M, 2% < 2° implica %27 < 2%2" para todo 27 € M.
Ejemplo 1.6.2. Sea S = K|zy,...,x,] el anillo de polinomios sobre un cuerpo K.

(a) El orden lexicogrdfico con x, < -+ < z; se define por z* < z° si la primera
entrada no nula de izquierda a derecha de § — « es positiva.

(b) El orden lezicogrdfico inverso graduado con x,, < --- < x; se define por 2% < 2
sty ot o <> Bi,osiy ;=Y B vylaprimera entrada no nula de
derecha a izquierda de 8 — « es negativa.

Definicién 1.6.3. Sea < un orden monomial en S y sea (0) # I C S un ideal. Si f
es un polinomio no nulo en S, podemos escribir

f=ax™ + -+ a2,
con a; € K* para todo 7 y x* > -+ = x%".
e El monomio lider de f es x* y se denota por inL(f).
e El coeficiente lider de f es a; y se denota por le<(f).
e El término lider de f es a;x™ y se denota por lt-(f).

e El ideal inicial de I, denotado por inL(I), es el ideal monomial

in (1) = ({in<(f) | f € I}).
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Podemos escribir in(f), le(f), 1t(f) e in(I) omitiendo la mencién al orden monomial
=< si no hay confusién, aunque en general si explicitaremos el orden monomial.

Teorema 1.6.4 (Algoritmo de divisién, [7, Thm. 3, Chapter 2]). Sea < un orden
monomial en M, y sea F = (fi,...,fs) una s-upla ordenada de polinomios en
K[zq,...,x,]. Entonces cualquier f € K[z1,...,x,] se puede escribir como

f=afi+qfet+ - +aqfs+r,

donde ¢;,r € Klxy,...,2,), yr = 0 o r es combinacion lineal, con coeficientes
en K, de monomios, ninguno de los cuales es divisible por ninguno de los mono-
mios in<(f1),...,in<(fs). A r se le llama resto de la division. Ademds, si q;f; # 0,
entonces inL(f) = ing(q; f;).

Definicién 1.6.5. Un subconjunto G = {g1,...,g,} de I se llama una base de
Grobner de I si

in%(]) = (in-<(gl)a s 7in-<(gr))'

Observacién 1.6.6. Fijado un orden monomial, cualquier ideal distinto de (0)
admite una base de Grobner, y cualquier base de Grobner de un ideal I es un
sistema de generadores de I.

Definicién 1.6.7. Sea I C S un ideal.

e La huella de I (con respecto a un orden monomial < en M) es el conjunto

Ac(l) ={z" e M| 2" in (I)}.

e Los elemento de AL ([]) se llaman monomios estandar de I.

e Un polinomio f se llama estdndar si f # 0y f es una combinacién K-lineal
de monomios estandar.

Por el algoritmo de divisién 1.6.4, cualquier clase de equivalencia de S/I admite
un representante que es un polinomio estandar.

Proposicién 1.6.8. Sea I C S un ideal y < un orden monomial. El conjunto A~ (1)
forma una base (como K-espacio vectorial) de S/1I.

Proposicién 1.6.9 [7, Prop. 9, Chapter 9]. Sea I un ideal homogéneo y sea < un
ideal monomial sobre S. Entonces el ideal inicial in< (1) tiene la misma funcidn de
Hilbert que I.

Ambos resultados son consecuencia de dos resultados mas generales debidos a
Macaulay ([10, Thm. 15.3] y [10, Thm. 15.26], también se pueden ver en [24]) que
generalizan lo que hemos visto en esta seccién a S-mddulos finitamente generados.
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Ejemplo 1.6.10. Sea I = (23 — z,2y* — z,5°> — y) C Q|z,y] y consideramos el
orden monomial < lexicografico con y < x. Es sencillo comprobar que G = {z3 —
z,zy* — z,y> — y} es una base de Grobner de I para el orden <. Tenemos que
ing(z® —x) =23, ing(vy? — x) = 29?, y ins(y® — y) = y>. A partir de estos iniciales
podemos determinar AL (I). Para ello, vamos a representar un monomio x%y” por el
punto («a, 3) € N?, de manera que, representando los monomios que hemos obtenido,

obtenemos:

----  @®Monomios de AL ([I)

®Monomios iniciales de §

~

Vemos que AL (I) = {1, z, 22y, xy, 2%y, y*}. Por la proposicién 1.6.8, este conjun-
to forma una base como Q-espacio vectorial de Q[z,y|/I.

Lema 1.6.11 [23, Lem. 1.6.13]. Sea I C S un ideal generado por G = {g1,...,9:},
entonces

AL(I) C AL(inz(g1), .. .,in<(gr)),
con iqualdad si G es una base de Griobner.
Demostracién. Sea z* € A (I). Si z* ¢ A<(inx(¢1),--.,in<(g,)), entonces z* =

7 inL(g;) para algin ¢ y algin 27 € M. Asi que z® = ing(2g;), con z7g; € I, lo
que contradice que z* € A_(I). La tltima parte se deduce de la definicién de base

de Grobner. n
Lema 1.6.12 [14, Lem. 4.7]. Sea < un orden monomial, sea I C S un ideal,
sea F'= {f1,...,fr} un conjunto de polinomios de S de grado positivo, y sea
ing(F) = {in<(f1),...,in<(f)} el conjunto de monomios iniciales de F'. Si (in4([) :

(ing(F))) =in<(1), entonces (I : (F)) =1.

Demostracién. Sea g un polinomio de (I : (F))), es decir, gf; € [ parai =1,...,7.
Es suficiente ver que g € I. Sea ¢y, ..., gs una base de Grébner de I. Entonces, por
el algoritmo de divisién 1.6.4 podemos escribir g = >7_, h;g; + h, donde h = 0 o
h es una suma finita de monomios que no estan en in.(I) = (in<(g1),...,in<(gs)).
Habremos terminado si probamos que h = 0. Si h # 0, entonces hf; estd en I,
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asi que ing(hf;) = ing(h)ins(f;) estda en el ideal inL(/) para i = 1,...,r. En
consecuencia, in4(h) estd en (ing (/) : (in(F'))). Por hipdtesis, in<(h) esta en in (1),
una contradiccion. O

Lema 1.6.13 [23, Lem. 1.6.15]. Sea G = {q1,...,9-} una base de Grébner de I.

Si para algin i, la variable x; no divide a in<(g;) para todo j, entonces x; es un
elemento regular en S/I.

Demostraciéon. Supongamos que x; f € I. Por el algoritmo de divisiéon 1.6.4 pode-
mos escribir f = g+ h, donde g € [ y h es 0 o un polinomio estandar. Queremos
ver que entonces f € I, asi que es suficiente ver que h = 0. Si h # 0, enton-
ces x;ins(h) € inc(I). En consecuencia, por las hipdtesis sobre z;, obtenemos que
ins(h) € inx(I), una contradiccién. O

Este lema nos dice que si z; es un divisor de cero en S/I para todo i, entonces
cualquier variable z; debe aparecer en algiin monomio in-(g;) para algin j.

1.7. Ideal de anulacion de un conjunto finito de
puntos

En esta seccién vamos a estudiar algunas propiedades sobre los ideales de anu-
lacién de conjuntos finitos de puntos que vamos a necesitar mas adelante. Como
referencias, utilizamos principalmente [18] y [23].

Definicién 1.7.1. Sea K un cuerpo. Definimos el espacio proyectivo de dimension
n — 1 sobre K, denotado por P o P"~! si no hay confusién sobre K, como el
espacio cociente

(K" \{0})/ ~

donde dos puntos «,  en K™\ {0} son equivalentes bajo ~ si @ = ¢f para algin
¢ € K. Es habitual denotar la clase de equivalencia de « por [a].

Definicién 1.7.2. Sea X un subconjunto de P* 1.

e El ideal de anulacion de X, denotado por I(X), es el ideal homogéneo generado
por los polinomios homogéneos en S que se anulan en todos los puntos de X.

e Para un ideal homogéneo I C S definimos su conjunto de ceros relativo a X
como

Vx(I) ={[a] € X| f(a) = 0,Vf € I homogéneo}.

e Si f € 5 es homogéneo, el conjunto de ceros de f, denotado por Vx(f), es el
conjunto de todos los [a] € X tales que f(a) = 0.

Lema 1.7.3 [18, Cor. 6.3.19]. Sea [a] € P"! con a = (v, ..., o) y sea Ijy su
ideal de anulacion. Entonces se tiene que

Ia = ({osw; —aja; | 0 < i < j <n}).
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Observacién 1.7.4. En el lema anterior, debe ser o # 0 para algun k. En ese
caso, podemos expresar el ideal como

Q; . )
Ii) = ({x; — —x | i=1,...,n,0 #k}).
Qg

Corolario 1.7.5. Se tiene que Iy es un ideal primo, deg(S/lj) = 1 y ht(Ijy) =
n— 1.

Demostracion. Por la expresion que hemos visto en la observacién 1.7.4 vemos
que S/l = Klxi] (es un caso particular de 1.5.8). Asi que tenemos automatica-
mente que [}, es un ideal primo porque el cociente es un dominio de integridad,
deg(S/1j4)) = 1 por ser isomorfo a un anillo de polinomios, y ht(/jo)) = n—1 porque
la altura y la codimensién coinciden para un ideal primo en el anillo de polinomios
S por ser Cohen-Macaulay. m

Observacién 1.7.6. Si tenemos un subconjunto finito X C P*~!, entonces tenemos

=) Iy

[BlexX

En efecto, un polinomio estd en I(X) si y solo si se anula en todos sus puntos. Como
cada Iz es primo, la expresion anterior es, de hecho, la descomposicién primaria de

I(X).
Corolario 1.7.7. Si X C P"! es un conjunto finito, entonces deg(S/I1(X)) = |X].

Demostracion. Se deduce de la observacion 1.7.6 y la proposicién 1.5.23. O]

Si X es un subconjunto de P"~! es habitual denotar a la funcién de Hilbert de
S/1(X) por Hx.

Proposicién 1.7.8 [18, Thm. 6.3.23]. Si X C P" ! es un conjunto finito, entonces
1= Hx(0> < Hx(l) <0 K Hx(T — 1) < Hx(d) = |X|
para d > r = reg(S/1(X)).

Demostracién. Si vemos que S/I(X) es Cohen-Macaulay y dim(S/I(X)) =1, en-
tonces tendremos dim(S/1(X)) = depth(S/I(X)) = 1 > 0y el resultado se obtendria
a partir del teorema 1.5.21.

Sea [P] un punto de X, con P = (a1,...,qy) ¥y ap # 0 para algin k. Sea Ijp) el
ideal generado por los polinomios homogéneos de S que se anulan en [P]. Entonces
hemos visto en los resultados previos que Ijp) es un ideal primo de altura n — 1,

Ipp = ({oga; — oy | 1= 1,...,n,i # k}), ﬂ I,
[QleX
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y la tltima expresién es la descomposicién primaria de I(X). Puesto que Ijp tiene
altura n — 1 para cualquier [P] € X, obtenemos que la altura de I(X) esn —1, y la
dimensién de S/1(X) es 1. Por tanto, depth(S/1(X)) < 1. Para terminar, observamos
que m = (x1,...,2,) no es un primo asociado de I(X), es decir, depth(S/I1(X)) > 0
y S/I(X) es Cohen-Macaulay. O

Ejemplo 1.7.9. Sea K = F5, y consideramos los puntos [P| = [1: 1], [P2] = [2: 1],
[P5] = [3: 2] en Py. Entonces tenemos que Ijp) = (1 — x2), Ijp) = (1 — 222) y
Iip) = (221 — 3x2). Asf que si consideramos X = {[Py], [P,], [Ps]} C P, tenemos que

I(X) = ][pl] N I[pQ] N ][pg] = (21’? + IE%I‘Q - 2:1311,’% — :L‘g)

1.8. Cddigos tipo Reed-Muller

En esta seccion vamos a introducir las familias de cédigos tipo Reed-Muller pro-
yectivos y su conexién con los ideales de anulacion y funciones de Hilbert. Como
referencia, vamos a utilizar principalmente [20] y [23].

Definicién 1.8.1. Sea K = F, un cuerpo finito. Un cddigo lineal es un subespacio
vectorial de K™, m € N.

Sea K = F, un cuerpo finito y sea X = {[P\],...,[Pn]} # 0 un subconjunto de
P"~! con m = |X|. La mayoria de lo que vamos a decir a continuacién es vélido si K
es cualquier cuerpo, pero el caso interesante para teoria de cddigos es el de K finito.

Fijamos un grado d > 0. Para cada i existe un f; € Sy tal que f;(P;) # 0.
En efecto, supongamos que P; = (aq,...,a,). Entonces existe al menos un k en
{1,...,n} tal que a # 0. Si elegimos fi(x1,...,z,) = z¢ se tiene que f; € Sy y
fi(P;) # 0. Tenemos una aplicacién K-lineal:

evy : = Klx T X f<P1) f(Pm)
a:58=Klxy,...,x5)a > K 7f'_>(f1(P1)"“’fm(Pm))'

Definicién 1.8.2. Con la notacién anterior:
e La aplicaciéon ev, se llama aplicacion de evaluacion.

e La imagen de Sy bajo evy, denotada por Cx(d), se llama cddigo tipo Reed-
Muller proyectivo de grado d sobre el conjunto X. También se llama cddigo de
evaluacion asociado a X.

El nicleo de la aplicacién de evaluacién evy es 1(X),. En consecuencia, hay un
isomorfismo de K-espacios vectoriales Sy/1(X); = Cx(d). Si X es un subconjunto de
P"~! es habitual denotar a la funcién de Hilbert de S/I(X) por Hx. Asi que Hx(d)
es igual a dimy Cx(d).

Definicién 1.8.3. Sea 0 # v € Cx(d).
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e El peso de Hamming de v, denotado por [[v||, es el numero de entradas no
nulas de v.

e La distancia minima de Cx(d), denotada por dx(d) o 6(Cx(d)), estéd definida
por

Ox(d) = min{|jv]| : 0 # v € Cx(d)}.

Definicién 1.8.4. Los pardmetros bdsicos del cédigo lineal Cx(d) son su longitud:
IX|; su dimension: dimg (Cx(d)); y su distancia minima: dx(d).

Observacion 1.8.5. La notacion habitual en teoria de cédigos, que no vamos a
seguir en esta parte por conveniencia para la parte de algebra conmutativa, es usar
n para la longitud, k para la dimensién y d para la distancia minima. En ese caso
se suelen escribir los pardmetros de esta manera: [n,k,d]. El significado de estos
parametros es que el cédigo que consideramos se puede utilizar para codificar pala-
bras de longitud k (vectores de K*) en palabras de longitud n (vectores de K™), de
manera que se pueden detectar d — 1 errores y corregir L%J con una redundancia
de n — k posiciones.

Lema 1.8.6 [20, Lem. 2.13]. Se tiene que:

(a) La aplicacion evy estd bien definida, es decir, la definicion no depende del
conjunto de representantes elegidos para los puntos de X.

(b) Los pardmetros bdsicos de Cx(d) son independientes de fi,..., fm.
Demostracién.

(a) SiPj,..., P! esotroconjunto de representantes, existen Ay, ..., A, € K* tales
que P/ = \iP;, 1 <4 < m. En consecuencia, f(F)/fi(P]) = f(P;)/ fi(P;) para
todo f € S;y1<i<m.

(b) Sean fi,..., f/, polinomios homogéneos de S de grado d tales que f/(F;) # 0
parat=1,...,m, y sea

evys8as K, g oo (1B S

fP) 7 f(Pa)
la aplicaciéon de evaluacién construida con fi,..., f/ . Entonces ker(evy) =

ker(ev)) y lleva(f)l| = |levy(f)| para todo f € S;. Se deduce que los pardme-
tros bésicos de evy(Sy) y ev/,(Sy) son los mismos.

]

La funcién de Hilbert y la distancia minima estan relacionadas mediante la cota
de Singleton (que, segtn la notacién habitual de teoria de cédigos, es d < n—k+1)
de la siguiente manera:

1 < 0x(d) < |X| — Hx(d) + 1.
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En particular, si d > reg(S/I(X)) > 1, entonces dx(d) = 1. En consecuencia, los
codigos de tipo Reed-Muller Cx(d) potencialmente buenos solo pueden ocurrir para
1 <d < reg(S/I(X)).

Lema 1.8.7 [20, Lem. 2.14]. Sea Y = {[a],[8]} un subconjunto de P"~' con dos
elementos. Se tiene lo siguiente:

(a) reg(S/I(¥)) = 1.
(b) Existe h € Sy, una forma de grado 1, tal que h(a) #0 y h(8) = 0.

(¢) Para cada d > 1, existe f € Sy, una forma de grado d, tal que f(a) # 0 y
f(B)=0.

(d) SiX es un subconjunto de P"~! con al menos dos elementos y d > 1, entonces
existe f € Sq tal que f ¢ I(X) y ({(X): f) # [(X).

Demostracién.

(a) Como Hy(0) =1y |Y| =2, por la proposicién 1.7.8 obtenemos que Hy(1) =
|Y| = 2. En consecuencia, S/I(Y) tiene regularidad igual a 1.

(b) Consideramos la aplicacién de evaluacién

evi: Sy —= K% f = (f(a)/fula), F(B)/ f2(B)).

Por la parte (a), dimg (Im(evy)) = dimg (S/1(Y)); = 2, por lo que esta aplica-
cién es sobre. Asi que (1,0) estd en la imagen de evy y se obtiene el resultado.

(c) Se deduce de la parte (b), tomando f = h.

(d) Por la parte (c), existen distintos [a], [5] en Xy f € Sy tales que f(a) # 0,
f(B) =0. Ast que f & I(X). Observamos que f(/3) = 0 siy solo si f € Ijg. En
consecuencia, por el teorema 1.2.3 (b) y la observacién 1.7.6, f es un divisor
de cero de S/I(X), es decir, (I(X) : f) # [(X).

m
Proposicién 1.8.8 [20, Prop. 2.15]. Eziste un entero rq > 0 tal que
IX| = x(0) > 0x(1) > --- > 0x(d) = 6x(ro) =1 para d > ry.

Demostracién. Supongamos que dx(d) > 1. Es suficiente ver que dx(d) > ox(d+1).
Elegimos g € S; tal que g ¢ I(X) y tal que

Vx(9)| = méx{[Vx(f)[ - eva(f) # 05 f € Sa}-

Entonces dx(d) = |X| — |[Vx(g)| > 2. En consecuencia, existen dos puntos distintos
[a], [5] en X tales que g(«) # 0y g(5) # 0. Por el lema 1.8.7, existe una forma lineal
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h € Sy tal que h(a) # 0y h(8) = 0. Asi que el polinomio hg no estd en I(X), tiene
grado d+ 1, y tiene al menos |Vx(g)| 4+ 1 ceros. Se deduce que dx(d) > dx(d+1). O

El entero 7y de la proposicién anterior (el menor posible) se llama regularidad
de la distancia minima de S/I(X). Por lo que hemos visto antes, en general se
tiene que ro < r = reg(S/I(X)). Calcular 7y es un problema dificil, mientras que
calcular la regularidad de S/I(X) en algunos casos particulares (por ejemplo, si X
estd parametrizado por monomios) se puede hacer de manera efectiva.

La siguiente proposicion resume las relaciones que conocemos entre los cédigos de
tipo Reed-Muller proyectivos y la teoria de funciones de Hilbert.

Proposicién 1.8.9 [20, Prop. 2.16]. Se tiene lo siguiente:
(a) Hx(d) = dimg(Cx(d)) para d > 0.
(b) deg(5/1(X)) = [X].
(c) dx(d) =1 para d > reg(S/1(X)).
(d) S/I(X) es un anillo graduado Cohen-Macaulay de dimensidn 1.
(e) Cx(d) # (0) para d > 1.
Demostracién.

(a) El nicleo de la aplicacién de evaluacion evy es I(X)y, por lo que tenemos
un isomorfismo de espacios vectoriales Sy3/1(X)y = Cx(d). En consecuencia,
Hx(d) es igual a dimg(Cx(d)).

(b) Se deduce del corolario 1.7.7.

(c) Para d > reg(S/1(X)), se tiene que Hx(d) = |X| por 1.7.8. Por la parte (a),
tenemos que Cx(d) es igual a K¥!. En consecuencia, dx(d) = 1.

(d) Lo hemos visto en la demostracién de 1.7.8.
(e) Se deduce de la proposicién 1.7.8.

O

Hasta ahora hemos estudiado lo que serian los parametros basicos del codigo, pero
hay mas parametros interesantes que se pueden estudiar en un cédigo para distintos
tipos de aplicaciones. En este sentido vamos a introducir los pesos de Hamming
generalizados (ver [29]). Estos parametros, desde el punto de vista préactico, tienen
como principal aplicacién la caracterizacion de la seguridad de un canal de tipo
“Wired-tap channel II”, ver [29].
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Definicién 1.8.10. Sea C' un cédigo de longitud m y dimensién k y sea 1 <r < k
un entero. Dado un subcédigo D de C' (es decir, D es un subespacio vectorial de C'),
el soporte x(D) de D es el conjunto de posiciones no nulas para algin elemento de
D, es decir,

x(D)={i|3a,...,an) € D,a; #0}.

El peso de Hamming generalizado r-ésimo de C, denotado por 6,.(C'), es el tamano
del menor soporte de un subcodigo de dimension r, es decir,

3,(C) = min{|x(D)| : D es un subcédigo de C' con dimg(D) =},
donde |x(D)| denota el cardinal de x (D).

Observaciéon 1.8.11. La distancia minima del cédigo es el primer peso de Hamming
generalizado, 6;(C).

Ejemplo 1.8.12. Sea C' = {(0,0,0,0),(0,0,0,1),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} € F3 un
codigo lineal, y sean D; = {(0,0,0,0), (0,0,0, 1)} Dy = {(0,0,0,0),(1,1,1,0)}, y
D3 = {(0,0,0,0),(1,1,1,1)} subcédigos de C. Entonces x(D;) = {4}, x(D2) =
{1,2,3}, y x(D3) = {1,2,3,4}. De aqui se deduciria que §(C) = 6,(C) = 1. Por otro
lado, el cédigo es de dimensién 2, luego d2(C') = 4 (porque estd el vector (1,1,1,1)).

La jerarquia de pesos del cddigo lineal C' es el conjunto de enteros {4,(C) | 1 <
r <k}

Teorema 1.8.13 [29, Thm. 1 (Monotonia)]. Para un cddigo lineal C' de longitud m
y dimension k > 0 tenemos

1 <6(0) < <0p(C) <m.

Demostracién. Que 0,_1(C) < 6,(C) es trivial. Solo hay que probar que se dan las
desigualdades estrictas. Sea D un subcédigo de C' con |x(D)| = §,(C) y dimg (D)
r.Seai € x(D)y D; ={z € D|x; =0}. Entonces dimg(D;) =7 —1y 6,_1(C)
(D] < (D) — 1= 6,(C) -

Corolario 1.8.14 [29, Cor. 1 (Cota de Singleton Generalizada)|. Para un cdédigo
lineal C' de longitud m y dimensién k tenemos que 6,(C) < m —k +r.

CTIA

Demostracién. Utilizando el teorema 1.8.13 tenemos dx(C) < m = m — k + k.
Razonando por induccion teniendo en cuenta la desigualdades estrictas de 1.8.13 se
obtiene el resultado. O

Observacion 1.8.15. Vemos que la desigualdad de 1.8.14 para r = 1 no es otra
cosa que la cota de Singleton d < m — k + 1.

Lema 1.8.16 [14, Lem. 2.1]. Sea D un subcddigo de C' de dimension r > 1. Si
Bis ..., By es base como K-espacio vectorial de D con f5; = (Bi1, ..., Bim) para i =
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1,...,r, entonces x(D) = U;_, x(8:) y el nimero de elementos de x(D) es el niumero
de columnas no nulas de la matriz:

5171 . ﬁlﬂ' ce ﬁl,m
ﬁ271 . ﬁQ,z’ R 52,m

67’,1 e ﬁr,i Tt Br,m
1.8.1. Cdbdigos cartesianos

En esta seccién vamos a introducir unos codigos tipo Reed-Muller particulares,
los codigos cartesianos, que se obtienen al considerar conjuntos de puntos obtenidos
mediante el producto cartesiano. Es interesante introducirlos porque podemos obte-
ner resultados adicionales para este tipo de cddigos, como veremos en los capitulos
siguientes. Como referencias, utilizamos [20] y [23].

Sea K = F, un cuerpo finito, sea A,, ..., A, una coleccién de subconjuntos de K,

y sea
X=[1xAyx - xA,)]

la imagen de 1 x Ay x -+ x A, \ {0} bajo la aplicacion K™\ {0} — P* 1 x — [z].
Cx(d) se llama el d-ésimo cddigo cartesiano anidado afin.

A continuacién vamos a introducir los codigos cartesianos anidados proyectivos,
que se definen de forma parecida a los anteriores. Sea K = [, un cuerpo finito, sea
Ay, ..., A, una coleccién de subconjuntos de K, y sea

X=[A x - x A

la imagen de A; X - - - x A,,\ {0} bajo la aplicaciéon K™\ {0} — P"~! z — [z]. Algunas
veces denotaremos por X* al producto cartesiano A; x --- x A, en el espacio afin.

Definicién 1.8.17. El conjunto & se llama un conjunto cartesiano anidado proyec-
tivo si

(a) {0,1} C A; parai=1,...,n,
(b) a/be Ajparal <i<j<n,a€A;,0#be Ay
(¢) dy <---<d,, donde d; = |A;| parai=1,...,n.

Si X' es un conjunto cartesiano anidado proyectivo, llamamos a C'x(d) cddigo carte-
siano anidado proyectivo.

Ejemplo 1.8.18. Sea K un cuerpo finito de caracteristica p. Si consideramos K; C
Ky, C --- C K, subcuerpos de K, entonces el conjunto

X=[KixKyx--x K, CcP"!

es un conjunto cartesiano anidado proyectivo. Este es uno de los ejemplos méas ha-
bituales de codigo cartesiano anidado proyectivo, y estudiaremos un caso particular
en todo detalle en el ejemplo 3.3.8.
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1.8.2. (Cdbdigos parametrizados

En esta seccion introducimos otro tipo particular de cédigos para los cuales tam-
bién obtendremos resultados adicionales. Como referencias, vamos a utilizar princi-
palmente [13], [25] y [26].

Definicién 1.8.19. Sea K* = K \ {0} el grupo multiplicativo de K. El toro pro-
yectivo sobre P"~!, denotado por T,_; (o T si no hay confusién), viene dado por

T ={[t1: - :t, ] €P":t; € K*}.

Esta nocién admite una generalizaciéon natural, que vamos a ver a continuacion.
Sea L = K[z, .., zs] un anillo de polinomios sobre el cuerpo K y sea z*', ..., 2% un
conjunto finito de monomios. Como es habitual, si a; = (1, . .., a;s) € N° entonces
denotamos

2% ="z parai = 1,...,n.

Consideramos el siguiente conjunto parametrizado por estos monomios
X o= {[m @ g e PP | 8 € KL

Llamamos a X un conjunto torico parametrizado por lo monomios z*, ..., z%".
Al cédigo de tipo Reed-Muller asociado Cx(d) se le llama un cddigo parametrizado
por monomios, o simplemente codigo parametrizado. En esta situacién tenemos que
X es un subgrupo del toro proyectivo T,,_;. Observamos que si consideramos los
monomios zi, ..., 2,, el conjunto X parametrizado por ellos es precisamente el toro
proyectivo T,,_1.

En esta situacién, obtener el ideal I(X) utilizando 1.7.6 puede ser muy pesado
(porque estamos evaluando en muchos puntos). El siguiente resultado nos permite
calcular este ideal de una forma alternativa cuando trabajamos sobre un cuerpo
finito, que es lo habitual.

Proposicién 1.8.20 [26, Cor. 1]. Sea B = Klxy,...,Zn,Y1,---,Ys, 2| un anillo
de polinomios sobre el cuerpo finito K = F,, y sean f1,..., fs monomios de R =
Kly1,...,ys]. St X es el conjunto tdrico parametrizado por esos monomios, entonces

I(X) = ({zi — fizbim U{y! —widin UL =1L n s

En particular, para el caso de X = T,,_; se conoce exactamente el ideal y algunos
de sus invariantes:

Proposicién 1.8.21 [25, Prop. 2.1]. Para el toro proyectivo T,y C P""! se tiene
que

(2) I(Toor) = ({af " — 27"}y,

(b> HSTn,l (t) _ (1—ta—1yn—1

T

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID MASTER EN MATEMATICAS
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(c) reg(S/1(Tw-1)) = (n —1)(q — 2) y deg(S/1(Tn-1)) = (¢ — 1)" .

También podemos encontrar facilmente una féormula para la dimensién a partir
del resultado anterior.

Corolario 1.8.22 [25, Cor. 2.2]. Si T,y C P"! es un toro proyectivo, entonces la
longitud del cédigo Cr, ,(d) es (¢ —1)""! y su dimensidn viene dada por

L)

dimy Cp.(d) = Z (—1) (n j— 1) (n -1 +nd_—1j(q - 1)).

Jj=0

Demostracién. Por la proposicién 1.8.21, la longitud de Cy, ,(d) es (¢ —1)" 'y
la serie de Hilbert de S/I(T,_1) viene dada por

. (-t
CT Ty

_ CZ_:(_W <” ; 1)#’@1)) (io (”;ii”)) .

I‘_[S']rnf1 (t) = i Han (d)

7=

Comparando los coeficientes de t¢, obtenemos

fn—1\/n—1+1
H d) = -1y )
= ¥ ("I
i+j(g—1)=d
En consecuencia, tomando ¢ = d — j(¢ — 1) obtenemos la expresién buscada para
dlmK C’]I‘n,1 (d) ]

Ejemplo 1.8.23. Consideramos K = Fj5, y consideramos T3. Por la proposiciéon
1.8.21 tenemos

I(Ts) = (25 — @y, @5 — 21, 24 — 27)

(L—t")3 7+ 3t5 4+ 6t7 4 10t° + 12¢° 4 12t* + 10t + 61> + 3t + 1
(1—1t)* 1—t
reg(S/1(T3)) =9, deg(S/1(T3)) = 64.

HST:; (t) =

El grado también se puede obtener sumando los coeficientes del polinomio del nume-
rador de HSt,(t) (después de simplificar (1 — ¢)). La longitud del correspondiente
codigo proyectivo es entonces 64 (el nimero de puntos, que es el grado del ideal), y
podemos usar 1.8.22 para calcular la dimensién del correspondiente coédigo proyec-
tivo para cada d:

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9
dimg Cr,(d) |4 10 20 32 44 54 60 63 64
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Capitulo 2

Funciones distancia minima y
huella de un ideal homogéneo

Sea S = K[x1,...,2,] = &5 el anillo de polinomios sobre un cuerpo K, con
un orden monomial <, y sea I un ideal homogéneo de S. En este capitulo vamos
a estudiar dos funciones asociadas a I: la funcion distancia minima d; y la funcién
huella fp;. Veremos en el capitulo 3 que la funcién distancia minima esta relacionada
con la distancia minima en teoria de cédigos (ver teorema 3.2.2). El interés de la
funcion huella reside en que es mas facil de calcular que la funcién distancia minima,
y en algunos casos es cota inferior o coincide con la funcién distancia minima. En este
capitulo estudiamos diversas propiedades de estas funciones, la aplicacion a cédigos

corresponde al siguiente capitulo. Como referencias, vamos a utilizar principalmente
[6], [14], [20], [22] y [23].

2.1. Funcion distancia minima

Vamos a comenzar estudiando la funcién distancia minima. Para ello, primero
definimos el conjunto Fy, que es el conjunto de todos los polinomios de grado d > 0
que son divisores de cero en S/I:

Fo=A{fe€Sal f&1,(I:[)#1},
donde (I: f)={h €S |hf €I} es el ideal cociente. Observamos que Fy = 0.

Observacién 2.1.1. El conjunto F; puede ser vacio para algunos valores de d. Si
todos los primos asociados de S/ estan generados minimalmente por polinomios de
grado al menos r > 2, entonces Fy = () para 1 < d < r (ver 1.2.3 (b)). Por otro
lado, si I es primo, entonces JF,; es vacio para d > 0.

Lema 2.1.2 [22, Lem. 3.7]. Sea I C S un ideal homogéneo radical no mezclado y
sea Ass(S/1) = {py,....pm}. Si f € Fy para algin d > 1, entonces

deg(S/(1 : f)) =) _ deg(S/py).

fépi
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Demostracién. Puesto que I es un ideal radical, tenemos que I = N, p;. A partir
de las siguientes igualdades

(L= f) = 02 (pi = f) = Oyapibis
y usando la aditividad del grado (1.5.23), se obtiene el resultado. ]

Definicién 2.1.3. La funcidn distancia minima de I, denotada por dy, es la funcion
07 : N — 7Z dada por

51(d) = deg(S/1) — méx{deg(S/(I, f)) | f € Fa} si Fa#0,
7] deg(S/1) si Fy = 0.

Lema 2.1.4 ([6, Lem. 3.1], [14, Lem. 4.1]). Sea I C S wun ideal homogéneo no
mezclado, sea < un orden monomial, y sea F un conjunto finito de polinomios
homogéneos de S tales que (I : (F')) # 1. Se da lo siguiente.

(a) ht(I) = ht(I, F).

(b) deg(S/(I, F)) < deg(S/I) si I es un ideal no mezclado y (F) ¢ 1.

(c) deg(S/I) = deg(S/(I : (F)))+ deg(S/(I, F)) si I también es radical.

(d) deg(S/(I,F)) < deg(S/(in<(I),in<(F))) < deg(S/1).
Demostracién.

(a) Vamos a ver que S/(I,F) y S/I tienen la misma dimensién. Puesto que
(I : (F)) # I, todos los elementos de F' son divisores de cero en S/I. Co-
mo [ es no mezclado, existe un primo asociado p de S/I tal que (F) C
p y dim(S/I) = dim(S/p). Puesto que I C (I,F) C p, obtenemos que
dim(S/(1, F)) = dim(S/I).

(b) La desigualdad se deduce de la parte (a) y el lema 1.5.22 (b).

(c) Sean py,...,pm los primos asociados de S/I. Como I es un ideal radical, se
tienen las descomposiciones

1= ﬂp y (I:(F))= ﬂ(pi L (F)).

Observamos que (p; : (F)) = Ssi F Cp;y (pi: (F)) =p;si F ¢ p;. En
consecuencia, usando la aditividad del grado de la proposicion 1.5.23 y el lema
1.5.24 obtenemos

deg(S/(1 : =) deg(S/p:) y deg(S/(1, F)) =Y deg(S/p:).

Fdp; FCp;

Por tanto, deg(S/I) = >\~ deg(S/p;) = deg(S/(I : (F'))) + deg(S/(L, F)).
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(d) Para simplificar la notacién vamos a denotar J = (I, F'), L = (in<(I),in<(F))
y F={fi,..., f-}. Por (a) tenemos que dim(S/J) = dim(S/I). Ademas, S/I
y S/in< (1) tienen la misma funcién de Hilbert, y también S/p y S/in<(p) (p
un ideal primo como en (a)), asi que tenemos

dim(S/in4 (1)) = dim(S/I) = dim(S/p) = dim(S/ in<(p)).
En consecuencia, tomando alturas en la inclusiones in<(/) C L C inc(p),

obtenemos ht(I) = ht(L).

Consideramos una base de Grébner G = {gi,...,¢9.} de I. Entonces J estd
generado por GU F', y por el lema 1.6.11 se tienen las inclusiones

AL(J) = AL, F) C Al(ink(g1), - - -, inx(g,), in<(F)) = Ax(in(]), in<(F))
= AL(L) C Ax(inz(g1), - .., in<(g-)) = A<(D).
Asi que tenemos que AL(J) C AL(L) € A<(I). Observamos que Hy(d) es

precisamente el nimero de monomios estandar de grado d. En consecuencia,
H;(d) < Hp(d) < H;(d) para d > 0. Si dim(S/I) = 0, entonces

deg(S/J) =Y H,(d) < deg(S/L) =Y Hy(d) < deg(S/I) =Y H;(d)

d>0 d>0 d>0

Supongamos ahora que dim(S/I) > 1. Por el teorema 1.5.5, H;, Hy, H; son
funciones polinomiales de grado igual a k = dim(S/I) — 1. Por tanto,

Hi(d)

?

k! lim Hjid) < k! lim HLid) < k! lim

d—ro0 d—ro0 d—ro0
es decir, deg(S/J) < deg(S/L) < deg(S/I).

]

El siguiente lema nos da una versién maés refinada de 2.1.4 (c) para el caso en el
que F' es un unico polinomio.

Lema 2.1.5 [22, Lem. 3.1]. Sea I C S un ideal homogéneo no mezclado. Si f € S\ 1
es homogéneo y (I : f) # I, entonces

deg(S/I) = deg(S/(I : f))+deg(S/(I, f)), en particular deg(S/(I, f)) < deg(S/I).

Demostracién. Utilizando que I es no mezclado, es facil ver que S/I, S/(I : f)
y S/(1, f) tienen la misma dimensién de Krull. En efecto, para S/(I, f) lo hemos
visto en el lema 2.1.4 (a). Para el otro caso, si [ = NI_,q; es una descomposicién
primaria de I, con p; = /q;, @ = 1,...,r, entonces (I : f) = Ni.pgq,(q: : f) es una
descomposicién primaria de (I : f). Como (I : f)# 1y fe€ S\I, (I: f) noesel
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total y la interseccién anterior es no vacia. Cualquiera de los (q; : f) que aparecen
son p;-primarios. Tomando un ¢ de los que aparecen en la intersecciéon se tiene

Ic(l:f)cCyp.

Tomando alturas obtenemos dim(S/1) = dim(S/(I : f)).
Por otro lado, tenemos la sucesion exacta

0 — (S/D)[—d] L S/T — S/(I,f) — 0.
Por tanto, por la aditividad de las funciones de Hilbert 1.5.3, tenemos
H](’L) :H([:f)(i—d)-f-H(]’f)(i) paraiZO. (2.1.1)

Si dim(S/I) = 0, entonces por la ecuacion 2.1.1 se tiene que

D Hi(i) =Y Hup(i)+ > Hupli).

i>0 i>0 i>0

En consecuencia, por la definiciéon de grado, se obtiene el resultado para este caso.
Si k = dim(S/I) =1y k > 1, por el teorema 1.5.5, H;(i), H ;) (i), ¥y Hr.p(7)
son funciones polinomiales de grado k (para i suficientemente grande). Entonces,
dividiendo la ecuacién 2.1.1 por i* y tomando limites cuando i tiende a infinito, se
obtiene el resultado. O

Observacién 2.1.6. Sea I C S un ideal homogéneo no mezclado de dimensién 1. Si
f € Sy, entonces (I : f) = I siysolosidim(S/(I, f)) = 0. En este caso deg(S/({, f))
puede ser mayor que deg(S/I). Por ejemplo, si consideramos el ideal I = (z1,x5) C
K[z, 12, 73], es no mezclado de dimensién 1, y deg(S/(I,24)) = d > deg(S/I) =1
sid>2.

A continuacién vemos una férmula alternativa para la funcién distancia minima
valida para ideales homogéneos no mezclados.

Teorema 2.1.7 [20, Thm. 4.4]. Sea I C S un ideal homogéneo no mezclado y
sea < un orden monomial en S. Si AL(I) es el conjunto de polinomios estandar
homogéneos de grado d y Sy ¢ I, entonces

07(d) = min{deg(S/(I : f)) | f € Sa\ I}
= min{deg(5/(I : f)) | f € Ac(I)g}.

Demostracion. La segunda igualdad es clara porque por el algoritmo de division
cualquier f € Sy \ I se puede escribir como f =g+ h,donde g€ I 'y he AL(I),y
(I:f)=(:h).SiFys=0,0d(d) =deg(S/I)y para cualquier f € S\ I, se tiene
que (I : f) = I. Asi que en ese caso se da la igualdad. Supongamos que Fy; # 0.
Sea f € F,;. Puesto que I es no mezclado, razonando como al principio del lema
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2.1.5, tenemos que S/I, S/(I: f), y S/(I, f) tienen la misma dimensién. Tenemos
las siguientes sucesiones exactas:

00— (I:f)/JIT — S/IT—S/(I:f)—0,

f
0— ((L:[f)/)[—d — (S/I)|[-d] — S/IT — S/(I,f) — 0.
Usando la aditividad de las funciones de Hilbert obtenemos

Hr.pyr(i) = Hr(i) — Hr.p)(2),

Hippyy(i — d) = Hy(i — d) — Hy (i) + H py(0), (2.1.2)

para ¢ > 0. Por definicién de §;(d) es suficiente con ver la siguiente igualdad

deg(S/(1 : f)) = deg(5/1) — deg(5/(1, f))- (2.1.3)

Si dim(S/I) = 0, entonces sumando en las ecuaciones de 2.1.2, teniendo en cuenta
que al sumar para todo ¢ > 0 el desplazamiento en —d no es relevante, se tiene que

D CHi(i) =Y Hp(i) =Y Hepi).

i>0 i>0 i>0

En consecuencia, por la definicién de grado, se da la igualdad de 2.1.3. Si k =
dim(S/1)—1, por el teorema de Hilbert-Serre 1.5.12, Hy, H; 5y, v H(r.5y son funciones
polinomiales de grado k. Entonces si dividimos las ecuaciones 2.1.2 por i¥ y tomamos
limites cuando 7 tiende a infinito, se obtiene la igualdad de 2.1.3 (de nuevo, en el
limite el desplazamiento en —d no es relevante).

[]

Observacion 2.1.8. Sea [ un ideal que no es primo, y sea p un primo asociado de
I. Entonces existe un f € Sy, d > 1, tal que (I : f) = p. Observamos que f € Fy.
Por el teorema 2.1.7 se tiene que d;(d) = 1.

A la funcién ¥(d,1) = min{deg(S/({ : f)) | f € Sa\ I} del teorema 2.1.7 la
llamaremos funcion de Vasconcelos mas adelante (en 2.4.13), y veremos un resultado
similar al del teorema 2.1.7 en un contexto mas general, pero para ideales radicales.

Teorema 2.1.9 [22, Thm. 3.6]. Sea I C S un ideal homogéneo no mezclado y sea
d > 1 un entero. Se da lo siguiente:

(a) 0;(d) > 1.

(b) Si dim(S/I) > 1 y Fa # 0 para d > 1, entonces 6;(d) > 6;(d+ 1) > 1 para
d>1.

Demostracion. Se demuestra un resultado mas general en 2.4.10. O
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Teorema 2.1.10 [20, Thm. 4.5]. Sea < un orden monomial y sea I C S un ideal no
mezclado de dimension > 1 tal que x; es un divisor de cero de S/I parai=1,...,n.
Se da lo siguiente:

lineales, entonces existe un entero ro > 1 tal que

0r(1) > 607(2) > -+ > d;1(rg) = d;(d) = 1 para d > ry.

Demostracién.

(a) Puesto que dim(S/I) > 1, existe 1 <[ < stal que af ¢ I,y (I : xf) # I

porque x¢ es un divisor de cero de S/I. Asi que z¢ € Fy.

(b) Puesto que cualquier monomio estandar de grado d es un divisor de cero, por
el lema 2.1.4 (d), obtenemos las desigualdades de (b).

(c) El conjunto Fy es no vacio para d > 1 por la parte (a). Por el teorema 2.1.9
(b) tenemos que d;(d) > §;(d+ 1) para d > 1.

(d) Por el lema 2.1.4, §;(d) > 1 para d > 1. Supongamos que 6;(d) > 1. Por la
parte (c) es suficiente ver que 07(d) > 6;(d+1). Elegimos un polinomio F' € Sy
tal que F ¢ I, (I : F) # 1y deg(S/(I,F)) = méx{deg(S/(L.f)) | f &1, f €
Sa, (I : f) # I}. Sean pq,...,p,, los primos asociados de I. Entonces, por el
lema 1.5.24, se tiene que

07(d) = deg(S/1) — deg(S/(I, F)) Zdeg S/pi) — > deg(S/p;) > 2

Fep;

En consecuencia, hay dos primos asociados p, # p; tales que I’ no estd en
pr U p, (al estar generados por formas lineales, deg(S/p;) = 1 por 1.5.8).
Elegimos una forma lineal h en p; \ p;, que existe porque I es no mezclado y
pr estd generado por formas lineales. Entonces hF' & I porque hE & p;, y hF
es un divisor de cero de S/I porque (I : F') # I. Puesto que F' & pr y hF € py,
por el lema 1.5.24 obtenemos

deg(S/(I,F)) =) deg(S/p;) < Y deg(S/p;) = deg(S/(I, hF)).

Fep; hFep;

Ast que 6;(d) > d;(d + 1).
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O

Es interesante estudiar bajo qué condiciones la funcién distancia minima decre-
ce estrictamente como en 2.1.10 (d). En este sentido tenemos los dos resultados
siguientes.

Corolario 2.1.11 [20, Cor. 4.6]. Sea I C S un ideal monomial Cohen-Macaulay
libre de cuadrados. Entonces existe un entero ro > 0 tal que

0r(1) > 67(2) > -+ > 6;(rg) = 07(d) =1 para d > ro.

Demostracion. Si [ es primo, entonces I estd generado por un subconjunto de
{z1,...,2,}, deg(S/I) = 1 (por 1.5.8), y F4 = () para todo d. Asi que podemos
suponer que I tiene al menos dos primos asociados. Cualquier ideal Cohen-Macaulay
es no mezclado por el teorema 1.3.13 (aplicado al ideal cero de S/I). Entonces el
grado de S/I es el nimero de primos asociados de S/I. Por tanto, podemos suponer
que todas las variables son divisores de cero en S/I y el resultado se deduce del
teorema 2.1.10 (d). O

El siguiente resultado generaliza 2.1.10 (d), ya que no pedimos que las variables
x;, i =1,...,n sean divisores de cero en S/I.

Teorema 2.1.12 [22, Thm. 3.8]. Sea I C S un ideal homogéneo radical no mezclado.
Si todos los primos asociados de S/1 estan generados por formas lineales, entonces
existe un entero ro > 1 tal que

0r(1) > 6;(2) > -+ > 07(r9) = 6;7(d) =1 para d > ry.

Demostracién. Sean pq,...,p,, los primos asociados de /. Como p; estd generado
por formas lineales, entonces deg(S/p;) = 1 para todo ¢ por 1.5.8. Si I es primo,
entonces I = p; (el tnico que hay) y F; = 0 para d > 1. Por tanto, d;(d) =
deg(S/p;) = 1 para d > 1, y podemos tomar 1y = 1. Podemos asumir ahora que
I tiene al menos dos primos asociados, es decir, m > 2. Como I C p;, existe una
forma de grado 1 en p; \ I. En consecuencia, como I es un ideal radical, tenemos
que h? € py \ I. Asi que F; # () para d > 1. Por el teorema 2.1.9 (b), se tiene
que d7(d) > d;(d+ 1) > 1 para d > 1. Por tanto, si suponemos que d;(d) > 1, es
suficiente con ver que 07(d) > 6;(d + 1). Por el teorema 2.1.7, existe f € F; tal que
dr(d) = deg(S/(I : f)). Entonces, por el lema 2.1.2; se tiene

07(d) = deg(S/(I: f)) = deg(S/p;) > 2.
fép;

Asi que hay dos primos asociados p # p; tales que f no estd en p; U p;. Elegimos
una forma lineal h en p; \ p;. Entonces hf & I porque hf & p;, y hf es un divisor
de cero en S/I porque (I : f) # I. Puesto que f & pr vy hf € pg, se obtiene la
desigualdad estricta

il hf &piy S{pi| f & pi}.
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En consecuencia, por el lema 2.1.2, tenemos

deg(S/(I: f)) =) _deg(S/p:) > Y deg(S/p;) = deg(S/(I : hf)).

fEpi hf&pi

Asi que, por el teorema 2.1.7, tenemos que d;(d) > o7(d + 1). O

Definicién 2.1.13. El entero 7y del teorema anterior (y los resultados previos) se
llama indice de regularidad de 0, y se denota por reg(dy).

En el caso de que I sea el ideal de anulacion de un conjunto finito de puntos del
espacio proyectivo sobre un cuerpo finito, se tiene que reg(d;) < reg(S/I) (ver el
capitulo 3). Un problema interesante es, precisamente, ver para qué tipos de ideales
se cumple la relacién anterior. Por ejemplo, se sabe que se tiene esa relacién si

= I(G) es el ideal de aristas de un grafo G bipartito y Cohen-Macaulay. En este
contexto se tiene la siguiente conjetura.

Conjetura 2.1.14 [22, Conj. 4.2]. Sea I C S un ideal homogéneo radical no mezcla-
do. Si todos los primos asociados de I estdn generados por formas lineales, entonces
d7(d) = 1 para d > reg(S/1), es decir, reg(dr) < reg(S/1).

Esta conjetura ha sido probada para ideales de aristas asociados a grafos Cohen-
Macaulay en [22], pero sigue abierta en gran cantidad de casos, por ejemplo si I es
el ideal de aristas de un grafo bipartito no mezclado.

Vamos a introducir el siguiente invariante numérico que se utilizara para expresar
el indice de regularidad de la funcién distancia minima (proposicién 2.1.18).

Definicién 2.1.15. El v-nidmero de un ideal homogéneo I, denotado v([), viene
dado por

) {min{d >1| existe fe€ Sqgype€Ass(I)con (I:f)=p} silCm,
AV —=
0 si [ =m,

donde m = (xq,...,x,) es el ideal homogéneo maximal de S.

El v-nimero es finito para cualquier ideal homogéneo por la definicion de primo
asociado. Si p es un ideal primo y p # m, entonces v(p) = 1.

Sea I C m C S un ideal homogéneo y sean py,...,p,, sus primos asociados. Se
puede definir el v-nimero de I localmente en cada p; por

Vp,(I) =min{d >1|3f € Sycon (I : f) =p;}.

El v-ntmero de I es igual a min{vy, (), ..., v, (I)}. Vamos a dar una descripcién
alternativa del v-nimero utilizando los grados iniciales de algunos médulos. Esto
nos permitird calcular el v-nimero utilizando [12] (ver ejemplo 2.1.17). Para un
modulo graduado M # 0 denotamos por a(M) = min{deg(f) | f € M, f # 0}. Por
convencion, para M = 0 vamos a establecer a(0) = 0.
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Proposicién 2.1.16 [6, Prop. 4.2]. Sea I C S un ideal homogéneo no mezclado.
Entonces I C (I :p) para p € Ass(]),

v(I) = min{a((L : p)/1) [ p € Ass(1)},
ya((l:p)/I)=vy(I) para p € Ass(I).

Demostraciéon. Como paso preliminar de la demostracion vamos a establecer que
para un primo p € Ass(I) tenemos

(I:f)=psiysolosi fe(l:p)\I.

Si (I : f)=p, es claro que tenemos f € (I : p) y puesto que (I : f) # S, se deduce
que f & I. Reciprocamente, si f € (I : p)\I, entoncesp C (I : f). Seaq € Ass(I : f),
el cual es un conjunto no vacio puesto que f ¢ I. Puesto que Ass(I : f) C Ass(I)
e I es no mezclado, tenemos que ht(q) = ht(p) y p C (I : f) C q. Se deduce que
p={:f)=q

La inclusién estricta I C (I : p) se deduce de la equivalencia anterior, ya que por
la definicién de primo asociado, p = ann(f) para algin f € S/I, luego (I : f) = p,
que por la equivalencia anterior implica que f € (I : p) \ I.

Por otro lado, la equivalencia que hemos visto implica que a(({ : p)/I) = v,(I),
y prueba la igualdad

{f|(I:f)=pparaalginp € Ass(])} = U (I:p)\ I

peAss(I)

El resultado se obtiene considerando el menor grado de un elemento homogéneo en
los conjuntos anteriores. O

Ejemplo 2.1.17. Sea S = Q|xy, 23, 3, 4] un anillo de polinomios sobre K = Q y
sea I el ideal de S dado por

I = (230, 23, 2, voxs2l) N (2], 73, 23, vy w323) N (2], 25, 23) N (23, 25, 230).

Vamos a utilizar el siguiente procedimiento en [12] para calcular el v-nimero de
I

S=QQ[x1,x2,x3,x4]
I=intersect(ideal(x2°10,x379,x4"4,x2*x3*x4"3) ,ideal (x1°4,x374,x4"3,
x1*x3%x4°2) ,ideal (x174,x2°5,%x4"3) ,ideal (x1°3,x2°5,x3710))
p=associatedPrimes I

apply (apply (apply(p,x->quotient (I,x)),y->y/I),z-> flatten flatten degrees
mingens z)

Obtenemos que los primos asociados de I son p; = (x1, 29, x3), P2 = (71, X2, T4),
p3 = (1, 23,24) ¥ ps = (r2,3,24). Por la proposicién 2.1.16 (es lo que utiliza el
procedimiento), obtenemos que vy, (I) = 18 para i = 1,2, vy, (I) =15y v, (1) = 12,
luego v(I) = 12.
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Proposicién 2.1.18 [6, Prop. 4.6]. Sea I C m C S un ideal homogéneo no mezclado
cuyos primos asociados estdn generados por formas lineales. Entonces reg(dr) =

v(I).

Demostracién. Sean pq, ..., p,, los primos asociados de I. Podemos asumir que /
no es un ideal primo, ya que en ese caso tendriamos reg(é;) = v(I) = 1. Sidy = v(I),
existen f € Sy, y p; tales que (I : f) = p;. Entonces, por el teorema 2.1.7, se tiene
que d;(dy) = 1. Asi que reg(d;) < v(I).

Para ver la desigualdad contraria, escribimos dy = reg(d;). Entonces d;(dy) = 1.
Observamos que m% ¢ I, ya que si no Fy, = () y por la definicién d;(dy) es igual
a deg(S/I), una contradiccién porque I C m y por el lema 1.5.22 deg(S/I) > 1.
Entonces, por el teorema 2.1.7, hay un f € Sy, \ I tal que §;(dy) = deg(S/(I :
f)) = 1. Sea I = N",q; la descomposicién primaria minimal de I, donde g; es un
ideal p;-primario. Observamos que (q; : f) es un ideal primario si f & q; porque
S/(q; : f) estd inmerso en S/q;. En consecuencia, la descomposicién primaria de
(I : f)es Nygg(q; = f). Por tanto, por la aditividad del grado 1.5.23, tenemos que

(I : f) = (qr : f) para algin k tal que f & qx v deg(S/(qr : f)) = 1. Puesto
que S/py también tiene grado 1y (qx : f) C pg, por el lema 1.5.22; tenemos que

(I: f) = (qi: ) = pr, asi que v(I) < reg(3r). =

A continuacion vemos un lema que nos permite comparar la funciéon distancia
minima generalizada de ideales relacionados por la contencion.

Lema 2.1.19 [6, Lem. 4.17]. Si I,I' son ideales homogéneos no mezclados de la
misma altura y J es un ideal homogéneo tal que I' = (I : J), entonces Fy(I') C Fa(I)
y

deg(S/I') — é6p/(d) < deg(S/I) — d;(d).

Demostracién. Sea f € F4(I'). Entonces f & I' vy (I' : f) # I', y puesto que
tenemos las siguientes relaciones

el f)=(U:J): f)=U:(f1)=(U:f):J)

deducimos que (I : f) # I (si no el tdltimo ideal de la linea anterior seria [I’).
Observamos que I C I') asi que f ¢ I. La segunda afirmacién se deduce de la
desigualdad

deg(S/1') — 5(d) = méx{deg(S/(I', f)) | f € Full')}
< méx{deg(S/(1,9)) | g € FalD)} = deg(S/1) — 8:(d).

Esta desigualdad es consecuencia de que si f € F4(I'), entonces ht(I’, f) = ht(I’),
y puesto que f € F4(I) se tiene que ht(/, f) = ht(/) por el lema 2.1.4 (a). Luego

deg(S/(I', f)) < deg(S/ (I, f))- =

Presentamos ahora uno de los resultados principales de la seccion. La desigualdad
del teorema siguiente cuando I es el ideal de anulaciéon de un conjunto finito de
puntos proyectivos es la cota de Singleton.
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Teorema 2.1.20 [6, Thm. 4.19]. Sea I C S un ideal homogéneo no mezclado cuyos
primos asociados estin generados por formas lineales y tales que existe h € S
reqular en S/1. Si dim(S/I) =1, entonces

d7(d) < deg(S/I) — H;(d)+ 1 para todo d > 1.

Demostracién. Hacemos la demostracién por induccion en deg(S/1). Sideg(S/I) =
1, entonces I = p es un ideal primo generado por formas lineales, H;(d) = 1 para
todo d > 0 (ver 1.5.21) y F4(I) = ) para todo d > 1. Lo ultimo se deduce de que
para cualquier ideal primo p, (p : f) # p implica que f € p. Asi que el resultado
se verifica en este caso. Sea v = v([) el v-nimero de I. Por la proposicién 2.1.16,
v=oa((l:p)/I) para algin p € Ass(I). Sea I’ = (I : p). La sucesién exacta corta

0—1I'/T— S/I —S8/I' =0

junto con la propiedad de que I es no mezclado demuestran que dim(/’/I) = 1
y depth(l’/I) = 1. En consecuencia, Hy/(d) = 0 para d < a(({ : p)/I) = vy
Hpr(d) > 0 para d > a(( : p)/I) = v, asi que Hp(d) = Hi(d) para d < vy
H;(d) > Hp(d) para d > v. La tltima afirmacién nos da que deg(S/I) > deg(S/I).
Esto también se deduce del lema 1.5.22 (b).

Si d < v deducimos del lema 2.1.19, la hipétesis de induccién y Hp(d) = H/(d)
que

deg(S/I) — 61(d) > deg(S/1") — dr(d) > Hp(d) — 1 = Hi(d)s,

que es la desigualdad que buscabamos. Si d > v, sabemos que existe f € S, tal
que (I : f) =p, asi que (I : h¥"f) = p. En consecuencia, d;(d) = 1, y puesto que
deg(S/I) > H;(d) para cualquier d (ver 1.5.21), obtenemos el resultado. O

Sin embargo, la situacién para dim(S/I) > 2 es bastante diferente, como vemos
en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.21 [6, Prop. 4.21]. Sea I C S un ideal homogéneo no mezclado.
Si dim(S/I) > 2, entonces

01(d) > deg(S/I) — Hi(d) + 1 para algin d > 1.

Demostracién. Observamos que m = (z1,...,x,) no es un primo asociado de I,
es decir, depth(S/I) > 1 (porque es no mezclado de dimensién > 2). Supongamos
que Fy = 0 para algin d > 2. Como H;(0) = 1y d;(d) es igual a deg(S/I), por el
teorema 1.5.21, se tiene que H;(d) > 1y se da la igualdad. Supongamos ahora que
F; # () para d > 2. Para cada d > 2, elegimos f; € F, tal que

0r(d) = deg(S/1) — deg(S/(1, fa))-

Como Hj es estrictamente creciente por el teorema 1.5.21, usando el lema 2.1.4 (b),
obtenemos

deg(S/(1, fa)) < deg(S/I) < H(d) — 1
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para d > 0. En consecuencia, se da la desigualdad buscada para d > 0. O

Para calcular la funcion distancia minima, podemos utilizar el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.22 [22, Thm. 6.1]. Fijamos un orden monomial < en S. Si

A1) NSy = {z™,... x%} Z/F<,d={fzzi>\ﬂ“" f#0,Ne K, (I:f)#1},

entonces
01(d) = deg(5/1) — max{deg(S/(I, f)) | f € Fa}
= deg(S/1) — méx{deg(S/(I, f)) | f € Fxa}-

Demostracién. Sea f un elemento cualquiera de Fy, y sea G = {g1,...,9,} una
base de Grobner de I. Por el algoritmo de divisiéon 1.6.4, podemos escribir f = g+h,
donde g =>"7_, a;g; € I y h es un polinomio homogéneo estandar de S/I de grado
d. Vemos que (I : f) = (I : h), asi que h € F<4 Como ademds se tiene que
(I, f) = (I, h), se obtiene el resultado. ]

Observacién 2.1.23. Vemos que Fy # () si y solo si Fzq # 0. Si K = F, es un
cuerpo finito, entonces el niimero de polinomios estdndar de grado d es ¢' — 1, donde
[ es el nimero de monomios estandar de grado d. Por tanto, se puede calcular §;(d)
para valores pequenos de [ y q.

Se pueden obtener cotas superiores de d;(d) fijando un subconjunto ]-"’{’d de F. 4
y calculando

07(d) = deg(5/1) — méx{deg(S/(1, f)) | f € FL 4} = é:(d).

Es habitual usar el conjunto F%, ; = {f = >, hix® | f # 0, A € {0,1}, (] : f) # I}
o un subconjunto de él.

Encontrar cotas inferiores de d7(d) es més dificil. Para estimar d;(d) por debajo
se introduce la funcion huella de I en la seccion 2.2.

2.2. Funciéon huella

En esta seccién introducimos la funcién huella de un ideal I. Esta funcién numérica
se define de manera similar a la funcién distancia minima ¢y, pero utilizando un orden
monomial y el ideal inicial de I. El objetivo es ver que bajo ciertas condiciones la
funcion huella es una cota inferior de la funcién distancia minima. En consecuencia,
también es importante ver cuando la funcion huella es mayor que 1, ya que entonces
nos servird para acotar la distancia minima en el caso de cédigos (cuando I = I(X)
es el ideal de anulacién de un conjunto finito de puntos del espacio proyectivo).

Denotaremos por M_ 4 al conjunto de los divisores de cero de S/in< (/) de grado
d > 1 que estdn en A([):

Mg ={z"| 2% € As(D)g, (ing(]) : %) # ins(1)}.
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Definicién 2.2.1. La funcion huella de I, denotada por fp;, es la funcién fp; :
N, — Z dada por

fp, (d) = deg(S/I) — méx{deg(S/(inx(I),z%)) | 2% € M<a4} st M<q#0,
PR = deg(8/1) si Mg = 0.

Teorema 2.2.2 [23, Thm. 2.3.2]. Sea I un ideal homogéneo no mezclado y sea <
un orden monomial. Se tiene lo siguiente.

(a) 07(d) > fp;(d) y 6;(d) > 0 para d > 1.
(b) fp;(d) > 0 siin<(I) es no mezclado.

Demostraciéon. Lo demostramos con mayor generalidad en 2.4.10.
m
Si fp;(d) = 6;(d) para d > 1 (y un cierto orden monomial <), en ocasiones se dice
que I es un ideal Geil-Carvalho (para ese orden). El siguiente resultado nos da una
condicién para que I sea Geil-Carvalho.

Proposicién 2.2.3 [23, Prop. 2.3.3]. Si I es un ideal monomial no mezclado y <
es un orden monomial cualquiera, entonces 0;(d) = fp;(d) para d > 1.

Demostracion. Lo demostraremos con mayor generalidad en 2.4.12. O]

A continuacion vemos que en algunos casos se puede expresar la funcion huella en
términos del grado de ideales cociente.

Corolario 2.2.4 [22, Cor. 3.4]. Sea I un ideal homogéneo y sea < un orden mono-
mial. Siing(I) es un ideal no mezclado y M~ 4 # 0, entonces

fp;(d) = min{deg(S/(ins(I) : z%)) | 2* € Sg \ inx(I)}.

Demostracién. Sea x* € M 4. Por el lema 2.1.5 (b) se tiene la igualdad

deg(5/(in<(1) : x%)) = deg(5/ in< (1)) — deg(5/(in< (1), z%)).

En este caso deg(S/(ing(I) : %)) < deg(S/in<(I)). En consecuencia, observando
que deg(S/in< (1)) es igual a deg(S/I), obtenemos
fp;(d) = deg(S/I) — max{deg(S/(in< (1), z%)) | z“ € M- 4}
= min{deg(5/(in<(1) : z%)) | 2% € M4}
= min{deg(S/(in<(1) : %)) | % € Sy \ in<()}.
0

El siguiente resultado mejora ligeramente la cota inferior para la funciéon huella
obtenida en el teorema 2.2.2.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID MASTER EN MATEMATICAS



46 Capitulo 2. Funciones distancia minima y huella de un ideal homogéneo

Proposicién 2.2.5 [23, Prop. 2.3.6]. Sea I C S un ideal homogéneo no mezclado,
sea < un orden monomial en S, y sea d > 1 un entero. Entonces fp;(d) > 1 si
in.(I) es no mezclado.

Demostracién. Si M. ; = (), entonces fp;(d) = deg(S/I) > 1. Supongamos ahora
que M 4 # 0. Como in<(I) es no mezclado, por el corolario 2.2.4, fp;(d) > 1. Esto
también es consecuencia del resultado méas general 2.4.10. O

2.3. Férmulas para intersecciones completas

En esta seccion estudiamos la funcion huella, con respecto a un orden monomial
< que supondremos graduado, de ideales homogéneos de S = K[xy,...,x,] que
son intersecciéon completa. Para ideales homogéneos de dimensiéon > 1 (por ejemplo
los correspondientes a los codigos que hemos definido), cuyo ideal inicial sea una
interseccién completa, se obtiene una féormula para la funcién huella y una cota
inferior fina para la correspondiente funciéon distancia minima. Como referencia,
utilizamos principalmente [20], [22] y [23].

Comenzamos con la siguiente desigualdad entre niimeros enteros, que es algo te-
diosa de probar y por eso no incluimos la demostracién.

Proposicién 2.3.1 [20, Prop. 5.7]. Sean 1 <e; <---<e, y0<b; <e; — 1 para

1 =1,...,m enteros, y sea by otro entero. St by > 1, entonces
m k+1 m
[I(ei=0) = (Z(ei —b) = (k=1)=by— Y bi) €ht2 " Em
i=1 =1 i=k+2

para k=10,....,m—1, dondeek+2...em:1yzyikwbi:o sik=m—1.

Proposicién 2.3.2 [22, Prop. 5.1]. Sea I C S un ideal homogéneo y sea < un
orden monomial. Supongamos que in.(I) es una interseccion completa de altura r
generada por x*, ..., x% con d; = deg(x“) y d; > 1 para todo i. Se da lo siguiente.

(a) I es una interseccion completa y dim(S/I) =n —r.
(b) deg(S/I)=d;y---d, yreg(S/I) =3 _,(di—1).
(c¢) 1 <fp,(d) <o7(d) parad > 1.

Demostracién.

(a) Los anillos S/I y S/in<(I) tienen la misma dimensién. En consecuencia,
dim(S/I) = n — r. Como < es un orden graduado, existen fi,..., f, poli-
nomios homogéneos en I con in<(f;) = x® para i > 1. Puesto que

in<([) - (in<(f1)7 ce 7in<<f7">>7

los polinomios fi, ... forman una base de Grobner de I, y en particular
) Y T )

generan I. Asi que I es un ideal homogéneo de altura r generado por r poli-

nomios, es decir, I es una intersecciéon completa.
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(b)
()

Se deduce directamente de la parte (a) y el lema 1.5.17.

Usando la parte (a) y la proposicién 1.3.12 tenemos que I es un ideal no
mezclado Cohen-Macaulay. El resultado se deduce del teorema 2.2.2 y la pro-
posicién 2.2.5 (in4 (/) es una interseccién completa, luego por 1.3.12 también
es no mezclado).

]

Lema 2.3.3 [22, Lem. 5.2]. Sea I C S un ideal que es una interseccion completa
generado minimalmente por x®', ..., x% y sea x* = x{" - - - x un divisor de cero de
S/I que no estd en I. Se da lo siguiente.

(a)
(b)
()

()

x% y x% no tienen variables en comun para i # j.
a;

i, entonces (I 1 x%) = (I : z°).

Sixy’ es reqular en S/I y 2¢ = x%/x

Six; es un divisor de cero en S/I, entonces existe un inico o; = (i, ..., Qi)
tal que o j > 0, es decir, x; aparece en exactamente un . Si o; > «;; Y
x¢ = x%/x;, entonces (I : x%) = (I : z°).

Para cada i existe un % que divide a x* de manera que deg(z") < deg(z*)
y (I:2%) = (I:2°), donde 2° = 2 - .- 2P,

Demostracién.

(a)

Supongamos que z% y x% tienen alguna variable en comtun, con ¢ < 7,
y de manera que no haya ¢ < k < j tal que x* tenga una variable en
comin con x%. Denotamos m = mem(x®, x%), d = mecd(z*,2%). Enton-
cesm=0en S/(x*,... x%! m = x% (xz% /d), luego % no es regular en
7 ) ) )
S/(x*, ..., x%-1) una contradiccion.
Y ) )

La inclusién “D” es obvia. Para ver la otra inclusién, consideramos x° en

. aq s . s
(I : x%), es decir, 20z = x‘sxj’xc estd en I. En consecuencia, x°z¢ estd en [

porque z’ es regular en S/I. Luego z° estd en (I : z¢).

Si z; es un divisor de cero en S/I, entonces x; estd en algin primo asociado de
S/I. En consecuencia, por la parte (a), x; debe aparecer en un tunico z§ para
algin 7. Luego se tiene que a;; > 0. Afirmamos que ((z**) : %) = ((x*) :
x¢) para todo k. Si k # i, por la parte (a), z; es regular en S/(x“). En
consecuencia, como en la demostracién de la parte (b), obtenemos la igualdad
correspondiente. Ahora suponemos que k = 4. La inclusion “D” es obvia. Para
ver la otra inclusién, consideramos z° en ((z%) : 2%), es decir, 2°2¢ = V%
para algun z7. Puesto que a; > a;; > 0, x; debe dividir a 27. Entonces
podemos escribir #°z¢ = 2¥2%, donde 2 = 27 /z;. Asf que 2° estd en ((z) :
z°). Esto completa la prueba de la afirmacién anterior. En consecuencia se
tiene que

Qg

(1:x%) = ((z) 2%+ + ((x%) : %)

() i) 4+ 4 ((z%) 1 2%) = (I : x°).
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(d) Usando la parte (a) y sucesivamente aplicando las partes (b) y (c¢) a %, ob-
tenemos un monomio z° que divide a z® tal que se satisfacen las siguientes
condiciones: (1) todas las variables que aparecen en 2 son divisores de cero
en S/I, (2) si 2’ = 2]* - 2} y v; > 0, entonces «; ; > 7, donde 2% es el
tinico monomio, entre 2, .., x%  que contiene a x;, y (3) (I : 2%) = (I : 2P).
Sea 2% el producto de todos los x;j tales que x; aparece en . Claramente
2P divide a 2%, y deg(z®) > deg(z”) porque % no estd en I por hipétesis.

]
El siguiente resultado da apoyo a la conjetura 2.1.14.

Proposicién 2.3.4 [22, Prop. 5.3|. Sea I C S un ideal monomial de dimension
> 1 y que es una interseccion completa generada minimalmente por x®, ... x% . Si
d; = deg(z®) parai=1,...,r, se da lo siguiente.

(a) reg(S/1) =3 1 (di — 1),

(b) d;(d) =1 si d>reg(S/I),
(c) 0r(d) < (dgy1 — Ddgya---d. si d < reg(S/I), donde 0 < k <r—1yl son
enteros tales que d = Zle(di — 1) +lyl<l<dp—1

Demostracion.

(a) Se deduce directamente del lema 1.5.17.

(b) Por el lema 2.3.3 (a), los monomios % y 2% no tienen variables en comun para
i # j. Para cada i elegimos x;, en 2. Si [ es primo, entonces I = (z;,,...,;,),
reg(S/I) = 0, F4 = 0 y 0;(d) = 1 para d > 1. En consecuencia, podemos
suponer que I no es primo. Afirmamos que Fy; # () para d > 1. Como I no es
primo, existe un m tal que x;,, es un divisor de cero en S/I que no estd en /. Si
una variable x; no esta en £ para ningun ¢, entonces x; es un elemento regular
en S/I,y Fq # () porque xjmxf_l esta en Fy. Si cualquier variable x; esta en
x® para algin 7, entonces cualquier monomio de grado d es un divisor de cero
en S/I porque cualquier variable x; pertenece al menos a algin primo asociado
de S/I. Como dim(S/I) > 1, se tiene que m? ¢ I. Elegimos un monomio z* de
grado d que no esté en I. Entonces F,; # () porque 2 estéd en Fy. Esto completa
la demostracién de la afirmacién que hemos hecho. Escribimos z% = % [z,
parai=1,...,ry 2 =2 .- x°. Entonces se ve que ({ : 2°) = (zj,,...,2;,)
y deg(S/(I : ) = 1. Observamos que z¢ es un divisor de cero en S/I, ¢ & I
y deg(z¢) = reg(S/I) (apartado (a)). En consecuencia, por el teorema 2.1.7,
obtenemos que d;(d) = 1 para d = reg(S/I). En consecuencia, por el teorema
2.1.9 (b), deducimos que d;(d) = 1 para d > reg(S/1).

(c) Existe un monomio z* de grado [ que divide a z®+! porque [ es un entero
positivo menor o igual a dg; — 1. De nuevo escribimos % = 2% /xj,, 2° =

e xr® y oY = ™+t [z Entonces tenemos que

(1 :2f) = (xj,...,¢5,x7, %2 . x%).
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En consecuencia, por el lema 1.5.17, tenemos que deg(S/(I : x°)) = (dg41 —
[)dgio - - -d, porque (I : z°) es una interseccion completa. Puesto que deg(z°) =
d= Zle(di — 1)+ 1, z° no estd en I, y 2¢ es un divisor de cero en S/I, por
el teorema 2.1.7 obtenemos que deg(S/(I : x°)) > 6;(d), como se pedia.

]
A continuacién presentamos el resultado principal de esta seccidn.

Teorema 2.3.5 [22, Thm. 5.5]. Sea I C S un ideal monomial de dimension > 1 que
es una interseccion completa y que estd generado minimalmente por x*, ... x%  y
sea d > 1 un entero. Si d; = deg(x®) parai=1,...,r ydy <--- <d,, entonces

(dppr = Do+ -dy  sid <Y (di—1),

d1(d) = fp;(d) = o

1 sid>> (di—1),
=1

donde 0 < k < r —1 yl son los unicos enteros tales que d = Zle(di -1 +ly
1 <l<dps — 1.

Demostracion. Por 1.3.12, I es no mezclado. En consecuencia, por la proposicion
2.2.3, 0;(d) = fp;(d) para d > 1. En consecuencia, por la proposicién 2.3.4, es
suficiente con ver que

fp;(d) > (dky1 — 1)dpy2 - - - d, para d < reg(S/I).

Sea 2% un monomio de grado d tal que z* & I'y (I : %) # I. Por el lema 2.3.3
(d), para cada i existe un monomio z% que divide a %, con deg(z”) < deg(z%) y
(I:2%) = (I:2"), donde 2° = 2 - .. 2. Se puede escribir

& Yl Qi
" =z z,,

y xﬂi — ZL’fi’l . I.gi,n
para i = 1,...,r. Por el lema 2.3.3 (a), los monomios z® y 2% no tienen variables
en comtn para i # j. Como (I : 2%) es un ideal monomial, se deduce que

LooaN AN i 1—Bi1 i n—LBin T
(L:a%)=(I:2") = ({2} eyt ).
. ;1B i n—PB .
Por tanto, considerando ¢; = x;""' Bt STy Bim para ¢ = 1,...,r y observando
que g; y g; no tienen variables en comun para i # j, tenemos que gy, ..., g, forman
una sucesion regular, es decir, (I : %) es de nuevo una interseccién completa. Asi
que, por el lema 1.5.17, obtenemos

deg(S/(1 : %)) = H <Z(ai,j - 5i,j)> = H(deg(xo‘i) — deg(z")).

i=1 \j=1 i=1
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En consecuencia, tomando b; = deg(2%) para i = 1,...,r, obtenemos
deg(S/(I : %)) = [ [(di — by).
i=1
Luego, por el teorema 2.1.7, es suficiente con ver la desigualdad

T

deg(S/(I - a)) = [ [(di = b;) = (g1 — sz - - .

=1

Observando que d = deg(z*) = S2F_ (d; — 1) + 1 > deg(z”) = S27_, by, se tiene que

k r
(dzm DI UEIEDY bi) disa - dr > (dgys — Dipsa -~ dy.
i=1 i=1

Deducimos que es suficiente con probar la desigualdad

ﬁ(dz‘ —bi) > (%(di —bi) =k - i bi) sz -+ dr,

i=1 =1 i=k+2
que se obtiene a partir de la proposicion 2.3.1 con by =1y m =r. O

Teorema 2.3.6 [22, Thm. 5.6]. Sea I C S un ideal homogéneo de dimension > 1
y sea < un orden monomial. Si in<(I) es una interseccion completa de altura r
generada por z®, ..., x%* con d; = deg(x®) y 1 < d; < d;j11 para i > 1, entonces
0r(d) > fp;(d) > 1 y la funcion huella en grado d > 1 viene dada por

(Aot — Ddpaz - dp si1<d <> (d— 1),

i=1

fp[(d) = r
1 sid>> (di—1),
=1

donde 0 < k < r —1 yl son los unicos enteros tales que d = Zle(di -1 +ly
1 <l<dps1 — 1

Demostracién. Por la proposicién 2.3.2 se tiene que 0;(d) > fp;(d) > 1. Puesto que
fp;(d) es igual a fp;, _(;)(d) para d > 1, la férmula para fp,(d) se deduce directamente
del teorema 2.3.5. O

Saber si en el teorema 2.3.6 se da la igualdad 0;(d) = fp;(d) para d > 1 es una
pregunta abierta (para algun orden). En el teorema 2.3.5 hemos visto un caso en el
que se obtiene la igualdad. En el capitulo 3 veremos algunas aplicaciones y ejemplos
de estos resultados para el caso de cédigos cartesianos.

La férmula del teorema 2.3.5 también es vélida en dimensién 0 parad < >, (d;—
1). Ahora, para d > Y _,(d; — 1), el conjunto F, es vacio porque (S/I)q = (0), asi
que por definicién tenemos que 6;(d) = deg(S/1).

La aplicacién més bésica es para intersecciones completas en P!.
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Corolario 2.3.7 [23, Cor. 2.5.10]. Si X es un subconjunto finito de P! e I(X) es
una interseccion completa, entonces

100(d) = fpy s (d) = IX|-d sil1<d<|X|-2,

TEONE = Preot@) = 4 sid>|X|— 1.

Demostracién. Sea f el generador de [(X). En este caso d; = deg(f) = |X] y
reg(S/1(X)) = |X| — 1. Por la proposicién 1.8.9 y el teorema 2.3.6 se tiene que

0x(d) = dr(x)(d) > fpyxy(d) = [X| —d para 1 < d < [X| -2,

y 0x(d) = 1 para d > |X| — 1 (la igualdad dx(d) = d7x)(d) la veremos con mayor
generalidad en el capitulo siguiente). Supongamos que 1 < d < |X]| — 2. Elegimos
[P1], ..., [P4] puntos en P'. Por el lema 1.7.3, el ideal de anulacién Ijp) de [P}]
es un ideal principal generado por una forma lineal h;. Observamos que Vi(h;), el
conjunto de ceros de h; en X, es igual a {[P;]}. Considerando h = hy - - - hy, obtenemos
un polinomio homogéneo de grado d con exactamente d ceros. En consecuencia,

ox(d) < IX| —d. O
Ejemplo 2.3.8. Consideramos el ideal [ = (zi — 2}, 25 — 2}, 2] —2}) C S =
K|zy,...,24], con K = F5. Se puede comprobar que in, (/) = (1, x5, z3) para el

orden < lexicografico inverso graduado con x; > x9 > x3 > x4. Por tanto, tenemos
que el inicial de I es una interseccion completa de altura 3. Asi que utilizando el
teorema 2.3.6 podemos obtener fp,(d). En esta situacién tenemos r = 3, dy = dy =
ds =4,y > (d; — 1) =9. Aplicando el teorema obtenemos:

d [1 2 3 4 5 6
fp,(d) [48 32 16 12 8 4

78 9
3 2 1

Con el siguiente procedimiento en [12] podemos comprobar el resultado usando
directamente la definicién de la funcién huella:

q=5

G=GF (q,Variable=>a)

S=G[x_1..x_4];

I=ideal(x_3"4-x_4"4,x_2"4-x_4"4,x_1"4-x_474)

M=coker gens gb I, degree M, regularity M

init=ideal(leadTerm gens gb I)

fp=(d) ->degree M -max apply(flatten entries basis(d,M),x-> if not
quotient(init,x)==init then degree ideal(init,x) else 0)
apply(1..regularity M, x->fp(x))

Podemos aprovechar este ejemplo sencillo para comentar cémo funciona el pro-
cedimiento anterior en Macaulay2, ya que los siguientes, que seran mas compli-
cados, se pueden entender con facilidad si se entiende este. En primer lugar, con
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G=GF (q,Variable=>a) definimos el cuerpo donde vamos a trabajar, con tamano ¢
(potencia de un primo) y raiz primitiva a. El anillo de polinomios y el ideal que
consideramos se define de la forma que aparece en el procedimiento. Posteriormente
definimos M=coker gens gb I, que no es otra cosa que S/I, ya que lo que hacemos
es calcular una base de Grébner de I, coger el conjunto de generadores {g1,..., g},
y calcular el conticleo del morfismo ¢ que va de S en S definido por p(e;) = g,
donde e; tiene todas las componentes nulas menos la i-ésima, que es 1. Obviamen-
te, Im(p) = I y coker(p) = S/Im(p) = S/I. Al poner degree M, regularity M
simplemente imprimimos en pantalla el grado y la regularidad de S/I.

Con init=ideal(leadTerm gens gb I) simplemente tomamos los generadores
de una base de Grobner de [ y consideramos el ideal generado por sus términos
iniciales, que es el inicial de I. A continuacién, al escribir fp=(d)->f(d) y después
de la flecha una funcién f(d) que dependa de d, lo que hacemos es definir una funcién
fp(d) que asigna a cada valor de d lo que aparece después de la flecha. En este caso,
lo que hacemos a la derecha es calcular la funcién huella segtin la definicién. Para
ello, usamos apply(lista,funcién), que devuelve la lista que se obtiene al aplicar
la funcién de la derecha a cada elemento de la lista que se da como argumento. Esta
funcién que aplicamos se puede definir con x->f (x) de manera analoga a lo que
ya hemos explicado. En este caso la lista que queremos usar son los monomios de
grado d de la huella del ideal, asi que consideramos una base de grado d de S/I
con basis(d,M), consideramos la lista de sus elementos con entries, y eliminamos
separadores innecesarios con flatten. La funcion que aplicamos sobre cada elemento
x de esta lista nos devuelve el grado del ideal in(I) 4+ si (in(f) : ) # I, y 0 en otro
caso, luego con considerar el maximo de la lista que se obtiene y restarlo del grado
de I se obtiene el valor de la funcién huella. Finalmente, utilizamos otro apply para
obtener la lista de valores de fp(d) para 1 < d <reg(S/I).

2.4. Generalizaciones

En esta secciéon vamos a generalizar la nocién de funcién distancia minima y
de funcion huella, de manera que, adelantando lo que vamos a ver en el capitulo
3, podremos tratar no solo la distancia minima de los cddigos tipo Reed-Muller
proyectivos, si no también los pesos generalizados de Hamming. La razén de no hacer
un tratamiento totalmente unificado directamente en el caso general es porque el
caso de la distancia minima ha recibido mas atencion y hay resultados adicionales
interesantes (ademds de que para generalizar algunos resultados es necesario hacer
hipdtesis adicionales). Como referencias, vamos a utilizar principalmente [6] y [14].

Sean d,r € N;. Definimos F;, como el conjunto

Far ={{f1,-- ., -} € Sql| fi,---, fr son linealmente independientes sobre K,
(I : (flv""fr)) 7é I}v

donde f = f+ I es la clase de f médulo 1.
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Observacion 2.4.1. F;; es el conjunto F; que hemos definido anteriormente.

Definicién 2.4.2. Sea I C S un ideal homogéneo. La funcion distancia minima
generalizada de I es la funcién o7 : N; x N, — Z dada por

5 (d 7") o deg(S/I) - méx{deg(S/(],F)) | F € ]:d,r} sl ]:d,r 7é @7
BT L deg(S/1) si Fy, = 0.

Observacion 2.4.3. Para r = 1 obtenemos la funcién distancia minima: é;(d, 1) =
d7(d). Ahora podemos observar también que para tratar la funcién distancia minima
habria sido suficiente obtener resultados sobre S/(I, f) con f € S, envez de S/(I, F)
para un conjunto de polinomios F', pero varios de los lemas y resultados que hemos
utilizado estan enunciados en el caso mas general de un conjunto de polinomios, ya
que de esta manera podemos utilizarlos directamente en esta nueva situacion.

A continuacién vamos a introducir un resultado que va a ser 1til a la hora de
realizar calculos. Para ello, primero tenemos que definir un nuevo conjunto. Sea < un
orden monomial, y sea F~ 4, el conjunto de todos los subconjuntos F' = {fi,..., f,}
de S, tales que (I : (F)) # I, f; es un polinomio estandar para todo i, fi,..., f, son
linealmente independientes sobre el cuerpo K, y inc(f1),...,in<(f,) son monomios
distintos. Sea F' = {fi,..., fr} un conjunto de polinomios estandar. Es facil ver
que fi,...,f, son linealmente independientes sobre K si inL(f}),...,ins(f.) son
monomios distintos.

Proposicién 2.4.4 [14, Prop. 4.8]. La funcién distancia minima generalizada de I
estd dada por

51,y — JAeB(S/D) —méx{deg(S/(1, ) | F € Faa} i Faar £0,
e deg(S/1) 5i Faap =10,

Demostracién. Sea F' = {fi,..., f,} en Fy,. Por el algoritmo de divisién 1.6.4,
cualquier f; se puede escribir como f; = p; + h;, donde p; esta en I; y h; es una com-
binacién K-lineal de monomios estandar de grado d. Sea H = {hy, ..., h,}. Observa-
mos que (I : (F)) = (I :(H)), (I,F)=(I,H), fi = h; parai=1,...,r. Por tanto,
H € Fy,, es decir, podemos asumir que fi, ..., f, son polinomios estandar. También
podemos asumir que lc(f;) = 1 (coeficiente lider). Fijando KF = K fy +--- + K f,,
afirmamos que existe un conjunto G' = {gi,...,g-} formado por polinomios ho-
mogéneos estandar de S/I de grado d tales que KF = KG, int(¢1),...,in<(g,)
son monomios distintos, y in(f;) > ins(g;) para todo i. Argumentamos por in-
duccion sobre r. El caso r = 1 es obvio. Supongamos que r > 1. Permutando
los polinomios f; si es necesario, podemos suponer que in<(f;) = -+ = ing(f,).
Si ing(f1) > ing(fa), se obtiene el resultado aplicando la hipétesis de induccién a
fo, oo, fre Siing(f1) = ing(fa), existe un k > 2 tal que ins(f;) = in(f;) para todo
i > kying(f1) > ing(f;) para i > k. Definimos h; = f1 — f; para i = 2,...k
y h; = fi parai = k+ 1,...,r. Observamos que inL(f;) = h; para i > 2 y que
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ha, ..., h, son polinomios estandar de grado d que son linealmente independientes
sobre K. En consecuencia, se obtiene la afirmacién aplicando la hipdtesis de induc-
ciéon a H = {hg,...,h,}. La expresion pedida para d;(d,r) se deduce directamente
del teorema 3.2.2. O

Observacion 2.4.5. El resultado anterior generaliza la proposicién 2.1.22 a esta
nueva situacién con la funcion distancia minima generalizada.

Definicién 2.4.6. Sea I un ideal homogéneo de S. La funcién hyp; : Ny x N, — N
dada por

méx{deg(S/(I,F)) | F € Fg.} si Fa, #0,
hypf(d’r):{o {deg(S/(I.F)) | F € Fu,} 2

se llama funcion hyp de I.

Observacion 2.4.7. Para r = 1, se suele denotar hyp;(d,1) = hyp;(d). Encon-
trar cotas superiores para hyp;(d, r) es equivalente a encontrar cotas inferiores para
0r(d,r). Esta funcién la utilizaremos tnicamente para simplificar la notacién en
algunas situaciones.

Al igual que con la funcién distancia minima, es interesante obtener cotas inferio-
res para d7(d, r), ya que calcular su valor es un problema dificil. Es por ello por lo que
también se introduce una generalizacion de la funcién huella. Para ello, primero defi-
nimos M 4, como el conjunto de todos los subconjuntos M de A (1) = A<(1)NSy
con r elementos distintos tales que (in<(/) : (M)) # in<({).

Definicién 2.4.8. La funcion huella generalizada de I es la funcion fp; : Ny x N, —
7, dada por

deg(S/I) — méx{deg(S/(inx(I),M)) | M € M~ 4,} si M=a, #0,
0

fp;(d,r) =
pi(d.) {deg(S/I) si Mg, =0.

Observacion 2.4.9. Para r = 1, obtenemos la funcién huella del ideal I: fp;(d, 1) =
fp;(d).

Sea I un ideal homogéneo, sea A, (I), el conjunto de los polinomios estdndar de
S/1I de grado d, y sea F~ ; el conjunto de todos los subconjuntos de AZ (1), con r
elementos. Recordamos que H;(d) es precisamente el niimero de monomios estandar
de grado d. Si K =TF; es un cuerpo finito, entonces

qHI(d) -1
. )

A% (Dl = "D — 1y |77, | = (

En consecuencia (recordar el teorema 2.4.4), calcular d;(d,r) es muy dificil porque
hay que determinar cuéles de los polinomios de F% , = estan en F_ 4., y después cal-
cular los grados correspondientes. Calcular fp;(d, ) es mucho més fécil porque solo
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necesitamos determinar el conjunto A([/)q, de todos los subconjuntos de A(1)y
con r elementos, y se tiene que

Al = ().

que es mucho menor que el tamano de .7-"2’ dr

Es habitual presentar la informacién de la funcién huella y de la funcién distancia
minima generalizada en forma de matriz. La matriz huella (fp;(d,r)) y la matriz de
pesos (6;(d,r)) de I son las matrices cuyas entradas (d,r) son fp,(d,r) y d;(d,r),
respectivamente.

El siguiente resultado muestra que las entradas de cualquier fila (respectivamente
columna) de la matriz de pesos de I forman una sucesién no decreciente (respec-
tivamente no creciente). También vemos que la funcién huella generalizada es cota
inferior de la funcién distancia minima generalizada, y cuando son ambas mayores
o iguales que 1.

Teorema 2.4.10 [6, Thm. 3.9]. Sea I C S un ideal homogéneo no mezclado, sea <
un orden monomial en S, y sean d > 1, r > 1 enteros. Se da lo siguiente.

(a) fp,;(d,r) < d;(d,r) para 1 <r < H;(d).

(b) d7(d,r) > 1.

(c) fpy(d,r) > 1 siing(I) es no mezclado.

(d) o7(d,r) < or(d,r+1).

(e) Si existe un h € Sy regular en S/I, entonces §;(d,r) > 6;(d+ 1,7) > 1.

Demostracién.

(a) Si Fyu, = 0, entonces d;(d,r) = deg(S/I) > fp,(d,r). Supongamos ahora que
Far # 0. Sea F cualquier conjunto en F- 4,. Por el lema 1.6.12, inL(F') estd
en M_ 4., v por el lema 2.1.4, deg(S/(1, F)) < deg(S/(in<({),in<(F))). En
consecuencia, por la proposicién 2.4.4 y el lema 2.1.4 (b), fp,(d,r) < é;(d, 7).

(b) Si Fu, = 0, entonces §;(d,r) = deg(S/I) > 1, y si Fa, # 0, entonces usando
el lema 2.1.4 (b) se deduce que §;(d,r) > 1.

(c) Si M~ 4, = 0, entonces fp,(d,r) = deg(S/I) > 1. Supongamos ahora que
M 4, es no vacio y elijamos M € M_ 4, tal que

fp;(d, r) = deg(S/1) — deg(S/(in<(1), M)).

Como in< (1) es no mezclado, por el lema 2.1.4 (b), fp;(d,r) > 1.
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(d)

Si Fy,+1 es vacio, entonces 07(d, r) < deg(S/I) = 6;(d,r+1). Podemos suponer
entonces que Fy,41 es no vacio y elegimos F' = {f1,..., fr41} en Fy,4; tal
que hyp;(d,r+1) = deg(S/(I, F')). Escribimos F' = {fi,..., f,} y observamos
que I € (I:(F)) C(I:(F')),asi que F' € Fy,. Por el lema 2.1.4, se tiene
que ht(I) = ht(I, F') = ht(I, F"). Tomando funciones de Hilbert en la sucesién
exacta corta

0— (I,F)/(I,F) — S/(I,F') — S/(I,F) — 0
se deduce que deg(S/(I, F")) > deg(S/(I, F)). En consecuencia,
hyp,(d, ) > deg(S/(I, F')) > deg(S/(I, F)) = hyp,(d,r + 1),
por lo que &;(d,r) < 6;(d,r + 1).

Por la parte (b), d;(d,r) > 1 para d > 1. Supongamos que F,, = (). Entonces
dr(d,r) = deg(S/I). Si el conjunto Fuyq, es vacio, se tiene que

51(d,r) = 81(d + 1,7) = deg(S/1).
Si el conjunto Fy11, es no vacio, entonces hay un F' € Fy1;, tal que

d1(d+1,r) = deg(S/I) — deg(S/(I, F)) < deg(S/I) = d;(d,r).

Asi que podemos suponer ahora que Fy, # 0. Elegimos F = {fi,..., f.} en
Far tal que
5I<d> T) = deg(S/I) - deg(S/(I, F))

Por hipétesis existe h € Sy tal que (I : h) = I. En consecuencia, el conjunto
hF = {hf;};_, es linealmente independiente sobre K, hF' C Syi1,y

IC(I:F)c(I:hF),

es decir, hF estd en Fy.q,. Observamos que existe p € Ass(S/I) que contiene
a (I, F) (ver lema 2.1.4 (a)). Por tanto, los ideales (I, F') y (I, hF) tienen la
misma altura, ya que un ideal primo p € Ass(S/I) contiene a (I, F') si y solo
si p contiene a (I, hF'). Tomando funciones de Hilbert en la sucesién exacta

0— (I,F)/(I, hF) — S/(I,hF) — S/(I,F) — 0
se deduce que deg(S/(I, hF)) > deg(S/(1, F)). Como consecuencia obtenemos

0r(d, ) = deg(S/1) — deg(S/(I, F')) = deg(5/I) — deg(5/(I, hF))
> deg(S/I) — méx{deg(S/(I,F")) | F' € Fas1,} = 0r(d+1,7).

]
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Ejemplo 2.4.11. Sea S = KJxy,...,x6] el anillo de polinomios sobre el cuerpo
finito K = F3 y sea I el ideal (x1x¢ — 2324, Toxs — x375). La regularidad y el grado
de S/I son 2 y 4, respectivamente, y Hy(1) = 6, H;(2) = 19. Vamos a utilizar el
siguiente procedimiento en [12] para obtener la matriz huella y algunos valores de
la funcién distancia minima generalizada:

q=3,8=27/3[x1,x2,x3,x4,x5,x6] ,I=ideal (x1*x6-x3*x4,x2*x6-x3*x5)

G=gb I

M=coker gens gb I, regularity M, degree M

init=ideal (leadTerm gens gb I)

apply(primaryDecomposition(I),dim)--Es no mezclado

er=(x)->if not quotient(init,x)==init then degree ideal(init,x) else O
fpr=(d,r)->degree M - max apply(apply(apply(subsets(flatten entries
basis(d,M),r),toSequence),ideal),er)

genmd=(d,r)->degree M - max apply(apply(subsets(apply(apply (apply(
toList(set(0..g-1)) “**x(hilbertFunction(d,M))-(set{0}) ~*x
(hilbertFunction(d,M)),tolList) ,x—>basis(d,M)*vector deepSplice x),
z->ideal (flatten entries z)),r),ideal),x->if #set flatten entries mingens
ideal(leadTerm gens x)==r and not quotient(I,x)==I then degree(I+x) else 0)
hilbertFunction(1,M),apply((1..6),x->fpr(1,x))

genmd(1,1)

L={x1,x2,x3,x4,x5,x6}

linearforms=(d,r)->degree M-max apply(apply(apply((subsets(apply(apply ((
subsets(L,d)) ,product) ,x->x%G) ,r)) ,toList),ideal) ,x->if #set flatten
entries mingens ideal(leadTerm gens x)==r and not quotient(I,x)==I then
degree (I+x) else 0)

apply(2..5,x->linearforms(1,x))

--Nos da una cota superior para genm. Junto con la cota inferior de fpr,
nos da el valor de genmd(1,2..5)

Sobre el procedimiento, para calcular la funcion huella se procede de manera simi-
lar a como hemos explicado en 2.3.8, utilizando subsets(lista,r) para obtener los
subconjuntos de tamano r de una lista. En cuanto a la funcién distancia minima ge-
neralizada, hay alguna complicacién adicional. Como lista primera se consideran to-
dos los elementos del producto cartesiano K* (menos el elemento con todas las com-
ponentes nulas), donde k es la dimensién de (S/1)4, dada por la funcién de Hilbert.
Esto se puede conseguir en este caso con toList (set(0..q-1)) “**(hilbertFuncti
on(d,M))-(set0) “**x(hilbertFunction(d,M)), ya que “*x* calcula precisamente
este producto cartesiano. Al multiplicar escalarmente cada vector de este producto
por el vector formado por los elementos de la base de (S/I)4 obtenemos todas las
posibles combinaciones lineales en K, luego obtenemos todo (S/I)4. Esto lo hace-
mos con x->basis(d,M)*vector deepSplice x. Posteriormente, tomamos subcon-
juntos de tamano r, y para cada uno de ellos se comprueba que sean linealmente
independientes en S/I, por ejemplo comprobando que los iniciales sean monomios
distintos con #set flatten entries mingens ideal(leadTerm gens x)==r,y se
comprueba que sean no divisores de 0 con el cociente, devolviendo entonces el grado
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del ideal suma, y 0 en caso de que no se de lo anterior. Calculando el maximo y
restando del grado se obtiene la funcién distancia minima generalizada. En la parte
final repetimos el cédlculo anterior utilizando unicamente monomios para dar una
cota superior.

En cuanto a los resultados, para la matriz huella obtenemos

1 34444
(fpf(d,r))z(1 1119 3 3>,d:1,2yr:1,...,7,

donde oo en este caso es 4 = deg(S/I) (—oo es lo que se obtiene con el proce-
dimiento al hacer el maximo de un conjunto vacio). Para d;(d,r), con el proce-
dimiento calculamos directamente d7(1,1) = 3, y para el resto de valores utiliza-
mos la cota inferior de la funcién huella 2.4.10 (a) y la cota superior obtenida con
el procedimiento considerando tnicamente monomios, de manera que obtenemos
(0r(1,1),...,07(1,5)) = (3,3,4,4,4).

Si para un cierto orden se tiene que fp;(d,r) = 0;(d,r) parad > 1y r > 1, a veces
se dice que [ es un ideal fuertemente Geil-Carvalho (para ese orden).

Proposicién 2.4.12 [6, Prop. 3.13]. Si I es un ideal monomial no mezclado y <
es cualquier orden monomial, entonces 6;(d,r) = fp;(d,r) para d > 1 yr > 1, es
decir, I es fuertemente Geil-Carvalho.

Demostracién. La desigualdad 6;(d,r) > fp,(d,r) se deduce del teorema 2.4.10
(a). Para ver la otra desigualdad observamos que M_ 4, C F< 4, porque se tiene
que I = in (7). También observamos que M~ 4, = () si y solo si F< 4, = ), como
se deduce del lema 1.6.12. En consecuencia, se tiene que fp;(d,r) > d;(d, ). O

Vamos a introducir otra funcién numérica que va a coincidir con la funcion dis-
tancia minima generalizada en algunas situaciones importantes.

Definicién 2.4.13. La funcion de Vasconcelos de I es la funcién 97 : Ny x N, — N
dada por

91(d,r) = min{deg(S/(I : (F)))| F € Fa,} si Fa,r #0,
T Ldestsyn) si Fap =0,

Teorema 2.4.14 [6, Thm. 3.5]. Sea I C S un ideal homogéneo no mezclado y
radical. Entonces

V(d,r) =07(d,r) parad>1y 1 <r < H(d).

Demostracién. Si F,, = 0, entonces d;(d,r) y ¥;(d,r) son iguales a deg(S/I).
Ahora supongamos que Fg, # (. Usando el lema 2.1.4 (c), obtenemos

Vr(d,r) = min{deg(S/(I : (F))) | F € Fu.}
= min{deg(S/I) — deg(S/(I,F)) | F € Fu,}
= deg(S/I) — méx{deg(S/(I,F)) | F € Fa,} = 6r(d, ).
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O

Para r = 1 vimos (teorema 2.1.7) que no hacia falta la hipdtesis de que I fuera
radical. Pero para r > 2 es esencial, como vemos en el siguiente ejemplo 2.4.15.

Ejemplo 2.4.15. Sea I el ideal (2%, 2129, 23) del anillo de polinomios S = K[z}, z2]
sobre un cuerpo K y sea F' = {1, x2}. I es primario y su tnico primo asociado es
(z1,x9). Entonces (I : (F)) = (I, F) = (z1,22) y

3 = deg(S/1) # deg(S/(I : (F)) + deg(S/(I, F)) = 2.

Proposicién 2.4.16 [6, Prop. 3.14]. Si I C S es un ideal homogéneo no mezclado
y dim(S/I) > 1, entonces

dr(d, Hy(d)) = deg(S/I) para d > 1.

Demostracién. Sea r = H;(d). Es suficiente con ver que F,, = (). Razonamos por
reduccién al absurdo. Supongamos que Fy, es no vacio y sea F' = {fi,..., f,} un
elemento de Fy,. Sean py, ..., P, los primos asociados de I. Como I C (I : (F)),
podemos elegir g € S tal que g(F) C Iy g ¢ I. Entonces (F') estd contenido en
U™ p;, ast que (F) C p; para algun i. Puesto que r = H;(d), se tiene que

Sd/]d:Kf1®®K?r:>Sd:Kfl+‘f‘KfT‘f‘]d

Luego Sy C p;, es decir, m? C p;, donde m = (21, ...,2,). En consecuencia, p; = m,
una contradiccién porque I es no mezclado y dim(S/1) > 1. ]

Ejemplo 2.4.17. Sea S = K|[x1,x2, 23] un anillo de polinomios sobre un cuerpo
K,y sean (fp;(d,r)) y (0;(d,r)) la matriz huella y la matriz de pesos del ideal I =
(23, z9w3). La regularidad y el grado de S/ son 3 y 6. Adaptando el procedimiento
del ejemplo 2.4.11 obtenemos:

3 5 6 00 o0 o
(fp;(d,r))=12 3 4 5 6 o
1 23 4 5 6

Si r > H(d), entonces M~ 4, = 0 y la entrada (d,r) de esta matriz es igual
a 6 (escribimos oo porque es lo que sale del procedimiento al hacer el maximo del
conjunto vacio). Por la proposicién 2.4.12, (fp;(d, r)) es igual a (d;(d,r)). Ademds, la
funcién de Hilbert vale 3,5, 6 para d = 1, 2, 3, respectivamente. Asi que comprobamos
que se cumple la proposicion 2.4.16.
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Capitulo 3

Pesos de Hamming generalizados
de los cédigos tipo Reed-Muller

En este capitulo veremos que la funcién distancia minima de un ideal homogéneo
en el anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo generaliza la distancia mini-
ma de los codigos de tipo Reed-Muller proyectivos sobre cuerpos finitos, en el senti-
do de que la funcién distancia minima coincide con la distancia minima del codigo
cuando I = I(X) es el ideal de anulacién de un conjunto finito de puntos del espacio
proyectivo. Esto lo haremos utilizando la distancia minima generalizada, que no solo
nos va a dar una formulacién algebraica de la distancia minima, si no que también
nos va a permitir obtener los pesos de Hamming generalizados de los codigos tipo
Reed-Muller. De esta manera, obtendremos los pesos de Hamming generalizados en
términos de los invariantes algebraicos y la estructura del ideal de anulacion corres-
pondiente al cédigo. Como referencias, vamos a utilizar principalmente [6], [14], [20]

y [23].

3.1. Calculo del niimero de ceros usando el grado

En esta seccion vamos a estudiar una férmula en términos del grado para calcular
el niimero de ceros comunes de un conjunto de polinomios en un conjunto finito de
puntos del espacio proyectivo sobre un cuerpo. Estos resultados se utilizaran para
las secciones posteriores.

El siguiente lema motiva la utilizacién de la condicién (I : (F')) # I para discri-
minar casos en muchos de los resultados que hemos visto.

Lema 3.1.1 [14, Lem. 3.1]. Sea X un subconjunto finito de P*~! sobre un cuerpo K.
Si F'={f1,..., fr} es un conjunto de polinomios homogéneos de S\ {0}, entonces
Vi(F) =0 siy solo si (I(X): (F)) =I(X).

Demostracion.

=) Razonamos por reduccién al absurdo, asi que suponemos que [(X) C
(I(X) : (F)). Elegimos un polinomio homogéneo ¢ tal que gf; € I(X) para
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todo i y g € I(X). Entonces, existe un [a] € X tal que g(«) # 0. Por tanto,
fi(a) = 0 para todo i, es decir, [a] € Vx(F'), una contradiccion.

<) Podemos escribir X = {[P1],..., [Pn]} v I(X) = N p;, donde p; es igual
a Iip), el ideal de anulacién de [P;]. De nuevo razonamos por reduccién al
absurdo y suponemos que Vi (F') # (. Elegimos [P;] € Vx(F'). Por simplicidad
de notacién vamos a suponer que ¢ = 1. Observamos que (p; : (F)) = (1). En

(ps = 160 = (1G9 = (F) = (Ypi: (F)) = (o : () © .

Por tanto, p; C (p; : (F)) C py para algin i > 2. Se deduce que p; = p;, una
contradiccion.

]

Lema 3.1.2 [14, Lem. 3.2]. Sea X un subconjunto finito de P*~' sobre un cuerpo
K, y sea I(X) C S su ideal de anulacion. Si F = {fi,..., f.} es un conjunto de
polinomios homogéneos de S\ {0}, entonces

5\ V()] = {deg(S/(I(X) A(F)) i (I(X) : (F)) # I(X),

deg(S/1(X)) si (1(X) : (F)) = I(X).
Demostracién. Sean [P ], ..., [P,] los puntos de X con m = |X|. Entonces sabemos
que I(X) = N, Ijp) es una descomposicién primaria de [(X) (ver observacién
1.7.6).

Supongamos que (/(X) : (F)) # I(X). Denotamos I = I(X) y p; = Ijp] para
i = 1,...,m. Observamos que (p; : fi) = (1) si y solo si f; € p; si y solo si
fi(P;) = 0. Entonces,

r

CEN=:={ O »|OV-NOL N w»]= [ »-

=1 f1(Pj)#0 fr(Pj)#0 [Pj1¢Va(F)

En consecuencia, por la aditividad del grado 1.5.23, tenemos que deg(S/(I : (F))))
es igual a |X '\ Vx(F)| (recordamos que deg(S/Ip;) = 1, ver corolario 1.7.5). Si
(I(X) : (F)) = I(X), entonces Vx(F) = ) por el lema 3.1.1. Por tanto, |Vx(F)| =0
y se obtiene el resultado ya que |X| = deg(S/1(X)). O

Lema 3.1.3 [14, Lem. 3.4]. Sea X un conjunto finito de P5~! sobre un cuerpo K, y
sea I(X) C S suideal de anulacion. Si F' = {fi,..., fr} es un conjunto de polinomios
homogéneos de S\ {0}, entonces el nimero de puntos de Vx(F') estd dado por

deg(S/(I(X), F)) i (I(X) = (F)) # I(X),

[Vi(F)| = {O si (I(X) : (F)) = I(X).

MASTER EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



3.2. Pesos de Hamming generalizados de los cédigos tipo Reed-Muller 63

Demostracién. Sean [P],...,[P,] los puntos de X con m = |X]|. Supongamos que
(I(X) : (F)) # I(X). Sea A el conjunto de los Ip,) que contienen a F. Observamos
que f; € Ijp) siysolosi f;(P;) = 0. Entonces, [P estd en Vx(F) siy solosi F' C Ijp).
Por tanto, [P] estda en Vx(F') si y solo si Ijp, estd en A. En consecuencia, por el
lema 1.5.24 tenemos

Ve(F)| = > deg(S/Iip)) = Y deg(S/Ijp)) = deg(S/(I(X),F)).

[PleVx(F) FcClIip,

Si suponemos (I(X) : F) = I(X), entonces por el lema 3.1.1 tenemos que Vx(f) =
Oy [Vx(f)l = 0. O

Proposicién 3.1.4 [14, Prop. 3.5]. Si X es un subconjunto finito de P*~', entonces

deg(S/1(X)) = deg(S/(I(X) : (F))) + deg(5/(I(X), F)).
Demostracién. Se deduce de los lemas 3.1.2 y 3.1.3. O

El resultado anterior también es una consecuencia directa del lema 2.1.4 (c), que
es mas general.

Corolario 3.1.5 [14, Cor. 4.2]. Sea X un subconjunto finito de P5~!, sea I(X) C S
su ideal de anulacion, y sea < un orden monomial. Si F' es un conjunto finito de
polinomios homogéneos de S y (I(X) : (F)) # I(X), entonces

[Vx(F)| = deg(S/(1(X), F)) < deg(5/(in<(I(X)), in<(F))) < deg(5/1(X)),

y deg(S/(1(X), F)) < deg(S/1(X)) si (F) & I(X).

Demostraciéon. Se deduce de los lemas 3.1.3 y 2.1.4. O]

3.2. Pesos de Hamming generalizados de los cédi-
gos tipo Reed-Muller

La funcién distancia minima de un ideal homogéneo tiene interés por si misma y
por eso la hemos estudiado desde un punto de vista mas general, y en el caso de
codigos, junto con la funcién huella que hemos introducido, nos permitiria tratar
la distancia minima con métodos algebraicos (ver [20]). Esto se puede generalizar,
utilizando la distancia minima generalizada, para obtener los pesos de Hamming
generalizados del codigo, que es lo que haremos en esta seccién. Como referencias,
vamos a utilizar principalmente [6] y [14].

Lema 3.2.1 [14, Cor. 4.2]. Sea X = {[Py],...,[Pn]} un subconjunto finito de P51,
y sea D un subespacio vectorial de Cx(d) de dimension r > 1. Se da lo siguiente.
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(a) Ewisten fi,..., f. elementos de Sq/1; linealmente independientes tales que D =
" KB, donde B; es (fi(P1),..., fi(Pn)), y el soporte x(D) de D es igual a
Uimx(B:)-

(b) Ix(D)| = X\ Vx(f1, ..., o).

(c) 6.(Cx(d)) = min{|X\ Vx(F)| : F = {fi}/_, C Sa, {fi}i_, linealmente inde-
pendientes sobre K} (0,.(C) es el peso de Hamming generalizado r-ésimo de

C).
Demostracion.

(a) Se deduce del lema 1.8.16 y utilizando el hecho de que la aplicacién de evalua-
cién evy induce un isomorfismo entre S;/1; y Cx(d).

(b) Consideramos la matriz A con filas (i, ..., .. Observamos que la i-ésima co-
lumna de A es no nula si y solo si [P;] estd en X\ Vx(f1,..., f-). Es suficiente
observar que el nimero de columnas no nulas de A es |x(D)| (ver lema 1.8.16).

(c) Se deduce de la parte (b), utilizando la definicién de peso de Hamming gene-
ralizado r-ésimo de Cx(d).

m
Ahora presentamos uno de los resultados principales de esta seccion.

Teorema 3.2.2 [14, Thm. 4.5]. Sea K un cuerpo, y sea X un subconjunto finito de
P51 Si [X| > 2 y 6x(d,r) es el peso de Hamming generalizado r-ésimo de Cx(d),
entonces

Ox(d,r) = rxy(d, r) = Vpxy(d,r) parad > 1 y 1 <r < Hyxy(d),
y ox(d,r) =1 para d > reg(S/1(X)).

Demostracién. La igualdad é;x)(d, ) = Yix)(d,r) se deduce de 2.4.14. Para la
otra, si Fu, = (), entonces utilizando los lemas 3.1.2, 3.1.3, y 3.2.1 obtenemos que
0x(d,r) v drexy(d,r) son iguales a deg(S/I(X)) = |X|. Supongamos que Fy, # 0
y sea I = I(X). Utilizando el lema 3.2.1 y la férmula para Vx(F') del lema 3.1.3,
obtenemos

(3.2.1)

Ox(d,r) "="min{|X\ Vx(F)|: F € Fy,}

CLYX| — max{deg(S/(I, F)) | F € Fu,}

= deg(S/I) — max{deg(S/(I,F)) | F € Fa,} = d;1(d,r).

Como Hy(d) = HP;(d) = deg(S/I) = |X]| para d > reg(S/I), utilizando la cota
de Singleton generalizada 1.8.14 para los pesos de Hamming generalizados y que la
sucesién de la jerarquia de pesos es estrictamente mondtona (ver 1.8.13), obtenemos
que dx(d,r) = r para d > reg(S/I). O
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Observacién 3.2.3. Sea X un conjunto finito de puntos proyectivos sobre un cuerpo
K. Se da lo siguiente.

(a) r <ox(d,r) < [X|parad>1y 1 <r < Hyx)(d). Esto se deduce del hecho de
que la jerarquia de pesos es una sucesion creciente (ver 1.8.13).

(b) Si d > reg(S/1(X)), entonces Cx(d) = KXl 'y 0x(d,r) = r para 1 <r < |X|.
(c) Por la proposicién 2.4.16 y el teorema 3.2.2, dx(d, Hx(d)) = |X].

(d) Sir> Hpx(d), entonces Fy, =0y drxy(d,r) = [X].

A continuacién presentamos otro de los resultados principales de la seccién.

Teorema 3.2.4 [14, Thm. 4.9]. Sea K un cuerpo, sea X un subconjunto finito de
Ps=! y sea < un orden monomial. Si |X| > 2 y dx(d,r) es el peso de Hamming
generalizado r-ésimo de Cx(d), entonces

oy (d,r) < 0x(d,7) para d > 1 y 1 <r < Hyx(d).
Demostracion. Se deduce del lema 1.6.12, del lema 2.1.4, del teorema 3.2.2, y de

la proposicién 2.4.4. También es consecuencia directa de 2.4.10 y 3.2.2. O]

En el siguiente resultado vemos que las columnas de la matriz de pesos (0x(d, r))
forman una sucesion decreciente.

Teorema 3.2.5 [6, Thm. 5.3]. Sea X un conjunto finito de puntos en P!, sea
I = I(X) su ideal de anulacion, y sea 1 < r < |X| un entero fijo. Entonces hay un
entero do > 1 tal que

01(1,2) > 6;(2,r) > -+ > 6;(do, ) = 67(d,r) = r para d > dj.

Demostracién. Sean [P], ..., [P,] los puntos de X. Por el teorema 3.2.2 existe un
subcddigo lineal D de Cx(d) de dimensién r tal que 07(d,r) = dx(d,r) = |x(D)].
Elegimos una base fi,...,03, de D como K-espacio vectorial. Cada f; se puede
escribir (suponiendo que la primera coordenada no nula de cada P; es 1) como

Bi = (ﬁi,l; cee aﬁi,k, cee 75i,m) = (fi(Pl)a SR >fi(Pk)a SR >fz'(Pm))

para algin f; € S;. Consideramos la matriz B cuyas filas son (8, ..., Gn:

f(P) - fi(Be) e fu(P)

B fz(fl) fQ(.Pk) f2(.Pm)

LP) o fR) - £(Pa)
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Como B tiene rango r, permutando columnas y aplicando operaciones elementales
por filas, la matriz B se puede llevar a la forma:

91(Q1) 91(Qr1) -+ 91(Qm)
B 92(Q2) 0 ¢2Qry1) - 92(Qm)
O .. ) E Y

9/(Qr) 9-(Qry1) -+ 9:(Qm)
donde ¢y, ..., g, son polinomios linealmente independientes sobre el cuerpo K médu-
lo I de grado d, )1, ...,Q,, son una permutacion de Py, ..., P,, las primeras r co-
lumnas de B’ forman una matriz diagonal tal que ¢;(Q;) # 0 parai =1,...,r, y los
ideales (f1,...,f-) v (g1,-..,9,) son iguales. Sea D’ el subespacio lineal generado

por las filas de B’. Las operaciones aplicadas a B no han modificado el tamano del
soporte de D (lema 1.8.16), es decir, |x(D)| = |x(D")|.

Observamos que 6,(Cx(d)) depende tinicamente de X, es decir, §,(Cx(d)) es inde-
pendiente de como ordenemos los puntos en X (se puede ver por el teorema 3.2.2).
Sea ev/; : Sy — K™ la aplicacion de evaluacién, f+— (f(Q1),..., f(Qm)), relativa a
los puntos [Q1], . .., [@wm]. Por el teorema 1.8.13, dx(d,r) > r.

Primero suponemos que dx(d,r) = r para algin d > 1 y r > 1. Entonces la
columna i-ésima de B’ es nula para 7 > r. Para cada 1 < i < r elegimos h; € S
tal que h;(Q;) # 0. Los polinomios hig,...,h,g. son linealmente independientes
médulo I porque (h;g;)(Q;) noes 0sii=jyes0sii#j. Laimagen de Khigy &
-+ ® Kh,gy, bajo la aplicacién ev);, ;, es un subcédigo D" de Cx(d+1) de dimensién
ry |x(D")| = r. Por tanto, dx(d + 1,7) < r, y entonces dx(d + 1,7) = r.

A continuacién suponemos que dx(d,r) > r. Entonces B’ tiene una columna no
nula (g1(Qk),--.,9-(Qr))" para algin k > r. Es suficiente probar que dx(d,r) >
dx(d+1,7). Por 1.8.7 (b), para cada 1 < i <r hay un h; € S tal que h;(Q;) #0y
hi(Qr) = 0. Sea B” la matriz:

h191(Q1) h191(Qr+1) hlgl(Qm)

B" h2gQ(Q2) 0 hQQQ(QH—l) hQQZ(Qm)

0 :
hrgT‘(Qr) hrgr(Qr-H) hrgr(Qm)

La imagen de Khyg; @ --- ® Kh,g,, bajo la aplicacién ev), |, es un subcédigo V
de Cx(d + 1) de dimension r porque el rango de B” es r, y puesto que la columna
k-ésima de B” es nula, obtenemos

0x(d,r) = [x(D)| = x(D)| > [x(V)| = 0x(d + 1,7).

En consecuencia, dx(d,r) > dx(d + 1,7). O

Con el teorema 3.2.5 podemos recuperar el siguiente resultado de [13].
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Corolario 3.2.6 ([6, Cor. 5.5], [13, Thm. 12]). Si X es un conjunto parametrizado
por monomios en un toro proyectivo y 1 < r < |X| es un entero fijo, entonces existe
un entero do > 1 tal que

0-(Cx(1)) > 0,(Cx(2)) > -+ > 6,(Cx(dy)) = 0,(Cx(d)) = r para d > dy.

Demostracion. Se deduce directamente de los teoremas 3.2.2 y 3.2.5. O]

3.3. Distancia minima de cédigos cartesianos

En esta seccién vamos a ver algunas aplicaciones de los resultados que hemos visto
hasta ahora para el caso particular de cédigos cartesianos. Como referencias, vamos
a utilizar principalmente [14], [20] y [23].

3.3.1. Distancia minima de codigos cartesianos proyectivos

En esta seccion vamos a presentar una conjetura interesante sobre la distancia
minima de los codigos cartesianos proyectivos, viendo casos en los que se cumple.
También vamos a dar algin contraejemplo, ya que se ha demostrado que no es cierta
en general. Como referencias, vamos a utilizar [5], [14], [20] y [23].

Vamos a utilizar las notaciones que hemos introducido en la seccion 1.8.1. Comen-
zamos presentando la conjetura que hemos mencionado.

Conjetura 3.3.1 ([5], [20, Conj. 6.2]). Sea Cy(d) el d-ésimo cédigo cartesiano
proyectivo anidado en el conjunto X = [A; X---x A,,] cond; = |A;| parai=1,...,n.
Entonces su distancia minima viene dada por

(drpz =1+ Dy ---dy  sid <D (di—1),
1 sid>) (di—1)+1,
=2

donde 0 < k < 5 — 2y [ son los tnicos enteros tales que d = S5 N (d; — 1) + 1 y
1< 1< dppy— 1.

En lo que sigue vamos a seguir denotando X = [A; X .-+ X A,] un conjunto
proyectivo cartesiano anidado y C'y(d) su correspondiente d-ésimo cédigo tipo Reed-
Muller proyectivo. A lo largo de esta seccién < es el orden lexicografico en S con
S S N
Proposicién 3.3.2 ([5], [20, Prop. 6.3]). El ideal inicial inL(1(X)) estd generado
por el conjunto de todos los monomios xix;lj conl<i<j<s,

deg(S/I(X)) =1+ Zdi coody, y reg(S/I(X)) =1+ Z(di —1).
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Carvalho, Lopez-Neumann, y Lépez [5] demostraron que la conjetura se puede
reducir a la siguiente.

Conjetura 3.3.3 ([5], [20, Conj. 6.4]). Si 0 # f € S; es un polinomio estdndar con
respecto a <, tal que ([(X): f) #I(X)y1<d<>" ,(d; — 1), entonces

Va ()] < deg(S/1(2)) — (dsa — 1+ Vo~
donde 0 < k < n—2y [ son enteros tales que d = Zf;l(di—l)+l v1<1<dyo—1.

Esta conjetura no es cierta en general, como vemos en el ejemplo 3.3.8. Sin em-
bargo, hay resultados similares al de la conjetura que son ciertos, como veremos en
el teorema 3.3.6.

A continuacién vamos a ver una férmula para el grado y la vamos a utilizar para
dar una cota superior para |Vy(f)]|.

Proposicién 3.3.4 [20, Prop. 5.3]|. Sea dy,...,d, una sucesion no decreciente de

enteros positivos con dy > 2 yn > 2, y sea L el ideal de S = K|x1,...,x,] generado
por el conjunto de todos los xix;lj tales que 1 < i < j < n. Sea z% =z --- x4 un
monomio estandar de S/L con respecto al orden monomial <. Si a, > 1, a; = 0
para i <r,yl <r<mn, entonces 0 < a; <d; —1 parat>ry

n

(
degS/L_Z(di_ai)“'(dn_an)_1 Sir:naanédm
=2
. deg S/L —1 sir=mn,a, >d, +1,
deg S/(L,z%) = 1
deg S/L—> (di — a;) -~ (dy, — a) sirt <n,a, <d,,
=2
\degS/L - (errl - ar+1> T (dn - an) str<m,a > d, + 1.

Teorema 3.3.5 [20, Thm. 6.5]. Sea < el orden lexicogrdfico en S con x; < --- <z,
y sea f # 0 un polinomio estindar con inL(f) = z%-- 2% y a, > 1. Entonces
0<a;<d;—1parat>ry

[Va ()] < deg(S/(in<(1(X)), in<(f)))

r+1

deg(S/I(X)) = (di = a;) - (dy — an)  sia, <d,,

=2

deg(S/1(X)) — (dpy1 — apyr) -+ (dy —an)  sia. >d.+1,

donde (d; —a;) -+ (dp, —ap)=1sii>sya; =0 parai <r.

Demostracién. Por la proposicién 3.3.2 el ideal inicial de I(X') estd generado por
el conjunto de todos los xix;lj tales que 1 <i < j < ny el grado de S/(in< (I (X))
es igual al grado de S/I(X). Como in<(f) es un monomio estandar, se deduce que
0 <a; <d;—1parai>r. Observamos que si f no es un divisor de cero de S/I(X),
entonces Vy(f) = 0. En consecuencia, la desigualdad se obtiene del corolario 3.1.5

y la igualdad se deduce de la proposicién 3.3.4. O]
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Teorema 3.3.6 [20, Thm. 6.6]. Sea < el orden lezicogrdfico en S con xy < -+ < @y,.
Si0# f €Sy es un polinomio estindar tal que 1 <d <> ,(d; — 1) y 1 divide a
inL(f), entonces

Vi ()| < deg(S/1(X)) = (dirz — L+ V)diys - - dn,

donde 0 < k < n—2 yl son enteros tales que d = Zf;l(di—l)—kl yl<Il<dp—1.

Demostracién. Por el lema 3.1.3 podemos suponer que (I(X) : f) # I(X). Sea
z* = inL(f) el monomio lider de f. Por la proposicién 3.3.2, podemos escribir

an

a __ a1
xt =axy e,

cona; > 1,0<a; <d;—1parai > 1. Por los lemas 3.1.3 y 3.1.5 es suficiente ver
que se da la siguiente desigualdad

deg(S/(inx(I1(X)), 2%)) < deg(S/I(X)) — (dyso — L+ Vdyrg - dn.  (3.3.1)

Si sustituimos I = > | a;— Zf;l(dl —1) en la ecuacién (3.3.1), y usamos la férmula
para el grado de S/(in4(I(X)),z*) dada en el teorema 3.3.5, solo tenemos que ver
que se dan las siguientes desigualdades para r = 1:

r41

Z(di —a;) - (dp —an) >

=2

k+2 n (3.3.2)
<Z<dz — ai) — (lf — 1) —a; — Z a@) dk+3 .. dn si (078 S dT,
i=2 i=k+3
I (di—a) >
. (3.3.3)

k+2 n

(Z(dl—az)—(k:—l)—al— Z ai> dk+3"'dn si (7% Zdr—f—l,

i=2 i=k+3

para 0 < k <n—2, donde (d; —a;) -+ (d, —a,) =1sii>nya; =0parai<r.
Si suponemos r = 1, las ecuaciones (3.3.2) y (3.3.3) son la misma. En consecuencia,

solo debemos probar la desigualdad

H(di —a;) > (Z(dz —a;)—(k—=1)—a — Z ai) diy3 - dn,

1=2 =2 i=k+3

para 0 < k < n — 2. Esta desigualdad se obtiene tomando m =n — 1, ¢; = d;,1,
bi =a;4y parat=1,...,m,y by = a; en la proposicién 2.3.1. [

Sea L, el K-espacio vectorial generado por todos los x® € S, tales que z; divide
a ¢ y sea Cy la imagen de L, bajo la aplicaciéon de evaluacién evy. Del siguiente
resultado se deduce que la distancia minima de Cy(d) propuesta en la conjetura
3.3.1 es de hecho la distancia minima de un cédigo de evaluacion lineal Cjy.
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Corolario 3.3.7 [20, Cor. 6.9]. Sea L4 el K-espacio vectorial generado por todos
los x* € Sy tales que xy divide a x*. Si1 <d <" ,(d; — 1), entonces

max{|Va(f)|: f & [(X), f € Ly} = deg(S/I(X)) — (djya — 1+ V)dpys-- - dp,
donde 0 < k <n —2 yl son enteros, d:Zfi;(di—1)+l, y1l<Il<dp—1.

Demostracién. Sea f € L, \ I(X). Sea < el orden lexicogréfico con z; < -+ <
z, y sea G la base de Grobner de [(X) dada en [5, Prop. 2.11], es decir, G =
{z; HajeAj (x; —ajz;) 1 < j, 1,5 = 1,...,n}. Por el algoritmo de divisién 1.6.4,
podemos escribir f = Y77 a;9; + g, donde g; € G para todo i y g es un polinomio
estandar de grado d. El polinomio g estd de nuevo en L4\ I(X). En efecto, si g & Ly,
hay al menos un monomio de g que no contiene a x;. Entonces, si ponemos z; = 0
en la dltima igualdad, obtenemos otra igualdad de la forma 0 = Z:lzl big; + h, donde
h es un polinomio estdandar no nulo de I(X), una contradiccién. En consecuencia,
por el teorema 3.3.6, se obtiene la desigualdad < porque |Vy(f)| = |Vx(g)|. Para ver
la igualdad, observamos que, de acuerdo a la demostracién de [5, Lem. 3.1}, existe
un polinomio f de grado d en L, \ I(X) cuyo ntimero de ceros en X es igual al lado
derecho de la igualdad pedida. O

Ejemplo 3.3.8 ([14, Ex. 6.1], [23, Ex. 3.5.8]). Sea K = F4, sea X el conjunto
cartesiano anidado proyectivo

X = [K; x Ky x K3] C P?

donde Ky = Ky = Fy, K3 = Fy, ysea I = I(X) el ideal de anulacién de X'. El ideal 1
esté generado por x1x3 — 13wy, 1175 — T T3, Tow3 — 373 (se puede ver con la expresion
que utilizamos en la demostraciéon de 3.3.7), reg(S/I) = 5, y deg(S/I) = 13 (por
3.3.2). Para calcular la funcién distancia minima generalizada y la funcién huella
generalizada (en este caso para r = 1) utilizamos la definicién de la funcién huella
y 2.4.4, de manera que podemos obtenerlas con el siguiente procedimiento en [12].

q=4

G=GF (q,Variable=>a)

S=G[x3,x2,x1,Monomial0rder=>Lex]

I=ideal (x1*x272-x1"2*x2,x1*x374-x1"4%x3,x2"4*x3-x2%x3"4)

M=coker gens gb I, degree M, regularity M

init=ideal(leadTerm gens gb I)

H=(d)->hilbertFunction(d,M), apply(l..regularity(M),H)

h=(d)->degree M - max apply(apply(apply(apply(toList (set(0,a,a"2,a"3)) "*x*
(hilbertFunction(d,M))-(set{0}) “** (hilbertFunction(d,M)),toList),x—>
basis(d,M)*vector deepSplice x),z->ideal(flatten entries z)), x-> if not
quotient(I,x)==I then degree ideal(I,x) else 0)

--h(d) es la funcion distancia minima en d

apply(1l..regularity(M)-1,h) -- Para d>3 lleva demasiado tiempo

f=(x)-> if not quotient(init,x)==init then degree ideal(init,x) else O
fp=(d) ->degree M -max apply(flatten entries basis(d,M),f)
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—--fp(d) es la funcion huella en d
apply(1l..regularity(M),fp)
f=x3*%(x373-x2"3-x1"3+x1"2*x2), degree ideal(I,f)

Para el orden lexicogréafico con ;1 < x9 < w3 los resultados que se obtienen son
los siguientes:

d 1 2 3 4 5
[X] 13 13 13 13 13
Ha(d) 3 6 9 12 13
Sx(d,1) 8 4 3 1 1
fpra(d1) | 8 4 3 1 1

En el procedimiento hemos puesto como comentario que calcular la funcién dis-
tancia minima para d = 4 lleva mucho tiempo. Pero en realidad para saber que
dx(d,1) = 1 para d > 4 nos basta con encontrar un polinomio f de grado 4
cuya evaluacion en los puntos de X nos de un vector de peso 1. El polinomio
[ = z3(xy — 23 — 23 + 23x5) se anula en todos los puntos de X'\ {[es]} v f(e3) = 1,
donde e3 = (0,0, 1), por lo que obtenemos dx(d, 1) = 1 para d > 4. Observamos que
en este ideal se tiene la igualdad dx(d, 1) = fp;x)(d, 1) para d > 1.

Por otro lado, este ejemplo contradice la conjetura 3.3.1, ya que los valores que
deberiamos obtener, siguiendo la notacion de la conjetura, serian los siguientes:

5

d
k
l

0~ Ol
N V)
W N =W
[NCRNULII Y AN

dx(d, 1)

Vemos que la conjetura 3.3.1 falla en grado d = 4 en este caso.

Ejemplo 3.3.9. Vamos a continuar con el ejemplo 3.3.8, calculando la matriz huella
(fpr(a)(d, 7)) y la matriz de pesos (0x(d, r)). Estas matrices son de dimensiones 5x 13
porque la regularidad y el grado de S/I(X) son 5 y 13, respectivamente. Con el
siguiente procedimiento en [12] podemos calcular directamente la matriz huella para
el orden lexicografico con 1 < x5 < x3.

q=4

G=GF (q,Variable=>a)

S=G[x3,x2,x1,Monomial0rder=>Lex]

I=ideal (x1*x2"2-x1"2*x2,x1*x374-x1"4%x3,x2"4*x3-x2%x3"4)

M=coker gens gb I, degree M, regularity M

init=ideal(leadTerm gens gb I)

er=(x)-> if not quotient(init,x)==init then degree ideal (init,x) else O
fpr=(d,r)->degree M - max apply(apply(apply(subsets(flatten entries
basis(d,M),r),toSequence),ideal),er)
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g=(r)->apply(sort toList(set(l..regularity(M))x**set{r}),fpr)
--g(r) es la r-esima columna de la matriz huella
apply(1..3,g)

La matriz que se obtiene es la siguiente:

8 12 13 00 00 00 00 00 00O OO 00 00 OO
4 7 8 11 12 13 o0 00 00 00 00 0O OO
(fpray(d,r))=13 4 6 7 8 10 11 12 13 oo o0 o0 o
1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 o©
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Si r > Hx(d), entonces M~ 4, = 0 y la entrada (d,r) de esta matriz es igual a
|X'| = 13, pero escribimos co para que concuerde con lo que se obtiene del procedi-
miento (que, al hacer el maximo en un conjunto vacio devuelve —oo, por lo que el pro-
cedimiento da como resultado deg(S/I)+ oo = 00). Por el teorema 3.2.4, obtenemos
(fpr(ay(d, 7)) < (dx(d,7)). Por el ejemplo 3.3.8 tenemos que fp;xy(d,1) = dx(d, 1)
para d > 1. También se da la igualdad fp;y)(d,2) = dx(d, 2) para d > 1. Esto lo po-
demos comprobar considerando las siguientes parejas de polinomios F? = {f, 4, fo.q}
de grado d: F' = {x1 — z9, 21 — 23}, F? = {(v1 — 22) (11 — 23), (x1 — @) 70}, F> =
{(w1—22) (21 =23)2, (w1—22)23} y F* = {(21—22) (21—23) 23, (21—22) (w2 —23) 2273}

Utilizando el siguiente procedimiento en [12] podemos calcular |Vy(F?)|, donde
Vy(F4) es la variedad en X definida por 4.

q=4

G=GF (q,Variable=>a)

S=G[x3,x2,x1,Monomial0Order=>Lex]

I=ideal (x172*x2-x1*x272,x1%x374-x1"4%x3,x2"4%x3-x2*x374)

fl=x1-x2, f2=x1-x3, quotient(I,ideal(f1,f2))==

degree (I+ideal(f1,£2))

f1=(x1-x2) *(x1-x3), f2=(x1-x2)*x2, quotient(I,ideal (f1,f2))==
degree (I+ideal(f1,£f2))

f1=(x1-x2)*(x1-x3)*x2, £2=(x1-x2)*x2°2, quotient(I,ideal (f1,f2))==
degree (I+ideal(f1,£f2))

f1=(x1-x2)*(x1-x3)*x272, f2=(x1-x2)*(x2-x3)*x2*x3, quotient (I,ideal(f1l,
£2))==

degree (I+ideal(f1,£2))

Los resultados que obtenemos son |Vy(F')| = deg(S/(I,F')) = 1, |Va(F?)| =
deg(S/(I, F?)) = 6, [Vie(F%)| = deg(S/(I, F*)) = 9 y [Va(F*)| = deg(S/(1, F*)) =
10. Por otro lado, hemos obtenido también que (I : F4) # [ parad = 1,...,4, asf
que restando a deg(S/I(X)) = 13 los valores anteriores, obtenemos cotas superiores
de dx(d,2) para d = 1,...,4. Pero estos valores coinciden con fp;y(d,2) para
d=1,...,4, asi que por el teorema 3.2.4 tenemos que pr(X)(d, 2) = 0x(d,2) para
d=1,...,4. Ademas, como para d > reg(S/I(X)) = 5 se tiene que dx(d,2) = 2
(ver 3.2.3), obtenemos que la igualdad se da parad = 1,...,reg(S/I(X)). De forma
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analoga a lo que hemos hecho en el caso de r = 2, se puede comprobar que en este
ejemplo fp;xy(d,r) es igual a dx(d,r) para todo d,r (ver [14, Ex. 6.3]), es decir, I
es fuertemente Geil-Carvalho.

Se pueden calcular algunos valores de la funcién distancia minima generalizada
directamente con el procedimiento que presentamos a continuacién (como los co-
rrespondientes a (d,r) = (1,2) y (d,r) = (1, 3)), pero la gran mayoria de los valores
requieren demasiado tiempo (y memoria) para ser calculados de esta manera.

q=4;

G=GF (q,Variable=>a);

S=G[x3,x2,x1,Monomial0Order=>Lex] ;

I=ideal (x1"2*x2-x1*%x2"2,x1*x374-x1"4*x3,x2"4*x3-x2*x3"4) ;

M=coker gens gb I;

init=ideal(leadTerm gens gb I);

genmd=(d,r)->degree M - max apply(apply(subsets(apply(apply(apply(toList(
set(0,a,a"2,a"3)) “**(hilbertFunction(d,M))-(set{0}) “**(hilbertFunction(d,
M)) ,tolList) ,x->basis(d,M)*vector deepSplice x),z->ideal(flatten entries z)
),r),ideal) ,x->if #set flatten entries mingens ideal(leadTerm gens x)==r
and not quotient(I,x)==I then degree(I+x) else 0)
apply(2..3,x->genmd(1,x))

3.3.2. Distancia minima de cédigos cartesianos afines

En esta seccion, como aplicacion de los teoremas 2.3.6 y 3.2.2, recuperamos la
formula para la distancia minima de un codigo cartesiano afin examinando el ideal
de anulacién correspondiente al codigo.

Corolario 3.3.10 [23, Cor. 3.3.1]. Sea K un cuerpo y sea Cx(d) el cédigo tipo Reed-
Muller projectivo de grado d en el conjunto finito X = [1 X Ay x -+ x A] C P51,
Sil<d; <di1 para i > 2, cond; = |A;|, yd > 1, entonces la distancia minima
de Cx(d) viene dada por

(drgz = Dy dy  sid < (di—1) =1,
ox(d) =
1 sid>> (di—1),

=2

donde k > 0 y | son los unicos enteros tales que d = Zf;l(dl - D+lyl<Ii<
vy — 1.

Demostracion. Sea > el orden lexicografico inverso graduado en S con z,, > -+ >
x9 = x1. Consideramos f; = HVeAi(:pi—'yxl) parai = 2,...,n.Setiene que fo,..., f
es una base de Grébner de I(X) cuyo ideal inicial estd generado por z42, ..., 2%

(ver [19, Prop. 2.5]). Por el teorema 3.2.2 se tiene la igualdad dx(d) = d7(x)(d) para
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d > 1. En consecuencia, la desigualdad “>” se deduce directamente del teorema
2.3.6. Supongamos que d < Y. ,(d; — 1). Para ver la otra desigualdad observamos
que hay un polinomio f € Sy que es producto de formas lineales tal que |V (f)], el
nimero de ceros de f en X, es igual a dy---d, — (dgro — l)dyy3-- - d, (ver [19, P.
15-16]). Como |X| es igual a dy - --d,, obtenemos que dx(d) es menor o igual que
(dyo — Ddgig -~ dp. O

Con técnicas similares a las que hemos usado en la seccion sobre cédigos carte-
sianos proyectivos se pueden obtener férmulas para algunos otros parametros. Por
ejemplo, mencionamos a continuacién algunos resultados interesantes sobre el se-
gundo peso de Hamming generalizado.

Teorema 3.3.11 [14, Thm. 9.3]. Sean A;, i =1,...,n—1, subconjuntos de Fy, y sea
X C P"! el conjunto cartesiano proyectivo dado por X = [A; x -+ x A,y x {1}].
Sid;i=1A;| parai=1,....n—1y2<d; <---<d, 1, entonces

(dgs1 — U+ 1)diqo---dp1 —dipgg---dpy stk <n—3,

ox(d,2) = (dpr1 = U+ D)dpso - dpy — 1 stk =mn—3,
AR PAE sik=mn—2,
2 sid> Y0 d; - 1),

donde 0 < k <n—2 yl son enteros tales que d = Zle(di—l)jtl yl1<l<dg—1.

Observacion 3.3.12. Vemos ejemplos de estos resultados en la siguiente seccion,
yva que los codigos parametrizados que vamos a estudiar son un caso particular de
codigos cartesianos afines.

En [2] se encuentra una expresién (no del todo sencilla de evaluar) para el peso
de Hamming generalizado r-ésimo de un cédigo cartesiano afin utilizando técnicas
distintas a las que estamos considerando en este trabajo. En todo caso, es interesante
encontrar férmulas alternativas faciles de evaluar, como la que acabamos de ver, para
los pesos generalizados de Hamming de los codigos cartesianos afines.

3.4. Distancia minima de cédigos parametrizados

En esta seccion vamos a presentar brevemente algunos resultados sobre los cédigos
parametrizados sobre un toro proyectivo y ver algunos ejemplos de los codigos que
se obtienen. Como referencias, vamos a utilizar principalmente [13] y [25].

De nuevo, con técnicas de adlgebra conmutativa como las que hemos desarrollado en
el trabajo (obteniendo férmulas y cotas para el grado, y también para el niimero de
ceros de polinomios) se puede obtener la distancia minima de c6digos parametrizados
cuando X = T, _;. De hecho, estos resultados se pueden obtener también como
consecuencia de los de codigos cartesianos afines.
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Teorema 3.4.1 [25, Thm. 3.5]. S1 X =T,_; C P"! es un toro proyectivo y d > 1,
entonces la distancia minima de Cx(d) viene dada por

50— (q—1)* (g —1-1) s d<(g—2)(n—1)—1,
S i d> (g—2)n 1),

donde k y I son los unicos enteros tales que k > 0,1 <1 <q—2yd=k(qg—2)+1.

La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata del resultado anterior.
Recordamos que un cédigo lineal se dice que es MDS (maximum distance separable)
si se da la igualdad en la cota de Singleton.

Proposicién 3.4.2 [25, Prop. 3.6]. Si X es un toro proyectivo en P!, entonces
Cx(d) es un codigo MDS y su distancia minima viene dada por

qg—1—d s 1<d<q-—3,
1 st d>q—2.

0(Cx(d)) = {

Si X es un toro proyectivo en P2, entonces la distancia minima de Cx(d) viene dada
por
(q=1)*—dlg—1) sil<d<g-2
0(Cx(d)=12¢—d—3 si q—1<d<2q-—25,
1 st d>2q—4.

Teorema 3.4.3 ([13, Thm. 18], [14, Cor. 9.4]). El segundo peso de Hamming gene-
ralizado del cédigo Cr, ,(d), n >3, d > 1, viene dado por

(q=1)"[(g-1(g-1)—1] s 1<d<n,
02(Cr, 1 (d)) = ¢ g —1 sin<d<r,
2 st d>r,

donde k y | son los unicos enteros tales que d = k(q—2)+1, k>0,1<1<q-—2,
n=(q-2)(n—-2)yr=_(qg-2)n-1).

Observacién 3.4.4. En el caso n < 3, se tiene lo siguiente (ver [13, Rem. 4]): si
n =2y q=3, entonces 5(Cr,(d)) = 2 para todo d > 1. Ademas, si ¢ > 3, se tiene
que

g—d si1<d<q-—3,

2 sid>q—3.

02(Cr, (d)) = {

Ejemplo 3.4.5. Consideramos I, con ¢ = 5. Vamos a estudiar los pardmetros de
Cr,_,(d) para n = 2,...,4. El ideal de anulacién lo podemos obtener con 1.8.20
0 1.8.21. De cara a implementarlo en Macaulay2, se puede calcular I(T3) y luego
obtener los otros por eliminacién de variables. El siguiente procedimiento calcula los
distintos ideales de anulacién y utiliza la funcién distancia minima para obtener la
distancia minima de los cédigos.
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n=4 --El1 mayor n que vayamos a usar

s=n

q=5

G=GF (q,Variable=>a)

R=G[z,y_1..y_s,t_1..t_n];

T=ideal join(apply(l..n,x->t_x-y_x*z),apply(l..s,x->y_x"q-y_x),
apply(1..s,x->y_x"(q-1)-1))

J=eliminate(eliminate(T,tolList (y_1..y_s)),z)

L=apply(0..n-2,x-> eliminate(J,toList (t_(n-x+1)..t_(n))))
Y=apply(0..n-2,x->substitute(L#x,G[t_1..t_(n-x)]1))

A=set apply(1l..9-1,x->a"x)+set {0}

h=(d,I)->degree I - max apply(apply(apply(apply(toList (A) “**
(hilbertFunction(d,I))-(set{0}) "**(hilbertFunction(d,I)), tolist),
x->basis(d,coker gens I)*vector deepSplice x),z->ideal(flatten entries z))
,x=> if not quotient(I,x)==I then degree ideal(I,x) else 0)
--h(d,I) es la funcion distancia minima de I
reg=apply(0..n-2,x->regularity(coker gens gb L#x))
apply(1..reg#2,x-> h(x,Y#2))

h(1,Y#1)

h(1,Y#0)

Con el procedimiento anterior solo podemos calcular de manera efectiva algunos
valores, pero obviamente podemos utilizar la formula para la distancia minima 3.4.1
y obtener dr, ,(d), 2 < n < 4,1 < d < reg(S/I(T,—1)) = (n —1)(¢ — 1). Los
resultados que se obtienen para la distancia minima en términos de n y d son los
siguientes:

n\d| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 2 1 - - - - — -
2 8 4 3 2 1 — — =
48 32 16 12 8 4 3 2 1

=~ W N|—

Por otro lado, sabemos que la longitud del cédigo es (¢ —1)"! y también conoce-
mos la dimension por 1.8.22, asi que, para estos codigos que estamos considerando
podemos dar la distancia minima en una tabla en términos de la longitud y la di-
mensién, que es lo habitual. Vamos a utilizar en lo que sigue n y k para denotar la
longitud y la dimensién del codigo, que es la notacion estandar en teoria de codigos.

n\k| 2 3 4 6 10 13 15 16 20 32 44 54 60 63 64
i3 2 1 - - — — — — — — — — - ¢
6|]—- 12 — 8 4 3 2 1 — — — — — — -
64| — — 48 — 32 — — — 16 12 8 4 3 2 1

Estos valores los podemos comparar con los mejores valores conocidos de distancia
minima para cédigos con la misma longitud y dimensién que los que hemos obtenido
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para ver cémo de buenos son los parametros de estos codigos. Para ello, se puede
utilizar [15]. En la tabla hemos puesto en negrita los valores que alcanzan el mejor
valor conocido para la distancia minima para codigos con esos parametros, que en
este ejemplo es de hecho 6ptima excepto en el caso de n = 16, kK = 6, que se sabe
que la cota inferior para la distancia minima es 8 y la cota superior es 9.

Este mismo procedimiento se puede hacer para distintos cuerpos, y en general se
encuentra que para k pequeno (respecto a n) o k grande (préximo a n) se obtienen
c6digos con parametros muy cercanos a los 6ptimos, por ejemplo n = 36, k =6, y
distancia minima 24 (la cota inferior es 25 y la superior 27 para la distancia minima
éptima), o n = 64, k = 6 y distancia minima 48 (la cota inferior es 49 y la superior
53). Para valores de k intermedios si hay una diferencia razonable con el valor éptimo
de la distancia minima.

Ejemplo 3.4.6. Continuando con el ejercicio anterior, podemos calcular el segundo
peso de Hamming generalizado de los codigos que hemos considerado. Lo podriamos
calcular directamente con la funcién distancia minima generalizada (cambiando sim-
plemente la funcion del procedimiento del ejemplo anterior), pero es muy poco practi-
co en esta situacion (lleva demasiado tiempo). En cualquier caso, como tenemos la
formula 3.4.3 para el segundo peso de Hamming generalizado, lo podemos calcular
y obtenemos los siguientes valores (n y k son de nuevo la longitud y la dimensién
del cédigo).

n\k| 2 3 4 6 10 13 15 16 20 32 44 54 60 63 04
il4 3 2 - — — — — — - — — - — -
6|— 15 — 11 7 4 3 2 — — — — — — —
64 — — 60 — 44 — — — 28 15 11 7 4 3 2

En este caso hemos puesto en negrita los valores que cumplen la cota de Singleton
generalizada. Cuando un cédigo cumple lo anterior para un peso de Hamming gene-
ralizado r-ésimo, se dice que es r-MDS. Una propiedad interesante de estos cédigos
es que existe un « (en principio distinto para cada Ct, ,(d)) tal que son r-MDS
para o < r < |T,_4| (ver [13, Cor. 1.]).
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