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Resumen

Las series de factoriales entendidas como series funcionales, poseen propiedades de con-
vergencia en semiplanos tutiles para ser aplicadas en el contexto de la resoluciéon de ciertas
ecuaciones diferenciales y en diferencias cuyas soluciones formales, en serie de potencias re-
sultan ser divergentes; y son convergentes como serie de factoriales. Se denomina singular-
regular a esta propiedad. Comenzamos mostrando la caracterizacion de estas series, su
relacion con las series de potencias y generalizamos sus operaciones a través de los opera-
dores diagonales. Los resultados de Gérard y Lutz supondran la parte principal del trabajo
en la que, de una manera inductiva, mostraran condiciones (en términos de los ya citados

operadores diagonales) suficientes para que un operador en diferencias sea singular-regular.






Abstract

The factorial series understood as functional series, have convergence properties in semi-
planes useful to be applied in the context of the resolution of certain differential equations
and in differences whose formal solutions, in power series, turn out to be divergent; and
are convergent as a factorial series. This property is called singular-regular. We begin by
showing the characterization of these series, their relationship with the power series, and
we generalize their operations through the diagonal operators. The results of Gérard and
Lutz will suppose the main part of the work in which, in an inductive way, they will show
conditions (in terms of the already mentioned diagonal operators) sufficient for a difference

operator to be singular-regular.
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Introduccion

En matemdticas uno no entiende las cosas, se acostumbra a ellas.
John von Neumann

La teorfa clasica de puntos singulares en sistemas de ecuaciones diferenciales holomor-
fas distingue esencialmente dos tipos de singularidades. Asumiendo que dicho punto se

encuentra en el origen y que el sistema esta definido por:

2"y (z) = A(2)y(2), (1)

con A(x) € M,(C{z}), A(0) # 0, r > 0 denotado habitualmente como rango de Poincaré;

entonces la singularidad se denomina:
= Fuchsiana, si r = 0.
= De sequndo tipo, sir > 0.

Esta dicotomia presenta el inconveniente de no ser estable por cambios de variable. En
efecto, si T'(z) € GL,(C({z})), vy se modifica el sistema (1) mediante y(z) = T'(z)w(x), el
nuevo sistema obtenido puede tener un rango de Poincaré diferente.

Una clasificacion mas acertada permite dividir las singularidades en regulares e irre-
gulares. Un sistema de la forma (1) tiene una singularidad reqular si existe un cambio de
variable que lo transforma a un sistema fuchsiano. Si tal cambio no existe, la singularidad
se dice que es irreqular.

La regularidad de un sistema se puede caracterizar en funcién de sus soluciones. Asi,
dado el sistema (1), se puede definir el operador D, actuando sobre el espacio C({z})"

como sigue:

Dy s C({z})" — C({z})"
y(x) = 2"y (@) — Al2)y(2).
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Dicho operador se extiende de manera trivial a C((z))™, extension que se sigue denotando
por D4. En estas condiciones, dado f(x) € C({z})" (6 a C((x))"), D;'(f(z)) son las

soluciones, en los correspondientes espacios, del sistema de ecuaciones diferenciales:

2"y (2) = A(2)y(2) + f(2).

La singularidad es regular si y solo si para toda f(z) € C({x})"; si existe y(z) € C((z))"
con Dy(y(z)) = f(x), entonces y(z) € C({z})".

Esta equivalencia puede probarse, por ejemplo, haciendo uso del teorema del indice de
operadores diferenciales (véase [15]) y no va a abordarse en este trabajo. Por ello, de ahora
en adelante asumiremos que una singularidad es regular si toda solucion formal del sistema
2"y (z) = A(x)y(z) + f(z) es convergente.

Esta caracterizacion, en términos de la convergencia de las soluciones es intrinseca y
puede extenderse a otros contextos. Asi, R. Gérard, véase [11], estudia operadores diferen-
ciales no lineales, y llama singular-regular a tal operador D si toda soluciéon formal de un
sistema Du = f(z) es convergente siempre que f(z) lo sea. Aquél trabajo, lo dedica Gérard
a demostrar que una clase amplia de operadores diferenciales gozan de esta propiedad.

Pasemos ahora al campo de las ecuaciones en diferencias. Un analogo en este contexto

al operador diferencial de Euler = - d/dx es el operador:

Ay(r) := (v — 1)(y(x) — y(x — 1)),

segln afirman Gérard y D.Lutz en [10]. Es natural considerar este operador actuando sobre
funciones definidas en el infinito. Si lo hacemos actuar sobre el espacio de series convergentes
en el infinito se obtienen soluciones que divergen. Asi por ejemplo, en la Seccion 3.2 de esta
memoria se muestra como la tnica solucion formal de Ay = 1/(x — 1) resulta ser una serie
funcional divergente, lo que se puede explicar sin dificultad en términos de propagacion de
singularidades. Ocurre que el lugar natural de definiciéon de solucién de una ecuacion en
diferencias es el semiplano en vez del entorno del infinito.

Para considerar funciones definidas sobre semiplanos, las series de factoriales, objeto
de estudio de esta memoria, resultan ser mas adecuadas que las series de potencias en el
infinito. De hecho, en el espacio de series factoriales, el operador A antes definido resulta
ser singular-regular de acuerdo a las definiciones anteriores.

Esta memoria se dedica al estudio de las series de factoriales, asi como a la extension de
los resultados de Gérard sobre operadores diferenciales singulares-regulares en este contexto.
Dicha extension se debe a Gérard y Lutz [10] quienes establecen condiciones para que un

operador en diferencias sea singular-regular actuando sobre series de factoriales. Se trata de
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APLICACION A LA RESOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS. CAPITULO O

resultados de cierta complejidad técnica, pero que resultan ser una interesante aplicacion
de la teoria.

La caracterizacion de estas series factoriales en la literatura se encuentra sobre todo en
textos clasicos como son los debidos a N.No6rlund ([20] y [19]), N.Nielsen ([17] y [18]) o Milne-
Thomson ([16]). En general, usan notaciones fuera de lo habitual y parte del trabajo ha
consistido en unificarlas y adaptarlas al lenguaje moderno usual. La memoria se estructura
de la siguiente manera:

En el primer capitulo se presentaran las series de factoriales, sus propiedades como
anillo, y se caracterizara su region de convergencia, llegando incluso a obtener un método
con el que poder calcularlo en funcién de sus coeficientes. Una vez hecho esto, se dara un
argumento con el que motivar por qué las series de factoriales inversas son més provechosas
que las directas.

Posteriormente, el Capitulo 2 partira de la identificacion de las series factoriales con la
funcion Beta y a partir de su desarrollo integral, se dara la primera relacion directa entre
las series de factoriales con las series de potencias a través de la integral de Mellin. Esto
resultard util para caracterizar la conocida como formula de Waring y la transformacion
(z, z+m). Esta ultima permitira solapar los términos de las series en su producto y por tanto
servird para motivar la forma y convergencia de éste. Con ello, se permitiran operaciones
més complejas que introducirdn una variante del Teorema de la funcion implicita adaptado
a serie factoriales y cuya demostracion a través de técnicas de series mayorantes se detallaré
en virtud de la ya citada formula de Waring.

El Capitulo 3 tratara de generalizar todas las transformaciones lineales de las series
factoriales, se definiran y recalcaran las propiedades que convienen conservar a la hora de
resolver ecuaciones en diferencias (y en particular, se probara como las series de potencias
no lo hacen), y a través de ejemplos, se estandarizaran las modificaciones mas habituales.

El Capitulo 4 sera la primera aproximacion a la resolucion de ecuaciones en diferencias,
particularizando para un tipo concreto de ecuaciéon no lineal denominada ecuacién de Briot-
Bouquet, el ya comentado resultado acerca de la existencia y convergencia de soluciones
formales en forma de serie de factoriales. También se dispondran ejemplos para ver la
potencia de lo que se pretende mostrar.

El ultimo capitulo generalizara dicho principio para situaciones mas generales. Se utili-
zard para la demostracion, una técnica parecida a la del capitulo precedente, pero adaptado
a unas hipotesis alternativas respecto a los operadores que estén involucrados en la ecuacion.

Se hace notar que a lo largo de todo el trabajo, la variable en las series y en las propias
regiones que se estudian pertenecen la mayor parte de las veces al plano complejo C. Por

ello, la notaciéon x denotaré escalares y/o variables complejas, y cuando se haga referencia
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a su parte real e imaginaria se indicara debidamente y se cambiara la notacion.

Por tltimo, existe otro problema de interés en relaciéon a las series de factoriales y la
sumabilidad de soluciones de ecuaciones diferenciales y en diferencias. Asi, W.Balser (véase
[3]) establece la equivalencia entre la 1—sumabilidad de una serie formal en el infinito, y
la sumaciéon en forma de serie de factoriales. Barkatou y Duval (véase [4]) ahondan en
esto, buscando funciones holomorfas , soluciéon de ciertas ecuaciones, que admitan series de
factoriales como desarrollo asintético. Estimamos que la profundizaciéon en estos resultados

es interesante, aunque no seré abordado en este trabajo.



Capitulo 1

Estructura de las series factoriales

El andlisis matemdtico es tan extenso como la propia naturaleza.

Jean-Baptiste Joseph Fourier

En este capitulo se estudiara la estructura algebraica de las series factoriales inversas,
el anillo local (véase [6]) que forman, y en qué regiones tiene siquiera sentido plantear este
tipo de objetos. Por ello, en esta parte se mostraran los resultados clasicos de convergencia
de series factoriales inversas, y veremos cémo en realidad son indistinguibles de las regiones
de convergencia absoluta y condicional de las series factoriales no invertidas o directas. No
obstante, al final del capitulo se rompera esta aparente equivalencia a través de un teorema
de unicidad exclusivo para las series factoriales inversas que las hara ser mas versatiles

respecto a sus homoélogas no inversas.

1.1. El anillo F4|[z]]

Se parte de una C—algebra conmutativa A con identidad.

Definicion 1.1 Una serie formal de factoriales inversa (o simplemente, una serie factorial

formal) con coeficientes en A es una serie infinita de la forma:

+
Qo a;1! 92! az3! = ass!

v 2wt l) t@tD@+2) et )@t @rs) ZO @) (z+s)

Donde a, € A para todo s.
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Con mayor generalidad, es habitual considerar un término constante a_; € A. De ahora
en adelante, se denotara por Fa[[x]] al conjunto de series formales factoriales inversas con

un término constante. Este conjunto ofrece las siguientes operaciones:

= Identidad. Dos series a(z) := a_y + Q(z) y b(x) := b_1 + Q(z) pertenecientes a F4[[x]]

se dice que son iguales' si y solo si a; = b, para todo s > —1.

» Adicion. Dadas dos series a(x), b(x) € Fa[[z]], se define su suma (a+0b)(x) como sigue:

as—i-b s!
x—i—s)

(a+b)(z) :=a_ +b_ 1+Z

» Multiplicacion por escalares. Para una serie a(x) € Fu[[z]] y un elemento A € A, se

define el producto por escalares Aa(x) como sigue:

)\a,ss'
Aa(z) —)\al—i—z XCET)

» Multiplicacion? de series factoriales. Dadas dos series a(x), b(x) € Fa[[z]], el producto

formal (a - b)(x) se define como sigue:

“+oo

(a-b)(x) = a_1b_1 + a1 Q(z) + b_1Q(z +Z (z +

csS!
D..(z+s)

(1.1)

Siendo:

steg = 3 (s — B! (k — 1)1b, [i (p +;_ k) ak_l_p] . (1.2)

k=1 p=0

Proposiciéon 1.1 Con estas operaciones, el conjunto Fa[[x]] resulta ser un anillo local cuyo

1deal maximal T es:

7 :={a_1+Q(x) / a_y no es invertible en A} .

PRUEBA.- Para la conmutatividad hay que hacer notar que en la expresion:

LComo se probara en la Seccion 1.3, las series de factoriales directas pueden representar una misma
funcién aun cuando tengan distintos coeficientes.

2Esta definicion aparentemente arbitraria, recibird justificacion en la demostracion del Teorema 2.2. No
obstante, en [18] se encuentra una génesis alternativa.
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: k
sleg = ZZ —Dbg_j——— p+3 ) Af—1—p, (1.3)

k=1 p=0
las variables s—k y k—1 afectan a los términos de b y a respectivamente. Por ello, realicemos
los siguientes cambios de variable A := s — k (notar que en este caso se invierte el orden de

sumacion) y v := k — 1; de esta forma, la suma anterior resulta:

v v s—1
ZZV'bApJ”\ —Zu'a,, pz p+)\
A=0 p=0 p=0 A=0 r'

De esta forma ya se ha visto que F[[z]] es un anillo conmutativo con identidad, veamos
la localidad. Sea A un ideal no contenido en Z de forma que exista un elemento a(z) € A
para el que a_; es invertible. Veamos que de esta forma a(z) resultaria un elemento inversible
de Fu[[z]]. Veamos que es condicion necesaria, en efecto, si a_; + Q(x) es un elemento

inversible de F4[[z]], existira otro elemento b_; + Q(x) de ese mismo anillo que verifica:

~ |
CLflbfl + CL,19< ) +b_ 1Q Z CSS 1‘ T 3) 1.

Siendo ¢ los coeficientes definidos en (1.2). De esta forma, aplicando la propiedad de
igualdad (véase principio de unicidad en la seccion 1.3) es evidente que a_1b_1 = 1y por
tanto, el término constante es invertible. Por tltimo, compruébese la suficiencia mediante
un argumento de induccion. En efecto, se puede construir una serie factorial invertible con

coeficientes surgidos a partir de aj como sigue:

LI L — L R

a_ — — . _ — I a—— e | =

T T+ " Tz +1)

a,1b0 + Clob,1 boao + bla,l + Glb,1 blao + bo(CLl + GU) + b,1a2 + lele

z(z+1) z(z+1)(z+2)

= a_lb_l

Tomando b_; = a:% y haciendo a_1by + agb_1 = 0 , agby + b1a_1 + a;b_1 = 0, biag +
bo(ay + ag) + b_1as + a_1by = 0 resulta en un sistema compatible determinado en virtud de
la invertibilidad de a_;. Replicando este mismo argumento para el resto de términos de la

multiplicacion se ha construido la serie inversa de a_; + Q(x).

De esta forma, hemos probado que un ideal en estas condiciones verifica 1 € Ay

consecuentemente A = Fy[[z]]. Por ello, Z es el tnico ideal maximal de F4[[x]].

Q.E.D.
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1.2. Region de convergencia

Para el estudio de la convergencia es trascendental una norma con la que poder dotar

este concepto, por ello, supéngase que ademéas A es una C—4algebra normada.

Definicion 1.2 Una serie factorial formal inversa a(x) € Fal[x]] se dice que es absoluta-

mente convergente en x € C cuando:

“+oo

s ] !
laa]l + :
—x(z+1)..(z+5s)

converge. Se denota por Fa{x} al conjunto de series factoriales inversas que convergen

absolutamente en algun punto x € C.

Los resultados que obtendremos en esta seccion para A = C pueden extenderse a Fa {z},
el cual es de nuevo, un anillo local cuyo ideal maximal vuelve a ser M. Por ello, para el
estudio de la convergencia de una serie factorial inversa podemos limitarnos a dicho caso
A = C. Evidentemente, los términos constantes no van a afectar a la convergencia y por
comodidad, en esta seccion seran obviados. Al conjunto de series factoriales sin coeficiente
constante se denota por M [[z]] y M {z} al subanillo de series factoriales sin coeficiente
constante absolutamente convergentes.

Por otro lado, se introduce una variante de las series formales de factoriales directas

denotadas habitualmente por:

¢ xle+1) zz+1D)(x+2) z(z+1)(z+2)(x+3) +ooa:(:v—|—1)...(x+s)‘

W(x) = —+ + + +...= Z

ao ap1! 92! az3! —~ as!

En particular, un resultado debido a Landau va a mostrar como la convergencia con-
dicional de estas series es equivalente a la convergencia de las series factoriales inversas
exceptuando los valores enteros. Para ello es necesario introducir el concepto de serie aso-

ciada.

Definicion 1.3 Dada la sucesion de coeficientes {a,} -, correspondientes a Q(x), se de-

nomina serie factorial asociada a la siguiente serie:

(x—1)+ (x —1)(x —2) (x —1)(x —2)(z — 3)

ap — ap 1 (05} ol — as 31 + ... =
R — r — LA —=S8 R Xr —
_ (_1>sas (l’ 1)( 812) ( ) _ Z(_1>sas( ) 1) (1 4)
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APLICACION A LA RESOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS. CAriTULO 1

El siguiente resultado liga la convergencia de una serie factorial inversa con la conver-

gencia condicional de una serie factorial del tipo W (x).

Teorema 1.1 (Teorema de Landau de las series asociadas) Las series factoriales aso-

ciadas convergen o divergen simultaneamente para cada valor de x no entero.

PRUEBA.- Sea €)(z) una serie factorial inversa en la que la suma de las siguientes can-
tidades:

B ass!
r(x+1)...(x +s)

converge. Considérese la siguiente cuantia:

R T

Como lim,_, o, ¢, = sin 7z /7, existe una constante K, dependiente de x tal que |c,| <

K. Por otro lado se verifica:

5(72

Cs — Cop1 = ( cs = |es — csr1| < K

s+ 1)? (s+1)2
De esta forma, para un valor de x cualquiera pero fijo, la serie > (¢s — cs11) es absolu-
tamente convergente. Entonces, puesto que por hipotesis la serie Y | by converge, por el test
de du Bois-Reymond (Proposicion (A.3)) , la serie ) bscs converge; lo cual es equivalente
a decir que (1.4) converge.

Ahora supéngase que (1.4) converge y considérense las siguientes cantidades:

d, = (_1)5%(93—1) g (st

s x(z? —1)...(22 — s?)

De la misma manera se tiene lim, ., fs = 7/sinmz y de nuevo, va a existir una

constante K, para la que se verifique |fs| < K,. Ademas:

1,2

fs = fst1= fsm
De la misma manera, para un valor cualquiera pero fijo de z la serie Y _( fs— fs11) converge
absolutamente y de nuevo por el test de du Bois-Reymond la serie > d, fs converge, lo cual
equivale a decir que € lo hace.

Q.E.D.

11
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Este resultado sera aplicado a la hora de estudiar la convergencia de una serie facto-
rial inversa; como veremos en los siguientes teoremas, resulta mas operativo demostrar la
convergencia de la serie factorial asociada que la de la original.

El siguiente lema sobre acotacion también resultara de utilidad.

Lema 1.1 Dada una constante xo € C, las siguientes cantidades:

wo(zo+1)...(zo+5)  T(xo+s+1)I'(z)
oz +1).(w+s)  T(r4s+ 1) (ap)

(x—1)...(z —s) _ T(s—z+ 1DI'(1 — zo)
(kg —1).(xg—s) T(s—xo+1I'(1—2x)

Vg 1=

verifican, siendo o := Re(x — x¢) la siguiente acotacion:

lus| = s7° IF((;)) (14 o(1)). (1.5)
l0,] = 577 H (1+0(1)). (1.6)

PRUEBA.- En virtud de la férmula de Stirling compleja (A.7) se tiene:

T(s+z) = v2r(s +2)" " 2e (1 + o(1)).

Por ello:

Dlsta) _ (s4a)™d 0y
Dls+y)  (s+y)+s ey

Se trata de hacer s lo suficientemente grande. Por ello, a la hora de tomar limites resulta

evidente que:

Mis+z) .y
=s"Y(1 1)).
Ry ="t o1)
Por ello, tomando modulos:
['(s+x)
— | =57(1 1)).
F| =+

Siendo o := Re(x — y). Con un argumento similar se prueba que:

‘F(S_‘”) — (14 0(1). (1.7)

['(s —y)

12



APLICACION A LA RESOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS. CAriTULO 1

Por ello, substituyendo x por zg e y por x (en este caso, la variable de la serie factorial
(1) basta tomar estas igualdades con s + 1 para obtener (1.5) y (1.6) respectivamente.
Q.E.D.
La cota de este lema condiciona los valores finitos para ¢ > 0, lo cual empieza a intuir

la convergencia de las series factoriales en semiplanos. Los siguientes resultados dan prueba
de ello:

Teorema 1.2 Si una serie factorial converge para x = xo, la serie converge para cada x
cumpliendo Re(x) > Re(xy).

PRUEBA.- En el caso de tratar con la cantidad u,, se supone que x no toma toma los
valores 0, —1, —2, —3, ... (en este caso la variable x sera el valor de sustitucion en Q(x), por
lo que en realidad se escogen los valores en los que la serie factorial formal tiene sentido
plantearla); mientras que para las cantidades vy se supondra que x, es distinto a 1,2, 3, ...
(de forma que la serie factorial asociada tenga sentido analizarla). Con estas asunciones
resulta claro, a partir del Lema (1.1) que para valores de x y zq fijos, las cantidades u; y
Vg estan acotadas.

Ademas se cumplen las siguientes igualdades:

u5+1_x0+s—|—1_1_ T — Xg 1 T — Xg 1_.CB—|—1+ _33+1 2_
us T+ s+1 r+s+1 5 s s T

_ _ _ 2
Usl _ @ s:1+:17 xo:1_<x xo){1+@+<@> +}
Vs o — S T — S s s s

De esta forma, si denotamos por w, indistintamente las dos cantidades u, y v,, resulta

evidente ver que se verifica la siguiente tendencia asintotica en cualesquiera de los dos casos:
Ws+1 T — Xo 1
=1- +01| =)
W s s

De esta forma, a partir del criterio de Weierstrass (Proposicion (A.2)) se obtiene la

siguiente casuistica (se retoma la notacion o := Re(x — xy)):

s Si0 < o <1 entonces la serie:

—+00

Z(Ws — Ws1), (1.8)

s=0

es absolutamente convergente.

13



SERIES DE FACTORIALES.

= Si o > 1 entonces la serie:

+oo
> ws
s=0
converge absolutamente, y en particular, (1.8) también.

De esta forma, se tratara de trabajar con una serie Z;Og o convergente (no necesaria-
mente de forma absoluta) a la que poder aplicar el test de du Bois-Reymond (Proposicion
A.3) y poder afirmar que la serie E:jg sy converge.

Si se toma:

ass!

Qs = y  Ws = Us,
zo(xo + 1)...(x0 + 5)

cuya suma por hipdtesis converge, obtenemos:

ass!
z(x+1)..(z+s)

De f ] ia d too tizada ot 1 i
€ Iorma que a Convergen(:1a (] s—=0 A sWg garan 1Zzada O orga a COIlVGl"gGIlCla para

Qs =

Q(x) y por ende el resultado.
Q.E.D.

Teorema 1.3 5% una serie factorial converge para x = xg, la serie converge absolutamente

para cada x cumpliendo Re(x) > Re(xo + 1).

PRUEBA.- Como ya ha sido recalcado, las cantidades ws se encuentran acotadas, en

efecto, el Lema 1.1 garantiza:

lws| < Cs™7,

con la constante C' independiente de s. Ademas, puesto que por hipotesis Z;OS QgWs CON-

verge se tiene que || es acotada; por ello se verifica:

m m 1
>l <3
s=n s=n

siendo C' independiente® de s. Por tanto, si ¢ > 1 dado que dosT

? converge, se tiene la

convergencia absoluta de Z:::f) asws dada la completitud de C (criterio de Cauchy).
Q.E.D.

3Notar que tomar las sumas parciales garantiza dicha independencia para las cotas de a.

14



APLICACION A LA RESOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS. CAriTULO 1

Corolario 1.1 Si una serie factorial converge absolutamente para x = xy, la serie converge

absolutamente para cada x cumpliendo Re(x) > Re(xy).

PRUEBA.- En estas condiciones la serie Z::(’] |as| converge; y puesto que w; se encuen-

tran acotadas se tiene:

m m
Z lavsws| < MZ v
s=n s=n

Siendo en este caso M una constante positiva mayor que cada |ws| (la toma de sumas
parciales garantiza dicha constante). Asi que de nuevo, en virtud de la completitud de C
(v en ultima instancia, del criterio de Cauchy) se llega al resultado.

Q.E.D.

El método de demostracion usado, consistente evaluar cocientes de términos consecutivos
puede aplicarse para estudiar la convergencia de series sin necesidad de conocer un punto

xo en el que converja. Por ejemplo:
Ejemplo 1.1 Considérese la serie:
+oo

s!
Z z(x+1)..(z+s)

s=0

Evaluemos entre cociente el término s + 1y s:

1 1 1\? 1
LA L A i R P A
rz+s+1 r+s+1 S S S S 52

Entonces, simplemente aplicando el criterio de Weierstrass (A.2), la region de convergen-

cia absoluta de esta serie es el semiplano Re(z) > 1; ademéas como veremos a continuacion,
coincide ademas con la abscisa de convergencia, en efecto, sea x € R verificando 0 < z < 1,

entonces:

o 1
s 1_U+1 =S 1—L = il > < 1.
Ug r+s+1 T+s+1 soo0

Basta aplicar el criterio de Raabe para ver que en esa region Q(z) diverge (pues si
convergiese para un punto de dicha franja con parte imaginaria no nula, entrarfa en con-
tradiccion con el Teorema 1.2). De esta forma la abscisa de convergencia coincide con la

abscisa de convergencia absoluta. Més adelante veremos casos en los que esto no ocurre.
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SERIES DE FACTORIALES.

Con estos resultados ya se esta en condiciones de afirmar que la regiéon de convergencia
de las series factoriales es un semiplano. No obstante, lo que acontecerd a continuacion
tratard de dar con exactitud los limites de dicha region. Tomando el limite inferior de la
frontera del semiplano, tenemos un ntimero real A para el cual una serie factorial converge
para x = A+ € y diverge para x = \ — € para cualquier contante positiva € arbitrariamente

pequena.

Definicion 1.4 Si existe un nimero real A\ para el cual una serie factorial converge en
Re(x) > A+ € para cada € > 0; y diverge para cada € < 0, entonces A se denomina abscisa

de convergencia de la serie factorial.

Nota 1.1 Siuna serie factorial diverge en todo el plano complejo, se considera A = 4+00. En
caso contrario, de que la serie converja en todo el plano complejo (excluyendo los enteros),

entonces se toma A = —oo.

Nota 1.2 Por el Teorema de Landau de las series asociadas (1.1), se puede afirmar que

dos series factoriales asociadas tienen la misma abscisa de convergencia.

A continuacién procederemos a determinar el valor de A a través de un resultado debido

a Landau.

Teorema 1.4 Considérense las siguientes cantidades:

l{m sup (log 1> as|/ log n) si Y _gasl #0

o= n—-+00
—oo si [Do gas| =0

(1.9)

+o0
B := lim sup (log Zas /log n) : (1.10)
n——+oo s—n

Entonces, la abscisa de convergencia A es igual a « si A > 0; e igual a f si A < 0 (en

este ultimo caso, hay que excluir del dominio de convergencia los puntos 0 —1 =2, ...).

Nota 1.3 Cabe destacar que este ultimo teorema puede enunciarse de una manera alter-
nativa, ie, se puede decir que A = « cuando la serie > a, diverge y que A =  cuando dicha
serie converge a un valor no nulo. Si tal es el caso para todo s, se trata o de la serie factorial
idénticamente nula o de un polinomio factorial cuyos coeficientes dan suma nula; conver-
gentes ambos para todo x € C\ {0,—1,—2,...} (en el primer caso obviamente convergente

en todo el plano complejo) y por ende A = —oo.
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APLICACION A LA RESOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS. CAriTULO 1

PRUEBA DEL TEOREMA 1.4.- Va a probarse este resultado para la serie asociada (1.4).
Por lo comentado en la Nota 1.2 se tendré el resultado. Supdngase que la serie factorial
converge en un punto z que no es entero. La prueba estd divida en cuatro partes. No
obstante, hagase la siguiente observacion. Partiendo de una sucesion {z,}, v de la cantidad

A := limsup log |xn\/ logn, si se verifica:
n—-+0oo

para cierto ¢ > 0, entonces A < . En efecto, dado € > 0 arbitrariamente pequeno, por la

hipotesis dng € N para el cual si n < ny:
Tn
— <e=logz, <loge+ ologn.
/rLO'
Dividiendo ambos miembros por logn y tomando el limite se llega rapidamente a que

A < 0. Esta observaciéon va a ser de utilidad en la demostracion.

1. Vamos a probar que si Re(z) := o > 0 entonces a < ¢ y consecuentemente o < \ si
A>0.

Considérese la siguiente cantidad:

(=Dt D(s+1) T(s+1)I(1-z)
“ T D.r—s (1-a)(s—2) Tl—atl) (1.11)

De esta forma es facil ver que:

s+ 1 T
Csy1—Co=|———1]cy = ———cs.
s—x+1 s—xz+1

Entonces recordando la acotacién obtenida en el Lema 1.1; en concreto, a partir de
(1.7) con s + 1 se tiene:

ce =T(1—2)s"(1+0(1)) = cop1—cs =al(1—2)s" (14 0(1)).

Por tanto, se puede encontrar una constante K independiente de s verificando:

les] < Ks7 5 |cop1 — | < Ks77h

Ahora considérese la siguiente cantidad:

17



SERIES DE FACTORIALES.

Entonces tomando By := bs + bsy1 + bsio + ..., la cual, por el Teorema 1.1 converge,

si se aplica la segunda identidad de Abel (A.2) teniendo en cuenta que ag := bycs, se

obtiene:
m m—1
Z as = Z(CS-H - Cs)Bs—H + CPBP = Cm By
s=p S=p

Por ello:

App =

m
>_as
s=p

m—1
<3 Jewrt — el [Bosa| + ey B,
s=p

Por hipotesis Y bs converge, por lo que para un € > 0 se puede encontrar un entero

p para el que |Bg| < € si s > p. Por tanto:

m—1
App < eK (Z e +p”) : (1.12)

s=p

Por otro lado, szH 2°1dz se encuentra acotada entre los valores s~ !y (s +1)771,
dependiendo de la monotonia del integrando, en este caso, determinado por si o es
mayor o igual a 1. Por tanto, el valor de fpm 2°Ldx se encuentra acotado entre los
valores ZZL:;I s Ly mot —pot 4 Z::pl 51 también en funcion de lo que vale o.

Maés concretamente:

s Sio>1:
m—1 me _po me
Srem oy o
. g g
s Si0<o<1:
m—1 m—1 me pa
-1 o—1 o—1 o—1 o—1 —
—p7 —I—Zs <m’ —p +ZS < — .
g
s=p s=p

Por tltimo, basta darse cuenta de que p°~ ' — p?/o < p?~1 —p? < 0.
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APLICACION A LA RESOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS. CAriTULO 1

Con todo ello, es facil llegar en cualesquiera de los casos, ie ¢ > 0, a la siguiente

desigualdad:
m—1 .
e
o
s=p
Por ello:
1
Apmp < eK (p" +m? <1 + —)) . (1.13)
o
A través de la desigualdad triangular inversa |a| — |b] < |a — b| resulta inmediato

obtener A,, o — A,_10 < A,y 5 por ello:

A, A, 7 1
0 < p1’°+eK(p—+1+—).
me me me o

Ahora, haciendo tender m — 400 , dado que p es fijo se obtiene el siguiente limite:

A
lim —™2 = 0. (1.14)

m—+oo M2

Este hecho es suficiente para ver que a < o; en efecto, basta aplicar la observacion

con la que se abri6 la demostracion.

Este hecho también ocurre cuando o = 0, pues en este caso cuando s < z < s+ 1 se

tiene:

1 /sﬂdx 1
- > — > )
s s x s+1

Por ello, por un argumento similar al anterior se obtiene:

m—1 m—1

1 1
Zs‘l > logm — logp > Zs‘l—l————.
s=p s=p m p

De esta forma, si p es suficientemente grande* se tiene:

4En concreto, para p > 3; los enteros positivos que hacen logp — 1/p > 0. En otro caso, basta anadir
una constante para que se cumpla la desigualdad (1.15) que no afectara al resultado cuando m — +o0.
Por tanto, el resultado al que se llegara se cumple en todos los casos.
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m—1

Zs’l < logm. (1.15)

s=p

Asi, recapitulando con lo obtenido en (1.13) se tiene:

Ay < eK(24logm).

Por el mismo argumento usado en el caso o > 0 se llega a la siguiente desigualdad:

A A
m0 7P l’o—i-eK(

2
+1).
logm  logm logm

Que tomando el limite m — +o0 se llega:

A,
lim )
m—+o0 logm

De nuevo, esto vuelve a implicar que o < o, en virtud de la observacion inicial. La

primera parte estd completa.

2. En esta parte se va a probar que cuando « es finito la serie factorial converge para
r = « + € para cualquier constante arbitraria e arbitrariamente pequena y por ello
A< a.

Sea la siguiente cantidad:

a. (-1)*(xz—1)..(x—s) T(s—xz+1)

B 5! S I(s+DI(1—2)
Siendo exactamente la inversa de (1.11) usada en la parte precedente. Por ello, de la

misma manera, usando el Lema 1.1 se obtiene:

s —x—1

dy= —> (140(1)) ; dy—dyss— ﬁ

Fio (1+ o(1)).

Ahora bien, si x = a + ¢, por estas identidades es posible encontrar una constante K

positiva e independiente de s verificando:

€

|dy] < Ks™* < K572 |dy —doa| < Ks™*77 < Ks™7172,
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Por otro lado, por la definicion de limite superior, tomando €/4, la forma de a nos

indica que va a existir un s:

€
a,| < s*ti.

n=0

Considérese a continuacion A, := ag+ay +az+ ... +as; entonces, puesto que se verifica

bs = asds por la primera identidad de Abel se tiene:

Z bs = Z(ds = ds1)As = dpAp 1 + dipyr A
S=p S=p

De esta forma:

m m . p— 1)a+i meti
bs| < K s7i7a +( — + ~ .
SZ; (2_; P (m )T

Todos los términos tienden a 0 cuando p — +oo de forma que > b, converge, que

es lo que se pretendia probar.
Combinando estos dos apartados tenemos que para A > 0 entonces @ < \; y que
cuando « es finito entonces A < a. Todo ello implica en resumen A = « si A > 0.

3. A continuacion, se considera el caso 0 < 0. En estas condiciones vamos a probar que
B < oyporello f< A

En el caso ¢ < 0 tomando el limite m — 400 en (1.12) se llega a la siguiente

igualdad:

A+oo,p =

+00 +oo
Zas <eK (p” + Zs"l> .
S=p S=p

Por otro lado, si s < x < s+ 1, puesto que o < 0 se tiene:

s+1
7t > / 7ty > (s +1)7 71

Por tanto, por los razonamientos ya expuestos, es facil concluir que:

+o0o pg
Zsa—l < pa—l Y

g
s=p
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Por ello:

1
D TALeop < €K (1 — —) .

o

Y de aqui se deduce que:

lim —
p——+o00 p

Por tanto, mutatis mutandis a los pasos seguidos a partir del limite (1.14), se deduce

finalmente que 8 < o, que es lo que se pretendia probar.

4. Por tltimo, se va a probar que caundo S es finito la serie factorial converge para

x = [+ € con € arbitrariamente pequeno y por ello, A < 3.

Considérese A, := as + as41 + asy2 + ... . Entonces, con la notaciéon aplicada en la

segunda parte by = agds y a través de la segunda identidad de Abel (A.2) se tiene:

m—1

Zb = S (o = d) ALy, + dy Ay — d Al

s=p

De nuevo, por la definicion de limite superior tomando €/4 arbitrariamente pequeno,

va a existir un s cumpliendo:

+oo

>

n=s

<35+i.

Por ello, se verifica la siguiente desigualdad:

G+ B+
s P (m+ 1)t
<K (ZS i T T )

De nuevo, haciendo tender m — 400 se tiene la deseada convergencia en x = [ + €.

De esta forma, en los dos tltimos apartados se ha probado que si A < 0 entonces
b < Xy que cuando [ es finito A < 3; lo cual es equivalente a afirmar que A = (3

cuando A < 0. Por ello, la prueba es completa.

Q.E.D.
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Por dltimo, trataremos de hablar sobre la convergencia uniforme de las series factoria-
les, vy como ésta también ocurre en semiplanos. No obstante, serda necesario presentar un

resultado auxiliar previo a dicho resultado:

Teorema 1.5 Si una serie factorial converge en un punto xq, entonces lo hace uniforme-

mente sobre el conjunto A definido como sigue:

s T
A= {a:E(C : —E—l—ngarg(a:—xo) < 5—77}.
Siendo 1 una constante positiva arbitrariamente pequena.
PRUEBA.- Sea la siguiente cantidad:

_ xo(zo + 1)...(x0 + )
x4+ 1) (v +s)

Y fijemos la notacion:

Re(xg) =00 ; arglx —xg):=0 ; |v— x| :=r.
i
!
| n
! Y 2 — -
! p
i T, -
i ;// ../"/..
i N ~ul
i xo |- ==
i 0 \ /./"/ == Py
i o =
i T T
! o e
i e\ e
| TN
i P
i P
| - n N
i oz /’:/w/ a
|2
0
i
i
i
i
i

Figura 1.1: Esquema de los elementos utilizados para la demostracion del Teorema 1.5.

Es evidente a partir de la Figura 1.1 que se puede encontrar un entero positivo n para

el cual:

23



SERIES DE FACTORIALES.

a::]arg(x0+s)\<g ;oslos>n.

Evidentemente, cuanto menor sea n, mayor sera n. En la Figura 1.1 se marcan por Py
Py los puntos « + s y xg + s respectivamente. Entonces, la longitud de OP no es menor que

la proyeccion de OP sobre OF, |, ie:

x4+ 8| > |rg+s|+rcos(f —a)=|rg+ s|+rsin Z—H—l—a .
2

De esta forma, si s > n, puesto que 0 < ¢/2 —n:

|z 4+ 5| > |zo+s| +rsin(n+ o) > |x0+s\+rsing. (1.16)

Haciendo uso de 1/2sinn < sinn/2 se obtienen las siguientes desigualdades:

To+ S |zo + 8| Cos o oo+ s

r+s

: : < - .
|zo +s| +rsind cosa  og+s+rsindcosa

Asi, puesto que cosa > cosn/2 se verifica sinn/2cosa > 1/2sinn de forma que se

cumple la siguiente desigualdad:

To+ S o9+ s (117)
T+ oo+ s+ 5sinn '
Por otro lado:
e g L < N (1.18)
r4+s+1] Jro+s+1+rsind T og+s+ 14+ Lsiny

Aqui se han usado conjuntamente las desigualdades |zo| > o¢ y sinn/2 > sinn/2cosn/2 =

1/2sinn. Por otra parte:

(xo +n)...(xo + 5)
(x+n).(x+s)

Us = Up—1
De esta forma a partir de (1.17):

(xg +n)...(xo + 5) (o0 +n)...(00 + 5)

< - - =U,.
(x4+n)..(z+s) (o0 +n+ §sinn)...(co + s + 5 sinn)

Cuando = € A la cantidad u,_; se encuentra acotada al encontrarse n fijo, y no consi-

derar los puntos 0, —1,—2, ... . De esta forma supongamos |u,_1| < K, se tiene:

lus| < KUs 5 Us < 1.
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De esta manera, las cantidades ug se encuentran uniformemente acotadas en A. De

nuevo, tomando:

r — 2o
Us — Usgp1 = Us————
i r+s+1
se llega, aplicando la desigualdad (1.18)

T 2K

Ug — Ugy1| < KU, , = —
| +1l op+s+1+35sinn  sinp

(Us — Usgy1).
La tltima igualdad se obtiene de la propia definiciéon de U,. Considerando la cantidad:

o ass!
s LU(](JZO + 1)(%0 + S)’

que por hipoétesis, su suma converge; entonces para un € > 0 cualquiera pero fijo, se puede

encontrar un un entero positivo /N para el que, si p > N , entonces:

@ esinm
bs| < :
Db <5k
s=p

Entonces, para By := b,+bp11+ ...+ bs , se tiene, transformando ligeramente® la primera
identidad de Abel (A.1), que si p > N, entonces:

m m—1 m—1
> betis| < Byl |ug — | + [Bunlltim| < €Y (U = Usir) + €Uy = €U, < €.
S=p S=p S=p

Lo cual es equivalente a decir que ) bsus converge uniformemente en A, ie, que Q(x)
converge uniformemente en A.
Q.E.D.
De este teorema se sigue que la funcion suma €2(z) converge uniformemente en cualquier
region interior al semiplano de convergencia siempre que aquélla y su frontera se encuentren
en el interior del angulo A. Dicha region de convergencia uniforme es incluso mas general

tal y como atestigua el siguiente paso al limite:

Teorema 1.6 Si una serie factorial converge en un punto x = xy, entonces lo hace uni-
formemente en el semiplano Re(x) > Re(xo) + € con € > 0 una constante arbitrariamente

pequena.

5En este caso, las sumas parciales no empiezan en 1, sino en p. No obstante, la identidad es la misma
que (A.1) a excepcion del término p — 1, el cual es nulo.
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PRUEBA.- Sin pérdida de generalidad supéngase que zg es real, de forma que Re(zg) =
0o. Entonces tomando un entero positivo tal que n+ oy > 0, variando la desigualdad (1.16)
por |z + s| > |og + s| + € y sustituyendo r/2sinn por € en las desigualdades restantes del
altimo resultado, el resultado se obtiene mutatis mutandis a la demostracion anterior.

Q.E.D.

De esta forma, a partir del resultado precedente se prueba que Q(z) define una fun-
cion holomorfa en todo punto del semiplano de convergencia a excepcion de los puntos
0,—1,—2,—3,... en caso de que pertenezcan a dicha regién. De esta forma, la funcion de

Q(x) se puede expresar como sigue:

400 |
AgS:

Q(z) = r(x)zom. (1.19)

Ademés, puesto que 1/I'(x) es una funciéon entera (para mayor detalle, véase el anexo

A), la funcion Q(z) tendra polos simples donde I'(z) los posea, ie en los puntos de la forma

x = —n con n € N. Sabido el residuo de I'(z) se tiene:
R S(Q . ) . (_1)71 f GSS! . (_1>TL f 8
eSS T = s:OF(s—n—l—l)_ S:nas n)

La ultima igualdad se obtiene al saber que 1/T'(s—n-+1) es cero paras =0,1,2,....,n—1.

1.3. Principio de unicidad

En esta seccidon se rompera la aparente equivalencia entre series factoriales inversas y
directas a través de la siguiente propiedad de unicidad que cumplen tnicamente aquéllas

primeras.

Teorema 1.7 Una funcion que puede ser desarrollada por una serie de factoriales inversa

se desarrolla de manera unica.

PRUEBA.-Supéngase que para una misma funciéon se admiten distintos desarrollos. Par-

timos entonces de la siguiente igualdad:

+o0 a.s! +00 b.s!
2 Mz indS e
—a(e+1).(v+s) Za@+1)..(z+s)

Procédase mediante un argumento de induccién. Si ambas funciones difieren en el tér-

mino de orden 0, si A y A’ son sus abscisas de convergencia; multipliquense ambas igualdades
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por z y hagase tender x a oo de forma que Re(z) — oo en los semiplanos Re(x) > Ay
Re(x) > N. De esta forma se obtiene ag = by.

En caso de que difieran en el término de orden n con n > 0, multiplicando ambas
igualdades por (z+n), haciendo tender Re(x) a oo de la misma manera se obtiene a,, = b,.
La hipotesis de induccion hace que los términos de orden menor sean iguales y por tanto,
las dos series coincidan exactamente.

Q.E.D.

Una consecuencia de este resultado es que una serie factorial inversa no puede anularse
idénticamente salvo que todos y cada uno de sus coeficientes sean también nulos. Las series

factoriales directas no presentan dicha propiedad como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.2 Sea x > 0 una cantidad no entera y « una constante. Entonces por el desa-
rrollo de Taylor de (1 + a) en a = 0:

+0o0 “+o0o
x r(z—1)..(r—s+1)
(1—1—04)’”25 a“’()zg a’ .
|
s=0 § s=0 s
Basta entonces substituir &« = —1 para obtener una serie de factoriales directa nula

cuyos coeficientes no lo son.
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Capitulo 2

Representacion de funciones mediante

series factoriales

S€ paciente, pues el mundo es ancho y extenso.

Edwin A. Abbott

La convergencia uniforme deducida al final del capitulo precedente, en particular, la
relacion funcional (1.19), permite establecer una primera correspondencia entre las series
factoriales y las series de potencias. Este capitulo consistira en presentar dicha correspon-

dencia y poner de manifiesto las numerosas ventajas que supone.

2.1. Integral de Mellin

Proposicion 2.1 Sea una serie factorial inversa Q(x) , eziste una funcion holomorfa p(t)

en D(1;1) denominada funcion generatriz tal que:

Qx) = /0 t"Lop(t)dt. (2.1)

Verificando ademds que la serie t*"1p(t) converge uniformemente en 0 <t < 1.

Una integral de la forma (2.1) se denomina integral de Mellin y su representaciéon para
las series factoriales implica la primera correspondencia entre éstas y las series de potencias
a través de su transformada.

PRUEBA.- En vista de la Ecuacion (1.19), por la propiedad (A.9) de la funcion Beta se

tiene:
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—+00

ass!
Q(x):§$($+1> (x+s) Zas (2,54 1).

Siendo B(z, s+ 1) la funcion Beta de Euler. De esta forma, usando la expresion integral
(A.9) de la funciéon Beta en Re(x) > 0 se tiene:

Zas/t“ — t)*dt.

Esta expresion sugiere tomar como funcion generatriz:

o(t) == ap+ a1 (1 —t) +as(1 —t)> +az(1 —t)* + ... (2.2)

Previo a cualquier consideracion, veamos que realmente esta serie de potencias converge
y por tanto define una funcién holomorfa. Para ello, puesto que por hipotesis la serie Q(z)

estd bien definida y converge se cumple:

I lag|s!
fm
s—+oo |z(x 4+ 1)...(z + s)]

|z(x + 1)...(x + s)| ‘F(x+s+1)
s!

=0=la,| < =
la] < e “IT(s+ 1)I(2)

Para un s suficientemente grande y dependiente de e. Entonces, a partir del infintésimo
(A.8) que ofrece la funcion Gamma se tiene:
SRe(ac)
[(z)

Siendo C' una constante fruto del infinitésimo. Basta entonces aplicar el criterio de la raiz

las| < C

para ver que la serie p(1 —t) tiene radio de convergencia al menos 1y por tanto, ¢(t) define
una funciéon holomorfa. A continuacién probemos que la serie t*~'¢(t) es uniformemente
convergente en 0 < ¢t < 1y por ello, la propia funcion ¢(t) también lo hara. Para ello
sea 0 := max {3, \+ 3} con A la abscisa de convergencia de (z) y témese Re(x) = o.
Entonces en el punto x = ¢ — 2, por construccién la serie factorial converge. Por ello, de

nuevo su término de orden s tiende a 0 cuando s — +00 y consecuentemente!:

s|s! 2
lim 9,15 = lim |as / orsTE) 0.
s—+oo (0 —1)o...(0 +5—2) s—+oo

De esta forma, para un € > 0 se puede encontrar un entero n tal que para cada s > n:

Notar que en el limite no se considera ¢ — 2 correspondiente a 1/z; el motivo consiste en que asf,
el limite toma la forma de un cociente de ntimeros combinatorios de forma cerrada y que serd util mas
adelante. En cualquier caso, se trata de una constante por un infinitésimo y la igualdad sigue siendo cierta.

30



APLICACION A LA RESOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS. CAPITULO 2

\as\<e<0+j_2):e(x1—8>. (2.3)

o = o+s—2
ST =) < ettt 1 — 1),
S wtr <@ (7%

sS=n s=n

Asi:

Por ello, a partir de la igualdad (A.6) se tiene:

+oo
D a1 —t) | <et” M- (1= =

Y por ende, la convergencia uniforme ha sido probada. Por ello, se puede “intercambiar”

el orden de la integral y de la suma, obteniendo la expresion (2.1).
Q.E.D.

Este resultado indica que la existencia de una funcién generatriz en forma de serie
de potencias es una condiciéon caracteristica, o en otras palabras, necesaria, de las series
factoriales. Se tratara ver que el reciproco también es cierto, ie, que a partir de una serie
de potencias convergente, es condiciéon suficiente para estar biunivocamente asociada a una
serie factorial convergente. No obstante, a dicha serie de potencias se le habra de imponer
una serie de restricciones que permitan afirmar este hecho. Dichas caracteristicas vendran
“inspiradas” por las siguientes propiedades esenciales para series de potencias en su frontera

de convergencia.

Definicion 2.1 Sea f(t) := ) ast® una serie de potencias holomorfa en el disco unidad
abierto D := D(0;1). Se denomina orden de f sobre D a la cantidad:

v:= 1+ limsup (log |an]/logn> . (2.4)

n—-+oo
Nota 2.1 En caso de verificarse v < +o00, para un € > 0 dado, se tiene que existe un
natural ng para el cual, si n > ng:

|a,| < n¥~tre.

De esta forma, el orden de una serie de potencias mide en cierta manera el crecimien-

to de los coeficientes de ésta. Esta medida® permite inferir resultados parciales sobre la

2 Aunque los lemas que se presentan a continuacion no hacen uso de esta nueva cantidad, en el Teorema
2.1 se relacionaran estos resultados con el orden y se permitira asociar de manera biunivoca el orden de la
serie de potencias con la abscisa de convergencia de la serie de factoriales que definen mediante la integral
de Mellin (2.1).
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convergencia de la serie en las citadas condiciones en su frontera.

Lema 2.1 §i para cierto nimero w > 0, los coeficientes de la serie de potencias en las
condiciones de la serie f(t) antes definida verifican la siguiente tendencia:
Qp,

lim

n—+oo nw—1

= 0. (2.5)

Entonces se cumple:

lfm (1 — [¢))* f(t) = 0.

[t|—1

PRUEBA.- En primer lugar se hace notar que para todo « se cumple:

(2.6)

(n+a>_ Fla+n+1) ne
n

T T+ Dl(a+1) T(a+1)
Donde se ha hecho uso del limite (A.8) que ofrece la funciéon Gamma. Entonces, puesto

que 1/T(a + 1) se trata de una constante finita, la condicién® (2.5) se traduce en:
-1
lim an/<n+w > ~0.
n—-+oo n

De esta forma, dado un € > 0 existe un natural ny para el cual si n > ng se tiene:

] <e<”+:_1>. (2.7)

Y por ello:

+oo

Z ast®

s=ng

551 (AU [

s=0

Donde en la tultima igualdad se ha hecho uso del Teorema del binomio (A.6). De esta

forma se obtiene finalmente:

no—1

(L= e[ f )] < (1= Je])* Zasts

Q.E.D.
El siguiente resultado prepara el terreno para la deseada correspondencia entre series

factoriales y series de potencias.

3Se llama la atenciéon que para la funcién generatriz se exploto esta condicién sin necesidad de pasar
por (2.5).
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Lema 2.2 §i existe w > 0 verificando la siguiente igualdad:

N

lim
n——+oo nw—1

Entonces la serie:

+oo
> at(1—1t),
s=0

es uniformemente convergente en toda curva interior de D sin ser tangente* a ésta, salvo,

a lo sumo, en el punto t = 1.

PRUEBA.- En cualquier recorrido que evite ser tangente al disco unitario verifica que la

siguiente cantidad:

12|
<C
1— 2] ’

se encuentra acotada® por una constante positiva y finita C. Entonces, por lo visto en

la demostracion del Lema 2.1, se verifica la desigualdad (2.7) para cierto ng. Por ello se

verifica:
+00 +oo
w+s—1
S =) < eC¥(1 —|t])” t® < eC.
> att-0¥ <ec= 3 (V7T <
s$=no S$=no

Donde en la ultima desigualdad se ha tenido en cuenta que se estd tratando con una

serie de términos positivos y ademas se aplico de nuevo el Teorema del binomio (A.6).
Q.E.D.

Este resultado tiene un potente paralelismo con lo visto en la Proposiciéon 2.1. De he-
cho estos resultados son consistentes entre si; en efecto, si (z) converge en un punto
o := Re(x) > A, repitiendo el argumento de precisamente dicha proposicion, ie, que se veri-
fica (2.3) para un s lo suficientemente grande, es facil ver que |t*p(t)| se acota por et®=7~1,
Por ello, aplicando este tltimo lema se tiene convergencia uniforme en 0 < ¢ < 1 (notar que
este camino no es tangente a la circunferencia unidad) si & > o + 1. Sustituyendo a por

x — 1 se obtiene justamente la Proposicion 2.1.

4Recordemos que con el lema anterior se obtuvo el orden crecimiento de f(t) en las proximidades del
posible punto singular ¢ = 1. Esta condicion evita realizar dicha aproximaciéon tomando puntos de la corona,
donde también pueden existir puntos singulares.

Esta delimitacion se conoce como region de Stolz y se puede demostrar [8] que f(1) coincide con
lim;_,,- f(t) siempre que se aproxime por una region de Stolz. Este resultado se debe a Abel.
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Con estos preliminares, ya se esta en condiciones de probar el deseado reciproco, en el
que a partir de series de potencias con un orden fijo, es posible identificarlas con una serie

de factoriales.

Teorema 2.1 Dada ¢(1 —t) una serie de potencias holomorfa en D de orden finito, la in-
tegral de Mellin definida como en (2.1) admite una representacion como serie de factoriales
Q(x). Esmds, si Y as diverge, la abscisa de convergencia A de Q(x) es no negativa y verifica
A=h—1 con h el orden de la serie p(1 —1t)/(1 —t). Alternativamente, si y _ as converge a
un valor no nulo, A\ < 0 y ademds \ = h' —1 siendo I/ el orden de (p(1—t)—@(17))/(1—1t).

PRUEBA.- Dadas las condiciones del enunciado, en virtud de lo comentado en la Nota

2.1, para un natural ng y un € > 0, si v denota el orden de p(1 —t) = > a4t® finito por

v—1+e€

. . > § e S e se verifica:
hipoétesis se tiene que para n > ngy se cumple |a,| < n , con lo que si € > € se verifica

|afn| —¢/ n—+oo
—iird <n¢ ——=0.
n

En consecuencia, haciendo tender ¢ — ¢, se cumple:

, ap
lim
n—+4o0o n’/*lJre

=0,

si € > 0. Por ello, en virtud del Lema 2.2, la serie®:

“+oo
D a1ttt
s=0

Es uniformemente convergente en 0 < |¢t| < 1 (notar que este camino no es tangente al
disco de definicion) y define una funcion holomorfa en D(1; 1) puesto que para todo € > 0 se
tiene v+e€ > 0. De esta forma, la funcién t*~1¢(t) converge uniformemente si Re(z) > v+1.
En tal caso, puesto que la convergencia uniforme permite el intercambio de sumas infinitas

e integrales se tiene:

“+o0

1 n +oo 1 . oo _ asS!
/0 t 1¢(t)dt:§as/o 71— 1) dt—zasB(fW*l)_Zox(x+1)...(:c+s)'

S=

Con lo que tenemos la deseada reconstruccion de la serie factorial. Cabe destacar que
la condicién Re(z) > v + 1 relaciona parcialmente la region de convergencia de §2(z) con el

orden de la funcién generatriz. La segunda parte del enunciado va mas alla y establece una

6Se hace notar que se ha cambiado la variable a 1 — ¢ con respecto al enunciado de dicho Lema 2.2.
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relacion biunivoca de la abscisa de convergencia y el orden de la funcién generatriz pero en
este caso, corregida para (1 —1)/(1 —1t) o (p(1 —t) —¢(17))/(1 —t) en funcion del signo.

Por lo comentado en la Nota 1.3, si la serie ) ay diverge se tiene que A = « con «
definido como en (1.9). Por otro lado, en virtud de (A.5):

+o0
90(1 _t s
1——75 (1—1t)" Zast Sz;(ao+...+as)t

Por ello, si llamamos h al orden de ¢(1 —t)/(1 —t), por la definiciéon vista en (2.4):

/logn> =14a.

De forma que si A > 0 la funcion ¢(1 —t)/(1 —t) es holomorfa en D y de orden 1 + A.

Por ultimo, de nuevo, segin lo comentado en la Nota 1.3, si la serie ) ay converge se

>

n—-+o0o 5—0

h =1+ limsup <log

verifica A\ = [ siendo [ la cantidad definida en (1.10). Por ello, teniendo en cuenta que

©(17) = > ag, en vista de lo deducido anteriormente:

(1) &2 o
el 1t)_tg0(1) ;(ao—i- Foag)t (Zas)zts_ ;a5+1+as+2+'“>t5'

Por ello, si denotamos por b’ el orden de la serie, segtin la Definicion (2.4) se tiene:

+oo
h' =1+ limsup (log Zas /10gn> =147
n——+o0o s—n

Asi, la funcion (¢(1 —t) —¢(17))/(1 —t) resulta holomorfa en D y de orden b’/ =1+ A
si A < 0. La prueba es completa.
Q.E.D.
Vista ya la correspondencia entre series de potencias y de factoriales mediante la trans-
formada de Mellin, se destaca que resulta admisible una férmula de inversion (véase [7] y

[21]). En efecto, a partir de la transformada de Fourier:

Aw) = /_ " et

oo

Efectuando el cambio de variables x := €' y p := iw se obtiene:

—+00

A(—ip) := F(p) = /0 oOa(logx)xp_ldx = f(z)zP tda.

0
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De esta forma es facil ver que se obtiene una férmula de inversion para las series fac-
toriales a través de estos cambios de variable sin mas que partir de la transformada de
Fourier. De esta manera, a partir de una serie de factoriales (2(z), una manera para obtener

la funcién generatriz es a partir de la siguiente formula de inversion:

¢u)::;iizhﬂwt—fgcwdx. (2.8)

2T )1 ino

Siendo [ una cantidad mayor a la abscisa de convergencia absoluta de Q(x).

Veamos una serie de ejemplos en los que se pone de manifiesto esta correspondencia:

Ejemplo 2.1 Considérese la siguiente serie de factoriales:

X (s —1)!
; zlx+1)..(z+s)

Con la notaciéon habitual se tiene a; = 1/s. Por ello, no es necesario aplicar a priori la

formula de inversion, sino que bastara con aplicar (2.2).

1t (11—t (1-1t) B
o(t) = 1 + 5 + 3 +...=—logt.

De esta forma:

1 . a 1 . 1
Q = — t*“lootdt = —— Y7 dt = —.
(x) / og a / -

En definitiva:

0! 1! 91
ﬁ:x(:c—l—l) +97:(:1:—|—1)(:zc—|—2) +:L‘(ZL‘+1)(1‘+2)(:L‘+3) *

A partir de su definicién, el cociente entre el término de orden s 4 1 y s resulta:

S _ rz+1 _ z+1 1 _ 1 $+1+O 1
r+1+s r+1+s s 1—}—9”7“ N s s2 )

De esta forma, segun el criterio de Weiertrass (A.2), la serie converge absolutamente

para Re(x) > 0. Por otro lado:

1 1
Zas 1+ +3+ —{——Nlogn (2.9)

Por ello, a partir del Teorema 1.4 se tiene:
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A = lim sup log(log n)/ logn = 0.

n—-+o0o
Se ha obtenido asi el primer ejemplo particular en el que la abscisa de convergencia A

coincide con la abscisa de convergencia absoluta.

Ejemplo 2.2 (Formula de Waring) En este caso, vamos a intentar expandir la funciéon

(x —a)~! en serie de factoriales, para ello, puesto que:

1 1
——/ tro
T —a 0

resulta evidente, a partir de (2.1) que ¢(¢) = ¢t~ sin necesidad de recurrir a la férmula de

inversion (2.8). Entonces, a partir de (A.6):

ta:(1—(1—t))a:+f<a+z_1)(1—z)s.

s=0
De esta forma, a partir de la formulacion de la integral de Mellin (2.1), aplicando la

expresion integral (A.9) de la funcion Beta se obtiene:

1 1 XNfa+s—1 (a+s—1)! T(x)
= - B = — .
r—a x+;( s ) (z,5+1) +Z (a—1)! T(z+s+1)

Notar que se ha usado la correspondencia (A.9) entre la funcion Gamma y Beta. De

esta forma se obtiene la conocida como formula de Waring:

11 a ala+1) a(a+1)(a+ 2)
r—a o z(x+1) * z(x +1)(x +2) * x(x +1)(x +2)(x + 3) e (2.10)

Procédase a evaluar el cociente del término de orden s + 1 frente al de orden s:

)

Usy1  a+s _1 :c—l—l—a_l r+1—a 1
us x+s+1 r+s+1 s 1—1—93%1

:1——I+1_a(1—$+1+($+1)2—.”>:1——x+1_a+0(
S S S S

anl’i ~—
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Entonces, a partir del criterio de Weierstrass (A.2), la convergencia absoluta se obtiene
para Re(x +1—a) > 1= Re(x) > Re(a). Entonces, puesto que la funciéon (x —a)~! tiene

un polo en el punto x = a en particular también se verifica A = Re(a).

A continuacion considérese la siguiente serie de factoriales:

1 a a(a+1) a(a+1)(a+2)
)=~ oo+ D T 2@+ )@+ et DE+@trd) (2.11)

Se puede aplicar el criterio de Weierstrass (A.2) a la serie compleja de valores absolutos
de forma que el cociente entre términos consecutivos sea idéntico al de la Formula de Waring
(2.10). Por ello, la abscisa de convergencia absoluta es Re(a) mientras que la convergencia

condicional se tiene para 0 < Re(x + 1 —a) < 1. De esta forma A = Re(a — 1).

2.2. La transformacion (x,z + m)

Entre las transformaciones susceptibles de ser aplicadas a las series factoriales, la trans-
formacion (z,x + m) va a resultar de utilidad para diferentes propiedades en estudio tales
como la regiéon de convergencia del producto de series factoriales y su derivabilidad, ademés
de definir una extension analitica de Q(x) més alla de la frontera definida por la abscisa de
convergencia. Para presentar esta transformacion partimos de nuevo de la representacion

de Q(z) como integral de Mellin:

1 1
Q(:c):/ t“go(t)dt:/ Mmoot dt
0 0

Haciendo uso del Teorema del binomio (A.6), se efecttia la siguiente identificacion:

tTo(t) = (1— (1 —1)) Zasl—t Zb (1—1)°

Siendo en este caso:

1 -1 i -1
b = a4 LR PR L N PP L +s ap = mety sy (2.12)
1 2 S gt v

Bajo estas condiciones se tiene:
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+00 bgm)s!
) =2 G m ) G )

A esta reescritura de la serie factorial se la denomina transformacion (x,z + m). A
continuacién se va a dar una discusion acerca de su region de convergencia. Para ello, en

primer lugar supéngase que m = 1, de forma que:

b\ =ag +ay + ... + as. (2.13)

Consideremos una serie cuya abscisa de convergencia A > 0 no coincida con su abscisa
de convergencia absoluta. El Ejemplo 2.11 es valido. A partir del Teorema 1.4 es sabido que

A = «a siendo esta constante la definida como en (1.9). De esta forma:

S

>

v=0

A = lim sup (log

s§—+00

/log s) = lim sup log|bs|/log S.
S§——+00

Por ello, dado un € > 0 existira un indice sy para el cual si s > s se verifica |bs| > shte,

Por consiguiente:

bgl)s!

K8A+657Re(z)71 _ KS)\qLefRe(z)fl.
(x+1)..(z+s+1)

Notar que la constante proviene de aplicar el infinitésimo (A.8). De esta forma, la serie
transformada converge absolutamente si A + ¢ — Re(x) — 1 < —1, ie, si Re(z) > A + €.
En otras palabras, la abscisa de convergencia absoluta de la serie transformada es \. Esta

condicion implica en particular, en virtud de (2.3):

<M<O‘+€+8). (2.14)

e
s S

S
>
p=0

El siguiente ejemplo da debida cuenta del proceso de extension:

Ejemplo 2.3 Sea la siguiente serie:

—+00

L:Zi(i—Fl)...(i—ks—l)

x—i z(z+1)..(x +s)

Cuyos coeficientes segin se comprob6 para la formula de Waring (2.10) son, para este

caso particular:
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(i+s—1>
as = ;
S

entonces, segin lo comentado en el Ejemplo 2.2, el criterio de Weiertrass permite afirmar
que A = 0. Esto se puede deducir alternativamente a partir del Teorema 1.4. En efecto,
segun (2.6) es inmediato ver que limag # 0 y por tanto su suma no converge; asi, en vista

de lo comentado en la Nota 1.3:

/log 3) = lim sup (log

s§—400

(1)

A = lim sup <log

s—400

;<¢+Z—1)

~ lfm sup <10g 11/T'(i + 1)|/logs) =0

$——+00

Se hizo uso de la identidad de Pascal y de (2.6). A continuacion apliquemos la transfor-

macion (z,z — 1); en virtud de (2.12):

Cy (it =1\ [i+s—v—1
b _Z< v s—v '

v=0

Aplicando propiedades elementales de los niimeros combinatorios se obtiene:

4 i  + v -1 1sis=0
B = (-1 (" -
B ( >Z< V)(S—V> {Osis>0

v=0
Notar que la ultima igualdad se obtiene al aplicar la identidad de Vandermonde. En
definitiva, la serie transformada resulta idénticamente 1/(x — i), no ha cambiado la serie,
pero no obstante, con la forma que toman los coeficientes resulta tener una abscisa de
convergencia igual a —oo; en otras palabras, resulta una funcién meromorfa.
Este fenémeno se explica teniendo en cuenta que en la férmula original, el polo simple
x = i no se sitia en la recta de enteros negativos. No obstante, tras la transformacion, el

polo se “traslada” al origen obteniendo un representacién meromorfa de la serie factorial.

De esta forma, y de manera general, si denotamos por A; a la abscisa de convergencia
de la serie Q(x) tras aplicarle la transformacion (z,z + 1) y considerar el criterio del limite
superior resulta evidente que A\; < A si A > 0. Mediante un argumento se puede probar de
forma inductiva esta misma propiedad para cualquier m € N. Esto sin embargo no ocurre

si A < 0, vedmoslo a través del siguiente ejemplo:
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Ejemplo 2.4 Sea la serie:

<= 275 1gl
Z r(x+1)...(x+s)

s=0

La suma de los coeficientes es una serie geométrica que converge y verificando > as = 1;
por ello, en vista de lo comentado en la Nota 1.3, A = —oo por ende estamos ante una funcion
meromorfa. Apliquemos la transformacion (z,z + 1), segtin (2.13):

1 — 27372

P === _1=1-2""
1-1/2

Entonces, puesto que lim bgl) = 1 # 0 se tiene que Zbgl) no converge, y segun lo
comentado en la Nota 1.3 su abscisa de convergencia A; cumple \; > 0. Es més, puesto
que:

s

bgl) =s5+25 1= )\ =limsup <log ‘3 + 2_5_1‘/103; S) =1,

V=0 S$——+00

se tiene convergencia en el semiplano Re(x + 1) > 1; ie, la serie transformada converge
si Re(x) > 0. Asi se tiene un ejemplo en el que si A < 0, la serie transformada tiene un
semiplano de convergencia més pequeno.

De nuevo, hay que recurrir a la representacion de la funciéon como serie de factoriales
para dar debida cuenta de este fenomeno. Al aplicar la transformacion (z,z + 1), la nueva
representacion no tiene un polo en 0 (por no estar dividido por un término x), lo cual no

es compatible con una abscisa de convergencia —oo.

Un “refinamiento” de estas cotas permite obtener un resultado clave acerca de la region
de convergencia del producto de series factoriales; es mas, se vera como la definicién de
producto de series factoriales dada en (1.2) es en realidad, la més natural conservando las

propiedades de convergencia.

Teorema 2.2 Dadas dos series de factoriales Q(z) y Q(x) con abscisas de convergencia A
y X\ respectivamente; entonces, su producto definido como en (1.1) es desarrollable en serie

de factoriales convergente en Re(xr) > méax {O7 A, 5\}

PRUEBA. .- Iterando dos veces la Identidad (2.12) para (x,z+m'+ 1)y (x+m'+ 1,z +

m’ +m + 2), siendo m, m’ dos naturales cualesquiera se obtiene:

bgm+m/+2) — Z (m + V) bgf;—l—l)
14

v=0
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De forma que, identificando los coeficientes de ag en ambas expresiones, es facil ver que:

(m +m’8+ s+ 1) _ Z (m;r u) <m’8—{—_sy— 1/>' 0.15)

v=0

A partir de la desigualdad (2.14) se tiene que para un € > 0 y ' := max {0, A, 5\} se

verifica, cuando m’ = 0 la siguiente desigualdad:

S / /
B+ < CZ (m+u) (A +e+s—u) :C(A +6+m+l+s>. (2.16)
— v 5—v s

Donde en la igualdad final se ha aplicado (2.15). A continuacién, estas desigualdades
auxiliares se van a aplicar al caso de las series Q(z) y Q(z), en las cuales, para poder extraer
propiedades de convergencia absoluta, segtin el Teorema 1.3, es conveniente considerar la

transformacion (x,z + 1). Por ello, en lo sucesivo de la demostracion se tratara a las series
Q(z) y Q(z) como:

oo bgl)s!
Qz) = ; (z+D(z+2)..(z+s+1)
R oo Bgl)s!
Qz) = 52:% (x+D(x+2)...(r+s+1)

Considérese la siguiente cantidad:

bj(gq”) l;gl)p!q!

Uy g 1= . p.g=0,1,2, ..
P G D@+ 2)wrptqr2) @ DY

Se tratard de considerar la serie doble U ara ello, en primer lugar téngase en
p,q P9 )

cuenta que a partir de la desigualdad (2.16) se puede ver:

N N
( +e+;1+1+p)( +qe+q)p!q!

(c+1)(oc+2)..(c+p+qg+2)

|up7q| <C?

Donde se ha tenido en cuenta ademas que |z| > o := Re(x) > N > 0. Desarrollando los

numeros combinatorios:
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CQ(X—i—e—l—p—i—q—l—1)...()\’+e+q+2)()\’+e+q)...()\’+e+1) B
(c+1)(c+2)..(c+p+qg+2)

N 4e
e Nerl 1 (e
! o+p+q+2
(c+ Do+ N+e+q+1 (TrH)

Aplicando (2.6), no es dificil ver que la ultima identidad es equivalente a:

O (AP V)
q+1 (p+q)t? g+1
En donde en C” se han englobado la constante asintotica de (2.6) y el resto de constantes

con las que se completaron los niimeros combinatorios. En resumen:

0+t
q+1 ’

|Up-q| <

Por ello, es inmediato comprobar que:

s

: —~ 1 :
Z |up75_p| < C’/S/\ +e—o—1 Z m ~ C//S)\ +e—o—1 log (1 + S).
p=0 p=0

Donde se volvio a usar la relacion asintotica (2.9). De esta forma, es inmediato comprobar

que se tiene convergencia absoluta en ¢ > )\ y en estas condiciones estan admitidas las

reordenaciones de coeficientes, por lo que la siguiente identidad es cierta:

400 400 400 s
E E :uq,p: E E :up,sfp-
q=0 p=0 s=0 p=0

Véase como realmente la primera suma doble coincide exactamente con el producto
Q(z)Q(z) y asi obtendremos una génesis del producto definido en (1.2) a la par de la

deseada convergencia citada en el enunciado. En efecto:

B(l) ] +oo b(Q+2) |
q 4- Z p D _
(x+1)(z+2)...(z+qg+1) par (x+qg+2)(z+qg+3)..(z+p+qg+2)
b q!
= e Q).

(x+1)(z+2)...(r+qg+1)

Donde para la identificacion con €2(z) se ha realizado la transformacion (z,x 4+ ¢ + 2).

La suma con el otro indice restante ¢ permite identificar Q(z) a través de la transformacion

43



SERIES DE FACTORIALES.

(x,z 4+ 1). De esta forma, es evidente que el producto definido en (1.2) tiene sentido y

conserva las regiones de convergencia. Esto se debe a que:

“+00

Qa)Qz) =Y Cs! (2.17)

(x+1)(z+2)..(x+s+1)

s=1

con:

Co 1= i M[,(%p)g(l)

j4 s—p—1>

coincide exactamente con el producto (1.2) bajo la transformacion (z, x + 1). Esta identifi-

cacion permite probar la convergencia del producto, puesto que por (2.2):

(x+1)(z+2)..(zv+s+1)
s!

s—1

/
E Ups1_p| < C"s* € log s.
p=0

lcs| <

Por ello, el producto (2.17) converge absolutamente si o > )\, y bajo la transformacion

(x,x + 1) el producto (1.2) converge en la misma region. La prueba es completa.
Q.E.D.

Nota 2.2 Notar que si los coeficientes as, @5 de las series Q(x) y Q(x) respectivamente son

positivos, entonces los coeficientes ¢, del producto segin (1.1) también lo son.

Una primera consecuencia de este teorema es que las potencias de una serie factorial
02(x),Q3(x), ... pueden representarse como una serie de factoriales convergentes en el semi-

plano Re(z) > méax {0, A\}; ie:

“+o00

sle
Qv = s : =1.2.3.... 2.18
(z) ;:c(x—i—l)...(x—i-s) Y Ty ( )

converge en dicha region y ademaés si los coeficientes as = ¢ 5 son positivos entonces para
todo v las cantidades ¢, s son también positivas. Ademaés, puesto que cada vez que se itera
el producto sobre si mismo, segin (1.2) se “pierde” el primer término factorizado, se tiene
siempre ¢, = €1 = ... = Cy 1 = 0.

La representacion de series factoriales mediante la integral de Mellin ofrece un método

alternativo para calcular su producto a partir de las funciones generatrices. En efecto, sea:

() Z/O1 o p(a)da Q(fﬁ):/o1 BT (B)dB.

De esta forma:
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Q(r)(z) = / / (@)™ pa)(B)dadp.

Realizando el cambio de variable a8 =t se tiene:

Q2)0(z) = /0 £y ()t

Donde se verifica:

o [ o) [ ()P

Veamos la potencia de este método a través del siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.5 A partir de la formula de Waring (2.10) se tiene:

11 p plp+1) /1 1
= — P dt. 2.20
T —p x+x(ac—{—1)+w(x+1)(a:—l—2)+ 0 (2:20)

11 q a(g+1) /1 1
. n T a1y, 9221
r—q x zxz+1) z@+1)(z+2) 0 (221)

Aplicando la igualdad (2.19):

! t P — 4
x(t) = / ol (_) Pl
t o pP—q

Para obtener los coeficientes se requerirfa expandir x(¢) en potencias de (1 — ), no

obstante resulta mas sencillo escribir:

1 1 1 t:rfpfl _ t:qufl
L / d.
r—p T—(¢ 0 pP—q

De esta forma, resulta inmediata la solucion restando de la serie (2.20), la serie (2.21)

y dividiendo por p — g; por ello:

Lo 1 phatld P’ +pe+@P+30p+q)+2
r—p x—q z(xz+1) zx+1)(z+2) z(rx+1)(x +2)(z + 3)

En particular si p = ¢ se tiene:
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1 1 2p+1 3p? + 6p + 2
= P + prop ¥ (2.22)

@—pP a@t1) st D@+2) 2ot D+ 2)@+I)

En este caso resulta més sencillo obtener el resultado a partir del desarrollo en potencias

de (1 —t) de x(t); en efecto:

1
X(t) = / a 't Pda = —t Plogt.
t

Entonces, a partir de los desarrollos (2.23) y (A.6):

X(t) = 1+p(1—t)+@(1—t)2+..} - {(1—t)+(1_t)2+(1_t)3+m —

=(1—t)+<p+%) (1—t)? + (%2+p+%) (1—1)7°+ ...

Lo cual resulta la misma serie que (2.22).

2.3. Diferenciabilidad de series factoriales

A partir de la representacion (2.1) que ofrece una serie factorial, se obtiene:

1
O (x) = /0 t" 1 logte(t)dt.

De hecho, a partir del desarrollo en serie de potencias del logaritmo y de la propia

funcién generatriz:

10gt:—(1—t)—%(1—t)2—%(1—1&)3—... (2.23)

qf)(t) = Qo + a1(1 — t) + CLQ(l — t)2 +

es posible ver que (basta identificar los nuevos coeficientes como los que acompanan al

término (1 — ¢)*):

X (B )l

S

et D@+ 2)(rts) (224)

V(x)=—

(]

s=1

Notese que en este caso la suma comienza en s = 1.
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Si A < 0 es sabido que el punto z = 0 es un polo simple de () y por ello, resulta en un
polo doble de €'(x) lo que impide tener una abscisa de convergencia estrictamente menor

que 0. De esta forma en general cuando A < 0 la abscisa de convergencia de €Y' (z) es cero.

2.4. Dominancia término a término

La técnica de series mayorantes encuentra tal y como afirma [10] y [13], multiples aplica-
ciones en el estudio de operadores y de la convergencia para las series de potencias. Como
pondremos de manifiesto en la Seccién 2.5, esta técnica serd de utilidad para la demos-
tracion de una version del Teorema de la funcion implicita adaptada al caso de las series
factoriales (Teorema 2.4).

Con la notaciéon del Teorema 1.4, se habia encontrado que cuando la abscisa de conver-
gencia A es positiva coincide con la cantidad « definida segin (1.9), mientras que si resulta
estrictamente negativa, la serie ) as converge implicando o = 0 si dicho valor es no nulo.

De esta forma si tomamos X' := max {0, \} se garantiza:

/logn) .

Entonces, de nuevo, por la propia definicién de limite, para un € > 0 existird un entero

n

>

s=0

N = lim sup <log

n—-+00

N para el que:

/ .
as| <n ¢ si n> N,

s=0

Por otro lado, a partir de la técnica asintotica (2.6):

~J

n+1DI'(N+e+1) T(N4+e+1)

y por ello, es posible encontrar una constante positiva M independiente de n para la cual:

< M(X +E+”>. (2.25)

n

N+e+n) TN+et+n+1) nXte
n oI

n

>

s=0

De esta forma, a partir de la formula de Waring (2.10) se puede considerar la siguiente

serie:

M M MMN4e  MN+eWN+et+1)
T

r(x+1) z(x +1)(x +2) (2.26)

z—N—c¢
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Ademas, a partir del criterio de Weierstrass habiamos probado que esta serie converge

absolutamente para Re(x) > X + €. El término de orden s de esta serie es:

dgs! Cd=M N+ets ‘
z(z+1)...(x+s) s
Cabe destacar que los coeficientes son positivos para todo s y ademaés su suma verifica, a

partir del equivalente a la identidad de Pascal que ofrecen las combinaciones con repeticion:

Mi (X+se+s) :M<X+€Zn+1>'
5=0

De esta forma, para cada valor de n, la suma de los n + 1 coeficientes de (2.26) es
estrictamente mayor que el médulo de la suma de los n + 1 coeficientes de Q(z). Y ademés
esta dominancia se traduce a cada uno de los coeficientes por separado, ie |as| < ds para
todo s, tal y como muestra (2.3) para x = X + € (en este caso la serie Q(x) converge y
tiene sentido afirmar que el término general tiende a cero). En este caso se dice que hay
dominancia término a término.

A la serie (2.26) se la denomina serie mayorante, y por lo que hemos comentado, cada
serie factorial convergente posee una serie factorial mayorante que define una funcién holo-
morfa’ para Re(z) > N + ¢ + 1. Esta propiedad va a ser de utilidad en la préxima seccion
y en el siguiente resultado. Es por ello evidente que a la hora de realizar transformaciones
de una serie factorial mediante un operador, va a resultar interesante que se conserve esta
propiedad (véase la definicion de operador bueno).

Una primera utilidad de esta propiedad la ofrece el siguiente resultado de representa-
cion de series factoriales que generaliza todas operaciones de potenciacion ya introducidas.

Ademas tiene un equivalente con las series potencias (véase [13]).
Teorema 2.3 5i la funcion:

+oo
G(t) = Zg,,t”,
v=0

es analitica en un entorno del origen de radio r y (x) representa una serie de factoriales

inversa en un semiplano, entonces la funcion:

G(Q(x)) = G(0),

"Aunque la serie mayorante converja absolutamente para Re(z) > ) + €, se afiade una unidad para
garantizar la convergencia absoluta de Q(z).
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también admite una representacion como serie factorial inversa convergente en algun se-

miplano.

PRUEBA.- Supéngase sin pérdida® de generalidad que la abscisa de convergencia \ es

estrictamente positiva. En primer lugar, se verifica la siguiente igualdad:

G (S —90+Z Tl xH) (2.27)

Siendo en este caso:

+o00
s E GuvCus-
v=1

Con ¢, los coeficientes de la serie factorial de la potencia v—ésima (2.18) de Q(z). En-
tonces, puesto que la serie factorial es convergente absolutamente en el semiplano Re(x) >
a+ 1+ ¢, por lo que ha sido demostrado, admite una serie mayorante (2.26) denotada por

L(z) a la que se puede considerar cualquier potencia v de forma que:

—+00

L) = MY . Z sld,

(—a—e=1)  ‘Za(@+1)..(z+5s)

Con d,, los coeficientes de la serie factorial de la potencia v—ésima de la serie mayo-
rante (2.26). Por construccion se verifica d,s > |c,s|. Tomese 0 € R una cantidad mayor

estrictamente que « + € + 1 + M /r. Entonces se cumple la siguiente desigualdad:

“+o00

sld MY
L(0) = e -~ v,
(o) ;U(UH)...(UH) o—a—c—1p "

Entonces, puesto que por hipotesis > g,r” converge. la siguiente serie doble:

+o00 400

s!lgvldys
ZZ oloc+1).(c+s)

v=0 s=0

converge y domina término a término a:

400 +00

s! gycus
Z Z (oc+s)

8En otro caso basta sustituir a por X' := max {0, \}.
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Puesto que la convergencia es absoluta, cualquier reordenamiento es admisible y la
convergencia se mantiene. Por ello, se ha probado que la serie (2.27) es convergente en
Re(z) > a+ e+ 1+ M/r que es lo que se pretendia probar.

Q.E.D.

Como consecuencia, se obtiene este otro resultado de representacion.

Corolario 2.1 Si la funcion:

+oo
H(z) := Zgl,x_”,
v=0

es analitica en x = oo, entonces la funcion H(z) — H(oco) puede ser representada como una

serie factorial convergente en algin semiplano.

PRUEBA.- Con la notacién del Teorema 2.3, basta aplicar tal resultado a las funciones
G(t) :== H(1/t) y en este caso particular a (x) = 1/x.
Q.E.D.

2.5. Teorema de la funcién implicita

Teorema 2.4 (Teorema de la funcion implicita) Sea una sucesion 2, (z) (v =0,1,2,...)
de series factoriales inversas convergentes en un semiplano Re(x) > \. Sea e > 0 y
N = méax {0,\}. Por ello, dendtese por L,(x) a la serie mayorante M, /(x — XN — e — 1)
asociada a la convergencia absoluta de €,(x). Por otro lado, sea la siguiente sucesion de
constantes oy, s, ... para la cual oy # 0 y ademds la serie Z::{ |, |u” converge para
lu| <7 conr > 0. Ademds supdngase que S, °0 M,u” también converge para |u| < r. De

esta manera la serie:

F(z,u) = Qo(z) + Y (o + Q(2))u”, (2.28)

converge para |u| < r y Re(x) > N +e+1. La ecuacion F(x,u) = 0 tiene solucion analitica
u = S(x) que puede ser representada como una serie de factoriales inversa convergente en

algun semiplano.

" PRUEBA.- Para no confundir al lector con las distintas transformaciones que se han
realizado a lo largo del capitulo, se especifica a continuacién la notaciéon que se va a usar

en la demostracion y que es exclusiva a ésta.
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“+oo

|
S B e b e I
0

r+1)..(z+s)

Con esta notaciéon, como ya fue comentado en la seccion anterior, para A’ + € existe una

sucesion de constantes My, My, ... para las cuales:

A/
\g,,s|<My< “*3),

S

y sus respectivas series 2, () estan dominadas término a término por:

M, &= sld,s
L) = — v . 2.29
(z) r—XN—e—1 ;x(x—kl)...(x—i-s) (229)

Series las cuales convergen absolutamente® para Re(x) > N +e+ 1y ademas dys > |gus|-

De esta forma, si se toma o > X + ¢ + 1 entonces:

0 (2)] < 2 s!gus| < 3 sld,s M,
J(z)] < E < E = :
—aflz+1|.Jz+s| T =o(o+1).(c+s) o-N-€e-1

De esta forma:

+o0 +00 +00

14 1 14 v

[, u)] < 1Q0(2)] + ) (law| + |2 (2)]) [u]” < mZMVIUI + > lawlul”.
v=1 v=0 v=1

Por ello, si |u| <7y Re(x) > N +e+1, la serie (2.28) converge por las hipotesis y define
una funcion holomorfa F(z,u). Falta entonces hallar la solucion de la ecuacion F(z,u) = 0.

Buscamos entonces soluciones u = S(z) de la forma:

R slhis
u=5(z) :Sz;x(x—i—l)...(x—i-s)’ (2:30)

que sean convergentes en algin semiplano. Para ello, primero se procede!® como sigue:

9De nuevo, se hace notar que también se tiene convergencia absoluta para Re(z) > X + €, pero afiadir

una unidad garantiza la convergencia absoluta de Q,(z).

. ., m
10En este caso, para no complicar la notacién se toma hvys) =hmu,s-
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+o0 400
slh slh
SY = vs — mys .
(7) S;I z(z+1)...(x +s) 5:21/;1 (x+m)(x+m+1)..(z+m+s)

En donde, una vez tomada la potencia v—ésima se ha aplicado la transformacion (z, x +
m), de forma que los coeficientes h,s ¥ hys se relacionan segun (2.12). Ademaés puesto que
los términos factorizados hasta z + v — 1 son nulos se tiene que hy,o = hy1 = ... = hy o =0
Y howo = Pppp1 = ... = hyp -2 = 0 para todo v = 2,3, ... y m = 1,2, .... Ademas, segtn lo
expuesto en la Nota 2.2, si se supone ademas que hyg, b1, ...h1 »—1 SON no negativos, por un

argumento de induccién se tiene:

hoy—1,hpp, cc;hypiv—o >0 para v=12,.. ; n=12 .,

y, gracias a (2.12) se deduce también que:

Pny—1, s <oy P pnt—2 > 0 para v=1,2,... ; n=1,2,... ; m=12,..

Para computar de una forma cerrada las constantes hiy, a continuacién se substituira

la serie (2.30) en la ecuacion F'(z,u) = 0.

+oo 400 +00
510 sthys
O e F S = v
(x,5(x)) ;x(m+1)..-($+5) —|—;a 5:21/;1 z(x+1)...(x +s) *
+o00 400 o

5! Gns i1
- . : 2.31
sz(x—i—l)...(x—l—s)yzzn:l (x+s+1)(z+s+2)..(zv+s+1+v) (2:31)

n=1 s=1

Anulando toda la suma de coeficientes de 1/z(z 4+ 1)...(z + s) en virtud del Teorema

1.7, se tiene:

arhig + goo = 0.

athir + go1 + giohio + azhg = 0.
Con hy; = h%o y en general:
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s+1 s s—v
slaghys + slgos + Z sl hys + Z Z n!gun(s -1- U)!hnﬂ,u,squ =0.
v=2 v=1 n=0

Estas igualdades sugieren considerar la siguiente ecuaciéon dominante:

+00
K(z,u) = (Ja1| — Ly(2))u — Lo(z) = > (low| + Ly (x))u” = 0.
v=2
Efectiiese el cambio de variable 1/z := ¢
Myt Mt
K(1/t,u) == N(t = _
+o00 +o0
M, tu”
— lu? i =0
;'O‘ v+ ;()\’+e—|—1)t—1

Notese que esta serie converge para |u| < ry |[t| < 1/(N 4+ e+ 1), y entonces, por el
Teorema de la funcion implicita clasico, queda garantizada la existencia de una solucién
u = Q(t) analitica en un entorno de de t = 0 para el cual Q(0) = 0. Por tanto, u =
Q(1/x) := T(x) es soluciéon de la ecuacion dominante y es analitica en un entorno de oo

verificando T'(0c0) = 0.

Entonces, por el Corolario 2.1, T'(x) tiene una representacion como serie factorial inversa:

+oo

sleg
T(z) = Z; r(x+1)..(x+s)

convergente en algin semiplano. Esta serie puede hallarse substituyendo la serie (2.29) y
esta tltima en la ecuacion dominante. Una vez hecho, los coeficientes ey, e, ... pueden ser
obtenidos como un sistema de ecuaciones como el que ya ha sido mostrado. La construccion
permite afirmar que e; > |his| para cada s; y por ello, la serie factorial (2.30) converge
absolutamente y por ello, representa una funcion S(z) analitica en al menos, el mismo
semiplano de convergencia de T'(z).

Si Re(z) es lo suficientemente grande no solo la serie S(z) es absolutamente convergente,
sino que las series simple, doble y triple de (2.31) son también absolutamente convergentes
y por ello, la reagrupacion de términos es posible. Entonces, puesto que los coeficientes hg
fueron escogidos para verificar F(z, S(x)) = 0, ya es claro que asi es el caso y la prueba es

completa.
Q.E.D.
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Nota 2.3 La ecuacion F(z,u) = 0 también tendra una solucion representable como serie

de factoriales inversa convergente si F' es de la forma:

slgs(u
v ; 0,
Zau—l—z z(x +1). x—i—s) a#

donde gs(u) es una funciéon analitica para |u| < r y la serie del primer sumando converge

uniformemente para |u| < ry Re(z) > \. En efecto, basta darse cuenta que en este caso

las cotas resultan:

S

N M (N
rgs<u>|<M( +”S) ; |gys|<—( “*S),
S rv

y por ello basta aplicar el Teorema de la funcion implicita 2.4 para obtener el resultado.
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Capitulo 3
Operadores sobre series factoriales

Uno debe estar bien sequro de que ha permitido a la ciencia hacer un gran
progreso, st va a sobrecargarla con una multitud de términos nuevos y a exigir

que los lectores sigan una investigacion que les ofrece tantas cosas extranas.

Augustin-Louis Cauchy

En primer lugar se va a introducir la notaciéon que generalice las transformaciones de
una serie factorial mediante operadores ¢ : M [[z]] — M [[z]]. Esto se haréa a través de

la siguiente operacion:

R ass! XS s!
4 (Z z(x+1)...(x + S)) - Z (k « Prls - k>a$k> z(x+1)..(x+s)

s=0 s=0
siendo para todo k una aplicacion ¢ : N — C. Este tipo de operadores denotados por
£, se les denominan como operadores triangulares inferiores al tener como representacion
matricial una matriz triangular inferior respecto a la representacion de M [[x]]. Veamos

unos ejemplos:

Ejemplo 3.1 (Operador identidad) Este se define como sigue:

R gs! B <2 ass!
7 (Z r(w+1)..(r + s)) -2 vl +1)..(z +s)

s=0 s=0

Que con la notaciéon ya introducida se verifica ¢ = 0 para todo k # 0y g = 1.

Ejemplo 3.2 (La clase de operadores diagonales) En la tonica del ejemplo preceden-

te, un operador se dice diagonal cuando verifica:
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- ass! B <= ©o(s)ass!
Y <§ z(x+1)...(z+ s)) N Z r(x+1)..(z+s)

s=0
De nuevo se cumple ¢, = 0 para todo k # 0.

Ejemplo 3.3 (Operador multiplicacién) A partir de otra serie factorial:
+0o0

Q)= bt (3.1)

—x(r+1)..(z+s)

se trata de construir el operador que represente el producto por 3 + Q(m), ie:

v (Q) = BQx) + Q(2) - QAa),

siendo [ una constante. En virtud de los coeficientes del producto de series definidos en
(1.2) se sigue que para k # 0:

Siendo en este caso:

Mientras que para k = 0 se tiene ¢q(s) = 3.

Ejemplo 3.4 (Operador traslaciéon) Se trata de computar 7((x)) — Q(x + 1), ie:

I agS! - = 5!
T <Z r(z+1)...(x+ S)) B Z ( +1)(

p— p—t r+2).(z+s+1)

Entonces, a partir de la forma que toman los coeficientes de la transformacion (x, z+m)
en el caso m =1 (2.13) se tiene:

“+oo —+00

aSS! _ (&s - 61571)8!
Z(if—i-l)(x—l—Z)...(a:—irs—l—l) _Zx (3.2)

s — (x+1)...(x+s)

Se hace notar que para s = 0 el término a,_; se considera nulo. Por ello, resulta in-

mediato ver que en este caso 7i(s — k) = 0 para k # 0y k # 1 mientras que 79(s) = 1y
(s —1)=—-1.
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Ejemplo 3.5 (Operador traslacién inverso) En este caso 771(Q(z)) — Q(z — 1).

Entonces, puesto que:

+Z ao + ay + .. +as)

z(x+1)...(x +s)

)

=0

es inmediato comprobar que para todo k se cumple (771), (s — k) = 1.

Ejemplo 3.6 (Operador #) Se trata de computar § = zd/dx : M]z]] — M|[[z]].

Retomando los coeficientes (2.24) de la derivada de una serie factorial se tiene:

—+00

Z?O Sa11+ +a31)'__+§ A.g!
(x+1D)(z+2)...(x+s) —~ (v +1)(z+2)..(z+s+1)

s=1

Siendo en este caso:

A = (8+1){

En vista de los coeficientes del operador 7 se tiene:

Qs As—k Qo As—1 As—k Qo
A=Ay =(s+1) | %4 . s 2] =
1 (8—1—)[1—1— +k+1+ 3+1] S|ttt
° k—s
=(s+ 1)as + Zas_k—.
— k(k+1)
De esta forma se puede escribir:
+o00 a.s!
V(z) = .
¥ () ; z(x+1)..(z+s)
siendo:
ag = —(s+1) aS—I—ZaS ki (3.3)
k(k+1)

k=1
De esta forma resulta evidente que para todo k # 0 se tiene 0(s — k) = (s—k)/k(k—1)
mientras que 6y(s) = —(s +1).

Ejemplo 3.7 (Operador A) En este caso A(Q(z)) — (z — 1)(Q(z) — Q(z — 1)). De

nuevo, usando los coeficientes del operador traslacion:
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“+oo

Oa) = (e 1) +1) = Y et

De esta forma:

+oo

A == -

s=1

as_1S!
(x+1)..(x+s—1)

(3.4)

Por ello, tras un cambio de variables en s, el operador A resulta en un operador diagonal
Ag(s —k)=0si k #0con Ag(s) =—(s+1).

Ejemplo 3.8 (El operador —7A) De la propia definicién es facil comprobar que —7A(Q(x)) —

z(Q(z) — Q(x 4+ 1)). Usando las propiedades de sendos operadores involucrados:

“+o00

—7AQz)) = —7 (— > - o Lo ) =D e + g, - 5601)s) (3.5)

—a(z+1)..(z+5s) — z(z+1)..(z+5s)

Por ello se sigue facilmente que (—7A)o(s) = s+ 1y (—=7A)i(s — 1) = s mientras que
(=7A)g(s — k) = 0 para todo k > 2.

3.1. Dominancia y operadores buenos

Una vez se han visto ejemplos de como actian los operadores % sobre las series de
factoriales inversas, interesa que ciertas propiedades estudiadas en el Capitulo 2 se conserven
a la hora de transformar dichas series. Tal y como afirma [10], los operadores buenos en
el contexto de series de potencias estén relacionados directamente con las propiedades de
dominancia inferidas en la Seccion 2.4. No obstante, en nuestro contexto de series factoriales
hay que dejar en primer lugar claro a qué nos referimos con operador bueno y especificar

qué tipo de dominancia interesa conservar. En estos dos aspectos basaremos esta seccion.

Definicion 3.1 Sea ¢ : M [[z]] — M [[z]] un operador de £y con coeficientes @i (s — k)

y 0 < k <s. El operador diagonal asociado a ¢ se define como sigue:

+0o0

(iag)(£)(Oa)) = () = 3 D

Por otro lado, en las mismas condiciones se define el operador |pg| como sigue:
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“+o00

ol () ==Y : [20(s)]|as|s!

r(x+1)..(z+s)
Definicion 3.2 (Operador bueno) Un operador ¢ se dice que es bueno si:
1. Erziste una serie factorial c(x) inversa convergente con abscisa de convergencia p > 0.

2. Para toda serie Q(x) € M|[z]], ¢(Q(x)) estd dominada término a término por el

producto c(x)|po|(2(x)).

Notar que a partir de la férmula del producto (1.2):

@l = Y- el R B
i — r(x+1)..(z+s) r(x+1)..(x+s)
s!Bs = Z §— — Dllpo(s = k)||as—k|Co—r -1,
y:

k—1
+s—Fk
Csfk,kfl = Z (p )Cklp- (36)

p=0 p
Por ello, se tiene dominancia término a término si:

(s = K)!'(k — D!wo(s — k)|Cs_p 1

[on(s — b)) < .

L 1<k<s. (3.7)

Y en el caso k = 0 se tiene |po(s)]| < c_1|po(s)]-

Nota 3.1 Por un proceso de normalizacion se puede tomar ¢_; = 1 de forma se que evite

la ultima casuistica. De forma que es suficiente que exista una serie:

csS!
)=1 >0, 3.8
+Z s@+D.(wts) 7 (38)

convergente para todo x con Re(z) > p y verificando para todo 1 < k < s la desigualdad
(3.7). De esta forma, obtenemos una condicién que en la practica es facil de verificar, ya sea
por fallar para valores fijos de k y valores grandes de s; o por obtener una manera sencilla de

construir la candidata ¢(z). Los siguientes ejemplos ponen a prueba estos procedimientos.

» El operador identidad es bueno. Basta tomar c(z) = 1.
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» Cualquier operador diagonal es bueno. De nuevo, es suficiente con tomar c(z) = 1.

» La multiplicacién por una serie factorial convergente es un operador bueno, en efecto,

basta tomar:

- |, |s!
c(z) =1+ Z .

—~x(z+1)..(z+s)

Siendo |b,| el valor absoluto de los coeficientes (3.1) de la serie Q(z) por la que
se multiplica la serie original. En la notaciéon del Ejemplo 3.3, la eleccion de c¢(x)
corresponde al caso = 1. Se hace notar que en el caso § = 0 la condiciéon (3.7) no

serfa satisfecha y el operador no seria bueno.

» El operador traslacion 7 no es un operador bueno. En efecto, fue visto que o(s) = 1

y 71(s — 1) = —1 y por ello la condicion (3.7) se traduce en:

| = |m(s—1)| < (s = D0!71o(s — 1)|Cs-10 _ (s — 1)l _
' - s! s! s

Lo cual, para valores grandes de s no puede cumplirse.

» El operador 6 no es un operador bueno. En efecto, habiamos probado que 6y(s) =
—(s+ 1)y Oi(s—k)=(s—k)/k(k+1) para 1 <k < s. En particular, para k =1 la

condicion (3.7) se transforma en:

(s = DI(1 —1)!16o(s — 1)|Cs—1.1-1 N A 1 < (s —1)!s

f(s — 1) <
01(s )< s! 2 = s!

Co = Cp.

Condicion de nuevo no valida para valores grandes de s.

= El operador —7A tampoco es un operador bueno. Efectivamente, recordando que
(=7A)o(s) =s+ 1y (—7A)1(s — 1) = s mientras que (—7A)(s — k) = 0 para todo
k > 2, basta tomar k = 1 para ver que la condicion (3.7) no se verifica:
(S — 1)‘(1 - 1)'|(—TA)0<S - 1)|Cs,1,1,1

(—r(s = 1) = s < - = ¢

Lo cual no es cierto para valores grandes de s.

Mas adelante, a la hora de aplicar estas generalizaciones de transformacion de series

factoriales a la resolucion de ecuaciones en diferencias, sera vital especificar en qué sentido
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los operadores conservan la dominancia. A este respecto, se definen los siguientes conceptos

de dominancia para dos operadores ¢, € %.

Definicion 3.3 Se dice que i estd dominado término a término por @ si para todo s y
0 < k < s se verifica:

(s — k)| < |ow(s — k).

Definicion 3.4 Se dice que i estd correctamente dominado por ¢ (Y < @) si ¢ estd
dominado por un operador de la forma c(z) - diag(y) siendo c(x) € Fal[z]] una serie

factorial en las mismas condiciones de (3.8).

Nota 3.2 Este caso equivale a afirmar que para todo s [¢g(s)] < |po(s)| y ademés, que

para todo 1 < k < s se verifica:

— k)I(k = Dpo(s — k)| Cspp—1

s!

(s — k)| < (& (3.9)

con los coeficientes Cy_y, ;—1 definidos en (3.6).

Definicion 3.5 Se dice que v estd estrictamente dominado por ¢ (¥ < @) si ¢ estd co-

rrectamente dominado por ¢ y ademds:

tm Lol8) _

s—+400 800(5)

Este cociente tiene sentido plantearlo pues para una serie de infinitos términos su serie
estrictamente dominante también los tiene y por tanto ¢g(s) # 0 para cierto s. En caso de

que la serie original sea de finitos términos el limite es 0.

Nota 3.3 A partir de la condicién de dominancia (3.7) resulta evidente que todo operador

bueno estd correctamente dominado por si mismo.

» Considérese el operador (—7A)™!, el cual consiste en aplicar el operador traslacion
inverso y a continuaciéon A~!, que, al ser diagonal, su inverso se obtiene simplemente

invirtiendo sus coeficientes. Por ello, resulta evidente:

) oo 1 5 s!
(=7A) " (Qx)) = Z (s +1 (Z as"“)) z(x+1)..(z+s)

s=0 k=0
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Por otro lado, a partir de la férmula de Waring (2.10) particularizada para a = 1, la

formula del producto de series (1.2) permite afirmar:

1 & (S 5=k —=Dlas g [&= (p+s—k !
x—l.Q(w)_Z< s! L < P >])x(m+1)(:¢+s)

La aplicacion iterada de la identidad de Pascal' permite afirmar:

1 Ry Qg s!
r—1 Q(;p):z (Zs—kil) r(x+1)..(x+s)

s=1 k=1

1 +00 s g sl
<1+x_1> .Q(x)—Z(as+Zs_k+1> Py P

Puesto que trivialmente para todo k = 1,2, ..., s se verifica 1/(s+1) < 1/(s—k+1) es
evidente que el operador (—7A)™! est4 dominado término a término por el operador
Q(z) — (1+1/(z—1))Q(x). Es mas, aplicando de nuevo iteradas veces la identidad
de Pascal en la condicion (3.9), resulta evidente, a partir de la ultima desigualdad,
que el operador (—7A)~! esté correctamente dominado? por la identidad. Puesto que
asimismo 1/(s + 1) — 0 cuando s — +o00 se tiene que ademés la dominancia es

estricta.

= A partir de las relaciones (3.3) obtenidas para el operador 6, se pueden obtener los

coeficientes de su inverso 07! a través de los siguientes despejes:

. k-1 —k
'En particular, se trata de ver que Y °"o (P727") = (,.2).

P k—1
2En este caso, basta tomar ¢(z) =1+ .72 st

s=0 z(£+1).-..(rc+s) :
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ap = —Qp.
1

a1 = ——=0q.
2

1 1
(12:—5 O[2+f041 .

2.2
I SONRNE 5 SR o
B= T\ BTy 3 T3 9 M)

Y de forma recursiva se obtiene:

1 . s—k
s = — D N A 3.10
¢ s+ 1 (a . kk+1)" ’“) (310)

=1

Lo que en general no da una expresion cerrada para los coeficientes de §~1. No obs-
tante, lo que vamos a intentar probar por un argumento de induccion a partir de la

tltima igualdad es la siguiente desigualdad para todo s:

o € — (Z \asr) (3.11)

k=0

Las identidades anteriores hacen evidente esta desigualdad para s = 0,1, 2. De esta

forma se asumiré para todo k =1,2,...s — 1 que:

s—k
1
R (Z '“p') '

Aplicando esta hipotesis de induccion a la identidad (3.10):

ol = 5 (1o X iy ()

De esta forma, reordenando los términos, es evidente que el término de |a,| toma la

forma:
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S—p

Z (s—n—i—z)n(n—i— 1)

n=1

Entonces, puesto que (s —n)/(s —n+1) < 1y que:

= 1 /1 1
=2 pri) =t
—~ p(p ~S\p p
se sigue naturalmente la desigualdad (3.11). Este calculo permite afirmar que el ope-
rador =! est4 dominado término a término por el operador (—7A)~!; y puesto que
éste estaba a su vez correctamente dominado por la identidad, lo mismo se puede

decir sobre 671,

Nota 3.4 Para todo operador ¢ € % con coeficientes ¢i(s — k) con 0 < k < s, si se
introduce una nueva funcion 1y (s) para la que todo s verifique 1g(s) > 0y (s+1)|po(s)| <
1o(s); entonces el operador diagonal definido por vy es un operador bueno que domina
correctamente® a ¢. Es mas, tal y como se ha realizado en el ejemplo del operador (—7A)~?

@ estad dominado término a término por la composicién del operador 1)y con la multiplicacion
por (1+1/(z —1)).

Nota 3.5 Este ultimo comentario implica que cada operador de .4 estd correctamente
y estrictamente dominado por algin operador bueno. No obstante, que un operador esté

correctamente dominado por un operador bueno, no implica que aquél también lo sea.

3.2. Operadores analiticos y la propiedad singular-regular

Se tratara de establecer un nuevo tipo de operadores actuando sobre F¢ [[x]] generados

por combinaciones finitas de operadores % con series factoriales como coeficientes.

Definicion 3.6 (Operador analitico) Un operador D : Fc[[z]] — Fc[[z]] se dice Z-

analitico si es de la forma:

D(Q) = F(z,Q,60,9, ...,6,9),

con.

3De nuevo, basta tomar c(z) =1 + Zs o m para que dicha dominancia sea correcta.
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1. F(2,8,0,9,...,0,) una funcion holomorfa en Re(x) > X y con z := (20, ..., 2,) €n
algin polidisco de C*' centrado en el origen y teniendo alguna de las siguientes

expansiones, equivalentes entre si:

mlby,(2)
sz+z (x+1)...(x +m)’

|sl=1

con by, (2) funciones holomorfas en el mismo polidisco; o:

+oo
F(z,z) = Z (bs + as(z)) 2°,
|s|=1
con am(x) € MA{x} (se recuerda que es el conjunto de series factoriales inversas
absolutamente convergentes en el punto x € C) con una abscisa de convergencia
S

comin para todo m. Notar que en ambos casos se considera s := (Sg, ..., Sp), 2° =

200 2t 2ty S| =50 F e+ Spe
2. 01,0,,...,0, son operadores de £y en M |[[x]].

De ahora en adelante se denotara por (%) al conjunto de operadores .%j-analiticos .

Nota 3.6 Se hace notar que en ambas expansiones, el término constante es nulo. Es mas,

en cualesquiera expansiones, el operador puede representarse como:

N o . o o amm 01(Q)% - ... - (0,(2))*
—gjlbsﬁ (62(Q2)) - ... +T+ZO +1> e .

Definicion 3.7 Dado un operador D € P(£,) se denomina parte afin de D a la cantidad:
= 3T B (B (@) e (0,0
|s|=1
Equivalentemente, para un operador D € P(%4,) se define la parte lineal de D a:
ao,0
D0<Q) = DG(Q) — ?

Definicion 3.8 (Operador singular) Un operador D € 2(%) se dice que es singular
st su aplicacion elimina los términos constantes y resulta en una serie factorial pura; ie, si

verifica:
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D : Fcllz]] = M [[z]].

A pesar de que los operadores introducidos en la seccién anterior todavia no se probd
que fuesen Z)—analiticos , es inmediato que esta propiedad singular la poseen tanto los

operadores A y 6 como sus inversas; mientras que la identidad, 7 y su inverso no la poseen.

Definicion 3.9 (Operador singular-regular) Un operador singular se denomina singular-
regular si para todo f(x) € M{x} cada serie factorial inversa formal (x) satisfaciendo

D(Q) = f(x) es convergente.

Definicion 3.10 (Operador singular-irregular) Un operador singular se dice que es
singular-irreqular si eziste un f(xr) € M{x} y al menos una serie factorial inversa Q(x)

no convergente verificando D(Q) = f(x).

Observando el crecimiento de los coeficientes de la solucion €2(x), se puede probar que
los operadores 0, A, —7A y sus inversas son operadores singulares-regulares.
En efecto, si denotamos por fs al coeficiente de f(z) € M {z}, para el operador 6 se

verifica, en virtud de (3.3):

as_(s — k
—(s+1 as—i—z ’“8+1 = f..

Que, en virtud de la desigualdad (3.11) se cumple, con la notacion o = Re(z):

lay| < Z|f o+s+1\ C [(o+s+1 s7
e +1 ° s—|—1 s S o+1\ s+1 Lo+ 1)(c+1)

Notar que tras suponer que f(x) es absolutamente convergente y que por tanto verifica

(2.3), se ha aplicado la identidad de Pascal para que el infinitésimo (2.6) diese lugar a la
ultima expresion. Por ello, basta aplicar el criterio de la raiz para ver que ) a, converge, y
por lo comentado en la Nota 1.3, la serie Q(x) converge en algin semiplano.

Para el operador A, en virtud de (3.4) se verifica ay = — f,_; para s > 0, por lo que, si
f(z) converge, (x) también a fortiori.

A su vez, para el operador —7A, en virtud de (3.5) se tiene para s > 0:

(s 4+ 1)as — sas_1 = fs.

Por ello, sumando telescopicamente los términos f, se verifica:
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1 s
|as| S S—l——l <|a0| +Z |fs|> .
k=1

Y con un argumento similar al utilizado para el operador @, en virtud de la convergencia
de f(x) se tiene la convergencia de (z).

La propiedad singular-regular se conserva para sus inversos en caso de que exista tal
inverso. No obstante, a lo largo de la Seccién 3.1 se vio cémo las inversas de los operadores
tratados estan bien definidas y se dio debida cuenta de su construccion.

El problema que ataneréa al siguiente capitulo consistira en saber cuando un operador
Zy—analitico D posee la propiedad singular-regular, o equivalentemente, cuando las solu-
ciones formales de la ecuacion F(x, 0,2, 0,9, ...,6,€2) = 0 son convergentes, tomando 6, el
operador identidad.

Se hace notar que no es suficiente con imponer que los operadores constituyentes 64, ..., 6,
sean singulares-regulares. Esto se debe a que dicha propiedad singular regular no se preserva
bajo combinaciones lineales y no lineales de operadores con esta propiedad. Por ejemplo,
el operador E : Q(x) — Q(z) — Q(z + 1) es singular-regular por serlo —7A. No obstante,
los operadores (1/x)E y (b/x)I con I el operador identidad y b una constante son ambos

operadores singulares-regulares mientras que su diferencia no lo es. En efecto, considérese:

E(Q)/x —bQ/x =1/2?, (3.12)

entonces, tras multiplicar? por z ambas igualdades, en virtud de (3.2):

o= 1—b)a, o= s — Gs_1 1
(1=0)Hz) =~ Qe +1) = Zo z(x —(i- 1)>($ +5) ; (x4 1)...(x +s) T

Entonces, puesto que las series factoriales inversas admiten una tunica expresion (Teo-

rema 1.7) se verifica:

1
(1—b)a0—a0:1:>a0:—g

as—1

(1 =b)as—as+as_1=0=as= 2

Por lo que la soluciéon formal de (3.12) resulta ser:

4De hecho, el problema original puede considerarse simplificado, con la salvedad de que el operador
identidad no es singular.
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0 gy

Uz) = - z:o z(x+1)...(x+m)

la cual es divergente para cualquier valor complejo si |b] < 1.
Para finalizar este capitulo, se mostrara, tal y como se anticip6 en la introduccion, como
la propiedad singular-regular no se verifica si se consideran estos mismos operadores sobre

series de potencias.

Ejemplo 3.9 Sea la ecuacion:

1
x—1’

Ay =

para la cual se intentard construir formalmente una serie de potencias convergente en el

infinito y(x) = > ys/x®. Si s > 1 téngase en cuenta:

1 1 1 1 X fkts—1 1
E:(:c—1+1)s:(x—1)8(1+ﬁ)szz(_1)( k )m

k=0

Donde en la dltima se ha aplicado (A.5). Téngase en cuenta la siguiente identidad:

(i>:a@_4yé?—k+n

@aﬂ—a+1y(—a+k—1):G4f<k—a_1>' (3.13)

= (=) ! k

De esta forma, a la hora de efectuar y(x) — y(x — 1) y eliminar el término constante se

obtiene, a partir de la dltima igualdad para a = —s:

+00 +0o0
—s 1 1
_ —1) = X — :
o)~ =1 = > (Z (D)o o l)s)
s=1 k=0
El coeficiente de (z — 1)~! es nulo, mientras que para N > 2 el coeficiente de (z — 1)~V

resulta:

N s N-1 s
Sy ) - =u(y )
s=1 s=1

Por tanto, tras multiplicar por x — 1 se tiene:
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EEe b)) B e )

Para la ultima igualdad se volvi6 a recurrir a (3.13). Entonces, si igualamos la expresion

precedente a 1/(xz — 1) se obtiene y; = —1 y para N > 1:

T S (R TTEE P (L TRREN 5 AN g T

Notar que se ha realizado un cambio de variable en la tltima igualdad, utilizado la
simetria de los niimeros combinatorios en la antepentultima y se ha considerado el término
(—1)V*1=5 como dependiente tinicamente de s, esto se permite puesto que se esta igualando
a cero y no importa en qué orden se incluyan los términos negativos.

stly .1 se deduce que zp = —y; = 1 y en general:

=
— S

Por ello, en virtud de la Proposiciéon A.4 son los nimeros de Bernoulli los tinicos veri-

Denotando por z := (—1)

i

ficando la igualdad y por ende se cumple y; = (—1)*B,_;. De esta forma, la serie solucion

resulta:
+oo +o0o
B (-1)°B;-y 1 1 By
y(z) = Z e T 22 r25+1
s=1 5=
Notar que en la ultima igualdad se han usado las igualdades By = 1, By = —1/2

y Bory1 = 0 si & > 1 debidamente demostradas en la Secciéon A.2. La serie solucion es
divergente; en efecto, como se probara también en esa seccion, los nimeros de Bernoulli
verifican (de hecho, son una manera alternativa de definirse que resulta equivalente a la que

se da en el anexo):

B_k
er —1 k

s
I
v
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Por ello, el radio de convergencia de la dltima serie es 27 puesto que se encuentra con
polos simples a ambos extremos de la regiéon imaginaria pura. Si la serie solucion fuera
convergente, la funcién generatriz seria entera y por tanto, la serie que define los nimeros

de Bernoulli tendria un radio de convergencia infinito, lo cual no es el caso.

Es en este sentido, vista la propiedad singular-regular de A para las series de factoria-
les, en que son éstas mas idoneas para la resolucion de ecuaciones en diferencias que sus
homologas en serie de potencias. Los capitulos que siguen a continuaciéon daran fé de este
hecho.
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Capitulo 4

Aplicacién a la resolucidén de ecuaciones

en diferencias con parte lineal no nula

En la vida, utilizamos la proposicion matemdtica solo para deducir de propo-
siciones que no pertenecen a la matemdtica otras proposiciones que tampoco

pertenecen a ella.
Ludwig Wittgenstein

En este capitulo se intentara dar respuesta a qué condiciones permiten soluciones con-
vergentes a ecuaciones analiticas F'(z, 0, 6,1,...,0,Q) = 0 vistas al final del capitulo

precedente. Estos resultados generalizaréan el Teorema de la funcion implicita.

4.1. Ecuaciones no lineales con parte lineal no nula

En esta seccion, partimos del siguiente desarrollo analitico:

F(2, Xo, X1, ooy Xo3 Y1, Ya, ..., Yar) = % + 37 b(X0)* (X0)™ (X)) +

js=1

a, r!
+ ki Xo) (X)) (X)) (Y) (Y )M
T+|S|§s|¢o x(x+1)...(x+r)( 0)"(X1)™ . (Xo)™ (V1) (Yar)

Se tratara de estudiar la ecuacion D(Q) = F(x, 0o, 019, ..., 0,2 019, 02, ..., o Q) =
0, donde {6;}""_ ;¥ {:}, son operadores de .%). Se recuerda que  es el operador identidad.
Con intencién de simplificar la notacion, se identificara la suma » -, _; bs(Xo)® (X1)™...(X,)*"

con Z?:o a; X;. De esta forma, para tratar el caso de las ecuaciones en diferencias lineales
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basta que ago = a,s = 0 para todo r + |s| > 0. No obstante, para el siguiente resultado
que otorga condiciones suficientes para que la solucion de D(€2) = 0 sea convergente, no
requiere un aumento excesivo de esfuerzo ni son necesarias técnicas distintas considerar los
términos no lineales. Es por ello que directamente se estudia el caso de las ecuaciones no

lineales sin necesidad de tratar previamente el caso lineal.

Teorema 4.1 Dada la ecuacion D(S2) = 0 supongase que se cumplen las siguientes condi-

ciones:

1. Entre los operadores {0}, existe un operador bueno 0, que domina estrictamente

al resto de operadores {0;}"_, y ademds domina correctamente a la identidad.
2. Dicho operador 0,, domina correctamente a los operadores {%}f\il
3. a, #0.

En estas condiciones, cada solucion en forma de serie de factoriales inversa de la ecua-

cion D(2) = 0 es convergente.

PRUEBA.-La demostracion de este resultado tiene dos etapas, una primera en la que se

construye la solucion, y la altima en la que se prueba su convergencia.

1. Construccion de solucion formal. Reescribase la ecuacion D(£2) = 0 como sigue:

Y 46,0+ % = Ro(x, 009, 019, ..., 0, 01, 00, ... o2 ).
§=0

En R, se recogen todos los términos de orden cuadratico y superior. De esta forma,

introduciendo en la ecuacion la expresion candidata a solucion en serie de factoriales’:

—+o00o
Uy, 1!
Q= E n ,
—a(x+1)..(z+m)

se recuerda que para todo 7 =0,1,...n:

+o0 m
m!
(9]'9 = E E ijk(m — k)um,k
—=\\= z(x+1)...(x +m)

INoétese que la notacion utilizada para los coeficientes de la serie factorial y los indices de sumacién es
distinta a la utilizada a lo largo del trabajo. Esto se debe a que aquéllas se encuentran ya utilizadas para
la ecuacion D(£2) = 0.

72



APLICACION A LA RESOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS. CAPITULO 4

En virtud de la unicidad que ofrecen las series factoriales inversas (Teorema 1.7),

identificando coeficientes se obtiene:

Uo Z &j(gj’o(O) + Clo,() = 0,
7=0

mientras que para m > 1:

Z a; (Z 0 k(m — k)um_k> = fm {u0, U1, ooy U1,

§=0 k=0

3

61.0(0)ug; 611 (1)ug + 61,0(0)uo, ..., 01 x(m —k — D)tp—g—1;

il\g

m—1

eeey 9]‘70(0)1“), ceny Qj,k(m —k— l)um_k_l;
k=0
m—1

i 0n0(0)ug, ..., Onie(m —k — D)t _j—1;
k=0
m—1

©1,0(0)ug, ©1.1(1)ur + ¢1,0(0)ug, ..., O1(m —k — D)tp—g_1:
k=0
m—1

5 95.0(0)ug, ..., ©i(m—k — D)ty_k_1;
k=0

~1
s eao0(0)ug, ..., Z omr(m —k — 1)tp_g_1; R} .

k=0

En este caso R representa el conjunto de coeficientes de Ry y f,, es un polinomio
de los argumentos indicados; notese que se involucran una cantidad finita de éstos.

Reescribase la primera cantidad como sigue:
j=0 k=0 j=0 j=0 k=1

Definase la siguiente cantidad:
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Fi(m) = Z a;fo(m).

Si se verifica F(m) # 0 para todo m, se trata de un sistema de ecuaciones recursivo
con el que poder determinar de forma biunivoca los coeficientes de €2; en tal caso la
solucion existe y es tinica. Tal y como afirma [11], atn cuando para algtn m se verifica
Fi(m) = 0 en ocasiones sigue siendo posible encontrar una solucién, en este caso no
tnica. En el caso de que los términos restantes del polinomio f,, sean no nulos no
existe solucion. Estas casuisticas se mostraran en el Ejemplo 4.1. Notar que no han

sido necesarias todavia las hipotesis sobre los operadores.

2. Convergencia de la solucion formal. Puesto que 6, domina estrictamente al resto de

operadores §; con j # p se verifica:

TRALG)
m——+o0 QM,O(m)

=a, # 0.

En efecto, la dominancia estricta implica:

lim —9]',0 (m) =

) s F

y puesto que Fj(m) se compone de sumas de dichos operadores, se obtiene el anterior
limite. De esta manera, puesto que a, es no nulo, se verifica, para un m suficientemente

grande:

[F1(m)| = o0,,0(m)],
con o una cantidad positiva (o := |a,| + € con € > 0); de esta forma F;(m) # 0.
Por otro lado, la dominancia correcta de 8, respecto al resto de operadores ¢; con

Jj =1,..., M implica que para todo j, ¢; estd dominado por el producto de:

—+00

dj(x) = 1+ﬂ;$(x+f§{ré;+m)’ (4.1)

por diag|6,|. Lo mismo ocurre con los operadores §;, los cuales, su dominancia estricta

con respecto a ¢, implica que estén dominados por el producto de:
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“+o00

i) =1 +mz:0$(a:+ f)nnnzlx—l—m)’ (4.2)

por diag|f,,|.

A su vez, por el hecho de ser ¢, un operador bueno, se siguen las siguientes relaciones

entre coeficientes:

oyt — i) < D o myjca (43)
con: b1
G =2 (T,
p=0
Y alternativamente:
foputm — )] < I D i, (14)

siendo en este caso:

k—1
qun—k,k—l = Z < )d.lje—l—p'

p=0 p

Una vez establecidas las notaciones y traducido numéricamente las hipotesis del enun-

ciado, comencemos por considerar la siguiente ecuaciéon analitica mayorante:

oY = *+ Zlaglcg Y+ [Rol(z, Y, c1(2)Y, ooy cn (@)Y di ()Y - dur (2)Y), - (4.5)

donde |Ry|(x, Xo, X1, ..., X;n; Y1, ..., Yar) denota la serie mayorante convergente (en vir-
tud de la analiticidad de D) (2.26) de Rq(z, Xo, X1, ..., Xu; Y1, ..., Yar) definida de la
misma manera que en el primer paso, como el conjunto de términos de orden cuadra-
tico y superior. Los parametros o, y p se escogeran adecuadamente a continuacion
para que otorguen las propiedades de convergencia deseadas. Por ello, partamos de

una solucion formal del sistema mayorante (4.5) de la forma:

Y = Z Y (4.6)

r(x+1)..(x +m)
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Para obtener los coeficientes Y,, se tiene, de una manera analoga al caso visto en
el primer paso de la demostracion, tras la sustitucion de Y en (4.5), las siguientes

ecuaciones:

(-3l i

J=0

0
1 — 0 :
— Z(m L LGN 1) T O ;
k=q q=0
{ k=q

(m — k)!(k — 1)!Ym—kCTYrszk,k71 3

q=0

1 & "
{% Z(m —k)!(k — 1>!YmkD?n—k,k—1} ;

q=0

{i Y (m — k)!(k — 1)!Ym_kDﬁ‘,f_k7k_1} : (4.7)

q=0

En este caso, [ denota la serie mayorante (2.26) de f,,.

A continuacion, tomemos las siguientes elecciones en los parametros o y p. En primer

lugar, escojase un niamero real o; verificando:

O<O'1—Z|6Lj| < O. (48)
=0

Por 1ltimo, en la ecuacién obtenida para Yj, escojase un niimero real p verificando:

Yo =p/ (01 -3 |aj’> > 16,.,0(0)uo| = |uol/cop.

J=0

Por un proceso de normalizacién se puede tomar ¢y = 1. Notese que la dltima

desigualdad es la condicién de dominancia correcta de 6, sobre la identidad en el caso
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k = 0. Ahora probemos por induccién fuerte la siguiente desigualdad:

|| < |9u,0(m)||um| < Yn.

Para ello, asumamos que:

|up| < |0u,0||up| <Y, ; 0<p<m-—1,

la cual ya ha sido probada para p = 0. Para ello, téngase en cuenta la siguiente féormula

de recursién para u,,, que es con la que se definiré en lo sucesivo de la demostracion:

1 n
|t | < ——
U|9u70| -

3\_
~/~

Z — 1)!Ym_k(),{1_k7k_1> +

k=1

S_IH

3|H
[z WMs EMS

_'_f* 1/E)7}/17'“ m— 17{

o
{Zq

1 m
" {% Z(m — k) (k — 1)!YmanA~i[—k,k—l}
|

— k)l (k = DYoo 1}

— Kk = Do kG 1}

S| -

(m — k)(k — DY,,_.D° ke 1}

ol

q=0
Entonces, a partir de la formula (4.7) obtenida para Y;, es facil ver:
(71 = X0 lasl) Yan

710,,0(m)]
donde en la ultima igualdad se ha aplicado (4.8). Esto prueba la desigualdad que

(U | < = |9u70(m>|’um’ < Yo,

estabamos buscando, puesto que |uy,| < |0,,0(m)||un| de nuevo, en virtud de la do-

minancia correcta de 6, sobre la identidad.

De esta manera, hemos probado para todo m que |u,,| < Y,,; ie, que la serie factorial
Q(z) estd dominada término a término por la serie Y (x), entonces, dada la version
alternativa del Teorema de la funcion implicita vista en la Nota 2.3 aplicada a la

ecuacion:
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oY = g + <Z ]aj|cj(x)> Y + |Ro|(z,Y, c1(2)Y, ..., cn(2)Y5di(2)Y, .y dpy(2)Y),

implica la convergencia de la serie Y (x), y con ello, la de Q(x).

De esta forma, la prueba es completa.
Q.E.D.

4.2. Ecuaciones de tipo Briot-Bouquet

En esta seccion se va a dar un enfoque préctico al Teorema 4.1, viendo coémo resolver
cierto tipo de ecuaciones en diferencias. Bajo las asunciones de dicho teorema, las expre-
siones analiticas concretas que se van a analizar reciben el nombre de ecuaciones de tipo

Briot-Bouquet. En particular, éstas tienen la siguiente expresion:

a n
F(z, Xo, X1, o0, Xo: Y1, Yo, ., Vi) = % +) a;X; + Ry, X,Y),
§=0
siendo:
+o00 a 7"'
Ry(z, X,Y) = e X0)®(X1)*t (X)) (Y1) (Yag )™,
B D

Ejemplo 4.1 Considérese la siguiente ecuacion en diferencias:

Ay = % + by + Ro(z,y). (4.9)

En principio Rs(x,y) no esté sujeto a ninguna condicién. Con la notaciéon utilizada hasta

el momento, la ecuacion se traduce en:

F(l’,id, A) = % + CLO?J+ G1Ay + Rg(l',y)7

con apg = a, ap = by ag = —1. De esta forma, si b no es un entero positivo, la
ecuacion (4.9) tiene solucion tnica en forma de serie de factoriales pues en este caso
Fi(m) = > a;(8;0(m)) = b+ m+1 # 0 para todo m > 1. Ademas dicha solucion es
convergente puesto que A es un operador bueno (se recuerda que todos los operadores dia-

gonales son buenos) que domina estrictamente a la identidad. De esta forma, puesto que
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a; = a, # 0, se verifican las condiciones del Teorema 4.1 que garantizan dicha existencia y
convergencia.

Para analizar las distintas casuisticas derivadas en la demostracion del Teorema 4.1
cuando Fj(m) = 0 para algin m, veamos cémo se comporta este ejemplosi b+m+1 =0

para algin m > 1y Ry(z,y) = 0. En este caso, la ecuacion 4.9 resulta, en virtud de (3.4):

“+oo

Ys—15! _a by,s!
_Z r(z+1)..(z+s5—1) = * Z z(x+1)..(x+s)

s=1 m=0

“+o00

Identificando los coeficientes se obtiene para s > 1:

_ys(s + 1) = bysa

condicion trivial para el término m > 1; mientras que para s = O:

—Yo = a + byo.

En este caso, b+ 1 # 0 y el primer término de la serie solucién puede despejarse. Asi,
bajo la hipotesis de que b+ m + 1 = 0 para un m > 1 la solucion a (4.9) no es unica. Si

b = —1 no existe solucion. Estas casuisticas también se verifican si Ry(z,y) # 0.

Ejemplo 4.2 En este caso considérese la ecuacion:
a
(=7A)y = — +by + Ra(z,y). (4.10)

De nuevo, para que exista soluciéon tnica en serie de factoriales es necesario que b sea
distinto a un entero negativo. No obstante, no se puede aplicar directamente el Teorema 4.1
puesto que como se comprobd en la Seccion 3.1, —7A no es un operador bueno. No obstante,
el operador identidad si lo es y domina estrictamente a (—7A)™! (también comprobado
en dicha seccion). Por ello, efectuando el cambio de variable z := —7Ay, la ecuacion se

transforma en:

z= % +b(—7Q) 2 + Ry(x, (—7Q)'2).

En estas condiciones, el Teorema 4.1 garantiza la convergencia de la solucién en forma
de serie de factoriales para z. Entonces, puesto que tal y como se demostré en la Seccion
3.2, el operador (—7A)™! es singular-regular, la solucion y de (4.10) también es convergente

en algin semiplano.
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Nota 4.1 Estos razonamientos son analogos y ciertos si las ecuaciones (4.9) y (4.10) toman

la siguiente forma:

Ay = % + by + Ry(x,y, Ay).

(—TA)y = % + by + Ro(z,y, (—TA)y).

Ejemplo 4.3 Con el &nimo de generalizar los ejemplos anteriores, considérense las siguien-

tes ecuaciones:

A+ oy A"y 4+ a, Ay = % + Ry(z,y, Ay, ..., Ay); (4.11)

(=7 A"y + ay (=AY + .+ an(—TA)y = % + Ro(z,y, (—TA)y, ..., (—TA)"y). (4.12)

Notar que los exponentes se consideran este caso como composiciones y no como po-
tencias. A su vez téngase en cuenta que para todo i, a; € C. Por ello, es trivial probar
que A" es un operador bueno que domina estrictamente al resto, y por ello, el Teorema
4.1 garantiza una tnica soluciéon en forma de serie de factoriales convergente a la ecuacion
(4.11). Para la ultima ecuacion se replica la técnica vista en el Ejemplo 4.2, se realiza el

cambio de variable z := (—7A)"y de forma que la ecuacion (4.12) resulta:

2 ay(—TA) 2+ b an(—7A) e = L4 Ry, (—TA) 5, 2),

De nuevo, no es dificil notar que la identidad domina estrictamente a los operadores
(—=7A)Pconp =1,2,..ny por ello, el Teorema 4.1 se aplica otorgando solucién convergente
a la dltima ecuacion en forma de serie de factoriales. Puesto que la propiedad singular-

regular se conserva con las potencias enteras, las soluciones de (4.12) también convergen.

Ejemplo 4.4 Considérese la ecuacion:

0"y + a 0"ty + ... + a0y = % + Ry(z,y,0y,...,0My). (4.13)

De nuevo, puesto que ya fue probado en la Secciéon 3.1 que el operador 6 no es bueno,
no se puede aplicar directamente el Teorema 4.1 No obstante, con el cambio de variable

z := 0"y, la ecuacion original resulta:

24af 24 a0 = L Ry(z, 07"z, ..., 2).
x
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Puesto que la identidad domina estrictamente a los operadores 77 parap = 1,2, ...n, el
Teorema 4.1 junto con la propiedad singular-reqular de 6 y sus potencias enteras; garantizan

la existencia y convergencia de las soluciones de (4.13) en forma de serie de factoriales.

Ejemplo 4.5 Considérese una ecuacion de la forma:
n n— a n
Gof™y + 19"y + o+ 'y = — + Bo(w,y, 0y, 07Y). (4.14)

Donde ¢ es un operador diagonal cualquiera, y por tanto, bueno. Este estara determinado
biunivocamente por su parte diagonal g y en funciéon de su comportamiento asintotico, se

ofrecen dos casuisticas relevantes:

» Silimy, 100 @o(m) = 0y ap # 0, el operador ¢" domina estrictamente al resto
de operadores y el Teorema 4.1 garantiza soluciéon convergente en forma de serie de

factoriales de la ecuacion (4.14).

» Silimy, 100 po(m) = 00y a, # 0, el operador identidad domina estrictamente al
resto de operadores y por ende, se puede aplicar el Teorema 4.1 otorgando soluciones

convergentes en forma de serie de factoriales a la ecuacion (4.14).
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Capitulo 5

Aplicacién a la resolucidén de ecuaciones

en diferencias no lineales generales

Las ideas matemdticas tienen su origen en el mundo empirico. Sin embargo, una
vez han sido concebidas, esas ideas adquieren una peculiar vida propia y son mds
comparables con el ambito creativo, gobernado casi totalmente por motivaciones
estéticas. A medida que una disciplina matemdtica se difunde, o después de mu-
cha endogamia “abstracta”, corre el peligro de degenerar. Cuando se alcanza ese
estadio, me parece que no cabe otro remedio que regresar a las fuentes en bus-
ca de regeneracion, es decir, volver a inyectar ideas mds o menos directamente

empiricas.
John von Neumann

En este capitulo se tratard de extender el resultado ofrecido por el Teorema 4.1 para
ecuaciones no lineales mas generales cuya parte lineal puede resultar nula. Esto nos obligara
a modificar las asunciones sobre los operadores pero resultara de nuevo en la existencia y
convergencia de soluciones en forma de series factoriales. Para ello, en primer lugar partimos
de la ecuacion D(2) = F(x, 00, 0,9, ..., 0, 019, 02, ..., op2) = 0 escrita de la siguiente

forma:

F(x7XO7X17 "'7Xn;}/17}/27 7YM) = Fq(x7X) - Rqul(x?XJ Y)7

COon:

Fye. X) =Y b(Xo)™ (X)) (X" + Y m(xj’;ﬁféx+r)<Xo>8°<X1>Sl...<Xn>8n.
Is|=q T+[s|=¢—1,|s|#£0
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Rypa(2, X,Y) i= ) ba(X0) ™ (X1)* . (X) ™ (Y1) (Yag )™ +

|s|>q

apsT!
’ Xo)%0(X1)% (X)) (Yr) (Y )° M.
" Z x(x+1)...(x+7")( o) (X)™. (X)) (V) (Yar)
r+|s|>0, [s|#q—1

Notar que si by = 0 para todo |s| > 1, si tomamos ¢ = 1 retomamos la ecuacién de
Briot-Bouquet tratada en la Secciéon 4.2. En general, para ¢ > 1 la ecuacion es no lineal sin

parte lineal. La porcién de menor grado es el operador:

=) bs(00) (610)" .. (0,Q)" +

|s|=¢

aygr!
E LS 0)%0(6,9)°*...(,Q)"
+ x(a:+1)...(:c+r)(90 )*(02)"..(6,82)
r+lsl=g—1, [s|£0

donde se ha usado el convenio usual de los operadores D(§2) = Fy(x, 0)(Q)—Ry11(z, 682, ).

De dicho operador Fj(z,6) se pueden construir los siguientes polinomios:

=) bo(T)°(010(0)T)"" .. (0,0(0)T) "+

Is|=¢

+ > s (1) (010(0)T)"" .. (6,0(0)T)"".

r4|s|=q—1

En este caso la variable polinémica es T' y se hace notar que se obtiene de Fj(z, X)
substituyendo para todo j = 1, ...,n cada X, por 0;(0)T’; y para cada r cambiando r!/z(x+
1)...(x +r) por 1. De la misma manera se define:

Con(D)(T) = (%) ({1}, 60.0(0)T, 61 6 (0)T.6,.0(0)T).

En este caso la evaluacion {1} indica que de nuevo, los términos r!/x(z+1)...(x +7) de
O0F,(x,X)/0X, se substituyen por 1.
Sera sobre estos polinomios donde se realizaran asunciones que permitan demostrar la

existencia y convergencia de soluciones de D(£2) = 0 en forma de serie de factoriales.
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Teorema 5.1 Dada la ecuacion D(S2) = 0 supdngase que se cumplen las siguientes condi-

ciones:

1. Entre los operadores {0;}._, existe un operador bueno 0, que domina estrictamente

al resto de operadores {0;}"_, y ademds domina correctamente a la identidad.
2. Dicho operador 0, domina correctamente a los operadores {sz}f\il

3. Los dos polinomios Cy(D)(T) y Cy . (D)(T) no tienen raices comunes.

Entonces, bajo estas condiciones, cada solucion de D(2) = 0 en forma de serie de

factoriales inversas es convergente.

PRUEBA.- De nuevo, al igual que para la demostracion del Teorema 4.1, la prueba consta

de dos pasos.

1. Construccion de solucion formal. La condicion D(€2) = 0 se puede expresar de la

siguiente manera:

Fy(z,09Q) = Ry1(x, 08, o).

Entonces, tal y como se realizé en la demostracion del Teorema 4.1, sustituimos en

esta condicion la soluciéon formal a determinar:

Uy,
Q m
Z z(x+1)..(x+m)

Entonces, en virtud del caracter diagonal de los operadores se tiene, para todo j =
0,1,....mn

|
0,0 = Ojmm: .
Z z(x +1)...(x +m)

Siendo:

m

ZH m — k).

k=0

Y, para todo p=1,2, ..., M:



SERIES DE FACTORIALES.

Con:

m = Z 0 p(m — k) up_g.

k=0

De esta manera, igualando coeficientes, el término de menor grado ug se puede calcular

por medio de la siguiente expresion:

Z bs H( ]0 S] + Z Qr s H(@

lsl=q r+|s|=g—1 j=0

Esta expresion ofrece una reescritura mas explicita:

ZbH 0(0) (g )+ D ans [J (0500 (u) = 0.

lsl=¢  j=0 rtlsl=g—1  j=0

ie, cada raiz de C,(D)(T) es susceptible de ser el primer término de la serie factorial
(), esto, como se vera en la siguiente secciéon no garantiza la unicidad de solucién atn
en Optimas condiciones. Para determinar el resto de coeficientes u,,, igualando los
coeficientes de (m + q — 1)!/z(z + 1)...(x + m + ¢ — 1) se obtiene!:

Zb ZSJ Jm JO) . H(@p,O)SP(@p,O)Sp"‘

lsl=¢ =0 p#j

n

+ trs Y 519;m(050)7 " [ [(©p0)™ =

r+|s|=¢—1 Jj=0 pF#j
Gm(@070, @071, cees @07m_1; @170, @171, cees @l,m—l; ceey G)n,Oa 671717 ...@mm_l;
(191,0, (1’1,1, ey (I)l,m—1; (132,0, (132,1, ey (1)2,m—1; - (I’M,o, CI’M,l, ey (I)M,m—1; R)-

!Se hace notar que en virtud de la transformacion (x, z+q+1) aplicado al término a,p!/z(x+1)...(x+p),
se puede demostrar que aquél multiplicado por el término byq!/z(z+1)...(x+¢) resulta en una serie factorial
Cprqgr1(P+ g+ D/z(z+1)...(x+p+qg+1) con cprqr1 = apbe(p'q!)/(p+ ¢ + 1)!. Para la identificacion de
coeficientes de la ecuacion siguiente se toman los términos con p =0 o g = 0.
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En este caso G, es un polinomio de los argumentos indicados. El término R corres-

ponde a los términos de orden superior de R,i1(x, X,Y). Entonces, a partir de la

formula explicita de ©; ;1 ¥ Pjm—r:

> zs] 3o(m) @50 (0)u0)" " TTBpo (0ol

|s|=q = pF#j

+ ) ans Y si050(m)(00(0)u0) T [ (0po(0)ue) | +

r+|s|=¢—1 J=0 p#q
+ D b > 85> Oik(m = k)i (050(0)u0)* [ [ (Bp0(0)uo) ™+
=g =0 k=1 oy
Y ane Y5 > Oik(m = k) k(050(0)ue)* " [ [ (Bpo(0)u)™ =
r+|s|=qg—1 j=0 k=1 P#j

m—1
fm {UO, Uty ooy Um—1; 61,0(0)ug, 01,0(1)uy + 611(0)uo, ..., O k(m —k — D)ty—p—1;

k=0

~1
o 0j70(O>UO, 9]'70(1)’1111 + Hj,l (O)Uo, ey Qj,k(m —k— 1)Um,k,1;

p

m—1
.y en’g(O)Uo, en’()(l)ul + Gn,l(O)uo, ey Gn,k(m — k- 1)Um,k,1;

k=0

m—1
©1,0(0)uo, p1,0(1)ur + w11(0)ug, ..., o1p(m —k — D)Up—p_1;

k=0

m—1
w5 0,0(0)uo, aro(1)ur + ©ar1(0)ug, ..., omp(m —k — 1) up_k_1; R} :
k=0

(5.1)

En este caso, f,, vuelve a significar una funciéon de los argumentos indicados y definase

a continuacion la cantidad:

Fym(ug) ==Y b, ng 50(m) (0;0(0)u0)* ™ T (B0 (0)uo)3+

lsl=q =0 P#j]
D ans Z $050(m) (50(0)uo) " | [ (6p0(0)uo)*
T+|s|=q¢—1 j=0 P#q
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De esta forma, la ecuacion (5.1) se puede escribir de la siguiente manera:

Fom(uo)um = fr § {ptocpem-1: { > Oilp - k)up—k} s
0<p<m—1

0<k<p
{ > Onilp— k)upk} ; { > wirlp - k)upk}
0<k<p 0<p<m—1 ~Osk=p 0<p<m-—1

0<k<p

;...;{ Z ¢M7k(p—k)up_k} R
0<p<m—1

Siendo en este caso f; un nuevo polinomio. Al igual que en la demostracion del
Teorema 4.1, si Fj,(up) # 0, se obtiene una serie de ecuaciones recurrentes con
las que construir una soluciéon al problema D(£2) = 0. Y asimismo, que para algin
m se verifique F,,(up) = 0 no es impedimento para poder construir una solucién

susceptible de verificar la ecuacion.

2. Convergencia de la solucién formal. Entre las asunciones que se proponen para el
teorema, se tiene el operador 6, domina correctamente a la identidad (pues 6, domina

estrictamente a 0y = id), lo que es equivalente a afirmar que:

1 < copl00(m)],

para todo m = 0,1, ... y ¢op # 0,; con un proceso de normalizacién se puede asumir

que cpo = 1, esto se usara mas adelante. De momento, téngase en cuenta que:

|s|=q p#£j
Y ansul,00(0) T Or0(0)) %l ™ = €y (D) (o) # 0
r+|s|=q—1 pF£j

Por ello, existe un nimero o > 0 con el cual, para todo m > N se cumple:

|Fq,m(u0)| > ‘7|9u,0(m)" (5.2)
De esta manera F),,,(ug) # 0 para todo m, y se puede escoger otro nimero (puede
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ser el propio o) positivo en el que la desigualdad (5.2) se dé efectiva? para todo m.

De nuevo, en vista de la dominancia correcta de 8, sobre el resto de operadores, se
tiene que para los #; estan dominados término a término por series de la forma (4.2)
multiplicadas por diag|f,| y por tanto verificando (4.3); al igual que para los ¢; estan
dominados término a término por el producto de series del tipo (4.1) por diag|d,| y

que verifican (4.4).

Puesto que el caso ¢ = 1 se traté en la demostracion del Teorema 4.1 (aunque bs # 0
para |s| > 1 la demostracion resulta idéntica), a lo largo del resto de la demostracion

se supone ¢ > 1. Considérese pues la siguiente ecuacion:

oY p .
x(x+1).. (x+q—2) z(z+1)..(r+qg—1)
S |a’T’S n S
|=q ]:O

|s|=q

_'_‘Rqul‘(xv Y, Cl(l’)Y§ s Cn<$>Y§ di(x)Ys..;du(2)Y;|R]),

donde 07 y p denotan nimeros reales y |R,11| la serie mayorante (2.26) de R,i;.
Entonces, a partir del Teorema de la funcion implicita (2.4), esta ecuacion tiene una
solucion convergente de Y en forma de serie de factoriales (4.6) convergente en algin
semiplano. La tonica de la demostracion es la misma que en la del Teorema 4.1, esto
es, escoger adecuadamente las cantidades o1 y p para que la soluciéon Y mayore a
todas las soluciones de D(€2) = 0. Para ello, tras la sustitucion de Y en la ecuacion

precedente se obtiene, para m = 0:

Yy = M+Z|b|nw+ S s TV
§=0

|s|=q r+|s|=q—1

y para el resto:

2Como comenta [10], incluso en el caso de tener F}, ,,(ug) = 0 para algiin m < N, la prueba que sigue
no cambia y se da efectiva; basta con cambiar términos finitos en una serie convergente que no altera dicha
convergencia. Es més, tampoco implica que no existan soluciones formales.
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n

Z |b | Z S Yo sj—1 H(Y )Sp—l - Z |ar’s| Z Sj(YO>sj—1 H(Yo)sp_l Y,

ls|=q p#j r+[s|=¢—1 J=0 PFj
- Z |bs|Gs(Y07}/17“'7Ym—l)+ Z |ar,s|H’r,s(Y07}/la"'7Ym—1)+
jsl=g r+lsl=g—1
: " = Bk — Dok
fm x }/07}/17' ©y m 13 Z ' Cm kk—1 J e
k=q ' 0<q<m

Ms

(m — k)!(k — 1)'Ym k " (m—k)!(k — 1) |
{ m—k,k— 1} {Z Dm—k,k—l ;
k=q 0<g<m \k=a 0<q<m

m — k) (k — )Y,
7{2 ml D% kek— 1} ;| R|
. 0<g<m

k=q

En este caso, G4(Yp, Y1, ..., Yin—1) denota el coeficiente (m+q—1)!/x(z+1)...(x+q¢—1)
en [[i_o(ci(z) = 1)Y™ y H, (Yo, Y1, ..., Y1) el coeficiente r!/x(z + 1)...(z + 1) de

aquel mismo producto. A continuacién haganse las siguientes elecciones:

= Escojase un nimero real o; verificando:

0<o— Z|b|zsjyosf o=

Is|=q p#j

- Z ’ars|2531/0 H(Y)Sp71<0.

r4|s|=q—1 PF£j

» Elegir un nimero real p para el que, dada una raiz Y,y de C,(D)(T) se verifique:

Yo=p/ 01— zwzs (¥o) [ (vo)

Is|=q P#j

- > |ar8|ZSJ Yo [T (0) ™ ¢ 2 16,0(0) ol = Juol,

r+|s|=¢—1 p#£j

donde la ultima desigualdad se tiene en vista de la dominancia correcta de 6,
sobre la identidad.
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A continuacién probaremos de nuevo por un argumento de induccién fuerte la siguien-

te desigualdad para todo m:

‘um| < |9u,0(m)‘|um| < Yn.

Para ello supondremos que es cierta para todo p = 0,1,...,m — 1, notar que para
p = 0 es cierta en virtud de la construccion del ntimero real p. Para ello, a partir de

la formula (5.1) para u,, se tiene:

Z|s\:q |bS|GS(}/07 Yla ey Ym—l)

|um| S 0_|9 (m)l Z |ar,S|Hr,s(YbaYL'--aym—1)+
10 r+|s|=q—1
= (m =) (k= 1DY,,_
S iU,YE),Yb-n,Ymn{Z ( ) (m' ) kCng,kl} R
k=q ' 0<g<m
N (m— k) (k- DY g L (m— )k — DY,
; {Z ml m—k,k—1 ) Z m) D?n—k,k—l ;
k=q 0<q<m  \ k=4 0<g<m
" (m— k) (k= DYk
{Z E Doty b R
k=q 0<q<m

Estas desigualdades provienen de las condiciones de dominancia. De esta forma:

1 . _ o
il < S Lo = 20 el 2 s o) [ T ()
H, j=0

Is|=q p#j

= Y Y500 00| Y < Vi
j=0

r+|s|=¢—1 P#j

Entonces, puesto que |uy,| < [0, 0(m)||uy|, la prueba por inducciéon es completa. Por
ello, tenemos que la serie de factoriales que define la solucién de la ecuacion D(€2) = 0
estd dominada término a término por Y, la cual ya ha sido probada su convergencia.

Por ello, la propiedad de convergencia se hereda para las soluciones.

De esta forma, la prueba es completa.

Q.E.D.
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5.1. Aplicaciones

Cabe notar que durante la construccion de la solucion formal de €2 en la demostracion
del Teorema 5.1, el término inicial, y con ello, los sucesivos, surgieron como una de las
soluciones del polinomio C,(D)(T). Por ello, a priori no se puede garantizar la unicidad de
soluciones. Veamos un caso en el que ocurre, sea la siguiente ecuacion en diferencias sin

parte lineal:

lAy—i—ay?—i-% =0.
x x
Sia # 0, existen exactamente dos soluciones, estas son y = ¢/x con ¢ solucion de la
ecuacion ¢ + ac? +b = 0. En caso de ser a = 0 si existe soluciéon tnica con ¢ = —b. Para
aplicar directamente el Teorema 5.1 hay que tener en cuenta que A/z no es bueno. No
obstante, las condiciones se satisfacen puesto que A si es bueno, domina correctamente a la

identidad y los dos polinomios no poseen raices en comun (el polinomio derivado se trata

de una contante no nula).

Ejemplo 5.1 Sea la ecuacion:

1
—Ay+by =1/x,
xXr

la cual, tal y como se vio en la Seccion 3.2, tiene soluciones formales divergentes si |b| < 1.
Esto se debe a que no verifica las hipotesis del Teorema 5.1. En efecto, aunque la identidad
sea un operador bueno, no domina al operador A. A su vez, si se realiza el cambio de
variable w(x) := Ay(x) la ecuacion resulta:
lw +bA = l
x x

Esta ecuacion cuenta con la ventaja de tener parte lineal, y poder aplicarse en este caso
el Teorema 4.1. No obstante, el operador A~ no domina a la identidad y por tanto no puede
aplicarse. Esto muestra que en ningtn caso, se puede sustituir la condicion de dominancia

estricta de uno de los operadores por tener la propiedad singular-regular.
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Apéndice A
Resultados auxiliares de analisis

En este apéndice se tratard de dar unas notas acerca de los resultados y propiedades
del anélisis que se han utilizado en el trabajo, pero cuya demostraciéon no resulta de interés
para el hilo del discurso, o se consideran lo suficientemente elementales como para derivar su

demostracion a un curso béasico de anélisis (en tal caso se adjuntara una posible referencia).

Proposicion A.1 (Identidades de Abel)

w Sea A, :=ag+ a1 + ... + a, entonces se verifica:

D adbe = (b= ber1)As = byAp 1 + b1 Ap. (A1)
S=p S=p

w Sea Al := a5+ as11 + aso + ... entonces se verifica:

m m—1
D aby =Y (bepr — b) AL +byAL — b AL (A.2)
sS=p sS=p

Este resultado se considera clasico de la teoria de series, y una posible demostracion se

puede consultar en [1].

Proposicion A.2 (Criterio de Weierstrass) Dada una serie Y us de términos comple-

jos para la cual:

1
US-l—l:l_g_i_O(_)\)
Usg s s
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Siendo A > 1 y « independiente de s; entonces la serie es absolutamente convergente
si y solo si Re(a) > 1. Para Re(a) < 0 la serie resulta inevitablemente divergente; y si

0 < Re(a) <1 ambas series:

+oo +oo
Z |us = tsia| Z(—l)sus,
s=0 s=0

son convergentes.

PRUEBA.- A lo largo de esta prueba se adoptara la notacion o = 5+ iy y K sera la
constante asintética de la O de Landau. Se tratara cada una de las tres casuisticas por

separado:

1. 8= Re(a) > 1, segun la hipotesis, aplicando la desigualdad triangular:

sA

Entonces tomando ' un nimero verificando 1 < 8’ < 3, para un s suficientemente
grande se cumple:
/B/

<1-==
S

S

s— 3"

Us+1 Us

Us

>

Us4-1

De esta forma, a partir de la desigualdad triangular:

/ /
s
—1= b > —= lim s
s—p s—0 5 st

Us

_1‘2

s —1‘2@’>1.

Us+1 Us+1

Por ello, a partir del criterio de Raabe, la serie ) |ug| converge.

2. = Re(a) <0, segun la hipotesis se llega:

Zl_ﬁ_ﬁzl_l(mg) (A.3)

Us+1
Us

s st s

De esta forma, si § < 0 entonces basta tomar s > {/— K/ de forma que:

Us+1

K
6+F<O:> > 1.

S

Y segun el criterio del cociente > us no converge. De la misma manera, para § = 0

se tiene:
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Denotando por K una cota admisible e independiente de s. Entonces para cada s > m

se sigue por el siguiente criterio de multiplicacion:

s—1

>H(1—

n=m

Us

Um

Um-+1 Us

Um

) TL (1 &) =0

Por la forma de X > 1 se sabe! que el tltimo producto infinito converge. Por ello

c
Us_1 n

|us| > Cp|up,| para cada s > m y por ello us no puede tender a 0 cuando s — +00

y por ello, la serie ) ug diverge.

3. 0 < 8 < 1. En este caso:
/

<1- é (A.4)
s

Us+1
Us

Para cierto g’ verificando 0 < 8’ < (. Entonces, para un s > m:

< |ty | (1—%) (1—8?1> <
<t | exp <—ﬁ/ (% ot i 1)) — 0.

En consecuencia, la serie telescopica » (|us| — |usy1|) converge y como:

Um+1 Us+1

[us| = [t

m

u,
‘us — uerl‘ ’ - ;-:1 ‘% + % (67
= < i oy 7& 07
‘us‘ - |us+l| 1 — Bt = 5700 5

Us

se obtiene la deseada convergencia de » |us — usyq1|. Considérese la serie:

“+o00

(o —uy) + (ug — uz) + (ug —us) + ... = Z(Uzs — Usgsy1)-

Se trata de una subserie de > (us41 — us) y por lo que se ha demostrado, se obtiene

su convergencia. Esto es equivalente a decir que la serie Y (—1)%u, es convergente.

Q.E.D.

!Para una informacién més rigurosa se puede consultar el Capitulo 17, Proposicién 17.3 de [2].
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Proposicion A.3 (Test de du Bois-Reymond) Dadas dos series Y as y > bs de for-
ma que Y (bs — bs11) sea absolutamente convergente y > as converja al menos de forma

condicional; entonces la serie > asbs es convergente.

PRUEBA.- Por hipétesis, la cantidad A, := ag + a1 + ... + a5 es acotada y por ello,
ST Ay(bs — bey1) es en particular, una serie convergente?. Entonces puesto que la serie
> (bs — bsy1) es telescopica, el término by tenderda a un valor finito cuando s — +oc.
Entonces, puesto que por hipoétesis lim,_, o, As existe, también lo haré lim, ., ., Asbs 1 por
ser producto de limites finitos. Entonces basta aplicar la primera identidad de Abel® (A.1)
para obtener el resultado.

Q.E.D.

A su vez, ha sido necesario desarrollar en serie de potencias expresiones de la forma

1/(1 —1t)* con a € N. Para ello, por un argumento de induccion es facil probar que:

() -6

Por otro lado, derivando término a término la serie 1 +¢ +¢* + 3+ ... = 1/(1 — ) se
obtiene:
(a1 S 1 — J! 1
. _ S 1 . 2 tj7a+ — : tj*CH’ .
A=1) j;lm )(j —a+2) j:Za;l ot )

Efectuando el cambio de variable s := j — a 4 1 se tiene:

s!

a—1) XRi(s+a—1)
R SCESEN

Por lo que finalmente:

ﬁzz<s+z_l)t3. (A.5)

En particular:

t“:(l—(l—t))“:1+§(a+§_1)(1—t)8. (A.6)

2Es sabido que para una sucesién {a;} acotada la serie > s (bs — bsy1) es absolutamente convergente,
véase [14].
3Particularizada segiin la notacion de (A.1) para p =0y m — +o0.
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A.1. Funcion Gamma y Beta de Euler

A su vez, han sido necesarios conceptos y resultados acerca de la funcion Gamma y Beta
que se especificaran a continuacion. En primer lugar partimos de la definiciéon clasica de la

funcion Gamma definida en forma integral:

+oo
[(r):= / t"teTldt,
0

la cual resulta ser una funcion analitica en el semiplano Re(z) > 0; que admite prolongaciéon
analitica al plano complejo salvo los enteros no positivos —k, k = 0, 1, 2, ... con polos simples

en esos puntos de residuo:

Res(I(x): —k) = =Y

A su vez se recuerda que ha sido necesario considerar 1/I'(x) como una constante para

cualquier valor pero fijo de € C. Esto es debido a la siguiente identidad (véase [2]):

—+00

ﬁ =xe " H (1 + %) e~k

k=1

Siendo ~ la conocida como constante de FEuler-Mascheroni. De esta forma, es evidente
que la inversa algebraica de la funcion Gamma es una funcién entera que para cualquier

valor de z permanece acotada.

También se ha recurrido al comportamiento asintético de la funcion Gamma, en parti-

cular, la formula de Stirling (ver |9]) permite afirmar para x + h € C\ (—o0, 0]:

T(z+ h) = V2r(z + k)" 2771 + o(1)). (A.7)
En particular, si h es una cantidad real comprendida entre 0 y 1:

HERLD

) ’:x (1+o0(1)).

De esta forma se hace evidente la siguiente tendencia:

I'(z+h)
i —~ =1 ; 0<h<1. A8
w00 2D () CU=ns (A.8)
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Por tltimo, se hizo uso de la funciéon Beta*:

B(z,s) :/0 N1 =) dt = % (A.9)

A.2. Numeros de Bernoulli

En la construccion del Ejemplo 3.9 en el que mostrabamos céomo el operador A no
conserva la propiedad singular-regular, se han utilizado los niimeros de Bernoulli y sus

propiedades. Esta seccion tratara de revisar su definiciéon y las propiedades usadas.

Definicion A.1 Los nimeros de Bernoulli son los términos de la serie de Taylor de la

funcion:

(A.10)

De esta forma no es dificil verificar By = 1, By = —1/2, By = 1/6, By = 0, etc. De
hecho, los niimeros de Bernoulli siguen la siguiente regla de recurrencia con la que poder

obtenerlos de una manera mas operativa.

Proposicion A.4 Los niumeros de Bernoulli verifican la siguiente relacion de recurrencia:

k—1

k
< )ano i para k > 2.
n

=0

n

PRUEBA.-En vista de (A.10) se tiene que los nimeros de Bernoulli son los tnicos cum-

pliendo:
+ +oo tk +oo tk +oo tk+1
1= X By i= | LBy ) Z(l<:+1)! ‘
— k= k=0

Haciendo uso de la expresion del producto de Cauchy:

oo [ k o gktlon B oo [k (k+1)! 1
> (ZBnm(kﬂ—n)!) =2 <Z al(k+ 1 —n)!B”> ED s

k=0 \n=0 k=0 \n=0

Para £ = 0 se obtiene By = 1 de lo cual se habia partido y por tanto es cierto. Para
k > 1 se tiene:

4Para la tltima igualdad puede consultarse [12].
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k
> <k Z 1) B, =0.
n=0
Basta cambiar la variable para obtener el resultado.

Q.E.D.
La relaciéon anterior permite calcular cada nimero de By con k > 1 a partir de los

anteriores {B,,/n < k}. En virtud de la definicion, se puede escribir:

“+o00 k +oo k t
t t t t tet+1
1— - E B,— =1 E B )
2+k:2 kk' +k:2 ’

et—lz H:§et—1

La ultima funcion es par, lo que implica que para todo k > 1 se verifica Bogyq = 0.
Estas cantidades ofrecen generalizaciones a través del concepto de polinomio de Bernoulli
con las que se pueden inferir propiedades més completas, no obstante, no han sido necesarias

durante la realizacion del trabajo. Para méas informacion puede consultarse [5].
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