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Resumen

El presente trabajo versa sobre la implementacién de actividades lidicas y juegos para la ensefianza
del &lgebra en el primer ciclo de la ESO. Consta del marco legislativo, un marco teérico sobre las teorias
didacticas mas relevantes, un capitulo sobre la ensefianza y el aprendizaje del algebra, donde mostramos las
dificultades mas habituales con las que se encuentran los alumnos, y un capitulo dedicado a las actividades
ladicas y juegos que podemos emplear en clase de matematicas.

Finalmente, presentamos nuestra propuesta didactica, la cual consideramos que va a contribuir en el
incremento del interés y la motivacién del alumnado hacia el algebra, a fomentar el aprendizaje significa-

tivo y a mejorar sus resultados académicos.

Palabras clave: actividades ludicas, juegos, humor, materiales manipulativos, aprendizaje significativo,

motivacion, propuesta didactica.

Abstract

This work focuses on the implementation of recreational activities and educational games in the area of
algebra in the middle school. The work consists on the legislative framework and the theorical framework
about the most relevant theories in mathematics education, a chapter about the teaching and learning of
algebra and the dificulties which students have with it and a chapter about the recreative activites and
games which we could use in mathematics lessons.

Finally, we present our educational proposal, which we consider that it will contribute to increase the
interest and the motivation of students towards algebra, develop their significative learning and improve
their academic results.

Key words: recreational activities, educational games, humour, manipulative materials, significaative

learning, motivation, educational proposal.



Introduccion

El presente Trabajo de Fin de Master gira en torno al disenio de una propuesta didactica para 2° de
ESO basada en la implementacion de actividades ludicas y juegos como elementos motivadores, que sirvan
como medio para alcanzar las competencias bésicas. Se detallan a continuacién la motivacion que hay

detras de este trabajo y los objetivos que se persiguen.

Justificacion y objetivos del trabajo

El aprendizaje del algebra supone un gran reto para muchos estudiantes de ESO.

Los procesos de generalizaciéon de la aritmética y la complejidad del concepto de variable hacen que
muchos alumnos fracasen en la parte de dlgebra y que sientan frustracion, ansiedad y desmotivacién hacia
las mateméticas.

Para la comprension del algebra, los estudiantes requieren un nivel de abstraccién al que no estan
acostumbrados, superior al de la aritmeética.

Cuando los alumnos se ven la primera vez con el dlgebra, comienzan por el estudio de la aritméti-
ca generalizada. Luego conoceran el concepto de incdgnita o variable y encontraran dificultades con los
distintos significados del signo igual, en particular, con el significado relacional.

En el algebra, muchos alumnos cometen errores persistentes y repetitivos, que no se deben al descuido
(Esteve-Tomas, 2014).

El juego tiene un papel muy importante en nuestra cultura desde todos los tiempos y pueden ser una
herramienta muy poderosa en la ensehanza y el aprendizaje del dlgebra (Bishop, 2010).

En cuanto a los juegos matematicos, las investigaciones de Gairin (1990), entre otras muchas, muestran
que estos recursos son una potente herramienta para la ensefianza de las matematicas.

Otro tipo de actividades lidicas son el empleo de materiales manipulativos y el uso del humor en el aula.
Los materiales manipulativos suelen atraer a los alumnos ya que son coloridos y sirven para experimentar
con las manos, trabajando, asi, distintos contenidos. El humor también es otro recurso potente, pues

mostrar una vifieta o contar un chiste sirven para crear un ambiente mas distendido en el aula, no tan



INTRODUCCION 3

aburrido y conseguir que los alumnos estén atentos.

La inclusién de actividades lidicas y juegos supone una innovacién, una forma de que los estudiantes
salgan de la rutina diaria de la clase magistral, lo que servira para captar la atencién , conseguir una mayor
motivacion e interés por las matematicas. Nuestro objetivo fundamental es que los estudiantes pierdan el
miedo a las matematicas, en particular, al dlgebra y desterrar su visién de que son una asignatura dificil
y aburrida. Se ha tenido alguna experiencia ludica durante el Practicum y ha resultado satisfactoria.

Toda innovacion y experimentacion supone un reto. Hay profesores que atn se resisten a cambiar su
metodologia, en parte debido a la falta de conocimiento de nuevas formas de ensefiar o a la consideracién
de que no son efectivas. Para cambiar la mentalidad se necesita mucho tiempo.

Con el presente TFM daremos unas breves pinceladas sobre las teorias didacticas més destacadas, las
teorias méas relevantes en didéactica de la matemaética, algunas metodologias activas, los recursos que se
pueden utilizar en el aula, y por supuesto, crearemos una propuesta de intervencién, donde emplearemos
ciertos juegos y actividades ludicas.

Cada una de las asignaturas del master ha contribuido a este trabajo. Serfa considerar de manera

especial las siguientes

e Diddctica de la matemdtica. Esta asignatura ha aportado a este trabajo las diferentes teorias didéac-
ticas y la importancia de las pruebas visuales sin palabras para la comprensién de ciertos conceptos

matemaéticos por por parte de los alumnos.

e Innovacion docente en matemdticas. Esta asignatura ha aportado la necesidad de innovar en la
ensefianza de las matemaéticas y la consideraciéon del material manipulativo en la era digital como

un recurso atemporal que resulta muy til para comprender diversos conceptos de las mateméticas.

e Iniciacion a la investigacion educativa en matemdticas. Ha contribuido en la revision de la literatura
necesaria para elaborar este trabajo y en elaborar una metodologia con la que evaluar la propuesta

didéactica.

e Prdcticas externas. Por supuesto, el practicum ha contribuido a la percepcién de la necesidad de

utilizar juegos y humor en el aula para dinamizar la clase
Otras asignaturas que también han contribuido en cierta manera a la elaboracién de este trabajo

o Diseno curricular y Metodologia y evaluacion en matemdticas. Han contribuido a enmarcar la pro-

puesta dentro del curriculo y y a la importancia de conocer distintas metodologias docentes.

o Ideas y conceptos matemdticos a través de la historia. Ha ayudado a considerar la historia y el arte

COMO un recurso necesario para humanizar a las matemaéticas.
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o Modelos matemdticos en educacion secundaria. No estd de forma explicita representada en ninguna

parte de este trabajo, pero si como trasfondo de la educacién matematica realista.

e Las asignaturas del modulo genérico: Aprendizaje y desarrollo de la personalidad, Procesos y contex-
tos educativos y Sociedad, familia y educacion. La primera ha aportado a este trabajo la consideracion
del aprendizaje desde un punto de vista psicolégico y la importancia de la motivacién del alumnado,
la segunda ha aportado el disefio del marco legislativo, y la tercera ha contribuido en la importancia

del contexto social del alumnado.



Capitulo 1

Marco legislativo

En el primer capitulo del Libro blanco de las matemdticas se hace un breve recorrido por las leyes
que han regulado la educacion en Espafia desde 1990, por lo que se ha utlizado esta fuente para obtener
informacién legislativa. Desde 1990, el curriculo de matematicas en la Educaciéon Secundaria en Espana ha
experimentado cinco importantes reformas. La LOGSE, en 1990, estableci6 el derecho a la escolarizacion
en la Educacion Secundaria Obligatoria. Eso implicé el reto de la determinacion de los contenidos minimos
necesarios para asegurar la alfabetizacién matematica de todo el alumnado. Pero, como se pudo extraer
de los resultados de las pruebas PISA del ano 2000, los alumnos participantes mostraron dificultades para
reconocer e interpretar problemas en contextos personales, sociales y laborales. Estas pruebas mostraron
las diferencias entre la organizacién del curriculo de la LOGSE y la vision fenomenoldgica de las pruebas
PISA 2000, que adjudicaban tres niveles de complejidad cognitiva: reproduccién, conexion y reflexion, para
los fendomenos organizadores de la evaluaciéon, que eran cantidad, espacio y forma, cambio y relaciones e
incertidumbre.

Los resultados de PISA 2000 hicieron que se cuestionasen los principios de universalidad y comprensi-
bilidad de la educacion matemaética vigente hasta el momento y la concrecion de un nuevo curriculo LOCE
2003, donde se enfatizdé ain mas en que la universalizaciéon de la educaciéon matematica debia asegurar
la comprensibilidad para todo el alumnado de manera que le aportase conocimientos para la vida. Con
esta ley se eliminaron algunos contenidos por carecer de funcionalidad para la vida cotidiana, pero que
se consideraban fundamentales para la transicién a la universidad. La amplitud de los contenidos se ha
reproducido en las reformas del Bachillerato incluidas en la LOE 2003 y la LOMCE 2014. El curriculo
real del aula y el contenido evaluado en las pruebas de acceso a la universidad eran diferentes, por lo que
el curriculo se reduce a reproducir actividades mateméaticas tipo y asigna un rol decorativo a los axiomas,
definiciones y demostraciones.

La LOCE 2003 incluia que la ensenanza de la matematica debia tratarse de manera ciclica. Se in-



troducian contenidos nuevos, pero también, en cada curso se repasaban los de los cursos anteriores y se
ampliaba su campo de aplicacién y se enriquecian con nuevas relaciones.

Existen posiciones del profesorado contrapuestas. Hay profesores que consideran que si se tratasen los
contenidos de una manera profunda en un curso no haria falta repetirlos en cursos posteriores y otros
consideran que se debe mejorar el enfoque de la ensefianza en espiral, de forma que ademés sea una forma
de atender a la diversidad del alumnado. Esta tltima postura es la que apoya la Real Sociedad Matematica
Espanola (RSME).

Hasta los decretos asociados a la reforma de la LOE, no se observa en Espana una intencién manifiesta
en los disefios curriculares de la ESO por superar la visién ciclica de la adquisicién del conocimiento, a
partir de la repeticién de los contenidos del curso anterior hacia una propuesta en espiral que plantea la
evolucién a niveles superiores de desarrollo de las competencias

En Espana, una vez asegurada, al menos en papel la alfabetizaciéon matematica en etapas escolares
obligatorias, los marcos teoricos de las evaluaciones PISA (OCDE, 2019) 2003, 2006, 2009 y 2012 influen-
ciaron la reforma de los sistemas educativos de la Unién Europea con el objetivo de asegurar el desarrollo y
la evaluacion de las competencias basicas y claves, concretadas en Espana en la LOE 2006 y en la LOMCE
2014. Estas dos leyes orgédnicas decretaron la necesidad de la realizaciéon de pruebas de diagnéstico de
cardcter muestral o poblacional para la comunidad auténoma.

En el curriculo de matematicas para la ESO de la LOE 2006 se puede ver la primera influencia del
desarrollo de competencias en la organizacién curricular. Este documento contenia un bloque de contenidos
comunes que coinciden con las competencias mateméticas evaluadas en PISA 2003. Estos contenidos
comunes eran la resolucién de problemas, la verbalizacién de los procesos de resolucioén, la interpretaciéon de
mensajes y el uso de herramientas tecnoldgicas y el desarrollo de actitudes mateméticas de autoconfianza,
flexibilidad de pensamiento y perseverancia.

El Plan Bolonia para las universidades también cuestionaba la necesidad de desarrollar y evaluar las
competencias profesionales, pero en el curriculo dictaminado para Bachillerato en 2007 por el MEC no se
hablaba sobre dicho desarrollo competencial, sino que se anclaba en el desarrollo disciplinar de la materia.

Para las matematicas de la modalidad del Bachillerato de Ciencias Sociales no se exigia una gran
abstraccion simbolica, ni un gran rigor sintactico ni se exigian demostraciones. Con la LOMCE 2014 ha
pasado algo similar. En Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas se debera profundizar en
el desarrollo de las habilidades de pensamiento mateméatico. En Matematicas Orientadas a las Ensenan-
zas Aplicadas se deberdn adquirir algunas habilidades de pensamiento matematico como el anélisis, la
interpretacion y la comunicacién de técnicas.

La LOMCE 2014 introdujo un bloque llamado “Procesos, métodos y actitudes en matematicas", que
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se configura como el articulador de los procesos bésicos imprescindibles en el quehacer matemaético en las
etapas escolares. Los contenidos de este bloque son, para toda la etapa, los llamados por PISA competencias
especificas o capacidades mateméticas. Estos procesos son la resoluciéon de problemas, los proyectos de
investigacion matemética, la matematizacion y la modelizacién, las actitudes adecuadas para desarrollar
el trabajo cientifico y la utilizacién de medios tecnolégicos .

En el Libro blanco de las matemdticas se dice que “ En la Educacién secundaria obligatoria se enfatiza
en que el alumnado desarrolle los procesos de resolucién de problemas, mientras que en Bachillerato se da
més importancia a los procesos de investigacién. En el Bachillerato de Ciencias y Tecnologia se incluye la

realizacién de demostraciones sencillas de propiedades o teoremas"

Ejemplo 1.1. Hemos podido observar en el centro donde ha tenido lugar Practicum la realizacion
de algunas pruebas sencillas. En concreto, en 12 de Bachillerato se han deducido las férmula

candnicas o reducidas de todas las conicas.

Segun el Libro blanco de las matemdticas, realizar este tipo de pruebas sencillas es insuficiente para

una adecuada transicion a los estudios universitarios.

1.1. La legislacién vigente en la actualidad.

La ley educativa vigente es la Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la Mejora de la Calidad
Educativa (LOMCE). En el preambulo de la LOMCE se hace referencia a mejorar los resultados en
matematicas en las pruebas internacionales, como PISA.

En el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la
Educaciéon Secundaria Obligatoria y del Bachillerato se determinan los aspectos basicos a partir de los
cuales las distintas Administraciones educativas deberan fijar para su ambito de gestion la configuracién
curricular y la ordenacién de las ensenanzas en dichas etapas. En el caso de Castilla y Leén, la ley

que establece el curriculo y regula la implantacién, evaluacién y desarrollo de la educacién secundaria

obligatoria es la ORDEN EDU/362/2015, de 4 de mayo. .

1.1.1. Las matematicas en la Educacién Secundaria Obligatoria. Los contenidos de

algebra en los dos primeros cursos de la ESO

La LOMCE estructura la Ensenanza Secundaria Obligatoria en dos ciclos, el primero formado por
primero, segundo y tercero de ESO y el segundo formado por cuarto de ESO. En todos estos cursos, los
alumnos tienen que cursar una asignatura de mateméticas dentro del bloque de materias troncales, algo

comun para todo el territorio espanol.
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En 1° y 2° de ESO, estas asignaturas se denominan Matemdticas, y son obligatorias para todo el
alumnado. En 3% y 42 de ESO existen dos asignaturas de matematicas Matemdticas Orientadas a las
Enserianzas Aplicadas y Matemdticas Orientadas a las Ensenanzas Académicas (en la LOE recibian el
nombre de Opcion B y solo se diferenciaban en 4° de ESO). Los padres, madres o tutores legales o, en
su caso, los alumnos y alumnas tienen que decidir cual de estas dos asignaturas cursar dependiendo de
sus intereses al finalizar 1la ESO. Si el alumno o alumna se va a decantar por la formacion profesional, es
preferible que se decante por las Matemdticas Orientadas a las Ensefianzas Aplicadas.

El RD 1105/2014 establece que al menos la mitad del horario se debe de dedicar a las asignaturas
troncales. La mayoria de las Administraciones educativas autondémicas han optado por dedicar cuatro
horas semanales a cada una de estas asignaturas de matematicas.

Todas las asignaturas de mateméticas se organizan en cinco bloques, que en la ESO son: Procesos,
métodos y actitudes en matematicas (de cardcter transversal), Numeros y algebra, Geometria, Funciones
y Estadistica y Probabilidad. Para cada uno de ellos se detallan los contenidos, los criterios de evaluacién
v los estandares de aprendizaje evaluables.

En algunas comunidades auténomas, como Castilla y Ledn, se ofertan asignaturas de refuerzo de
matematicas, principalmente en los primeros cursos. En el caso del curriculo de la Orden EDC/65/2015
existe una asignatura que se puede ofertar desde primero a cuarto curso y cuyo caricter de refuerzo o
ampliacién. Ofertarlas se decide en cada centro para cada afio escolar, pudiendo sufrir cambios de un afno
escolar a otro.

En Esparnia el algebra se introduce en 1° de ESO. Las lecciones sobre élgebra se encuadran en todos
los cursos de la ESO y del Bachillerato en el bloque 2, de ntimeros y &lgebra. El Boletin Oficial del Estado
(BOE) no especifica de forma separada que contenidos se deben ensefiar en 1° de ESO y en 22 de ESO,
mientras que en el Boletin Oficial de Castilla y Leon (BOCyL) si aparece una separacion. En las siguientes
tablas aparecen, para las lecciones de &dlgebra, los contenidos, los criterios de evaluaciéon y los estandares
de aprendizaje evaluables de 12 y 2° de ESO que vienen detallados en el BOCyL del 8 de mayo de 2015.

En cuanto a las competencias béasicas, segin el Libro Blanco de las Matematicas, en Castilla y Leén
no se considera la competencia matemaética, pero si la cientifica, en la cual suponemos que se engloba la
competencia matemaética.

En las siguientes tablas aparecen, para las lecciones de &lgebra, los contenidos, los criterios de evaluaciéon
y los estdndares de aprendizaje evaluables de 12 y 22 de ESO que vienen detallados en el BOCyL del 8 de
mayo de 2015.



1.1 La legislacién vigente en la actualidad.

CUADRO 1.1: BOCyL Contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje de evalables de

algebra de 1° de ESO.

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

Iniciacién al lenguaje al-
gebraico.

Traduccién de expresio-
nes del lenguaje coti-
diano, que representen
situaciones reales, al al-
gebraico y viceversa.
Valor numérico de una
expresion algebraica
Operaciones con expre-
siones algebraicas senci-
llas.

Transformacién y equi-
valencias.

Identidades. Operacio-
nes con polinomios su-
mas, restas y multiplica-
ciones por numeros en-
teros.

Ecuaciones de primer
grado con una incogni-
ta (meétodos algebraico
y geométrico).
Transformaciones ele-
mentales; ecuaciones
equivalentes.  Resolu-
cion.

Interpretaciéon de las so-
luciones.

Resolucién de proble-
mas, analisis e interpre-
tacion critica de las so-
luciones.

Valoraciéon del lenguaje
algebraico para plantear
y resolver problemas de
la vida cotidiana.

6. Analizar procesos numéricos cam-
biantes, identificando los patrones y
leyes generales que los rigen, uti-
lizando el lenguaje algebraico pa-
ra expresarlos, comunicarlos, y rea-
lizar predicciones sobre su compor-
tamiento al modificar las variables,
y operar con expresiones algebraicas
7. Utilizar el lenguaje algebraico pa-
ra simbolizar y resolver problemas
mediante el planteamiento de ecua-
ciones de primer grado, aplicando
para su resolucion métodos algebrai-
cos o graficos y contrastando y com-
probando los resultados obtenidos.

6.1. Describe situaciones o enuncia-
dos que dependen de cantidades va-
riables o desconocidas y secuencias
logicas o regularidades, mediante ex-
presiones algebraicas, y opera con
ellas.

6.2. Identifica propiedades y leyes
generales a partir del estudio de pro-
cesos numeéricos recurrentes o cam-
biantes, las expresa mediante el len-
guaje algebraico y las utiliza para
hacer predicciones.

6.3. Utiliza las propiedades de las
operaciones para transformar expre-
siones algebraicas.

7.1. Comprueba, dada una ecuacion,
si el ntimero (o nameros) es (son) so-
lucién de la misma.

7.2. Formula algebraicamente una
situacion de la vida real mediante
ecuaciones de primer grado, las re-
suelve e interpreta el resultado ob-
tenido.
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CUADRO 1.2: BOCyL. Contenidos, criterios de evaluacion y estdandares de aprendizaje de evalables algebra

de 22 de ESO.

Contenidos

Criterios de evaluacion

FEstandares de aprendizaje evaluables

El lenguaje algebraico. Tra-
duccién de expresiones del len-
guaje cotidiano, que represen-
ten situaciones reales al alge-
braico y viceversa.

El lenguaje algebraico pa-
ra generelalizar propiedades y
simbolizar relaciones. Obten-
ciéon de férmulas y términos
generales basada en la obser-
vacion de pautas y regularida-
des. Valor numérico de una ex-
presién algebraica.
Operaciones con expresiones
algebraicas sencillas.
Transformaciéon y equivalen-
cias.

Identidades notables. Opera-
ciones con polinomios en casos
sencillos.

Ecuaciones de primer grado
con una incognita (método al-
gebraico).
Transformaciones
les.

Resolucién. Interpretaciéon de
las soluciones. Ecuaciones sin
solucién. Resolucion de pro-
blemas, analisis e interpreta-
ciéon critica de las soluciones.
Sistemas de dos ecuaciones li-
neales con dos incognitas.
Métodos algebraicos de reso-
lucién y método gréfico. Re-
soluciéon de problemas, anéli-
sis e interpretacién critica de
las soluciones.

Valoraciéon del lenguaje alge-
braico para plantear y resolver
problemas de la vida cotidia-
na.

elementa-

6. Analizar procesos numéricos cam-
biantes, identificando los patrones y
leyes generales que los rigen, utili-
zando el lenguaje algebraico para ex-
presarlos, comunicarlos, y para rea-
lizar predicciones sobre su compor-
tamiento al modificar las variables,
y operar con expresiones algebraicas
7. Utilizar el lenguaje algebraico pa-
ra simbolizar y resolver problemas
mediante el planteamiento de ecua-
ciones de primer, segundo grado y
sistemas de ecuaciones, aplicando
para su resolucién métodos algebrai-
cos o graficos y contrastando los re-
sultados obtenidos.

6.1. Describe situaciones o enuncia-
dos que dependen de cantidades va-
riables o desconocidas y secuencias
logicas o regularidades, mediante ex-
presiones algebraicas, y opera con
ellas.

6.2. Identifica propiedades y leyes
generales a partil del estudio de pro-
cesos numeéricos recurrentes o cam-
biantes, las expresa mediante el len-
guaje algebraico y las utiliza para
hacer predicciones.

6.3. Utiliza las identidades algebrai-
cas notables y las propiedades de las
operaciones para transformar expre-
siones algebraicas.

7.1. Comprueba, dada una ecuacién
(o un sistema), si el namero (o nu-
meros) es (son) solucion de la mis-
ma.

7.2. Formula algebraicamente una
situacién de la vida real mediante
ecuaciones de primer y segundo gra-
do, y sistemas de ecuaciones lineales
con dos incégnitas, las resuelve e in-
terpreta el resultado obtenido.




Capitulo 2

Marco teoérico

2.1. Algunas consideraciones del Libro blanco de las matemdticas

Segun el Libro blanco de las matemadticas se deberia considerar una introduccion al algebra en el
curriculo de primaria. En muchos paises, como Estados Unidos, Canadéd o Singapur, ya existe esta in-
troduccién al &lgebra, también llamada predlgebra, que se realiza en en los cursos correspondientes a los
dltimos anos de la educacién primaria en Espaiia. Eso permitiria que el alumnado dispusiese del tiempo
necesario para desarrollar la capacidad de pensamiento abstracto, fundamental para el posterior estudio
de las Mateméticas. En Espafia se pasa de la nula presencia de los razonamientos algebraicos en apenas
dos cursos a desarrollos quiza excesivamente técnicos en 2° y 3° de ESO.

La comunidad educativa parece considerar necesario un cambio en la ensenanza de las matemaéticas.
En los anos recientes han aparecido métodos alternativos como Entusiasmat, Jumpmath, Smartick, ABN o
Matematicas Singapur. Merece especial atencién esta dltima, la “metodologia Singapur” por las siguientes

caracteristicas:

e Se basa en ideas bien contrastadas en el drea de la didactica de la matematica. Destaca el aprendizaje

en tres etapas de Jerome Bruner.

e Se enfoca hacia las actividades de mayor valor cognitivo, como son las de comprension, razonamiento

y resolucién de problemas.

e Se lleva utilizando en Singapur desde hace aproximadamente treinta afos, dando excelentes resulta-

dos en las pruebas internacionales, como PISA.

e Se estd empezando a implementar en paises de nuestro entorno, como Reino Unido o Francia.

Existe una falta de conexién entre el algebra y otras disciplinas de la matemadtica y una ausencia

de significado cotidiano en el aprendizaje adquirido por el alumnado, que se reduce muchas veces a las

11
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operaciones con polinomios y con matrices. Segin el Libro blanco de las matemdticas “Se aboga por una
transicion entre los dos ltimos cursos de la Educacién Primaria y los dos primeros grupos de la Educacién
Secundaria Obligatoria que fomente una evolucién natural en la forma de pensar y actuar con objetos,
relaciones, estructuras y situaciones matematicas”’(p.20).

Se debe fomentar que el alumnado explore, modelice, haga predicciones, discuta, argumente, compruebe
ideas y que también practique habilidades de calculo. Segin Kaput (1999) citado en el Libro blanco de
las matemdticas, este proceso se llama algebratizacion del curriculo, es decir, la inclusién del pensamiento
algebraico en las matematicas en edades escolares. Esto significaria otorgar una visiéon multidimensional
al algebra de acuerdo con la comprension de patrones, las relaciones entre las cantidades y las funciones,
la representacién de las relaciones matemaéaticas, el andlisis de situaciones usando simbolos algebraicos, el
uso de modelos para representar y comprender relaciones cuantitativas y el analisis. Desde el punto de
vista epistemologico, permitiria conectar los fenémenos de cantidad, cambio y relaciones. Pero tammbién
aportaria significado al algebra lineal de Bachillerato de Ciencias, pues apareceria de manera natural la
necesidad de unificar los problemas a los que histéricamente han dado respuesta las funciones, los sistemas

de ecuaciones y las sucesiones.

2.2. Corrientes generales de aprendizaje

Tal y como se indica en Arce et al. (2019) el 4rea de las ciencias de la educacién existen dos corrientes o
modelos contrapuestos, que tratan de explicar coémo se producen los procesos de ensenanza y aprendizaje en
el ambito escolar: la corriente empirista o transmisiva y la corriente constructivista. En Arce et al. (2019)
se realiza un cuadro comparativo entre ambas corrientes en las que se pueden observar las diferencias.

Inspirandondonos en éste, veamos en que consiste cada una de ellas.

2.2.1. La corriente transmisiva o empirista

e El alumno aprende lo que explica el profesor en clase.
e El alumno adquiere, asimila y acumula el conocimiento que el docente le transmite.

e El profesor tiene el rol principal como transmisor del conocimiento. Lo fundamental es el proceso de

ensenanza.

e El alumno tiene un rol pasivo ante los conocimientos que explica el docente, y que luego tendra que

memorizar y aplicar para resolver ejercicios.
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El conocimiento se organiza de forma lineal teniendo en cuenta la ldgica de la disciplina que se esta

impartiendo, y se expone estructurado y cerrado.

El error es considerado una senal de fracaso, ya sea en la transmisién por parte del docente o en el

registro del alumno. El error es algo que se debe evitar.

El proceso de ensefianza es unidireccional: del profesor al alumno.

Vemos que en estos aspectos se basa una clase magistral, como las que todos conocemos.

Algunos representantes de la corriente empirista autores conductistas como Paulov, Skinner o Bandura.

2.2.2. La corriente constructivista

El alumno aprende de forma activa en las situaciones planteadas por el docente.

El conocimiento se desarrolla, organiza e integra a través de conflictos que el alumno debe superar.

Asf se produce una evolucién de sus estructuras cognitivas y conocimientos.

El alumno tiene el rol principal. Tienen més importancia los procesos de aprendizaje, que seran

distintos para cada persona.

El papel fundamental del docente es crear situaciones de aprendizaje, orientar la accién del alumno,

plantear preguntas sobre los aspectos més importantes o modificar algunos aspectos de la situacion.

Cada alumno construye, desarrolla y organiza su conocimiento a partir de las situaciones planteadas

por el docente, y es un agente activo en este proceso.

El error se percibe como una fuente de aprendizaje. Aparecen conflictos cognitivos y eso indica que

se deben reorganizar los conocimientos anteriores.

Importancia de las interacciones profesor-alumno y de los alumnos entre si.

Las dos corrientes son claramente distintas, pero no es conveniente pensar en versiones extremas de

las mismas. Quizd lo mas adecuado sea considerar aspectos de ambas. El constructivismo es el modelo

imperante en la segunda mitad del siglo XX y en la actualidad. Existen muchas versiones dentro del

constructivismo, pero todas comparten, como se sefiala en Arce et al. (2019):

El papel activo que ha de tener el alumno para conseguir aprender y desarrollar su conocimiento.
No obstante, las posibilidades de construir conocimiento dependeridn del conocimiento pretendido,

su dificultad y su naturaleza.



2.3 Algunas teorias constructivistas relevantes 14

e Las mayores posibilidades de acceder a la informacién y al conocimiento que existen hoy en dia: el
docente ya no es la tnica fuente posible de conocimiento. Otros temas son la seleccién y la calidad

de las diferentes fuentes, y su gestién para que el alumno llegue a construir conocimiento.

En la siguiente seccion trataremos algunas de las teorfas costructivistas mas importantes.

2.3. Algunas teorias constructivistas relevantes

Existen multitud de teorias enmarcadas en la corriente constructivista. Muchos autores se basaron
en estudios empiricos para intentar explicar cémo se desarrolla el aprendizaje y cémo se construye el
conocimiento. Como se indica en Arce et al. (2019), las teorias difieren donde se sitaan el foco principal
que permite ese aprendizaje y construccién.

Aqui se expondran las teorias de cuatro autores con gran impacto: Piaget, Vygotsky, Bruner y Ausubel.

2.3.1. Jean Piaget y la epistemologia genética

Jean Piaget (1896-1980) elabor6 la teoria denominada epistemologia genética o teoria del desarrollo
cognitivo. Es una teoria de corte constructivista ya que la actividad del alumno es clave para la construccién
del conocimiento. La construccion se produce en la mente del estudiante, es esencialmente cognitiva. Piaget
(1979) define la epistemologia genética como el estudio del paso de los estados de menor conocimiento a
los estados de conocimiento mas avanzado.

La organizacion. Los esquemas.
Los esquemas son estructuras de conocimiento o patrones de pensamiento Arce et al. (2019). Son las
unidades bésicas para la construccién del conocimiento Las estructuras cognitivas son conjuntos de esque-
mas relacionados que presentan unas reglas de composicién determinadas, y cuya suma de propiedades es
mayor que la suma de las propiedades de cada esquema componente.

La adaptacion

Los procesos de adaptaciéon hacen referencia a ciertas estructuras. Aplicados al conocimiento, estos
procesos se producen mediante la accién del organismo. Para éstos, estructura clave involucrada es la
estructura cognitiva.

La adaptacion consiste en la equilibracién progresiva entre dos mecanismos: la asimilacion y la aco-
modacion (Rivero, 2012).

La posicién de Piaget es contraria a las posturas empiristas. Su vision acerca de como se produce el
conocimiento es constructivista. El conocimiento es el resultado de las interaciones del sujeto con el medio,

es decir de una construccion.
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El conocimiento, entendido como construccién, no constituye una copia de la realidad. Conocer el

objeto es transformarlo en funcién de los esquemas del organismo (Piaget, 1986) citado por Rivero (2012).

2.3.1.1. Los estadios de la construccion del conocimiento

A lo largo del desarrollo de la persona (en este caso, del alumno), existen al menos dos factores que
determinan esa construcciéon del conocimiento: el nivel de desarrollo de los esquemas cognitivos y la esti-

mulacién externa y la influencia sensorial.

El nivel de desarrollo de los esquemas cognitivos (Arce et al., 2019)

1. Etapa sensomotora (aproximadamente de 0 a 2 afos): caracterizada por una inteligencia practica,

unida a la accién sensorial sobre objetos.

2. Etapa preoperacional (aproximadamente de 2 a 7 anos): caracterizada por un razonamiento intuitivo
y el desarrollo de los primeros simbolos y representaciones (palabras, imagenes mentales de objetos,

etc.).

3. Etapa de las operaciones concretas (aproximadamente de 7 a 11 afos): caracterizada por un razona-

miento lo6gico sobre objetos concretos, basado en inferencias obtenidas a partir de observaciones.

4. Etapa de las operaciones formales (aproximadamente de 11 a 16 anos): caracterizada por un razona-
miento de tipo hipotético-deductivo, sobre objetos abstractos y basada en la accién reflexiva sobre

objetos conocidos.

La estimulaciéon externa y la influencia sensorial

El docente puede proponer actividades que inciten los procesos de adaptacién en la mente del alumno.

Se indica en Arce et al. (2019) que la idea fundamental para la construccién del conocimiento es
la adaptacion. Cuando a un estudiante se le propone una tarea, éste intentard resolverla “aplicando sus
conocimientos y esquemas cognitivos existentes en esos momentos” (p.30), es decir, intentaré asimilar la
situacion. En caso de que esto no sea posible, se producird un desequilibrio y un conflicto cognitivo. El
alumno, para hacerle frente, “deberéd reconstruir o expandir sus esquemas y conocimientos previos para
acomodar esta nueva situacion dentro de ellos” (p.30). Los procesos de la mente por los que se desarrollan
conocimientos y esquemas de razonamiento més avanzados de los existentes se denominan procesos de
abstraccion reflexiva y son fundamentales para la construccion y el desarrollo del conocimiento en la

mente humana.
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En (Arce et al., 2019) se dice que la teoria de Piaget “tiene una marcada componente cognitiva y
de autorregulacién del desarrollo del conocimiento por parte de cada individuo a través del razonamien-
t0” (p.30). Pero es clave que el profesor disene y seleccione las situaciones 6ptimas para estimular las

adaptaciones y provocar conflictos cognitivos para fomentar el desarrollo de los alumnos.

2.3.2. Lev Vygotsky y el constructivismo sociocultural

La teoria de Lev Vygotsky (1896-1934) sobre la construccion del conocimiento podria denominarse,
tal y como se dice en Arce et al. (2019) como constructivismo sociocultural. En la teoria del desarrollo del
conocimiento de Vygotsky el conocimiento se entiende como un producto de la interaciéon social. Esto es
una diferencia con el constructivismo de Piaget, que se basaba en un egocentrismo del pensamiento del
nifio, lo que hacfa que no se adaptase al pensamiento de los adultos. Segun Vygotsky (1995), “el habla
egocéntrica es un fendémeno de la transicion del nino del funcionamiento interpsiquico al intrasipquico, es
decir, de su actividad social y colectiva a su actividad maés individualizada [...] El habla egocéntrica se
desarrolla a lo largo de una curva ascendente, no descendente; pasa por una evolucién, no una involucién.
Al final, se transforma en habla interna" (p. 209).

En el desarrollo son muy importantes los procesos de internalizacién provocados por la interacccién
social como por la mediacién cultural de la sociedad. Estos procesos favorecen la apropiacién de la cultura
del grupo social, y provocan una transformacién y reconstruccion interna del sujeto y, por tanto, en el
desarrollo de procesos psicolégicos superiores como pueden ser el pensamiento, la reflexion, la argumenta-
cién o la abstraccién. Luego, ese desarrollo vuelve a revertir en la sociedad a partir de las interaciones en
las que participe el sujeto, lo que supone una evolucion de la sociedad. (Arce et al., 2019).

Segiin Vygotsky, el nifio nace con las habilidades mentales elementales, como la percepcion, la aten-
cién y la memoria. Mediante las relaciones con companeros y con adultos, estas habilidades “innatas” se
transforman en funciones mentales superiores.

En los procesos de interaccién son fundamentales los instrumentos de mediacion. Para Vygotsky, el
lenguaje es el instrumento primordial, estableciéndose asi una relacion entre el pensamiento (el desarrollo
cognitivo y la reflexion) y el lenguaje. El lenguaje es el vehiculo por el cual el pensamiento llega a la mente
v por el que se expresa el pensamiento hacia el exterior.

Otra idea relevante de Vygotsksy es la de zona de desarrollo prozimo. Esta consiste en la distancia

entre el nivel de desarrollo real del alumno y el nivel de desarrollo potencial.

e Nivel de desarrollo real del alumno: es aquello que el alumno ya sabe y es capaz de desarrollar de

forma independiente y auténoma.
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e Nivel de de desarrollo potencial: aquello que el alumno podria llegar a saber con ayuda del profesor

o de otros alumnos.

Para Vygotsky, los procesos de ensenanza-aprendizaje deben tener lugar en esta zona de desarrollo
préximo y no sobre lo que el alumno ya sabe o lo que estd muy alejado de sus conocimientos actuales. En
esos casos no produce ninguna evolucién y el nivel de desarrollo potencial no podréa convertirse en un nivel

de desarrollo real del estudiante Arce et al. (2019).

2.3.3. Jerome Bruner y el aprendizaje por descubrimiento

Jerome Bruner(1915-2016) fue el mas destacado artifice de la teoria conocida como aprendizaje por
descubrimiento (Bruner et al., 2001). El desarrollo del aprendizaje esta centrado en la actividad del alumno,
como en las anteriores teorfas.

Los profesores tienen que selecionar y presentar a los estudiantes actividades situaciones, problemas
o enigmas que les den oportunidades para implicarse de forma activa en su resolucién, con suficiente
motivaciéon y curiosidad. Mientras los alumnos trabajan en la situacién o el problema planteado, tienen
lugar procesos como la observacion, la experimentacion, la comparacién, la discriminacién, o la formulaciéon
de hipétesis y conjeturas. El aprendizaje por descubrimiento consiste en que el alumno se enfrente a algunos
procesos de investigaciéon propios de las disciplinas, para que lleguen a generar aprendizaje y conocimiento
por si mismos. Asi se estimula el desarrollo de heuristicas y estrategias metacognitivas (Arce et al., 2019).

El trabajo inicial en este tipo de situaciones y problemas se basard siempre en la intuicién o en razo-
namientos de tipo inductivo, realizando algunas especulaciones y obteniendo algunas relaciones, patrones
concretos o conjeturas iniciales. Es necesario un posterior pensamiento de tipo mas analitico. Por ejemplo,
intentar comprobar si estas ideas y relaciones concretas se pueden formular de forma més general, si puede
comprobarse o deducirse su veracidad o llegar a formularse como un patrén o como un enunciado, y abs-
traerse como un conocimiento descubierto por los alumnos. Esta fase es de mayor complejidad cognitiva,
pero es clave para que lo descubierto llegue a ser conocimiento y para que el alumno lo asimile y lo integre
Arce et al. (2019). A Bruner le preocupaban poco los errores. Cometer errores no debe producir vergiienza.
Es una forma de reorientar las hipotesis que tiene resultados muy efectivos (Lemos, 2019).

Segin Bruner (1988) “el alumno no debe hablar de fisica, historia, matemaéticas... sino hacer fisica,
historia o matematicas. El conocimiento verdaderamente adquirido es aquel que se redescubre (p.247).”
Ademas, para Bruner (1988) “ Un curriculo se basa en pasos sucesivos por un mismo dominio de conoci-
miento y tiene el objetivo de promover el aprendizaje de la estructura subyacente de forma cada vez més
poderosa y razonada; este concepto se ha dado en llamar curriculo en espiral” (p. 247).

El curriculo en espiral consiste en trabajar los mismos conceptos en muchos cursos. se El tratamiento
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de los contenidos ha de tener una mayor complejidad debido a una evolucién del desarrollo cognitivo del
estudiante.

El curriculo espanol es un ejemplo de curriculo en espiral. Muchos conceptos se tratan en varios cursos
con diferente nivel de desarrollo. Existen profesores en contra y a favor de esta organizaciéon del curriculo,
pues consideran que es mejor tratar los conceptos sélo una vez y con toda profundidad. La opcién sugerida
por el Libro Blanco de las Matemdticas es enfocar esta espiral para atender a la diversidad.

En la teoria de la espiral vuelve a ser fundamental la labor del profesor. El docente tiene que disenar,
seleccionar y plantear situaciones de aprendizaje y problemas, que pretendan activar al alumno y que sirvan
para provocar el aprendizaje por descubrimiento. Ademas, partiendo de la teoria de Vygotsky sobre la zona
de desarrollo préximo, Bruner se plantea que, en muchas ocasiones, ese descubrimiento ha de ser guiado por
el docente; sobre todo cuando los alumnos tengan grandes dificultades. Posibles acciones en este proceso
guiado son: realizar observaciones a los alumnos, alentar la elaboracién de hipétesis y conjeturas, asi como
su comprobaciéon y establecimiento, identificar los posibles errores, gestionar los intentos frustrados, etc
[(Arce et al., 2019). Es habitual comparar la funciéon de guia del profesor con la posicion y la funcion de
un andamio al construir un edificio: el andamio tiene que colocarse sobre lo ya construido, para que con
su apoyo uno se pueda mover por encima y levantar mas plantas al edificio. En este caso, se trataria de
llegar a descubrir y desarrollar un conocimiento més amplio. Esta metafora del andamio originalmente fue

idea de Wood, Bruner y Ross.

2.3.4. David Ausubel y el aprendizaje significativo

David Ausubel (1918-2008) formul6é una teoria cuya idea central era la de aprendizaje significativo.
Para considerar que un estudiante ha desarrollado un aprendizaje, este tiene que ser significativo, es decir,
el estudiante deberd integrar la nueva informacion se integre con sus conocimientos previos (Arce et al.,
2019).

Cuéantas mas asociaciones se produzcan entre los conocimientos previos del alumno y los conocimientos
nuevos, el aprendizaje serd més significativo, serd de mayor calidad y profundidad, y durard maés en el
tiempo. Formara parte de una estructura mental y de la memoria a largo plazo del alumno.

Si no tienen lugar asociaciones entre la informacién previa con la nueva, el aprendizaje serd de tipo
memoristico y mecénico, carente de significado para el alumno al no ser capaz de relacionarlo con otros
conocimientos.

El aprendizaje significativo puede ser adquirido y fomentado mediante distintas metodologias. Es habi-
tual asociar esta teoria con metodologias de tipo expositivo-participativo, es decir, con clases magistrales

participativas. El docente debe conocer y tener en cuenta los conocimientos previos de los estudiantes para
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presentar y desarrollar los nuevos contenidos, y tiene que plantear actividades para intentar generar las
asociaciones en los alumnos.

La siguiente cita de Ausubel et al. (1983) refleja muy bien en qué consiste el aprendizaje significativo: “Si
tuviese que reducir toda la psicologia educativa a un solo principio, enunciaria este: el factor més importante
que influye en el aprendizaje es lo que el alumno ya sabe. Averigiiese esto y enséfiele consecuentemente”
(p-1).

Los organizadores previos. “Un organizador previo es un recurso instruccional presentado en un
nivel més alto de abstraccion, generalidad e inclusividad con relacion al material de aprendizaje” (Moreira,
2012).

Suelen establecerse las siguientes tres condiciones para facilitar la construcciéon del aprendizaje signi-

ficativo (Arce et al., 2019):

e El docente tiene que tener en cuenta cuéles son los conocimientos previos de los alumnos, ya sean

conocimientos validos, parciales, generales o erréneos.

e El alumno debe tener disposicién para realizar las asociaciones de los conocimientos nuevos con los

previos para poder incorporar los conocimientos de forma significativa a su bagajes.

e El docente tiene que plantear presentaciones o tratamientos de los nuevos contenidos de una forma

que puedan resultar potencialmente significativos para los alumnos.

Es preciso tener en cuenta que cuando se tiene un nuevo contacto con el contenido, éste se efectiia con
lo que ya se conoce previamente. “ Cuando el alumno se enfrenta a un nuevo contenido a aprender lo hace
siempre armado con una serie de conceptos, concepciones, representaciones y conocimientos, adquiridos en
el transcurso de sus experiencias previas que utiliza como instrumentos de lectura e interpretacién y que
determinan en buena parte que informaciones seleccionara, como las organizard y que tipos de relaciones
se establecen entre ellas" (Coll, 1990) citado por Martin (2005). Por esta razon es de suma importancia que
los alumnos adquieran aprendizajes duraderos en el tiempo puesto que tendran més conocimiento con el
que relacionar los nuevos contenidos, siendo asi més alta la posibilidad de que se produzcan aprendizajes

significativos.

2.4. La necesidad de la didactica de la matematica.

En la actualidad, podemos acceder a una gran cantidad de datos y de informacién que nos ayudan

a comprender globalmente le mundo y la sociedad. Es necesaria una alfabetizaciéon matemética para
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toda la ciudadania, para que esta pueda detectar, por ejemplo, manipulaciones o tendenciosidades en
argumentaciones Arce et al. (2019).

Es fundamental en la sociedad actual democratizar el conocimiento matematico (Bishop, 2010) citado
por Arce et al. (2019). Las matematicas deben dejar de verse como una materia elitista que sirve para
conocer cuéles son los alumnos con mayores capacidades en procesos excesivamente complejos como la
abstraccion, la generalizacion o el razonamiento. En la sociedad se expresa admiraciéon por alguien al que
se le dan bien las matematicas o se admiten disculpas ante la falta de alfabetizaciéon matematica bésica,
como por ejemplo “es que yo soy de letras”. Teniendo en cuenta la complejidad de los procesos anteriores,
hay que intentar gestionar adecuadamente la ensenanza y el aprendizaje de las matemaéticas para que
todas las personas tengan una alfabetizacién matemaética suficiente que les permita desarrollarse como
ciudadanos independientes, criticos y refexivos. El problema que hay que resolver, en palabras de Bishop
(2010, p.3) citado por Arce et al. (2019), es como llegar a ofrecer la mejor educacion mateméatica al mayor
numero de personas.

En la seccién anterior hemos visto teorfas didacticas, pero todas ellas muy generales, al no tener en
cuenta el contenido que se va a ensenar o a aprender.

Muy pocos mateméticos se han preocupado por la ensenanza de las mateméticas. Los escasos trabajos
que se han hecho en este campo eran de corte filoséfico o basados en la propia experiencia del autor al
hacer matematicas. Ejemplos importantes son Matemdtica elemental desde un punto de vista superior, de
Felix Klein o How to solve it? de George Polya.

La educacion, y en concreto la didactica de la matemaética necesité mucho mas tiempo que las mate-
maticas para consolidarse como disciplina cientifica y académica.

Para enseniar matematicas es necesario conocer sus caracteristicas especificas, como su caricter abs-
tracto o los procesos para desarrollar comprension y generar y validar conocimiento en mateméticas (vi-
sualizacion, generalizacion, razonamiento hipotético deductivo, etc).

En palabras de Puig (2016) “ |...]la investigacion en educacién matematica es necesaria. [...] Lo que
para mi es una necesidad real es que investigar en educacién matemaética llegue a ser una actividad normal
en las universidades —y no sélo en ellas”.

Dada la necesidad de conocer como se ensefian las mateméticas, en la segunda mitad del siglo XX
ha surgido y se ha desarrollado la didactica de la matemaética. Poco a poco se ha ido consolidando como
disciplina cientifica. En la actualidad existen muchos investigadores y profesores expertos en didactica de
la matematica, y existen sociedades, congresos, simposios y revistas dedicadas a este area.

La didactica de la matematica es una disciplina que se enmarca en las ciencias sociales puesto que debe

tener en cuenta el contexto social y educativo de los alumnos. Se trata de un campo de estudio complejo.



2.4 La necesidad de la didactica de la matematica. 21

Segun Rico et al. (2002), “la Didactica de la Matematica se ocupa de indagar metodica y sistematicamente
sobre la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas, proporcionar fundamentos teéricos y sostener
planes para la formacion profesional de los educadores matematicos”(p.37).

Un problema pertenece a la didactica de la matematica cuando en él estan implicados procesos de
comunicacion, ensefianza y aprendizaje de las mateméticas (Rico et al., 2002). La disciplina es muy reciente,
estd en la frontera con las mateméticas o las ciencias de la educaciéon por lo que es dificil reconocerla
como algo especifico. La evolucién de esta ciencia ha provocado el desarrollo de mrltiples teorias que son
propias de ella, y que ayudan a entender y a fundamentar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas (Arce et al., 2019).

Para (Bishop, 2010, pp. 8-9), citado por Arce et al. (2019), existen tres grandes focos de interés en
didactica de la matemética, teniendo siempre en cuenta el contexto en en que se desarrollan los procesos

(figura 1).

Contexto

Matematicas y curriculo

Ensefanza de las
matematicas, profesorado

Aprendizaje de las
matematicas, aprendices

Figura 2.1: Grandes focos de interés en didactica de la matematica.

Fuente: Elaboracion propia. Imitacion de una figura de Arce et al. (2019)

Segun Bishop tres grandes focos de interés en didactica de la matemaética son los siguientes: las matema-
ticas y su curriculo, la ensefianza de las matematicas y el profesorado,, y el aprendizaje de las matematicas
v sus aprendices. Los procesos relacionados con estos tres focos estan situados en un contexto social que
ayuda a entenderlos mejor. Son temas relevantes la relacion entre matematicas, escuela y familia, la in-
fluencia del contexto socioeconémico en el aperendizaje de las matematicas, su aprendizaje en contextos

mulitculturales y multilingiies, etc. (Arce et al., 2019).
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2.5. Algunos enfoques y teorias propios de la didactica de la matematica

Existen miultiples modos de entender las matemaéticas y su epistemologia, es decir sus caracteristicas
como rama de conocimiento. Las distintas corrientes constructivistas de aprendizaje y las distintas condi-
ciones sociales, histéricas y culturales de las diferentes regiones condicionan las necesidades de los alumnos,
por lo que surge la necesidad de formular diferentes teorias didacticas. En esta seccion destacaremos tres

con alta repercusién.

2.5.1. La didactica francesa

En los dltimos 40 anos, un importante grupo de investigadores franceses entre los que destacan Yves
Chevallard y Guy Brousseau, ha estado desarrollando un marco teérico con la finaliidad de analizar
v explicar los procesos de ensenanza y aprendizaje en las aulas. Para este grupo, la ensefianza de las
matematicas es un sistema que conforman esencialmente tres subsistemas: el saber ensenar, el docente y el
alumno (se puede observar cierta similitud con los tres focos de la figura 1). Este grupo de investigadores
se dedica a intentar analizar y entender mejor cudles son las relaciones que se producen entre los tres

subsistemas en los procesos de ensenanza y aprendizaje de las matematicas.

2.5.2. La teoria de las situaciones didacticas de Guy Brousseau

La contribucicion més destacada es probablemente la teoria de situaciones diddcticas de Guy Brousseau
va que involucra las relaciones entre los tres subsistemas. Es una teoria de inspiracién constructivista, pero
se construye a partir de las especifidades del conocimiento y la interaccion en mateméticas Arce et al.
(2019).

Guy Bousseau propone un modelo en el que se centra en la produccién de los conocimientos mate-
maticos. Producir conocimientos implica establecer nuevas relaciones, transformar y reorganizar otras.
Brousseau toma las ideas principales de la epistemologia genética de Piaget como marco para construir el
conocimiento. Sostiene también que el conocimiento matemaético se va contruyendo a partir de reconocer,
abordar y resolver problemas que son generados por otros problemas. Concibe ademas las mateméaticas
como un conjunto de saberes producidos por la cultura. El alumno produce el conocimiento adaptdndose
al medio en el que actia. (Sadovsky, 2005).

La matematica es un producto de la cultura. El conocimiento comienza a construirse en una situacion
particular. A medida que van apareciendo nuevas situaciones particulares, el conocimiento se va descon-
textualizando y generalizando.

La teoria de Brousseau parte de la bisqueda de situaciones, por ejemplo problemas o juegos que los

alumnos no puedan resolver aplicando sus conocimientos previos o para las cuales éstos sean ineficaces
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aplicados directamente. Se pretende que los alumnos desarrollen el conocimiento como solucién 6ptima a
la actividad que se les proponga. El conocimiento tiene que poder se construido por los alumnos. Esas
situaciones se llaman situaciones fundamentales asociadas a ese conocimiento matemético, y ayudan a
caracterizarlo y a motivar su aprendizaje.

Las situaciones diddcticas.

El docente elige problemas al alcance de los alumnos. “Las situaciones didécticas preparadas con fines
didacticos determinan el conocimiento ensefiado en un momento dado y el sentido que este conocimiento va
a tomar por efecto de las restricciones y deformaciones aportadas a la situacion fundamental” (Brousseau,
2007, p.32 ). Ese problema elegido por el profesor lo involucra en el juego con el sistema de interacciones
del alumno con su medio. Este juego mas amplio es una situaciéon diddctica (Brousseau, 2007).

El planteamiento de una situacién fundamental genera situaciones diddcticas, en las que se produce,
de forma implicita o explicita, una serie de relaciones en el alumno, otros alumnos, el problema planteado
y el profesor, que busca que los estudiantes construyan el conocimiento matemético que se pretende que
adquieran.

La situacién empezara con el diseno previo y el planteamiento inicial del problema o el juego por parte
del profesor. El docente debe conocer cuéles son las variables didécticas del problema, es decir, aquellos
elementos que pueden modificarse o gestionarse al avanzar la situacion didactica, y que afectan a la
jerarquia de las estrategias de solucién que pueden proponer los alumnos debido a su validez, complejidad
o el coste de su implementacion (Arce et al., 2019).

Al principio tendran lugar situaciones de accion, en las que cada alumno trabajara de forma individual
en el problema aplicando sus conocimientos previos e intentara resolverlo y de obtener resultados que le
acerquen a desarrollar un nuevo conocimiento. El profesor no interviene de manera directa. El problema
tiene que permitir al alumno esbozar una primera solucién, basada en sus conocimientos previos. Esa
soluciéon serd insuficiente, y le ofreceréd retroalimentacién, asi como un medio para validar sus respuestas
y avances (Arce et al., 2019).

Luego se producen situaciones de formulacidn, generalmente en grupos pequenos o en el grupo aula.
Estas consisten en que cada estudiante expone a los otros estudiantes y al profesor los avances en la
resoluciéon del problema o juego. La comunicaciéon de estos avances puede hacerse de forma oral o escrita.
Lo importante es controlar la participacién de todos los alumnos y el lenguaje que utilizan para expresar
sus nuevos conocimientos.

Después tienen lugar las situaciones de wvalidacion. Fn éstas los alumnos que han participado han
de argumentar y justificar la validez de sus estrategias al resto de los companeros y al docente. Los

interlocutores pueden preguntar sus dudas, pedir més explicaciones o mostrar su desacuerdo de manera
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argumentada.

Al final se producen las situaciones de institutonalizacion, que consisten en la intervencion del docente
para terminar de perfilar los avances y elevar los conocimientos construidos al estatus de conocimiento o de
saber matemético. Han de destacarse los resultados méas importantes ligados al conocimiento construido,
su papel como solucién 6ptima al problema planteado y la terminologia que se debe utilizar, si no se habia
hecho ya (Arce et al., 2019).

Ejemplo (Arce et al., 2019, p.38).

Posible situacion fundamental para los sistemas de ecuaciones lineales (2° de ESO).

Se plantea inicialmente esta tarea: “ 75 alumnos de un instituto han acudido al Parque de
las Ciencias de su ciudad. Alli decidieron cudl de los dos museos interactivos queria ver cada
uno: el de Historia de la Humanidad, cuya entrada valia 5€ o el de Ciencia Experimental, que
costaba 7€. El gasto de los 75 alumnos fue de de 441€. ; Cuéntos alumnos visitaron el museo

de Historia? ;Y el de ciencia?".

En la situacién de accién, los alumnos podrian probar dando valores y utilizando una estrategia de tipo
ensayo-error como estrategia inicial, controlando los cambios para obtener las incégnitas. Para evolucionar
esa estrategia seria muy util cambiar la variable didactica del conjunto numérico del conjunto de los
nimeros naturales a los racionales (por ejemplo), en una nueva tarea. También seria util que los alumnos
dispusiesen del software GeoGebra para intentar incitarles a representar graficamente los datos de las
situaciones (especialmente si conocen algo de funciones afines y su representacion) y llegar a interpretar

qué significan las rectas y su punto de corte en este contexto.

2.5.3. La transposiciéon didactica de Chevallard

Se considera que existe un saber sabio mateméatico, formado por el conocimiento y la cultura desarro-
llada por la humanidad, que ya est4 construido, ordenado y organizado. Este conocimiento se transforma
en saber a ensenar.

Segun Chevallard (1997), ¢ un contenido de saber que ha sido designado como saber a ensenar, sufre
a partir de entonces un conjunto de transformaciones adaptativas para hacerlo apto para ocupar un lugar
entre los objetos de ensenanza”. El proceso por el cual se transforma un objeto de saber ensenar a un
objeto de ensenianza se denomina transposicion diddctica.

La transposicién didactica en sentido estricto es la transformacién del saber preciso en una versién
didactica. Pero el estudio cientifico consiste en una transformacion didctica en sentido amplio, que la
escuela, como instituciéon, adapta y transforma el saber sabio en un saber matemético diferente: el saber

a ensenar. Este proceso se da en dos niveles: diferentes:
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e Grupos de expertos seleccionan parte del saber sabio que los ciudadanos deben conocer y disefian
el curriculo de acuerdo con ello y las transformaciones que se han de realizar en ese saber para que
pueda ser ensenado. El curriculo, ademds, viene concretado en materiales educativos. Por ejemplo,

los libros de texto.

e Mediante el curriculo y materiales como los libros de texto, el saber llega a todas las escuelas, y el
profesor es el mediador para terminar de configurar ese saber a ensenar y llegar a convertirlo en un

saber ensenado a sus estudiantes (Arce et al., 2019).

Fl saber sabio se presenta descontextualizado, construido, organizado a partir de una validez ligada
a razonamientos hipotético deductivos, ocultando los procesos asociados a su construccion, la légica y la
razon de ser de su descubrimiento (Arce et al., 2019).

En el proceso de transformaciéon del saber sabio al saber a ensenar se pueden producir efectos perju-
diciales para el aprendizaje de los alumnos. A veces, la transformacion puede llevar a ensenar conceptos a

partir de objetos que no existen en el saber sabio matemético.

2.5.4. El contrato didactico

La idea del contrato diddctico esta ligada a situar los procesos de ensenanza y aprendizaje en la
institucién escolar. Cuando el profesor presenta una determinada situacién, el alumno espera unos habitos
determinados por parte del docente y el docente espera unos comportamientos determinados por parte de
los alumnos, que median en la resolucién y en las respuestas que puedan darse. Esas reglas implicitas que
organizan las relaciones entre el contenido, los alumnos y el profesor en el aula de matematicas constituyen
el contrato didactico (Arce et al., 2019).

Lo habitual es que el contrato permanezca oculto, los alumnos no lo conocen hasta que se produce
una ruptura de éste debida a un comportamiento inesperado. Fin ese momento se debe renegociarse dicho
contrato para evitar un sentimiento de rechazo.

Existen diversos estudios dénde se ponen de manifiesto algunas “clausulas” implicitas en el contrato
didéctico que habitualmente son asumidas por los estudiantes, y que se derivan de los habitos del profesor
de mateméticas.

El surgimiento de una ruptura del contrato didactico ante una situacién no es es algo negativo puesto
que ayuda a avanzar de un conocimiento o resolucién aparentemente satisfactoria, hacia resoluciones mas

relacionadas con la comprension.

Ejemplo 2.1.

Un ejemplo que se suele citar cuando se habla de la ruptura del contrato didactico es el problema llamado
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“La edad del Capitan”, que aparece en las investigaciones de Stella Baruk (1985). Una forma tipica de

enunciarlo es la siguiente:

“ Un barco mide 37 metros de largo y 5 metros de ancho. ;Cuadl es la edad del capitan?”

Ejemplo 2.2. En el Practicum, la autora de este TFM, ha roto el contrato didatico. Los alumnos
estaban acostumbrados a hacer las ecuaciones de forma rutinaria, sin tener en cuenta que se

pudiese simplificar en los cocientes. Un dia para resolver una ecuaciéon del tipo de la siguiente

6x+3_
5=

11

se efectud el cociente en el primer miembro

20 +1=11.

Los alumnos se quedaron desconcertados ante lo imprevisto. No entendfan lo que se habia hecho.

Se ha creado una situaciéon de conflicto con sus ideas previas.

2.6. Enfoque discursivo del aprendizaje de las matematicas.

El enfoque discursivo esta inspirado en Vygotsky, entre otros. La comunicaciéon en matemaéticas es la
fuente que genera y evidencia el aprendizaje. Una de las investigadoras que més estd contribuyendo al
desarrollo de este enfoque es Anna Sfard.

Segiun Anna Sfard, el pensamiento y el aprendizaje estan ligados a la participacion (learning-as-
participation). Para Sfard los procesos cognitivos y los de comunicacién interpersonal son dos manifestacio-
nes de un mismo fenémeno. Para referirse a la unidad de los dos procesos, utiliza la palabra comognicion.

Para Sfard, la comunicacion es una actividad colectiva que sigue unos patrones determinados, con un
conjunto de acciones de un individuo que se consideran comunicativas, a las que siguen reacciones de otros
individuos de acuerdo con la accién, la situacién y la identidad de los participantes.Si la comunicacién es
suficientemente espeifica, se provocan discursos, formédndose comunidades en las que se incluyen personas

que conocen dicha comunicacién.

2.6.1. Caracteristicas del discurso matematico

(Arce et al., 2019)

e Un conjunto de palabras clave especiales.
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Unos objetos denominados objetos matematicos.

Un conjunto de mediadores visuales especificos.
e Un conjunto de narrativas, vilidas y aceptadas por la comunidad matemética.
e Un conjunto de rutinas o reglas de actuacion.

Los objetos mateméaticos se crean a través de objetos tangibles que, mediante el discurso, se convierten

en objetos discursivos.

Ejemplo 2.3. Cuando vamos a resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas podemos
utilizar un método algebraico, a saber, sustitucién, igualacién, reduccién o reduccién doble. Pero también
lo podemos resolver de forma grafica calculando el punto de corte de las dos rectas, si es que existe. En
caso de que las rectas sean coincidentes, el sistema tendrd infinitas soluciones. En caso de que no existan

puntos de corte, el sistema no tendré solucién.

2.6.2. Tipos de desarrollo del discurso matemaéatico.

Segun Sfard, el desarrollo del discurso matematico esta ligado a dos tipos de desarrollo de naturaleza

muy diferente.

e Desarrollo a nivel de un objeto. Se expande lo que se conoce sobre él. Esto se consigue formulando

y validando nuevas narrativas que lo involucran.

e Desarrollo que va méas alld del discurso existente en ese momento. Se generan nuevos discursos,

asociados a una mayor abstraccion.

El aprendizaje es social, pero solo puede alcanzarse con la participacion individual (learnig-as-participation).

2.6.3. Educacion matematica realista

Hans Freudenthal sent6 las bases para fundamentar la corriente de la matematica realista y la fe-
nomenologia didactica. Una de sus obras més destacadas es Didactical Phenomenology of Mathematical
Structures de 1983. Para Freudenthal, los conceptos y estructuras matematicas sirven para organizar fené-
menos de la vida real y de la propia matematica. La ensenanza de la matemética debe de ser organizada
en base a estos fenémenos para los que la estructura sirve como medio de organizacién.

Para Freudenthal existen varios tipos de fenomenologia. La mas importante aqui es la fenomenologia

diddctica, que se centra en los fenémenos presentes en el mundo de los estudiantes.
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Ejemplo 2.4. Podemos distinguir dos grandes grupos de fenémenos que organizan a las ecuaciones de

primer grado.

a) Fenomenos relacionados con la necesidad hallar cantidades desconocidas a partir de cantidades co-
nocidas. Por ejemplo, cuando alguien va a una tienda de productos a granel y le da al dependiente
20€ y le dice quiero que me pongas 10kg de harina, pero no me des las vueltas; con el dinero que

sobre me llevo lentejas. ”

b) Fenémenos matematicos. Las ecuaciones de primer grado tienen utilidad en la resolucion de ecuacio-
nes de segundo grado incompletas del tipo 222 4+ 2 = 12, ecuaciones de grado superior que puedan

resolverse utilizando la factorizaciéon o sistemas de ecuaciones lineales.

La fenomenologfa y la educacién matematica realista surgieron a partir de una critica al modo en
que, muchas veces, se ensenan las matematicas. Se suelen presentar como un producto ya terminado y
cerrado, algo que sabemos que no es asi. Como muestra de ello, existen miltiples problemas abiertos como
la hipoétesis de Riemann, la conjetura de Collatz o la conjetura de Goldbach. Los enunciados de estas dos
dltimas conjeturas los puede entender perfectamente un estudiante de secundaria.

Tradicionalmente, el profesor muestra el conocimiento organizado. Parte de definiciones, enuncia teore-
mas y propiedades y finalmente se proponen y se resuelven algunas actividades para aplicar lo aprendido.
Freudhental propone el enfoque contrario.

En Holanda se ha desarrollado una teorfa més general que Van der Heuvel-Panhuizen y Drijvers
denominaron educacidn matemdtica realista. Freudenthal fue uno de los mayores exponentes de esta teoria,
que recoge muchas de las ideas de las teorias anteriores.

La teorfa de la educacién matematica realista defiende, como su propio nombre indica, que los procesos
de ensenanza y aprendizaje de las matematicas han de partir de situaciones “realistas” en un doble sentido.
Las actividades tienen que contextualizarse en la vida real y llegar a ser reales en la mente del estudiante.
Otra cuestién importante de esta teorfa es que considera las matemadticas como una actividad humana.
Cuando los alumnos se enfrentan a una situacién-problema asociado a la fenomenologia de algin concepto,
ocurren procesos de reinvencion gutada.

Segiun Van den Heuvel-Panhuizen y Drijvers (2014), los seis principios de la educacién matematica

realista son:

o El principio de actividad. En la matemaética realista, los alumnos son participantes activos en su

proceso de aprendizaje. Las matematicas se aprenden mejor haciendo matematicas.

e El principio de realidad. Puede interpretarse de dos maneras. Una de ellas es el fomento de la

capacidad de los alumnos para resolver problemas de la vida cotidiana. La otra forma de entenderlo es
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presentar a los alumnos situaciones que sean significativas para los estudiantes. En lugar de empezar
ensefiando definiciones o teoremas para ser posteriormente aplicados, la matematica realista consiste

en empezar con problemas contextualizados, que tienen que ser matematizados por los alumnos.

e El principio de nivel. Para aprender mateméticas, los estudiantes tienen que pasar por varios ni-
veles de entendimiento, desde las soluciones informales relacionadas con el contexto de la situacién

presentada hasta la adquisicién de los conceptos y las estrategias.

e El principio de interrelacion. Los contenidos no se han de considerar capitulos aislados, sino que

deben relacionarse unos contenidos con los otros.

e El principio de participacion. Significa que aprender matematicas no es una actividad individual,
sino que es una actividad social. Los debates en clase son muy enriquecedores al ofrecer a los alum-
nos compartir las estrategias que hayan utilizado con sus companeros. Ademas ayudan a que los
estudiantes reflexionen sobre el problema presentado y sobre sus ideas por lo que llevaran a los

estudiantes a alcanzar un nivel méas alto de entendimiento.

o El Principio de guia. Est& inspirado en la idea de Freudenthal del redescubrimiento guiado de las
matematicas. Los docentes han de mantener un rol activo en los procesos de aprendizaje de los
alumnos. Los programas deben contener situaciones que permitan que se produzcan cambios en el

entendimiento de los estudiantes.

2.7. Teorias del aprendizaje en matematicas

Uno de los principales objetivos de un docente de matematicas en su profesion es promover y estimular
el aprendizaje de sus alumnos en la medida de sus posibilidades y desarrollar todas sus capacidades y
talentos. La profesién de un docente no es enseniar, es conseguir que los alumnos aprendan.

El aprendizaje depende del alumno, de su intencién, de su interés y de su capacidad para ello. Es un
fenémeno individual que depende de la disposicion de cada estudiante, pero se produce en un contexto

determinado que lo configuran y lo hacen posible (Arce et al., 2019).

2.7.1. El aprendizaje de las matematicas es individual, pero también social

El aprendizaje en matemaéticas es un fendémeno complejo. Es un fenémeno individual, pero también so-
cial. Es importante tener esto en cuenta ya que nos ayudaré a entender el aprendizaje desde una perspectiva

global.
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La interpretacion del aprendizaje en mateméticas como fenémeno social ha ganado relevancia en el
ambito de la educacién matematica. En clase de matematicas se pueden dar muchas situaciones en las que
el desarrollo del aprendizaje pueda hacerse efectivo Arce et al. (2019).

Desde esta perspectiva no se habla directamente de aprendizaje, se habla de oportunidad de aprendizaje
matematico. Para Morera (2013), las oportunidades de aprendizaje son las situaciones, que se dan en los
procesos de resolucién de actividades que permitan a los alumnos reorganizar sus estructuras conceptuales
o procedimentales, sobre la gestion de su conocimiento o las formas de participacion en un determinado
contexto de ensenanza y aprendizaje.

Teniendo en cuenta lo anterior, siguiendo a Arce et al. (2019), un profesor de mateméticas ha de
gestionar la ensenianza de de tal manera que se prime la generacion de buenas oportunidades de aprendizaje
v la explotacion de otras oportunidades que puedan surgir en el aula. Los procesos de interaccion entre el
docente y los estudiantes o entre los propios estudiantes estan muy relacionados con esa explotacion.

La componente social también estd relacionada con la validacién de los aprendizajes conseguidos por
cada estudiante. Mediante producciones verbales o escritas, los alumnos muestran evidencias de si han
conseguido avances en su aprendizaje, aspecto que es evaluado y validado por el docente como experto
conocedor de la matemadtica escolar que un alumno ha de aprender en un determinado nivel educativo

(Arce et al., 2019)

2.7.2. La construcciéon de los objetos matematicos

Hemos mostrado que aprendizaje no es Gnicamente una cuestiéon individual, sino que también esta
influido por el contexto social en el que se produce.

No es algo trivial llegar a conocer cémo se produce el aprendizaje en matematicas. Es un proceso que
consta de varias fases de desarrollo. Ademas es muy complicado pensar en que se pueda llegar a un “total”
conocimiento de un conocimiento matematico.

El proceso de construccidon de un objeto matemaético no es algo predeterminado. Constard de avances y
retrocesos y puede diferir de unas personas a otras. Aun asi, existen miltiples teorias que intentan explicar
como se produce el desarrollo de la comprension, que son fruto de la experiencia y de la investigacion. En
estas teorias pueden detectarse algunas ideas compartidas (Arce et al., 2019).

Muchos expertos en educaciéon matemadtica distinguen dos grandes bloques en el conocimiento de
un contenido matematico, los aspectos conceptuales y los aspectos procedimentales, pero no existe una
unica forma de caracterizarlas. Los aspectos conceptuales estan relacionados con los hechos, los conceptos,
las generalizaciones y los principios; mientras que los procedimentales estan ligados a las acciones y las

manipulaciones para completar una tarea (Baroody, Feil y Johnson, 2007) citados en Arce et al. (2019).
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Segun Rico et al. (2008), dentro de los aspectos conceptuales se distinguen tres niveles de complejidad
creciente: hechos, conceptos y estructuras; y dentro de los aspectos procedimentales: destrezas, razona-

mientos y estrategias.

Ejemplo 2.5. Un ejemplo ilustrativo ligado al contenido de algebra de cursos como 12 o 2° de ESO.

En el CUADRO 2.1 y en el CUADRO 2.2, se muestra la diversidad de aspectos necesarios para que
un contenido matematico sea comprendido. Dominar un concepto matematico no se limita a conocer su
definicién o definiciones. Una definicién puede memorizarse y ser una informaciéon de tipo conceptual
aislada e inoperativa si el alumno no es capaz de interpretarla, darle sentido y permitir su uso del concepto
en las situaciones que lo requieran (Arce et al., 2019). Existen definiciones complejas que no pueden
ser tratadas en secundaria, por ejemplo, en el caso del algebra, la definicion de espacio vectorial. En
Bachillerato, la estructura antes nombrada podria definirse, aunque es dificil de comprender.

De la misma manera, un estudiante puede conseguir aplicar correctamente distintas acciones, reglas
v algoritmos asociados a una nocién matematica, como los mostrados en el cuadro 2.2 para el caso del
algebra. Pero estas unidades son de tipo procedimental que se mantienen aisladas si se desconoce, por
ejemplo, en el caso de la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales, su interpretaciéon geométrica o

su utilidad.

CUADRO 2.1: Niveles y categorias para los aspectos conceptuales. Elaboraciéon propia

Niveles Categorias Algunos ejemplos
Polinomio, grado, ecuacién, incoégnita, identidad,
Primer nivel: Términos solucién, primer miembro,
unidades de informacion segundo miembro
Notaciones x, y (incognitas) ,  + 1 = 3 (ecuacion)
Convenios x + 1 = 3 se lee “x mas uno igual a 3"

Una ecuaciéon de la forma ax + by = ¢, con

Resultados . . . .
a,b,c € R tiene infinitas soluciones reales
Segundo nivel: C ¢ Polinomio de grado n ecuacién de segundo grado,
. ., onceptos . . .
abstraccion, relacion P ecuacién de grado n, sistema de ecuaciones
v generalizacion
de unidades de Relaciones Discutir cuantas soluciones tiene un sistema de
informacién entre conceptos ecuaciones lineales
Tercer nivel: Estructuras Los polinomios de grado n tienen estructura de
estructuras matematicas espacio vectorial de dimensién n

En Arce et al. (2019), se habla de la diferenciacion clasica de Skemp(1976), entre dos tipos de com-
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CUADRO 2.2: Niveles y categorias para los aspectos procedimentales. Elaboracion propia

Niveles Categorias Algunos ejemplos
. . . Suma, diferencia, producto y cociente de
Primer nivel: Operaciones ] ) ., .
. . ., polinomios. Resolucién de ecuaciones
unidades de informacion _ —
Formula para resolver la ecuacién de segundo
destrezas Reglas
grado
Algoritmos Métodos para resolver sistemas de ecuaciones
Segqundo nivel: Razonamientos Resoluciéon de problemas con ecuaciones o
abstraccion, relacion sistemas de ecuaciones

y generalizaciéon
de unidades de
informacién

Tercer nivel: Estrategias

Simplificacion de expresiones algebraicas
Estructuras P P &

prensién de un concepto matematico: la comprension instrumental, ligada al dominio, habilidad y fluidez
al operar o aplicar reglas o algoritmos asociados al concepto matematico, y la comprension relacional, que
implica conocer qué representan esos procesos en relacién al concepto y por qué son validos.

Los objetivos de aprendizaje establecidos por un determinado docente y el modo de evaluarlo pueden
acentuar uno de los dos tipos de comprensién. En la actualidad, con el desarrollo de los recursos y herra-
mientas tecnolégicas, como las calculadoras y software de célculo, los profesores deberfan centrarse en el
desarrollo de la comprensién relacional mas que en la comprensién meramente instrumental.

En las primeras etapas del aprendizaje de un concepto se “tiende poseer una serie de unidades de
informacién (primer nivel de complejidad)” (Arce et al., 2019,p.88). Estas pueden ser términos o defi-
niciones memorizadas cuando se requiere explicitamente. Suelen ser unidades aisladas de conocimiento,
por lo que se éste se mantiene en un estadio muy superficial y limitado. La superacion progresiva de este
estadio superficial se coneguira estableciendo relaciones y conexiones entre esas definiciones aisladas. Estas
relaciones y conexiones son fundamentales para la construccién de un concepto matemaético por parte del
alumno y su comprensién relacional.

Las conexiones y las relaciones organizan y estructuran los conocimientos del alumno acerca de un
determinado concepto matemético. “Se generan esquemas, que, como indica Skemp (1976) actian como
agentes de ese desarrollo al motivar y facilitar al alumno la integracion y la acomodacion de nuevos
conocimientos e ideas” (Arce et al., 2019, p.89). El conocimiento de un concepto requiere de un esquema
rico y variado donde se integren y conecten todos los aspectos conceptuales, incluida la definicién, y

procedimentales que estén relacionados con el concepto, mostrandose la dependencia entre lo conceptual
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v lo procedimental.

Para que los estudiantes desarrollen un esquema rico y variado sobre un concepto, el docente debe
planificar y proyectar previamente cudl es el esquema que pretende alcanzar. También debe proyectar un
esquema hipotético inicial (teniendo en cuenta el curriculo). De la comparacion entre esos dos esquemas
surgiran los objetivos didacticos y la planificacién de actividades para desarrollar dicho esquema. El cono-
cimiento de algunos aspectos reales del esquema de cada alumno ayudara a realizar adaptaciones de esa

planificacién.

2.7.3. Las trayectorias hipotéticas de aprendizaje

En 1995, Martin Simén plante6 el constructo de trayectoria hipotética de aprendizaje en su articulo
Reconstructing Mathematics Pedagogy from a Constructive Perspective. Simon abordaba la forma de supe-
rar la tension entre una vision constructivista del aprendizaje que requiere que el profesor tenga en cuenta
v se adapte a las actuaciones de los alumnos y la de una idea tradicional de la planificacién de la docencia
basada el la busqueda de unos objetivos predeterminados y el disefio de unas tareas para lograrlos (Gomez
y Lupianez, 2007).

El constructo de trayectoria hipotética de aprendizaje, aunque ha sido interpretado y aplicado de
miltiples maneras en la educaciéon matematica, se considera compuesto por tres componentes. Esta es la

traduccion de Arce et al. (2019) de Simén(1995, p. 136):

Una trayectoria hipotética de aprendizaje est4d compuesta por tres componentes: el objetivo
de aprendizaje que define la direccién, las actividades de aprendizaje y el proceso hipotéti-
co de aprendizaje -una prediccién sobre el pensamiento y la comprensiéon de los estudiantes

evolucionaran en el contexto de las actividades de aprendizaje-

2.8. Errores y dificultades en el aprendizaje de las matematicas

En toda actividad humana existe la posibilidad de cometer errores. En el proceso del aprendizaje
de las matematicas no iba a ser distinto. En las teorias conductistas, el error se concibe como algo que
hay que corregir, bien por parte del profesor o por lo que el alumno registra durante las explicaciones.
Para Rico (1995), el error puede contribuir positivamente el proceso de aprendizaje del alumno. Se debe
desterrar la idea de culpabilizar al estudiante por haber cometido errores, reemplazando esta postura
por la de prevencién de errores y su consideraciéon en el aprendizaje. En las teorias constructivistas el
error es visto como una aplicacién de un concepto en un contexto inadecuado. Estas teorfas defienden

que el aprendizaje se consigue mediante situaciones que creen conflictos cognitivos en el alumno para que
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tenga lugar una modificacion o adaptacion de los conocimientos previos. En Arce et al. (2019), aparece la

siguiente afirmacién de Brousseau:

El error no es solamente el efecto de la ignorancia, de la incertidumbre, del azar, segiin se
creia en las teorias empiristas o conductistas del aprendizaje; sino el efecto de un conocimiento
anterior, que tuvo su interés y que ahora se revela falso o simplemente inadaptado. Los errores

de ese tipo no son fortuitos e imprevisibles, su origen se constituye en un obstaculo.

Los errores han de ser considerados como algo natural en el proceso de aprendizaje de las matematicas.
Han sido un frecuente objeto de estudio en la educacién matematica. Se contempla la posibilidad de que
el profesor no se los espere o la de que sean producto del azar o de despistes.

Las investigaciones que buscan detectar, caracterizar e interpretar errores han sido habituales en di-
déctica de la matematica, pero no han sido tan frecuentes aquéllas que traten del aprovechamiento del

error por parte del docente.

2.8.1. Caracterizcion e interpretaciéon de errores

Muchos autores han tratado de caracterizar los errores que pueden cometer los estudiantes en mate-
maticas. Dos clasificaciones de amplia influencia son la de Brousseau y la de Socas (Arce et al., 2019).

Para Brousseau existen tres tipos de obstaculos que pueden dar lugar a errores en la actividad mate-
mética. Para realizar la clasificacién se basa en el tridngulo saber-alumno-docente y distingue tres tipos

de obstaculos segtn el origen o la causa que explique error:

o Obstdculos epistemoldgicos (saber). Tienen lugar cuando se aplica un conocimiento mateméatico valido

en un contexto en otro en el que no tiene sentido, produciéndose respuestas incorrectas.

e QObstdculos ontogénicos (alumno). El error es provocado por las limitaciones y las caracteristicas del

alumno.

o Obstdculo diddctico (docente). El error se debe a las elecciones que realiza un profesor o una insti-

tucién educativa al plantear la ensefianza de un objeto matematico.

La clasificacién de Socas sobre las dificultades que pueden surgir en el aprendizaje de las matematicas

consta de las siguientes cinco categorias:

e Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos mateméaticos, que pueden ser de tipo concep-
tual, ligadas a la naturaleza de los contenidos matematicos que representan o de tipo operacional,

relacionadas con la sintaxis de la manipulacién simbélica.
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Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matemaético, ligadas a la la naturaleza légica de

las matematicas y a la presencia de rupturas relacionadas con el modo de pensamiento matematico.

Dificultades relacionadas con los procesos de ensenanza, la institucién escolar, el curriculo y los

métodos de ensenianza seguidos por el docente.

Dificultades ligadas al desarrollo cognitivo de los alumnos.

Dificultades relacionadas con las actitudes afectivo-emocionales hacia las matematicas, y la presencia

de factores de este tipo que dificultan el aprendizaje de las matematicas.

Como vemos, en el trabajo de un alumno un error puede aparecer por diversas razones. El docente

tiene que conseguir utilizarlo como una fuente para el desarrollo del aprendizaje.

2.8.2. El error en la practica docente del profesor de matematicas

El profesor debe prever cuéles son los errores més habituales o esperados en un determinado tema y
conocer las causas que los provocan para intentar plantear conflictos cognitivos que permitan avanzar en
el conocimiento a los alumnos y conocer las concepciones que cada uno tiene sobre él.

Como indica Rico (1995), es de gran utilidad realizar una evaluacion inicial o diagndéstica que se base
en una serie de tareas que los alumnos han de realizar para que el docente pueda conocer las concepciones

erréneas mediante las respuestas y las explicaciones de éstas por parte de cada estudiante.

Ejemplo 2.6. Puesto que ya se hace una introduccion al algebra en 12 de ESO, algunas preguntas iniciales

que se podrian hacer en 22 de ESO son las siguientes:
a) ¢ Todas las ecuaciones de primer grado tienen solucion?

b) Si llegamos, al final del proceso de resoluciéon de una ecuacion, a una igualdad del tipo 0=0, ;qué

significa?
c) ;Qué creéis que significa el signo igual en una ecuacion?

La orientacién de la docencia hacia la superacién de concepciones erréneas tiene como finalidad que los
estudiantes busquen el sentido de sus errores y que sean capaces de generar un conocimiento evolucionado

y coherente. (Arce et al., 2019).
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2.9. La influencia del dominio afectivo en el aprendizaje de las mate-
maticas

Hay dos maneras de mirar a un grupo de clase en la escuela.
Una es mirar un grupo de cabezas y la otra

es mirar un grupo de corazones.

A.S. Neill

Los aspectos propios del dominio afectivo tienen consecuencias en el aprendizaje y en la actividad
matematica de los alumnos.

McLeod (1992) distingue tres grandes constructos: las creenccias, las actitudes y las emociones.

Las creencias son las ideas que un alumno va a adquiriendo a partir de las experiencias vividas durante
el aprendizaje de mateméticas, que provocan en el alumno distintas reacciones emocionales(Blanco, 2012).
Se requiere un largo periodo para que un estudiante forme sus creencias y esto provoca que sean estables

en el tiempo y dificiles de cambiar. McLeod (1992) distingue los siguientes cuatro tipos de creencias:
e (reencias sobre las matemdticas como disciplina.

o (Creencia sobre si mismo como aprendiz. Estas incluyen el autoconcepto, es decir, la percepcion propia
que tiene un alumno sobre su habilidad matemaética; la autoeficacia, que consiste en la percepcién
propia del individuo hacia tareas concretas, o las causas que a las que el estudiante atribuye sus
éxitos y fracasos. En secundaria, muchos alumnos comienzan a ver las matematicas como algo muy
abstracto y muy dificil, decreciendo su confianza en sus posibilidades. En estas circunstancias, los

fracasos se tienden a atribuir a la supuesta falta de capacidad y los éxitos a la facilidad de las tareas.

o (reencias acerca de la ensenanza y el aprendizaje de las matemdticas. Normalmente se piensa
que el profesor debe presentar los hechos, reglas y procedimientos y que el aprendizaje consiste en

memorizar toda esta informacion y realizar las actividades “tipo” en las que estos se aplican.

o (Creencias sobre el contexto familiar y social hacia las matemdticas. Un ejemplo es creer que el
desarrollo de la habilidad matemética esta relacionado con tener unas capacidades especiales que no
tiene todo el mundo. Eso produce disculpas ante la falta de competencia matemaética como la famosa

“es que yo soy de letras”.

Entendemos por actitudes las predisposiciones positivas o negativas que condicionan a un sujeto a
percibir y a reaccionar de un modo determinado ante las situaciones con las que se relaciona Hidalgo et al.

(2004). En Arce et al. (2019) aparece la clasificacion de las actitudes de Blanco (2012), que es la siguiente:
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o Las actitudes matemdticas. Estan ligadas a la manera en que se relacionan las capacidades cognitivas
que son importantes en la resolucién de actividades en matematicas. Por ejemplo, la flexibilidad de

pensamiento o el espiritu critico.

e Las actitudes hacia las matemdticas. Se manifiestan mediante la valoraciéon y el aprecio que se tiene
hacia las matematicas y su ensenanza y aprendizaje. Existen actitudes positivas, con el gusto, la
satisfacion, el interés y la curiosidad hacia las tareas propuestas y existen actitudes negativas, como

el rechazo, la frustracién o su evitacién en el itinerario escolar.

Como las creencias, las actitudes hacia las matemaéticas son bastante estables; pero, a diferencia de
las primeras, éstas son més intensas, con mayor carga efectiva y més ligadas a sentimientos. Las actitudes
hacia las matematicas suelen consolidarse durante la secundaria, produciéndose un considerable rechazo
hacia esta materia. Para Hidalgo et al. (2004), estudiante al que no le gustan las mateméticas no nace, sino
que se hace. Estos autores observan que las mateméticas son una asignatura que gusta cuando parecen
divertidas y faciles. En caso contrario, se genera rechazo hacia ellas. Segun Blanco (2012) e Hidalgo et al.
(2004),las emociones son estados afectivos de alta intensidad y de corta duracion que experimentan los
alumnos ante la actividad matematicas. Pueden ser positivas o negativas. No tienen un caricter estable,
pueden aparecer y desaparecer o cambiar rapidamente, lo que hace complicado estudiarlas, medirlas e
interpretarlas. Algunas emociones comunes son las situaciones de bloqueo o de desbloqueo durante oa
resolucién de un problema, o sentimientos de satisfacién, disfrute, descubrimiento, miedo o panico durante
dicha resolucién.

Un constructo que ha recibido mucha atencién en el campo de la educacion matematica es la ansidedad,
que es considerada una actitud o una emocién, dependiendo si es algo estable en el tiempo o si es algo
esporadico. La ansiedad matematica se entiende como un sentimiento de tensién, miedo o aprehensién
que surge al enfrentarse a las matematicas y al trabajo matematico (Palacios et al., 2013). El control
de las emociones, como evitar el miedo al fracaso, ansiedad por dar respuesta a una tarea o el miedo a
equivocarse, y la vision del trabajo matematico como un desafio que se afronta con las técnicas adecuadas
(por ejemplo, las heuristicas) ayudaran a mejorar el aprendizaje matematico (Arce et al., 2019).

Se han validado generado y validado en el campo de la educaciéon matematica diferentes escalas para
obtener informacién sobre el dominio afectivo en matemaéticas, especialmente, sobre las creencias y las
actitudes de los alumnos. La aplicaciéon de estas escalas ha permitido detectar relaciones entre aspectos
del dominio afectivo y y entre éstos y el rendimiento en mateméaticas. Un ejemplo de escala validada en
castellano es la Escala de Actitudes hacia las Matematicas (EAM), creada por de Palacios, Arias y Arias
en 2014 (Arce et al., 2019).

En la actualidad, no existen dudas acerca de la influencia entre el dominio afectivo y el cognitivo en
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matematicas. Pero, pueden detectarse algunos aspectos para los cuales se necesita un mayor foco en la
investigacién en educacién matematica.

Un aspecto es la interaccion entre cognicién y afecto en el proceso del trabajo matematico, para lo
que no se recurre a escalas de medida. En los trabajos de Gémez Chacén se diferencia una estructura
de afecto local (relaciones emocionales que interactian con procesos cognitivos en la resolucion de un
determinado problema) y una global, en la que se configuran las actitudes a partir de la forma que toman
las interacciones mas presentes y de la realidad social y cultural en la que se encuentra el individuo con
respecto a las matematicas (Arce et al., 2019).

Otro aspecto es el disenio, la implementacion y la evaluacion de programas de intervenciéon educativa en
las que se integren aspectos afectivos y cognitivos, tratando de encontrar una mejora en ambos dominios

en el alumnado.

2.10. El conocimiento que debe tener un profesor de matemaéticas

Un profesor de matematicas debe tener poseer un conocimiento variado, como veremos en esta seccion.

2.10.1. El conocimiento pedagédgico del contenido

Shulman, en 1987 establece las distintas categorias de conocimiento que ha de tener un docente. Son

las siguientes:

e Conocimiento pedagogico general. Se incluyen aqui los principios generales y estrategias de organi-

zacién y de gestion de la clase que trascienden del ambito de la asignatura.
e Conocimiento de los alumnos y sus caracteristicas.

e Conocimiento de los contextos educativos. Incluyen el funcionamiento del grupo o de la clase, la

gestion y financiacion de los centros o los contextos sociales y culturales.

e Conocimiento de las finalidades, propoésitos y valores de la educaciéon y sus fundamentos filoséficos e

histéricos.
e Conocimiento del contenido (Content Knowledge, CK).

e Conocimiento del curriculo. Abarca los conocimientos curriculares y el dominio de los materiales y

los programas que sirven como herramientas en el oficio del profesor.

e Conocimiento didéactico del contenido (Pedagogical Content Knolewdge, PCK). Se trata de una amal-

gama entre conocimientos de la materia y la pedagogia. Se incluyen los conocimientos sobre la materia
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que tiene un docente y que no posee un investigador en la materia, son conocimientos propios del
profesor. Mediante este conocimiento se llega a una comprensiéon de céomo determinados temas se
organizan, se representan, se adaptan a los distintos intereses y capacidades de los alumnos y se

preparan para la instruccién.

La principal aportaciéon tedrica de Shulman es identificar y senalar la importancia del conocimiento
didactico del contenido (PCK), que se define a partir del conocimiento del contenido y el conocimiento
pedagogico general. Segin Shulman, el docente tiene que conocer las mejores explicaciones, las mejores
ilustraciones o los mejores ejemplos; pero también conocer las dificultades, los errores més habituales en
los alumnos v los conocimientos previos que habitualmente tienen sobre un determinado tema Arce et al.

(2019).

2.10.2. El conocimiento tecnolégico en la educacion (TPACK)

Los trabajos de Shulman han tenido un fuerte impacto en la investigacién en formacién del profe-
sorado. Distintos investigadores han tratado de ampliar ese modelo. Mishra y Koehler (2006) incluyen
el conocimiento tecnolégico como un tercer ambito igual de importante que el conocimiento pedagogi-
co y el conocimiento del contenido, creando asi el modelo TPACK (Technological Pedagogical Content
Knowlwdge). Este modelo estd motivado en parte por las directrices curriculares oficiales actuales que
hacen necesaria la introduccion de las herramientas tecnolégicas y de la competencia digital a desarrollar.
El conocimiento pedagdgico del contenido (TPACK) es el contenido que surge de la interseccion de los tres
dominios: el matematico, el pedagogico y el tecnologico(Arce et al., 2019). Se representa en la figura 2.2

el esquema de los dominios y subdominios que forman el TPACK.

s Qué podemos entender por tecnologia?

Cuando hablamos de tecnologia, normalmente pensamos en las TIC, pero la tecnologia se puede en-
tender como cualquier material, por ejemplo, los materiales manipulativos, o cualquier tipo de técnica que
sirva para alcanzar un fin determinado.

Una de las acepciones del término tecnologia en el diccionario de la RAE es la siguiente: “conjunto de
teorias y de técnicas que permiten el aprovechamiento practico del conocimiento cientifico”.

A la vista de esta definicion, las actividades ladicas y los juegos son una teccnologia, por lo que las

consideraremos dentro del conocimiento tecnolégico del contenido.
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Figura 2.2: Esquema del marco TPACK.
Elaboracion propia copiado de Arce et al. (2019)

2.11. Modelos de conocimiento del profesor de matematicas

La aparicién de la nociéon del conocimiento didéctico de matematicas supuso un avance importante
en la investigacion en la formacion de los profesores de matematicas. A partir del modelo de Shulman,
se han propuesto algunos otros modelos que intentan superar sus limitaciones. Presentaremos aqui dos
modelos, el conocimiento matemético de la ensefianza (Mathematical Knolewdge for Teaching, MKT) y

el conocimiento especializado del profesor de matematicas (Mathematics Teachers’ Knowledge, MTSK).

2.11.1. Conocimiento matematico para la ensefianza (MKT)

Un equipo de investigadores de la Universidad de Michigan liderados por Deborah Ball analizé con
detalle las practicas de una gran cantidad de profesores de Educacién Primaria y de Educacién Secunda-
ria desde un enfoque empirico, mediante la observacién directa, el analisis de videos y la realizacion de
entrevistas.

La propuesta del equipo de Ball engloba el conocimiento del contenido (CK) y el conocimiento didéc-

tico del contenido (PCK) en una categoria de conocimiento mayor, el conocimiento matemdtico para la
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ensenanza (MKT, por sus siglas en inglés). Mediante el analisis de las précticas de los distintos profesores
de matemaéticas Ball et al. (2008) dividen cada una de estas dos categorias en tres dominios distintos. El
modelo MKT presenta avances con respecto al modelo de Shulman por ser el resultado de una investigacion
empirica. Ademas se detallan mejor las categorias referidas al CK y al PCK y se dentro de ellas introduce
la dimensién curricular.

Los subdominios referidos al conocimiento del contenido (CK) propuestos por Ball et al. (2008) son

los siguientes:

e Conocimiento comin del contenido, (CCK). Conocimiento matematico, es decir, los conceptos, los
procedimientos o las propiedades que posee cualquier persona con formaciéon matemética, que son
utilizados no exclusivamente por los docentes. Los profesores hacen uso de este conocimiento cuando
resuelven correctamente una tarea, cuando reconocen que la respuesta de un alumno es correcta
o incorrecta o cuando en emplean correctamente los términos y las notaciones matematicas en la

pizarra.

e Conocimiento especializado del contenido, (SCK). Aqui se incluye aquel conocimiento que solo es
empleado en contextos de ensefianza de las matematicas y que no es necesario en otros contextos.
Por ejemplo, el analisis de los motivos matematicos por los que se producen errores en una tarea o

evaluar el alcance que puede tener un procedimiento estandar de resolucién de un problema.

e Conocimiento del horizonte matemdtico, (HCK). Conocimiento que aparece cuando el profesor se da
cuenta de cémo se encuentran conectados los contenidos con los contenidos de cursos posteriores o
con los contenidos de las matematicas avanzadas, e intenta orientar la instruccién en ese curso para

ayudar a los alumnos a la posterior adquisicién de los nuevos conocimientos.

Ahora describiremos brevemente en qué consisten los tres subdominios incluidos en la categoria de

conocimiento didactico del contenido (PCK).

o Conocimiento del contenido y la ensenanza,(KCT). Ball et al. (2008) indican que muchas de las tareas
de la préctica docente estan relacionadas con el diseno instruccional. En este dominio se mezclan
el conocimiento sobre las matematicas y el conocimiento sobre la ensefianza para afrontar tareas
donde se tiene que dominar un conocimiento matemaético especifico y comprender las cuestiones
pedagogicas que afectan al aprendizaje de los alumnos. Habitualmente, se emplea para secuenciar
unos contenidos determinados, elegir un ejemplo o una actividad para empezar un tema o explicacion,

o cuando proponer una tarea que permita el avance del aprendizaje.
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o Conocimiento del contenido y de los estudiantes,(KCS). Como indican Ball et al. (2008), éste es el
conocimiento que permite afrontar las tareas que “requieren una interaccién entre la comprension de
la matematica especifica y la familiaridad con los estudiantes y su pensamiento matematico”(p.401).
Aqui se incluyen el conocimiento que permite a los profesores anticiparse a lo que los alumnos piensan
v lo que encuentran confuso, prever si un determinado ejemplo puede interesarles y motivarles o la
dificultad de las tareas, o poder interpretar su pensamiento incluso si no lo expresan totalmente.
También permite conocer los errores y las dificultades de los alumnos para cada contenido (Arce

et al., 2019).

e Conocimiento del contenido y del curriculo, (KCC). Es el conocimiento sobre el plan de estudios de

matematicas, de las normativas sobre su ensenianza y de los programas vigentes.

2.11.2. Conocimiento especializado del profesor de matematicas (MTSK)

El modelo MKT supuso un gran avance, por ejemplo, no tiene en cuenta las creencias de los docentes
sobre las matemaéticas y su ensenanza y aprendizaje, lo que influye de forma considerable en las acciones
del profesor y de su desempefio profesional. Algunos investigadores no tienen claro que conocimientos
deben incluirse en el conocimiento especializado del contenido, SCK.

Un equipo de investigadores de la Universidad de Huelva, liderados por José Carrillo han organizado,
desde hace dos décadas, un grupo de trabajo colaborativo con profesores de matematicas de distintos
niveles para analizar el conocimiento utilizado durante su préctica. Las investigaciones realizadas les han
llevado a modificar el modelo MKT, asumiendo que la especializacién del conocimiento afecta a todos
los dominios del modelo, no solo al SCK. Con ello han reestructurado las categoria del conocimiento del
contenido del MKT, refinar las definiciones de los subdominios y proponer descriptores para mejorar la
identificacion de conocimientos en la practica.

En Arce et al. (2019) se explica el modelo que disenaron Carrillo et al. en 2018, llamado modelo del co-
nocimiento especializado del profesor de matemdticas o modelo MTSK (Mathematics Teachers’ Specialised
Knowledge). Aqui presentamos los tres subdominios correspondientes al MK incluyendo los descriptores

de ellos.

e Conocimiento de los temas (KoT). Este subdominio describe qué y de que manera el profesor sabe
los temas que ensena. El subdominio esta formado por el profundo conocimiento de los temas mate-
maticos, tales como los contenidos conceptuales, las propiedades y sus fundamentos matemaéticos o
los procedimientos relacionados con un contenido, las representaciones asociadas a dichos contenidos

(por ejemplo, graficas, algebraicas, aritméticas o verbales). Se contemplan dentro del KoT aspec-
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tos fenomenologicos como los contextos y las situaciones probleméticas que se resuelven con ellos,

incluyendo aplicaciones en la vida cotidiana.

o Conocimiento de la estructura de las matemdticas (KSM). Se trata del conocimiento del profesor
sobre las conexiones de tipo interconceptual, entre los distintos contenidos matematicos (las cone-
xiones dentro de un mismo contenido se incluyen en el subdominio anterior, KoT). Estos autores
distinguen cuatro tipos de conexiones. Dos son de naturaleza temporal, basadas en la conexién de un
contenido con otro mas simple o con otro més complejo. Las otras son de tipo auxiliar, que se dan
cuando tiene lugar la participacién de un contenido en otro mayor o transversal, cuando en varios

contenidos se encuentra implicitamente un contenido comin.

e Conocimiento de la prdctica matemdtica(IKPM). Se incluyen aqui los conocimientos de los profesores
de mateméticas sobre la préactica matematica, sobre el propio trabajo de construir mateméticas.
Es decir, conocimientos sobre definir, ejemplificar, razonar, demostrar, comunicar o usar estrategias

para resolver problemas.

Para el dominio PCK, se exponen aqui los subdominios y los descriptores propuestos por Carrillo et

al.(2018) citados por Arce et al. (2019):

e Conocimiento de la ensenanza de las matemdticas (KMT). Se incluyen los conocimientos especificos
que se relacionan con la ensenanza de las mateméticas. Se consideran tres descriptores de cono-
cimientos en este subdominio. Uno general, sobre teorias de ensenanza de las matematicas y dos
especificos, sobre conocer y evaluar criticamente distintos recursos, técnicas, tareas o metaforas para

facilitar la comprensiéon de un determinado conocimiento.

e Conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matemdticas (KFLM). Comprende el cono-
cimiento relacionado con las caracteristicas relativas al aprendizaje de las matemaéticas, centrandose
en el contenido matematico mas que en el propio alumno. Aqui se consideran cuatro descriptores: co-
nocer las teorfas de aprendizaje matematico que permitan entender el proceso seguido al desarrollar
la comprension de diferentes contenidos, conocer los errores y las dificultades que puedan cometer
los estudiantes durante el aprendizaje de un contenido determinado, percibir las diferentes maneras
en las que los estudiantes interacttian con el contenido matematico y tener en cuenta los aspectos

emocionales involucrados en el aprendizaje de las matematicas.

e Conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matemdticas (KMLS). Se trata del conocimiento
de cuéles son los contenidos matematicos que un alumno debe lograr en un nivel particular, junto con

lo que ha estudiado previamente y lo que deberia conseguir niveles posteriores. Este conocimiento
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proviene de las especificaciones del curriculo vigente y de investigaciones u opiniones de expertos
en logros de aprendizaje. Los tres descriptores considerados aqui son los resultados de aprendizaje
esperados, el nivel esperado de desarrollo de conceptos y procedimientos y la secuenciacién de los

temas.

La figura siguiente representa un esquema del modelo y sus subdominios. En ella se observa la division
en dos dominios distintos: el conocimiento matemaético, MK, que se corresponde con el CK de los anteriores
modelos y el conocimiento didactico del contenido, PCK. Ademés se observa la inclusion en el centro de las
creencias sobre las matemaéticas y sobre su ensefianza y aprendizaje, pues afectan a todos los subdominios

del conocimiento del profesor.
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Figura 2.3: Componentes del modlelo MTSK.
Fuente: Sosa, Flores Medrano y Carrillo (2016)

2.12. Algunas metodologias para la ensenanza de las matematicas

En esta seccién se van a presentar algunas metodologias para ensefiar matematicas que estdn adqui-
riendo relevancia en Educacién Secundaria, como el aprendizaje basado en problemas y proyectos o el

llamado método Singapur
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2.12.1. Aprendizaje basado en problemas y proyectos

En el curriculo de la LOMCE, el aprendizaje basado en problemas aparece ligado a los proyectos de
investigacion. En la pagina 48 del RD 1105/2014 se dice “ La resolucion de problemas y los proyectos de
investigacion constituyen ejes fundamentales en el proceso de ensenanza y aprendizaje de las matematicas”.
Pero este documento legal no ofrece a los docentes pautas para poder emplear esta metodologia, s6lo en
los contenidos y en los criterios de evaluacién de algunas asignaturas de Bachillerato aparece informacién
adicional sobre los proyectos de investigacién. Ademas, en ciertos libros de texto y en literatura sobre el
tema se encuentran tareas, a veces llamadas problemas, otras investigaciones, otras proyectos, etc. (Arce
et al., 2019).

Los proyectos y las investigaciones son tareas matemdticamente ricas, puesto que ofrecen a los es-
tudiantes la posibilidad de aprender nuevos contenidos mateméticos o de desarrollar procesos como las
habilidades analiticas, la creatividad o la metacogniciéon. Son tareas abiertas que admiten distintas res-
puestas correctas. No se proporciona a los alumnos una gufa que deban seguir para completar estas tareas,
los estudiantes deben elaborar planes para su resolucién, establecer objetivos parciales, elaborar conjeturas
v contrastarlas. El profesor tiene que monitorizar y tutelar el establecimiento y el alcance de éstos pasos
(Arce et al., 2019).

Las tareas de investigacién matemética son mas abstractas que los proyectos y poseen un alto nivel
de demanda cognitiva, basdndonos en la clasificaciéon de 7. Pueden ser ampliadas y generalizadas a otras
actividades posteriores. A veces, la resolucion de un problema puede dar lugar a una investigacion.

Los proyectos son tareas a largo plazo, situadas en contextos reales y significativas para el estudiante.
No es necesario que tengan un nivel elevado de demanda cognitiva, aunque requieren la busqueda de in-
formacioén o datos en fuentes externas. En los proyectos, los alumnos tienen que realizar un informe final
incluyendo distintos tipos de lenguajes, como el algebraico, el grafico, el geométrico o el estadistico; y
presentar el trabajo delante de toda la clase. Es aconsejable que los proyectos se realicen en grupos cola-
borativos. Dado que estan contextualizados en la vida cotidiana se pueden trabajar interdisciplinarmente
con otras asignaturas de ciencias o ciencias sociales(Arce et al., 2019) e incluso con las artes o la misica.

Es una metodologia especialmente apropiada para trabajar la modelizacién matemética y la estadistica.

2.12.2. La ensenanza de las matematicas en Singapur

Desde la década de los noventa, Singapur ocupa los primeros puestos en las distintas pruebas inter-
nacionales, como TIMSS o PISA. Arce et al. (2019). Distintos investigadores, como Kaur senialan que
éste buen rendimiento que presentan los estudiantes de Singapur se debe a la reforma del curriculo de

matematicas realizada en la década de los noventa y que han mantenido con muy pocas modificaciones
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hasta la actualidad (Arce et al., 2019).

Algunas caracteristicas de la ensenianza de las matematicas en Singapur son las siguientes:

e (Caracterfsticas del curriculo. Tiene menos bloques de contenidos que el curriculo espanol. Muchos
de los contenidos se imparten en un solo curso y se pone énfasis en los aspectos conceptuales y
los procedimentales. Los libros de texto estan préximos a las orientaciones didacticas del curriculo

oficial.

e La resolucién de problemas. Principal foco de atencion de la accién del profesor en clase. Se prrio-
rizan los procesos a los resultados y se promueve la comprensién antes que la repeticién. Para la
la resolucién de problemas se resaltan los siguientes aspectos: actitudes, metacognicién, procesos,

habilidades y conceptos.

e Basindose en las ideas de Bruner, se fomenta una metodologia de resolucién basada en tres fa-
ses secuenciadas con diferentes tipos de representacion: concreta, donde los estudiantes emplean
materiales manipulativos, pictérica, donde los estudiantes emplean modelos gréificos o pictoricos; y
finalmene, abstracta, donde los estudiantes traducen las experiencias anteriores con signos y simbolos

matematicos.

2.13. Atencion a la diversidad en clase de matematicas

Siempre existe la creencia de que la atencién a la diversidad significa apoyar a los alumnos con peor
rendimiento académico. En parte es cierto, pero no se trata sélo de eso. La atencién a la diversidad es un
verdadero reto para el docente.

En las aulas hay estudiantes con distintos niveles de conocimientos, de capacidades y de actitudes
hacia las matematicas. Ademés, en muchas ocasiones, se puede anadir la diversidad de contextos sociales,
econdémicos y culturales de los alumnos.Teniendo en cuenta toda la diversidad que puede existir en un aula
de matematicas, el docente debe dedicar mucha preparacion de las tareas y de las estrategias instruccionales
(Arce et al., 2019). Sin embargo, podemos ver la heterogeneidad en el aula desde otra perspectiva, pues
ofrece oportunidades para generar el aprendizaje en matematicas (Prediger, 2005).

Todas las leyes educativas desde la LOGSE han tenido en cuenta la diversidad. Actualmente, la LOM-
CE, dedica el articulo 9 al “ alumnado con necesidad especifica de apoyo educativo” y los articulos del 16 al
19 a presentar medidas para la a atencion a la diversidad en Educaciéon Secundaria que pueden ser tomadas
por las Administraciones o los centros educativos. Son medidas de distintos tipos, como las adaptaciones

curriculares o los programas de mejora del aprendizaje y del rendimiento (PMAR) Arce et al. (2019).
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Ahora nos centramos a la atencion a la diversidad a nivel del aula, es decir, el ambito de un profesor que
trata su clase diversa en cuanto a las capacidades o contextos sociales, culturales, econ6émicos o étnicos.
Herzig (2005) indica que la forma para que los alumnos de diversos colectivos alcancen el objetivo de
aprender mateméticas de manera significativa es fomentar su participacién en las actividades realizadas
durante el curso y desarrollar un sentido de pertenencia a la comunidad de practicas formada por el
profesor y los alumnos. Segin Herzig (2005) y NCTM (sf) algunas medidas para fomentar la participacion

son las siguientes:
o Respetar los ritmos de aprendizaje de cada estudiante.

e Conocer el entorno individual del alumno y utilizar ese conocimiento para conectar e integrar a los

contenidos a ensenar y los contextos de las tareas con los verdaderos intereses de los estudiantes.

e Implementar tareas ricas, abiertas y flexibles que den lugar a respuestas y estrategias distintas, donde

surjan oportunidades de aprendizaje.

e Mantener las expectativas altas para todos los estudiantes y valorar las distintas ideas, estrategias y

procedimientos utilizados por los estudiantes durante la resolucién de los problemas.

e Gestionar de forma adecuada las preguntas y las técnicas de escucha en clase. Dejar tiempo de
respuesta suficiente para que todos los alumnos participen y aprovechar las intervenciones para

enriquecer el aprendizaje.
e Identificar los prejuicios que puedan haberse adquirido para posteriormente olvidarlos.

e Emplear distintas metodologias activas y distintos recursos para adaptarse a las capacidades y nece-
sidades de los estudiantes. El trabajo en grupos colaborativos o cooperativos puede ser atil para el
aprendizaje mutuo. Como este TFM trata en sobre la introduccién al algebra mediante actividades
lidicas y juegos, parece conveniente destacar que éstos pueden generar dindmicas que favorecen la

participacion en el aula, como se dice en (Civil et al., 2000).

e Romper algunos de los estereotipos dominantes sobre las mateméticas. Un estereotipo comun es el
de ser un varéon blanco de clase media, con falta de habilidades sociales y sin intereses més alla de las
matematicas. Estos estereotipos desincentivan la participacién de los alumnos, y alejan a estudiantes

talentosos que no desean ser catalogados de esa manera.

e Planificar la evaluacion para que todos los estudiantes tengan oportunidades de demostrar la com-

prension de sus conocimientos.
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2.14. El razonamiento, la argumentaciéon y la demostraciéon en matema-

ticas

Segun la RAE, un razonamiento es una serie de conceptos encaminados a demostrar algo o a persuadir
o mover a oyentes o lectores, una argumentacion es la accién de aducir, alegar, dar argumentos, y una
demostracion es una prueba de algo, partiendo de verdades universales y evidentes. Estos tres procesos
son diferentes pero estan intimanente ligados en matematicas, pues en los tres se encandenan conceptos,

argumentos o verdades mediante inferencia logica (Arce et al., 2019).

2.14.1. Tipos de razonamiento matematico

El razonamiento es un proceso fundamental en matemaéticas que se puede realizar de tres formas
distintas. Estas tres formas distintas de proceder dan lugar a los tres tipos de razonamiento: el razonamiento
abductivo, el razonamiento inductivo y razonamiento deductivo.

Veamos en que consisten los tres tipos de razonamiento

e Razonamiento abductivo. Consiste en explicar la validez de una explicacion a partir de dar por
supuesto un conocimiento del que no se tiene certeza y que se piensa como hipdétesis o conjetura

plausible.

Ejemplo 2.7 (Una version del chiste del viaje en tren por Escocia.). Van un ingeniero, un fisico y
un matematico en tren por Escocia una vaca pastando desde la ventanilla. A esta vaca sélo le ven

un lado.

Exclama el ingeniero:

-jen Escocia todas las vacas son marrones!

A lo que el fisico reacciona con lo siguiente:

- querras decir que algunas vacas escocesas SONn marrones.
Y, finalmente, dice el matemaético:

-No. Lo tnico que sabemos es que existe al menos una vaca en Escocia tal que al menos uno de sus

costados es marron.

FEn este chiste, el razonamiento que hace el ingeniero es claramente abductivo dando por supuesto
que todas las vacas escocesas son marrones al ver sélo un lado de una tinica vaca escocesa. También
el razonamiento del fisico es abductivo, pues afirma con seguridad que algunas vacas escocesas son

marrones viendo un sélo costado de la vaca.
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e Razonamiento inductivo (no confundir con el método de induccién matemaética). Consiste en mostrar
uno o varios casos particulares para los cuales se cumple una afirmacién y a partir de los que se

establece la validez de dicha afirmacion.

Ejemplo 2.8 (La Conjetura de Goldbach). Todo nimero par mayor que dos puede escribirse como

suma de dos nameros primos.

Se observa que 4 =2+2,6 =3+ 3,8 =3+5,---, por lo que parece que todo ntimero par mayor

que 2 se puede expresar como la suma de dos ntimeros primos.

e Razonamiento deductivo. Consiste en llegar a conclusiones a partir del uso de unos datos y la apli-
cacion de un principio, propiedad o conocimiento que actiia como regla de inferencia y que debe ser

considerado valido.

Ejemplo 2.9. Por ejemplo la demostracion de que la suma de los dngulos de un triangulo es 180°.

En general, la demostraciéon de cualquier propiedad, proposicién o teorema matematicos.

El dnico razonamiento valido desde una perspectiva matematica es el razonamiento deductivo. Pero,
dado que en la matemaética escolar, muchos razonamientos de tipo deductivo son inalcanzables para una
gran parte de los alumnos cobran relevancia los razonamientos abductivo e inductivo, ya que permiten a
los alumnos explorar, conjeturar y generalizar ciertos resultados. Son, por tanto, una parte importante de
la practica matemaética y son un paso previo para la justificacién esos resultados.

Los razonamientos abductivos e inductivos no tienen porque conducir a informaciones verdaderas, ni
necesariamente falsas. Sin embargo, dan pie a realizar afirmaciones en clase y a generar debates acerca
de ellas para comprobar su certeza o su falsedad por lo que promueve la biisqueda de justificaciones que
induzcan a la necesidad de un razonamiento deductivo. Si los razonamientos inductivos o abductivos dan
lugar a una afirmacion verdadera, entonces la busqueda de la confirmacion de esa veracidad se vuelve una

tarea mas compleja. (Arce et al., 2019).

2.15. La demostraciéon en el curriculo de Educacién Secundaria

Desde la Educacién Primaria, en los documentos curriculares correspondientes se considera ciertos
elementos relacionados con los procesos de razonar, argumentar y demostrar; principalmente relacionados
con los procesos de resolucién de problemas. Uno de los estdndares de aprendizaje evaluables es que
el alumno elabore conjeturas y busque argumentos que las validen o refuten para acercarse al método
cientifico. En la Educaciéon Secundaria se propone el desarrollo de tales habilidades asociadas al quehacer

matematico.
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En el curriculo correspondiente a la LOMCE (en la Orden ECD/1361/2015 que establece el curriculo
de la Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato), se hace referencia a pensar, razonar, argumentar
de forma rigurosa y a modelar. El curriculo de matematicas espanol esta de acuerdo con la filosoffa de los

Principios y estindares para la educacion matemdtica (NCTM, 2003).

2.16. Los esquemas de prueba del alumno

La demostracién matemaética, aunque es el texto argumentativo por excelencia, no tiene por que con-
vencer a los estudiantes de Educacién Secundaria de que una afirmacién determinada es cierta. La demos-
tracién es un razonamiento deductivo que probablemente sea excesivamente dificil para algunos alumnos.
Ademas puede suceder que no entiendan la necesidad de demostrar un enunciado para garantizar su ve-
racidad. Diversos autores como Harey y Sowder e Ibafes y Ortega citados por Arce et al. (2019) han
investigado sobre los esquemas de prueba de los alumnos. Un esquema de prueba de una persona se trata
de lo que constituye la persuasiéon y el convenciminto para esa persona, entendiendo el convencimiento
como un proceso utilizado por un individuo para eliminar las dudas sobre la certeza de una afirmacién y
la, persuasién como el proceso utilizado por una persona para eliminar las dudas de otras sobre la certeza
de una afirmacién. La definicién de esquema de prueba engloba distintas formas de convencimiento por

parte de los alumnos. En Arce et al. (2019) se indican las siguientes:

e Esquemas de prueba de conviccion externa. Los alumnos eliminan sus dudas a partir de elementos
ajenos al razonamiento. Se clasifican en rituales, autoritarios y simbdlicos. Este tipo de esquemas

deberian ser sustituidos por otros que impliquen razonamiento.

e Esquemas de prueba empiricos. Se trata de esquemas en los que las conjeturas se validan o recha-
zan en funcién de hechos fisicos o experiencias sensoriales. Pueden ser experimentales o inductivos,
dependiendo si los alumnos necesitan manipulacion fisica, real o virtual para argumentar o evaluar
cuantitativamente algunos casos particulares. Los razonamientos inductivos pueden ser auténticos o

falsos, de uno varios casos y sistemdticos o no sistemdticos.

e Esquemas de prueba analiticos. Son las propias demostraciones matemaéticas, pues son aquellos en
los que la validacion de las conjeturas tiene lugar a partir de la deduccion légica. Se clasifican en
transformacionales o artomdticos. Los primeros consisten en la transformacion logica de imégenes
por medio de la deduccién. Los segundos son aquellos en los que el estudiante entiende que una

demostraciéon matemaética viene dada por medio de términos ya definidos o axiomas.

Por altimo, cabe mencionar un tipo de razonamiento que no se ha incluido en la clasificacién de los
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esquemas de prueba que se denomina prueba preformal.. Este tipo de razonamiento fue estudiado en
profundidad por Gonzélez (2012).

Una prueba preformal es un tipo de razonamiento, que podria formalizarse a una prueba formal, y en
cual se refleja la idea de la demostracion. Consiste en presentar los pasos de una demostraciéon formal a
partir de un ejemplo concreto. En este tipo de pruebas el nivel de abstracién necesario no es tal alto como

en las pruebas formales, pero permite reflejar el proceso de la demostracion.

Ejemplo 2.10. Dado que en 2° de ESO el nivel de abstraccion no es muy alto, durante el
Practicum se ha tenido la tenido la oportunidad de realizar la demostracién de la imposibilidad
de dividir por cero. A partir de un ejemplo concreto se ha llegado a la conocida conclusion de

que 1 = 2.

2.17. Los esquemas de prueba en los libros de texto

Los libros de texto muestran esquemas de prueba. Estos son los procesos que aparecen en los libros
de texto que tienen como finalidad convencer al lector de la veracidad de los resultados, y que se pueden
utilizar para persuadir de dicha veracidad. Heredan caracteristicas de las pruebas preformales y de los
esquemas de prueba personales (Arce et al., 2019).

La demostraciéon matematica ha ido desapareciendo de los libros de texto y se ha ido sustituyendo por

demostraciones de tipo inductivo.

2.18. Funciones de la demostracion en matematicas

Las funciones de la demostracion matematica fueron descritas primero por Bell (1976) y ampliadas

mas tarde por De Villiers (1993). Son las siguientes:

e Funcién de verificacion.
e Funcién de ezxplicacion.

e Funcion de sistematizacion. Se trata de la organizacion de los resultados dentro de un sistema de

axiomas, conceptos fundamentales y teoremas.

e Funcién de descubrimiento. Ocurre cuando en la demostraciéon de un teorema hace que se descubran

nuevos resultados.

e Funcion de comunicacion. Se refiere a la transmision del conocimiento matemaéatico.
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Segun De Villiers la conviccién nace de la intuicién o de razonamientos de tipo abductivo o inductivo
que llevan a una persona a creer en la veracidad de un resultado y a intentar realizar la demostracién para
establecerlo. Hersh (1993) distingue entre la finalidad que tiene la demostracion para los matematicos,
que es la de convencer, y la finalidad que tiene en el aula, que es la de explicar porque un resultado es
cierto. Pero las matematicas que se estudian a nivel escolar consisten en el estudio de resultados que ya
se han demostrado siglos atras y cuyo convencimiento, por tanto, se puede producir de forma autoritaria.
Es necesario profundizar en el por qué de una afirmacion (Arce et al., 2019).

La funcién de sistematizacion también es muy importante en Educacién Secundaria. Dado que los
curriculos se desarrollan en espiral, cuando se presentan los contenidos se suele hacer de una forma maés
informal; pero en niveles posteriores los contenidos se tratan con méas profundidad, maés rigor y se establecen
relaciones entre ellos. La demostracién de un determinado teorema necesita de esos resultados previos, por
lo que se produce una sistematizacion (Arce et al., 2019).

Las funciones de comunicacién y descubrimiento también tienen gran importancia. Sobre la primera
cabe destacar el papel de las demostraciones como portadoras del conocimiento matemaético, de las herra-
mientas, estrategias y conceptos necesarios para la resolucién de problemas. Esa comunicacién debe ser
fomentada en el aula como una practica social del razonamiento. Sobre la funcién de descubrimiento, es
importante destacar que dado que las demostraciones son portadoras de conocimiento matematico, sirven

para descubrir métodos o resultados nuevos. (Arce et al., 2019).

2.19. Tareas matematicas

En clase de matematicas, una gran parte del tiempo esta destinada al trabajo del estudiante, de forma
individual o en grupo. Vamos a denominar tareas a todas las propuestas de acciéon que un profesor formula
a sus alunmos, con una determinada intencionalidad, en su proceso de aprendizaje de las matemaéticas.
Las tareas son fundamentales en el proceso de ensenanza y aprendizaje de las matemaéaticas al determinar
el tipo de actividad matematica, por ejemplo contenidos o procesos, que se invita al estudiante a prior: a
poner en juego en su resolucionArce et al. (2019).

Las tareas propuestas por un profesor se convierten en generadoras de aprendizaje en los estudiantes.
Las tareas pueden tener una gran diversidad de formas, por lo que esas oportunidades pueden diferir

mucho. Arce et al. (2019).

2.19.1. Demanda cognitiva de una tarea. La clasificaciéon de Smith y Stein

Un aspecto fundamental es valorar el nivel y el tipo de pensamiento que una tarea puede provocar en

el estudiante. Eso se denomina demanda cognitiva de la tarea(Smith y Stein, 1998).
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Resumimos aqui las caracteristicas de los cuatro niveles de demanda cognitiva de una tarea enunciados

por Smith y Stein (1998).

o Nivel 1: tareas de memorizacion. Se trata de tareas que consisten en la reproduccién de definiciones,
hechos, férmulas o reglas previamente trabajadas o aprendidas. Tienen un propésito claramente
establecido, sin ambigiiedades y en las que no existe conexién con los conceptos o con el significado

implicito de los hechos, formulas o reglas reproducidas.

o Nivel 2: tareas de procedimientos sin conexriones. Son tareas algoritmicas en las que se pide la uti-
lizacion de un procedimiento de forma muy evidente. La finalidad de estas tareas es la produccion
de respuestas correctas mas que el desarrollo de comprension matematica. Estas tareas no requieren

explicaciones, como mucho el procedimiento usado.

o Nivel 3: tareas de procedimientos con conexiones. Se centran en el significado de un concepto o
procedimiento, buscando el desarrollo de la comprensién de los conceptos o ideas mateméticas.
Estas tareas sugieren pautas a seguir de forma explicita o implicita, aunque son procedimientos
més generales que tienen conexién con el significado o con las distintas representaciones de un
concepto. Requieren cierto nivel de demanda cognitiva al necesitar establecer una relacién con las

ideas conceptuales subyacentes para poder realizar correctamente la tarea.

o Nivel 4: Tareas de “hacer matemdticas”. Estas tareas necesitan un pensamiento complejo y no algo-
ritmico. No sugieren ningtin para seguir ni responden a un camino previamente definido o ensayado.
Son tareas que exigen la exploracién y la comprension de los conceptos, procesos y relaciones ma-
tematicas; y la autorregulaciéon del propio proceso cognitivo: acceso y selecciéon de conocimientos y
experiencias relevantes, analisis de las posibles estrategias de resolucion disefiadas para la tarea y
sus condiciones. Por todas estas razones, se trata de tareas de alta demanda cognitiva y que pue-
den pueden provocar una ansiedad inicial dada la naturaleza impredecible del proceso de resolucion

requerido.

Muchas veces se consideran dos grandes niveles. El primero de ellos, de baja demanda cognitiva, formado
por los niveles 1 y 2, y el segundo, de alta demanda cognitiva, formado por los niveles 3 y 4.

Un profesor de matematicas debe de tener presente el constructo de a demanda cognitiva para el
disefio o la seleccion de tareas. Dependiendo de los objetivos de aprendizaje que se pretendan alcanzar, la
proporcién de tareas de los diferentes niveles puede variar. Si un docente quiere que sus alumnos desarrollen
agilidad en algin procedimiento o destreza (por ejemplo, en la resolucion de ecuaciones) serd adecuado
proponer tareas de procedimientos sin conexiones. Pero, el profesor debe proponer tareas de los niveles

superiores para desarrollar la comprension de los conceptos Arce et al. (2019).
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Cabe senialar que las tareas que en un principio eran de “hacer matematicas” para los alumnos, después
de que el docente las resuelva bajan al nivel inferior. Decia cierto profesor: “lo que al principio es idea feliz,

después se convierte en rutina’.



Capitulo 3

Aprendizaje y ensenanza del Algebra

En los primeros cursos de la ESO se introduce el lenguaje algebraico, para generalizar propiedades y
simbolizar expresiones y se comienzan a estudiar las ecuaciones de primer grado, las ecuaciones de segundo
grado y los sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas.

Este capitulo se dedica a tratara algunos aspectos sobre la ensenianza del algebra en Educacion secun-

daria.

3.1. Los enfoques del algebra escolar

Cuando los estudiantes se enfrentan por primera vez al dlgebra, ven otra cara de las matemaéticas.
Ya no son todo nimeros. Aparecen las letras. El dlgebra habitualmente se identifica con de un lenguaje
simbolico, se dedica al estudio de objetos como las incoégnitas, los polinomios, las expresiones algebraicas
o las matrices y se caracteriza por la emergencia de tareas de generalizaci6, transformacién, justificacion y
modelizaciéon, asi como por la aplicacién de nuevos procedimientos y técnicas para la resolucién de tareas.
El contenido de algebra se ha mantenido més o menos estable en los documentos curriculares en los dltimos
anos, no obstante, existen distintos enfoques o interpretaciones del algebra escolar.

Usukin (1988) indica que para identificar y clasificar diferentes concepciones del algebra escolar, es
necesario conocer el papel que tienen las letras como vartables, entendidas como simbolos de una expresion
que pueden ser sustituidos por cualquier elemento de un determinado conjunto de ntmeros (como los
nimeros reales, un subconjunto de ellos, o los nimeros complejos) o por otros objetos matematicos (como,
por ejemplo las matrices u otras expresiones algebraicas) .

Usukin (1988) y Socas, Camacho, Paralea y Hernandez citados por Arce et al. (2019) sugieren cuatro

enfoques o interpretaciones del algebra en el curriculo escolar segtin el papel que juegan las variables.

o Aritmética generalizada. En este caso, el dlgebra consiste en los procesos de generalizacion donde

95



3.2 El paso de la aritmética al dlgebra. Cambios y rupturas en el pensamiento del alumno. o6

3.2.

se utilizan las letras como nitmeros generalizados para identificar, revelar y describir patrones y
estructura. Molina (2015) distingue dos tendencias. Por un lado, aritmética generalizada, que surge
de identificar patrones y leyes numéricas relativas a la estructura aritmética, la cudl es en general
“analoga a la estructura del algebra” (p.2). Un ejemplo es el siguiente: 42 — 22 lleva a la expresion
a? —b?). Por otro lado, el proceso de generalizacion de patrones asociados a situaciones no numeéricas

o situaciones numéricas especificas como los niameros figurados o el siguiente ejemplo:
Ejemplo 3.1.
13425 =9=(1+2)2
13428435 = (1+2+3)?
Esta secuencia nos lleva a la siguiente generalizacion

B+ 4+ 4nd=014+24---+n)?

Resolucion de ecuaciones. Consiste en utilizar el dlgebra para resolver problemas que pueden ser
modelizados con ecuaciones. Las variables aparecen como incégnitas o constantes, cuyo valor, ba-
sdandonos en el enunciado del problema, hay que averiguar. Esta es la razén por la que apareci6 y
se desarroll6 el dlgebra a través de la historia. Dentro de esta interpretacion también se incluyen las

inecuaciones y los problemas de programacién lineal.

Funcional. Se trata del adlgebra como el estudio de las relaciones entre cantidades variables. Para
este enfoque, el dlgebra es un medio para formular e investigar las relaciones entre las variables, lo

que implica estudiar la covarianza entre ellas.

Estructural. Este enfoque consiste en el estudio de las estructuras algebraicas, donde las letras son
simbolos abstractos que pertenecen a estructuras algebraicas como grupos, anillos, cuerpos, espacios

vectoriales o modulos.

El paso de la aritmética al dlgebra. Cambios y rupturas en el pen-

samiento del alumno.

La introduccion del algebra provoca que los estudiantes cambien la manera de hacer y de pensar. Hasta

ese momento, los alumnos estan anclados en las formas de proceder de la aritmética.

Para desarrollar el pensamiento algebraico en estudiantes que estan acostumbrados a trabajar en

entornos aritméticos, Kieran (2004) sugiere lo siguiente:
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e Centrarse en los aspectos relacionales, no s6lo en el cilculo de una respuesta numérica.

e Trabajar de forma prioritaria la representacién y posteriormente resolver el problema, no sélo resol-

verlo.
e Trabajar con nimeros y letras.

e Replantearse el significado del signo igual y de los signos operacionales.

3.3. Las expresiones algebraicas como procesos y objetos

Las dificultades que se producen al pasar de la aritmética al algebra se deben a la dualidad operacional-
estructural de los conceptos. En la aritmética, se posee una versién de tipo operacional, donde los nameros
solo pueden entenderse como objetos, mientras que en el 4lgebra los nlimeros pueden ser entendidos como
objetos y como procesos. Por ejemplo, la expresion 2(z + 1) puedes ser interpretada como un proceso de

‘ suma 1 y luego multiplica por 2”, de naturaleza dindmica.

célculo o secuencia de instrucciones del tipo
Sin embargo, también puede ser entendida como objeto, desde una vision estructural, como el resultado
de un calculo de un nimero no especificado, como una funciéon donde el nimero cambia en lugar de ser
fijo o como una cadena de simbolos que puede ser manipulada y combinada con otras expresiones (Arce
et al., 2019).

Para aquellos estudiantes que no sean capaces de comprender que una expresion algebraica como
objeto, es dificil considerar que esa expresiéon pueda ser la solucién de un problema puesto que el trabajo

no dan el trabajo por terminado hasta que obtienen una solucion numérica. Este tipo de fendémenos se

denominan necesidad de clausura (Arce et al., 2019).

3.4. La interpretacién de las letras

Una de las dificultades mas grandes que tienen los estudiantes cuando comienzan a estudiar el algebra
es el uso y el significado de las letras. Estas pueden tomar distintos valores, como incognitas, nimeros
generalizados, argumentos, parametros, etc. Las letras se utilizan habitualmente como etiquetas cuando
hay que denotar, por ejemplo unidades de medida (10m) o cuando se trata de nombrar a un tipo de objetos
(por ejemplo, hay 100 personas se denota como hay 100p). Esta interpretacion tiene como consecuencia

algunos errores al interpretar enunciados. Por ejemplo, el siguiente:
“ En el instituto vamos a hacer una excursion. Por cada 100 estudiantes se necesitan 2 autobuses ”

Esto podria ser denotado por 100e = 2a. Pero la e es una etiqueta, no es una incognita.
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3.5. Las interpretaciones del signo igual

Knuth et al. (2006) distinguen dos tipos de interpretaciones que puede tener el signo igual. Por un
lado la comprension operacional, propia de la aritmética y que consiste en entender el signo igual como
un botén de una calculadora. Por otro lado, la comprension relacional, que es propia del dlgebra y que se
trata de entender al signo igual como un simbolo que relaciona dos expresiones algebraicas equivalentes.

Molina et al. (2009) distingue once interpretaciones del signo igual. En Arce et al. (2019) se destacan

las siguientes:

e Propuesta de actividad. Tiene funcion operacional. El igual es como una tecla de calculadora. Se
emplea en expresiones incompletas con una cadena de niimeros o sfmbolos vinculados por operaciones

a la izquierda del igual y un espacio vacio a la derecha.

Ejemplo 3.2. 3+4 =, 2%(z —3) =

e Operador. De tipo operacional. El igual separa una cadena de operaciones que suelen situarse a la
derecha y un resultado, que ha de situarse a la izquierda.
Ejemplo 3.3. 3+4 =17, 2?(x — 3) = 23 — 322

e Separador. De uso erréneo, pero muy comin en las producciones de los estudiantes. Las distintas

expresiones deben de disponerse en columna o separarse mediante flechas de implicacién.

Ejemplo 3.4. 3x +5+7x=2—-1=10x = -8

o FExpresion de una identidad (equivalencia). De tipo relacional. El igual relaciona dos representaciones

numeéricas, simbolicas o por definicion.

Ejemplo 3.5. 4 +5=3+6,a+b=0b+a, 222 + 4z = 2z(x + 2), 1000ml = 11

o FExpresion de una ecuacion(equivalencia condicional). De tipo relacional. Este significado del signo

igual se da cuando la equivalencia es cierta para algin o algunos valores de z.

Ejemplo 3.6. 22 —1 =0

o FExpresion de una relacion funcional o de dependencia. De tipo relacional. El signo igual indica la

relacion o dependencia en funciones o féormulas.

Ejemplo 3.7. y =22+ 10 f(z) =22+ 1, A = mr?
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e Aproximacion. De tipo relacional. El signo igual relaciona una expresion aritmética y una aproxima-

cion de su valor numeérico.

Ejemplo 3.8. % =0,33

Ejemplo 3.9. En el practicum se ha podido observar la dificultad que tienen los alumnos al pasar
de la interpretaciéon del signo igual como un simbolo relacional y condicional a su interpretacion

como una relaciéon de dependencia.

3.6. Las diferencias al resolver problemas aritméticos y algebraicos

Para Cid, existen diferencias entre resolver un problema aritmético y uno algebraico. En Arce et al.

(2019), se contemplan las siguientes:

1. La resolucién de los problemas aritméticos depende en todo momento del contexto, mientras que en

la resolucién algebraica existen fases contextualizadas y descontextualizadas.

2. En la resolucion de problemas aritméticos, lo desconocido esté al final del problema, al contrario que

en los problemas algebraicos, dénde lo desconocido esta al principio del problema.

3. El control de la validez de la resolucién de un problema aritmeético es seméntico, el contexto permite
justificar el proceso seguido para resolverlo. El control de la validez en un problema algebraico es

seméntico y sintactico, pues existen fases contextualizadas y descontextualizadas.



Capitulo 4

Recursos para la iniciacion al algebra.

Actividades ladicas y juegos

En este capitulo presentaremos distintos tipos de recursos y actividades ludicas tutiles para para la

introduccién al dlgebra de los alumnos de los primeros cursos de la Educacién Secundaria.

4.1. Los materiales manipulativos

Los materiales manipulativos son materiales fisicos que permiten manipular conceptos o propiedades
matematicas para que el alumno pueda tener experiencias concretas relacionadas con los conceptos y las
propiedades, previas a la abstraccion. No se deben confundir con los juegos o divertimentos matematicos,
en los que no tiene que haber necesariamente una manipulacién, pero consideramos que este tipo de
materiales sirven para realizar actividades lidicas puesto que jugar con piezas fisicas siempre es algo
que a los alumnos les atrae y les parece novedoso en una asignatura de naturaleza abstracta, como las
matemaéticas.

El objetivo de las actividades que se realizan con materiales manipulativos no es ganar, sino que
el alumno experimente con dichos materiales. Ejemplos de materiales manipulativos son las regletas de
Cuisenaire, los bloques multibase, los abacos, el tangram, los espejos de simetrias o cualquier otro recurso
fisico que permita tocar y tener experiencias fisicas al alumno como pueden ser piezas realizadas con
goma eva. Para la adquisicion de muchos conceptos es realmente necesario el trabajo con materiales

manipulativos. Existen los dos siguientes tipos de materiales manipulativos:

e Los materiales manipulativos estructurados, que han sido preparados con un fin educativo. Ejemplos

de este tipo son las regletas, los espejos de simetria, los geoplanos o los bloques multibase.

e Los materiales manipulativos no estructurados, que no han sido concebidos inicialmente como un

60



4.2 Lecturas con contenido matemaético y recursos audiovisuales 61

proosito educativo, pero que pueden ser utilizados para estudiar distintos conceptos. Ejemplos de
este tipo de materiales son el tangram, los instrumentos de medida y de dibujo o el papel para plegar

(papiroflexia).

No estd muy claro donde clasificar algunos recursos, como la goma eva. En principi, es un material
manipulativo no estructurado, pero, cuando cortamos la piezas, las preparamos para un determinado fin
didactico, por ejemplo, la construccién de algebra tiles para resolucién de ecuaciones, y entonces este
material se convierte en un material manipulativo estructurado.

Existen también los materiales manipulativos virtuales, con los que se trabaja en el ordenador. Por
ejemplo, las algebra tiles virtuales. Dado que se hace complicado trabajar con materiales fisicos cuando los
grupos son muy numerosos porque el profesor tendria que pasarse por las mesas para explicar la actividad
o explicarla en la pizarra de manera pictérica con tizas de colores, las algebra tiles virtuales pueden ser
una opcién. Disponiendo de una pizarra digital interactiva (PDI), el profesor puede manipular en ella y los
alumnos en su ordenador. Otra opcion es que el docente utilice la PDI y los alumnos material manipulativo

fisico.

4.2. Lecturas con contenido matematico y recursos audiovisuales

FEl uso de lecturas en clase de matematicas tiene un doble papel. Por un lado, sirve para que los
alumnos mejoren la comprensién lectora y mejoren la competencia lingiiistica. Por otro lado, las lecturas
con contenido matemaético contribuyen a humanizar esta asignatura bien porque se relaciona con contextos
reales y se dan a conocer personajes histéricos relacionados con el desarrollo de esta ciencia o bien porque se
les presentan los conceptos mateméaticos de una forma més amena (Arce et al., 2019). Estas lecturas pueden
ser, por ejemplo, libros de divulgacién matematica, de historia de las mateméticas o comics relacionados
con las mateméticas.

La historia de las mateméticas sirve para presentar que no son un constructo cerrado, sino que estan
en constante evolucién, que la matematica es razonamiento y que evolucion6 debido a que la humanidad
pretendia resolver problemas que le surgian. A partir de estos problemas se han ido formando las diferentes
teorias y han ido evolucionando los diferentes métodos. La historia se puede introducir en clase mediante,
por ejemplo, mediante anécdotas (Arce et al., 2019).

Las peliculas, series o videos suelen despertar el interés y la curiosidad por aprender los conceptos en
los estudiantes.

Todo material que rompa con la rutina habitual harad que los alumnos estén mas motivados y atentos.

En nuestro caso tendriamos que buscar recursos relacionados con el dlgebra. En el libro El curioso incidente
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del perro a medianoche, de Mark Haddon, el protagonista, que es un apasionado de las matematicas y de

la fisica resuelve ecuaciones de segundo grado para entretenerse

4.3. El humor en clase de matematicas. Las historietas graficas y los

chistes

Una historieta es una secuencia de vifietas organizadas de forma secuencial. Las vinietas son el soporte
grafico para transmitir la historia, empleando la representacion icénica con mensajes literales. El arte del
comic (o tebeo, en espafiol) se emplea en revistas y periodicos para representar de manera plastica noticias
v relatos de nuestro entorno. Existen vinetas relacionadas con las matematicas, bien porque las usan en
sus mensajes o bien porque tienen un fin divulgativo (Flores, 2003).

Segun Eisner, citado en Flores (2003), la historieta o comic “consiste en un montaje de palabra e
imagen, y por tanto exigen al lector el ejercicio tanto de su facultad visual como verbal |...Jes un acto de
doble vertiente: percepcién estética y recreaciéon intelectual.”

Las matematicas no han permanecido ajenas al arte dl comic. Muchos matematicos, como el divulgador
lan Stewart han realizado vifietas sobre mateméticas, con titulos tan atractivos como ;jAh los bonitos
grupos! relacionado con las estructuras algebraicas. El periodista y divulgador Martin Gardner también
ha creado vifietas en algunas ocasiones. Otro ejemplo es Ultima leccion en Gotinga, un comic de Davide
Osenda, ambientado en la dictadura nazi y que trata temas como la hipotesis del continuo o los teoremas
de incompletitud de Godel.

Algunos autores no matematicos han recurrido a las matematicas para incluir en sus historietas. Re-
saltar su trabajo nos permite conocer la forma en que la sociedad ve los aspectos mateméaticos y la manera

en la que los dibujantes los emplean.

4.3.1. Clasificacion de las vinetas

Flores (2003) distingue tres variables con vista a colaborar en la creaciéon de una base de vifetas
relacionadas con la educacién matemaética: el fin que tienen las vinetas en relacién al mensaje que transmite

el texto, su papel comunicativo y el soporte fisico.

o Fin de la vineta Las vinietas se diferencian por el propésito por el que se han creado. Las
cualidades comunicativas de las imagenes hace que las vifietas sean utiles con fines divulgativos,
bien para presentar al gran publico o con fines didacticos. Flores (2003) las clasifica de la siguiente

marnera:

a) Divulgativas, de teorias matematicas, sin relacion con un curriculo concreto de matemaéticas.
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b) Diddcticas, atendiendo a finalidades educativas (desde apoyo a la docencia hasta la investiga-
cion).

c) De ficcidn, que se valen o emplean elementos matematicos.

e Papel comunicativo. En los tebeos las vinetas ayudan a relatar los acontecimientos ya que mues-
tran la acciéon mediante iméagenes y palabras. Otras veces la vifieta puede acompatiar el relato,

colaborando en la contextualizacion del mensaje transmitido de forma verbal.

e Soporte fisico. Las viietas pueden aparecer en papel, en forma de video o en un soporte informético,

animadas o no. Nos centraremos en las vinetas realizadas sobre papel.

Podemos utilizar vinetas, pero también podemos emplear chistes mateméticos, para que los alumnos
analicen situaciones reales en las que se emplean conceptos matematicos (Flores, 2003), o simplemente por

hacer una gracia. Quiza aprendan mejor el concepto que el profesor les ha explicado al recordar el chiste.

Ejemplo 4.1 (Ejemplo de chiste algebraico).
Una persona pregunta a otra (podemos poner unos nombres cualesquiera a los individuos para personificar
més el chiste):

-iTe gustan los polinomios?

El otro individuo responde

- Si. Hasta cierto grado

4.4. Juegos y divertimentos matematicos

Muchos autores defienden que existe una relacién en entre el quehacer matemético y los juegos. La
historia de las matematicas muestra que muchos descubrimientos matemaéticos tuvieron lugar debido a la
btsqueda de la solucién de un acertijo o un juego. El uso del juego en clase de matematicas aporta un
elemento motivador y altera las rutinas diarias. En un juego no tiene porque haber manipulacién, pero
pueden servir para practicar una determina destreza (Arce et al., 2019). De Guzman (2007) considera que
las matematicas han tenido desde siempre una componente lidica, que a dado lugar a muchas importantes

creaciones que han surgido.

4.4.1. El juego como actividad de ensenanza y aprendizaje en matemaéticas

Una obra de referencia sobre el tema del juego es Homo ludens, de Huizinga, escrita en 1968. En esta
obra Huizinga afirma que * el espiritu de concepcion del juego es, como impulso social, més antigua que la

cultura misma y se extiende por todas las etapas de la vida como un fermento cultural”, segiin se dice en
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Esteve-Tomas (2014). El juego es muy importante en la actividad humana por lo que debe ser considerado
en el ambito educativo.

Los juegos educativos tienen como finalidad principal desarrollar ciertas funciones mentales del nifo o
adolescente y permitir la atencién, la retencién y la comprensién

Los juegos educativos contribuyen a la educacién general del nifio o el adolescente, pero son los juegos
diddcticos aquellos que proporcionan un mejor estudio y comprension del curriculo escolar. Dentro de los
juegos didacticos se encuentran los juegos matematicos .

Los juegos didacticos y, en particular, los juegos matematicos, ofrecen un aprendizaje mas ladico, pero
su finalidad es aprender unos determinados contenidos. Muchas veces resulta complicado distinguir un
juego didactico de una actividad académica. Las diferencias se aprecian en el la actitud percepciéon con la

que se realiza la actividad, que en la propia actividad.

4.4.2. Tipos de juegos

Existen tantas clasificaciones de los juegos como autores que estudiaron los juegos (Esteve-Tomaés,
2014).

Piaget clasifica los juegos en tres tipos: juego-ejercicio, juego simmbdlico v juego con reglas. En los tres
tipos predomina la asimilacién, pero la realidad es asimilada de distintas maneras distintas de acuerdo con
los diferentes esquemas (Esteve-Tomés, 2014).

Decroly y Monchamp clasifican los juegos en dos categorias: juegos de percepcion sensorial y actitud
motriz y juegos de ideas generales Esteve-Tomés (2014) .

Dentro de los juegos de percepcién sensorial y actitud motriz, Decroly y Monchamp distinguen los
juegos visuales motores, los juegos auditivos motores y los juegos visuales espaciales.

Los juegos visuales motores desarrollan la atencién mediante el ejercicio sensorial y la légica elemental.
Ejemplos son los juegos de bloques o los de construcciéon y montaje.

Los juegos motores y auditivos tienen como objetivo concienciar al nifio de sus movimientos u de las
sensaciones de ellos mismos. Ejemplos de juegos de este tipo son las cajas sonoras o los juegos de seleccion.

Los juegos visuales sirven para desarrollar las actividades sensoriales y a discriminar las cualidades de
los objetos. Un ejemplo es el de formar parejas.

Los juegos de relaciones espaciales contribuyen a la orientacién y a reconocer en el plano de forma
abstracta la tercera dimensién. Ejemplos son los juegos de reconocimiento de la posicién de un objeto con
respecto a un punto fijo.

En los juegos de ideas generales o de asociaciones inductivas y deductivas intervienen factores como

el tiempo, el origen o las relaciones de causa-efecto. Los juegos de deduccion fomentan los procesos de
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abstraccion y generalizacion. Consisten en buscar las relaciones entre conjuntos u objetos o las cualidades
comunes a distintos objetos. Como ejemplos, podemos poner juegos de buscar los objetos que faltan o los
juegos de clasificaciob.

Atendiendo al nimero de participantes en los juegos, éstos se clasifican en juegos colectivos, individuales
o de pequefio grupo.

Martin et al. (2009) clasifican los juegos de una manera sencilla, en las dos siguientes categorias:

e juegos de conocimiento. La finalidad de este tipo de juegos es introducir y trabajar contenidos
especificos. Probablemente son los mas empleados por los docentes puesto que no suponen romper

con los contenidos césicos.

e Juegos de estrategia. Siguiendo a Gairin, (Martin et al., 2009), define los juegos de estrategia como
aquellos que coloquialmente se dice que son “mas de pensar”. En este tipo de juegos se necesitan las
técnicas heuristicas. Ejemplos de juegos de estrategia son el ajedrez, las damas o el tres en raya. Los
juegos de estrategia tienen unas reglas y un objetivo final que puede ser vencer al propio juego (si

es solitario) o vencer a un oponente.

en Arce et al. (2019) se anade una nueva categoria que es la de juegos de procedimiento conocido.

4.4.3. Funciones de los juegos en matematicas

Gairin (1990) senala que los juegos como recurso didéactico se pueden utilizar para los propositos

siguientes:

El desarrollo de conceptos o estructuras conceptuales matematicas.

Practica de algoritmos y experimentacion.

Desarrollo de la percepcién y el razonamiento.

Uso del pensamiento légico y de técnicas heuristicas para la resolucién de problemas.

En Esteve-Tomads (2014) se recogen las funciones de los juegos contempladas por Corbalan:

e Funcidn motivadora. Al implementar juegos en el aula se rompe con la rutina habitual de ensefianza.
e Funcion socializadora. Si se realizan los juegos entre varios alumnos, se da la interaccién social.

e Funcion integradora. Los juegos son una oportunidad para la atencién a la diversidad. Segiun Bishop
(1998), los docentes tienen que implementar juegos conocidos universalmente. Asi tendria lugar el

contacto entre ninos (o adolescentes) de los distintos continentes.
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4.5. Las apps educativas

El término app es una abreviatura de la palabra inglesa application. Las apps son aplicaciones que
han sido disenadas para ser utilizadas en un smariphone, en una tablet u otro diispositivo moévil. Exis-
ten aplicaciones para ludificar /gamificar el aula y existen aplicaciones moviles con un objetivo especifico
matematico. Aqui nos vamos a centrar las primeras(Arce et al., 2019).

Las aplicaciones para ludificar/gamificar el aula sirven para el propoésito para el que estan disenadas.
La ludificacién o gamificacion se basa en introducir técnicas, elementos o dindmicas propias de los juegos
en otro tipo de actividad para conseguir la motivacion de los alumnos. Algunos ejemplos de aplicaciones de
este tipo son Kahoot! o Socrative, que permiten crear cuestionarios que se proyectan en una pantalla y se
contestan en un dispositivo mévil. Estas aplicaciones registran a los usuarios que se han conectado mediante
una clave que les ha proporcionado el profesor y que los alumnos deben introducir en su moévil. Asi, el
cuestionario se convierte en un concurso de preguntas y respuestas en tiempo real, en el que se asignan
puntos a los participantes en funcion de si la respuesta es correcta y la velocidad de la respuesta(Arce
et al., 2019). Seria interesante dar un premio o subir una determinada puntuacién en la calificacion final
al ganador del concurso. Otro ejemplo similar es Plickers, en la que los alumnos, en lugar de contestar en
un dispositivo mévil mueven un coédigo QR hacia el lado donde esta la letra que creen que es la respuesta

correcta, y el profesor escanea los distintos co6digos con un dispositivo moévil.



Capitulo 5

Propuesta didactica

5.1. Introducciéon

En esta propuesta didactica innovadora se pretenden incluir las actividades lidicas y los juegos en
29 de ESO. Hemos visto, mediante la revisiéon de la literatura que aprender de una forma mas lidica es
beneficioso para los estudiantes. Como hemos indicado previamente, los juegos tienen multiples funciones,
desde el desarrrollo del pensamiento légico a funciones motivadoras y socializadoras.

Tal y como hemos dicho anteriormente, el 4dlgebra cuesta a los alumnos, por lo que introducirla de
manera mas divertida va a hacer que cambien en parte sus percepciones y creencias acerca del algebra.

Las tareas que vamos a encontrar aqui van a ser actividades manipulativas, un breve anélisis de una
vineta y juegos. Expondremos los objetivos que pretendemos conseguir con dichas tareas, las dificultades
que pueden presentar y las clasificaremos segin la dificultad que presenten, para lo que nos basaremos
niveles de demanda cognitiva de Smith y Stein (1998). Ademéas tendremos en cuenta que no todos los
alumnos tienen el mismo ritmo de aprendizaje.

Cabe destacar que, con las actividades que proponemos aqui, nunca nos saldremos de los contenidos
exigidos para 2° de ESO. Los juegos nos serviran para fomentar el desarrollo de miltiples competencias y

para trabajar aspectos del bloque 1 de Procesos, métodos y actitudes en matemdticas.

5.2. Motivacién de la propuesta

Ya hemos visto en capitulos anteriores que el paso de la aritmética al 4dlgebra supone un reto para los
estudiantes de secundaria y que el lenguaje simboélico y los distintos significados del signo igual son dos
aspectos dificiles para los alumnos.

Al principio, el 4lgebra se estudia como aritmética generalizada, haciendo operaciones del tipo z2 +
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z+ 222 +y, lo que ya parece dificil a los alumnos y hay que recurrir a frases del tipo “ no se pueden juntar
las peras con los platanos”. Luego se pasa a la resolucién de ecuaciones, dénde a les cuesta entender el
significado relacional del signo igual y qué es despejar la z. Otro aspecto fundamental que genera rechazo
hacia el 4lgebra es que los estudiantes la consideran iniitil haciéndose preguntas del tipo: jpara qué sirve
ésto?

El &lgebra, en general, parece dificil y aburrida en primeros niveles de la Educacion Secundaria. Los
estudiantes suelen tener malos resultados en las pruebas de estas lecciones. Muchos alumnos a los que
les gustaban las matemaéticas, empiezan a verlas como una asignatura sin sentido. Algunos se encuentran
muy perdidos o desmotivados, otros sienten ansiedad porque no comprenden cémo se despeja la x en una
ecuacion.

Consideramos que las actividades lidicas y los juegos son potentes recursos para bajar la ansiedad
matematica. Nos parece que pueden ayudar a los alumnos a cambiar su percepcién del dlgebra. Ademas,
utilizar este tipo de actividades es una forma de atencion a la diversidad. Pueden incrementar la motivacion
del alumnado con més bajo rendimiento y a la vez desarrollar las capacidades de los estudiantes més
aventajados. Ademés, para aquéllos que son timidos, pueden ser un buen recurso para que hagan preguntas
y tomen decisiones.

Debido a todas estas razones planteamos esta propuesta didactica innovadora, con juegos y actividades
ludicas. Desearfamos que los estudiantes desterrasen su vision de que el algebra es fea y aburrida, y que
empiecen a ver que las mateméaticas no son una asignatura a la que hay que temer.

Sin grandes pretensiones, nos gustaria que nuestro TFM fuese una pequena guia para que los docentes

se animen a introducir la componente ladica de las matematicas en el aula.

5.3. Contribucién a las competencias basicas

e Compelencia en comunicacion lingtistica. El lenguaje simbolico del &lgebra es un lenguaje
nuevo que los alumnos deben aprender a utilizar, tanto de forma oral como de forma escrita. Durante
la realizaciéon de los juegos, los alumnos desarrollardn su expresiéon escrita; al hacer preguntas al

profesor v al debatir con el resto de la clase, desarrollaran su expresion oral.

o C(Competencia matemdtica y competencias bdsicas en ciencia y tecnologia. Durante la
realizacion de los juegos, los alumnos estaran utilizando distintos tipos de razonamiento matematico.

Se pretende que adquieran destrezas matematicas que les permitan ser usadas en la vida real.

e Competencia digital. Algunos juegos se realizaran utilizando aplicaciones moéviles educativas. Ade-

més en algin caso tendran que utilizar los recursos digitales para la busqueda y el tratamiento de
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la informaci6n.

e Aprender a aprender. Con los juegos se pretende que cada alumno vaya tomando conciencia de
los factores que afectan a su aprendizaje. Los estudiantes tienen que darse cuenta de qué es lo que
deben hacer y cémo proceder para dar respuesta a las tareas propuestas. Durante la resoluciéon de
la actividad pueden darse cuenta de que han elegido una estrategia equivocada. Deben aprender a

interpretar sus errores como una fuente de aprendizaje.

e Competencias soctales y civicas. En algunos casos, las actividades se desarrollaran en pequenos
grupos y se haran debates entre toda la clase, por lo que habra lugar para la interaccién y el desarollo

de las habilidades sociales.

o Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor. El alumno se convierte en protagonista de su
propio aprendizaje, ya que tiene que planificar estrategias y tomar decisiones sobre como proceder
para la realizaciéon de la actividad o el juego. Asi, promovemos actitudes como la creatividad y la

autocritca.

e Conciencia y expresiones culturales. El juego ha estado presente en la cultura desde tiempo
inmemorial. Algunos juegos, como el cuadrado magico, atrajeron el interés del pintor Durero y del
arquitecto Gaudi. Las historietas graficas estan presentes en la cultura popular, apareciendo incluso

en la prensa. Ademas, son muy cercanas a los alumnos, pues muchos de ellos leen comic 0 manga.

5.4. Objetivos generales

Los objetivos generales que se pretenden alcanzar mediante las actividades lidicas y los juegos son

e Incrementar la motivacién y el interés por las matematicas mediante juegos que no exigen conoci-

mientos superiores a los del curriculo.

e Favorecer las competencias implicadas en los procesos del desarrollo del juego, como la comprensién
del enunciado (competencia lingiiistica) y, si es necesaria, la traduccion de los enunciados al lenguaje

matematico.
e Crear situaciones en las que el alumno pueda cometer errores y pueda aprender de ellos.

e Creacién de situaciones donde el alumno tenga que tomar decisiones, fomentando asi la competencia

de sentido de la iniciativa y espiritu emprendedor.



5.5 Metodologia 70

e Potenciar el aprendizaje cooperativo y el aprendizaje basado en proyectos para ayudar al desarrollo

de las competencias sociales y civicas.

e Favorecer el aprendizaje significativo y el desarrollo de la competencia de aprender a aprender.

Ademas de éstos objetivos genererales, se concretaran los objetivos especificos para cada actividad.
Todos nuestros objetivos pretenden ir en lineas de trabajo marcadas por la OCDE, la Comisién Europea

y la legislacién nacional y regional.

5.5. Metodologia

Para poder justificar metodolégicamente esta propuesta se hard uso de gran parte de lo expuesto en
capitulos anteriores. Seguiremos una metodologia mixta combinando la metodologia tradicional con las
actividades ludicas y los juegos y el aprendizaje basado en proyectos. El uso del ABP, en pequenos grupos
tiene grandes ventajas, como el incremento de la motivacién de los alumnos, la superacién de los bloqueos
y el trabajo de multiples competencias.

Utilizaremos el humor, los materiales manipulativos, los juegos, entre los que consideramos, los acertijos
de ingenio. Se alternarin las sesiones dénde el profesor expone los contenidos con sesiones mas divertidas
para romper con la rutina habitual.

El profesor no debe pretender que los alumnos permanezcan callados durante la realizacion de las
actividades ludicas. Lo que se pretende con las ellas es generar debates y crear la necesidad de hacer
preguntas.

La estructura de cada tema de la unidad didactica sera variable. Normalmente empezaremos por la
teoria, luego haremos actividades tradicionales y finalmente los juegos. Pero, a veces, podremos empezar
por una actividad ladica que nos sirva para motivar un nuevo tema. Ademés se mostraran vifietas a
ver que opinién tienen los alumnos acerca de los hechos de la historieta o se contara algan chiste para
relajar un poco la clase en determinados momentos. Se pondran tareas para casa, aunque no muchas, que

habitualmente se corregiran al principio de cada sesién.

5.6. Evaluacién de la propuesta didactica

Nuestra posicién paradigmética es pragmatica y transformadora, pues nos centramos en la practica y
deseamos un cambio en la ensenanza del algebra.
Para evaluar la propuesta didéctica vamos a utilizar un disefio de investigacién mixto embebido, dénde

lo cualitativo va a estar embebido en lo cuantitativo y cuasi-experimental porque los grupos estan formados
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de antemano. Podremos comparar, asi, nuestra propuesta con la metodologia tradicional.

Dado que estamos trabajando con estudiantes de 2° de ESO y que éstos han visto una introduccion
al algebra en 1° de ESO, preguntaremos mediante un cuestionario con escala tipo Likert (puede ser con
emoticonos con rango muy triste-muy sonriente, para hacer el cuestionario més divertido) por su motivacion
y sus visiones del algebra, si les parece facil, diicil, divertida o si tiene utilidad. Asi conoceremos un poco
sus percepciones .

El docente serd el investigador, por tanto, la metodololgia cualitativa que vamos a seguir va a ser la de
investigacion-accion. Realizaremos nuestro estudio en dos ciclos. Ademads de la observacion sistemadtica en
clase, utilizaremos instrumentos como cuestionarios abiertos para conocer opiniones individuales, haremos
un focus group, que grabaremos en video, para extraer informacién sobre si los alumnos se sienten més
motivados, si tienen mas interés por las matematicas, y, en particular, si cambiaron sus creencias acerca
del algebra y por qué.

Recogeremos dos pruebas escritas “sorpresa”, porque sino los alumnos van a preparar el examen a clases
particulares y no estarfa claro si los resultados de la investigacién se deben a nuestra intervenciéon o a la
ayuda externa, de preguntas sobre el contenido, para ver cémo evoluciona nuestra propuesta didactica
y si resuelven bien los problemas. Observaremos los errores que cometen los alumnos, tanto desde una
perspectiva cuantitativa como cualitativa. El andlisis cualitativo de la primera prueba, de los cuestionarios
abiertos y de los focus group servird para replantearse las actividades que hay que introducir en clase y
proseguir con el segundo ciclo de la investigacién-accion.

Antes de la dltima prueba escrita, haremos otro cuestionario tipo Likert para conocer si han cambiado
las percepciones acerca del algebra y si ha incrementado su motivacién.

En el grupo de control haremos los cuestionarios con escalas tipo Likert sobre las percepciones acerca del
algebra y haremos las pruebas “sorpresa.”’, para ver si varian la motivacién y el aprendizaje introduciendo
las actividades ladicas y los juegos.

Nuestras preguntas de investigacion son las siguientes: El empleo de actividades lidicas y

juegos...
e ;incrementa el interés y la motivacion de los alumnos acerca del dlgebra?
e ;mejora el aprendizaje y los resultados académicos del alumnado?

Otra pregunta que nos queremos hacer es si existe una correlaciéon entre la motivacion hacia el dlgebra
v los resultados académicos del alumnado.
Fiabilidad y validez. En cuanto al ambito cualitativo tenemos que considerar la credibilidad, la

trasferibilidad, la fiabilidad y la confirmabilidad. En cuanto al &mbito cuantitativo, debemos tener en
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cuenta la validez interna (la validez de los cuestionarios, de las pruebas “sorpresa”, la presencia de variables
extranas, y las creencias del investigador) y la validez externa, es decir, si podemos replicar el estudio en
otras situaciones.

La mirada ética: la grabacién de video es més intrusiva que la de audio, pero aporta mayor informa-
cion. Tenemos que pedir los consentimientos pertinentes a las familias. Los videos no se difundiran, sélo
se utilizaran para la investigaciéon. Se intentard que los alumnos tengan un beneficio formativo y se hara
una interpretacion honesta de los datos.

En las Précticas externas se ha tenido la oportunidad de utilizar instrumentos cualitativos, como
la observacion sistematica. Cuando se realizaban juegos, los alumnos mostraban interés por hacerlos,
preguntaban dudas y debatian. Se pasé también un cuestionario en los dos grupos dénde se ha hecho la
intervencion, llamémosles grupo 1 y grupo 2, para saber si les habian gustado los juegos y por que razon,
v cudles les habfan gustado més. Los juegos que hemos propuesto a los alumnos han sido un cuadrado
mégico algebraico, una pirdmide numérica y un juego que trataba sobre descifrar la clave secreta de una
caja fuerte. Todos ellos figuran en la coleccién de actividades.

En las siguientes tablas figuran las razones por qué han gustado los juegos y cudles han sido los que

han gustado mas. Cabe tener en cuenta que a la primera pregunta algunos alumnos han dado varias razones.

CUADRO 5.1. Razones por qué han gustado o no han gustado los juegos a los alumnos del grupo 1
Elaboracién propia

Razones por las que gustan los juegos Namero de alumnos que da esas razones

8

Relacionados con el tema
Aprender matematicas
Aprender matematicas de
una forma mas tranquila
Divertidos/entretenidos 14
Cambiar la forma de dar
clase/ salir de lo comtuin
Gustan las matematicas
Se hacen cortas las clases
No da razones

Gustan los juegos

No gustan los No entender nada
juegos No sabia hacerlo

e i e il =)
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CUADRO 5.2: Razones por qué han gustado o no los juegos a los alumnos del grupo 2

Razones por las que gustan los juegos Nuamero de alumnos que da esas razones
Relacionados con el tema, 9

practicar, aprender y entender
Hacer calculos / calculo mental 2
Divertidos/entretenidos/me lo
pasé muy bien

Forma distinta a la habitual,
otro enfoque de dar la clase
Ayudan a pensar 1
Aunque no se me dan bien las

Gustan los juegos 13

o . 1
matematicas, lo entend{
No da razones 1
FEran complicados, los tiene que
N tan | . iy 1
© glllls 22 o8 haber mas divertidos
Jueg No me gustan las matematicas 1

eso es lo Ginico negativo

CUADRO 5.3: Respuesta a la pregunta ;Que juego te ha gustado mds? Elaboracién propia

Juego Namero de de alumnos a los que les ha gustado
Cuadrado magico 8
Piramide numérica 5

Clave secreta de la

caja fuerte 8

CUADRO 5.4: Respuesta a la pregunta: ;Qué juegos te han gustado mds? Elaboracién propia

Juego Namero de alumnos a los que les ha gustado
Cuadrado magico 9
Pirdmide numeérica 8

Clave secreta de la

caja fuerte g

No figuran en la tabla el nimero de alumnos a los que no les han gustado los juegos. Tanto en el grupo
1 como en el grupo 2 ha habido un alumno al que no le han gustado los juegos.

Cuando viene acompafniada por un razonamiento, la respuesta a la pregunta ;jque juego te ha gustado
mas?, suele ser del tipo: porque era mas facil, porque me ha parecido entretenido o divertido. Un alumno
ha contestado que le habia gustado el cuadrado mégico porque le recuerda al colegio.

En las siguientes paginas vamos a mostrar cuatro de los 45 cuestionarios cubiertos por los alumnos de
forma totalmente anénima. El anonimato tenia dos finalidades. La primera se debe a que los alumnos son
menores de edad, por lo que no se puede difundir ninguna informacién sin el consentimiento de su familia

o tutor legal. La segunda razon por la que queremos el anonimato de los cuestionarios es la esperanza de
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que los alumnos contesten la verdad sin tener miedo ni vergiienza, pues de otro modo podrian sentirse
intimidados ante tener que responder estas preguntas. Es de agradecer la participacion de los alumnos en
esta pequena encuesta para que podamos tener un poco de informacién real, en primera persona que nos

confirme que, aunque con excepciones, los juegos motivan al alumnado.
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Cuestionario sobre los juegos algebraicos

JRecordéis que clase hemos realizado un cuadrado mdgico algebraico, una pirdmide
numérica y un juego de descifrar la clave una caja fuerte? Estas actividades involucraban
ecuaciones de primer grado y sistemas de ecuaciones. lineales?

1. ;'Te han gustado los juegos realizados? Tu respuesta puede ser afirmativa o negativa,
pero debes justificarla.

S pqun. enon ekt § howot Combiads wr pos e s que
ot em doud.

2. Si te han gustado, ;Qué juego te ha gustado mas? ; Por qué?

El da o priweide. prgua o1, BOMOWAL ik 4 davenkids
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Cuestionario sobre los juegos algebraicos

JRecorddis que clase hemos realizado un cuadrado mégico algebraico, una pirdmide
numérica y un juego de descifrar la clave una caja fuerte? Estas actividades involucraban
ecuaciones de primer grado y sistemas de ecuaciones. lineales?

1. ;Te han gustado los juegos realizados? Tu respuesta puede ser afirmativa o negativa,
pero debes justificarla.

Sq',n"-? juslo MUCLO of q_uc eron Mu\j AA'Vt’r 'lfc!o‘s

2, Si te han gustado, ;Qué juego te ha gustado mds? ;Por qué?

ae - fwrie (or que era & s Gl

76
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Cuestionario sobre los juegos algebraicos

iRecorddis que clase hemos realizado un cuadrado maégico algebraico, una pirémide
numérica y un juego de descifrar la clave una caja fuerte? Estas actividades involucraban
ecuaciones de primer grado y sistemas de ecuaciones. lineales?

1. ;Te han gustado los juegos realizados? Tu respuesta puede ser afirmativa o negativa,
pero debes justificarla.

S, mae fan gmﬁdﬂpﬂqan'mﬂdiwdim'ﬂqh‘ oypdam
oo F?n(p'b

2. Si te han gustado, ;Qué juego te ha gustado mas? ;Por qué?

Mo fou qusthde o cuadrads NQled  pozqua. M
Ycuerdnm ol =\2q.0

77
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Cuestionario sobre los juegos algebraicos

(Recorddis que clase hemos realizado un cuadrado mégico algebraico, una pirdmide
numérica y un juego de descifrar la clave una caja fuerte? Estas actividades involucraban
ecuaciones de primer grado y sistemas de ecuaciones. lincales?

1. ;Te han gustado los juegos realizados? Tu respuesta puede ser afirmativa o negativa,
pero debes justificarla.

He o r\_&;.::.-‘rod;:b, on Sido u s, buarus. Retvmo. e cupoandes
Preternast | coum

2. Si te han gustado, ;Qué juego te ha gustado mas? ;Por qué?

¥ ‘?*:L-E:' PO YR O QraSRhedn ol sidhm uno. A Coerm dhg

nomMmecico pec Qe Me poTtacits wwowg ertreteaido
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5.7. Coleccion de actividades

Esta coleccion de actividades pretende ser un compendio de juegos de diferentes tipos y niveles de
dificultad, pues no todos los alumnos tienen el mismo ritmo de aprendizaje y responden a las actividades de
la misma manera. También se intentara utilizar la mayor variedad de recursos posibles, como ordenadores,
dispositivos moviles (si estan permitidos en el centro), PDI, materiales manipulativos, hojas fisicas de
problemas de ingenio o tableros de juego.

Algunas tareas se realizardn de manera individual, otras en pequefo grupo y otras con todos los

alumnos del aula.

5.7.1. Las identidades notables con material manipulativo

Es un juego de procedimiento conocido
Cuadrado de una suma: (a +b)? = a® + 2ab + b?
Ponemos un cudarado de lado a y en el vértice derecho superior de éste colocamos el vértice izquierdo
inferior del cuadrado de lado b y completamos el cuadrado con lo que falta: dos rectangulos de lados a y

b y tenemos un cuadrado grande de lado (a + b), por lo que su 4rea es (a + b)2. Se tiene la igualdad.

b

S T S v
\HN_J
oAb
Figura 5.1: Fuente: Elaboracién propia

Cuadrado de una diferencia: (a —b)? = a® — 2ab + b?
A un cuadrado de lado a le quitamos un cuadrado de lado b. Para obtener un cuadrado tenemos que quitar
los dos rectangulos de lados a y b y nos queda un cuadrado de lado (a — b), por lo que su area es (a — b)?

Se tiene la igualdad.
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Figura 5.2: Fuente: Elaboracién propia

Suma por diferencia: (a +b)(a —b) = a® — b?

A un cuadrado de area a® le quitamos un cuadrado de area b?, es decir a® — b. Nos olvidamos del
cuadrado de area b%. Construimos un cuadrado recortando los dos rectangulos sobrantes cuyos lados son
a — by b. Finalmente, colocamos el cuadrado y los dos rectidngulos en fila y obtenemos un rectangulo de

base a + b y de altura a — b.

Figura 5.3: Fuente: Elaboracién propia

Momento de hacer esta actividad: en clase, cuando expliquemos las identidades notables. En gran
grupo, siguiendo las indicaciones del docente, cada alumno hara sus manipulaciones.

Objetivo de esta actividad: que los alumnos conozcan una demostracion geométrica y manipulativa
de las identidades notables, y que entiendan el significado relacional del signo igual.

Tiempo estimado: 10 minutos para cada identidad notable.

Nivel de dificultad: nivel 3 ya que, aunque la actividad sea guiada, necesitan comprender lo que

estan haciendo.
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5.7.2. La balanza y las ecuaciones

Se trata de un juego de procedimiento conocido.

Una de las actividades manipulativas méas conocidas en el estudio de las ecuaciones es el simil de la
balanza. Para conseguir que una balanza de dos platillos esté en equilibrio se debe poner el mismo peso en
los dos platillos. En el Practicum se ha tenido la oportunidad de hacer esta actividad, después de aprender
el método algebraico para resolver ecuaciones. La actividad que proponemos consiste en los siguientes

pasos:
1. Dibujamos una balanza de dos platillos en un papel, cada platillo representa un miembro.

2. Podemos utilizar regletas de madera, pero dado que a veces los centros no disponen de ellas o no hay

suficientes, vamos a utilizar goma eva de colores rojo y azul. Ademés es un material mas econémico.

3. Cortamos rectangulos rojos, rectangulos azules, cuadrados rojos y cuadrados azules Los rectangulos
representan a las z y los cuadrados son las unidades. El color rojo representa lo positivo y el color

azul representa lo negativo ( calor y frio, como en un grifo o en un termémetro).
4. Se colocan piezas distintas en ambos platillos de la balanza.

5. Se dice a los alumnos la siguiente regla del juego: en la balanza debe quedar una dnico rectangulo de
color rojo en uno de los dos platillos. Para conseguirlo, un rectangulo rojo (azul) se quita anadiendo
uno azul (rojo), pero para ello necesitamos anadir un rectangulo azul (rojo) en el otro platillo porque
sino se desequilibra la balanza. Un cuadradito rojo (azul) se quita anadiendo uno azul (rojo), pero

para que no se desequilibre la balanza hay que anadir un cuadradito azul (rojo) en el otro platillo.

Al principio no es necesario hablar a los alumnos de x, de incognitas ni de ecuaciones, simplemente lo
planteamos como un juego. Otro dia ponemos en lenguaje simbolico, los pasos que hemos realizado con la
balanza.

Vamos a resolver de forma manipulativa la siguiente ecuacién 2z — 1 — 3x = —2x + 2.

b3

~~

Figura 5.4: Fuente: Elaboracién propia
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Momento de hacer esta actividad: en clase, antes de explicar las ecuaciones, de forma individual.
Luego, traduciremos estas expresiones al lenguaje algebraico, también de forma individual, y se hara una
puesta en comun.

Objetivo de esta actividad: que los alumnos entiendan por qué las letras y los niimeros cambian de
signo al cambiar de miembro y que conozcan el significado condicional del igual en las ecuaciones.

Tiempo estimado: 30 minutos para hacerlo y 30 minutos para traducir algunas manipulaciones al
lenguaje algebraico.

Nivel de dificultad: nivel 2 cuando se esta trabajando de forma manipulativa. Nivel 4 cuando man-

damos a los alumnos que traduzcan las manipulaciones al lenguaje algebraico.

5.7.3. El analisis de una vineta

Presentamos aqui una vineta matemaética, en este caso relacionada con la parte de &lgebra de los
primeros cursos de la Educacién Secundaria, debido a la tematica de este TFM. Joséphine Guidy Wandja
es una profesora de la universidad nacional de la Costa de Marfil, que goza de un merecido prestigio en
Francia. Publicé en 1985 un libro de cémic titulado Yao crack en math, con los dibujos de Jess Sah Bi. La
misma autora indica que desde el momento en que un profesor de mateméticas dice al nifio que “salga a
la pizarra”, se pone nervioso como Yao.

Yao es un nino africano en clase de matematicas. Las escenas se corresponden con situaciones reales y
recogen respuestas habituales de los alumnos.

La vineta fue traducida por Flores (2003)

] i ¢Que quieres decir con
¢Es decir? P que rencros
Es decir que ya estd o x

Que tenemos la x

7

Umm. IQue ®enemos)
un \alo
No?

Figura 5.5: Fuente: Flores (2003)
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Momento de hacer esta actividad: en clase, cuando estemos realizando problemas con ecuaciones.
Se realizara mediante un debate en gran grupo.

Objetivo de esta actividad: que los alumnos aprendan a dar significado en la resoluci’on de proble-
mas a las soluciones de las ecuaciones.

Tiempo estimado: 5 minutos

Nivel de dificultad: nivel 3

5.7.4. Un truco facil

Para esta actividad nos hemos inspirado en el truco facil de BBC (2018).

El profesor ordena los alumnos lo siguiente:
1. Elige un ntimero

2. Multipicalo por 3

3. Sumale 6 al resultado

4. Divide este resultado entre 3

5. Réstale el niimero que elegiste al principio.

El profesor dice a los alumnos:

- Os ha dado dos como resultado, ;a que si?

El profesor pide a los alumnos la justificacion algebraica.

Momento de hacer esta actividad: en clase, cuando estemos trabajando las operaciones con poli-
nomios. Se realizara en gran grupo.

Objetivo de esta actividad: que los alumnos aprendan a traducir expresiones del lenguaje natural
al algebraico.

Tiempo estimado: 10 minutos

Nivel de dificultad: nivel 2

5.7.5. La piramide numérica

Es un juego de conocimiento y de estrategia
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636

32

11

81 7
58

Figura 5.6: Fuente: Villagran y Olfos (2001)

En una pirdmide numérica, la suma de dos ntmeros de dos rectangulos de abajo es el ntimero del
rectdngulo inmediatamente superior a esos dos rectangulos.

En esta pirdmide numérica se requiere de las ecuaciones de primer grado para resolverla. Lo mas dificil
aqui es darse cuenta en que rectangulo poner la primera z. En este caso, sale facil si se coloca la primera
x en el tercer rectangulo de la segunda fila (contando de abajo arriba).

Momento de hacer esta actividad: en clase, mientras estamos estudiando las ecuaciones de primer
grado. Se realizard de manera individual.

Objetivo de esta actividad: hacer pensar a los alumnos para que sean capaces de crear estrategias
v que desarrollen su sentido de la iniciativa.

Tiempo estimado: 30 minutos

Nivel de dificultad: nivel 4, ya que es dificil saber dénde colocar la primera z. Es de “idea feliz”.

5.7.6. Los cuadrados magicos

Es un juego de conocimiento y de estrategia.

Un cuadrado méagico es un objeto matematico formado por cuadrados mas pequenos con niimeros,
en el que cada fila, columna y diagonal suman lo mismo. Ejemplos de cuadrados magicos famosos son el
que aparece en el grabado Melancolia I de Durero, el de la fachada posterior de la Sagrada Familia o el
cuadrado magico apocaliptico, en el que cada fila, suma y diagonal suma 666, el llamado niimero de la
Bestia.

Para trabajar la metodologia del aprendizaje basado en proyectos se propondré los alumnos un proyecto
en pequenos grupos sobre los cuadrados mégicos y su historia. Tendrdn que construir cuadrados mégicos
3x3 con ecuaciones cuyas soluciones sean los nimeros del cuadrado magico. Se les pedird extenderlo a una
dimensién mayor y también se les pedird que construyan un sudoku con ecuaciones. Finalmente, todos los

grupos expondran en clase sus hallazgos y sus logros.
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Figura 5.7: Fuente: Gaussianos (2012)

Momento de hacer esta actividad: En clase y en casa, mientras estamos estudiando ecuaciones de
primer grado.

Objetivo de esta actividad: hacer pensar a los alumnos para que sean capaces de crear estrategias y
que desarrollen su sentido de la iniciativa. Como es un proyecto colaborativo, también se busca desarrollar
las habilidades sociales.

Tiempo estimado: dos semanas. Cada grupo tendra que presentar sus hallazgos al resto de la clase
en una sesion.

Nivel de dificultad: nivel 4, ya que es dificil encontrar ecuaciones cuya soluciéon den los nameros del
cuadrado magico.

En el Practicum se ha podido resolver un cuadrado magico algebraico que no tenfa niimeros, los
nimeros eran las soluciones de ecuaciones. No era una actividad tan compleja como la que proponemos

aqui. Era el siguiente ejercicio individual:
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Cuadrado magico algebraico.

Un cuadrado magico es una tabla donde se dispone de una serie de niumeros enteros en un
cuadrado de forma tal que la suma de los niimeros por columnas, filas y diagonales principales
sea la misma.

1. Rellena el cuadrado méagico resolviendo las ecuaciones que aparecen abajo.
2. Encuentralos valoresdey, z, vy w.

a) b) c)
&y?
d) e) f)
iz?
g h) i)
éiv?
) q) 1)
iw?
a) -(x-1)=-15 X+5 _ 2x43
) - (x-1) g HE-Z
b) x+7=12x-3-8x+1 P ik i
4 36 9
C:I 3_x_1_3x+2 i} x-l_x—3:_1
2 4 3 )
d) s — j) 2(2x-3)=6+x
6 4
e)-x-(2-4-2x)=13 q)2(x-5)=20
fyx=5x+2(-3x+8) )2(x+1)-3(x-2)=x+6

Figura 5.8: Fuente: Motimatematicas (2015)
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5.7.7. Subir al cero

Este es un juego de procedimiento conocido. Se juega entre dos personas

Necesitamos un tablero de “subir al cero”, un dado y dos fichas, una para cada jugador.

.
C

3a+2
2

Figura 5.9: Fuente: Villagran y Olfos (2001)

Las reglas del juego son las siguientes:

1. Los dos jugadores tiran el dado para decidir quien empieza el juego.

2. El primer jugador lanza un dado y con el resultado del dado calcula el valor de la expresion de alguno
de los caminos que salen de la casilla negra inferior. Este jugador apunta como puntuacién el valor

de la expresiéon obtenida. Para ser valido este valor debe ser un nimero entero.
3. El segundo jugador hace lo mismo.

4. Las casillas pueden ser ocupadas por los dos jugadores.
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5. Después de cinco turnos, los jugadores llegan al tltimo nivel antes del cero. Tienen que intentar sacar

con el dado las raices del correspondiente polinomio x — 1, x — 20 « — 3.

6. El juego termina cuando los dos jugadores han subido al cero. El que haya subido primero obtiene

10 puntos adicionales.

Gana el jugador que méas puntuacién haya obtenido.

Las sucesivas puntuaciones se van apuntando en la siguiente tabla:

Jugada n® Puntos primer jugador | Puntos segundo jugador

Bl ]|=

4]

Puntos adicionales
Total

Figura 5.10: Fuente: Villagran y Olfos (2001)

Momento de hacer esta actividad: en clase, durante las explicaciones sobre polinomios. Se formaran
parejas para realizar esta actividad.

Objetivo de esta actividad: que los alumnos practiquen la sustituciéon de ntmeros en expresiones
algebraicas.

Tiempo estimado: Una sesién.

Nivel de dificultad: nivel 2, puesto que so6lo se trata de sustituir valores en las expresiones algebraicas

correspondientes.

5.7.8. El problema de la sandia

Hemos adaptado el acertijo que aparece en la pagina 207 de Pickover (2002).

Maria fue a una fruteria y pregunta:

-;,Cuanto cuesta esta sandia?

El frutero le contesta:

- Si usted es capaz de responder a esta pregunta matematica de manera correcta en menos de 15
segundos y sin utilizar lapiz y papel, tendra gratis un kilo de cerezas. Si su respuesta es incorrecta me
pagara § euros.

Es un buen trato, pues me encantan las cerezas - dijo Maria- pero debo advertirle que soy doctora en
matemaéticas.

El frutero le dio a Maria una tarjeta con la siguiente pregunta:
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Si esta sandia pesa 10 kilogramos méas la mitad de su propio peso, ;cuinto pesa?

Pueden ayudar a Marfa en esta rara pregunta?

Nuestros alumnos podran utilizar papel y lapiz y méas de 15 segundos. Daremos 10 minutos para que
piensen en este problema.

Momento de hacer esta actividad: en clase, mientras estemos estudiando ecuaciones de primer
grado, De manera individual y puesta en comun.

Objetivo de esta actividad: hacer pensar a los alumnos. Traducir el enunciado a notacién algebraica
v resolver la ecuacién resultante.

Tiempo estimado: 10 minutos

Nivel de dificultad: nivel 3.

La siguiente pregunta es un poco mas dificil. Tabién esta inspirada en (Pickover, 2002).

Si la sandia pesa 10 kilogramos mas dos veces su propio peso, jcuanto pesa?

i Pueden nuestros alumnos resolverla sin ldpiz y papel?

Al plantear este enunciado a nuestros alumnos, estamos rompienedo el contrato didéctico. Por un lado,
piensan que las matemaéticas no se pueden hacer sin lapiz y papel. Por otro lado, el problema no tiene
solucion, algo a lo que los alumnos no estan acostumbrados los estudiantes. Pero sélo hay que darse cuenta
de que cualquier cosa no puede pesar dos veces su propio peso més 10 kilogramos. Es un absurdo. Si
permitimos a nuestros alumnos que planteen la ecuacién, llegardn a una solucién que es un peso negativo,
por lo que tendran que pensar si eso es admisible como solucién del problema.

El objetivo de esta actividad es fomentar el espiritu critico ante un problema y que se planteen al

principio si tiene sentido resolverlo.

5.7.9. Perros y gatos

Acertijo basado en el acertijo de la pagina 210 de Pickover (2002).

Maria vive en un pueblo alejado de las grandes ciudades. En ese pueblo hay animales de todo tipo,
hay pajaros, hay ardillas y, por supuesto perros y gatos.

El ntmero de perros méas diez gatos es dos veces menor que cinco veces el ntimero de perros, jcuantos
perros hay en el pueblo?

Al plantear este acertijo también estamos rompiendo el contrato didactico. En el enunciado de este

problema tenemos datos que sobran. Nos preguntan el ntimero de perros que hay en el pueblo y nos
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hablan de que también hay gatos por lo que los alumnos van a denotar p a los perros y por g a los gatos
y plantearan la siguiente ecuacién

p+10g = 5p — 2

y dirdn que el problema tiene infinitas soluciones. Pero no nos importa si esos diez animales son gatos o

no, simplemente no son perros por lo que la ecuacién que hay que resolver es esta:

p+ 10 =5p — 2.

Momento de hacer esta actividad: en clase, mientras estemos estudiando ecuaciones de primer
grado. De manera individual y puesta en comin.

Objetivo de esta actividad: hacer pensar a los alumnos y que conozcan problemas con maés datos
de los necesarios. Traducir el enunciado a notacién algebraica y resolver la ecuacién resultante.

Tiempo estimado: 10 minutos

Nivel de dificultad: nivel 3 .

5.7.10. La clave secreta de la caja fuerte

Este juego esta inspirado en Juegos y mateméticas. Pasatiempos y juegos en clase de matematicas
(2013). Se ha tenido la oportunidad de hacer esta actividad en el Practicum y algunos alumnos lo resol-
vieron por “la cuenta de la vieja”. Pero se puede resolver mediante sistemas de ecuaciones con mas de dos
ecuaciones y con més de dos incognitas. Eso no impide que los alumnos de 2° de ESO puedan resolver el
acertijo, por ejemplo aplicando el método de reduccion varias veces. El acertijo es el siguiente:

Pepa se olvido la clave de su caja fuerte. Pero seguro que vosotros podéis ayudarle a recordarla, pero

se acuerda de algunos detalles que pueden ser de ayuda:

e La clave tiene 5 cifras. Podéis denotar a estas cifras con las letras a,b,c,d y e.

La primera cifra y la segunda suman 17.

La segunda y la tercera suman 15.

La tercera y la cuarta suman 15

La cuarta y la quinta suman 9.
e La primera y la tltima suman 8.

Momento de hacer esta actividad: en clase, mientras estemos sistemas de ecuaciones lineales de

dos ecuaciones con dos incégnitas. De manera individual y puesta en comin.
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Objetivo de esta actividad: que los alumnos traduzcan las expresiones del lenguaje natural al
algebraico y que desarrollen estrategias para poder resolverla con éxito.
Tiempo estimado: 20 minutos

Nivel de dificultad: nivel 3.

5.7.11. Sistemas con dibujos

Este tipo de sistema es habitual encontrarlo en redes sociales como un reto. Eso hara que los alumnos

muestren interés por aprender a resolverlos.
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Figura 5.11: Fuente: Las mates de Mariel (2019)

Momento de hacer esta actividad: en clase, mientras estemos estudiando sistemas de ecuaciones.

De manera individual y puesta en comin.

Objetivo de esta actividad: que los alumnos escriban los dibujos en lenguaje algebraico, que cojan
agilidad en la resolucién de sistemas de ecuaciones y que piensen cémo resolverlos

Tiempo estimado: 20 minutos

Nivel de dificultad: nivel 3

5.7.12. Otras actividades

Se pueden realizar gymnkhanas matematicas, batallas matematicas o Kahoot!.

Una muestra de Kahoot! de elaboracion propia se puede ver en el siguiente enlace:
https://create.kahoot.it /details/cf09a023-0655-4018-8238-3eb57bf7b035

Se asignd para casa, puesto que estaba prohibido llevar dispositivos mdviles y, debido a la pandemia
los alumnos no podian moverse mucho de su clase. El plazo para hacerlo fue de tres dias. Al final, tiene

algunas preguntas sobre el bloque de funciones porque ya habian empezado a estudiarlo cuando se hizo la

actividad.



Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Andlisis critico de la propuesta

Es clara la importancia del 4lgebra en el curriculo de secundaria, tal y como se desprende de la legis-
lacion. En este capitulo vamos a hacer una reflexion critica de nuestra propuesta de implementacién de
actividades ludicas y juegos para la ensenanza del dlgebra en 2° de ESO. Aunque este analisis se veria
enriquecido si pudiésemos llevar a cabo la investigacién de forma rigurosa, la literatura y las experien-
cias propias dan cuenta del potencial que tienen las actividades lddicas, como el humor o los materiales
manipulativos, y los juegos en la ensenanza de las matematicas.

Los beneficios del empleo del humor en clase de mateméticas viene soportado por las investigaciones
de Flores (2003).

Las ventajas del uso de los materiales manipulativos para aprender el 4dlgebra estan respaldadas por
las investigaciones de Long et al. (2020), Bouck y Park (2018) y Carbonneau et al. (2013).

El potencial que tienen los juegos para aprender el algebra se ve sustentado por las entrevistas que
hizo Esteve-Toméas (2014) a Gairin, Deulofeu y Mallart, quien da mucha importancia al control del grupo,
ademaés de las investigaciones de Gairin (1990) y los estudios de Gardner (1988) y Corbalan (1994) citados
por el mismo.

Ademas las experiencias propias durante el periodo de practicas han sido muy enriquecedoras en cuanto
al uso de actividades ladicas y juegos. Las actividades que se han podido realizar han sido bien recibidas
por los alumnos, que mostr6 interés por ellas. En el cuestionario anénimo que les hemos pasado se ve
reflejado que les han gustado.

Vamos a reflexionar sobre algunas ventajas de nuestra propuesta de implementacién de actividades

ladicas y juegos.
e Hacen la clase mas dindamica y maés divertida, muestran una cara de las matematicas totalmente
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desconocida por los alumnos.
e Incrementan el interés y la motivacién de los estudiantes hacia las matemaéticas.

e Algunas de las actividades que hemos propuesto se relacionan con la vida cotidiana y la cultura

popular.

e Favorecen el aprendizaje auténomo del estudiante al no depender siempre de un profesor, la creati-

vidad, la investigacion, el sentido critico, la estrategia y la autogestion del aprendizaje.
e Facilitan el trabajo en grupo y la generacién de debates.

e Muestran el error como una poderosa fuente de aprendizaje. El error no es senal de fracaso, el error

significa que uno se ha dado cuenta de que no iba por el buen camino.

e La implementacion de actividades lidicas y juegos hace que se produzca una mayor comprensioén de

los contenidos y potencia el aprendizaje significativo.

e Los juegos colaborativos requieren de la unidad de todos los componentes del grupo para resolver la
actividad con éxito. Favorecen el desarrollo de las habilidades sociales y de los procesos de toma de

decisiones.

e Los materiales manipulativos son muy ttiles para realizar demostraciones visuales o introducir las

ecuaciones.

Aunque, la implementaciéon de actividades ludicas y juegos tiene grandes ventajas, también presenta

clertos inconvenientes.

e La falta de tiempo. Es muy dificil introducir innovaciones en clase cuando el profesor tiene prisa
porque debe dar el programa completo. Sin embargo, con una estricta planificacién, se podrian

realizar actividades de caracter mas ladico.

e Aunque se proporcionen guias con recursos, muchos profesores no se ven capaces para introducir los
juegos en un primer momento. Algunos incluso pensaran que realizar este tipo de actividades es una

pérdida de tiempo.

e Los estudiantes estan acostumbrados a metodologias tradicionales, por lo que trabajar con material
manipulativo les parecera algo infantil o resolver juegos de ingenio les parecera dificil, sobre todo

cuando requieren del espiritu critico.
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e Muchos estudiantes cuando oyen la palabra “juego” se les viene a la cabeza algo fécil, pero los juegos

matematicos requieren esfuerzo.

e En los juegos y proyectos cooperativos se requiere la participacion de todos los integrantes del
grupo para poder resolver la actividad con éxito, lo que, a veces, no funciona, por ejemplo, debido
enemistades de un alumno con otro compafiero o a la existencia de un lider que piensa saberlo todo

y los demds componentes se dejan llevar por las decisiones que él toma.

El docente deberé transmitir a los alumnos las bondades del trabajo con actividades lidicas y juegos
para poder salvar todas estas desventajas y debera apoyar a los alumnos en el desarrollo de las actividades.
Pero el mayor obstéculo es la percepcién de cada profesor. Si el docente no cree que las actividades
ladicas y los juegos pueden incrementar la motivacién y el interés de los alumnos por las matematicas vy,
en particular, por el dlgebra, no importa la informacién que haya disponible acerca de esta metodologia

ni la formacién que haya recibido sobre ella.

6.2. Limitaciones de la propuesta y futuras lineas de trabajo

La propuesta que aqui presentamos fue adaptada para 2° de ESO, por lo que las actividades ludicas y
los juegos que planteamos estan adaptados a este nivel.

Confiamos en el interés que muestren los alumnos hacia las actividades para que la implementacion de
las actividades que proponemos dé sus frutos.

Aunque ya se ha tenido la oportunidad de realizar algunos juegos con los alumnos durante el periodo
de précticas, eso no ha sido el desarrollo completo de nuestra propuesta. Atan asi hemos observado cierta
motivacion en clase y cierto gusto por los juegos tal y como transmiten los resultados del cuestionario que
les hemos mandado cubrir.

Seria muy interesante poder llevar nuestra propuesta de investigacion teérica a la practica y ver cuél
es el impacto real de los juegos y las actividades ludicas de una manera mas rigurosa.

Dejamos varias lineas de investigacién abiertas.

e Una linea abierta que dejamos que el investigador interesado estudie si funcionan los mismos juegos
en todo contexto social o de aula o si, por el contrario, en algunos centros o aulas funcionan mejor

unos que otros.

e Investigar sobre la incorporacién de juegos que no sélo tengan que ver con el algebra, sino que al

mismo tiempo estén relacionados con otras ramas de la matemética y con otras asignaturas.
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e Investigar acerca de la divulgacién matematica de temas més complejos en el nivel dénde impartamos

la clase, intentando hacer asequibles estos temas para un ptublico més joven.

e [nvestigar sobre la humanizacién de la asignatura que puede aportar la relacién de las matematicas

con la historia, con el arte, con la musica o la literatura.
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