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Resumen

Fabricar Matematicas con las manos permite acercarse a conceptos y resultados abstrac-
tos. En este trabajo se pretende estudiar como distintas construcciones geométricas que
forman parte del curriculo de la materia de Matematicas de Bachillerato pueden realizarse
simplemente doblando una hoja de papel. Desde el Teorema de Pitagoras hasta los pro-
blemas de la geometria clasica griega, pasando por las propiedades béasicas del tridngulo,
la papiroflexia ofrece una alternativa a la regla y el compés para abordar y visualizar pro-
blemas y resultados geométricos de manera lidica. Todo ello se llevara a cabo integrando
las diferentes competencias propias del méster, en particular relacionadas con el disefio

curricular, la practica docente y la metodologia y evaluacién, entre otras.

Palabras clave: Papiroflexia, herramienta didactica, aprendizaje en Matemaéticas, diseno de

actividades de aprendizaje.

Abstract

Building Mathematics with your hands allows the student to approach abstracts concepts
and results. This paper aims at examining how different geometric constructions, which
are part of the Bachillerato’s curriculum of the subject of Mathematics, could be conduc-
ted simply by folding a paper sheet. From the Pythagorean Theorem to the classical Greek
geometry problems, going through the basic properties of the triangle, Origami offers an
alternative to ruler and compass for tackling and visualizing problems and results from a
ludic perspective. All of that will be accomplished bringing the different competences of
the master degree together, in particular those associated with curriculum design, teaching

practice and methods and evaluation, among others.

Key words: Origami, didactic tool, Mathematic learning, learning activities design.
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Motivacion

El aprendizaje de las Matematicas en las diferentes etapas educativas supone, para muchos
alumnos y alumnas, una ardua tarea. En particular, el alumnado de Bachillerato ha de
enfrentarse a un nivel de abstracién superior al trabajar los contenidos del curriculo de
Matematicas establecidos en la Ley Educativa vigente, la LOMCE, que tradicionalmente
se abordan desde una perspectiva teérica. La suma de abstraccién y teoria provoca en los
estudiantes un desencanto hacia la materia que produce una pérdida de motivaciéon en el

aula al considerar las matematicas como "algo alejado de la realidad".

Al recorrer las distintas asignaturas del master, he comprendido que muchos son los fac-
tores que influyen en el proceso de aprendizaje y ensenanza. Las estrategias de ensenanza
y aprendizaje disefiadas por el docente son decisivas para promover el aprendizaje sig-
nificativo del alumno, asi como su interés y motivacién en la materia. Entre ellas, las
herramientas o recursos didacticos méas adecuados a la situacién de aprendizaje que se
pretende desarrollar pueden ser de gran ayuda para conseguir esos objetivos, tanto como
apoyo en las explicaciones del docente, o como material con el que el estudiante pueda

experimentar y estimular su aprendizaje.

Como futura docente de Educacién Secundaria Obligatoria y Bachillerato, la motivacién
de este Trabajo Fin de Master surge en la biisqueda de metodologias y técnicas didacticas
no convencionales que faciliten la comprension de conceptos matematicos abstractos, a la
vez que despierten la motivacién de los estudiantes en el aula. Asi, aparece la Papiroflexia
como una herramienta didactica que acerque de forma tangible y visual las mateméticas al
alumnado de Bachillerato, de forma que los conceptos queden representados en una hoja
de papel y que sean los propios estudiantes los que los construyan. Se pretende conseguir
en el alumnado un aprendizaje significativo de los procedimientos y conceptos trabajados
mediante el disefio de actividades de aprendizaje y ensenanza basadas en Papiroflexia, y

centradas en el desarrollo competencial, tan fundamental para el alumnado.






Introduccion

Este Trabajo Fin de Méster busca presentar la Papiroflexia como una herramienta didéc-
tica para el aprendizaje y la ensenanza de las matematicas en Bachillerato. Por ello, a lo
largo de este documento se desarrollaran distintos apartados que nos guien hasta el disefio
de actividades basadas en Papiroflexia y contextualizadas en un aula de matematicas en

el nivel de Bachillerato.

La estructura que seguird este Trabajo Fin de Master serd la siguiente: En el primer
capitulo, titulado FEl arte de la Papiroflexia, se realiza una breve introduccién histérica de
esta técnica con la que descubrir su evolucién hasta nuestros dias, en los que la Papiroflexia
es usada cada vez mas en el &mbito cientifico. Se enumeran los Axiomas de Hatori-Huzita
que seran las “reglas del juego” en las que se cimentaran las actividades de plegado de
papel. En la tltima seccién del capitulo se describe la relacién que existe entre esta técnica
y la materia que nos concierne, la Matematica, donde se realiza un conciso compendio de los
resultados algebraicos més relevantes que se esconden tras los procedimientos de plegado

de papel.

El segundo capitulo, titulado La Papirofiexia en el dmbito educativo, busca realizar un
andlisis de la utilizacion de la Papiroflexia como herramienta didactica, apoydndose en
estudios previos de distintos autores para reflexionar sobre sus puntos fuertes e incon-
venientes a la hora de ponerla en practica, tanto desde la perspectiva del docente como
del alumnado. En el segundo apartado, el estudio se centrard en la Papiroflexia como
herramienta didactica especifica de la Matematica, valorando su capacidad de acercar los
conceptos mas abtractos de una forma visual y tangible al alumnado. Por dltimo, se con-
sidera la contribucién que las actividades basadas en plegado de papel pueden hacer al
desarrollo competencial del alumnado, y cudles son las metodologias que la Papiroflexia

invita a poner en practica en las aulas.

En el capitulo tercero se llega, eventualmente, al objetivo tltimo de este Trabajo Fin de
Master: el disenio de actividades para el aprendizaje de las matematicas basadas en la
Papiroflexia y contextualizadas en el aula de Bachillerato. En primer lugar, se lleva a cabo
un analisis del curriculo de la materia de Matematicas en Bachillerato para identificar
aquellos tépicos y contenidos apropiados a ser trabajados por medio de actividades de
Papiroflexia. A continuacién, se plantea el disefio de cuatro Actividades describiendo, para
cada una de ellas, los contenidos del curriculo y extracurriculares que se van a trabajar,

los procedimientos de plegado de papel que se deben realizar para trabajar esos contenidos
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con Papiroflexia, las metodologias, recursos y temporalizacién que se han escogido para el

desarrollo de cada actividad y finalmente, la evaluacién de la misma.

Durante la fase de intervencién del periodo Practicum de la asignatura Prdcticas Faternas,
se pudo llevar a cabo una puesta en practica de una primera aproximaciéon de una de las
actividades diseniadas en el Capitulo 3. La descripcién de esta propuesta didactica basada
en Papiroflexia como experiencia real en un aula de Bachillerato, junto con el anélisis y

las conclusiones que se obtuvieron de la misma, se exponen en el capitulo cuarto.

Finalmente, el capitulo quinto estard dedicado a la reflexiéon sobre la Papiroflexia como
herramienta didactica para el aprendizaje de las matematicas en Bachillerato junto con

las conclusiones finales obtenidas en el proceso de realizaciéon de este documento.

Para la elaboracién de este documento ha sido necesario integrar los distintos saberes y
competencias adquiridos al cursar las asignaturas del master, siendo de especial impor-
tancia aquellas propias de la especialidad de Matematicas. Entre ellas Complementos de
Matemdticas, Innovacion docente en Matemdticas y particularmente, las asignaturas de
Diddctica de la Matemdtica y Metodologia y Fvaluacion en Matemdticas, ya que han sido

la base del diseno de las actividades del capitulo tercero.



Capitulo 1

El arte de la Papiroflexia

La Papiroflexia (del latin papyrus, papel y flezus, doblado), también conocida por el tér-

L' (orus, doblar y kami, papel), es el arte de construir figuras re-

mino japonés Origami
conocibles utilizando la técnica del doblado de papel. En primera instancia, la variante
mas tradicional de la Papiroflexia partia de un tnico papel cuadrado. La gran variedad
de combinaciones de pliegues posibles permitia construir figuras realmente complejas que
modelaban la realidad. El arte de la Papiroflexia ha evolucionado de manera sorprendente
a través del tiempo, originando diferentes corrientes. En los tultimos 30 anos, la Papirofle-
xia ha cobrado especial importancia entre matematicos y cientificos como herramienta que
permite realizar demostraciones elegantes de algunos métodos matematicos, enmarcadas
en la geometria, simetrias y proporciones en que se basan los procedimientos de plegado

de papel.

1.1. Historia de la Papiroflexia.

Son muchos los investigadores, como Engel (1994) o Royo Prieto (2002), que coinciden en
situar el origen de la Papiroflexia en la China del siglo I a.C. , a resultas de la invencién del
papel. Esta técnica serd introducida por los monjes Budistas en Japén en el siglo VI, donde
evoluciona y se cultiva hasta convertirse en un arraigado arte de la cultura y tradiciéon

japonesa, conocido con el nombre de Origami.

En el periodo Heian, del 794 al 1185, el Origami guardaba una estrecha relacién con el
ambito ceremonial. El papel era un bien al que solo las clases altas de la sociedad podian
acceder debido a su elevado coste. En esta época, el arte del doblado del papel adquiria un
marcado sentido espiritual. En el periodo Muromachi, del 1338 al 1573, el papel se vuelve
mas asequible. Asi, la figura de Origami que portaba cada individuo permitia referir la
clase social a la que pertenecia. Es durante el periodo Tokugawa, de 1603 a 1867, cuando

el arte del Origami sufre su mayor exaltacion cultural.

'El término “origami” no hizo referencia a la técnica de plegado de papel hasta el periodo Showa, de
1926 al 1989. (Hatori, s. f.)
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Sin embargo, Japén no fue el tnico lugar en el que se practico este arte. Simultdneamente,
los 4rabes procedentes del Norte de Africa, entre los que se encontraban grandes matemé4-
ticos y astrénomos, también desarrollaron la técnica del doblado de papel. Sus estudios
se centraron en la geometria del cuadrado y en la utilizacién de la trigonometria para
la representacion de mapas estelares. Fueron ellos quienes introdujeron la Papiroflexia
en la Peninsula en el siglo VII, influencia que se puede observar en las teselaciones? del

monumento de la Alhambra de Granada.

En consecuencia, la Papiroflexia moderna (aquella anterior a 1980) evoluciona en dos co-
rrientes muy diferenciadas. Por un lado, la Escuela Japonesa, en la que el arte del Origami
es practicado por artistas no cientificos, cuya busqueda era la expresién de la esencia de
las figuras deribado del sentido espiritual que adquiria la practica de este arte. Por otro
lado, la Escuela Occidental, desarrollada en Europa, en la que los papiroflectas estaban
principalmente ligados al ambito cientifico, y en sus construcciones buscaban la exacti-
tud de las figuras. Cabe mencionar la figura de Akira Yoshizawa (1911, Jap6n), impulsor
de la Papiroflexia moderna que, junto a las aportaciones de Samuel L. Randlett (1930,
Estados Unidos), en 1956 estableci6 el Sistema Yoshizawa-Randlett?. Este cdigo para la
representacién de dobleces permitia la difusion de esta técnica mediante una simbologia

universal.

En 1878 se celebra la Exposicién Universal de Paris, que supone el contacto entre las dos
corrientes, occidental y oriental. Hoy en dia no existen practicamente disimilitudes entre
ambas. Se debe indicar en este apartado otra corriente de la Papiroflexia moderna como es
la Papiroflexia Modular (Royo Prieto, 2002), la cual consiste en plegar piezas sencillas para

después ensamblarlas constuyendo modelos geométricos, en su mayoria en 3 dimensiones.

Por tltimo, se dedica una mencién especial al filésofo y escritor espanol Miguel de Unamuno
(1864, Bilbao), referente de la Cocotologia, vocablo ideado por él mismo para referirse a
la papiroflexia como “el arte de construir pajaritas* de papel”(Asociacién Espafiola de
Papiroflexia [AEP], 2012 -2020). Gran aficionado de este arte, era habitual encontrarle en
los cafés de Salamanca plegando servilletas de papel. Escribié la obra titulada “Apuntes
para un tratado de cocotologia” (1969), en la que defendia la practica del doblado de pa-

pel sin recurrir a cortes como via de estudio de las propiedades aureas del cuadrado inicial.

”;Por qué cortar si en la superficie de una hoja de papel ya estan
trazados todos los caminos del universo?”

Miguel de Unamuno.

2Las teselaciones son patrones de figuras que recubren totalmente una supercie plana de forma que no
se superpongan entre si y no queden espacios sin cubrir.

3Este sistema fue descrito por primera vez en Randlett (1961).

4Del francés coloquial cocotte, pajarita.
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1.2. Axiomas de Hatori-Huzita.

En 1989, el matemético Humiaki Huzita (1924, Jap6n) describe en Huzita (1989) seis axio-
mas que sistematizaban los procedimientos u operaciones de plegado y permitian resolver
problemas geométricos mediante la herramienta de la Papiroflexia. Més tarde, en 2001,
Koshiro Hatori especificaria un séptimo axioma (Hatori, 2001). Conjuntamente, estos siete
axiomas que proporcionan las “reglas del juego” de la Papiroflexia son conocidos como los

Axiomas de Hatori-Huzita.

Es considerable aclarar que, aunque el nombre de estos Axiomas se deba a los matematicos
referidos en el parrafo anterior, ellos no fueron los primeros ni los inicos en introducir y
describir las capacidades del origami y las operaciones mas elementales del plegado de pa-
pel. El matematico francés Jacques Justin ya expuso con anterioridad las siete “operations
elementaires de pliage” en su obra ”Resolution par le pliage de I’equation du troisieme de-
gré et applications géométriques.” (Justin, 1986). Por esta razén, los Axiomas son también

conocidos bajo el nombre de Aziomas de Huzita-Justin.

Se enumeran a continuacién los Axiomas de Hatori-Huzita que presentan el doblado de

papel como una herramienta de construccién geométrica:

= (O1). Dados dos puntos P; # P», realizar el tnico pliegue que pasa por P} y P.
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» (Oy4). Dados un punto P; y una recta Iy, realizar el inico pliegue perpendicular a [;
que pase por Pj.
P

|
1
|

1

|

P T

1
! l
" 1
I

= (O5). Dados dos puntos P} # P» y una recta l; con Pj ¢ [y, realizar un pliegue que
lleve P; sobre l; v pase por Ps.

» (Og). Dadas dos rectas l1 # lo y dos puntos P; # P, con Py ¢ 11 y Py ¢ Iy, realizar

un pliegue que lleve P; sobre l; y simultaneamente P, sobre ls.

» (Or). Dadas dos rectas 1 # ly y un punto P; ¢ [y, realizar un pliegue perpendicular
a ly que lleve P; sobre (7.

Como bien establecié Lang (2004), estos siete axiomas cumplen la propiedad de Completi-
tud, lo que significa que no se pueden encontrar mas axiomas diferentes a los ya enunciados
que permitan nuevos pliegues de papel mediante un tinico doblez. Cualquier otro pliegue
realizado por un axioma diferente a alguno de los Axiomas de Hatori-Huzita se podra

llevar a cabo en términos de estos ultimos.
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1.3. Matematicas detras de la Papiroflexia.

Matematicas y Papiroflexia son dos areas que estan intimamente relacionadas. Las ma-
tematicas pretenden explicar el mundo desde una perspectiva de orden y simplicidad,
enmarcado en regularidades y patrones. La Papiroflexia esta inspirada en el mismo matiz,
asl pues la belleza del Origami estd basada en simple geometria y en lograr la maxima

economia y sencillez en sus procedimientos.

Cuando al finalizar un procedimiento de Papiroflexia desplegamos de nuevo el cuadrado de
papel inicial, se puede observar un entramado de pliegues que Royo Prieto (2002, p.189)
denomina mapa de cicatrices®. Los pliegues que se obtienen al doblar una hoja de papel
pueden interpretarse como simples operaciones geométricas y de simetria. De esta manera,
un pliegue se identifica con una recta en el plano cartesiano y, trabajando con sencillos
dobleces, se pueden realizar las siguientes construciones de la geometria plana, que se

asociaran con cada uno de los Axiomas de Hatori-Huzita:

» Recta que pasa por dos puntos. Al realizar el Axioma (1) se define la tnica
recta que pasa por dos puntos P; y P». En el caso de que P; = P,, el pliegue no

quedaria determinado: habria infinitos.

» Mediatriz de un segmento. Al realizar (O3) se construye la mediatriz del seg-
mento de extremos P; y P,. Es decir, se obtiene una tnica recta perpendicular al

segmento P} P, que se encuentra a la misma distancia de P; y de Ps.

» Punto medio de un segmento. Al aplicar los Axiomas (O1) y (O2), se obtiene

el punto medio del segmento P; P, como interseccién de dos pliegues.

» Bisectriz de un angulo. Con el Axioma (Og) existen dos posibles pliegues: se puede
construir la bisectriz de los dos angulos opuestos por el vértice y < 90° formados
por las rectas I y l2, 0 la bisectriz de los otros dos angulos opuestos por el vértices

y > 90°. Cuando Iy = ls, no tiene solucién.

= Recta paralela a dos rectas dadas paralelas entre si. En el caso anterior, si
las dos rectas l; y lo son paralelas, lo que se obtiene es la tinica recta paralela que

se encuentra a igual distancia de ambas.

» Recta perpendicular a una recta dada. Utilizando el Axioma (O4) se obtiene
la {inica recta perpendicular a una dada que pasa por un punto determinado. Si no
se ha fijado el punto por el que debe pasar la perpendicular, simplemente se trata de
plegar la recta l; sobre si misma para obtener una perpendicular que, en este caso,

no es tnica. Con el Axioma (O7) también conseguimos una recta perpendicular a .

» Tangente a una parabola por un punto. Al aplicar el Axioma (Os), se construye

una recta tangente a la pardbola® de foco P; y directriz I; que pasa por el punto

®La denominacién en inglés considerada en Hull (1995) es “crease-pattern”
5Dado un punto P, y una recta r con P ¢ r, se define la pardbola de foco P y directriz r como el lugar
geométrico de los puntos del plano que equidistan del foco y de la directriz.
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P;. Se pueden dar tres opciones segin la disposicion de los dos puntos Py y P> y la
recta ly: si d(Py, Py) < d(Ps,11), no hay solucién; si d( Py, Py) = d(Ps, 1), el pliegue es
unico; y si d( Py, P2) > d(Ps, 1), el pliegue se puede realizar de dos formas obteniendo

las dos rectas tangentes a la parabola que pasen por Ps.

= Tangente comiin a dos parabolas. Se consideran la pardabola de foco P; y directriz
l1, y la pardbola de foco P, y directriz l. Con el Axioma (Og) se obtiene una recta
tangente comtin a ambas pardbolas. De nuevo, segin la distribucién, pertenencia
o igualdad entre los elementos, puede que no haya solucién, que se construya una

Unica recta, dos o tres tangentes comunes a ambas parabolas.

= Tangente a una parabola y perpendicular a una recta dada. Al aplicar el
Axioma (O7), se construye una recta tangente a la parabola de foco P; y directriz [y
que pasa por el punto P, que resulta perperdicular a [o. Este pliegue tiene solucién

unica, salvo en el caso en el que [ || Iz, que no se puede realizar.

Se puede llevar a cabo, a mayores, un andlisis sobre las construcciones auxiliares que
M )
proporciona la aplicacién combinada y finita de los Axiomas de Hatori-Huzita, como la

que realiza Gémez Villamayor (2017, "4.2" secci6n).

Los Axiomas (01), (Oz2), (O3), (04),(05) y (O7) equivalen a las construcciones mediante
la regla no marcada y el compdés, herramientas por excelencia de la Geometria Euclidea,
en el sentido de que los puntos que se pueden obtener como interseccién de rectas y
circunferencias utilizando la regla y el compéas son exactamente los mismos que se pueden
obtener como interseccion de los pliegues resultantes de aplicar combinaciones de estos
axiomas. Por consiguiente, con el Axioma (QOg) el Origami se convierte en una herramienta
geométrica mas potente que la regla y el compas, ya que es posible obtener puntos que no

son construibles con las dos herramientas anteriores.

La base algebraica que se oculta tras estos resultados es la Teoria de Galois, la cudl
proporciona mediante la conexién de la Teoria de Cuerpos y la Teoria de Grupos, el
analisis de la resolubilidad de ecuaciones algebraicas con radicales. Asi, el conjunto de

numeros reales construibles queda determinado mediante la Teoria de Galois:
Teorema 1.3.1. Un numero real es construible mediante Origami si y solo si,
K Ql =273,
donde K es el cuerpo de descomposicion de su polinomio minimo sobre Q y 0 <r,s € Z.

Por consiguiente, la suma y la multiplicacién de puntos origami-construibles son construi-
bles, la raiz cuadrada de un nimero real origami-construibles es construible, y lo mismo
ocurre con la raiz cibica. En efecto, aplicar el Axioma (Og) se corresponde con resolver

una ecuacién cubica.

T. Kawasaki (Japon, 1955), J. Maekawa (Japén, 1958) y T.Hull son tres de los matemaéticos
mas relevantes que se han dedicado al estudio de las matemédticas que subyacen a las

construcciones de Origami. Es posible encontrar publicaciones de matematicos en las que
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se sintetizan los principales resultados de la Teoria de Galois tras la Papiroflexia y se
caracteriza el conjuntos de puntos construibles mediante Origami, entre las que descataca
el libro Galois Theory de David A. Cox, en el cual se puede encontrar, entre otros, el
Teorema 1.3.1 junto con su demostracién (Cox, 2004, Theorem 10.3.6). En particular,
Roger C. Alperin publica en el afio 2000 su articulo A mathematical Theory of Origami
Constructions and Numbers, en el que se caracterizan los puntos del construibles por
Origami como aquellos puntos del plano complejo C obtenidos tras la aplicacién finita de
los seis primeros axiomas, y cuyo enunciado fundamental es el siguiente Teorema (Alperin,
2000, Theorem 5.2):

Teorema 1.3.2. The constructibles points in C, obtained by using azioms (O1)-(0s),
starting with the numbers 0 and 1, is the field of origami constructible numbers, O; it is
the smallest subfield of C closed under square roots, cube roots and complex conjugation.
This field O = O ®iOR" is also the set of conic constructible points. The field Og is
the smallest subfield of the reals closed under arbitrary (real) cube roots and square roots

of its positive elements.

En definitiva, el conjunto O de los puntos construibles mediante Origami es el menor
subcuerpo de C cerrado por raices cuadradas, cibicas y conjugaciéon compleja, también
caracterizado por ser el conjunto de los puntos construibles por intersecciéon de rectas

construibles y cénicas construibles (Royo Prieto, 2002).

Esta seccién finaliza con una cita de J. de la Pena (de la Pena, 2001, p. vii) en la que

plantea una cuestién que pone de manifiesto la relacion entre estas dos areas:

75 Quién ayuda a quién?;La geometria a la papiroflexia, o al revés?
La respuesta no siempre es sencilla.”

"La notacién es la seguida por R. Alperin en el desarrollo de dicho articulo.



Capitulo 2

La Papiroflexia en el ambito

educativo

2.1. La Papiroflexia como herramienta didactica.

A partir de este capitulo se entendera por herramienta didactica aquellos recursos o
materiales que complementan la tarea docente para favorecer el proceso de ensafianza y
aprendizaje del alumnado. Son muchos los estudios que concluyen los beneficios psicolégi-
cos y pedagogicos de practicar la Papiroflexia en el &mbito educativo. Por ello, el Origami

es una herramienta didactica considerada en multitud de paises.

Uno de los primeros pedagogos en reconocer su potencial fue el aleméan Friedrich Frobel
(1782, Alemania), quien puso en préctica ejercicios de plegado de papel en la etapa de
preescolar. La influencia frobéliana se extendié hasta Argentina, primer pais occidental en
incluir a principios del siglo XX el plegado de papel en el curriculo escolar!. El educador
argentino Pablo A. Pizurno (1865, Buenos Aires) fue un principal impulsor de esta reforma
tras analizar el trabajo de Frobel en su estudio sobre las técnicas educativas empleadas en
Europa. Las ideas de F. Frobel también se asentaron en el curriculo educativo de Japén,
del que el Origami pasé a formar parte 2 (Office of Educational Research and Improvement
[OERI], 1987).

En lo que respecta a las habilidades desarrolladas con la practica del Origami, puede des-
tacarse la mejora de la percepcion viso-espacial. Asi lo afirman distintos autores que han
llevado a cabo investigaciones en este campo. Se trata de una herramienta que, especial-
mente en la etapa preescolar y primaria, permite a los alumnos un desarrollo cognitivo

notable debido a que su practica implica la secuenciaciéon y coordinacién de la atencion, la

'En el articulo de Polo Madueiio (2010) se expone que en 1927, el Honorable Consejo General de
Educacién de la Provincia de Buenos Aires aprueba el libro del nuevo Programa de Trabajos Manuales, en
el que se proponian en los grados de Primero y Segundo trabajos manuales con papel de acuerdo con los
métodos del Plegado Frobeliano.

2] curriculo escolar japonés de los niveles de preescolar se organiza de forma no académica, y se centra
en actividades que fomenten la conciencia sobre la salud, la vida social, la naturaleza, el lenguaje, la misica
y las habilidades. En esta tltima categoria se engloban aquellas sobre el plegado de papel.
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memoria, la légica y el razonamiento espacial. Esto deriva en un perfeccionamiento de des-
trezas como la motricidad fina y la coordinacién viso-espacial (Rodriguez Riano, 2006),
esenciales en la maduracién del alumnado durante esas etapas. En el estudio llevado a
cabo por los autores Buitrén y Echeverria (2012), se pone en evidencia que el Origami
provoca efectos positivos en la concentracién y la atencién de nifios de 9 anos de edad
con dificultades de atencién. Por otra parte, los autores Bombén (2012), Ayala (2013) y
Mogollén (2016) profundizan en sus respectivos estudios sobre los beneficios en la motrici-
dad fina de los ninos, llegando a la conclusién de que la practica de la Papiroflexia mejora
notablemente la coordinacion motora y las destrezas manuales en lo que perfecciona la
precision de los movimientos de manos y dedos. Otros resultados de los anteriores estudios
afirman que al llevar a cabo actividades basadas en el plegado de papel, la motivacién
del alumnado se veia incrementada produciendo una mayor participacién en las sesiones

y una mayor constancia en el proceso de aprendizaje.

Aunque la gran parte de investigaciones se centran en los niveles educativos de preescolar
y primaria, los beneficios de esta técnica son aplicables en todas las etapas de la educacién

secundaria, postobligatoria e incluso universitaria.

Uno de los estudios més recientes sobre las implicaciones de la Papiroflexia como herra-
mienta didactica es el llevado a cabo por Laura Azcoaga, descrito en su trabajo El Origamsi
como herramienta educativa (Azcoaga, 2013). En este documento, la docente refleja los
resultados recogidos durante siete afios de estudio a experiencias docentes reales con Pa-
piroflexia. Se pudo comprobar que la utilizacién de esta técnica en las aulas generaba un
cambio en la receptividad de la materia despertando la atencién y el interés del alumnado
hacia la misma. Las actividades basadas en Papiroflexia implicaban un trabajo activo que
requiere de la uniéon de memoria, pensamiento e imaginaciéon. De esta manera, los estu-
diantes buscaban nuevas maneras de desarrollar las creaciones de origami, potenciando asi

su autoestima y creatividad.

Sin embargo, es claro que la ttilizacién de la Papiroflexia como herramienta didactica pue-
de tener ciertos inconvenientes, especialmente cuando el alumno presenta una discapacidad
motriz, sensorial o una deficiencia visual que dificulte la realizacién de las construcciones
de plegado de papel. En estos casos no seria adecuado recurrir a la Papiroflexia ya que

podria obstaculizar el aprendizaje del alumno.

El pensamiento més generalizado acostumbra a asociar la practica del arte de la Papiro-
flexia con las asignaturas de materias mayormente artisticas, como puede ser la Educacion
Plastica. No obstante, es posible encontrar infinidad de disciplinas en las que aplicar es-
ta herramienta didactica para el aprendizaje de contenidos asociados a las mismas. Se

exponen seguidamente algunos ejemplos que muestran su versatilidad:

» Fisica. Los procedimientos de plegado de papel pueden emplearse para fundamentar
las explicaciones sobre el equilibrio de los cuerpos, la resistencia de un cuerpo a la
carga y las fuerzas de resistencia, entre otros. En efecto, el Origami ha servido de

inspiraciéon a la hora de crear estructuras desplegables de satélites que reducen la
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cantidad de espacio necesario para ponerlos en Orbita.

» Quimica. Las construcciones de Papiroflexia pueden servir para visualizar modelos

moleculares, o la estructura de doble hélice del ADN.

= Dibujo Técnico. Es manifiesta la conexiéon con esta materia debido al componente
geométrico de la Papiroflexia. Ademaés, puede servir de gran apoyo en el estudio
y visualizacién del Sistema Diédrico. Como ya se ha indicado en la Seccién 1.3,
el Origami resulta ser una herramienta mas potente que la regla no marcada y el
compas, permitiendo realizar més construcciones, por lo que puede dar lugar a una

gran variedad de actividades en esta materia.

= Matematicas. Indudablemente, la disciplina de la Matematica se presta a que muchos
de sus contenidos sean trabajados y explicados mediante actividades de Papiroflexia.
Por ser esta materia aquella que constituye el nicleo axial de este Trabajo Fin de

Master, se dedicara en exclusiva a la misma la siguiente seccién.

Un aspecto a resaltar del empleo de la Papiroflexia como herramienta didactica es que se
trata de un recurso econémico y accesible. Si bien es cierto que existe papel especifico para
la préactica de Origami, que varia segin formas y colores, los procedimientos se pueden
llevar a la practica con un simple folio de papel. Por tanto, debido a la simplicidad de la
técnica y a la baja demanda de recursos necesarios, la Papiroflexia se convierte en una

herramienta didactica de facil aplicacién en cualquier centro educativo.

Lamentablemente, la falta de formacién de los docentes en la técnica del plegado de papel
dificulta su puesta en practica como herramienta didactica en los centros educativos. Es
esencial que el docente conozca la herramienta didactica que va a utilizar, asi como que sea
capaz de aplicarla y adecuarla a la situacién concreta de aprendizaje. No obstante, existen
multitud de recursos como pueden ser cursos, talleres, tutoriales, libros o manuales al
alcance de docentes y centros educativos para dar solucién a esta falta de formacion. En
cierta manera, este Trabajo Fin de Master pretende ser una primera aproximacion a una
gufa que recoja técnicas y ejemplos de actividades que docentes de matematicas puedan

poner en practica en un aula de un contexto real.

2.2. Papiroflexia en la Didactica de la Matematica.

La Papiroflexia ofrece un gran potencial como herramienta didactica de contenidos mate-
maticos debido a su estrecho vinculo con esta ciencia, como se ha descrito en la Seccién
1.3. Una vez analizados los principales aspectos del Origami como recurso didéctico, esta
seccién se centra en su utilizacion como herramienta didactica en la materia de Matema-

ticas.

Es clara la naturaleza manipulativa y experimental de la Papiroflexia. En consecuencia,
puede resultar un recurso conveniente a la hora de impulsar un Aprendizaje activo,

tan fundamental en el aprendizaje de la materia de matematicas. Este enfoque, en el
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que el alumno participa de su propio proceso de aprendizaje mediante el desarrollo del
conocimiento y la comprensién (Cambridge International, 2019), estd intimamente ligado
con la Teoria Cognitiva del desarrollo de J. Piaget (1896-1980) y el Aprendizaje por
Descubrimiento de J. Bruner (1915-2016), y puede abordarse a través de gran variedad
de actividades de aprendizaje en las que esté involucrada la Papiroflexia. Como expone
Hull al referirse al Origami como estrategia educativa, “The main pedagogical approach

behind (...) is one that is active and discovery-based”(Hull, 2012, p. xiii).

Otro aspecto fundamental en el aprendizaje y ensefianza de las matematicas es la visuali-
zacion, entendida como la representacion de un objeto matemaético. A través del mapa de
cicatrices resultante de un procedimiento, la Papiroflexia se convierte en un nexo perfecto
entre la abstraccién propia de los conceptos matemaéaticos y los pliegues concretos de la
hoja de papel. Asi, las matematicas pasan de ser una cuestion abstracta que solo existe en
la mente del estudiante, a transformarse en algo tangible que los alumnos y alumnas son
capaces de manipular (Hull, 2012). Es considerable la cantidad de investigaciones publi-
cadas que ponen de manifiesto la mejora de la vision espacial, esencial en muchas areas de
las matematicas y otras ciencias, mediante la practica de actividades basadas en Origami
(Aric1 & Aslan-Tutak, 2013) (Boakes, 2009) (Cakmak, Isiksal & Koc, 2013)(Barasona Vi-
llarejo & Gutiérrez Rubio, 2015). Estos estudios también exponen el desarrollo notable que
experimentan los alumnos en el razonamiento geométrico y la comprensiéon de conceptos
abstractos. En la investigacién llevada a cabo por Robichaux y Rodrigue (2003), se pone
de manifiesto que al trabajar en actividades basadas en Papiroflexia, los estudiantes veian
beneficiadas sus habilidades matematicas, como la resolucién de problemas, la bisqueda

o aplicacién de reglas y algoritmos, o la utilizacién del lenguaje matematico.

Si bien es posible hallar un sinfin de estudios que respaldan estos beneficios, la mayor
parte de ellos se centran en las etapas de Educacién Infantil, Primaria y Secundaria,
resultando complejo encontrar alguno dirigido a Bachillerato. Con todo, la Papiroflexia se
convierte en un recurso manipulativo excepcional para el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas, por ser un material tangible que enriquece el proceso a la vez que permite

la materializacion y representacion de los conceptos matematicos.

En un primer propoésito de idear actividades de Papiroflexia para trabajar contenidos de
Matematicas, es posible que se sopese, como Unica opcién, los de la materia de Geometria
por ser esta tltima asociada con el Origami de forma intuitiva (Hull, 1995). Sin embar-
go, son muchos los autores que han mostrado que la Papiroflexia no solo puede llevarse
a cabo para trabajar la Geometria, sino que puede emplearse también en otras areas de
las mateméaticas, de muy diversos grados de complejidad®: desde las fracciones y el Alge-
bra, pasando por la Combinatoria, la Teoria de Ntumeros y la Topologia, hasta el Calculo
Infinitesimal y la Geometria Proyectiva. A continuacién, se listan ejemplos de contribu-
ciones de ciertos autores en las que es posible encontrar procedimientos de plegado de

papel relacionados con el aprendizaje de matematicas en los diversos campos mencionados

3En concreto, el Teorema 1.3.1 puede estudiarse en la asignatura Estructuras Algebraicas del 3° curso
del Grado en Matemaéticas.
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previamente:

» Geometric Exercises in Paper Folding de T. Sundara Row. (Sundara Row,
1917)
Este libro se trata, probablemente, de la obra clasica por excelencia en la que el
matematico indio T. Sundara Row recoge algunas construcciones de Papiroflexia

que pueden ser adaptadas a niveles de Secundaria y Bachillerato.

» Mathematics through Paper Folding de Alton T. Olson. (Olson, 1976)
En este libro el autor recopila numerosos ejercicios de plegado de papel dirigidos a los
diferentes niveles educativos, trabajando la geometria del circulo y de los poligonos,
las simetrias de los procedimientos y presentando ejercicios sobre dlgebra y sobre

cbnicas.

» Matemdticas y Papiroflexia de Jesis de la Pena Hernandez. (de la Pena Her-
nandez, 2001)
En esta obra editada para la Asociacién Espanola de Papiroflexia, J. de la Pena re-
coge un sinfin de procedimientos de plegado de papel con los que trabajar distintos
contenidos relacionados con las matematicas y de diversos niveles de complejidad,

haciendo especial hincapié en la demostraciéon rigurosa de la validez de los mismos.

= Origamics. Mathematical Explorations through Paper Folding de Kazuo
Haga. (Haga, 2008)
Este libro se trata de la traducciéon al inglés de los procedimientos de Origami des-
critos por el japonés K. Haga, desde una perspectiva geométrica, que destacan por

su nivel de sencillez y facil ejecucién.

= Project Origami: Activities for FExploring Mathematics de Thomas Hull.
(Hull, 2012)
T. Hull realiza en este libro una revisién de las actividades propuestas por él mismo,
desde una perspectiva didactica, en las que describe posibles tareas y situaciones
de aprendizaje mediante plegado de papel. Estas van desde la més basica geometria

hasta el estudio de homomorfismos.

No obstante, la confianza depositada por los docentes de matemaéticas en esta herramienta
didactica, los que muestran interés y dudas a partes iguales entre aquellos que no son
especialistas en esta técnica, es clave para su aplicacién en el aula. Varias investigaciones,
como la realizada por Arslan y Igiksal-Bostan (2016) sobre las creencias de los docentes
de Matematicas en el uso del Origami en el aula, concluyen que los profesores consideran
que la Papiroflexia resulta beneficiosa y efectiva a la hora de utilizarse en la ensefianza de
las Matematicas. Para el docente, la complejidad reside, entonces, en crear las situaciones
de aprendizaje y ensenanza adecuadas a cada nivel y grupo de alumnado en las que se
desempenien actividades de plegado de papel. Como ha sido comprobado por muchos
profesores, al proponer actividades de Origami en el aula de mateméticas se logra la
implicacién plena del alumno (Barasona Villarejo & Gutiérrez Rubio, 2015), consiguiendo

despertar su motivacion y su interés, ademés de una rapida comprensiéon de las nociones
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matematicas (Azcoaga, 2013).

En suma, la Papiroflexia es una herramienta didactica beneficiosa tanto para el alumnado
como para el docente en el proceso de aprendizaje y ensefianza de las matemaéticas a lo
largo de las distintas etapas educativas. Como expone Haga (2008, p.V), “ The manipula-
tive nature of origami allows much experimenting, comparing, visualizing, discovering and

conjecturing.”

2.3. Contribucién a las Competencias Clave.

Segtn lo establecido en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se esta-

blece el curriculo bisico de la Educacion Secundaria Obigatoria y del Bachillerato, el dise-

no de las actividades basadas en Papiroflexia propuestas en el Capitulo 3 estara centrado

en el fortalecimiento de las siete competencias clave.

Se detalla, a continuacién, de qué manera es posible trabajar la consecucién de cada una
de las competencias durante el desarrollo de actividades de aprendizaje y ensenanza de
la materia de Matemaéticas basadas en Papiroflexia, en cumplimiento con lo estipulado en la

Orden ECD/65/2015, de 21 de enero, por la que se describen las relaciones entre las com-

petencias, los contenidos y los criterios de evaluacion de la educacion primaria, la educa-

cion secundaria obligatoria y el bachillerato.

» (CCL) Comunicacién lingiiistica.
Esta competencia se trabaja en el momento en el que los alumnos tienen que expresar
sus razonamientos matematicos, sus ideas sobre la resolucién de tareas o el proceso
seguido para llevar a cabo una construcciéon de Origami de una forma clara y con
el lenguaje matemético adecuado, tanto de forma oral como de forma escrita. De
igual manera, el alumnado desarrolla la capacidad de lectura e interpretacion de
los enunciados e instrucciones de los procedimientos de plegado de papel. En todo
momento se recurrird al didlogo en el aula como herramienta para manifestar ideas
o contrastar opiniones mediante una correcta expresién oral, especialmente durante

las metodologias grupales o durante las exposiciones orales.

» (CMCT) Competencia mateméatica y competencias basicas en ciencia y
tecnologia.
Como es de suponer, esta sera la competencia principalmente fortalecida durante la
puesta en practica de las actividades, puesto que el contenido que se trabaja corres-
ponde a las asignaturas de la materia de Matemaéticas. La capacidad de abstraccién
que requieren los conceptos se verd materializada en los procedimientos de Papiro-
flexia. El aprendizaje matematico estard marcado por las demostraciones de la base
matematica de cada procedimiento, con lo que se persigue que el alumnado adquie-
ra consciencia sobre la importancia del pensamiento matemaético y de la capacidad
analitica en diversas situaciones de la realidad. Por ello, serd fundamental que el

alumnado adquiera la destreza de interpretar los distintos métodos y su relacién con

15



Capitulo 2. La Papiroflexia en el ambito educativo. Laura Esteban Sanz

los contenidos, para después poder modelizar ciertos procedimientos matemaéaticos,
mediante la aplicacién y busqueda de reglas o patrones, y que lleven al estudiante a

la reflexién sobre los mismos.

» (CD) Competencia digital.
Se fomenta el uso de las TIC como herramienta didactica. Muchos de los procedi-
mientos de Papiroflexia se presentaran apoyados en representaciones mediante soft-
ware, como puede ser GeoGebra. Asimismo, habra ocasiones en las que el estudiante
debera recurrir a recursos mutimedia y audiovisuales, para la creaccién de contenido
digital o videos en los que expongan resultados o procedimientos de Origami, de
una forma creativa y recurriendo a los principales recursos tecnoldgicos (por ejem-
plo, Power Point, Word, etc). En ciertas ocasiones, los estudiantes deberan realizar
una busqueda critica de fuentes y un adecuado procesamiento de la informacién. Es
importante que el alumnado adquiera un correcto uso de las herramientas digitales

y las integre en su vida cotidiana.

» (CAA) Aprender a aprender.
Para la consecuciéon de esta competencia se va a potenciar el autoconocimiento de
los estudiantes, de manera que sean conscientes de sus puntos fuertes en la toma
de decisiones y en la puesta en préactica de estratégias y métodos que favorezcan
su aprendizaje. Un factor muy importante sera estimular la autonomia y la supera-
cién de posibles obstdculos por parte del alumnado. Se insiste en la reflexion y la
conciencia de los procedimientos de Origami y razonamientos matematicos llevados
a cabo. Por todo ello, las actividades basadas en Papiroflexia que se van a disenar
buscan despertar en el alumnado la motivacién que le impulse a perseguir su propio

aprendizaje, siendo protagonista del mismo y constante en el proceso.

» (CSC) Competencias sociales y civicas.
Esta competencia se convierte en otra de las principales, ya que se fomenta el respeto
y la cooperaciéon como camino para llegar conjuntamente a soluciones, asi como el
uso del didlogo para resolver los conflictos que puedan surgir en el aula. Se tendra
en cuenta la participaciéon activa del alumnado en las actividades que de lugar a
un buen ambiente de trabajo. Las metodologias propias de la Papiroflexia, como
aquellas basadas en el aprendizaje colaborativo, seran un eje fundamental de esa
propuesta. De esta manera, es esencial que los alumnos, al trabajar en grupo, con-
sideren una adecuada organizacién del mismo, tomando de su papel individual en
la consecucién de resultados comunes, que les oriente a participar de una manera

activa y constructivista en el proceso.

» (SIE) Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor.
Es de vital importancia que a la hora de enfrentarse a un problema, el alumno
tome iniciativa y sepa utilizar los recursos de los que dispone. Asi, esta competen-
cia se impulsa durante la puesta en practica de todas las actividades, fomentando
las actitudes de confianza frente a la resolucién de problemas, la busqueda de nue-

vos procedimientos de plegado y la capacidad de seguir instrucciones. Considerando
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que las actividades estan propuestas para los niveles de educaciéon postobligatoria
de Bachillerato, se espera del alumnado asumir la responsabilidad y la actitud de

constancia en el trabajo apropiados.

» (CEC) Conciencia y expresiones culturales.
Para la consecucién de esta competencia se va a recalcar el origen histérico y cultural
del arte del Origami, enfatizando en su base matematica y su vinculo con la ciencia
y el arte. En lo referente a este aspecto, el alumnado podra advertir a la misma
como herramienta de construcciones geométricas. El empleo del lenguaje universal
del origami utilizado en los procedimientos serd otro matiz a destacar. Por otro lado,
el trabajo y las construcciones del alumnado deberan guardar un cierto grado de

sentido estético.

2.4. Metodologias propias de la Papiroflexia.

A la hora de utilizar la Papiroflexia como recurso didéctico en el aula de matemaéticas, es
de especial importancia la meditacion sobre aquella metodologia que va a ser empleada
durante las actividades basadas en plegado de papel. Las metodologias elegidas deben ser
las adecuadas para permitir al alumnado estimular todo su desarrollo cognitivo y fomen-
tar el desarrollo competencial. Al mismo tiempo, han de posibilitar al docente el buen
control del proceso de aprendizaje y ensefianza del grupo de alumnos propiciando un co-
rrecto clima de aula. Asi, K. Ayala (2013) considera que los dos tipos de metodologias mas
apropiadas para el trabajo de actividades de aprendizaje basadas en Papiroflexia son las

Metodologias Individuales y las Metodologias Grupales.

Metodologias Individuales.

Cuando el estudiante trabaja individualmente, se produce la autorregulacién del propio
proceso de aprendizaje. El alumno podra detectar cudles son las dificultades con las que
se encuentra en el camino y deberd tomar deciciones personales teniendo en cuenta sus
capacidades en relacion a la materia que se esta trabajando y a la cardcteristica de la tarea,
que le permitan superarlas de forma auténoma. Si se considera la figura del docente, esta
metodologia le permitira identificar los obstdculos que puedan surgir, asi como los errores
individuales de cada estudiante pudiendo proporcionar una atencién personalizada a cada

uno de ellos.

Metodologias Grupales.

Cuando el alumnado trabaja de forma grupal se vuelve fundamental el aprendizaje so-
cial que se constituye como base de la socializacién e integracién que se forman entre los
miembros del grupo, favoreciendo la adquisicién de competencias sociales y civicas. Las
oportunidades de aprendizaje van a aparecer en el momento en el que se ponen de mani-

fiesto las debilidades y fortalezas de cada componente del grupo. La Teoria del Conflicto
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Sociocognitivo es otro rasgo sustancial de estas metodologias. Como define N. Roselli

“

(1999, p.150), el conflicto sociocognitivo es “..el rechazo explicito de un razonamiento o
aporte cognitivo ajeno, (...), la introduccion de un punto de vista distinto - no necesaria-
mente opuesto - respecto al preexistente. Tanto el rechazo como la nueva propuesta deben
estar cognitivamente fundadas...” . Cuando esta situacién se da entre los distintos alumnos
de un mismo grupo entre los que existe un desacuerdo, el primer paso serad considerar el
punto de vista de la otra persona. Es entonces cuando aparece la necesidad de construir un
camino conjunto hacia la solucién cuyo beneficio se plasma en la restructuracion cognitiva
de los participantes. Por otra parte, en la biisqueda de la solucién, cada estudiante ha de
ser consciente de la responsabilidad individual que adquiere como miembro del grupo con

un objetivo comun, conviertiéndose estas en metodologias activas y dinamicas.

En lo respectivo a la atencién a la diversidad, es esencial que la formacién de grupos se
realice de manera que en cada grupo el alumnado sea heterogéneo y mixto, en el sentido
de que aparezcan distintos niveles de competencia para que se produzca el aprendizaje
por desequilibracion. El docente adquiere una funcién relevante en esta eleccién por su

conocimiento y valoraciéon de cada alumno.
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Capitulo 3

Actividades de Aprendizaje y
Ensenanza basadas en Papiroflexia

en Bachillerato

Llegamos, eventualmente, al objetivo iltimo de este Trabajo Fin de Maéster: el disefio de
actividades para el aprendizaje de las matematicas basadas en la Papiroflexia y contextua-
lizadas en el aula de Bachillerato. El proceso que se ha seguido para la seleccién y el disefio
de las actividades que se describiran a lo largo de este capitulo ha supuesto la reflexion
sobre la adecuacién de los contenidos del curriculo de matematicas de Bachillerato, las
metodologias que se van a emplear y los procedimientos e instrumentos de evaluacion de

las mismas a la utilizacién de la Papiroflexia como herramienta didactica.

3.1. El curriculo de Matematicas en Bachillerato.

El curriculo correspondiente a la materia de Matemaéticas en las ensefianzas postobligato-
rias de bachillerato estd estipulado en la ORDEN EDU/363/2015, de 4 de mayo, por la

que se establece el curriculo y se requla la implantacion, evaluacion y desarrollo del bachi-

llerato en la Comunidad de Castilla y Leon.

En esta etapa educativa, la materia de matematicas se organiza en dos modalidades:
Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales y Matematicas. Cada una de estas se dividen,
a su vez, en dos asignaturas (I y IT) correspondientes al primer curso de Bachillerato y al
segundo curso de Bachillerato. Para las cuatro asignaturas, la organizacién horaria es de

cuatro periodos lectivos de 50 minutos semanales.

Las dos asignaturas de cada itinerario son dependientes entre si. Esto supone que para
cursar la asignatura II de cada modalidad en el segundo curso de Bachillerato, es necesario

haber cursado la asignatura I de esa misma modalidad en el primer curso de Bachillerato.
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» (MACSS) Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales.
La modalidad de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales se oferta en el Ba-

chillerato de Humanidades y Ciencias Sociales, en el itinerario de Ciencias Sociales.

El fin dltimo de esta asignatura es la aplicacién de las matematicas a la modeli-
zacion y andlisis de sucesos sociales de la realidad. Se trata entonces, de poner los
contenidos (estadistica y probabilidad, funcién derivada, estudio de funciones,etc.)
y procedimientos (estimacion, andlisis, medida, célculo) mateméticos junto con las
estrategias relativas a los quehaceres matematicos (interpretacion, andlisis, seleccion
y reflexion sobre datos y resultados) al servicio de la interpretacién y el andlisis de

estos fendmenos. En ambos cursos, la materia estard organizada en cuatro bloques:
e Bloque 1. Procesos, Métodos y Actitudes.
o Bloque 2. Ntmeros y Algebra.
e Bloque 3. Anélisis.
e Bloque 4. Estadistica y Probabilidad.

» (Mat) Mateméticas.
La modalidad de Matematicas se oferta en el Bachillerato de Ciencias. El objetivo
de esta asignatura es que el alumnado adquiera los contenidos y procedimientos ma-
tematicos necesarios para el desarrollo de los quehaceres y habilidades matematicas
desde una perspectiva més cientifica, aunque de igual forma aplicados a la interpre-
tacién y andlisis de la realidad. En ambos cursos, la materia estard organizada en

cinco bloques:
e Bloque 1. Procesos, Métodos y Actitudes.
« Bloque 2. Ntimeros y Algebra.
e Bloque 3. AnAlisis.
e Bloque 4. Geometria
e Bloque 5. Estadistica y Probabilidad.

En vista del potencial de la Papiroflexia como herramienta para realizar demostraciones
de ciertos resultados, cabe mencionar lo establecido en el curriculo de las asignaturas de
Matematicas I y II en lo referente a este aspecto. Los siguientes contenidos pertenecen al

Bloque 1, el cual adquiere un caracter transversal a lo largo del curso académico:

» Iniciacién a la demostracién en matematicas: métodos, razonamientos, lenguajes,

etc.

= Métodos de demostracion: reduccién al absurdo, método de induccién, contraejem-

plos, razonamientos encadenados, etc.

» Elaboracién y presentacién oral y/o escrita de informes cientificos sobre el proceso

seguido en la demostracién de un resultado.
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Una vez realizada una revision de los contenidos de las cuatro asignaturas anteriores, se
lleva a cabo un andlisis sobre aquellos que se prestan a ser trabajados por medio de una

actividad basada en Papiroflexia. Se valoran los siguientes:

CONTENIDOS ASIGNATURA | BLOQUE
Numeros racionales e irracionales. MACSS I, MAT 1 Bloque 2

Polinomios. Descomposicion en factores.
Ecuaciones lineales, cuadraticas

y reducibles a ellas. MACSS 1 ‘ Bloque 2 ‘
Programaciéon lineal bidimensional.

Region factible. MACSS 11 ‘ Bloque 2 ‘
Interpretaciéon geométrica de la

recta tangente a una funcién en un punto. MACSS I, MACSS 11 ‘ Bloque 3 ‘
Ntimeros reales: necesidad de su estudio

para la comprensién de la realidad. MAT I Bloque 2
Ntmeros complejos. MAT I Bloque 2
Sucesiones numéricas. MAT I Bloque 2
Resolucién de ecuaciones algebraicas. MAT I Bloque 2

Interpretaciéon geométrica de la derivada
de la funcién en un punto.

Recta tangente y normal. MAT I ‘ Bloque 3 ‘
Razones trigonométricas y férmulas

trigonométricas.

Resolucién de Tridngulos: Teorema de Pitagoras,

Teoremas del seno y del coseno. MAT I ‘ Bloque 4 ‘
Vectores libres en el plano.

Operaciones con vectores. MAT I Bloque 4
Geometria métrica plana. MAT I Bloque 4
Lugares geométricos del plano. Cénicas. MAT I Bloque 4

Cuadro 3.1: Contenidos adecuados para trabajar con Papiroflexia.

De entre todos ellos se ha seleccionado un conjunto con el que proponer el disefio de cuatro

actividades de aprendizaje y ensefianza.

3.2. Diseno de Actividades.

Para cada una de las actividades que se presentaran a continuacién, se seguira la siguiente

estructura:

A. Contenidos: se va a exponer la teoria correspondiente al concepto o procedimiento
matematico establecido en el curriculo de Matematicas de Bachillerato que se tra-
baja con el desarrollo de la actividad. Aparecen enunciadas las definiciones y los
resultados mas relevantes que después se trabajaran en la actividad. Se obvian las
demostraciones de aquellos resultados que son o bien triviales, o bien exceden el nivel

de matematicas que se considera adquirido en los niveles de Bachillerato.
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B. Procedimiento de papiroflexia: se explicaran con detalle los procedimientos de
Papiroflexia que desarrollan esos contenidos. Se debe aclarar que el objetivo final
de estos procedimientos no es la construccion de una figura o un objeto, sino el
estudio de las propiedades o resultados que puedan obtenerse del mapa de cicatrices

resultante tras la realizaciéon de los pliegues.

C. Planteamiento: en este apartado se especifican los cursos y asignaturas en los que
se puede llevar a cabo la actividad, situandola dentro de la secuenciacién de una
posible unidad didactica de los mismos. Ademads, se establecen los conocimientos
previos que serd necesario que el alumnado conozca en cada caso, correspondientes

a cursos anteriores.

D. Metodologia y Recursos: se detallan la metodologia y recursos utilizados en la

actividad describiendo cémo se implementaran en el aula.

E. Temporalizacién y Situaciones de Aprendizaje: se describe la temporalizacion
elegida para el desarrollo de la actividad, asi como la secuenciacién de los contenidos
y las actividades de aprendizaje y ensenanza que se van a plantear en cada una de

las sesiones.

F. Evaluacién: por dltimo, se precisaran los instrumentos y procedimientos que se van
a utilizar en la evaluacion del aprendizaje del alumnado por medio de la actividad.
Por otra parte, la evaluacion del diseno de la misma se realizard por medio de una

rubrica que se puede encontrar en el ANEXO I.

Se debe indicar que la gran parte de los procedimientos de Papiroflexia que se describen
no son originales de la autora, sino que han sido tomados de algunas obras previamente
publicadas, como son las enumeradas en la Seccién 2.2. Por tanto, el trabajo del disefio de
cada una de las actividades de aprendizaje y ensenanza se ha centrado en la propuesta de
intervencion en el aula como parte de una Unidad Didactica concreta sobre los contenidos
especificos de las asignaturas de la materia de Matemaéticas en Bachillerato. De igual modo,
en la busqueda de estrategias metodolégicas y de evaluaciéon que propicien situaciones de
aprendizaje adecuadas para favorecer el desarrollo competencial del alumnado y mejorar

su aprendizaje.

La diversidad de metodologias utilizada en el diseno de las actividades de aprendizaje
y ensefianza basadas en Papiroflexia estd enmarcada en el enfoque constructivista, de
forma que el docente plantee conflictos cognitivos que lleven al alumno a reestructurar
sus esquemas mentales, adquiriendo el papel de guia del aprendizaje del alumnado. Por
otro lado, las metodologias elegidas, asi como las actividades de aprendizaje y ensenan-
za propuestas, seguirdn la linea del trabajo competencial, procurando que el alumno se
convierta en el protagonista de su propio proceso de aprendizaje. Para cada actividad, las
metodologias seran seleccionadas con el objetivo de mantener la motivaciéon del alumnado,
de forma que construya su nuevo conocimiento sobre el ya asimilado, y adquieran una

mayor capacidad de abstraccion.

En el momento de idear las situaciones de aprendizaje, se ha tratado de estimular el
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desarrollo competencial del alumnado con la intencién de alejarse de la mera repeticiéon o
mecanizaciéon de ejercicios o algoritmos. Por ello, se considera que las tareas propuestas se
podrian categorizar en los niveles 3 y 4 de la clasificacién' presentada por Smith y Stein
(1998), correspondientes a un alto nivel de demanda cognitiva. En muchos de los casos,
las tareas propuestas consisten en llevar a cabo demostraciones de algunos resultados
o teoremas matematicos, labor que no siempre agrada a los estudiantes. Al realizar las
demostraciones con la ayuda de la Papiroflexia, el tratamiento formal de los resultados se
ve representado en el papel y resulta mas familiar al alumno. Se busca con ello despertar el
interés en la investigacién matematica del alumnado y el cultivo del talento matemaético.
Siguiendo esta linea, predominan las tareas de respuesta abierta que permitan al estudiante
conjeturar sobre los resultados a la vez que sirvan como medida de atencién a la diversidad

al posibilitar distintas respuestas.

Antes de poner en préctica en el aula alguna de las actividades siguientes, seria conveniente
indagar sobre el nivel de destreza en la técnica de la Papiroflexia del que dispone el grupo
de alumnos con el que se va a implementar. En caso necesario, se recomienda dedicar una
primera sesién previa a la intervencién en la que se de a conocer al alumnado esta técnica,
al mismo tiempo que se familiaricen con los Axiomas de Hatori-Huzita, ya que seran los

pliegues que se aplicaran en las construcciones de Papiroflexia.

Actividad 1. Raices de polinémios de grado n < 3.

A. Contenidos

= Polinomios. Descomposicién en factores.

» Ecuaciones lineales, cuadraticas y ctbicas.

Desarrollo de Contenidos.

Definicion 3.2.1. Un monomio es un producto de nimeros reales e indeterminadas. El
coeficiente de un monomio es el numero real que multiplica a la indeterminada o indeter-

minadas. La indeterminada o indeterminadas forman la parte literal del monomio.

Definicion 3.2.2. Un polinomio es una suma de monomios. El grado de un polinomio

corresponde al grado del monomio de mayor grado del mismo. Un polinomio P(x) de grado

1Segtn Smith y Stein, los cuatro niveles de tareas mateméticas segin su demanda cognitiva son:
1. Tareas de Memorizacién.

2. Tareas de Procedimientos sin conexiones a conceptos.

3. Tareas de Procedimientos con conexiones a conceptos.
4

. Tareas de “Hacer Matematicas”.
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n € N, en la indeterminada x se expresa de la forma
P(2) = apz" + an_12" ' + .. + azz® + ax® + a1z + ao,

donde el coeficiente a; € R, para 0 < i < n, es el coeficiente del monomio de grado i y
an # 0.

Definicién 3.2.3. Dado un polinomio P(z), un nimero r es raiz (también se denomina
cero) del polinomio P(z) si el valor numérico de P(x) en r es cero, es decir, si se cumple
P(r) =0. En este caso,

P(z) = (z —r)Q(x),

siendo Q(x) un polinomio de grado n — 1 con coeficientes en R. Se dice que el binomio
(x — 1) es un factor de P(zx).

Teorema 3.2.1. Dado un polinomio P(x) de grado n > 1 con coeficientes en R, entonces

P(x) tiene a lo sumo n raices reales, contando su multiplicidad.

Definicién 3.2.4. Un polinomio P(x) de grado n > 1 es irreducible en R si no puede
descomponerse en factores de grado menor que n. Dicho de otra forma, si P(x) no tiene

raices reales.

Corolario 3.2.1. Los polinomios irreducibles con coeficientes en R son los de grado uno

y los de grado dos sin raices reales.

Definicion 3.2.5. La factorizacion algebraica de un polinomio es su expresion como pro-

ducto de polinomios irreducibles.

Definicién 3.2.6. Dado un polinomio P(x) de grado n > 1, resolver una ecuacién
polinémica de la forma P(x) = 0 consiste en calcular aquel o aquellos valores ry, que

debe de tomar la variable x para que al calcular P(ry) se cumpla la igualdad anterior.

Es decir, para buscar las raices de un polinomio P(z) se debe resolver la ecuacién P(z) = 0.
Dependiendo del grado del polinomio P(z), se pueden aplicar distintas técnicas para en-
contrar las soluciones de una ecuacién polinémica. Esta actividad estara centrada en la
resolucién de ecuaciones lineales, cuadraticas y ecuaciones cibicas. El método de resolu-
cién que se va a utilizar es el denominado Método de Lill, descrito por Eduard Lill, el cual
presenta un método grafico de célculo de raices reales(Lill, 1867) y complejas (Lill, 1868)

de polinomios de cualquier grado.

Método de Lill.

Dado un polinomio de grado n > 1 en la variable x con coeficientes reales a; € R, para
0<1i<n,

P(z) = apz™ + 12" N+ (13$3 + agz? + ayz + ap,

el Método de Lill comienza con la codificacién del polinomio como un camino en la ex-

presiéon de una linea poligonal en el plano cartesiano: se toma el punto origen del plano,
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0(0,0) y se avanza a, # 0 unidades hasta el punto A, (an,0) hacia la derecha sobre el eje
de abscisas. Se realiza un giro de 90° en sentido antihorario y se recorren a,_1 unidades
hasta el punto A, _1(an,an_1). Se itera el proceso tomando cada uno de los coeficientes?
del polinomio P(x) en orden descendente segin su subindice, hasta el punto final que se
denotard por T = Ag. De esta forma, se obtiene una linea poligonal formada por n + 1

segmentos que representa al polinomio P(x) a partir de sus coeficientes.

A, a, o |
2 2 Ay
83
aT
. Ay A,
B
AI ,_.?:AD a,
a,
0 A
S 4 A T=A,
a 1 S—
4 a

Camino codificado de un polino- (umino codificado de un polino-

mio de grado 4 con a; > 0 Vi. mio de grado 4 con as < 0.

El segmento inicial se denotard como OA,, vy los n segmentos® restantes como A;A4;_1,
para 1 <4 < n. Por como se ha definido el proceso iterativo, dos segmentos consecutivos
(aquellos en los que el punto extremo final del primero sea el extremo inicial del segundo)

son perpendiculares.

El segundo paso del Método de Lill consiste en construir como sigue un camino auxiliar que
se denominard Camino de Lill: se comienza de nuevo a partir del punto origen del plano
cartesiano O(0,0). Después, se toma un punto B,, perteneciente a la recta r, que resulta
de la prolongacién del segmento A, A,_1, de forma que se obtiene el primer segmento del
Camino de Lill, el segmento OB,,. Ahora, se selecciona otro punto B,,_; perteneciente a
la recta 7,_1 que resulta de la prolongacién del segmento A, _1A4,_2, y que dard lugar al

segmento B, B,_1 de forma que este ltimo sea perpendicular al segmento OB,,.

Iterando el proceso de forma que se tome cada B; € r;, 2 < j < n, donde r; es la prolon-

gaciéon del segmento A;A;_1, se obtiene una linea poligonal de n segmentos que cumplen

que OB,, L B,B,_1y BjBj_1 1L Bj_1Bj_2 para j € {3,...,n}. Este camino queda perfec-

tamente determinado al tomar el punto final By como By =T = Ay.

2Si alguno de los coeficientes a; con 0 < i < n tiene signo negativo, entonces se avanza en sentido
opuesto al determinado por el giro de 90z en sentido antihorario, pero en la misma direccién. Si alguno de
los coeficientes a; con 0 < i < n —1 es igual a cero, no se avanza pero se continiia realizando el giro de 90z
en el sentido correspondiente.

3En el caso de que a; = 0 para algin i € {0, ...,n—1}, el segmento que tenga al punto A; como extremo
final degenerard en el punto A;41, pero esto no es impedimento para la construccién del camino.
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m
N

Ejemplo 1 de Camino de Lill. Ejemplo 2 de Camino de Lill.

Proposicion 3.2.1. Proposicion de Lill. Dado un polinomio de grado n > 1 en la
variable x con coeficientes reales a; € R para 0 <i < n, P(z) = apz™ + Ap1z" 1+ .+
azz® 4+ axx® + a1w + ag, y sean {O, Ap, Ay_1, ..., A1, Ao} los n + 1 puntos que determi-
nan el camino codificado por sus coeficientes a;, y {O, By, Bn—1, ..., B1} los n puntos que

determinan un camino de Lill del polinomio P(x), entonces:

r = —tan(«)

m™ T
5

siendo o = LA,,0, B, € ( 5 5), es una raiz de P(x).

Demostracién. Dado el polinomio P(x), el camino codificado y el camino de Lill dan lugar

a una sucesién de triangulos rectangulos semejantes que se puede observar en la imagen:

A

2 B, A,
= 3

sin(a)

Ahora, se considera la relacién trigonométrica tan(a) = y tomando en cada paso

cos(a)
k € {n,...,2} el tridngulo rectdngulo de vértices AByAi_1Bk_1, a la hora de calcular la

tangente de o = ZAy_1BrBi_1 como el cociente entre la longitud del cateto opuesto a «
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y el cateto adyacente a « se obtiene lo siguiente:

A, B _
Paso n —r =tan(a) = |47 B =  —anr=|A,B,|
Gnp,
A, 1B, _ A,_1B,_ S
Paso n—1 —r =tan(a) = [An Ll‘ = [An—1Bn 1] —Gp_17—apr? = [A,_1Bp_1|
Gp—1 — ‘Aan‘ (p—1 + Qnr
An_ 9B, A, _oB,_
Paso n —2 —r =tan(a) = | n%: | An—2Bn—s| 5
an—2 — [An—1Bn—1|  Gn—2+ an—17+anr
2 3 _ 14 -
= —Gp_of — ap_17" — apr’ = |Ap_2Bp_2|
AB
Paso 2 —r = tan(a) = ALBy] = i

ar — [ABs| a1 +agr+ -+ ap_1r" 2 + aprn!

= (a1 +agr+- -+ ap_1r" 2 + anr”_l)(—r) = ag
=  ar+tayr’+- a1 Fapr” = —ag

= P(r)=0.

Observaciones:

1. Dado un polinomio P(z) como el definido previamente, existiran tantos Caminos de

Lill de P(x) como raices reales tenga este polinomio.

11. Cada Camino de Lill del polinomio P(x) puede considerarse como la codificacion de

un nuevo polinomio Q(x) que cumple

siendo r la raiz real que se obtiene del Camino de Lill considerado.

1. Por lo establecido en el punto anterior, partiendo de un polinomio P(z) y aplicando
reiteradamente el Método de Lill a los Caminos de Lill obtenidos, se obtiene la

factorizacién algebraica del polinomio inicial.

Iv. Se puede tomar r = —m, donde m es la pendiente de la recta que resulta de la

prolongacion del segmento OB, ya que

_[4.B.)

an,

—m = = —tan(a) =r.
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B. Procedimiento con Papiroflexia.

La Papiroflexia es una herramienta que permite resolver ecuaciones polinémicas de primer,
segundo y tercer grado por lo expuesto en la Seccién 1.3. Por otra parte, la matematica
italiana Margherita Beloch (Italia, 1879) se percaté de la potencialidad que tenia esta
herramienta en la resolucién de ecuaciones ctbicas mediante el Método de Lill. La acti-
vidad disenada se va a centrar en la resoluciéon de ecuaciones polindémicas de hasta grado
n < 3 de la forma P(x) = 0, donde los coeficientes a; del polinomio son nimeros reales

construibles mediante Origami.

Ecuacién polinémica de primer grado.

Se supone el polinomio P(z) = a1z + ap de grado n = 1 con coeficientes reales y aj # 0.

Se quiere resolver la ecuacion P(x) = 0, es decir
aix +ag =0.

Se definen los elementos O, T', L1 y Lo como sigue:
1. El punto O(0,0) como el punto origen del plano cartesiano.

11. El punto final T del camino codificacdo del Método de Lill, que por cémo ha sido

construido tendra coordenadas T'(ay, ap).

En primer lugar, se deben situar cada uno de los elementos anteriores en nuestra hoja de
papel, colocando los ejes cartesianos y el punto Origen O como punto de partida. Después,
se busca el Camino de Lill del polinomio P(z), pues un polinomio de grado uno tiene una
Unica raiz. Para el procedimiento de Papiroflexia, este paso consiste en construir, aplicando
el Axioma (Oy), el pliegue que pasa por los puntos O y T'. Se calcula la pendiente mgr
de la recta que resulta del pliegue anterior y entonces, una solucién de la ecuacién es

xTr = —mOfT.
Ejemplo. 2x—-5=0 = a1=2ya =5 = 0(0,0)y7T(2,-5)

-5
La pendiente de la recta que pasa por O y por T es BN luego la solucién de la ecuacién
5

es —.

2
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Ecuacién cuadratica.

Se considera el polinomio P(z) = asz? + a1z + ap, de grado n = 2 con coeficientes reales

y ag # 0. Se quiere resolver la ecuacién P(z) = 0, es decir

aga:Z + a1z +ap = 0.

Se definen los elementos O, T', L1 y Ly como sigue:
I. Se define el punto origen del plano cartesiano como el punto de coordenadas O(0, 0).
II. Se define la recta vertical L; como Lq : x = 2as.
1. Se define la recta vertical Ly como Ly : © = as.

1v. Por ultimo, se define el punto final T' del camino codificado del Método de Lill, que

por cémo ha sido construido tendré coordenadas T'(az — ag, a1).

En primer lugar, se debe situar cada uno de los elementos anteriores en nuestra hoja
de papel, colocando los ejes cartesianos y el punto Origen O como punto de partida.
Después, se buscan los Caminos de Lill posibles para el polinomio P(x), que en cantidad
corresponden con el nimero de raices reales del polinomio. Como es un polinomio de grado
2, se podran encontrar o dos, o uno o ningin Camino de Lill. Para el procedimiento de
Papiroflexia, este paso consiste en buscar, aplicando el Axioma (Op), los pliegues que

lleven el punto O en la recta L; pasando por el punto T

Una vez marcado el pliegue resultante en la hoja de papel, se localiza el punto de corte
de este tltimo con la recta Lo, punto que se denotard por A%, y se cosntruye el segmento
OA. Se calcula la pendiente mg7z de la recta que resulta de la prolongacion del segmento

OA. Entonces, una solucién de la ecuacién es

Ejemplo. x2+4x+3=0 = ay=1,a,=4yay=3.

- 0(0,0)
L] L1:33:2
m [o:x=1

s T(1—3,4) = (—2,4)

Al buscar los pliegues que llevan O sobre L; pasando por T, es posible encontrar dos
distintos. Cada uno de ellos da lugar a una solucién real de la ecuacién. En el primer caso,
la pendiente de la recta que pasa por los puntos O y A es 1, luego la primera solucion sera

x = —1. En el segundo caso, la pendiente es 3, luego la solucién es x = —3.

4Este punto A corresponde con el punto By del camino de Lill encontrado.
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L
L]

=
8]
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| |
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| |
| |
| |
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Solucién 1: z = —1. Solucién 2: z = —3.

Ecuacién cubica.

Este procedimiento ha sido tomado de Hull (2012).
Se considera el polinomio P(z) = azz® + asx? + a1z + ag, de grado n = 3 con coeficientes

reales y asz # 0. Se quiere resolver la ecuacién P(z) = 0, es decir

a3x3 + a2x2 + a1z +ap =0.

Se definen los elementos O, T', L1, Ly y L3 como sigue:
I. Se define el punto origen del plano cartesiano como el punto de coordenadas O(0,0).
II. Se define la recta vertical Ly como L : x = 2as.
111. Se define la recta horizontal Lo como Lo : y = ag + ag.
Iv. Se define otra recta horizontal L3 como L3 : y = as.

v. Por 1ltimo, se define el punto final T' del camino codificado del Método de Lill, que

por cémo ha sido construido tendré coordenadas T'(ag — a1, as — ap).

En primer lugar, se debe situar cada uno de los elementos anteriores en nuestra hoja
de papel, colocando los ejes cartesianos y el punto Origen O como punto de partida.
Después, se buscan los Caminos de Lill posibles para el polinomio P(z), que en cantidad
corresponden con el nimero de raices reales del polinomio. Como es un polinomio de grado
3, es posible encontrar o tres Caminos de Lill, o tinicamente® un Camino de Lill. Para el
procedimiento de Papiroflexia, este paso consiste en buscar, aplicando el Axioma (Og), los

pliegues que lleven el punto O en la recta Li y el punto T en la recta Lo simultaneamente.

Una vez marcado el pliegue resultante en la hoja de papel, se localiza el punto de corte
de este dltimo con la recta Ls, punto que se denotara por A% y se construye el segmento

AT. Se calcula la pendiente mﬁ7 de la recta que resulta de la prolongacién del segmento

5Es conocido que una ecuacién ciibica tiene o bien tres raices reales, o bien una raiz real y dos complejas.

SEste punto A corresponde con el punto By del Camino de Lill que se esta considerando.

"Por la sucesién de tridngulos semejantes que se forma tras aplicar el método de Lill, la pendiente Uy
es igual a la pendiente m

OB3
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AT. Entonces, una solucién de la ecuacioén es

xr =

Ejemplo1l. x3-2x2-5x+6=0 = a3=1,a0=-2,a1=-5yay=6.

= 0(0,0)

m [:x=2

m [oiy=-24+6=4
= L3:y=-2

= T(1—(=5),-2—6) = (6,—8)

Al buscar los pliegues que llevan O sobre Ly y T sobre Lo simultdneamente, se obtienen

tres formas diferentes de realizar ese pliegue. Cada uno de ellos da lugar a una solucién

real de la ecuacién. En el primer caso, la pendiente de la recta que pasa por los puntos T

y A es —1, luego la primera solucién sera x = 1. En el segundo caso, la pendiente es 2,

luego la solucién es z = —2. Por ultimo, la pendiente es —3, luego la solucion es 3.

-6

1
1
=
1
1
1
1
1
1
1
|
3
1
1

A |
-
l
1
l
l
1
1
1
1
1
I
1
|
1
|

Solucién 1: x = 1.

-6

Solucién 2: z = —2.
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Ejemplo 2. x3-x?-x-2=0 = a3=1l,a0=-1,a1=—-1yay=—2.
= 0(0,0)
m [:x=2
m [o:iy=—1-2=-3
= L3:y=-1
« T(1- (1), -1 (-2) = (2.1)

Hay un tnico pliegue que lleve O sobre Lj y T sobre Ly simultaneamente, por lo que esta
ecuacion tiene una unica solucién real (y por tanto, dos complejas). La pendiente de la

recta que pasa por T'y A es —2, luego la solucién es = = 2.

Solucién: x = 2.

C. Planteamiento.

Los contenidos que se trabajan en la Actividad 1 pertenecen al curriculo de la asignatura de
Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I, y a la asignatura de Matematicas
I, en ambos casos dentro del Bloque 2: Ntimeros y Algebra. Por tanto, se plantea como una
actividad de ampliacién o repaso para ambos cursos de primero de Bachillerato dentro de
una Unidad Didactica que englobe los contenidos descritos en el apartado A)Contenidos.
Esto es debido a que los métodos comiinmente utilizados para la bisqueda de raices en
el aula son la factorizacion de polinomios y el método de Ruffini, por lo que el Método
de Lill resultaria adicional a los ya supuestamente trabajados. Sin embargo, dado que
las ecuaciones polinémicas y su resolucién son contenidos recurrentes a lo largo de la
Educacién Secundaria y Bachillerato, esta actividad se puede llevar a cabo desde un curso
de 4° de la ESO hasta 2° de Bachillerato, siempre adecuando las actividades al nivel

concreto en el que se van a trabajar.

Los conocimientos previos necesarios y que se suponen sabidos por el alumnado por ser

propios del curriculo de cursos previos son:

» Manejo de plano cartesiano y puntos en R?.
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= Semejanza de tridngulos.
= Razones trigonométricas de dngulos agudos: seno, coseno y tangente.
» Ecuaciones y representacion de rectas en los ejes cartesianos.

= Concepto y cédlculo de pendiente de una recta.

D. Metodologia y Recursos.

Las metodologias elegidas para poner en practica esta actividad son las siguientes:

» Aula Invertida (Flipped Classroom).
La metodologia de Aula Invertida fue definida por Bergmann y Sams (2012) como

“invierte” el funcionamiento habitual de la docencia, de

el modelo pedagdgico que
forma que el alumnado debe trabajar los contenidos fuera del aula para asi, dedicar el
tiempo de las sesiones de clase a potenciar la adquisicién y la practica de tareas de un
nivel cognitivo superior. Para llevar a cabo esta metodologia, el docente facilitara a
los alumnos un video explicativo y un documento Power Point con las explicaciones y
teoria sobre el Método de Lill para la bisqueda de raices y de soluciones de ecuaciones
polinémicas. Esta metodologia requiere un nivel de autonomia y autorregulacién
considerable por parte del alumnado, que serd responsable de visualizar los videos
fuera de las horas lectivas tantas veces como encuentre oportuno para comprender
realmente el procedimiento y los ejemplos de las explicaciones. Al poder los alumnos
moderar su aprendizaje, esta metodologia favorece la atencién a la diversidad ya
que posibilita a cada estudiante avanzar a su propio ritmo de aprendizaje, a la vez
que el docente en las sesiones dispone de més tiempo para atender las dificultades
individuales. En las sesiones presenciales, los estudiantes deberan conocer y manejar
en profundidaz el método para dedicar las clases a la implementacién del mismo
mediante Papiroflexia y a la resolucién de ejercicios. Se trabaja fundamentalmente

la competencia de aprender a aprender.

= Resolucién de ejercicios por parejas.
Durante las sesiones en el aula, los alumnos se organizaran en parejas para trabajar
en la resolucién de los ejercicios propuestos por el docente. Se considera una me-
todologia adecuada dado que para llevar a cabo los procedimientos de Papiroflexia
sobre busqueda de raices de ecuaciones de segundo y tercer grado, es necesario en-
contrar distintas formas de realizar el pliegue definido en cada caso. Asi, es posible
que cada uno de los alumnos de una misma pareja sea capaz de visulizar un pliegue
distinto. De esta manera, trabajardan de forma cooperativa en la bisqueda de las
soluciones, favoreciéndose mutuamente. Cuando surjan conflictos o un miembro de
la pareja deba ayudar al otro, deberdn usar un lenguaje adecuado y expresar sus
ideas o razonamientos de forma clara. Por ello, esta metodologia desarrolla la com-
petencia matemaética, la competencia en comunicacién lingiiistica, la competencia de

cprender a aprender y las competencias sociales y civicas.
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Proyecto de video didactico.

Por ultimo, cada alumno deberd realizar un proyecto de video didactico en el que
expliquen detalladamente el proceso seguido en la resolucién de un ejercicio me-
diante un procedimiento de Papiroflexia. Se tendra en cuenta la precisién y claridad
del lenguaje matematico utilizado y la expresién oral, de forma que se trabaja la
competencia en comunicacion lingiiistica, la competencia matematica y competencia
bésica en ciencias y tecnologias y la competencia digital. Este documento de video

servird como instrumento de evaluacion del aprendizaje.

Los recursos que seran necesarios para el planteamiento de esta actividad se listan a

continuacién:

Papel de Papiroflexia o en su defecto, folios, para cada alumno.
Ordenador o tablet individual para cada alumno.

Video explicativo y documento de Power Point sobre el Método de Lill preparados

por el docente. Este tltimo se puede encontrar en el ANEXO II.

Herramienta GeoGebra. Para acompanar las explicaciones y la resolucién de ejerci-

cios, serd util disponer de la siguiente herramienta de GeoGebra:

N . =
o 5811 Jlo)li#i EAIBN B R
0 = Intersec =V
- (0.0)
a3=1
10 @ 10@
a2=6
-10 @ 10
al1=5
-10 @ 10@
a0 =1 H
-10 @ 10@

H -14 =12 =10 -8 -6
A= (a3,0) °

— (1.0)
B = (a3.a2) :
— (1.6)

C=(a3- al,i2

»

— (A R

Método de Lill en GeoGebra. https://www.geogebra.org/classic/tv7amhcs

El panel de la izquierda permite variar los coeficientes del polinomio de grado 3 del
cual se desea implementar el Método de Lill. La linea poligonal del camino codificado
se observa en verde, mientras que para encontrar los distintos caminos de Lill es
necesario mover el punto gris hasta que el final de la linea poligonal rosa coincida
con el punto T'. Se representan también las rectas Ly, Lo y L3 y la recta resultante

del pliegue que origina cada camino de Lill.

Proyector y pantalla. Se utilizard para realizar las explicaciones correspondientes o

resolver dudas concretas en el desarrollo de las sesiones.
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= Dispositivo de grabacién de video y audio, como puede ser un teléfono smartphone.

» Plataforma Moodle o Teams, o similar. Mediante esta plataforma el docente facili-
tard al alumando los videos y documentos que deberdn trabajar como parte de la
metodologia de aula invertida. Ademas, cada alumno debera entregar el proyecto de

video a través de esta plataforma.
= Listado de ejercicios y problemas para cada alumno.

= Calculadora. El alumno podra disponer de calculadora para realizar las operaciones

necesarias en los ejercicios.

E. Temporalizacién. Situaciones de Aprendizaje.

La actividad se llevara a cabo en tres sesiones lectivas: la primera sera de presentacion de la
actividad, y las otras dos de 50 minutos cada una en las que se llevara a cabo la resoluciéon
de ejercicios por parejas en el aula. Al estar propuesta como una actividad de ampliacén
y repaso, se va a situar entre las iltimas sesiones de la Unidad Didactica correspondiente,
una vez trabajados los contenidos sobre polindémios, raices, factorizaciéon y resolucién de

ecuaciones.

Sesioén de Presentacion.

En esta sesion se presentara la actividad al alumnado describiendo la metodologia de Clase
Invertida que se va a desarrollar. Se facilitaran los videos explicativos sobre el Método de
Lill, disponibles en la plataforma Moodle, que los estudiantes tendran entre tres y cua-
tro dias para visualizar y trabajar fuera de las horas lectivas antes de las sesiones en el
aula. Evidentemente, si durante el trabajo fuera del aula surgieran dudas a los estudian-
tes, estos podran preguntar al docente via Moodle. También se organizara el grupo en
parejas consensuadas entre el docente y alumnos, que seran permanentes durante las dos
sesiones siguientes. Por tltimo, se especificard como deben realizar el proyecto de video
didactico: formato, orientacién, duracion minima o maxima, etc, asi como la fecha limi-

te de entrega que podria ser, por ejemplo, en el plazo de una semana después de la Sesién 2.

Sesién 1.

En esta primera sesién se va a proceder a organizar el aula de forma que cada una de
las parejas de alumnos tenga su espacio de trabajo. Se van a trabajar los procedimientos

de Ecuaciones lineales y Ecuaciones cuadraticas. Cada pareja comienza a trabajar en los

ejercicios 1 y 2 que consisten en modelar un procedimiento de Papiroflexia que permi-
ta resolver ecuaciones lineales. Aunque sencillo, deberdn recurrir a sus conocimientos de
Geometria Analitica plana, y relacionarlo con el camino codificado y el Camino de Lill del

Método de Lill aplicado a un polinomio de grado uno.
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Ejercicio 1. Resuelve mediante el método algebraico las siguientes ecuaciones:
a)d—xz=>5xr+1 b) 4z — 2 = 6.

Después, resuelve ambas ecuaciones mediante el Método de Lill.

Ejercicio 2. Modela un procedimiento de Papiroflexia que permita resolver ecua-
ciones lineales basado en el Método de Lill. Comprueba tu modelo resolviendo las

ecuaciones del ejercicio 1.

Indicacidén: ;Cuantos segmentos tiene el camino de Lill de un polinomio de grado

uno?;Cémo puedes construir ese camino mediante pliegues de Papiroflexia?

A continuacién, prosiguen con el ejercicio 3, en la misma linea que los anteriores pero
trabajando con ecuaciones de segundo grado. A medida que vayan completando las dis-
tintas cuestiones, deberdn concluir cémo obtener las soluciones de la ecuacién mediante

Papiroflexia.

Ejercicio 3. Resuelve las siguientes ecuaciones mediante el método algebraico:
a)r? —2z+1=0 b)z? -2z -3 =0 )z +1=0.

Después, responde a las siguientes preguntas para cada una de las ecuaciones:

1. ;Cuantos caminos de Lill podremos econtrar?.

2. Sitda los ejes cartesianos en el folio de papel. Construye con Papiroflexia el camino

codificado del polinomio de grado dos. ;Cuéles son las coordenadas del punto final

7

3. Representa en el mismo folio mediante pliegues las siguientes rectas:

Li:x=2ay Lo:x=as

Realiza (siempre que se pueda) un pliegue que lleve el punto origen O sobre L;

pasando por T

4. Denota por A el punto de interseccién del pliegue con Ly. ; Cémo se corresponde

este punto con los pasos del Método de Lill?

5. ;Como se obtienen las soluciones de la ecuacién mediante el anterior procedi-

miento de Papiroflexia?

Indicacion: comprueba tus resultados comparandolos con las soluciones obtenidas

en la primera parte del ejercicio.

Sesion 2.

En esta sesion, los estudiantes seguiran trabajando con sus correspondientes parejas. Se

va a desarrollar el procedimiento de Papiroflexia para Ecuaciones cibicas.

Los ejercicios 4 y 5 consisten en trabajar la resoluciéon de ecuaciones. Para ello, el alumna-
do dispondra del procedimiento de Papiroflexia para la resoluciéon de ecuaciones cubicas
escrito en su listado de ejercicios. Se trabaja también la relacién de los sucesivos caminos

de Lill al aplicar reiteradamente el método de Lill con la factorizaciéon del polinomio.
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Ejercicio 4. Busca el pliegue que resuelve la siguiente ecuacién aplicando el proce-
dimiento de Papiroflexia:
P42 +r+1=0
y responde las siguientes cuestiones:
1. Factoriza el polinomio P(z) = 2% + 22 + 2 + 1 = 0 como la multiplicacién de un
polinomio de grado uno y un polinomio de grado 2, Q(x).
2. Construye, en un nuevo folio, el camino codificado del polinomio Q(x).
3. Compara el Camino de Lill encontrado para P(x) y el camino codificado del

polinomio Q(z). ;Qué observas?

Ejercicio 5. Resuelve mediante Papiroflexia la siguiente ecuacion:

2} —Tr—6=0
Después, considera uno de los pliegues obtenidos y su solucién correspondiente, y
responde las siguientes cuestiones:
1. Factoriza el polinomio P(x) = ® — 7z — 6 como la multiplicacién del factor co-
rrespodiente a la solucién considerada y un polinomio de grado 2, Q(x).
2. Resuelve la ecuacién Q(x) = 0 mediante Papiroflexia.
3. Responde a los apartados 1 y 2 considerando los otros dos pliegues con sus co-
rrespondientes soluciones.
4. Razona qué ocurre si se parte de un polinomio P(z) de grado 3, y se aplica

reiteradamente el Método de Lill a cada Camino de Lill obtenido.

Indicacion: Un Camino de Lill de un polinomio de grado 3 tiene tres segmentos.
Al aplicar el Método de Lill a estos tres segmentos, se obtiene un camino de Lill
de dos segmentos. Al aplicar el Método de Lill a estos dos segmentos, se obtiene un

Camino de Lill de un segmento.

Para finalizar la sesién, se asignard a cada alumno una ecuacién cubica de la siguiente
lista. Esta ecuacion serd la que deban resolver mediante Papiroflexia para el proyecto de
video. Deberan explicar los pasos seguidos en la resolucion, asi como la obtenciéon de cada
una de las tres soluciones. Aquellos alumnos que hayan terminado el ejercicio 5 podran

comenzar a trabajar en la resolucién de su ecuacion.

Ecuaciones con Papiroflexia
L 234422 +2—-6=0.
. 2%+ 22 -4z —4=0.
nr. 23 +322 -2 —-3=0.
v. 23 + 222 — 5z — 6 = 0.
v. 23— 2?2 — 4z +4=0.
VI 234222 — 2 —2=0.
Vil 22 — 322 — 2 +3=0.
v 2z + 322 — 62 — 8 = 0.
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F. Evaluacidén.

Para la evaluacién del aprendizaje del alumnado se utilizaran los siguientes instrumentos:

Por una parte, al finalizar cada una de las sesiones, el docente recogera las respuestas de
cada pareja a los ejercicios trabajados en la misma. Los tres primeros ejercicios se evaluaran
sobre 10 puntos, y los ejercicios 4 y 5 sobre 20 puntos. En ellos, se tendra en cuenta no
solo la correcta solucién, también los procedimientos o razonamientos seguidos en cada
apartado. Asi, los dos alumnos de una misma pareja obtendran la misma calificacién
correspondiente a la parte de trabajo en el aula siendo esta un 70 % de la calificacién final
de la actividad.

Por otra parte, el video realizado por cada alumno ponderard un 30 % y se evaluardn del
1 al 5 (siendo 1 la calificacién minima y 5 la calificacién méxima) los siguientes aspectos:

- Comprension del Método de Lill

- Construccién de los elementos necesarios para realizar los pliegues en la hoja

de papel.

- Construccién de los tres pliegues mediante Papiroflexia.

- Hallazgo de las tres soluciones correctas de la ecuacion.

- Explicacién datallada de la obtencion de las tres raices mediante Papiroflexia.

- Expresién oral adecuada de los razonamientos y prodecimientos matematicos

y de Papiroflexia.

- Presentacion de video clara y ordenada.
De esta manera, la calificacién final de cada alumno se obtiene como la media ponderada
de la calificacién conjunta del trabajo de resolucién de ejercicios en pareja y la calificacién

individual del video.

La evaluacién de la actividad en lo respectivo al disefio de temporalizacién, metodologias
y situaciones se llevara a cabo mediante la reflexién del docente tras las observaciones
realizadas durante las sesiones y las dificultades encontradas en el desarrollo de la misma,

procurando considerar posibles estrategias de mejora, asi como mediante la riabrica.

Actividad 2. Razones y Formulas Trigonométricas.

A. Contenidos.

= Razones trigonométricas de un dngulo cualquiera.
= Ragones trigonométricas de los angulos suma, diferencia de otros dos y doble.
» Formulas de transformaciones trigonométricas.

= Razones trigonométricas de angulos complementarios, suplementarios y opuestos, y

reduccién al primer cuadrante.

= Teoremas del seno y coseno.
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Desarrollo de contenidos.

Dado un tridngulo rectangulo AABC' con C = 90° como el de la imagen,

m

o

se definen las razones trigonométricas seno, coseno y tangente del angulo § = B como

sigue:

Definicién 3.2.7. El seno del dngulo 3, que se denota sin(3), es la razén entre la longitud

del cateto opuesto al dngulo B, b, y la longitud de la hipotenusa, c:

b

Cc

sin(8) =

Definicién 3.2.8. El coseno del dngulo 3, que se denota cos(f3), es la razén entre la

longitud del cateto adyacente al dngulo 3, a, y la longitud de la hipotenusa, c:
a
cos(f) = —.
(B) =~

Definicién 3.2.9. La tangente del dngulo 3, que se denota tan(f), es la razén entre la

longitud del cateto opuesto al dngulo B, b, y la longitud del cateto adyacente, a:

tan(f) =

a
Lema 3.2.1. Dado un dngulo 3, sus razones trigonométricas seno y coseno cumplen que:
—1 <sin(f) <1, -1 <cos(p) < 1.
Observacion.

Sea o = A el otro angulo agudo del tridngulo AABC, entonces se cumple:

A

[ws)

L}

sin(a) = cos(f), cos(a) = sin(fB), tan(a) = — Gk

~—
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Definicién 3.2.10. Dado un dngulo 5, las relaciones trigonométricas fundamentales

son:

sin?(B) + cos?(8) = 1, tan(5) = Zzifg;
Proposicion 3.2.2. Se cumplen las siguientes relaciones:
1. Dado un dngulo B € [0,27), entonces Vk € Z:
sin(B) = sin(f8 + 27k), cos(B) = cos(B + 27k).

1. Dados dos dngulos complementarios 3 y o, f+ a =90° = 7, entonces

cos(f) = sin(a), sin(f) = cos(a).
111. Dados dos dngulos suplementarios 5 y «, §+ a = 180° = 7, entonces
cos(f8) = — cos(a), sin(f) = sin(a).
1v. Dados dos dngulos opuestos § y o, a = —f3, entonces
cos(f) = cos(a), sin(f) = — sin(w).

Proposicion 3.2.3. Dados dos dngulos 8 y o cualesquiera, entonces las razones trigono-

métricas del dngulo suma B + « son:
sin(f + «) = sin(f) cos(a) + cos(f) sin(«),
cos(f + a) = cos(fB) cos(a) — sin(f) sin(«).

Proposicion 3.2.4. Dado un dngulo B cualquiera, entonces las razones trigonométricas
del angulo doble 253 son:
sin(253) = 2sin(B) cos(5),

cos(2) = cos?(B) — sin?(B) = 2cos?(B) — 1 = 1 — 2sin?(B).

Teorema 3.2.2. Teorema del Seno. Dado un triangulo cualquiecra AABC, se cumple

que

sin(A)  sin(B) _ sin(C)

a b c

Demostracion. Supongamos el tridngulo de vértices AABC, cuyos lados de denotan como

en la imagen:

m
(]
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Se toma la altura del tridngulo sobre el lado a, h,, obteniendo asi dos tridngulos rectangulos
ANAABM y ANAMC, donde M es el punto del lado a en el que corta la altura h,. Entonces,

A

@

~ ha ~
sin(B) =" = ha=csin(B),
. A hq o
mO=7 = ha=bn(0)
luego, se obtiene la igualdad
~ . . E L~
esin(B) = bsin(C) N sin(B) _ sin(C)

b c

Anélogamente, tomando la altura h; del tridngulo sobre el lado b, se obtiene:

o} .

sin(A) = cb = hy = csin(A),
_hy A

sin(C) = " = hy = asin(C),

de donde se concluye

csin(A) = asin(C) = =

O

Teorema 3.2.3. Teorema del Coseno. Dado un triangulo cualquiera ANABC, se cum-

plen las siguiente igualdades:
a? = b% + ¢ — 2bccos(A),

b2 = a® + ¢ — 2accos(B),

¢ = a® + b* — 2abcos(O).
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Demostracion. Se realiza la prueba para la igualdad
b? = a? + ¢ + 2accos(B),

y para las otras dos se razona de forma analoga. Supongamos el triangulo AABC, cuyos

lados se denotan como en la figura:

M A c

Se toma la altura del tridngulo sobre el lado a, h,, obteniendo asi dos tridngulos rectangulos
ANABM y ANAMC, donde M es el punto del lado a en el que corta la altura h,. Por el
Teorema de Pitagoras, podemos calcular la longitud de h, de dos formas:

Si tomamos el tridngulo AABM, entonces:

¢ =h+|BM)? = h? =c* — |[BM|?.

a =

Si tomamos el triAngulo AAMC', entonces:

b’ = h24|MC|? = h? = b~ |MC? = b*—(a—|BM|)* = b*—a>+2a|BM|—|BM|*.

a —

Al igualar la expresién de h2 de ambos resultados, y teniendo en cuenta que COS(E ) = ‘Biwl

se obtiene:
¢ — |[BM|? = b* — a® + 2a|BM| — |BM ?

¢® +a* —2a|BM| = V?
& + a® — 2accos(B) = b°.

O]

Corolario 3.2.2. Dado un tridngulo NABC' cualquiera, tomamos 3 = B y sea h la altura

del tridngulo sobre el lado a, entonces el drea del tridngulo es

p 1
Area = iac sin .
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B. Procedimiento con Papiroflexia.

Partiendo de un cuadrado de papel se puede realizar la demostracién de algunos de los

resultados enunciados en el apartado anterior:

Razones trigonométricas del dngulo suma.

Este procedimiento se ha tomado de Garcia (2021, 11 abril).

Se comienza con un rectangulo de papel en el que se ha marcado un cuadrado, y se toma
un punto @ en uno de los bordes de este ultimo, por ejemplo el derecho. Mediante (O1),
se realiza el pliegue que pasa por la esquina inferior, el punto A y por el punto ). Después,
se construye con el Axioma (Oy4) el unico pliegue perpendicular al anterior que pasa por
el punto Q. El punto de interseccién de este pliegue con el borde superior del cuadrado
de papel se denotard por R. Por iltimo, se realiza el pliegue que pasa por R y por A

aplicando (O1) de nuevo.

D ¢ D R i D R &

Q Q

] ,O >

A B A B A B
Paso 1 Paso 2 Paso 3

De esta forma, el cuadrado inicial de papel ha quedado divido en cuatro tridngulos rectan-
gulos: AQAB, ARQC, AARD y ANRAQ. Se toman los dngulos o = Cm y = m y
el angulo suma § + «a = BAR.

Por las propiedades bésicas de la Geometria Plana® se cumple que C/Q\R =0y DRA =
3 + a. Se supone la longitud |AR| igual a la unidad y se considera el tridngulo ARAQ

para calcular las razones trigonométricas seno y coseno del dngulo a:

cos(a) = }ji: sin(a) = EZ:
cos(a) = [AQ) sin(a) = [RQ|

8Se utilizan las siguientes propiedades de la Geometria plana Eculidea:
I. Los angulos de un tridngulo suman 180°.

11. Al cortar dos rectas pararelas por otra transversal, los dngulos alternos internos son iguales.

43



Capitulo 3. Actividades de Aprendizaje y Ensenianza. Laura Esteban Sanz

Se considera, en primer lugar, el tridngulo AQ AB para calcular las razones trigonométricas

seno y coseno del angulo 5:

cos(f) = :jg; = c‘:sl.(Boz’) = |AB| = cos() cos(a),
sin(B) = ‘]ig; = clcig) = |BQ| = sin(f) cos(a).

Ahora, se toma el triangulo ARQC' para calcular las misma razones trigonométricas de (3:

8
Q

_1ecl _

cos(f) = RQ|  sinfa) = |QC| = cos(B) sin(a),
: _@: RO RC| = sin(p) sin(«
in(3) = o = e = JACl=sin(B)sin(a)

Finalmente, al tomar el tridngulo AARD para calcular las razones tigonométricas seno y

coseno del angulo suma [ + « se obtiene:

DR DA
cos(f+a) = 4 = |DR|, sin(f + «) = = |DA].
D 13 C 5 Rsm[ﬁ)sm(ui: " RS‘ﬂl'ﬁ)Siﬂ(Gz:
) P s(B)sir B+a
) 3 e B cos(B)sin(a) o\ B cos(B)sin(a)
nQ Q e Q
1 1 sin(B+a - 3
cos(a) cos(a) )
sin(B)cos(a) sin(B)cos(a) sin(B)cos(a)
a > .
B 5 E g
. cos(B)cos(a) » B cos(p)cos(a) . " B cos(Rcosla) :

Por tanto, al comparar las longitudes de los bordes del cuadrado inicial se obtienen las

férmulas del seno y el coseno del dngulo sumas:
|DA| = |BQ| + |QC]| = sin(f + «) = sin(B) cos(a) + cos(B) sin(a),

|DR| = |AB| — |RC| = cos(f8 + a) = cos(3) cos(a) — sin(p) sin(a).
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Razones trigonométricas del angulo doble.

Este procedimiento se ha tomado de Hull (2021, 11 abril).

Se comienza con un cuadrado de papel, en el que se toma un punto A en uno de sus borde.
Con el Axioma (O1) se contruye el tinico pliegue que pasa por A y por la esquina derecha
B del borde opuesto a A. Asi, se obtiene un tridngulo rectdngulo AABC' con ACB = 90°.

Paso 1 Paso 2

El siguiente paso sera realizar el pliegue que lleve el punto B sobre el punto A utilizando
el Axioma (Og2). La interseccién de este pliegue con el segmento BA nos dard su punto
medio M, y la interseccién del pliegue con el segmento BC nos proporciona el punto N.
Por 1ltimo, mediante el Axioma (O1) se realiza el pliegue que pasa por N y por A. De
esta forma, el tridngulo inicial AABC ha quedado dividido en tres tridngulos rectdngulos:
ANANC, ANAM y ANBM.

A A
M M
B ot |— [ B ¥ r C
N N
Paso 3 Paso 4

Ademds, al realizar el pliegue que lleva B sobre A y construir el segmento N A, el angulo
MAN es igual al angulo NBM que se denotard por . Por tanto, los tridngulos AN AM
y ANBM son tridngulos congruentes ya que comparten dos angulos y un lado (|[BM| =
|MAJ).

Por otro lado, el angulo CNA es el doble® del angulo CBA = NBM , luego CNA = 26.
Ahora, se supone la longitud |[NA| = |[BN]| igual a la unidad.

9Si tomamos la circunferencia de centro N y radio BN = N A, el 4ngulo CNA es un angulo central (su
vértice es el centro y el lado NA es un radio) y el dngulo CBA es un angulo inscrito (su vértice estd en la
circunferencia y el lado BA es una cuerda). Ademds, los puntos de corte de los lados de ambos dngulos con

la circunferencia son los mismos: A y P, siendo P el punto de corte de la prolongacién por C' del segmento
BC.
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B []

Z 4

Se considera el tridngulo AM BN para calcular las razones trigonométricas seno y coseno

del dngulo 3, y entonces:
cos(8) = [BM| = [}, sin(8) = [MIN].

Se toma el triangulo AANC' para calcular las razones trigonométricas seno y coseno del

angulo doble 23, y se obtiene:

cos(28) = |[NC], sin(28) = |AC).

cos(B)

Ahora, se considera el tridngulo inicial AABC para calcular las razones trigonométricas
seno y coseno del dangulo 3, de donde se obtienen las férmulas del seno y el coseno del

angulo doble:

- ay _ [AC] _ sin(28) : o
sin(B) = BA| ~ 2cos(d) = sin(25) = 2sin(S) cos(3),
cos(f) = [BC] _ 1+ cos(26) = cos(28) = 2cos?(B) — 1.

~|BA]  2cos(B)

Teoremas del seno y coseno.

Se parte de un cuadrado de papel y se marcan dos puntos A y B en dos de sus bordes que
sean adyacentes. Mediante el Axioma (O1) se construye el tnico pliegue que pasa por A
y B. Denotando por C el vértice del cuadrado que resulta de la interseccién de los otros
dos bordes restantes, se realiza el pliegue que pasa por A y C, y otro pliegue que pasa por

B y C de nuevo mediante el Axioma (O1) . Asi, se obtiene un triangulo ABC.
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Paso 1 Paso 2 Paso 3

Ahora, utilizando el Axioma (Oy), se realiza el tinico pliegue que lleve B sobre el lado a

y que pase por el punto A. De esta forma, se obtiene el punto M de interseccién entre el

pliegue y el lado a, donde el segmento AM es la altura del tridngulo sobre el lado a, h,.
De nuevo por (Oy4), se construye el inico pliegue perpendicular al lado b y que pase por
el punto B, que da lugar al punto N de interseccién entre el pliegue y el lado b de forma
que BN = hy,.

M M

Paso 4 Paso 5

Finalmente, razonando como se expone en las demostraciones de ambos Teoremas en el

apartado anterior, se obtiene la solucién.

C. Planteamiento.

Esta actividad se plantea para un curso de 1° de Bachillerato de la asignatura Mate-
maticas I, ya que los contenidos de trigonometria trabajados pertenecen al Bloque 4
del curriculo de la misma. Por tanto, las sesiones dedicadas a esta actividad se enmar-
can dentro de la temporalizacién de la Unidad Didéactica que englobe estos contenidos de

Trigonométria en dicha asignatura.

Los conocimientos previos necesarios y que se suponen sabidos por el alumnado por ser

parte del curriculo de cursos anteriores son:
» Resultados basicos sobre propiedades de la Geometria Euclidea en el plano.
= Puntos y rectas notables de un triangulo.

= Célculo del area de un tridngulo.
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= Teorema de Pitagoras.

» Medida de dngulos en grados y radianes y conversién entre ambas unidades.

D. Metodologia y Recursos.

Para esta actividad se van a poner en practica las siguientes metodologias:

= Resolucién de problemas.

Esta metodologia constituira el principal método de trabajo del alumnado, tanto de
forma individual como de manera conjunta. En cuanto a la resolucién de problemas
de forma individual, se podra llevar a cabo durante las sesiones en el aula o como
tarea para casa. Cada alumno trabajard personalmente en la resolucion de ejercicios
y problemas, contando en todo momento con la ayuda del docente para solucionar
posible dudas y guiar en la superacién de bloqueos. De igual manera, el docente
debera observar el progreso de cada alumno y alumna, ofreciendo atencién persona-
lizada a cada uno y adecuandose en mayor medida a las necesidades individuales.
Para trabajar la resoluciéon de problemas de forma conjunta entre el alumnado, el
docente planteard cuestiones para que el alumnado, ofreciendo sus ideas y colabo-
rando entre ellos, lleguen a una solucién conjunta.

Con esta metodologia se desarrolla la competencia en comunicacion lingiiistica, la
competencia matematica, la competencia de aprender a aprender, las competencias

sociales y civicas y la de sentido de iniciativa y espiritu emprendedor.

= Portfolio Didactico.

Cada alumno deberd elaborar un Portfolio Didactico personalizado: una carpeta, ar-
chivador o similar, en la que registre su trabajo y aprendizaje durante la actividad.
Este documento debera incluir las construcciones de Papiroflexia realizadas por el
estudiante, asi como la resoluciéon de los ejercicios y problemas propuestos por el
docente en el listado de ejercicios y problemas que se proporcionard a cada alumno.
Se insistird en la correcta expresion escrita de los razonamientos y los pasos segui-
dos utilizando el lenguaje matematico adecuado. A mayores, puede incluir mapas
conceptuales, anotaciones, o esquemas que hayan servido al estudiante para aclarar
conceptos trabajados durante las tareas. Debera estar organizado de forma secuen-
cial y se entregara al docente en la Sesién 3, ya que serd el principal instrumento de
evaluacion esta actividad.

Este recurso permite tanto al docente como al propio estudiante el seguimiento del
proceso de aprendizaje, siendo el estudiante responsable de la autorregulacién de su
aprendizaje y autonomia, favorenciendo el desarrollo de la competencia de aprender
a aprender y la competencia de sentido de iniciativa y espiritu emprendedor. Al ser
un documento personalizado, permite adecuar las tareas planteadas a las necesida-

des de cada alumno.
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Los recursos necesarios para el desarrollo de esta actividad seran los siguientes:

= Papel de Papiroflexia o, en su defecto, folios para cada alumno y el docente, con el

que se llevaran a cabo los procedimientos de plegado de papel.

= Proyector y pantalla. El docente proyectard en la pantalla las imagenes explicati-
vas de los procedimientos de plegado. También se utilizara para llevar a cabo las

explicaciones.
= Lista de ejercicios y problemas para el alumnado.

= Calculadora. El alumno podra disponer de calculadora para realizar los célculos
necesarios en los ejercicios. Se pretende que el alumnado adquiera un correcto uso de
esta herramienta, en particular, diferenciando correctamente la utilizacién de grados

y radianes al calcular las razones trignométricas de angulos.

= Portfolio de Aprendizaje personalizado de cada estudiante.

E. Temporalizacién. Situaciones de Aprendizaje.

Esta actividad se llevara a cabo en cuatro sesiones lectivas: la primera serd de presentaciéon
de la actividad y las otras tres de 50 minutos cada una. No es necesario que sean sesio-
nes consecutivas, sino que deberan adaptarse al desarrollo de contenidos marcados por la

Unidad Didéactica sobre Trigonometria.

Sesién de Presentacion.

En la primera sesién de la Unidad Didéctica en la que se enmarque esta actividad, se
llevara a cabo la presentacién y la explicacién de los recursos, temporalizacién, el modo

de trabajo y los objetivos de la misma al alumnado.

Durante las sesiones 1, 2 y 3, los alumnos y alumnas trabajaran de forma personal en
la resolucion de las tareas propuestas en la lista de ejercicios, que estaran basadas en las
construcciones y procedimientos de Papiroflexia indicados por el docente en cada una de
las sesiones. Se explicara al alumando cémo deben elaborar su portfolio didactico, estable-

ciendo conjuntamente los indicadores que se evaluaran y la fecha de entrega del mismo.

Sesién 1.

Se llevara a cabo una vez conocidas las razones trigonométricas de angulos agudos en
tridngulos rectangulos y las equivalencias entre las razones trigonométricas de angulos
opuestos. Los contenidos que se van a trabajar son las razones trigonométricas del angulo

suma, diferencia y el angulo doble.

El docente proyectard en la pantalla los Pasos 1, 2, 3 del procedimiento de Papirofle-

xia: Razones trigonométricas del dngulo suma. Cada alumno realiza los pliegues corres-

pondientes en su cuadrado de papel, en el que se marcaran los puntos {A, B,C, D, R, Q}
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y los dngulos f y « iniciales. Cada alumno comenzara a trabajar de forma individual en la
primera tarea planteada en su listado de ejercicios, que consiste en responder a una serie
de preguntas con el fin de conducir al estudiante hacia la demostracién de la formula del
seno y el coseno del angulo suma. A medida que finalicen el primer ejercicio, continuaran

con el segundo ejercicio.

Ejercicio 1. Observa el mapa de cicatrices obtenido al realizar los pliegues anterio-
res. Contesta a las cuestiones razonando tu respuesta:

1. ;Cuanto mide el dngulo BAR?

2. ;Cuanto mide el angulo 5@\R?

3. ;Cuanto mide el angulo DRA?

4. Supongamos que AR = 1 u., ;cémo se relacionan los segmentos AQ y RQ con el
seno y el coseno del angulo o7

5. Observa el tridngulo AQAB: ;Cémo calcularias sin(5) y cos(8)? {Cuél es la me-
dida de los segmentos AB y BQ en funcién de las razones trigonométricas seno y
coseno de los dngulos o y 57

6. Observa el tridngulo ARQC": ;Cémo calcularias sin(3) y cos(5)? ;Cudl es la me-
dida de los segmentos CQ y RC en funcién de las razones trigonométricas seno y
coseno de los angulos o y 87

7.;,Cémo se relacionan los segmentos AD y DR con el seno y el coseno del dngulo
B+ a?

8. Utilizando los resultados anteriores, demuestra las férmulas del seno y el coseno

del angulo suma.

Ejercicio 2. Partiendo de las féormulas del seno y el coseno del angulo suma, de-
muestra las del angulo diferencia:

sen(f — a) y cos(ff — ).
Indicacion: ;Como se relacionan las razones trigonométricas de dos angulos que

son opuestos?

El docente proyectara en la pantalla los Pasos 1, 2, 3 y 4 del procedimiento de Papiroflexia

Razones trigonométricas del angulo doble para que cada alumno, segiin finalice el ejercicio

2, lo desarrolle en una nueva hoja de papel. En la hoja se marcara el angulo CBA = By
los puntos {A, B,C, M, N}.

Cada alumno continuaréd trabajando en el siguiente ejercicio de su lista que consiste en
demostrar las férmulas de las razones trigonométricas seno y coseno del angulo doble,
siguiendo con el mismo enfoque constructivista del ejercicio 1, pero ofreciendo menos

indicaciones al alumnado.
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Ejercicio 3. Observa el mapa de cicatrices obtenido al realizar los pliegues anterio-
res. Contesta a las cuestiones razonando tu respuestas:

1. ;Cémo son los tridngulos AMBN y AN AM?;Cuanto mide el angulo MNA?
2. Supongamos que NA = 1 u. ;Cémo se relacionan los segmentos BM y M N con
el seno y el coseno del angulo 57

3. ;Cudl es la medida de los segmentos AC y NC en funcién de las razones trigo-
nomeétricas seno y coseno del angulo 237

4. Observa el tridangulo AABC": ;Cémo calcularias sin(f3) y cos(8)?.

5. Utilizando los resultados anteriores, demuestra las férmulas del seno y el coseno

del angulo doble.

Una vez obtenidos los resultados anteriores, cada alumno trabajara en el Ejercicio 4 de
aplicacién de los mismos. El ejercicio permite que cada alumno encuentre distintos cami-

nos para llegar a la solucién.

Ejercicio 4. Sabiendo que sin(j) = @ y cos(15z) = 0,9659, calcula:
a. sin(%) b. cos(20z) c. cos(§)
d. cos(75) e. sin(qy) f. sin(105z)

Cada alumno trabajara siguiendo su propio ritmo de aprendizaje y el docente adquiere el

papel de guia del proceso, observando y resolviendo las dudas que surjan.

Sesién 2.

Se llevard a cabo una vez conocidas las razones trigonométricas de angulos agudos de
tridangulos rectangulos. Los contenidos que se van a trabajar son los Teoremas del Seno y

Coseno.

La primera tarea llevaba a cabo por el alumnado serd la construcciéon de un tridngulo
cualquiera a partir de su hoja de papel, siguiendo los Pasos 1, 2 y 3 del procedimiento

de Papiroflexia Teoremas del seno y coseno. Esta vez no se proyectara en la pantalla, sino

que el docente dard las instrucciones de forma oral, buscando asi no condicionar la forma
del tridngulo construido por cada alumno segin la protectada en la pantalla, de manera
que haya variedad de tridngulos. Una vez que cada alumno tenga nombrados los vértices
{A, B,C} y los lados a,b,c de su triangulo, el siguiente paso serd realizar los pliegues
correspondientes que den lugar a las alturas de dos de sus lados. Para ello, se aportaran
ideas por parte de todos los alumnos, haciendo énfasis en la correcta expresién oral de los
procedimientos y razonamientos descritos. Esta primera tarea tendrd una duracién de 10

minutos al comienzo de la sesion.

A continuacién, cada alumno y alumna continuard trabajando con los ejercicios 5 y 6
propuestos en la lista, también individualmente respetando su ritmo y contando con la

gufa del docente para superar bloqueos o dudas.
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Ejercicio 5. Observa el tridngulo que acabas de construir y demuestra el siguiente
resultado:
Teorema del Seno.

Dado un tridngulo cualquiera AABC, se cumple que

sin(A) _ sin(B) _ sin(C)

a b c

Indicacién: Al construir la altura sobre uno de los lados, se pueden obtener dos

expresiones para esa altura en funcién de dos dngulos distintos.

Ejercicio 6. Observa el tridngulo que acabas de construir y demuestra el siguiente
resultado:
Teorema del Coseno.
Dado un tridngulo cualquiera AABC, se cumplen las siguiente igualdades:
a? = b + & — 2bccos(A),
v = a® + ¢ — 2accos(B),
? = a® + b* — 2abcos(C).

Indicacion: Al construir la altura sobre uno de los lados obtienes dos tridngulos a

los que puedes aplicar el Teorema de Pitagoras.

Una vez obtenida la demostracién de ambos teoremas y apoyandose en la construccion de

Papiroflexia realizada, finalizan con los ejercicios 7 y 8.

Ejercicio 7. Durante el transcurso de una manifestacién se utiliza un dron para
controlar posibles disturbios. En un momento determinado, el grupo de personas
asistentes va desde la Plaza A hasta la Plaza B de la ciudad. La longitud de la calle
recta que une ambas plazas es de un kilémetro, y desde el dron se observa la plaza
A con un angulo de 552 con la horitonzal. Calcula la altura a la que se encuentra el
dron sabiendo:

a. Que el dngulo con el que se observa la plaza B desde el dron es de 65°.

b. Que la distancia a la que se encuentra el dron de la plaza B es de 900 metros.

Ejercicio 8. Calcula el area del tridngulo de la imagen.

X

46u

Deduce la formula general del area de un tridngulo AABC' conocidos los lados a y

~

cy el sin(B).
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Sesion 3.

Dentro de la Unidad Didactica de Trigonometria en la que se englobe esta actividad, se
reservard una de las tultimas sesiones para que el alumnado pueda terminar de completar
las tareas de las sesiones 1 y 2, asi como resolver dudas que hayan surgido durante el
trabajo personal en las mismas. En esta tltima sesién, cada alumno también se dedicara a
terminar de aclarar y organizar las tareas que debe recoger en su portfolio, y realizar una
reflexion sobre su proceso de aprendizaje, que deberd redactar como respuesta al tltimo

ejercicio de la lista.

Ejercicio 9. Autorreflexion. Escribe tu reflexion personal sobre el trabajo reali-
zado, los logros y las dificultades encontradas, y el aprendizaje adquirido durante el

desarrollo de esta actividad.

F. Evaluacidén.

El principal instrumento de evaluacion de esta actividad serd el Portfolio Didactico, que
permitird dos enfoques: evaluar formativamente y sumativamente. La autorreflexién del
alumno sobre su trabajo, esfuerzo y aprendizaje permite desarrollar la meta-cognicion del
aprendizaje. El andlisis de este documento llevado a cabo por el docente permite realizar
una completa evaluacién competencial y la objetiva calificacién del aprendizaje del alumno,

asi como la reflexién sobre las tareas propuestas y su actuaciéon docente.

La evaluacién del aprendizaje del alumnado por medio de esta actividad se llevard a cabo
mediante el andlisis del contenido del portfolio de cada alumno. Los ejercicios del 1 al 8
tendran una calificaciéon de hasta 5 puntos cada uno. En cuanto a la evaluacién del propio
documento del Portfolio Didactico, se pueden considerar indicadores como los descritos en
Trelles Zambrano, Bravo Guerrero & Barrazueta Samaniego (2017, Figura 2), asignando
una puntuacién a cada uno de ellos. A continuacién se listan aquellos que se valorardan en
esta Actividad:

1. Entreg6 todo el contenido del Portfolio. (10 puntos)

2. Existe una buena presentacién del Portfolio. (4 puntos)

3. Las construcciones de Papiroflexia son correctas y claras.(4 puntos)

4. Aplica procedimientos correctos para solucionar los problemas 1-8. (1 punto
por problema)

5. Las respuestas de los ejercicios 1-8 son correctas.(1 punto por problema)
6. Hay evidencia de su esfuerzo en su proceso de aprendizaje. (8 puntos)

7. La respuesta del Ejercicio 9 evidencia un proceso de reflexién constante y

serio. (8 puntos)

Finalmente, la puntuacién total sobre 10 obtenida, contard un 30 % de la calificacién final
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de cada alumno dentro de la Unidad Didactica de Trigonometria.

Por otra parte, la evaluacién de la actividad se llevard a cabo mediante la reflexién del
docente en funcién de los resultados obtenidos tras el analisis de los Portfolios Didacticos
del alumnado y las dificultades encontradas en el desarrollo de la actividad, procurando

considerar posibles estrategias de mejora de la misma, y mediante la ribrica.

Actividad 3. Curvas Codnicas.

A. Contenidos.

= Lugares geométricos del plano.

= Conicas. Circunferencia, elipse, hipérbola y pardbola. Ecuacion y elementos.

Desarrollo de contenidos

Las curvas conicas se obtienen como la interseccién entre una superficie cénica de revo-
lucién (esto es, un cono) y un plano. Dependiendo del grado de inclinacién del plano con
respecto de la generatriz y del eje del cono, se obtienen la circunferencia, la elipse, la

parabola y la hipérbola.

DIBUJGTECNI - COM

CIRCUNFERENCIA ELIPSE PARABOLA HIPERBOLA

TIPDS DE CURVAS CONICAS

Figura 3.16: Fuente: DIBUJOTECNI.COM. Curvas Conicas.

Definicion 3.2.11. Una elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma
de distancias a dos puntos fijos, F' y F’, es constante. Una elipse tiene los siguientes

elementos:
s Focos: son los puntos F' y F'.

= Distancia focal: es la longitud del segmento F'F', es decir, es la distancia entre
los dos focos, d(F, F') = 2¢, ¢ € R.

s Eje mayor: es la recta que une los dos puntos A y A’ de la elipse que se encuentran
a mayor distancia. La longitud del segmento AA’ es d(A, A") = 2a, a € R. Los focos

son puntos de este eje.
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= Eje menor: es la recta que une los dos puntos B y B’ de la elipse que se encuentran a
menor distancia. La longitud del segmento BB’ es d(B, B') = 2b, b € R. El eje menor

es la recta perpendicular al eje mayor que pasa por el punto medio del segmento FF'.
= Centro: es el punto O de interseccion de los dos ejes de la elipse.
s Vértices: son los puntos A, A', B, y B’.

c
= FExcentricidad: se define como su grado de achatamiento e = —.
a

Como ¢ < a, entonces 0 < e < 1.

8je menor

Proposicion 3.2.5. Dada una elipse cuyos elementos se denotan como se describe ante-
riormente, y sea k € R la constante resultante de la suma de distancias de un punto de la

elipse a los focos, entonces k = 2a.
Demostracion. Tomamos el vértice A de la elipse y por definicidn,
d(A,F)+d(A F') = k.

Por otro lado, d(F,0) = d(O,F') = cy d(4,0) = d(0,A") = a, luego d(A,F)=a—cy
d(A, F') = a + c. Entonces,

k=d(AF)+dAF)=(a—c)+ (a+c)=2a.
0

Proposicién 3.2.6. Dada una elipse de vértices A, A', B y B’ centrada en el origen

0(0,0) € R? y cuyos focos son F y F', puntos del eje de abscisas, entonces su ecuacion es

siendo a = d(A,0) = d(0,A") yb=d(B,0) =d(O,B’), cona>b>0.
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Teorema 3.2.4. Teorema de Pitdgoras de la elipse. Dada una elipse de vértices A,

A, B y B', centro O y cuyos focos son F' y F', entonces se cumple que
0 =1+

donde a = d(A,0) = d(O,A"), b = d(B,0) = d(O,B") y ¢ = d(F,0) = d(O,F'") con
a>b>0.

Demostracion. Se considera el vértice B perteneciente a la elipse. Por definicién
d(B,F)+d(B,F') = 2a.

Ademéds, como B pertenece a la mediatriz del segmento F'F’, entonces d(B, F) = d(B, F”)
y por tanto d(B,F) = d(B,F’') = a. Considerando el tridngulo rectdngulo de vértices
AFOB y aplicando el Teorema de Pitarogas:

d(B,F)?=d(0,B)? +d(F,0)> = a?=0b2+c%
0

Definicion 3.2.12. Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano
que equidistan una distancia r de un punto O. Una circunferencia tiene los siguientes

elementos:
s Centro: es el punto O.

= Radio: es el segmento que une el centro O con un punto P de la circunferencia y

tiene longitud r, es decir, r = d(P,O).

s Didmetro: es el segmento que une dos puntos distintos de la circunferencia y pasa

por el centro O, cuya longitud es 2r.

Proposicién 3.2.7. Dada una circunferencia de centro O(xo,yo) y radio r, entonces su

ecuacion es

(x —20)* + (y — y0)* =17,

siendo a = d(A,0) = d(0,A") yb=d(B,0) =d(O,B’), cona>b>0.
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Corolario 3.2.3. Una circunferencia de radio r es un caso particular de elipse degenerada

en la que la excentricidad e = 0.

Definiciéon 3.2.13. Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya

diferencia de distancias en valor absoluto a dos puntos fijos, F' y F', es constante. Una

hipérbola tiene los siguientes elementos:

Focos: son los puntos F' y F'.

Distancia focal: es la longitud del segmento FF', es decir, es la distancia entre
los dos focos, d(F,F') = 2¢, c € R.

Centro: es el punto medio O del segmento FF'.

Eje real: es la recta que pasa por los focos F y F'.

Eje imaginario: es la recta perpendicular el eje real que pasa por el centro C.
Vértices: son los puntos A, A'. La distancia entre los dos vértices es d(A, A') = 2a.

Pardmetro b: es el valor real positivo definido por la expresion b*> = ¢ — a®.

b
Asintotas: son las dos rectas que pasan por el centro O y tienen pendientes +—
a

respectivamente.

c
Excentricidad: se define como e = — > 1.
a

ele

eje real

Proposicion 3.2.8. Dada una hipérbola cuyos elementos se denotan como se describe

anteriormente, y sea k € R la constante resultante de la diferencia en valor absoluto de

distancias de un punto de la hipérbola a los focos, entonces k = 2a.

Demostracion. Tomamos el vértice A de la hipérbola y por definicion,

|d(A, F) — d(A, F')| = k.

Por otro lado, d(F,0) = d(O,F') = cy d(A,0) = d(O,A") = a, luego d(A,F) =a—cy
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d(A, F') = a+ c. Entonces,
k=1d(A,F)—d(A F)| =|(a—c)— (a+c)| = 2a.
O

Proposicién 3.2.9. Dada una hipérbola de vértices A y A’ centrada en el origen O(0,0) €

R? y cuyos focos son F y F', puntos del eje de abscisas, entonces su ecuacion es

2 2
2ry
a b2

siendo a = d(A,0) = d(0,A") yb=d(B,0) =d(O,B’), cona>b>0.

Definicion 3.2.14. Una pardbola es el lugar geométrico de los puntos del plano que

equidistan de un punto fijo F' y una recta r. Una pardbola tiene los siguientes elementos:
s Foco:es el punto F.
» Directriz: es la recta r.
» Pardmetro p: es la distancia del foco a la directriz, es decir, p = d(F,r).
s Fje de simetria: es la recta que pasa por los focos F y es perpendicular a .

= Vértice: es el punto V de interseccion entre la pardbola y su eje de simetria.

/ 2
r / eje de
% 7 simetria

Proposicién 3.2.10. Dada una pardbola de vértice V(0,0) € R2, cuyo foco F es un punto

del eje de abscisas y sea r su directriz, entonces su ecuacion es
2 _
y = 2px,

siendo p = d(F,r).
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Definicion 3.2.15. La recta tangente a una curva en un punto P perteneciente a la
misma es la recta cuyo unico punto de interseccion con la curva es dicho punto P, llamado

punto de tangencia.

Definicién 3.2.16. La recta tangente a una curva en un punto () que no pertenece

a la curva, es la recta que pasa por Q y tiene un unico punto de interseccion con la curva.

B. Procedimiento con Papiroflexia.

Se pueden encontrar multitud de procedimientos de plegado para la construccion de las
curvas conicas, algunos de ellos en los libros mencionados en la Seccién 2.2. Para esta acti-
vidad en concreto, se han seleccionado aquellos que se considera podrian adaptarse mejor
al aula y los contenidos de Bachillerato, asi como aquellos que dieran lugar a situaciones

de aprendizaje mas ricas en cuanto a su enfoque de aprendizaje activo.

Hallar los parametros de una Elipse dada.

Este procedimiento se ha tomado de de la Penia (2001).

Se comienza con una hoja de papel en la que se ha representado tnicamente una elipse
concreta y se han marcado los puntos A y A’ de interseccién de la elipse con su eje mayor.
El objetivo serd obtener los dos ejes, los vértices B 'y B’, y los dos focos de la elipse para
después, con ayuda de una regla con la que medir distancias, obtener su excetricidad y

distancia focal.

=

En el paso 1, aplicando el axioma (Oz), se realiza el pliegue que lleva A sobre A’, que
resulta el eje menor de la elipse. Los dos puntos de interseccién de este con la elipse son los
vértices By B’. A continuacién, con el axioma (O1q) se realiza el pliegue que pasa por A y
A’ para obtener el eje mayor. La intersecciéon de ambos pliegues es el centro O de la elipse.
Se denota por C' el punto de interseccion del pliegue que pasa por los puntos Ay A’ con el
borde del papel mds cercano al punto A. Anilogamente, C’ serd el punto de interseccién
de este mismo pliegue con el borde de la hoja més cercano a A’. Por otro lado, tomando
el pliegue que pasa por los puntos B y B’, se denota por D el punto de interseccién de
este con el borde del papel mds cercano al punto B, y por D’ la interseccién con el borde

més cercano al B’.
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Paso 1 Paso 2

Ahora, mediante (O4) se construye el pliegue que lleva C sobre el segmento AA’ y pase
por el punto A y, de nuevo, el pliegue que lleva C’ sobre el segmento AA’ y pase por el
punto A’. De forma andloga, construimos los pliegues que lleven los puntos D y D’ sobre el
segmento BB’ pasando respectivamente por el punto B y B’. Asi, se obtiene el rectangulo
de vértices P, ), Ry S circunscrito a la elipse dada, ya que cada uno de los cuatro pliegues

anteriores resultan la tangente a la elipse en los puntos A, A’, By B’.

D

Paso 3 Paso 4

Se construye ahora el foco F' situado en el segmento AO aplicando el axioma (Os), de
manera que se realiza el pliegue que lleve P sobre el segmento AA’ y pase por B. El foco F’

se obtiene como el simétrico del punto P con respecto de este tiltimo pliegue, y F' € AO.

Paso 5 Paso 6
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Llegados a este punto, hay varias maneras de conseguir F’. Una opcién es construir F” si-
tuado en el segmento OA’ de forma similar al procedimiento anterior, esta vez como punto
simétrico del punto ) con respecto de la recta resultante del pliegue que lleva ) sobre
AA pasando por B’. Otra manera es, mediante (O4), llevar el punto F sobre el segmento
OA’ haciendo que el pliegue pase por O. Asi, F’ se obtiene como el punto simétrico a F

con respecto de este dltimo pliegue.

Construcciéon de una Hipérbola dados sus vértices.

Este procedimiento se ha tomado de Sundara Row (1917) y de la Pena (2001).

Se comienza situando en el cuadrado de papel los dos puntos A y A’ que serdn los vértices
de la hipérbola. Lo primero que sera construir el eje real y el eje imaginario. El primero,
como la recta resultante del pliegue que pasan por A y A’, mediante (O1); el segundo,
como la recta perpendicular al eje real que pasa por el punto medio del segmento AA’, el
cual serd el centro O, mediante axioma (Oz2) llevando A sobre A’. Se va a marcar también
los puntos R y R’ como aquellos del eje imaginario que distan del centro una longitud
igual a la del segmento AO, aplicando el axioma (O3). Con el axioma (O1) se realiza un
pliegue por el punto O. Se quiere determinar un punto M situado en la recta resultante del
pliegue anterior de manera que la longitud del segmento OA sea igual a la del segmento
OM. Para ello, se aplica el axioma (Og) y se obtiene M como el punto simétrico de A

respecto del pliegue que lleva A sobre el pliegue anterior y que pasa por O.

R R
A A A (0] A A (0] A
L ] L]

R R
Paso 1 Paso 2 Paso 3

Aplicando (Qy4), se construye la perpendicular al segmento OM que pasa por M, lo que
da lugar al punto de interseccién F' entre esta y el eje mayor, que sera el foco de la
hipérbola més préoximo al vértice A. El foco F’ se obtiene como el simétrico de F' respecto
del eje imaginario, que se encuentra en el eje real. De nuevo con (Oy), se realiza el pliegue
perpendicular al eje real por el foco F'. Después, se obtiene el punto N como el reflejado
del punto M en la perpendicular al eje real por F', aplicando el axioma (Og) que lleve el
segmento M F sobre la perpendicular anterior, de forma que la longitud del segmento F'M

sea igual a la de F'N.
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R AR AR

g A [0 A £ A 0 AL e A 0 A
i R | R
Paso 4 Paso 5 Paso 6

A continuacién, se construye el pliegue que pasa por N y por R’ (el punto que se encuentra
en la semirecta del eje imaginario que no corresponde al cuadrante en el que se sitia el
punto N), obtieniendo, de esta manera, el punto ) como punto de interseccién de este
pliegue con el eje real. Se necesita situar en el eje los dos puntos B y B’ que se encuentran a
una distancia | F'N| del centro O. Para ello, se aplica repetidamente el axioma (O3) llevando
el segmento F'N sobre el eje imaginario para determinar B y, de nuevo, el segmento OB

sobre el eje imaginario para obtener B’.

Finalmente, se realiza el pliegue que pasa por los puntos Q y B’ y que interseca al segmento
FN en el punto P. Este punto es un punto de la hipérbola de focos F' y F', vértices A y
A" y de pardmetro b igual a la longitud del segmento OB. La recta que pasa por O y por
M es una de las asintotas, y la recta que pasa por los puntos B’ y P es la tangente a la

curva en el punto P.

E ) \o A F E 0 A F 0 AP
R - T - i .
\ \
W\
R \JR' | R
5 9\ B
Paso 7 Paso 8 Paso 9

Una vez obtenidos los focos, se procede a obtener otro punto P; de la hipérbola. Se cons-
truye un pliegue que pase por el foco F. Se busca un punto S de este pliegue que se
encuentre a una distancia 2a del foco F, donde 2a = |AA’|. Realizando el pliegue que lleve
los vértices A y A’ sobre el pliegue anterior con el axioma (Os), se marcan los puntos
coincidentes de A y A’ en la recta construida que pasa por F, que se denotan por Ty T”

respectivamente.
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Paso 10 Paso 11 Paso 12

Después, con (O2), se realiza el pliegue que lleva T  sobre O y se marca el punto S’ simétrico
de T" con respecto al tltimo pliegue. Por tltimo, aplicando (O4) se obtiene el punto S
buscado como el simétrico del punto S’ con respecto de la perpendicular al pliegue inicial
que pasa por F. De nuevo mediante (O2), se realiza el pliegue que lleva S sobre el foco
F’'. El nuevo punto P; de la hipérbola se obtiene como la interseccién del pliegue inicial
que pasaba por F' con este ultimo, que resulta ser la tangente a la hipérbola en el punto

P19, Este punto pertenece a la hipérbola porque cumple la condicion:

d(P,F') — d(P,F) = d(P,S) — d(P, F) = d(F, §) = 2a.

i)

Paso 13 Paso 14 Paso 15

Reiterando el proceso anterior desde el paso 11, se obtienen los distintos puntos de la
hipérbola. Para obtener la rama correspondiente al vértice A’ y al foco F’ se utiliza la

simetria con respecto del eje imaginario.

108e podria haber considerado el punto S’ que también se encuetra a una distancia de 2a del foco F, y
llevando este sobre F’ se obtiene un nuevo punto P; que es el simétrico de P; con respecto del eje real.
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Construccion de una Parabola dados su foco y directriz.

Este procedimiento se ha tomado de Olson (1976).

Se comienza determinando en el cuadrado de papel un punto F' y una recta r (que puede
tomarse como uno de los bordes) tales que F' ¢ r, que seran el foco y la directriz de la
parabola respectivamente. Mediante el axioma (Oy4) se construye un pliegue perpendicu-
lar a 7 y el punto de interseccién de esta con la directriz se denota M. Al aplicar (O3)
para realizar el pliegue que lleve el punto M sobre el foco F, se obtiene una recta cuya
interseccién con la perpendicular r previamente construida nos da un punto P. Entonces,

el punto P pertenece a la parabola de foco F' y directriz .

M

Paso 1 Paso 2 Paso 3

Se repite el procedimiento considerando distintas perpendiculares en cada caso. Tras n
repeticiones (se concluye una vez obtenido un nimero considerable de puntos que per-
mitan figurarse la pardbola), se obtiene un conjunto de puntos P;, 1 < i < n de forma
que todos ellos pertenecen a la pardbola de foco F' y directriz r, ya que por como han
sido construidos se encuentran a la misma distancia del foco y de la directriz. Esto ocurre
porque al aplicar (O2), el punto M € r se convierte en el simétrico de F' con respecto al
pliegue. En consecuencia, d(P, M) = d(P, F) debido a que P es un punto de la recta de
simetria que resulta del pliegue y d(P, M) = d(P,r).

\\ F \ ° F \N b SN F ____________________ -
S\ i N S
g 7 \:':f \&‘Q\ 7
N NG ~
M \ M M \ \
Paso 4 Paso 5 Paso 6

El pliegue obtenido en la repeticién ¢ es la recta tangente a la parabola en el punto P;. De

esta forma la pardbola se consigue como envolvente de sus tangentes.
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C. Planteamiento.

Los contenidos de esta actividad pertenecen al Bloque 3 de la asignatura Matematicas

I de primero de Bachillerato. como parte de la Unidad Didactica de Curvas Conicas.

Sin embargo, el trazado de curvas conicas también es un contenido del Bloque 1: Geo-
metria y Dibujo Técnico del curriculo de la asignatura Dibujo Técnico II. Por otro lado,
las propiedades épticas de las cénicas'' estdn estrechamente relaccionadas con los conte-
nidos del Bloque 5: Optica geométrica del curriculo de la asignatura de Fisica de 2° de
Bachillerato, en cuanto al estudio de las Leyes de la Optica y los elementos de los sistemas

opticos.

Por tanto, aunque las situaciones de aprendizaje que se van a describir en el apartado
siguiente se enmarquen en un aula de matemadticas, se podria extender a un proyecto
multidisciplinario de las asignaturas de Matemaéticas, Dibujo Técnico y Fisica en un curso
de Bachillerato. Seria interesante, por ejemplo, analizar los procedimientos de construccion
de cada una de las conicas con regla y compas en comparaciéon con los procedimientos
mediante Papiroflexia, para encontrar una correspondencia entre los pasos seguidos y
los elementos de las cénicas necesarios en cada caso, asi como proponer un estudio de
su propiedades épticas y busqueda de ejemplos reales de las mismas, consiguiendo que
el alumnado adquiera una visién conjunta de los contenidos de las tres materias y una

contextualizacion practica de estos en la vida real.

Los conocimientos previos a la practica de esta actividad que se suponen sabidos por el

alumnado son:
= Teorema de Pitagoras.
= Construcciones béasicas de Geometria Plana: mediatriz, perpendicular o paralela.

= Concepto de area de una figura plana.

Concepto de recta tangente a una curva en un punto.

D. Metodologia y Recursos.

Para esta actividad se va a desarrollar un metodologia de Aprendizaje Cooperativo,

el cual Rué (s.f.) define como

un conjunto de procedimientos o técnicas de ensenianza dentro del aula, que parten
de la organizacion de la clase en pequenos grupos heterogéneos, donde los alumnos
trabajan conjuntamente de forma coordinada para resolver tareas académicas y pro-

fundizar en su propio aprendizaje.

Ppropiedad de reflexién de las elipses. Cuando una fuente de luz se sittia en uno de los focos de
un espejo eliptico, la luz se refleja y se concentra en el otro foco.
Propiedad de reflexiéon de las hipérbolas. Cuando una fuente de luz se coloca en un foco un espejo
hiperbdlico, la luz se refleja
Propiedad de reflexién de las parabolas. Cuando un espejo parabdlico recibe rayos de luz pararelos
al eje de simetria, la luz reflejada se concentra en el foco.
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Dentro de esta metodologia, se opta por la técnica de aprendizaje cooperativo informal

Situacion problema, que se llevard a cabo en cada una de las sesiones:

1. Situacién problema

- Desarrollar 1a creatividad.
- Buscar acuerdos y CONSENsos.

Adaptaci6n del Laboratorio de Innovaci6n Educativa del : Pequefio
AUIOT/ES | 51apin Artica a partir de Ferreiro Gravie Agrupamiento | orn

- Contextualizar el aprendizaje, dotdndolo de funcionalidad.
Objetivos |~ Desatrollar 1a capacidad para resolver problemas.

Desarrollo | Los pasos a Seguir Son:

los aspectos que se desarrollan en 1a unidad didactica.

Se expone a 1os alumnos una situacion problematica, que pone sobre 1a mesa algunos de

2 Los alumnos, individualmente, dedican unos minutos a buscar una posible solucion.

Luego, en pequefio grupo, discuten las distintas soluciones y buscan una respuesta

consensiada.
s |B profesor elige al azar a un miembro de cada grupo para que explique 1a o 1as soluciones
que han manejado.
Consejos Elegir una situacién problema que tenga una evidente conexitn con 1a vida cotidiana de

los alumnos.

- Asegurarnos que la situacion problema supone un desafio para 61

- Adecuar los criterios de exigencias de la Tespuesta a su nivel

AAC. - Pedirle que genere al menos dos respuestas distintas.

- ASegurar que, en ocasiones, tenga la oportunidad de desarrollar esta técnica con
comparieros de nivel alto.

Figura 3.28: Fuente: Torrego (2012, p.558).

Ademas, en el paso 4 del desarrollo, cada grupo deberd elaborar un documento de Word (o
similar) en el que recojan la respuesta redactada al problema. De esta forma, al finalizar la
segunda sesién, cada grupo habra realizado un informe con la solucién a cada uno de los
problemas y ejercicios planteados, que deberan entregar al finalizar y servird como instru-
mento de evaluacién. Se comienza por el primer problema y para fomentar la cooperacién
entre todos los miembros, no se permitird avanzar al problema siguiente hasta que se haya
alcanzado una solucién correcta y todos los miembros del grupo lo hayan comprendido.
El docente debera supervisar el proceso y el trabajo de cada grupo, asi como resolver las

dudas que puedan surgir.

En esta técnica, el trabajo grupal toma una importante relevencia a la vez que se fomenta
la responsabilidad individual de cada miembro del grupo y la busqueda del consenso
grupal. Con ello, se trabajan distintas competencias, como la competencia en comunicacién
lingiiistica, competencia aprender a aprender, competencias sociales y civicas y sentido de

iniciativa y espiritu emprendedor.
Los recursos necesarios para esta actividad son los siguientes:

= Papel de papiroflexia o, en su defecto, folios para cada alumno y el docente, con el
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que se llevardn a cabo los procedimientos de plegado de papel.
= Lista de ejercicios y problemas para cada uno de los grupos.

= Ordenador o tablet para cada uno de los grupos, en el que elaboraran el informe

escrito con las respuestas a los problemas planteados.

» Herramienta GeoGebra Clésico: https://www.geogebra.org/classic?lang=es, necesa-

rio en la segunda sesién.

= Plataforma Moodle de la asignatura o similar. Cada grupo deberd entregar la versién

digital del informe realizado en Word mediante esta plataforma.

E. Temporalizacién. Situaciones de Aprendizaje.

Esta actividad se llevara a cabo en dos sesiones lectivas de 50 minutos cada una, preferen-
temente consecutivas, una vez explicada y trabajada la teoria correspondiente a las curvas
conicas y sus elementos dentro de una Unidad Didéctica en la que se enmarquen estos

contenidos.

Sesién 1.

Se implementara una vez expuestas las definiciones, elementos y propiedades de cada una
de las curvas cénicas en el aula. Los primeros diez minutos de la sesién estaran dedicados
a la presentacién por parte del docente de la técnica Situacion problema. Se divide el
alumnado en grupos de entre tres y cinco alumnos y se organiza una disposicion del aula
que favorezca el trabajo de los grupos. Estos grupos seran distribuidos por el docente de
forma que resulten heterogéneos, y teniendo en cuenta el nivel y caracteristicas de cada

alumno miembro del grupo.

A continuacion, se repartira a cada grupo la lista de ejercicios y problemas, y comienzan
a trabajar mediante la técnica de Aprendizaje Cooperativo. Al tratarse de actividades
basadas en Papiroflexia, el paso 2 del desarrollo de la técnica adquiere una mayor riqueza,
ya que cada alumno puede llegar a una construccion distinta a partir de aplicar los mismos
pasos de uno de los procedimientos descritos en el apartado B). Procedimiento con Papiro-
flexia, pero la solucién de cada ejercicio es tnica, y la misma para todos los miembros del
grupo. Se dedicaran 10 minutos maximo al trabajo individual por parte de cada alumno,
y después otros 10 minutos a que se realice la discusién y el constrarse de ideas, de forma
que se llegue a un consenso sobre la mejor respuesta. Finalmente, se redactara la solucion

en el informe.

El primer ejercicio consiste en que cada alumno lleve a cabo los pasos del procedimien-

to Construccion de una Hipérbola dados sus vértices, sin que conozcan cudl es la cénica

resultante de aplicar tal procedimiento. Después, deberan debatir de qué cénica se trata

demostrando que un punto de la misma cumple la propiedad de la hipérbola.
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Ejercicio 1. A partir de los puntos A y A’ marcados en el cuadrado de papel,
realiza el siguiente procedimiento de Papiroflexia y responde a la pregunta:

Paso 1: Construir el pliegue que pasa por A y A’, que se denota por r. Después,
el pliegue que da lugar a la mediatriz del segmento AA’ que se denota por m, y
denotar el punto medio de AA’ por O.

Paso 2: Construir los puntos simétricos de A pertenecientes a m con respecto de
los pliegues que llevan A sobre la mediatriz. Se denotan Ry R'.

Paso 3: Realizar un pliegue que pase por O y se denota por [. Construir el punto
simétrico de A perteneciente a [ con respecto al pliegue que lleva A sobre [. Se
denota por M.

Paso 4: Construir el pliegue perpendicular al segmento OM por el punto M.
Denotar por F el punto de interseccién de esta con r. Construir el punto F’
simétrico de F' con respecto de m.

Paso 5: Construir un pliegue que pase por F' que se denota por t.

Paso 6: Constrir un pliegue que lleve los puntos A y A’ sobre t. Se denotan por T
y T’ los simétricos de A y A’ con respecto de este pliegue en la recta t .

Paso 7: Construir el pliegue que lleva T sobre O y denotar S’ el punto simétrico
de T con respecto de este pliegue.

Paso 8: Construir el pliegue que lleva S’ sobre F’. Denotar por P; el punto de
interseccién de este ultimo con t.

Paso 9: Reiterar el proceso desde el Paso 5 tantas veces como consideres necesario

para obtener nuevos puntos P», P3, P4 de la curva.

A qué cbénica pertenecen los puntos P, que has construido? Justifica la

respuesta explicando las propiedades de la curva cénica.

Una vez terminado y comprobada la soluciéon dada por el grupo al preguntar a uno de los
alumnos del mismo, el docente les dard permiso para continuar con el siguiente ejercicio.
Este consiste en trabajar con la ecuacion de la hipérbola para comprobar si se ha com-

prendido el proceso de Papiroflexia seguido en el ejercicio 1.

Ejercicio 2. Se quiere construir mediante papiroflexia la hipérbola de ecuacién

2
2oL,
1

T

Al considerar el procedimiento anterior, jde qué segmentos se conoce la longitud?

Indicacién: Ayudate de la herramienta GeoGebra Classic.

Aunque el enunciado de los ejercicios sea basicamente el mismo, cada grupo tendrd pe-
quenas modificaciones en cuanto a los datos del ejercicio. Por ejemplo, para el ejercicio 3,

la elipse de la que partird cada uno de los grupos tendra diferentes parametros.
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Sesion 2.

Los alumnos continiian trabajando en el mismo grupo de la Sesién 1, y con el mismo méto-
do de trabajo, esta vez resolviendo los ejercicios 3, 4 y 5. En el primero de ellos se trabaja el

procedimiento de Hallar los parametros de una Elipse dada. Este procedimiento permite

distintas variaciones en los pasos, por lo que cada alumno seguird aquel orden que crea
mas conveniente. En la fase de discusién deberan concluir cudl es la mejor secuencia de

plegado para resolver el ejercicio de entre todas las propuestas.

Ejercicio 3. Observa la elipse representada en el cuadrado de papel. Utiliza la
Papiroflexia y las propiedades de sus elementos para obtener sus vértices, sus ejes,
su centro, sus parametros a, b, y ¢ y su ecuacién. Describe los pasos seguidos en el
proceso.

. Cual es la relaccién entre una elipse y una circunferencia?

Ejercicio 4. Observa la elipse anterior y sus elementos y comprueba que se cumple
el siguiente resultado:
Teorema de Pitagoras de la elipse.
Dada una elipse de vértices A, A’, B y B’, centro O y cuyos focos son F' y F’,
entonces se cumple que
a? =b* + 2,

donde a = d(A,0) =d(0,A"),b=d(B,0) =d(0,B') y ¢c=d(F,0) = d(O, F’") con
a>b>0.

Demuestra el Teorema de Pitagoras de la elipse.

Para el ejercicio 5 se aumentara el tiempo dedicado al trabajo individual y a la discu-
sién grupal si fuera necesario. Para este ejercicio los alumnos trataran de modelizar un
proceso de Origami para construir una pardbola, como se muestra en el procedimiento

Construccién de una parabola dados su foco y directriz.

Ejercicio 5. Utiliza la herramienta GeoGebra Classic para construir una parabola
y diferentes tangetes a la curva. Modeliza un procedimiento de Papiroflexia que

permita construir una parabola dados su foco y su directriz.

Indicacion: Considera la definicién de una parabola como lugar geométrico en el

plano.

Al finalizar esta sesion, cada grupo deberd entregar la versién digital del informe con las

respuestas a los cinco ejercicios en la plataforma Moodle.
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F. Evaluacidén.

Esta actividad permite evaluar el aprendizaje del alumnado mediante distintos instrumen-

tos de evaluacién:

La evaluacién del informe presentado por cada grupo permitird valorar aspectos como el
aprendizaje de los contenidos, la creatividad en las soluciones o la expresion escrita de
los razonamientos mediante el lenguaje matematico adecuado, entre otros. La calificacién
de este informe serd la misma para todos los miembros del grupo. Por otra parte, se
evaluard individualmente a cada alumno mediante el analisis de la intervenciéon oral de
cada uno en las sesiones, como respuesta al paso 4 del desarrollo de la técnica Situacion
problema. Por ello, el docente debera tratar de variar el alumno escogido para explicar la
solucion propuesta por el grupo de manera que todos los miembros tenga la oportunidad
de responder. Finalmente, cada alumno deberd completar una rdbrica de coevaluaciéon
con la que evaluar el trabajo del resto de componentes de su grupo en la que se valoren
aspectos como la cooperaciéon de cada miembro, su disposicién a proponer ideas o prestar

ayuda a los demés compaiieros, el respeto a las aportaciones de los demas, etc.

La calificacién final de cada alumno serd un 50% la nota conjunta del informe de su
grupo, un 30 % la coevaluacién del resto de compaiieros del grupo, y un 20 % restante de
las exposicién oral en el aula. A su vez, la calificacion total de esta actividad tendra una

ponderacién del 30 % dentro de la Unidad Didactica en la que se lleve a cabo.

La evaluacion de la actividad podra ser realizada por el docente durante el desarrollo de
la misma, para al finalizar completar una ribrica que deje analizar los puntos fuertes y
aquellos que deberian mejorar en cuanto a la temporalizacién, a metodologia, los recursos

utilizados, las dificultades encontradas, etc.

Actividad 4. Los tres problemas clasicos de la Matematica

Griega.

A. Contenidos.

= Historia de las matematicas.
= La duplicacién del cubo.
= La trisecciéon del angulo.

s La cuadratura del circulo.

Desarrollo de contenidos.

Durante la época de la antigua Grecia aparecen tres problemas que fascinaron a muchos
de los matematicos de este periodo, conocidos como Los tres problemas clasicos de la

Matematica Griega:
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I.

II.

La duplicacién del cubo. Dado un cubo de lado a, construir otro cubo de volumen
doble.

Figura 3.29: Fuente: Fernandez, S. (1999)

Si se toma un cubo de lado igual a la unidad, su volumen serd de 1 «>. Por tanto,
el problema consiste en calcular la longitud x que debe tener la arista de un cubo
para que su volumen sea de 2u3. Esto equivale a resolver la ecuacién ctibica 2> = 2,
cuya tnica rafz real es /2. Por tanto, la irresolubilidad de este enunciado por medio
de regla no marcada y compés es la imposibilidad de construir esta raiz ciibica con

dichas herramientas.

La trisecciéon del angulo. Dado un dngulo A arbitrario, construir un angulo que

mida exactamente 3

Figura 3.30: Fuente: Fernandez, S. (1999)

Es sabido que existen angulos que pueden ser trisecados mediante regla y compaés.
Por ejemplo, al realizar la habitual construccién de un triangulo equilatero mediante
la regla y el compés, se obtienen tres angulos de 60° que resulta ser la triseccién
del dngulo de 180°. Ademads, al realizar la bisecciéon de uno de ellos, se obtiene un
angulo de 30° que triseca al dngulo de 90°. La verdadera cuestién es construir la
triseccién de cualquier angulo arbitrario. Por tanto, si fuera posible encontrar un
contraejemplo al problema, esto es, un angulo cuya triseccion no pueda construirse

mediante regla y compés, quedara probada su irresolubilidad.

Un angulo « es construible si sus proyecciones sin(a) y cos(a) son construibles. Se

7r
considera el angulo o = 60° = gmd y se quiere comprobar si es trisecable mediante

« v
regla y compaés, es decir, si cos(g) = cos(g) es construible. A partir de la férmula
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IIT1.

12

de Moivre ““ se obtiene la férmula del coseno del angulo triple:

cos 38 = 4cos® B — 3cos S.

0 .
, entonces cos 33 = cos — = = y se tiene
2

3

Si se toma 3 = g

cos% = 4 cos® g —3cosg.

7r .
Al denotar x = cos 9 y operarando en la ecuacion:

1
§:4m3—3x & 1=8%-6r < 0=8°—-6x—1
Finalmente, el problema de la triseccién del angulo es equivalente a resolver una

ecuacién cibica que no es posible mediante regla no marcada y compaés.

La cuadratura del circulo. Dado un circulo, construir un cuadrado cuyo area

coincida con el area del circulo.

N Aty
R o T,
'.'I L I;.-L.
d £L
* .i"l.
-
'

Figura 3.31: Fuente: Fernandez, S. (1999)

Se considera un circulo de radio igual a la unidad, por lo que su &rea serd mu?. El
problema consiste en calcular la longitud = del lado de un cuadrado de forma que

2 — 7. Por

su area sea igual a la del circulo, lo que equivale a resolver la ecuacion x
tanto, la irresolubilidad de este problema mediante regla no marcda y compés sera

la imposibilidad de construir el nimero 7 con estas herramientas.

Si bien el enunciado de los problemas puede considerarse simple, la complejidad residia

en las herramientas que los matematicos de la época querian emplear para conseguir la

solucion a los mismos: la regla no marcada y el compas. Muchos fueron los intentos de

resolucién por parte de distintos mateméaticos a lo largo de la historia, como Eratdstenes
de Cirene (276 a.C. - 194 a. C.), Arquimedes de Siracusa (287 a.C. - 212 a.C.) o Tartaglia

(1499 -1557) entre otros. Del mismo modo, la btisqueda de soluciones dio lugar a numerosas

aportaciones al campo de las matematicas, como el descubrimiento de las curvas cénicas
por el griego Menecmo (380 a.C. - 320 a.C.) o la curva Cisoide de Diocles (240 a.C. - 180

a.C.) entre otros.

12(cos B + isin B)™ = (cos(nB) + isin(npB)) donde 7 es la unidad imaginaria.
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No fue hasta 2200 afios después de su planteamiento inicial en el siglo V a.C., que se
demostro la imposibilidad de resolver los tres Problemas Clasicos de la Geometria Griega
mediante el uso exclusivo de la regla no marcada y el compés: en 1837, el matemaético
francés Pierre Laurent Wantzel (1814, Francia) demuestra la irresolubilidad de la duplica-
ci6én del cubo y de la trisecciéon del angulo; en 1882, el matematico aleman Ferdinand von
Lindenmann (1852, Alemania) prueba la irresolubilidad de la cuadratura del circulo como
consecuencia de la trascendentalidad de m. Fue necesario el desarrollo de nuevas técnicas
y mecanismos, asi como la evolucién y surgimiento de nuevas teorias matematicas para

conseguir los resultados necesarios para demostrar la irresolubilidad de los tres problemas.

Como se ha indicado en el Seccién 1.3, la Papiroflexia es una herramienta més potente que
la regla no marcada y el compas. Tanto es asi que es posible resolver la Duplicacién del
cubo y la Trisecciéon del angulo mediante procedimientos de Origami. Esto se debe a que,
en ambos casos, su resolucién se simplifica en la resolucién de una ecuacién cubica que
es posible resolver mediante Origami, frente a la imposobilidad de alcanzar sus soluciones

con regla no marcada y compas.

B. Procedimiento con Papiroflexia.

La duplicacién del cubo.

Este procedimiento estd tomado de Oller (2007).

Se comienza con un cuadrado de papel que se divide en tres rectangulos iguales, obteniendo
asi dos rectas horizontales. Aquella mas cercana al borde superior del papel se denotara o
y por I3 la méas cercana al borde inferior. Por otro lado, se toma como [y el borde izquierdo
del cuadrado de papel. El punto interseccién de I3 con el borde derecho del papel sera
P, y la esquina inferior derecha se denota por P;. Ahora, aplicando el axioma (Og), se
construye el pliegue que lleva de forma simultdnea P; sobre [; y P sobre l. Si se denota
por @ el punto de l; sobre el que se refleja P; con respecto de este pliegue, entonces la
proporcién entre la longitud X del segmento que va de la esquina superior izquierda, A,
a @, entre la longitud Y del segmento de extremos () y la esquina inferior izquierda B, es
exactamente \3/5:

X _dAQ) _ o
Y  d(Q,B)
A s A
|1 |2 I ‘2 X 11 ‘2
\3 :4 = I3 pz ™ |3 ,32
b §
P : P, | Py
Paso 1 Paso 2 Paso 3
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Para justificar este resultado, se supone la longitud Y igual a la unidad, luego se quiere
probar que X = /2. Con esto, la longitud del lado del cuadrado de papel inicial serd igual
a X 4 1 unidades. También se puede observar que, si se denota por R al punto reflejado
de P,, entonces d(Py, P2) = d(Q,R) = 3(X 4+ 1). Sea C el punto de interseccién de l; con
5, se tiene que d(C, B) = 2(X + 1). Entonces,

d(C, Q) = d(C, B) — d(Q, B) = %(X 1) 1= %(zx ).

Por otro lado, sea D el punto de interseccién del pliegue realizado mediante (Og) y el borde
inferior del cuadrado inicial, d(Q, D) = X + 1 — d(B, D). Se denota por d la longitud del
segmento BD y aplicando el Teorema de Pitidgoras al tridngulo AQBD , se obtiene:

124d* = (X+1-d)? & 124+d® = (X+1)* +d*-2(X+1)d & 12 = X?+2X+12-2(X+1)d,

de donde se sigue que:

X% 42X

=X?24+2X —2(X +1)d 2(X +1)d=X%?+2X d=—""
0 + (X +1)d < 2(X+1) + = 2X 1 1)

Los tridngulos ARCQ y AQBD son semejantes por compartir dos angulos: 60\}2 = 5B\Q
y EQ\C = Q/D\B Por tanto, es posible aplicar el Teorema de Thales:

d _3(2x 1) d _(2X —-1)

= = = .
X+1-d L(X+1) X+1-d (X+1)

X2 +2X
Utilizando que d = 2()(4_—’_1),
2 v2 2
X+1_d:2(X+1) X 2X:X +2X—i—27
2(X +1) 2(X +1)
luego
d X2 42X

X+1-d X2+92X+2
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Finalmente, operando en la igualdad de Thales se obtiene el resultado:

d (2X — 1) X% +2X (2X —1)

= R4 =
X+1-d (X+1) X?2+2X+2  (X+1)’

(X2 +2X)(X +1) = (2X —1)(X? +2X +2),

X 4+3X2 42X =2X34+3X%242X -2 =X3=2=X=12

La trisecciéon del angulo.

Este procedimiento esta tomado de Oller (2007).

Partiendo de un cuadrado de papel, el primer paso serd construir un angulo a € (7, 7).

4072

Para ello, se denota por P; la esquina inferior izquierda del cuadrado. Después, se toma
un punto arbitrario P del borde superior del cuadrado de papel (distinto de las esquinas
superiores), y mediante el axioma (O1) se construye el pliegue que pasa por este y por
P;. La recta resultante de este pliegue se denota lo. De esta forma, se ha construido el
angulo « definido por lo y por el borde inferior. A continuacién, se elige un punto del
borde izquierdo del cuadrado que se denota por P,. Aplicando (Oy4) se realiza el pliegue
perpendicular a este borde que pase por P,. La recta [ es la mediatriz del segmento PP
que se obtiene con el axioma (Og). Por tanto, [; es paralela al pliegue anterior que pasaba
por P, y se encuentra a la misma distancia de este y del borde inferior. Mediante el axioma
(Og) se construye el pliegue que lleva simultdneamente el punto P; sobre la recta [; y el
punto P» sobre la recta lo. Finalmente, denotando por @) el punto de I; donde ha ido parar
P, se obtiene que el dngulo agudo § definido por la recta que une los puntos Py y Q, y el

borde inferior, que es la triseccion del angulo inicial a:

«
B=%.

=]
0
3

Paso 1 Paso 2 Paso 3

Este procedimiento funciona para dngulos agudos y su demostracion se basa en las pro-
piedades béasicas de la Geometria Plana. Sea R el punto de interseccion de [ con el borde
izquierdo del cuadrado, entonces }m = [ por tener una recta oblicua que corta a dos
rectas paralelas. Ademads, ]gQ\R = B ya que d(Pi, R) = d(R, P2) y el segmento P»Q es el

simétrico del segmento P () con respecto de la recta l;. Por tanto, P;@?l =20 y como el
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ultimo pliegue construido mediante (Og) es un eje de simetria, @31\]3 = 20.

P P p
I Iy '3
B Py . i
R / R / T R / 26 "I
- | | = |
1 - 1 2B 1
: . B
L)
p P P

Por tltimo, se concluye que

a:5+Q/P51\P = a=p+28 = a=30.

C. Planteamiento.

Si bien los contenidos que se trabajan a través de esta actividad no pertenecen al curriculo
de ninguna de las asignaturas correspondientes a la materia de matematicas de Bachille-
rato, se considera interesante llevarlo a cabo en estos cursos por la dimensién que puede
alcanzar esta actividad. En particular, se puede contextualizar como una actividad en la
que se trabaje el origen de estos tres problemas cldsicos y el camino hacia la demostracion
de su irresolubilidad mediante las herramientas de regla no marcada y compés, y cémo
estos tres problemas son resolubles con la técnica de la Papiroflexia, siempre dentro del

grado de conocimiento propio al nivel de un curso de Bachillerato.

Como destaca F. Corbaldn en Goni (2011, pp. 71-73), la historia de las matematicas debe
tener cabida en las aulas de Secundaria y Bachillerato con el fin de perseguir numerosos

objetivos, entre los que destacan los siguientes:

I. Insistir en que el alumnado comprenda que las matemadticas no han surgido por
casualidad, sino que han progresado a lo largo del tiempo con las contribuciones de

personas concretas y de diversas culturas.

1. Mostrar la profunda vinculacién que existe entre el desarrollo de las mateméticas y

el desarrollo de la cultura humana.

11I. Ganar conciencia del caracter evolutivo de las matematicas como ciencia cambiante

y en continuo desarrollo.

1v. Conocer la biografia de importantes mateméaticos y matematicas de la historia, asi

como sus aportaciones a esta ciencia.

En virtud de lo anterior, esta actividad se plantea dentro de un proyecto extracurricular
en cualquiera de los cursos y asignaturas de Matemdticas en Bachillerato. Preferiblemente,
dentro del Bloque 2: Ntmeros y Algebra dada la vinculacién de los tres problemas Clésicos

de la Geometrfa Griega con los néimeros racionales e irracionales en el caso de 7 y /2,
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asi como la resolucién de ecuaciones. Ademads, se fomenta la competencia de conciencia y
expresiones culturales al trabajar la historia de la matemaética y la relacion de la técnica del
Origami como método para realizar demostraciones, a mayores de la percepcién artistica

de la misma.

Los conocimientos previos que se suponen adquiridos por el alumnado necesarios para el

desarrollo de esta actvidad seran:
= Conocimientos bésicos sobre propiedades de rectas y angulos en la Geometria Plana.

» Célculo de areas de figuras planas (cuadrado y circulo) y de volumen de un cubo

(hexaedro regular).
s Resolucién de ecuaciones ctibicas.
= Numeros racionales e irracionales.

= Ragzones trigonométricas de un angulo agudo y féormula de Moivre.

D. Metodologia y Recursos.

La metodologia que se propone para esta actividad es la de Trabajo grupal de investi-
gacién. Esta metodologia implica un alto grado de autonomia por parte del alumno, asi
como la autorregulacién de su proceso de aprendizaje, aspectos que se suponen propios de

los estudiantes de niveles de Bachillerato.

Para ello, se pedira al alumnado que en grupos de entre tres y cuatro estudiantes, plani-
fiquen, creen y evalien un producto final sobre la historia de los Tres problemas Clasicos

de la Matemética Griega. El producto final constara de tres partes:
= Un trabajo escrito en formato digital que se entregard en la plataforma Moodle.

= Una presentacion oral del trabajo que se deberd grabar en formato video y se entre-

gard en la plataforma Moodle.
= Riubrica de coevaluaciéon de uno de los videos presentados por otro de los grupos.

Ciertamente, las matematicas detras de las teorias y teoremas mateméaticos necesarios pa-
ra la demostracién de irresolubilidad de los tres problemas exceden el nivel de los cursos
de Bachillerato. Sin embargo, no es ese el objetivo del trabajo, sino que los estudiantes
adquieran una visién global de la historia de las matematicas y su evolucioén, asi como las
aportaciones de los matematicos mas importantes. Los componentes de cada grupo debe-
ran realizar una adecuada busqueda de las fuentes de informacién, asi como el esfuerzo de
seleccionar aquella informacién que les sea util. Por ello, en el apartado sobre Evaluacion,
se hard especial hincapié en este aspecto y en que el trabajo no se limite a ser una mera
reproduccion de informacién previamente escrita, sino que los estudiantes hayan hecho el
esfuerzo de redactarlo con sus palabras y realmente comprendan todos los resultados que

aparezcan en el trabajo. Asi, este proyecto supone un completo trabajo competencial para
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el alumnado ya que desarrolla cada una de las siete competencias por lo descrito en la

Seccién 2.3.

F. Temporalizacion. Situaciones de Aprendizaje.

La temporalizacién de esta actividad sera la correspondiente a la seleccionada en la des-
cripcion del Proyecto. Como sugerencia, se propone dedicar una sesiéon semanal de la
asignatura a que los grupos trabajen en el proyecto en el aula, de forma que el alumnado
pueda exponer sus dudas y el docente pueda hacer un seguimiento del mismo. El resto de
desarrollo del trabajo se relizard como tarea para casa de modo que seran los estudiantes

de un mismo grupo los que deban organizar el proceso.

Un posible guién del trabajo es el siguiente:

Los tres problemas clasicos de la Geometria Griega.

Componentes del grupo: Alumno 1, Alumno 2 y Alumno 3.

Parte 1: Documento escrito.

Este documento debera contener informacion relativa a los siguientes puntos:

1. Breve introduccion sobre la matemdtica en la antigua Grecia. Fuclides y la regla
no marcada y el compds.

2. Descripcion y origen de los tres problemas cldsicos de la matemdtica griega.

3. Ejemplos (al menos uno para cada problema) de intentos de resolucion de algin
matemdtico con herramientas distintas de la regla y el compds.

4. Nuevas invenciones o resultados matemdticos que surgieron como resultado de
intentos de resolucion de estos problemas (al menos dos).

5. Matemdticos que demostraron la irresolubilidad de los problemas mediante regla
Yy compas.

6.;Cudnto tiempo paso desde el origen de los problemas hasta la prueba de irresolu-
bilidad? ;Disponian los matemdticos griegos de las herramientas matemdticas para
demostrar la irresolubilidad?

7. ¢ Cudles de los problemas pueden resolverse mediante Papirofiexia? Procedimiento
y prueba del resultado.

8. Reflexion final.

Se valorara el ajuste a los contenidos de los 8 puntos anteriores, la claridad de
los mismos, la expression escrita y la organizaciéon. Para el punto 7, se recomienda
realizar el procedimiento en una hoja de papel y adjuntar en el documento fotografias

o las imagenes escaneadas.
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Los tres problemas clasicos de la Geometria Griega.

Componentes del grupo: Alumno 1, Alumno 2 y Alumno 3.

Parte 2: Video de exposiciéon oral.

Exposicion oral del trabajo presentada en formato video, con una duracién de entre
10 y 15 minutos, en la que deberan tratarse los 7 mismos puntos de la Parte 1. El
reparto del tiempo debera ser igualitario entre los miembros del grupo. Se valorard
el conocimiento de lo que se explica, la claridad de la explicacién y la expresion

oral. Para apoyar las explicaciones se podra prepar un archivo Power Point o similar.

Los tres problemas clasicos de la Geometria Griega.

Componentes del grupo: Alumno 1, Alumno 2 y Alumno 3.

Parte 3: Coevaluacion.

Cada uno de los miembros del grupo debera realizar la evaluacion de la presen-
tacion oral del Grupo X, valorando del 1 al 4 (siendo 4=Excelente, 3=Muy bien,
2=Suficiente, 1= Deficiente) cada uno de los puntos 1 — 8 del trabajo junto con una

breve argumentacién del porqué de la calificacion elegida en cada uno de ellos.

G. Evaluacién.

La evaluacién del aprendizaje del alumnado por medio de esta actividad se llevard a cabo
a través de la evaluacion de las dos primeras partes del proyecto final. En lo referente al
trabajo escrito, se valoraran los criterios de evaluacion y el nivel de consecuciéon de cada
uno de los 8 puntos propuestos en el mismo, asi como la organizacién de los miembros del
grupo durante el desarrollo del mismo. El docente podra recoger informacién sobre este
ultimo aspecto durante las sesiones presenciales en el aula dedicadas al proyecto en las
que se llevard a cabo un segumiento. La calificacion de esta Parte 1 serd la misma para

todos los alumnos de un mismo grupo.

En lo que se refiere a la exposicién oral, cada alumno tendrad una calificacién individual

segun los criterios descritos en el guién del Trabajo.

Por otra parte, a cada grupo se le asignard la coevaluacién de la presentacién en video
de otro de los trabajos de sus companeros, segun lo descrito en el guién. Cada alumno
obtendra una calificacién por su labor como tribunal en el que se evaluara la argumentacién

v la logica de cada puntuacién asignada.

La nota final de cada alumno se calcula como sigue: un 45 % corresponde a la calificacién
de la parte 1, un 35 % corresponde a la calificacién de la parte 2 y el 20 % restante, a la

parte 3.
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La evaluacién de la actividad podra ser realizada por el docente durante el desarrollo de
la misma, para al finalizar completar una ribrica que deje analizar los puntos fuertes y
aquellos que deberian mejorar en cuanto a la temporalizacién, a metodologia, los recursos

utilizados, las dificultades encontradas, etc.

80



Capitulo 4
Experiencia Practica en el aula

Durante la fase de intervencién del periodo de Practicum se llevé a cabo la puesta en
practica de una parte de la Actividad 1: Raices de polinomios en un aula de 12 de Bachi-
llerato. Si bien por limitaciones relativas a tiempo y adecuacién a los contenidos que se
estaban trabajando en ese momento no fue posible el desarrollo completo de la actividad
como el descrito anteriormente en el Capitulo 3, se implement6 una parte sobre resolucién
de ecuaciones cubicas. A continuacién se describe la intervencién y analisis que se hizo de

la misma.

4.1. Contextualizacion.

El grupo en el que se llev6 a cabo la intervencién fue el grupo de Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales I de 1° de Bachillerato del IES Pio del Rio Hortega, centro ptblico
de ensenianza Secundaria Obligatoria y Bachillerato situado en la localidad vallisoletana
de Portillo. Se trata de un grupo pequeno con un total de 9 alumnos, entre los que no se
encuentra ninguno que requiera de atencién especializada. El nivel académico es bueno,
con practicamente un 100 % de aprobados y el grupo muestra muy buena predisposicion a
aprender y es muy participativo en las sesiones, siendo éptimo el ambiente de aprendizaje

en el aula.

El Departamento de Matemaéticas del centro dispone de una gran variedad de materiales
manipulativos que los docentes pueden utilizar como herramientas didacticas complemen-
tarias en sus lecciones, entre los que se encuentra papel de Papiroflexia. En efecto, es
comin que en los primeros cursos de la Educacion Secundaria Obligatoria se emplee es-
te recurso en diversas ocasiones, acuerdo comun entre los profesores del departamento al
preparar la programacién y las unidades didacticas. Ejemplos de situaciones en las que se

utilizan actividades de Origami en el aula son los siguientes:

» Demostracién de las Identidades Notables: cuadrado de una suma, (a + b)? = a® +
2ab + b?, y cuadrado de una diferencia, (a — b)? = a? — 2ab + b?, como parte de la
Unidad Didéactica titulada Expresiones Algebraicas de 22 de ESO.
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= Construccién de un transportador de dngulos de Papiroflexia para trabajar la me-
dicién de angulos y la correcta utilizacion de esta herramienta en la asignatura de
Conocimiento de Matematicas de 1° ESO, dentro de la Unidad Didactica titulada

Geometria Plana.

= Construcciéon de poliedros regulares y cuerpos geométricos que ayuden a visualizar
las propiedades y los elementos de los mismos, y el cdlculo de areas y voliimenes,
como parte de las Unidades Didacticas de Geometria en 3 dimensiones de los cursos
de 22 de ESO y 32 de ESO.

De la misma manera, es habitual que el departamento organice talleres de Papiroflexia
dirigidos a los distintos niveles de Educacién Secundaria impartidos por personal externo,
como parte de su programa de Actividades Extraescolares y Complementarias. Por tanto,
si bien el Departamento de Matematicas del centro esta familiarizado con la utilizacién
de la Papiroflexia como herramienta diddctica para el aprendizaje y la ensenanza de las
matematicas, esta se emplea tnicamente en los cursos de Secundaria, particularmente en
12 y 2° de ESO, sin darle cabida en los niveles de Bachillerato.

4.2. Intervencion.

La intervencion se lleva a cabo la tltima semana del segundo trimestre. En este momento, el
grupo se encuentra inmerso en el Bloque 3: Analisis de esta asignatura, habiendo trabajado
los contenidos relativos a resoluciéon de ecuaciones en el primer trimestre del curso. Por
tanto, se considera como una actividad de repaso de los contenidos del Bloque 2: Niimeros
y Algebra. A su vez, tiene como finalidad analizar la actitud y la motivacién del grupo
de alumnado concreto durante el desarrollo, asi como ofrecer al docente una propuesta

didactica que pueda implementar en cursos venideros.

El aula habitual del grupo disponia de ordenador conectado a una pantalla digital y
pizarra. A cada alumno se le proporcioné papel de Origami para trabajar durante la
sesién y para utilizar en la tarea de proyecto de video didéactico. Previamente, tres dias
antes de la sesién practica en el aula, se habia facilitado al grupo mediante la plataforma
Teams de 1 asignatura el video explicativo sobre el Método de Lill que debian trabajar
como parte de la metodologia Clase Invertida. Unicamente se realizé una sesién presencial

de 50 minutos que se organizé de la siguiente manera;

Los diez primeros minutos de la sesion se emplearon para repasar el Método de Lill con el
apoyo de la presentacion Power Point y la herramienta GeoGebra, con las que ya habian
trabajado anteriormente. A continuacién, se dedicarén otros diez minutos a la explicacién
del procedimiento del Método de Lill mediante Papiroflexia con el ejemplo de una ecuacién
cubica concreta:

2® — 227 — 524+ 6=0
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En el resto de la sesién cada alumno, de manera individual!, trabajé en la construccién y

btsqueda de los tres pliegues mediante los que se obtenian las tres soluciones.

Por 1ltimo, a cada alumno se le asigné una ecuacién cibica para realizar un video en el que
explicara la resolucién de la misma mediante Papiroflexia, siguiendo el modelo de video
facilitado por el docente. Con un plazo de dos semanas, los alumnos deberian entregar

dicho video como respuesta a la tarea en Teams correspondiente.

4.3. Resultados.

La tarea que los alumnos debian entregar como resultado final de la actividad consistia
en la realizacién de un video en el que se explicara el procedimiento seguido para la
obtencién de las tres soluciones. El docente en préacticas habia facilitado un ejemplo del
mismo en el que se resolvia una ecuacién cibica realizando los tres pliegues del Método
de Lill con Papiroflexia de forma que los estudiantes lo tomaran como referencia para
grabar su proyecto de video didactico. Una vez vencido el plazo acordado entre alumnos
y docentes para su presentacion, el profesor del centro facilité los trabajos efectuados por

los estudiantes al docente en précticas.

En total fueron siete los alumnos que entregaron la tarea solicitada en la actividad, fallan-
do dos alumnos. De entre ellos, inicamente dos presentaron el proyecto de video, mientras
que el resto opté por presentar la documentacién grafica en forma de fotografia de su
construcciéon del camino de Lill correspondiente al polinomio de su ecuacién a resolver,
y de los tres pliegues realizados que daban como resultado las soluciones de la misma.

Seguidamente se muestran algunos ejemplos de los trabajos entregados por los alumnos:

Figura 4.1: Solucién Alumno 1, acompanada de video explicativo.

LEn este caso no fue posible que el alumnado trabajara en parejas por a las medidas sanitarias estable-
cidas por el centro debido a la situacién sanitaria por la COVID-19.
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Figura 4.3: Solucién Alumna 2.
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Figura 4.6: Solucién Alumna 3.

4.4. Reflexiones.

Esta primera aproximacién a la implementacion de la actividad permitié obtener intere-
santes conclusiones que después sirvieron en la toma de decisiones sobre la eleccion de
metodologias, temporalizacién, tareas y evaluacién para completar esta y el resto de acti-

vidades.

En primer lugar, la ensefianza de las matematicas en los niveles de Bachillerato estd muy
condicionada por el modelo de las pruebas de acceso a la universidad, EBAU. En conse-

cuencia, los profesores de los cursos de 22 de Bachillerato no se mostraron predispuestos
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a ocupar algunas de las sesiones del horario lectivo de su grupo en realizar la actividad
basada en Papiroflexia debido a la presién que, tanto docentes como alumnado, sufren por
terminar el temario completo de las asignaturas de matemdticas de los cursos de 2° de
Bachillerato. Asimismo, no se contemplan otras técnicas de resolucién de ecuaciones que
no sean las convencionales explicadas en la mayoria de los libros de texto, y probablemente
la utilizacién de las soluciones alcanzadas a través de la técnica de la Papiroflexia no serian
admitidas como validas en estos examenes. Por ello, el curso en el que se llevé a cabo la

puesta en practica fue en el nivel de 1° de Bachillerato.

Durante el desarrollo de la sesién el alumnado se mostré participativo e interesado de forma
generalizada. Muchos de los estudiantes conocian la técnica de la Papiroflexia, pero a todos
les resulté novedosa su relacién con las matematicas y su utilizacién en la resolucién de
ecuaciones polinémicas. Por ello, en la sesién practica de la actividad el Origami desperté
la motivacion del grupo al tratarse de una nueva herramienta. Como era de esperar,
algunos alumnos fueron capces de encontrar los tres pliegues aplicando el axioma (Og)
rapidamente, y otros encontraron dificultades en la implementacion de este axioma debido
a la falta de préactica en esta técnica. Al evaluar las producciones entregadas por cada
alumno, se puede observar que esta actividad desarroll6 la faceta creativa de los alumnos,
que utilizaron distintos colores o distintas formas de presentar sus trabajos. Sin embargo,
unicamente en los casos en los que se presenté un video de la explicacion del proceso se

pudo evaluar la expresién oral utilizada.
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Conclusiones finales

A la pregunta, “jes la Papiroflexia una buena herramienta didactica para el aprendizaje y
la ensefianza de las matematicas en Bachillerato?” es razonable responder "Si", a la vista
de todas las ventajas que ofrece tanto a docente como a alumnado. Destaca, sobre todo, la
motivacion que despierta en el estudiante y sus innumerables posibilidades de implemen-
tacién en el aula de Matematicas, mejorando notablemente la capacidad de razonamiento
abstracto del alumnado. Se trata de un recurso innovador que permite la visualizacién y re-
presentacién de los conceptos matematicos, permitiendo que los estudiantes lo consideren

mas cercano y cambiando, asi, su percepcion de la materia de Matematicas.

Por lo expuesto anteriormente, se trata de una herramienta mas adecuada para los cursos
de 1° de Bachillerato frente a los de 2° de Bachillerato, debida a la presién externa que
sufren docentes y alumnados a causa de las pruebas de acceso a la universidad a las que
deben enfrentarse los estudiantes al finalizar este curso. Esto hace que por limitaciones de
tiempo, y por las exigencias del curriculo y los contenidos demandados en estas pruebas,
los docentes se muestren reacios a introducir nuevas técnicas como la Papiroflexia en sus

lecciones.

Es innegable la relacion entre la Papiroflexia y las Matematicas. Desde la base algebraica
que se encuentra tras los resultados sobre nimeros o puntos origami-construibles, hasta los
resultados geométricos méas apreciables al realizar los pliegues correspondientes a los Axio-
mas de Hatori-Huzita, se convierte en una herramienta que ofrece muchas posibilidades.
No solo puede utilizarse para desarrollar Geometria, también en muy diversos dmbitos de
las etapas educativas. Concretamente, en Bachillerato hay un gran nimero de contenidos

propios del curriculo que pueden explicarse con Papiroflexia.

Durante el diseno de las actividades, ha sido importante la reflexion sobre las metodologias
utilizadas y las situaciones de aprendizaje creadas, en busca de sacar el maximo beneficio
de cada uno de los procedimientos de Papiroflexia. El disefio de las cuatro actividades
del tercer capitulo, ha supuesto una primera propuesta de entre todos los enfoques que
pueden surgir a partir de los procedimientos de Papiroflexia descritos como parte de las

mismas. En todo caso, se trata de una propuesta abierta a modificaciones y adecuacion
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a las caracteristicas y nivel del grupo especifico de alumnos en el que se vaya a trabajar,
segun lo considerado por el docente. Por otra parte, es indudable que la propuesta ganaria
riqueza mediante su puesta en practica y experimentacion en distintos centros educativos
y distintos grupos de alumnado que dieran lugar a un anélisis de las mismas, sugiriendo

modificaciones de mejora.

En conclusién, aunque el uso de la Papiroflexia no es muy extendido en los niveles de

Bachillerato, es claro que se trata de una herramienta didéctica muy completa y rica.
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ANEXO I. RUBRICA DE EVALUACION DE LA ACTIVIDAD.

Se completara al finalizar cada actividad. En la primera columna, se completarda con un

valor de entre 1 y 5, siendo 1 la puntuacién mas baja y 5 la mas alta para cada apartado.

Dellal5 A destacar Posibles mejoras

Metodologia

Temporalizacion

Dificultad del
procedimiento

Situaciones de
Aprendizaje
Desarrollo de

competencias

Adecuacion al grupo
de alumnos

Instrumentos de
evaluacion

Interés del
alumnado

Dificultades del
alumnado

Aprendizaje del
alumnado
Opinion del
alumnado
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ANEXO II. POWERPOINT METODO DE LILL.
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Resolucidén de ecuaciones
polindmicas de grado n=< 4

C

Ecuaciones polindmicas.

Una ecuacidn polinamica de grado n es una expresian de la
forma:

Gp X"+t Gy g Pt -t azx’ a1+ eyxt ap=10
donde |os a; 500 numeros reales, y n es el grado del palinomio.
Ejemplos:
= x'—3s%—7x"+x+6=10 25 una ecuacion de grado 4° n=4.
= x*—2x?—5x+6=0 c5una ecuacién cibica: n=3

= —2x%— 10 x—8 = 0 €5 Una ecuacion cuadratica: n=2

= 7x+ 2=0es una ecuacion lineal: n=1

Hasta zhora, hemos aprendide a resolver ecuaciones poalindmicas
factorizende el polinomioc wuna vez buscadas sus raices por distintos
metodos, per ejemplo Ruffini

= xt -3 -Talbxte=0
(x—1)ix+ 1)z +2(xr-3)=0
Soluciones: x=1, x=-1, x=-2, ¥=3

= -2xt—fxte=0
- 1x—3x+23=0
Spluciones: x=1, ¥=3, x=-2
» —2xl-10x—8=10
W iExta=0
x+Dix+4=0

Soluriones: ¥=-1, ¥=-4

EJEMPLD |

3 n=2:
13 +5xr+4=0

i az=1, 8, =5,80=4

Representacidn grafica de polinomios.

En 1867, Eduard Lill_encantré un métoda grifico para resolucidn de
ecuaciones polindmicas. Lo primero que haremos sera cedificar el polinomio
como un caming en les ejes cartesianos. Para ello nos fijJaremos en sus
coeficientas (cumbans con EL s1amo).

partiendo del origen o(o,0), avanzamos e, unidades hasta un punto A, (que
estara situado en el eje x). Giramos 50% en sentido antihoraric y en esta
direccidn, avanzamos a,_, unidadss hasta un punto 4,_,. Giramos de nuavo
900 en sentid antihorario, v avanzamos en esa direccion a. . unidades hasta
un punto A, _,. Repitiendo este paso tantas veces como coeficientes tengames
{es decir, n+1), llegaremos a un punto final 4y y obtendremaos un camines
formado por n+1 =segmentos qua representan al pelinomio ariginal

EJEMPLD 2

| n=3:
-2 r—Sx 6D

;= la;=-2,6;=-5,8a=6

Métado de Lill.

ahora, vamos a imaginar que proyectamas con un laser desde el
punte Of0,0) de formz gue el ldser ‘rebota” an los distintes
segmentos de nuestro camino formando un angulo de 900 y
conseguimoes llegar al dltimo punto de nuestro camino.

uUna vez hemos alcanzade el punte final, |2 luz del ldser habra
formado m segmeantos.

Para un polinomic de grada n, habrd n formas distintas de llegar
al punto final proyectando un ldser desde el origen.
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i ™ EJEMPLO 1

n=2:

T 1 ! *+5x+4=0

ay=1,a;=E,ag=4
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EJEMPLD 2

T n=2

'-25*-sz+6=0

Método de Lill.

ay=la,=-2, 8,=-5.8,= 6
; /"““\_H\ En cada una ias trayectorias que Torma el ldser para liegar al
E e punte Tinal, podemos obtener una solucién de la ecuacion:

i calculamos Ia pendiente del primer segmento que forma el laser
para llegar al punto Tinal, desds el punto origen 0(0,0) hasta
la recta vertical x=a.

- Entonces, una solucidm de |a ecuacion sera el valor de Ia
pendiente multiplicado por (-1].

- o

\\

i
=
e, . EJEMPLO 1
i, Sl ? s
. . n=2:
R
e el ] " gltsxta=e

Padéis resolver mds ecuaciones. polindmicas de hasta
grado 4 camn |z siguiente herramientz de Geogsbra:

https://www.geogebra.org/classic/htgbf7gz

El lunes aprenderemos a resolver
ecuaciones cuadraticas y cubicas
con Papiroflexia, baséndonos en el
Método de Lill.
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Papiraflexia.

Las ecuaciones po!inémicas de grado n=4 5Se pueden resolver
mediante pliegues en ¢l papel, utilizando la Papiroflexia y
bazandonos en el Método de Lill.
wvamos a trabajar en la resolucion de ecuaciones clbicas de la
Fforma:

ax?+hritextd=10

construimos el caminoe gue codifica nuestro polinomio:
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La:y=b+d
C(a-c, b)
Cla-c. b) B(a,b) AN ;b
s Dia-c, b-d)
a-c, b-d
Papiroflexia 5 Papiraflexia
ol AdQ
[ O] A(a,0)
L4 x=2a
Papiroflexia.
https://www.geogebra.org/classic/htghf7g:z Fﬂplrnflgx!a-

vamos a construir en nuestro papel de papirofiexia los ejes cartesianos. .
e il 3 Buscamos 105 tres pllegues que lleven simulténeamente:

colocaremos los puntos:

0(0,0) en Ly: x=2a

0(0,0)

of a-c, b-d} D( a-c, b-d) en L,: y=b+d
¥ las rectas:
Ly: x=2a . . .
Mos fijamos en la pendiente que el pliegue forma al cortar 3 la racta
La: y=b+d
» Ly: y=b
Li: y=b
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