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1. Introduccion

El aprendizaje del algebra genera problemas a muchos alumnos en los primeros cursos de la ESO.
Los profesores son conscientes de esta dificultad, pero afirman que a pesar de su gran esfuerzo y
dedicacion los alumnos no alcanzan el conocimiento algebraico necesario. Esto ha dado lugar a
muchisimas investigaciones que estudien la problematica del algebra, las causas que lo provocan

y tratar de buscar las soluciones que palien dicha problematica.

Analizando las numerosas investigaciones se podria sintetizar los problemas del &lgebra en tres
tipos (Wagner y Parker, 1999): las intrinsecas al objeto, las inherentes al propio sujeto y aquellas

otras que son consecuencia de las técnicas de ensefianza.

Respecto a las asociadas al objeto, estas son provocadas por la naturaleza del algebra, su lenguaje,
los elementos que los componen y las reglas que lo rigen. Las inherentes al sujeto tienen que ver
con la complejidad que supone la abstraccion y generalizacion, acciones fundamentales en el
algebray que son las causantes de los problemas que tienen los estudiantes con el lgebra (Breiteig
y Grevholm, 2006). Por altimo, estan las dificultades del algebra asociadas al tipo de ensefianza
y este factor es destacable para algunos investigadores (Blanton y Kaput, 2005; Carpenter, Franke
y Levi, 2003).

Si se analiza el parrafo anterior se observa que la dificultad asociada al objeto y sujeto es
complicada de cambiar. Sin embargo, como docentes, lo que si se puede cambiar es la

metodologia utilizada para tratar de potenciar el aprendizaje de nuestros alumnos.

La manera mas tradicional de ensefiar las matematicas es un aula donde el docente explica y el
alumno escucha y, ademas, el estudiante tiene una presencia pasiva en la clase. Con este trabajo
se intenta motivar y favorecer el aprendizaje significativo del bloque nimeros y algebra,
implantando un recurso novedoso conocido como matemagia. Para conseguir esto, se elaborara
una serie de trucos de magia que serviran al docente para captar la atencién de los alumnos, a la

vez que se transmite el conocimiento y se profundiza en este.

Como acabo de comentar, utilizando este recurso se pretende, por un lado, incrementar el interés
de los estudiantes, aumentando la participacion en el proceso de ensefianza-aprendizaje y, por
otro lado, ayudar a la comprensién de los fundamentos matematicos, de manera que, el alumno
comprenda mejor los conceptos a través de una herramienta llamativa e intuitiva como es la

matemagia. tal y como mencionan Alegria y Ruiz (2002):



Magia y mateméticas han sido compafieros de viaje durante mucho tiempo. Tanto los
magos como los matematicos estan motivados por el sentido de sorpresa que representa
el misterio esencial del mundo. Los magos muestran tales hechos sorprendentes mientras
que los matemaéticos tratan de explicarlos: la ciencia de la ilusidn versus la ilusion de la

ciencia.

Algunos autores defienden usar juegos en el aula como recurso educativo (Garcia,2013). Londofio
(2004) senala que los juegos educativos permiten desarrollar y mejorar distintas habilidades y
capacidades de la intervencién educativa, ademas, de cumplir con la funcion recreativa. Martinez
(2000) defiende que a través de la actividad ludica y motivadora se logra captar el interés y la
atencion de los alumnos hacia la materia. Asimismo, Borges (2000) explica que el juego es un
recurso fundamental para el desarrollo integral del estudiante, ya que, mediante él, el alumno
adquiere conocimientos y habilidades y, sobre todo, brinda la oportunidad de conocerse a si
mismo, a los deméas y al mundo que nos rodea. También Pefia (2000) afirma que ayuda a los
alumnos a socializarse y que desarrollan aptitudes favorables para su aprendizaje, tanto sociales
como intelectuales. Ademas de estos autores, otros muchos se posicionan a favor de utilizar los
juegos como herramienta didactica, por lo que puede ser interesante plantear una metodologia

basada en un tipo de juego especial que es la magia.

Este documento se centraré en el bloque “Nmeros y Algebra” para los dos primeros cursos de la
ESO, es decir, para primero y segundo. Cabe destacar la importancia indiscutible que plantea este
tema, ya que es donde comienza el proceso de transicion de la aritmética al algebra, area que
establece las bases para las matematicas que va a estudiar el alumnado en los afios siguientes.
Ademas, en estos primeros cursos de la secundaria, desde mi punto de vista, es donde se define
gran parte de las relaciones afectivas y emocionales hacia la asignatura, que condicionaran los
resultados de los alumnos a lo largo de su paso por la etapa educativa. Por ello veo especialmente
necesario trabajar la motivacion y la creacion de una buena perspectiva dentro de los alumnos,

topico en torno al cual girara este TFM.

Como se ha comentado anteriormente se usara el recurso de la matemagia para favorecer el
aprendizaje de los alumnos y aumentar su motivacion. Dicho recurso también podria ser
implementado en geometria o en probabilidad, pero excede del ambito de estudio del presente

trabajo.
La estructura del trabajo es la siguiente:

1. Primer apartado. Introduccion: Se han planteado los problemas que supone el algebra
para los alumnos de los primeros cursos de la ESO y la necesidad de motivarles mediante
recursos, donde el alumno tenga una participacion activa. Este trabajo se centrara en el

recurso conocido como matemagia.



2. Segundo apartado. Justificacion: Se explicara la necesidad de motivar a los alumnos y
porque se produce la desmotivacion. También se comentard las competencias que se
desarrollan con el recurso de la matemagia.

3. Tercer apartado. Marco Tedrico: Se mostrara la evolucion de la magia a lo largo de la
historia, qué relacion tiene con las matematicas, sus efectos y diferentes maneras de usarla
enel aula.

4. Cuarto apartado. Contextualizacion: Se contextualiza para el centro donde se realizaron
las précticas. Se divide en dos partes:

a) Contextualizacion didactica
e Caracteristicas del centro y el alumnado
e Objetivos
e Metodologia
e Descripcion y temporalizacién de los contenidos
e Recursos
e Evaluacion
b) Contextualizacion matematica. Se explicaran los fundamentos matematicos que
estan relacionados con la coleccion de actividades méagicas que se ha planteado
en el siguiente apartado (no se explican todos los contenidos del blogue nimeros
y élgebra).

5. Quinto apartado. Actividades propuestas: Se propondra un conjunto de actividades de
magia aplicables a las diferentes unidades didacticas del bloque y que resultaran
realmente Gtiles para motivar y ayudar a la comprension de los contenidos explicados en
el aula.

6. Sexto apartado. Conclusiones: Se remarcaran las ideas mas importantes del trabajo y se

propondra algunas lineas de investigacion.



2. Justificacion tedrica

Esta metodologia a implementar, conocida como matemagia, tienes dos finalidades claras:
aumentar la motivacion de alumnos hacia las matematicas y, que en los alumnos se produzca un

aprendizaje significativo, desarrollando diferentes competencias.

2.1. Motivacion

2.1.1. éQué es la motivacién y tipos de motivaciéon?

La motivacion es un estado interno que dirige nuestros comportamientos y nos mantiene en
algunas actividades. Asi, aungue se aprenda una tarea, si no se esta lo suficientemente motivado
no se controlarén los procesos cognitivos voluntarios necesarios para llevar a cabo el aprendizaje.
Por lo tanto, en el aula hay que tratar motivar a los alumnos y la habilidad del profesor sera

fundamental para conseguirlo.

Segun las investigaciones de Maehr y Meyer (1997), la motivacion esta interaccionando con el
aprendizaje y el rendimiento de diferentes maneras. Hay diversos estudios donde se demuestra
gue un alumno motivado aumenta su nivel de energia y de actividad, sucediendo también lo
contrario. Las decisiones tomadas estan en gran parte influenciadas por la motivacion que tengan
por cualquier asunto y las consecuencias que encuentren reforzantes. Entonces si un alumno, a
pesar de las dificultades, persiste en la tarea a lo largo del tiempo es que estad motivado, es decir,
cuanto mas tiempo dedique el alumno a realizar sus tareas académicas mayor seré su rendimiento.
Pero esta claro que con el tiempo no es suficiente, los procesos cognitivos que despliega un

individuo en la tarea son vitales para el aprendizaje y el almacenamiento a largo plazo.

Se puede hablar de dos tipos de motivacion: motivacion intrinseca y motivacion extrinseca. Si la
motivacion se encuentra fuera del individuo, entonces se trata de una motivacion extrinseca. Este
tipo de motivacion favorece en el aprendizaje ya que permite al individuo estar mas tiempo
realizando la tarea, pero al ser externa puede darse que busque el minimo esfuerzo conductual y
cognitivo para realizar la tarea. Sin embargo, si la motivacion viene de dentro del individuo,
porque le gusta, se tiene la motivacion intrinseca. Este tipo de motivacion es mucho més potente
ya que el individuo puede realizar la tarea por iniciativa propia, presentar mayor tolerancia a la
frustracion, mejorar su rendimiento o buscar indicadores que evalten forma de proceder para
mejorar su eficacia y su ejecucion. En las aulas es habitual que los estudiantes empiecen muy
motivados y a medida que avanza el curso, vayan perdiendo gradualmente la motivacion. Sera

habilidad del docente intentar mantener la motivacion a lo largo de todo el curso.



2.1.2. iCausas de la desmotivacion?

Son varios los factores que provocan que los alumnos no les guste las matematicas. Muchos
autores, como Carrillo (2009) y Swam (2004) consideran tres factores los principales causantes

de la desmotivacion: naturaleza de las matematicas, profesor y el alumno.

Naturaleza de las matematicas:

Los conceptos matematicos: Muchas veces los conceptos que se quieren transmitir requieren de
una gran abstraccion por parte del alumnado lo que dificulta su aprendizaje. Este problema queda
muy patente en el primer ciclo de la ESO, con el paso de la aritmética al algebra. El docente debe
ser consciente de ello e intentar utilizar diferentes recursos para motivar a los alumnos y

facilitarles la adquisicion de los conocimientos.

Estructura jerarquica del conocimiento: En la gran mayoria de las ocasiones es necesario para
comprender un nuevo contenido, entender y comprender los conocimientos previos, como si los
conocimientos estuviesen enlazados constituyendo una cadena. Esto quiere decir que si un
alumno no entiende algin concepto es posible que éste, mas adelante, vuelva a aparecer

provocando que el alumno no entienda la explicacion y se desmotive.

Lenguaje matematico: El lenguaje formal de las matematicas es distinto a la lengua natural que
se esta habituado. Esto puedo provocar problemas de interpretacion que hardn mas dificil la

asignatura.

El docente:

El profesor puede tener un efecto negativo en los alumnos provocando que estos se desmotiven

con las matematicas.

Metodologia: En las metodologias tradicionales apenas hay comunicacion entre el alumno vy el
profesor. Como consecuencia, el alumno tiene una presencia pasiva en su aprendizaje afectandolo,
ya que percibe las clases como aburridas. Ademas, el alumno comprende y profundiza mejor los
conocimientos con metodologias mas activas donde se encuentre mas motivado y pueden realizar

debates o utilizar diferentes recursos académicos.

Ritmo de trabajo: Es bien conocido que el temario de las asignaturas es muy extenso y esto
dificulta la capacidad de profundizar en los diferentes conceptos. No obstante, es vital que el
profesor sea capaz de marcar un ritmo que no sea demasiado lento para poder abordar el temario
pero que no sea muy alto porque provocaria que la gran mayoria de los alumnos no entendiesen

los conocimientos y se desmotivasen.



Efecto Pigmalion: Este efecto esta relacionado con el hecho que la expectativa que tienen los
demaés sobre un individuo afecta en su propio rendimiento, es decir, si un profesor tiene una baja
expectativa sobre un alumno esto le influye negativamente y viceversa, afectando sobre la

motivacién o desmotivacion del alumno. (Rosenthal, R. y Jacobson, L,1968).

El alumno:

El propio alumno juega un papel relevante en la desmotivacion. Destacan dos factores

relacionados con el alumno:

Desarrollo cognitivo: Son dificultades que surgen a raiz de problemas como: las posibles
alteraciones neuronales, proceso madurativo lento, alteraciones en la estructuracién espacio-
temporal, etc.

Creencias sobre las matematicas: Las creencias que los alumnos desarrollan ante las matematicas
suelen ser un gran obstaculo a la hora de ensefiarlas. Esto, se debe a que influyen en gran medida,
en la motivacién de los alumnos (Gémez-Chacén, Op't y De Corte, 2006). Las creencias sobre las

matematicas mas habituales en los estudiantes son:

So6lo hay una manera de hacer las cosas.
Son abstractas.
Son aburridas.

No tienen relacion con el mundo real.

YV V V VYV VY

Hay que tener habilidades especiales para entender las matematicas.

Después de observar todos los factores que influyen en la desmotivacion de alumnado, se observa
gue hay algunos aspectos en los cuales, como docente, se puede influir para intentar conseguir la
motivacion de los alumnos. Estos son tales como la metodologia, que se utilizara para transmitir
el conocimiento; el ritmo de trabajo, que se impartira en la clase o, las expectativas que se tendran

de nuestros alumnos.

Los docentes deben tener en cuenta que no todos los alumnos tienen el mismo desarrollo
cognitivo y tienen que adaptarse a la diversidad del alumnado, sin embargo, es cierto que en la
mayoria de los casos, los profesores no tienen los recursos suficientes para que el seguimiento sea
individualizado, pero si es aconsejable llevar un ritmo de trabajo adaptado a la clase y utilizar
recursos manipulativos o visuales para favorecer el aprendizaje de todos los alumnos y fomentar
la inclusion total en el aula. Esto ultimo, es debido a que no todos los alumnos aprenden de la
misma manera, existiendo estudiantes a los que les favorece un aprendizaje mas visual o
manipulativo que la forma tradicional de ensefianza. Por consiguiente, lo ideal seria ensefiar de
diferentes maneras para poder adaptarse a la mayoria de los alumnos. Por otro lado, hay otros

factores, como la naturaleza de las matematicas, que son mas complicados de paliar.



2.1.3. Funcion del profesor para mejorar la motivacion del alumno

Desde este punto de vista, el profesor debe plantearse un triple objetivo en su accion motivadora,
(Martinez-Salanova,2001):

» Suscitar el interés
» Dirigir y mantener el esfuerzo

» Lograr el objetivo de aprendizaje prefijado

La motivacion no debe ser solo el principio, en la actividad inicial, sino que debe mantenerse
hasta el final y, ser el punto de partida de nuevas motivaciones para nuevos procesos, si el proceso

de aprendizaje tiene éxito.

Por ello, es mas importante crear interés por la actividad que por el mensaje, para lo que hay que
tener en cuenta los intereses de los alumnos y conectarlos con los objetivos del aprendizaje. No
todos los estudiantes se motivan por igual, por lo que es realmente importante buscar y llevar a

cabo actividades motivadoras que produzcan una mayor participacion del alumnado.

Este, se encuentra mas y mejor motivado cuantas mayores experiencias vive en el aula. Es
bastante habitual escuchar que en situaciones de aprendizaje es mas importante los procesos que
los resultados. Aspecto, que en definitiva, se debe a que los procesos permanecen siempre y son

clave para estar motivados en posteriores aprendizajes.

En el presente trabajo se llevara a cabo una metodologia activa con la que se espera motivar al
alumnado, atendiendo en todo caso a la diversidad y, apoyandose especialmente en un recurso: la
matemagia. A través del mismo, no solo se busca motivar a los alumnos de forma inicial con el
truco de magia, sino que éstos tendran que reflexionar y comprender el fundamento matematico
del truco, el cual, estara relacionado con contenidos del tema. Ademas, el docente se apoyara de
la actividad de magia para seguir profundizando en la materia, pudiendo proponer a sus alumnos
que se inventen otro truco similar que se explique con las propiedades matematicas que se estan

aprendiendo fomentado la creatividad.
2.2. Competencias abordadas

Mediante el uso de la matemagia se ayuda a que los alumnos alcancen unas competencias basicas

COMmo son:

1. La competencia en comunicacion linguistica: Los alumnos deberan debatir cual creen

que es el fundamento matematico detras del truco de magia realizado por el profesor.



En algunos casos, el docente les propondra inventarse otro truco de magia, relacionado
con las propiedades explicadas en clase, y presentarlo, produciendo un beneficio también
en su autoestima.

2. La competencia de aprender a aprender: Sera el propio alumno el que desarrollara un

pensamiento critico y reflexivo para averiguar donde esta la propiedad matemaética
utilizada por el profesor y, que le permite explicar dicho fendmeno.
3. Lacompetencia social y civica: A través del trabajo cooperativo trataran de intercambiar

puntos de vista para adivinar porque siempre se cumple el truco que realiza el docente.

4. Competencia de autonomia e iniciativa personal: Seran los alumnos los que elaboren sus

propios trucos de magia a través de los conocimientos y propiedades matematicas
aprendidas en clase y siguiendo como modelo el juego magico desarrollado por el docente
previamente.

5. La competencia matematica: Esta competencia esté clara que se desarrollara a lo largo

de toda la asignatura y, como se ha comentado, se utilizara la matemagia para potenciar

su adquisicion.

Otras competencias, como la competencia digital y la competencia basica en expresién cultural

y artistica, se trabajaran en menor profundidad a través de esta metodologia. Aunque si se podra
mandar que los alumnos investiguen sobre algiin mago famoso, teniendo que buscar en internet

informacion.



3. Marco Teorico

3.1. Evolucidn historica de la magia

Las matematicas y la magia han sido comparieras de viaje durante mucho tiempo. Los magos y
matematicos siempre han estado motivados por el sentido de la sorpresa que representa el misterio
esencial del mundo. La diferencia es que los magos muestran tales hechos sorprendes y, en
cambio, los matematicos tratan de explicarlos. Esto es lo que se conoce como la ciencia de la
ilusion contra la ilusion de la ciencia; se podria decir que esta la ciencia de la ilusion frente la
ciencia de la ilusion. Arthur Clarke, escritor de ciencia ficcion, decia que una tecnologia

suficientemente avanzada es indistinguible de la magia.

En la época pitagdrica, los nimeros venian mas relacionados con cualidades misticas que con el
ilusionismo (Alegria y Ruiz, 2002). En esa época ya se hacian estudios que afectaban a los
nameros utilizando las configuraciones que formaban las piedras. Descubrimientos como la terna
pitagorica o los cuadrados magicos, lograron, en esa época, expandir la idea de que los nimeros
tienen poderes magicos. Los sucesivos avances en el estudio de los nimeros y las propiedades
relacionadas con ellos han provocado que las sociedades mas cultas ya no crean en tales

propiedades misticas y, Unicamente los utilicen en un ambiente mas folclérico.

En la Edad Media, Fibonacci (1170 — 1250) consiguié asombrar a sus contemporaneos hasta llegar
al punto que el emperador Federico Il le proclamé Stupor Mundi (Asombro del mundo). Paraello,

se vali6 de unas matematicas numéricas que aprendio de los arabes.

En el siglo XIX, Charles Dogson, también conocido como Lewis Carroll, utilizaba trucos y puzles
numéricos que hoy en dia son utilizados por magos para sus actuaciones. Charles Dogson es
matematico, sin embargo, poca gente lo sabe y solo lo conocen como el autor de “Alicia en el

pais de las maravillas”.

En el siglo XX, se produjo el despegue de la magia debido a la magia de cartas (cartografia). En
este periodo destaca el periodista Martin Gadner (1941-2010) quien recopilé muchos trucos de
magia que estaban estrechamente relacionados con las matematicas. Gadner afirmaba en su libro
Mathematics, Magic and Mystery (1956) que la magia tiene su propio encanto ya que combinaba
la belleza de las estructuras matematicas con el valor de entretenimiento de los trucos de magia.
La magia fue la mas temprana y principal aficion que tuvo y debido a su gran generosidad, por
compartir sus trucos, y dedicacion aparecio en la revista MAGIC Magazine (junio de 1999) como

uno de los cien magos mas influyentes.



Actualmente en Espafia, se puede destacar a Juan Tamariz (Madrid, 1942), que es considerado
uno de los mejores magos del mundo, y que ha realizado juegos que se basan en propiedades
matematicas y que son conocidos como juegos automaticos. También destacan docentes de

matematicas que son expertos en matemagia, como Pedro Alegria o Fernando Blasco, entre otros.

Hoy en dia, los grandes avances tecnoldgicos ofrecen muchas herramientas que, utilizadas
convenientemente, permiten conseguir efectos sorprendentes, inexplicables o, incluso,

milagrosos.

3.2. Relacion magia y matematicas

El mundo relacionado con la magia suele estar repleto de sorpresas e ilusion y, mediante engafios
0 astucia suelen hacerse cosas impensables. En el &mbito escolar a veces sucede lo mismo cuando
el estudiante se encuentra en la clase de matematicas. La sensacion que provoca un mago en el
publico cuando hace desaparecer un elefante en medio del teatro puede equipararse a la de un

alumno cuando se enfrenta a un problema del tipo,

“un padre y dos hijos estan peleandose porque cuando el hermano mayor tenia la edad
del hermano menor, la suma de las tres edades era el portal de la casa donde vivian, y

cuando el hermano menor tenga la edad del mayor, el padre ya se habra jubilado”.

El alumno observa como el docente resuelve el problema sin dificultades como si lo realizase

utilizando magia.

La realidad de todo esto, es que muchos magos utilizan propiedades matematicas para resolver
sus trucos de magia. Es sabido por todos que la magia produce una gran fascinacion en la mayoria
de la gente, tanto jovenes como adultos, y lo interesante es usar este interés de los individuos por
la magia para atraer la atencion de los estudiantes en clase. No se tiene que olvidar que en todo
espectaculo de magia el espectador esta rodeado de ambiente de misterio y sorpresa, que hace que
se encuentre receptivo a todo lo que se encuentra. Ademas de captar la atencion de los alumnos,
el docente debe escoger adecuadamente los trucos de magia, que se basen en propiedades
matematicas, y que sirvan para explicar o introducir un contenido asignatura. La ventaja de los
trucos de magia es que estan fundamentados, en general, en propiedades matematicas muy

simples como son célculos aritméticos, combinatorios y desarrollos de algebra sencillos.

Entonces si la magia es el arte o ciencia que permite hacer cosas sorprendentes y admirables, se
puede considerar la matemagia como la ciencia que se basa en las matematicas para realizar cosas

asombrosas y extraordinarias.
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En este trabajo se presentaran trucos sobre numeros primos, divisibilidad, potencias, sistemas de

enumeracion, propiedades aritméticas. ..

3.3. Magia como recurso educativo

El recurso de la matemagia puede usarse en una clase de diferentes maneras entre las que

destacan:
1. La magia como recurso para motivar a los alumnos

Esta claro que los alumnos solo pueden aprender si realmente estan dispuesto a aprender (Vaello,
2007). Pero estas ganas de aprender no surgen sin hacer nada, sino que tiene que ser el propio
docente el que favorezca que ocurra. Bajo este contexto es cuando la magia cobra especial
importancia, logrando momentos asombros en la clase, provocando clases mas dinamicas, de
modo que los estudiantes encuentran mas divertido el aprendizaje de las matematicas. Con todo
esto, ademas, se consigue una mayor participacion, motivacion y, estdn mas dispuestos a

aprender.
2. Lamagia para captar la atencion de los alumnos

Ademas de la motivacidn, los alumnos necesitan estar atentos para poder aprender. Para conseguir
esta atencion, la matemagia es un recurso brillante, pues los alumnos estaran prestando toda su
atencion para intentar descubrir por qué ocurre el truco de magia y, una vez se tiene esta atencion
todo lo que suceda minutos después sera atentamente estudiado y escuchado por ellos (Ruiz,
2015).

3. La magia como entretenimiento entre actividades

Otra manera de usar este recurso es entre actividad y actividad. En vez de estar hablando los
alumnos entre ellos, se pueden realizar varios trucos de magia y sin darse cuenta estaran, ademas
de entreteniéndose y pasando un rato agradable, aprendiendo fundamentos matematicos. El
motivo es que los trucos de magia les asombran y querran entender como funcionan para poder

aprenderlos y hacérselos a sus amigos, familia... y ahi es donde entran las matematicas.
4. Lamagia como un premio para el alumno

Esta es una manera muy Util de conseguir motivar a los alumnos y que estén atentos en clase. Se
les puede ofrecer que, si tienen un buen comportamiento y participan en la sesién, al terminar la
clase se realizara un truco de magia o se explicara coémo funciona un determinado truco hecho
previamente (fundamentos matematicos). Estas actividades no solo pueden usarse en el aula, sino

también en los recreos ensefiandoselos a otros estudiantes (Casas, 2014).
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5. Lamagia para introducir un nuevo tema

En vez de introducir un tema como siempre, se puede realizar una actividad de magia que utilice
los fundamentos matematicos de esa unidad didactica y a partir del truco de magia, y su
explicacion matematica, empezar a desarrollar el contenido del tema. Es una manera ingeniosa de
motivar al alumno y de empezar a explicar un contenido de una manera diferente y siempre mas

Ilamativa.
6. La magia para relacionar las mateméticas con el mundo real

La magia puede ayudar a acercar las matematicas al mundo real ya que los alumnos si que asocian,
facilmente, la magia con el mundo real. Por lo tanto, si se usan trucos de magia con fundamentos
matematicos, los alumnos inconscientemente estardn presenciando una utilidad de las

matematicas en el mundo real.

3.4. Efectos de la magia educativa

Como ya se ha mencionado en la justificacion, el uso del juego de magia puede ayudar a
desarrollar y crecer determinadas competencias y valores. Ademas, este recurso no puede afectar
Unicamente a los alumnos, sino también a los propios profesores. Respecto a los alumnos, les
aporta novedades didacticas que promueven y potencian el aprendizaje innovador frente a los
habituales procesos de ensefianza (Rodriguez, 2015). Respecto al profesorado, les proporciona
recursos para la motivacion, un factor clave para lograr el aprendizaje, puesto que la motivacién

no solo se refiere a los estudiantes sino a los propios profesores.

Muchas veces, los estudiantes no se interesan por la asignatura porque no ven ninguna utilidad a
lo que estan aprendiendo, no entienden lo que se esta intentando explicar, y esto puede provocar
gue el docente pierda la motivacion. Utilizando juegos de magia, el profesor estard modernizando
e innovando su enfoque de la ensefianza, usando metodologias diferentes a las habituales. Esto da

lugar a que la clase sea mas dinamica, produciendo la motivacion de los alumnos.

Asimismo, los juegos de magia desarrollan el pensamiento critico y creativo de los alumnos.
Cuando el docente realiza un juego, el alumno despierta un interés por querer hacerlo, por lo tanto,
realiza suposiciones acerca de cdmo se desarrolla correctamente y cuales pueden ser las
soluciones posibles. También, cuando tratan de realizar un truco de magia, crean sus propias

historias a la hora de presentarlo, dando lugar al desarrollo de su creatividad.

En particular, el uso de las matematicas a través de la magia desarrolla y mejora el pensamiento

matematico de los alumnos. Utilizando los juegos de magia, se consigue que los alumnos disfruten
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de las matematicas de una manera mas recreativa provocando una actitud positiva hacia las

matematicas, presentandolas de una manera mas atractiva (Corbalan,1994).

Por otro lado, realizar y ejecutar trucos de magia ayuda a mejorar la comunicacion linguistica de
los alumnos. Esto es debido a que los estudiantes tienen que presentar oralmente los juegos de
magia y debatir con los demas estudiantes de la clase cuales son las propiedades matematicas que
rigen dicho truco. Ademas, los alumnos ganan seguridad y confianza, perdiendo el miedo a

realizar exposiciones en publico.

Otra competencia que se trabaja es el desarrollo de las habilidades sociales de los alumnos, asi
como el aumento de la autoestima. La realizacion de los juegos en clase favorece a las relaciones

entre los alumnos, otorgandoles seguridad y les ayuda a expresarse mejor (Monescillos, 2013).

Con los juegos de magia también se trabaja el pensamiento critico ya que cuando los alumnos
observan un truco comienzan a hacerse preguntas de manera espontanea como pueden ser: ;cémo
lo ha hecho? ¢Y si hubiera usado esto?... Esto es un mecanismo que esta asociado a la necesidad
esencial de comprender el entorno para ser capaz de interactuar con él (Ruiz, 2015). Ademas,
cuando se desarrolla un juego de magia, los estudiantes se encuentran en alerta, analizando cada
movimiento, favoreciendo a desarrollar la atencion de los alumnos. En este contexto, Ruiz (2015)
explica que los alumnos captan mejor los mensaje e ideas durante estos instantes y que perduraran
durante mas tiempo que si simplemente escuchan al docente en una clase tradicional. Por esto, el
empleo de la magia por parte del docente puede generar mas influencia en los alumnos,
pudiéndose aprovechar para transmitir valores, evitar malas conductas, promover los buenos
habitos. ..

3.5. Implementacion de la matemagia en la escuela

En una revista de didactica se llevo a cabo la implementacion de la matemagia para el segundo
ciclo de la educacion primaria y para medir el impacto se realizaron encuestas dirigidas tanto a
los alumnos como a los docentes. Los resultados indicaron que la matemagia es un recurso muy
interesante ya que se promueve la curiosidad, la creatividad y el espiritu critico. También
afirmaron que mejoraron los resultados de aprendizaje y el ambiente en las aulas (Cézar y Serrano,
2015).

Algunos de sus resultados se pueden ver en las figuras de abajo, donde se analiza la motivacion

por parte del alumnado.
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1. iComo es la clase de Matematicas?
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Figura 1. Comparacion del nivel de entretenimiento de las clases de matemdticas (Cézar y
Serrano, 2015)

4. {Realizo en casa actividades de
Matematicas, aunque no sean
obligatorias?
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Figura 2. Comparacion del grado de realizacion de las actividades (Cézar y Serrano, 2015)

Los docentes, en sus clases, observaron los beneficios de la matemagia, ver figura 3.

1. Durante las clases en las que he 2. Observo gue estas tareas fomentan la
utilizado matemagia, los alumnos estan creatividad, la curiosidad, la motivacion y
atentos y muestran interés. |a relacion entre ellos.
7 07
a4 25
i | # F{v I
1 4 B Macstros L; | p m haesiras
59 -
D * . - -I -. S ! ; L ) .| -| S— ) a— . g
1 F 3 4 s 1 2 3 a 5
Siempre Casisempre & veces  Casipumda  MNUNCE Si:mpr\e Casi siem pre A veces Casi nurea Munca

Figura 3. Aportacion de la Matemagia (Cézar y Serrano, 2015)

Los docentes estaban de acuerdo que apenas habia supuesto un esfuerzo extra preparar las clases

y que tenian pensado seguir utilizando la matemagia en el futuro, ver figura 4.
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5. En el futuro seguire empleando la
matemagia como recurso didactico.

B Maestros

. [ N ——
T2 3 4 5

Sepurc Casi segura Mo 58 Casi nunca Mumnca

Figura 4. Intencién de utilizar la Matemagia en el futuro (Cézar y Serrano, 2015)

Como se dijo antes, este estudio se realiz6 para nifios y nifias del segundo ciclo de educacion

primaria. La muestra fue de 8 colegios donde participaron 555 alumnos y 30 maestros.

La idea es hacer un estudio similar, pero para alumnos de primero o segundo de la ESO. Se trata
de realizar hacer la investigacion en dos clases donde yo sea el docente (del mismo curso), y
utilizar una clase de control donde se explica el contenido del bloque nimeros y algebra utilizando
el método tradicional (sin matemagia) y luego el otro grupo es el experimental y es donde se

explica el mismo temario a través de la matemagia.

Para poder analizar los resultados y poder sacar conclusiones se ha pensado utilizar un método

mixto (método cuantitativo y cualitativo):

I.  Método cuantitativo: Se realiza un pretest-postest en ambas clases. Estos test se
llevan a cabo en ambos grupos y nos aportan informacion sobre la motivacion y
la comprension del algebra de cada grupo (antes y después).

a. Test emocional de Maslow (anexo 1)
b. Test de comprensién de algebra
I[l.  Método cualitativo: Se realizan una serie de entrevistas para obtener informacion
sobre que trucos les ha gustado mas, si consideran mas divertidas las clases y si
sienten que asimilan mejor los conceptos. Ademas, el docente, con el permiso de
los alumnos, graba las clases para poder obtener mas informacién y con ello

rellenar los cuestionarios, ver anexos 2 y 3.

Ahora bien, esta idea no fue posible llevarla a cabo en el Practicum, puesto que por asuntos
laborales, solamente me era posible asistir por las tardes y, los Gnicos cursos que asistian en tal
horario eran primero y segundo de bachillerato. Asi las cosas, este estudio quedaria como una
propuesta de investigacion para el futuro y, se intentaria concluir si realmente la matemagia es

tan interesante como a priori parece para los primeros cursos de la ESO.
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4. Contextualizacion

4.1. Contextualizacion didactica

Las actividades, utilizando el recuso de la matemagia, que se propondran en el apartado 5 se
contextualizaran en el centro donde realice el periodo de practicas. Como he comentado a lo largo
del trabajo estos recursos se centraran en los dos primeros cursos de la ESO y se escoge, en
particular, segundo de la ESO para el bloque de nimeros y algebra. Esta contextualizacion

educativa se ha estructurado de la siguiente manera:

Caracteristicas del centro y los alumnos
Obijetivos generales

Metodologia

Descripcion y temporalizacion de los contenidos

Recursos

o ok~ w D

Criterios de evaluacion

4.1.1. Caracteristicas del centroy el alumnado del centro

El IES Maria Moliner esta situado en la calle Tormes en Laguna de Duero, Valladolid. EI IES
Maria Moliner se crea en 1998 como consecuencia directa del espectacular crecimiento
demografico de la localidad, que anteriormente contaba con un Unico centro de educacion
secundaria, el IES Las Salinas. Desde su nacimiento, el IES Maria Moliner es un centro lleno de
iniciativas pedagogicas y conciben la educacion como un instrumento esencial para mejorar la

vida de las personas.

La organizacion del centro es la que se presenta en la figura 5, consta de: Equipo directivo,
orientacion, actividades extraescolares, consejo escolar, claustro, personal no docente, AMPA y

el alumnado.

EQUIPO
DIRECTIVO
: ACTIVIDADES
[ RRIENTACICH EXTRAESCOLARE%

1
PERSONAL
EONSEJOESCOLAR] [ CLAUSTRO ] [ NO DOCENTE ]

{ AMPA ] [ ALUMNADO }

Figura 5. Organizacion del Centro (webgrafia)
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El horario ha variado respecto a otros afios debido a la pandemia mundial. Por la mafiana tienen
clase los alumnos de la ESO con un horario de 8:30 hasta 14:20 y por la tarde tienen clase los

alumnos de bachillerato con un horario de 15:30 a 21:20.
Las ensefianzas que se imparten son:

Educacion Secundaria Obligatoria (primero, segundo, tercero y cuarto)
Programa PMAR en segundo Yy tercero de la ESO.
Bachilleratos de Humanidades y Ciencias Sociales.

Bachilleratos de Ciencias.

YV V V V V

Ciclo formativo de Grado Medio de “Instalaciones Eléctricas y Automaticas”.

Respecto a las instalaciones el centro Maria Moliner destaca por constar de aulas especificas de
idiomas (inglés y francés), masica, plastica, dibujo e informatica. También tiene laboratorios
diferenciando entre laboratorios de fisica, quimica, biologia y geologia. Por otro lado, contienen
aulas con talleres de tecnologia, automatismos y domotica. Ademas, el centro también dispone de
sala de audiovisuales con pizarra digital, gimnasio y pistas polideportivas. Por Gltimo, todas las

aulas del centro disponen de ordenador, proyector, altavoces y software de pizarra digital.

En lo que se refiere al perfil econdmico y sociolégico del alumnado, éste procede
mayoritariamente de un sector social de clase media formado por familias tradicionales,
biparentales, que tienen un status econdmico acomodado, que dirigen sus expectativas
académicas a obtener un titulo universitario y que muestran un alto grado de satisfaccion con el

instituto.

En cuanto a la convivencia escolar, por lo que he podido ver durante mis siete semanas en el
centro es razonablemente buena. Algunos de los problemas de convivencia que personalmente he

detectado durante el periodo de préacticas han sido:

1. En algunos momentos hay excesivo ruido en los pasillos por parte de los alumnos que
permanecen fuera de las aulas mientras llega el profesor correspondiente.

2. Ciertos alumnos que no asistian a algunas clases, sobre todo los viernes a Ultima hora.

3. En algunas ocasiones se ha tenido que esperar a algun estudiante para empezar la clase
provocando retrasos.

4. Ciertas faltas de comportamiento en clase como es masticar chicle o faltarse el respeto

entre alumnos.
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4.1.2. Objetivos

Obijetivos generales

Siguiendo lo establecido en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece

el curriculo basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato, se contribuira a

desarrollar en el alumnado las capacidades que le permitan:

1.

10.
11.

12.

Asumir sus deberes; conocer y ejercer sus derechos; practicar el derecho, la tolerancia, la
cooperacion y la solidaridad; ejercitarse en el diadlogo afianzando los derechos humanos
y la igualdad de trato, como valores comunes de una sociedad plural, y prepararse para el
gjercicio de la ciudadania democratica.

Desarrollar y consolidar habitos de disciplina, estudio y trabajo individual y en equipo
para las tareas del aprendizaje y el desarrollo personal.

Valorar y respetar la diferencia de sexos y la igualdad de derechos y oportunidades.
Rechazar cualquier tipo de discriminacion, asi como los estereotipos que derivan de ella
y sus manifestaciones violentas.

Fortalecer sus capacidades afectivas y resolver conflictos pacificamente, rechazar la
violencia, los prejuicios y los comportamientos sexistas.

Desarrollar habilidades en el uso de las fuentes de informacion con sentido critico.
Adquirir una preparacién basica en el mundo de las tecnologias.

Concebir el conocimiento cientifico como un saber integrado estructurado en disciplinas.

Conocer y aplicar los métodos para identificar los problemas en los diversos campos del
conocimiento.

Desarrollar el espiritu emprendedor y la confianza en uno mismo, la participacion, el
sentido critico, la iniciativa personal y la capacidad para aprender a aprender, planificar,
tomar decisiones y asumir responsabilidades.

Comprender y expresar con correccion, oralmente y por escrito, en la lengua castellana
y, si la hubiere, en la lengua cooficial de la comunidad autdnoma, textos y mensajes
complejos, e iniciarse en el conocimiento, la lectura y el estudio de la literatura.
Comprender y expresarse en una 0 mas lenguas de manera apropiada.

Conocer, valorar y respetar los aspectos basicos de la cultura, asi como el patrimonio
artistico y cultural.

Conocer y aceptar el funcionamiento del propio cuerpo y el de los otros, respetar las
diferencias, afianzar los habitos de cuidado y salud corporales. Conocer y valorar la
dimension humana de la sexualidad en toda su diversidad. Valorar criticamente los
habitos sociales relacionados con la salud, el consumo, el cuidado de los seres vivos y el

medio ambiente, y contribuir asi a su conservacion y mejora.
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13. Apreciar la creacion artistica y comprender el lenguaje de las distintas manifestaciones

artisticas, utilizando diversos medios de expresion y representacion.

Obijetivos del area de matematicas a las ensefianzas de 2° ESO (bloque 2)

Siguiendo lo dispuesto en la ORDEN EDU/362/2015, de 4 de mayo, por la que se establece el

curriculo y se regula la implantacion, evaluacion y desarrollo de la educacion secundaria

obligatoria en la Comunidad de Castilla y Ledn, se contribuird a desarrollar en los alumnos y las

alumnas las capacidades que les permitan.

Bloque 2: Numeros y algebra

1.

Utilizar y aplicar de manera practica nimeros naturales, enteros, fraccionarios, decimales
y porcentajes sencillos, sus operaciones y propiedades, para recoger, transformar e
intercambiar informacién y resolver problemas relacionados con la vida diaria.

Conocer y utilizar propiedades y nuevos significados de los nimeros en contextos de
paridad, divisibilidad y operaciones elementales, mejorando asi la comprension del
concepto y de los tipos de nimeros. Aplicacion de estos conceptos en situaciones de la
vida real.

Desarrollar, en casos sencillos, la competencia en el uso de operaciones combinadas
como sintesis de la secuencia de operaciones aritméticas, aplicando correctamente la
jerarquia de las operaciones o estrategias de calculo mental. Reconocer los paréntesis
como elementos que permiten modificar el orden de ejecucion de las operaciones.
Elegir la forma de calculo apropiada (mental, escrita o con calculadora), usando
diferentes estrategias que permitan simplificar las operaciones con numeros enteros,
fracciones, decimales y porcentajes y estimando la coherencia y precisién de los
resultados obtenidos.

Elegir la forma de calculo apropiada (mental, escrita o con calculadora), usando
diferentes estrategias que permitan simplificar las operaciones con numeros enteros,
fracciones, decimales y porcentajes y estimando la coherencia y precisién de los
resultados obtenidos.

Analizar procesos numéricos cambiantes, identificando los patrones y leyes generales que
los rigen, utilizando el lenguaje algebraico para expresarlos, comunicarlos, y realizar
predicciones sobre su comportamiento al modificar las variables, y operar con
expresiones algebraicas.

Utilizar el lenguaje algebraico para simbolizar y resolver problemas mediante el
planteamiento de ecuaciones de primer, segundo grado y sistemas de ecuaciones,
aplicando para su resolucion métodos algebraicos o gréaficos y contrastando los resultados

obtenidos.
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Obijetivos relacionados con la matemagia

Ademas de los objetivos propios de la asignatura, se tienen otros objetivos relacionados con las

posibilidades didacticas de la matemagia:

1. Objetivo Personal: Mediante el recurso de la Matemagia conseguir motivar a los
alumnos en el bloque de nimeros y algebra, y que ayude a transmitir los contenidos de
ese bloque.

2. Objetivo Practico: Generar un nuevo recurso didactico (elaborar una serie de trucos de
magia) para emplear en clase para el bloque de nimeros y algebra en el curso de segundo
de la ESO.

3. Obijetivo Intelectual: Analizar el impacto de la matemagia en el rendimiento de los

alumnos.

Con este recurso se quiere contribuir a desarrollar las competencias basicas incluidas en el
curriculo de Educacién Segundaria y Bachillerato vigentes en este momento en Espafia. El disefio
de las actividades actua especialmente sobre la competencia afectiva, y sobre la competencia

matematica, en los aspectos de esta Ultima que se detallan a continuacion:

1. Se desarrollan hébitos de reflexion, iniciativa personal, sentido critico, curiosidad y
creatividad en el aprendizaje.

Utilizar técnicas y estrategias personales para el calculo mental.

Desarrollar una actitud de atencion, esfuerzo y perseverancia en las tareas propuestas.

Participar activamente tanto en el aprendizaje individual como en grupo.

a &~ D

Utilizar la calculadora como instrumento para llevar a cabo calculos complejos y
comprobar resultados.

6. Explorar distintas maneras de resolver problemas.

4.1.3. Metodologia

La metodologia que se va a utilizar para desarrollar los contenidos del bloque de ndmeros y
algebra, es una metodologia activa en la que se busca una mayor participacion del alumnado,
donde el alumno tendra un papel importante en las clases, y también el rol del docente ser&
fundamental. Ademés de centrarse en aumentar la participacion de los estudiantes, se tiene como
objetivos mejorar la atencion, creatividad y pensamiento critico de los alumnos, para ello se
empleard un recurso muy novedoso, que se va a implementar por primera en el centro, que es la

matemagia.
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Como ya se explico en el marco tedrico, hay diferentes maneras de emplear el recurso de la
matemagia. La forma mas habitual en la que se utilizard es como una manera diferente y mas

llamativa de introducir un nuevo contenido en el aula. Un caso concreto podria ser:

» Apertura tradicional del docente: Abrir el libro por la pagina 20, hoy se va a explicar las
operaciones con potencias.

» Apertura con el recurso de la matemagia: Se realiza un truco de magia donde intervenga
operaciones con potencias y se pide a los alumnos que reflexionen sobre el truco y que

descubran que matematicas hay detréas.

Una vez que los alumnos comprenden como funciona el truco de magia (fundamentos

matematicos) se puede seguir profundizando en los contenidos de distintas formas:

» Apoyarse del truco inicial para continuar profundizando en los contenidos de la unidad
didactica

» Una vez que se ha introducido el contenido que se quiere explicar, a través del truco de
magia, se profundiza en los conceptos y una vez terminado de desarrollar los contenidos,
se pide al alumno que se invente un truco utilizando los conocimientos gque se han
explicado. Obviamente este truco de magia sera similar al realizado inicialmente por el

docente.

No siempre se resolveran los trucos de magia en clase, cuando se realice un truco con el simple
proposito de captar la atencion del alumnado se puede pedir que investiguen en casa a ver si
averiguan en que propiedades matematicas se basa, o si tienen mucho interés en conocer la
solucion, se puede realizar al final de una sesion como premio, si son participativos y estan

atentos.

4.1.4. Descripciéon y temporalizacion de los contenidos

En este apartado se va a exponer los contenidos y la temporalizacion de ellos para el bloque 11
numeros y algebra. El curso, en el cudl se centrara esta temporalizacion, seré segundo de la ESO.
Para desarrollar este blogue se ha estimado alrededor de tres meses, es decir, desde mediados de
septiembre hasta mediados de noviembre. En este tiempo se desarrollaran las siguientes unidades

didacticas: numeros, potencias y raices, divisibilidad, proporcionalidad y porcentajes y algebra.

El tiempo invertido para cada unidad didactica no es homogéneo y varia segun: la cantidad de
contenidos, si son de repaso 0 nuevos, y de la cantidad de juegos de magia empleados para

desarrollar dichos fundamentos matematicos.
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BLOQUE

NUMEROS
Y
ALGEBRA

CONTENIDOS

Unidad 1: NUmeros

— Numeros
— El Sistema de numeracién
— Numeros triangulares, cuadrados,
pentagonales...
— Numeros Enteros
— Fracciones
— Expresiones decimales
— Aproximaciones, truncamientos y
redondeos
— Representacion grafica
— Representacion de la recta numérica
— Comparacion de niumeros
— Operaciones
— Suma, resta. Propiedades
— Producto y cociente. Propiedades
— Jerarquia de las operaciones

Unidad 2: Potencias y raices

— Potencias
— Concepto de potencia: base y
exponente
— Cuadrados y cubos
— Lectura de potencias
— Potencias de uno y de cero
— Potencias de 10. Notacion cientifica
— Operaciones con potencias y propiedades
— Producto de potencias de igual base
— Cocientes de potencias de igual base
— Elevar una potencia a otra potencia
— Potencia de un producto
— Potencia de un cociente
— Potencia de numeros enteros
— Raices
— Cuadrados perfectos
— Raiz cuadrada. Interpretacion
geométrica
— Raiz n-ésima de un numero
— Introducir factores en el radical

TEMPORALIZACION

8 SESIONES

9 SESIONES
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— Extraer factores del radical
— Sumay resta de radicales

Unidad 3: Divisibilidad

— Divisibilidad
— Multiplos y divisores de un numero
— Criterios de divisibilidad
— Obtencién de todos los divisores de
un nimero
— Nudmeros primos
— Nudmeros primos y compuestos
— La criba de Eratostenes
— Descomposicion de un nimero en
factores primos
— Maximo comun divisor de varios
nuameros
—  Minimo comun multiplo de varios
nuameros
— Descomposicion factorial

9 SESIONES

Unidad 4: Proporcionalidad y porcentajes

Razon y proporcion
— Razdn
— Proporcion

Magnitudes directamente proporcionales
— Reglas de tres directas
— Porcentajes 8 SESIONES
— Descuento porcentual
— Incremento porcentual

Magnitudes inversamente proporcionales
— Proporcidn inversa
— Regla de tres inversa

Reglas de tres compuestas

Unidad 5: Algebra

— Lenguaje algebraico
— Letras y numeros
— Coeficiente y parte literal




— Valor numérico de una expresion
algebraica
— Equivalencia y simplificacion de
expresiones algebraicas
— Polinomios. Suma y producto
— Ecuaciones de primer grado con una
incoégnita
— Resolucién de problemas mediante
ecuaciones
— Ecuaciones de segundo grado
— Concepto de ecuacion de 22 grado
— Resolucién de ecuaciones de 22grado
incompletas
— Resolucién de ecuaciones de 22grado
completas
— Sistemas de ecuaciones lineales

14 SESIONES

— Concepto de sistemas de ecuaciones
lineales

— Resolucion de sistemas por el método de
sustitucion

— Resolucion de sistemas por el método de
igualacion

— Resolucion de sistemas por el método de
reduccion

Tabla 1. Contenidos y temporalizacion

4.1.5. Recursos

Los recursos que se utilizardn para desarrollar el bloque Il de nimeros y &lgebra seran:

e El libro de texto que se haya elegido por el departamento de matematicas.

e Bibliografia extra por si fuera necesaria para el alumno.

e La pizarra donde se desarrollaran los diferentes contenidos de la asignatura, se
resolveran los problemas y se explicara las propiedades matematicas de los trucos
mostrados en clase.

e Proyector que se utilizard para exponer alguno ejercicio practico.

e El recurso de la matemagia

Respecto al recurso de la matemagia serd& muy diverso ya que dependiendo del truco se

necesitaran unos materiales u otros. Los objetos que se utilizardn para desarrollar nuestro
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contenido seran: un juego de cartas, monedas y fotocopias donde desarrollaran la actividad a

hacer.

4.1.6. Evaluacion

Se realizaran dos evaluaciones bien diferenciadas. En la primera, se evaluara el funcionamiento
de la nueva metodologia con la intencion de poder analizar si los datos son los esperados y como
se podria mejorar para afios venideros. En la segunda se evaluara a los alumnos y no habré
diferencias respecto a otros bloques en el valor que se atribuye al examen y a la evaluacion

continua.

Se llevara a cabo mediante tres evaluaciones:

e Evaluacion de la situacion inicial: Se recurrira a un cuestionario, en el que se debera
establecer, el grado de motivacion que sienten hacia aprender matematicas. La escala
utilizada se basa en las de tipo linkert (van desde los valores 1 al 6), ver anexo 1. Los

alumnos también deberan rellenar un pre-test al inicio para analizar el rendimiento.

e Evaluacién del proceso de implementacién: La finalidad es localizar las diferencias
observadas entre la propuesta y la ejecucion de las actividades, y valorar los
comportamientos intermedios de los alumnos para observar si se van alcanzando los
objetivos propuestos. En esta fase también se valorara la practica del docente mediante
fichas de seguimiento, ver anexos 2.a 'y 2.b. Esta fase es muy importante debido a que se
obtendra informacion para poder mejorar la implementacién ese mismo afio y los afios
sucesivos. Para facilitar esta labor se ha decidido grabar las clases, siempre y cuando,

estén de acuerdo los alumnos.

e Evaluacion tras la implementacion: Se realiza con la finalidad de comprobar si se han
conseguido los objetivos programados. Para ello, se volvera a realizar el mismo test de
motivacion (anexo 1) y a través del examen final se evaluaré el aprendizaje del alumnado.
También, se llevaran a cabo entrevistas, a algunos alumnos, al final del bloque nimeros
y algebra para conseguir informacion sobre que trucos les han parecido mejores y para
obtener ideas de como se podria mejorar para los préximos afios. El docente tiene que
realizar otra encuesta para que valore la innovacion y el efecto en los alumnos, ver anexo
3.
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Lo ideal seria tener otra clase del mismo curso, un grupo de control, donde no se haya aplicado el
recurso de la matemagia y de esa forma comparar el impacto de la matemagia entre ambos cursos

a través de los pre-test/post-test tanto motivacionales como de rendimiento.

La forma de evaluar serd la misma que en otros bloques y otras clases, ya que no se quiere dar
mas valor a una mayor participacion en la clase, un mejor comportamiento o, la realizacion de las
actividades que se propongan. La razon es que se quiere ver la influencia que genera la matemagia
en los alumnos y si evaluamos de manera diferente los resultados estaran sesgados. Sabiendo esto,
el examen final tendra un valor del 80% de la nota y el 20% restante seré la evaluacién continua

que se realizara a lo largo de todo el bloque.

-
‘O | Examen
O S04 ~ Participacién
O 5%
-
o | Evaluacion Actitud
> continua 20% 5%
LLl —
|| Actividad
10%

Figura 6. Evaluacion alumnos

Para evaluar la participacion y la actitud se recurrira a las grabaciones de video realizadas en el
aula. Ademas, para la actitud también se recurrird a las fichas de observacion que rellenard el

docente, ver anexo 2.

En cuanto a la actividad, para este bloque se mandard a los alumnos realizar varias tareas donde
tendran que grabarse realizando un truco de magia que esté relacionado con los fundamentos
matematicos pedidos por el docente. En esta actividad se valorara la originalidad y la puesta en
escena. La forma de entregar esta tarea sera a través de una grabacion que los alumnos haran en
sus casas y lo subiran a la plataforma de la asignatura. Ademas, los alumnos tendran que salir,

como minimo una vez, en clase a presentar su juego de magia. Otra parte de este 10 % corresponde

26



con las breves evaluaciones gque se hacen al final de cada juego de magia para analizar si se han

entendido los contenidos matematicos.

4.2. Contextualizacion Matematica

En este apartado se van a comentar, brevemente, los contenidos matematicos que van a aparecer

en los trucos de magia que se van a explicar posteriormente. Estos contenidos seran desarrollados

mas profundamente en el anexo 4.

Para la parte de nimeros, los contenidos que aparecen son:

1.

Operaciones aritméticas: Se explica la suma, resta y multiplicacion tanto de nimero
enteros como de fracciones y decimales. Ademas, el docente ensefia también sus
propiedades. Para la divisién se desarrolla la divisiébn de numeros naturales. Para
terminar, los alumnos aprenderan la jerarquia de las operaciones.

Sistemas de numeracién: Se explica diferentes sistemas de numeracién. El sistema de
numeracion que mas se utiliza actualmente es el sistema de numeracion decimal y se
caracteriza porque el valor de una cifra en un nimero es diez veces mayor que el de la
cifra situada a su derecha y diez veces menor que el valor de la situada a su izquierda.
Por esta razén se dice que es un sistema posicional, es decir, el valor de una cifra en un
numero depende del lugar que ocupe esa cifra. Otros sistemas de numeracién son el de
los nimeros romanos, el sistema binario...que se muestran brevemente.

Expresiones decimales o exactas: El docente muestra que una expresion decimal consta
de dos partes: parte entera y parte decimal. Pero la parte decimal puede ser finita
(expresién decimal exacta) o tener infinitos nimeros (expresion decimal periddica). En
este Gltimo caso se pueden tener dos tipos: periddicos puros (cuando el desarrollo decimal
periédico comienza inmediatamente después de la coma) o periddicos mixtos (si el
periodo esta mas alla de la coma).

Potencias: Una potencia es una forma de escribir de manera abreviada una multiplicacion
de factores iguales. El factor que se repite es la base y su exponente las veces que se
repite. El docente explica las operaciones con potencias y sus propiedades (a este nivel
se trabajara con potencias de numeros enteros).

Raices: La raiz cuadrada de un niimero a es otro nimero b donde el cuadrado es igual al
primero, es decir, obtener la raiz cuadra exacta es la operacion opuesta de elevar al
cuadrado. Al signo V se le llama radical, y lo que esta dentro se denomina radicando.
También se ensefia la raiz n-ésima de un nimero. Para terminar, el docente muestra cémo

introducir extraer factores del radical y como sumar y restar radicales.
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6. Divisibilidad: En este apartado se desarrollan diversos conceptos importantes entre los
que destacan: multiplos y divisores de un nimero y los criterios de divisibilidad. Algunos
criterios de divisibilidad que se explican son el de 2,3,4,5,6,9,10 y 11.

7. Numeros primos y compuestos: Para comenzar se define lo que es un nimero primo y
compuesto. A continuacion, se ensefia un algoritmo que permite hallar todos los nimeros
primos que un nimero natural dado (criba de Eratdstenes). Se termina explicando lo que
es el méximo comun divisor y el minimo comun mdltiplo de varios nimeros.

8. Paridad: Los numeros enteros pueden ser pares, divisibles por 2, o impares, no divisibles
por 2. Si un numero termina la dltima cifraen 1,3,5,7,9, se dice que es impar, sin embargo,
si termina en otro nimero es par. Los numeros pares e impares cumples unas reglas que

se explicara detalladamente.
Para el &lgebra, los contenidos que se desarrollaran en los juegos de magia son:

1. Lenguaje algebraico: Se empieza explicando lo que es el lenguaje algebraico (se utiliza
numeros, letras y operaciones para representar la informacién). Cuando se habla de algo
desconocido se suele utilizar la letra “X” aunque se puede utilizar cualquiera. Las
expresiones que mediante letras y nimeros se representa una situacion se Ilaman
expresiones algebraicas. Dichas expresiones estan formadas por varios sumandos que se
llaman términos o monomios (la parte literal se llama letra y al nimero se le conoce como
coeficiente). La suma de monomios se llama polinomio. El profesor termina mostrando
como se suman y multiplican polinomios. Hay que saber que el grado de un polinomio
se determina como el mayor grado de sus monomios.

2. Ecuaciones e identidad: Se comienza explicando la diferencia entre una identidad y una
ecuacion, y es que la identidad siempre se cumple independientemente del valor de la
incognita (x). En ambos casos en la igualdad entre dos expresiones algebraicas, las
expresiones a cada lado del igual se llaman miembros. La que esta a la izquierda se llama
primer miembro y el que esta a la derecha se conoce como segundo miembro. Las letras
que tienen las ecuaciones algebraicas se conocen como incégnitas y son desconocidas. El
grado de una ecuacidn es el exponente mayor que aparece en algunas de las incégnitas.
Se ensefia ecuaciones de primer y segundo grado. En este Ultimo caso, se tratan de dos
tipos: ecuaciones de segundo grado incompletas y completas.

3. Sistemas de ecuaciones lineales: Se explica el sistema de ecuaciones lineales con dos
ecuaciones y dos incognitas. Se pueden aplicar diversos procedimientos para resolver
sistemas de ecuaciones. En este nivel, se ven tres métodos: sustitucion, igualacion y

reduccion.
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Por Gltimo, se comentara brevemente los contenidos que aparecen en los juegos de magia pero

gue son de cursos superiores a primero y segundo de la ESO:

1. Sucesiones: Este contenido se comienza a desarrollar por el docente en el curso de tercero
de la ESO. Se empieza explicando lo que es una sucesion, para luego centrarse en los dos
tipos de sucesion que se explican en profundidad: progresiones aritméticas y progresiones
geométricas

2. Matrices: Este contenido se desarrolla en segundo de bachillerato. Se explica el concepto
de matriz, tipos de matrices que se pueden encontrar y se termina con operaciones de
matrices. El tipo de operacion que aparece en el juego de magia es la matriz transpuesta
a una matriz dada.

3. Aritmética modular: Este contendido no se encuentra en el curriculo de la ESO y
bachillerato, pero puede resultar muy interesante explicar unas nociones basicas. Se
explica que dos nimeros enteros a,b son congruentes modulo n si tienen el mismo resto
en su division por n. También se comenta las relaciones de equivalencia y las clases de

equivalencia.
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5. Actividades propuestas

En este apartado se van a presentar una serie de trucos de magia que se utilizaran en clase para
introducir diferentes temas de manera diferente a la habitual y mediante las cuales se buscara
captar la atencion y aumentar la motivacion del alumnado. Como es 1égico, no se puede hacer un
truco de magia para cada contenido nuevo que se vaya a desarrollar en clase, debido a que no
habria tiempo suficiente para explicar todo el temario, ademas, de gque no se tienen actividades de
magia para cada contenido.

Los trucos de magia se han organizado en dos bloques: nimeros y &lgebra.

e Numeros
o Calculo mental, uso de la calculadora y operaciones aritméticas
o Expresiones decimales periddicas y exactas
o Sistemas de numeracion
o Potencias
o Raices
o NuUOmeros primos
o Multiplos y Divisores
o Paridad

o Operaciones con expresiones algebraicas
o Factorizacion

o ldentidad u ecuaciones

o Ecuaciones de primer grado

o Sistema de ecuaciones lineales

Para terminar, se propondran otros trucos de magia muy interesantes relacionados con el bloque
de nimeros y algebra, pero enfocado a cursos superiores a primero y segundo de la ESO. Para
estos cursos se podrian hacer estas actividades con el objetivo de motivar, llamar la atencién, pero
no resulta recomendable centrarse, excesivamente en los contenidos, ya que no corresponden a

su nivel Estas actividades de magia desarrollarian los conceptos de:

e Sucesiones (tercero ESO)
e Matrices (segundo de bachillerato)

e Aritmética modular
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En cuanto a la aritmética modular, actualmente estd fuera del curriculo de secundaria y
bachillerato, pero se podria hacer el truco de magia y realizar una breve explicacién sobre lo que

es la aritmética modular y los estudiantes lo entenderian perfectamente.

Ademas de buscar la motivacion y atencion de los alumnos con estos juegos de magia, se van a

utilizar para introducir o profundizar en diferentes conceptos.
Las actividades de magia tendréan la siguiente estructura:

Materiales

Presentacion del truco de magia (puesta en escena)
Explicacion

Secuenciacion

Evaluacion

o > Do

En ocasiones se pedira a los alumnos que practiquen los contenidos explicados inventandose otro

truco de magia similar al presentado por el docente en el aula.

5.1. NUmeros

Calculo mental, operaciones aritméticas y uso de calculadora: UNA

MEMORIA PRODIGIOSA

Este truco de magia (Mufioz, 2004) se puede utilizar como introduccion al tema de nimeros y la
intencion es que los alumnos practiquen el calculo mental y también el uso de la calculadora,
comprobando el resultado. Otra forma de usarlo, como con todos los juegos de magia, es como
descanso entre actividades o premio. Se tiene una gran variedad de actividades de magia de este

tipo, aqui se expondra uno.
Materiales

Fotocopias para los alumnos en las que vendra representada una tabla magica. Ademas, el docente

tendra un objeto para tapar una casilla de la tabla.
Puesta en escena

Una de las cualidades que debe tener un mago es una gran memoria y para demostrarlo se utiliza

dicha tabla, figura 7.
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Figura 7. Tabla mégica (Mufioz, 2004)

El mago, docente, tiene que incidir en la desordenacién de los nimeros que aparecen en la tabla
7. Se indica que hay un total de 80 nimeros, pero se puede observar que esta el nimero 82 y 83
y otros como el 50 aparecen repetidos.

El profesor comenta a los alumnos que se ha aprendido de memoria la tabla y que lo va a
demostrar. Para ello se pide a un alumno que salga y tape un nimero cualquiera mientras el

docente esta de espaldas. Entonces el docente se da la vuelta y acierta el nimero tachado.
Explicacion

En esta actividad, la magia esta en como estan distribuidos los nimeros. Se parte del nimero
tachado por el alumno y te mueves cuatro posiciones en cualquiera de las cuatro diagonales
(siempre sera posible alguna), de tal manera que si te mueves por una diagonal superior hay que
restarle 8 al nimero que se ha llegado. Sin embargo, si te mueves por una diagonal inferior se

tiene que sumar 8 al nimero que se ha llegado.

Para comprenderlo mejor se realizara un ejemplo, ver figura 8. Si se ha tachado el numero 60
(columna 1/ fila 6), y se cuentan cuatro posiciones en la diagonal superior, se obtiene el 68, que
es justamente sumarle 8 al nimero tachado. Y, si se cuentan 4 cuatro posiciones en la diagonal
inferior, se obtiene el 52, que es justamente restar 8 al nimero tachado. Esta propiedad ocurre con

todos los nimeros de la tabla.
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63

60

22

Figura 8. Ejemplo en la tabla mégica (Mufioz, 2004)

Una vez terminado este interesante truco, para potenciar el calculo mental, se propone a los

alumnos que creen su propio cuadro magico y que se inventen su propia regla. EI alumno puede

elegir moverse en diagonal, vertical o horizontal y aplicar una operacion mas compleja del tipo:

3 x nimero +11. Este tipo de actividad méagica se puede complicar mucho mas como se puede

observar a continuacion.

Ahora se tiene la siguiente tabla, ver figura 9:

1 34212 46223 58234 610245 712256

2 44404 56416 68428 7104310 | 8124412
3 54616 66609 786112 | 8106215 | 9126318
4 64828 768112 888016 | 9108120 (10128224
5 750310 870215 990120 | 1011025 | 11130130
6 852412 972318 | 1092224 | 11112130 12132036
7 954514 | 1074421 | 1194328 | 12114235 | 13134142
g | 1056616 | 1176524 | 1296432 | 13116340 | 14136248
9 | 1158718 | 1278627 | 1398536 | 14118445 | 15138354

20 30 40 30 60

Figura 9. Tabla magica (Mufioz, 2004)

Esta actividad de magia se basa en que cada casilla se encuentra codificada.
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Columnas

Primera columna: Le corresponde el 20.
Segunda columna: Le corresponde el 30.
Tercera columna: Le corresponde el 40.
Cuarta columna: Le corresponde el 50.
Quinta columna: Le corresponde el 60.

Filas

A cada fila le corresponde su lugar, entonces:

Primera fila: Le corresponde el 1.

Segunda fila. Le corresponde el 2.

Octava fila: Le corresponde el 8.

Novena fila: Le corresponde el 9.

Con esta codificacion, la casilla que le corresponde la tercera fila (3) y la cuarta columna (50)

tiene como cadigo el 53. Para descubrir el nimero se calculan las siguientes operaciones:

1. Sumar las cifras

2. Duplicar el nimero

4. Multiplicar las cifras

53:-2 =106

3. Restar las cifras (se resta a la mayor la mas pequefia)

De esta manera se obtiene que en esa casilla se tiene un nimero que es 8106215. Por lo tanto, los

alumnos pueden crear sus propios cédigos y hacer nimeros tan grandes como quieran.

Secuenciacioén

Para esta actividad de magia se seguird estd secuenciacion:

1. Presentacion del truco por parte del docente (5 minutos)
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2. Losalumnos reflexionan porque el truco de magia funciona, el docente repite varias veces
la actividad de magia y les va dando pistas. En este caso particular, se podria decir que
los numeros presentes en la tabla siguen una regla y se podria poner algin ejemplo (15
min).

3. El docente resuelve el truco si los alumnos no han llegado a resolverlos por ellos mismos.
(5 min).

4. EIl docente pide a los alumnos que se inventen otra tabla méagica con su propia
codificacién y que se la entregaran a través de la plataforma de la escuela (25 min, tarea
para hacer en casa).

5. EIl docente seleccionara a varios alumnos, al dia siguiente, para que muestren la tabla
magica que han disefiado y de esta manera trabajen el calculo mental (15 min).

Evaluacion

En este caso la evaluacién sera la tabla méagica realizada por los alumnos y que se entregara al

docente, y también se valoraria la presentacion si fuese uno de los alumnos seleccionados.

Expresiones decimales periddicas y exactas: NUMEROS CICLICOS

Este truco de magia (Alegria y Ruiz de Arcaute, 2002) se puede utilizar para recordar que es un

namero decimal periddico y la diferencia con un nimero decimal exacto.
Materiales

Ninguno adicional a los habituales usados por el docente en las clases.
Puesta en escena y explicacion

Se escribe en la pizarra las siguientes operaciones y se pide a los alumnos que se fijen en las

operaciones:

142,857 x 1 = 142.857
142.857 x 2 =285.714
142.857 x 3 = 428.571
142.857 x4 =571.428
142,857 x 5 = 714.285
142,857 x 6 = 857.142
142.857 x 7 = 999.999

Figura 10. Nameros ciclicos (Alegria y Ruiz de Arcaute, 2002)
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Si se observa con atencidn las sucesivas multiplicaciones del nimero 142.857 por los numeros
del 1 al 6, se puede ver que el resultado final es una permutacion del nimero de partida. Y cuando
se multiplica por 7 da lugar a un nimero donde todas las cifras son 9. Esta propiedad ciclica hace
que se piense que este numero es magico. Pero esto no termina aqui, si se coloca este mismo
nimero 142857, en los vértices de un hexagono y se suma una diagonal el resultado es siempre
9, ver figura 11.

Figura 11. El nimero 142857 colocado en los vértices de un hexagono (Alegria y Ruiz de
Arcaute, 2002)

Y encima si se divide 1/7 se obtiene un nimero decimal periédico cuyo periodo es justamente

142857. En este caso es un numero decimal periddico puro.

Y de esta manera se puede repasar de manera sencilla y divertida lo que es un nimero decimal

periddico (puro y mixto).
Secuenciacion
Para esta actividad de magia se seguira esta secuenciacion:

1. Presentacion de las operaciones del nimero magico por 1,2,3,4,5,6, 7 (5 min)

2. Los estudiantes reflexionan sobre esas operaciones y los resultados que salen. Debate con
el docente (5 min)

3. El docente coloca los digitos de ese nimero en los vértices de un pentagono en sentido
horario. El docente pregunta a los alumnos si observan alguna regla con esa colocacion
(5 min).

4. Finalmente, pide a los alumnos realizar la division 1/7 y analizar el resultado (5 min).

5. El docente recuerda a los alumnos los conceptos de nimero decimal exacto y periddico,
si no lo recordaban, y como pasar de una fraccion a nimero decimal y viceversa (20 min).

6. Evaluacion (10 min)
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Evaluacién
Se ponen una serie de ejercicios sencillos que se recogeran al terminar la clase.

1. Elnumero X = 7,26541 es, un nimero periddico mixto o puro?

2. Expresa este nimero decimal exacto en forma de fraccion.

X =31,528
3. Expresa este nimero decimal periddico en forma de fraccién
X =7,631

4. Expresa este numero decimal periddico en forma de fraccién

X =731

Sistemas de numeracion: NUMEROS TERNARIOS

Con esta actividad de magia (McOwan and Parker ,2010) se quiere introducir el contenido
referente a sistemas de numeracion. Los estudiantes estdn habituados a utilizar el sistema de
numeracion decimal y con este truco aprenderan otro sistema de numeracién que es en base 3. A
partir de aqui, el docente podra ensefar otros sistemas de numeracién como puede ser el sistema

de numeracién binario o el romano.

Materiales

Una baraja de cartas a mayores de los habituales utilizados por el docente.
Puesta en escena

El docente saca un paquete de cartas y selecciona 27 cartas, el resto las quita para esta actividad
de magia. Mientras se hace esto, se puede ir comentando que el nimero 27 es tu nimero favorito
porque es un nimero cubico (3x3x3). Entonces se pregunta a los alumnos cuales son sus nimeros
favoritos y se elige a un estudiante (que te acuerdes de su nimero favorito y que se encuentre
entre 1y 27). Le pide que elija la carta que quiera entre las 27 y se la ensefie a la clase mientras
él esta de espaldas. A continuacion, el alumno junta la carta con el resto de las cartas de la baraja,

barajea y se las devuelve al docente.

El docente va comentando a los alumnos que para adivinar que carta es, va a dividir las 27 cartas
en tres bloques y le tienen que decir en que blogue se encuentra. Ademas, se puede comentar que
se les vas a explicar como determinar que carta es. Mediante la primera division en tres bloques
se reduce las posibilidades a 9 opciones. Repitiendo el proceso otra vez mas se reduce a tres cartas

y con la ltima division se tiene la carta seleccionada por ellos. Ahora se pide que digan que carta
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han elegido. Lo asombroso de este truco es que esa carta esta justamente situada en la posicion

del numero favorito del alumno seleccionado.

Explicacion
Todo lo que se ha hablado de memorizar las cartas e ir reduciendo las opciones no es lo que se
hace. Lo que realmente el docente esta prestando atencion es como reordenar los tres montones

en cada paso conociendo el nimero favorito del alumno.

A lo largo del truco, se realiza tres veces la division de las cartas en tres montones (siempre de
izquierda a derecha), pero cuando los vuelves a juntar hay tres posiciones donde puedes poner el

monton donde esta la carta elegida por el alumno: arriba, medio o abajo.

Esta es la tabla que se necesita saber:

Tabla 2. Tabla Inicial que debe conocer el docente
Se usaran los nimeros de la tabla para colocar la carta en la posicién que coincida con el nimero
favorito del estudiante. Se va a suponer que se elige como nimero favorito el 17, entonces se

necesitaran 16 cartas al final del truco arriba para que la carta elegida aparezca en la posicion 17.

Ahora se tiene que averiguar como hacer el nimero anterior con los nimeros de la tabla 2. Se
necesitara el 1,6y 9 (1 + 6 + 9 = 16). De esta manera se sabe que en la primera recombinacion
se debe colocar en el medio, en la segunda recombinacion se debe poner abajo y en la Gltima en
el medio otra vez. Y como si fuera magia, la carta esté en la posicion 17. Sin embargo, esto no es

magia, son numeros en base 3 los cuales son llamados numeros ternarios.

Los nimeros en base 10 tienen una columna unidad, una columna de las decenas y una columna
de las centenas y, ademas, cada nueva columna es un multiplo de 10 de la columna anterior. En
base 3, se inicia con una columna unidad, pero cada columna posterior es maltiplo de tres de la
anterior, entonces se tiene que la primera columna es la unidad la segunda columna es el triple
que la primeray la tercera columna es nueve veces la primera. Y en vez de tener diez digitos, base
10 (1,2,3,4,5,6,7,8,9) se tiene tres digitos en base 3 (0,1 y 2).

Para convertir el nimero favorito del estudiante a base 3 se piensa, en primer lugar, cuantos

nueves necesitas. Para 16 se necesita solo un nueve, entonces sobran 7, lo siguiente es saber
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cuantos treses se necesitan para cubrir el 7. En este caso se necesitan dos treses y sobra una unidad.

Entonces 16 escrito en base 3 sera 121.

Entonces en base 3 la tabla anterior quedaria:

Tabla 3. Tabla en sistema de numeracion ternario

Y de esta manera se sabe como recombinar los montones para conseguir tener la carta en la

posicion deseada.

Secuenciacioén

Para esta actividad de magia se seguira esta temporalizacion:

1. El docente presenta la actividad de magia en el aula con la ayuda de un alumno (5 min).

2. Los alumnos reflexionan y debaten porque creen que el docente es capaz de colocar la
carta elegida por el alumno en la posicion de su namero favorito. El docente les ayuda
diciendo que se estéa trabajando en una base diferente a la base 10 (10 min).

3. El docente explica porque funciona la actividad de magia en la pizarra de una manera
similar a la que se ha explicado en el punto anterior. Se aprovechara para explicar/
recordar como se realizan los cambios de base, en este caso particular, de base 10 a base
3 (15 min).

4. Los alumnos realizaran entre si este juego de magia con la finalidad de que practiquen
los cambios de base (15 min).

5. El profesor comentara brevemente otros sistemas de referencia (10 min).

6. Evaluacion (5 min).

Evaluacion

Se pedird a los alumnos que resuelvan estos ejercicios para analizar si se entendieron bien los

contenidos.

1.

2.

Calcula el nimero que se obtendria en base 2:
111115 =

Determina el valor del nimero en base 3:
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36(10 ==
3. Determinar el valor en base 10:
111113 =

Potencias: TRUCO DE FRABETTI

Se utilizara esta actividad magica (Frabetti ,2000) para explicar lo que es una potencia, sus
propiedades y sus operaciones. También se puede emplear para introducir sistemas de numeracion

en base 2.
Materiales

Para este juego de magia el docente utilizara fotocopias que se entregaran a los alumnos. En estas

fotocopias vendra representada la tabla que se utilizara para hacer el juego de magia.
Puesta en escena

Se les reparte a los alumnos una fotocopia en la que aparece una tabla, ver tabla 4. Se pide a un

alumno que piense un namero entre 1 a 15 y que diga en que columnas aparece.

El docente tendra solo que sumar los primeros nimeros de dichas columnas para acertar que

numero ha pensado el estudiante.

Un caso concreto: el alumno piensa el nimero 15. Dicho namero aparece en las columnas 1,2,3
y 4, entonces sumando los cuatro nimeros se obtiene el nimero 15. Entonces el docente acierta

el nimero inicial que habia pensado el estudiante.

1 2 4 8
5 10 6 11
11 7 14 10
9 15 12 13
3 6 7 9
7 11 15 12
15 3 13 15
13 14 5 14

Tabla 4. Tabla necesaria para el truco de magia sobre potencias
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Explicacion

Este truco funciona por las propiedades de las potencias de 2, donde se puede obtener cualquier

nimero como la suma de varias potencias de 2 y se expresa solamente de una manera.

1=2° 5 =204 22 9 =20423 13 =20+2%2+28
2=21 6 =21+ 22 10 = 21423 14 =21+22+28

3=20+21 7 =2%+2% +22 11 =2°+ 21423 15 =204 21 422 4 23
4 =22 8 =23 12 = 22428

Tabla 5. Se representan los primeros 15 nimeros como suma de potencias de 2

En la primera fila se colocan los nimeros que son potencia de 2, y posteriormente, se rellena la
tabla con los nimeros que tienen ese elemento. Para terminar, se mezclan los nimeros de la tabla

para que los alumnos no pillen el truco de inmediato.

Ejemplo si se elige el nimero 5, este se forma a través de dos potencias de base 2, que son la de
exponente 0 y exponente 2, por lo tanto, el cinco tiene que aparecer en la columna 1y la columna
3.

Este truco esta muy bien porque los alumnos pueden observar que para sumar dos potencias de
base dos no se suman los exponentes, ya que, en el caso particular del 5, la suma de los exponentes

0y 2 darfa 2 y todo el mundo sabe que 5 no es 22.
5=204+22+22=4

Secuenciacion

Para esta actividad de magia se seguira esta temporalizacion:

1. El docente presenta la actividad de magia en el aula. Realiza la actividad con varios
alumnos para que observen que siempre funciona (5min).
2. Los alumnos comienzan a reflexionar como estan colocados los nimeros en la tabla para

que el docente siempre acierte el nimero que ha pensado el estudiante (5 min).
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3. Eldocente les guia representando la tabla 5 donde aparecen los nimeros del 1 al 12 como
la suma de potencias de base 2. Con esta ayuda los alumnos debaten el funcionamiento
del juego de magia. Finalmente, el docente resuelve el truco si los alumnos no han
conseguido llegar a la solucion (15 min).

4. El docente se apoya del juego de magia anterior para explicar las propiedades de las
potencias (120 min).

5. Evaluacién (15 min).
Evaluacién

Se pedira a los alumnos que resuelvan estos ejercicios para analizar si se entendieron bien los

contenidos.

1. Escribir como forma de una Unica potencia:
(=3)7-(=3)*- (=3)"
(=3)*-(=3)°
2. Escribir como forma de una Unica potencia:
(712 . 493)6

3. Calcula;

(2+3)%y 22+3% ;soniguales?

Raices: HALLAR LA RAIZ QUINTA DE UN NUMERO

El siguiente truco de magia (Mufioz, 2004) se puede utilizar como introduccion o como recurso

para motivar a los alumnos en el tema de raices y potencias.
Materiales

Ninguno adicional a los habituales usados por el docente en las clases.
Puesta en escena

El docente engafia a los alumnos haciéndoles creer que se sabe todas las potencias quintas de los
numeros de dos cifras o, lo que es lo mismo, puede calcular la raiz quinta de un nimero que sea

una potencia exacta.
Fue presentado un truco similar (hallar la raiz cibica) por Francisco Gonzélez (Gonzalez,2003).

Entonces se pide a un alumno que diga un nimero que se acertara su raiz quinta (el nimero tiene

gue ser una potencia exacta). El alumno dice 32768 e inmediatamente el profesor contesta 8.
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Explicacion
Si se considera un numero de dos cifras, y se calcula su potencia quinta:
(ab)® = (10-a+b)> =10°- a®+ 5-10*-a*-b +10*-a3-b? +
+10%-a%?-b3+5-10-a-b* + b®
Como se puede observar, las unidades del desarrollo que se acaba de hacer, solo dependen de la

terminacion de b®. Sin embargo, si se calcula las potencias quintas de las cifras se tiene, ver tabla
6:

a a® a a®

0 0 5 3125
1 1 6 7776
2 32 7 16807
3 243 8 32768
4 1024 9 59049

Tabla 6. Las potencias quintas de los nueve primeros nimeros naturales

Como se puede apreciar, la potencia quinta de un nimero acaba siempre con la misma unidad que
el numero original. Entonces, solo mirando la solucién se sabe la cifra de las unidades que se esta
buscando. Para determinar la cifra de las decenas, se necesita tener en cuenta las siguientes

desigualdades:
10ra+0<10-a+b=a-b<10:-a+10=10-(a+ 1)
Entonces,
(10:a)° < (a'b)> < [10-(a+ D]°
Si continuamos desarrollando,
105 a® < (ab)® < 105 (a + 1)°
Si se divide por 10° se obtiene,

a-b)°
a5<( )

o8 <(a+1)°

Es decir, se descartan las Gltimas cinco cifras del nimero, y hay que fijarse entre que dos potencias

quintas se encuentra el nimero restante y, se escoge la menor.
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Por ejemplo, el alumno nos da la cifra 380204032. Aplicando el procedimiento, se sabe que el

numero acaba en 2. Lo siguiente es eliminar las cinco Ultimas cifras quedando el nimero 3802.

Como se puede observar el nimero 3802 esta entre 3125=5° y 7776 =6°. Entonces queda claro

que el numero elegido es el 52.

Para poder desarrollar este truco, el docente necesita saberse la tabla 6, es decir, las primeras

potencias de 5.

Secuenciacion

Para esta actividad de magia se seguira esta temporalizacion:

1.

5.

El docente presenta la actividad de magia en el aula. Realiza la actividad con varios
alumnos para que observen que siempre funciona (5min)

Los alumnos debaten y reflexionan cuales son las reglas que rigen el truco de magia. El
docente les va guiando para que lleguen a la solucién. Por ejemplo, una pista puede que
determinen la potencia quinta de los primeros nimeros naturales y analicen si se cumple
alguna regla (la potencia quinta de un nimero acaba siempre con la misma unidad que el
namero original). Finalmente, si los estudiantes no consiguen llegar a la solucion
mediante las sucesivas pistas sera el docente quien lo termine de resolver (20 min)

Los alumnos practicaran este truco con sus compafieros. La idea es que trabajen el calculo
mental (5/10 min).

El docente desarrolla el contenido sobre raices referente a la unidad didactica potencias
y raices (120 min).

Evaluacion (20 min).

Evaluacion

Se pedira a los alumnos que resuelvan estos ejercicios para analizar si se entendieron bien los

contenidos.

1.

2.

Calcular las siguientes raices5
a) V32
b) V81
c) V625
Extrae factores de los radicales siguientes
a) \/m
b)/125b6¢5

Calcula;
a) 9v20 + 2v80 — 4180
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b) 5-v1632:23 4+ 2vV144 + /49
€)3-10% =525 4 22

Numeros primos: LA DOBLE LOCALIZACION IMPOSIBLE

Este truco de magia (McOwan and Parker ,2010) se puede utilizar para recordar o explicar lo que

es un namero primo de una manera motivadora. También se puede emplear como descanso entre

dos actividades ya que es un juego muy rapido.

Materiales

Una baraja de cartas, ademas, de los materiales habituales usados por el docente en las clases.
Puesta en escena

Se divide una baraja de cartas en dos montones y, se entrega cada uno a un alumno. Ambos
alumnos tienen que seleccionar una carta, la que ellos quieran, y se la dan a su compafiero, el que
tiene el otro montdn. Cada estudiante la introducira entre sus cartas y se las entregara al docente.
El profesor observa atentamente cada montdn de cartas y encuentra en cada uno que carta no
pertenecia inicialmente. Para este juego no se usaran los ases por lo que se tienen que eliminar de

la baraja.
Explicacion

Para realizar este truco se necesita una preparacion previa de las cartas. Se deben separar las cartas
en dos partes, para ayudarse se puede utilizar los jokers o los ases que no se usaran en el juego.
En un grupo de cartas se tendra las cartas cuyos nimeros sean valores primos (2,3,4,7, J, K) y en
la otra parte se tendran las castas cuyos valores seran (4,6,8,9,10, Q). El palo de la carta no influye

en este ejercicio, lo Unico que es importante es el valor de la carta.

Entonces, cuando se reparte un grupo de cartas a cada alumno, a uno se le esta entregando todas
las cartas que tienen como valor un namero primo y al otro las cartas donde sus valores son
nimeros compuestos. Por lo tanto, cuando se intercambien una carta y las introduzcan en sus

respectivos montones, sera muy facil para el docente detectar la carta introducida.

Si se dividen en factores los niUmeros que aparecen en las cartas se tiene:

2=1x2 4=2x2x1

3=1x3 6=2x3x1
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5=1x5 8=2x2x2x1

7=1x7 9=3x3x1
J=1x11 10=2x5x1
K=1x13 Q=12=2x2x3x1

Tabla 7. Las cartas divididas en nimeros primos y compuestos
Con este juego los alumnos recordaradn qué es un nimero primo: un nimero, mayor o igual que
2, que es solo divisible por si mismo y por el uno. Se dice que el nimero no tiene otros factores.

Entonces, un nimero es compuesto si es divisible por el mismo, el uno y otro factor como minimo.
Secuenciacion

Para esta actividad de magia se seguira esta temporalizacién:

1. EIl docente presenta la actividad de magia en el aula. Realiza la actividad varias veces
para demostrar que un truco fiable (5min).

2. Les pregunta a los alumnos como creen que acierta cual es la carta que cambia de un
monton a otro. El docente empieza a recitar las cartas de un montdén y después las del
otro, y hace reflexionar a los alumnos sobre que caracteristica tienen los valores
numéricos de un montdn y del otro. Por ejemplo, el profesor incide que en un montén
estael 1 (A), 2,3... {Qué sucede con esos numeros? (15 min).

3. El docente define los que es un nimero primo y compuesto y explica lo que es el med y
el mcm (100 min).

4. Evaluacion (10 min).
Evaluacion

Se pedira a los alumnos que resuelvan estos ejercicios para analizar si se entendieron bien los

contenidos.

1. Define que es un nimero primo y nimero compuesto
2. Estos nimeros son primos 0 compuestos. Razona.
a) 14
b) 58
c) 253
d) 2431
3. Calcula el mcd de 12,15.
4. Calculael mcmde 24, 32y 28.
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Multiplos, Divisores y Divisibilidad: LA CIFRA TACHADA

Con este truco de magia (Mufioz, 2004) se trabajaran los contenidos de divisibilidad, maltiplos y
divisores. Se trata de una actividad muy rapida y facil, pero realmente efectiva. A partir de este
juego se puede explicar facilmente el concepto de multiplo y divisor de un nimero. Ademas,
también se puede ensefiar los diferentes criterios de divisibilidad, de los nimeros mas habituales

como puede ser el 2,3,5,9,11...

Materiales

Ninguno adicional a los habituales usados por el docente en las clases.
Puesta en escena

El docente elige a un alumno para que piense un nimero de 4 cifras. A continuacion, se pide que
calcule la suma de sus cifras y que haga la simple operacion de restar el numero original al nimero
gue sale de sumar sus cifras. Posteriormente, se pide que tache una de las cifras resultantes (que
no sea un cero) y le dice al docente las cifras restantes en el orden que elija el alumno.
Inmediatamente el mago conoce cudl ha sido la cifra tachada.

Explicacion

Para resolver esta actividad se basa en la divisibilidad del 9. Si a un nimero cualquiera se le resta

la suma de sus cifras, el resultado obtenido siempre es un nimero que es multiplo de 9.

La forma de verlo es inmediata, si se considera el nimero abcd tal que:

abcd =1000-a+100-b+10-c+d

La operacion que se hace es:

(1000-a+100-b+10-c+d)—(a+b+c+d)=999-a+99-b+9-c

Por tanto, si el alumno tacha una de las cifras de ese nimero, el docente solo debe sumar
mentalmente las cifras que le va diciendo el estudiante y cuando lo tenga, debe buscar la cantidad
que le falta para que la suma de las tres cifras sea un maltiplo de 9. Entonces, esa cantidad es la

cifra que se esté buscando.
Por ejemplo, si el alumno ha pensado el nimero 5278 y se realiza la operacion:

5278 — 22 = 5256
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Ahora, el alumno decide tachar el nimero 6 del 5256, si se suma el resto de las cifras se obtiene

el valor de:
542+5=12

Entonces, faltan 6 unidades para obtener el proximo maltiplo de 9, luego el nimero tachado es el
6.

El procedimiento no varia si se hubiese eliminado el nimero 5 que esta repetido dos veces, en ese

caso seria:
5+42+6=13
Entonces es necesario sumar 5 unidades para llegar al siguiente maltiplo que es 18.

Se podria dar el caso que, al sumar las cifras resultantes, saliese directamente multiplo de 9,
entonces necesariamente la cifra tachada tiene que ser un 9. La otra posibilidad es que fuese 0

pero se descarté al principio del truco de magia.

Este truco de magia también se puede presentar de diferente manera. Se le pide al alumno que
piense un nimero de cuatro cifras pero que no sean todas las cifras la misma (se puede decir para
que sea mas dificil el juego) y a continuacion el alumno debe reordenar las cifras para obtener

otro nimero. Finalmente resta los dos nimeros y ahora con el resto se hace lo mismo que antes.

Por ejemplo, si el alumno elige el namero 5348, se podria escribir también como 3584 y si se

realiza la resta se obtiene:
5348 — 3584 = 1764
El nimero 1764 es maltiplo de 9. Esto se puede demostrar facilmente:

(1000-a+100-b+10-c+d) — (1000-b +100-a + 10-d + )
=900-a—900-b+9-c—9-d

Esta es la otra alternativa al truco y se podia pedir a los alumnos que pensaran otras variantes para

los conceptos de multiplo, divisor y divisibilidad.
Secuenciacion

Para esta actividad de magia se seguird esta temporalizacion:

1. El docente presenta la actividad de magia en el aula. Para ello, realiza el truco de magia
con varios alumnos (5 min).
2. El docente deja un tiempo para que los alumnos debatan y empiecen a indagar acerca del

funcionamiento del truco. En esta etapa, el docente va guiando a los alumnos para que
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ellos, por si mismos, lleguen a la solucion. Por ejemplo, una pista que se les puede dar es
que realicen esa operacién con un nimero “abcd” cualesquiera, y que observen si ese
namero es siempre multiplo de otro nimero. Fécilmente, se dardn cuenta que el nimero
resultante de dicha operacion es siempre maltiplo de 9, entonces ya sabran cémo realizar
dicho juego de magia (15 min).

3. El docente desarrollara el resto de la unidad didactica, apoyandose en el truco de magia,
incidiendo en los conceptos de mdaltiplos y divisores, y en los criterios de divisibilidad
(50 min).

4. Se les pediréd a los alumnos que se inventen un truco de magia basado en los contenidos
sobre divisibilidad (lo har&n en casa y pueden buscar en internet) y lo tienen que entregar
a través de la plataforma. Ademas, varios alumnos presentaran el juego de magia en clase
y el resto de la clase intentard adivinar en que propiedades matematicas se basa (20 min).

5. Evaluacion (10 min).

Evaluacion

Se pedira a los alumnos que se inventen un truco de magia y que resuelvan una serie de ejercicios

para analizar si se entendieron bien los contenidos.

1. Una parte de la evaluacién es inventarse un juego de magia basado en los conceptos de
divisibilidad.
2. Una serie de ejercicios faciles para analizar si han entendido los conceptos basicos.
a) Escribe cuatro nimeros de tres cifras que sean divisibles por 11y por 2 a la vez.
b) Busca los divisores de 210
c) Sustituye A por el valor apropiado para que (hay varias soluciones):
— 15A72 sea multiplo de 3
—  2205A sea multiplo de 6
— 6A438 sea multiplo de 11

Paridad: Cara o Cruz

El concepto de paridad esta presente en varios aspectos de nuestra vida como son par/impar, si/no,
blanco/negro. En matematicas normalmente se refiere a la dualidad par/impar que existe entre los

nameros naturales. A través de este truco de magia (Alegria,2008) se trabajara este concepto.
Materiales

El docente ademas de utilizar los recursos habituales, usara un conjunto de monedas para llevar a
cabo este juego de magia.
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Puesta en escena

El docente saca tres monedas y las deja caer sobre la mesa. Luego pide la ayuda de un alumno.
Con el docente de espaldas el alumno, va girando las monedas, una a una, pero con la condicion

de que cada vez que voltea una moneda grite la palabra giro.

Una vez que el alumno ha terminado el proceso, este mismo tapa una moneda y el docente se gira

al publico y adivina si esta moneda es cara o cruz.
Explicacion
Este truco de magia se basa en una propiedad que es las siguiente:

Si un elemento que admite dos estados esta en uno de ellos y se cambia su estado un
namero par de veces, dicho elemento no cambia de estado. En cambio, si se cambia un

namero impar de veces, entonces cambiard su estado.

Cuando comienza el juego, el docente deja las monedas sobre la mesa y, mientras esta explicando
el juego a los alumnos, cuenta el nimero de caras presentes. Si el nimero es par, el docente debe

recordar el nimero 0, sin embargo, si el nimero es impar debe recordar el nimero 1.

Cada vez que el alumno voltea una de las monedas y grita la palabra giro, el docente tiene que

cambiar el valor asignado. Es decir, si se tenia un 0 se obtiene un 1y viceversa.

Cuando se termina el proceso y el alumno tapa una moneda, el docente debe emplear este

razonamiento para saber en qué posicién (cara/cruz) esta la moneda oculta.

e Si el nimero final es 0 quiere decir que hay un nimero par de caras. Entonces, si
una moneda es cara y la otra es cruz, la moneda que falta tiene que ser cara,
mientras que, si las dos monedas esta, de cara o las dos de cruz, la que falta serd
cruz.

e Si el nimero final es un 1 quiere decir que habra un nimero impar de caras.
Entonces, si una moneda es cara y la otra cruz, la moneda que esta oculta es cruz,
sin embargo, si las dos monedas visibles son caras o las dos son cruz, la moneda

oculta es cara.

Este truco se puede complicar, aparentemente, utilizando mas monedas, sin embargo, el
razonamiento es el mismo, solo hay que fijarse en la paridad de las monedas antes y después de

la sucesion de giros.

Un ejemplo concreto puede ser que el docente utiliza cuatro monedas, y tres estan en el estado
cara y una en el estado cruz. Entonces como el nimero de caras es impar, se comienza con el

numero 1. El alumno decide realizar estos giros:
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e Primer Giro: Pasa una moneda de cara a cruz. Entonces, se tiene dos caras y dos
cruces. El docente cambia de 1 a 0.

e Segundo Giro: Pasa otra moneda de cara a cruz. Por lo tanto, se tiene una cara 'y
tres cruces. El docente cambia de 0 a 1.

e Tercer Giro: Pasa otra moneda de cara a cruz. Se tiene cuatro cruces y ninguna
cara. El docente cambiade 1a0.

e Cuarto Giro: Pasa una moneda de cruz a cara. Por lo tanto, se tiene una cara y tres

cruces. Y el docente cambiade 0a 1

El alumno decide terminar el proceso y oculta una de las monedas cuyo estado es cruz. El docente
observa las monedas y cuenta, solamente, 1 cara 'y como termind con el nimero 1, sabe que tiene
que haber un nimero impar de monedas cara, entonces la moneda oculta tiene que estar en el
estado cruz porque si fuera cara se tendria un nimero par de monedas caras y se acaba de decir

gue tiene que ser impar.

Una alternativa a este juego, es que el alumno oculte dos monedas en vez de una al final de
proceso. A través de la misma propiedad se puede adivinar si las dos monedas tapadas tienen el
mismo estado o no. Para ello, si las monedas visibles tienen la misma paridad que la inicial, las
dos monedas ocultas tienen el mismo estado, pero, si la paridad ha cambiado, las dos monedas

también tienen diferente estado.

Un ejemplo, para el caso anterior, después de los cuatro giros (se tiene una cara y tres cruces).
Ahora el alumno decide ocultar dos monedas cruz, por lo tanto, el docente observa una caray una
cruz, por lo que obtiene un 1 (nimero de caras impar) y se da cuenta que coincide con el inicial.
El docente asegura que las dos monedas tienen el mismo estado, es decir, que son dos caras 0 dos

cruces y acierta.
Secuenciacion

Para esta actividad de magia se seguira esta temporalizacién:

1. El docente realiza el truco de magia varias veces a los alumnos para que lo analicen (5
min).

2. Los estudiantes comienzan a reflexionar y debatir entre ellos cual es el fundamento, que
creen, que se basa este juego de magia. Con la ayuda del docente, si fuera necesario,
tienen que llegar que la regla que lo rige estéa relacionada con la paridad de los nimeros
enteros (15 min).

3. Paraterminar, los alumnos practican realizando este truco de magia con sus comparieros
(10 min). El docente manda para casa que se inventen un truco similar al presentado en

clase (una alternativa seria el propuesto).
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4. Evaluacion (10 min).
Evaluacion

Se pedira a los alumnos que se inventen un truco de magia y que resuelvan una serie de ejercicios

para analizar si se entendieron bien los contenidos.

1. Una parte de la evaluacion es inventarse un juego de magia basado en los conceptos de
divisibilidad.
2. Determinar, sin calcular, si estos nUmeros son pares o impares
a) 2-65834+1
b) 2-65834+ 2
C) 6-65834+5
d) 6-65834+5-43

5.2. Algebra
Operaciones con expresiones algebraicas: EL SIEMPRE PREVISIBLE
1089

Con este truco de magia (McOwan and Parker ,2010) se pondra en practica las operaciones con

expresiones algebraicas y un buen ejercicio serd que los alumnos se invente otro truco de magia

donde se apliquen otras operaciones.

Materiales

Ninguno adicional a los habituales usados por el docente en las clases.
Puesta en escena

Se busca un voluntario en clase y se le dice que piense un nimero de tres cifras que no sea capicla
ya que seria demasiado facil. A continuacién, el docente se da la vuelta y escribe un nimero en

un papel, lo dobla y se lo entrega a otro alumno.
Ahora, el alumno tiene que hacer las siguientes operaciones:

1. Cambiar entre si la primera y Gltima cifra.

2. Restar los dos numeros, el inicial y el que intercambio las dos cifras (restar al mayor el
menor).
Al resultado obtenido se le vuelve a cambiar la primer y Gltima cifra.

4. Sumar los dos nimeros ultimos.

Una vez que el alumno ha hecho estas operaciones dice el resultado que le ha salido es 1089 y

casualmente coincide con el resultado que habia puesto el docente en el papel.
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Para un caso concreto, imaginar que el alumno ha elegido el nimero 675, entonces los paso a

seguir son:

1. Se obtiene 576

2. Se resta:
675 —576 =99
Se obtiene 990
4. Sesuma:
990 + 99 = 1089
Explicacion

Se considera el nimero abc, se partira del supuesto de que a es mayor que c, a > C.
Entonces:
abc=100-a+10-b+c
El primer paso es cambiar la primera y ultima cifra, por lo tanto:
cha=100-c+10-b+a

El segundo paso es restar el nimero mayor al menor, como se ha supuesto que a es mayor que c,

se tiene que:
(100ra+10-b+¢c)—(100-c+10-b+a) =100(a—c) + (c —a)

Como a > ¢ se tiene que c-a es negativo. Para anular ese nimero negativo lo que se va a hacer es

sumar Yy restar por 100 unidades realizando estas operaciones:

100(a—c)+ (c—a) =100(a—c—1)+ 100+ (c — a)
=100(a—c—1)+90+ (10 +c—a)

Con estas operaciones se consigue que 10 + ¢ — a sea un nimero positivo entre 1y 9. Analizando
el resultado obtenido, se puede apreciar que el nimero tendré siempre como segunda cifraun 9y

que la suma de la primera y tercera cifra también es 9 siempre:
(a—c—-1)+{10+c—a)=9
El tercer paso dice que se cambia entre si la primera y ultima cifra, entonces:

100(10+c—a)+90+ (a—c—1)
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El ultimo paso pide sumar los dos Gltimos nameros, por lo que operando resulta que se llega al
valor de 1089:

100(a—c—-1)+90+(10+c—a)+100(10+c—a)+90+ (a —c —1)100 =
=100(10+c—a+a—c—1)+180+(10+c—a+a—c—1) =
=900+ 180+ 0 =1089

Como se ha podido demostrar matematicamente, independientemente del nimero inicial, el valor

final después de realizar las operaciones propuestas es 1089.

La puesta en escena de este truco se puede mejorar, por ejemplo, copiando una palabra en vez de
un namero en el papel. Cuando el alumno ha pensado un ndmero y ha realizado las operaciones

pertinentes se le da un libro, y se le pide que busque de la siguiente manera:

e Con los dos primeros numeros ,10, localiza la pagina del libro por donde se tiene
gue abrir.

e En esa péagina, el siguiente nimero indica la linea en la que se tiene que mirar.

e Y la Gltima cifra indica la palabra dentro de esa linea que se esta buscando y que

coincidira con la palabra que escribi6 inicialmente el docente.

Lo que se quiere poner en manifieste con esto, es que es muy importante la puesta en escena para

captar la atencion del alumno y por consiguiente conseguir motivarlo.
Secuenciacion

Para esta actividad de magia se seguira esta temporalizacion:

1. El docente hace la actividad de magia en clase varias veces, con diferentes alumnos (5
min).

2. EL profesor deja un tiempo de reflexion para que los alumnos debatan porque el docente
es capaz de acertar el resultado final, es decir, que fundamentos matematicos esta
empleando. El docente va dando pistas segin considere. Una buena pista es que elijan un
nimero “abc” cualesquiera e intente realizar las operaciones. La idea es que los alumnos
lleguen a la solucion final por ellos mismos y el docente esta Unicamente de guia (20
min).

3. Los alumnos tienen que inventarse para el préximo dia un juego de magia similar que
tienen que entregar al docente. Ademas, varios alumnos presentaran sus trucos a la clase
(20 min).

4. EIl docente aprovechara el juego de magia para presentar el lenguaje algebraico y las

operaciones habituales con polinomios (140 min).
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5. Evaluacion (15 min).
Evaluacion

Se pedira a los alumnos que se inventen un truco de magia y que resuelvan una serie de ejercicios

para analizar si se entendieron bien los contenidos.

1. Una parte de la evaluacion es inventarse un juego de magia basado en los fundamentos
del algebra, similar al realizado en clase.
2. Una serie de ejercicios para practicar el lenguaje algebraico y sus operaciones:
a) Expresa las siguientes frases en lenguaje algebraico:
— El triple de un numero
— El producto de dos nimeros consecutivos
— Laedad de pedro hace 3 afios
— Ladiferencia de dos nimeros
b) Calcula el valor numérico de los siguientes polinomios:
— bx+dy parax=3,y=2
- 2-3a paraa=-5
c) Determina:
- (=x3+x—=7+ (x*+4x—-1)+ (3x3 + 2x% — 5x)
- (=2x)-(3x%-4)

Factorizacion: TRUCO QUE VENCE A LA CALCULADORA

Con esta actividad de magia (McOwan and Parker ,2010) se trabaja el concepto de factorizar, es
decir, sacar un factor comin de unos monomios. Este truco se puede utilizar para captar la
atencion de los alumnos ya que es muy rapido y sorprendente. Ademas, se repasa la herramienta

de factorizar la cual es muy util para simplificar expresiones.
Materiales

Ninguno adicional a los habituales usados por el docente en las clases.
Puesta en escena

Se pide a un alumno que diga un nimero cualquiera de cuatro cifras, A, y se explica que otro
alumno dara otro nimero de cuatros cifras, B. EI mago, docente, usara sus poderes y hara la

multiplicacion mas rapido que cualquier alumno con la calculadora.

Pero para hacerlo mas complicado, el docente afiadird otro nimero de cuatro cifras, C, de tal

manera que se multiplicaran de la siguiente manera:
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AxB + AxC

Ademas, ahora el docente calculard la suma de los productos de una manera mas rapida que

cualquier alumno con calculadora.

Por ejemplo, un alumno da el primer nimero y su valor es 5791, el segundo estudiante da un valor
de 3703. Entonces el docente da un nimero de 6296 y rapidamente da el resultado final que es
579042009.

Para el ejemplo anterior, como el primer alumno dijo el nimero 5791, se sabe que las primeras
cuatro cifras del nimero final es 5790. Para conocer las otras cuatro cifras, simplemente, se debe
poner el namero complementario del nimero 5790. Entonces seria 4209, por lo que ya se tiene

que el valor resultante es:
5791 x 3703 4+ 5791 x 6396 = 57904209

Como se puede analizar, el valor final solo depende del primer nimero, es decir, el que nombré
el primer estudiante. El nimero tanto del segundo estudiante como el del docente no influyen en
el resultado final.

Explicacion

Se quiere calcular el resultado de A x B + A x C, como se puede observar, el factor A esta en

ambos sumandos por lo que se puede sacar factor comin a A :
Ax(B+ 0).

Otro estudiante elige un segundo nimero B, pero este no importa porque el docente puede elegir

un valor C para gque sea un namero facil de multiplicar.

Se podria elegir el valor de C para que B + C = 10000 y entonces poner el valor de A seguido
de cuatro ceros. Sin embargo, muchos alumnos posiblemente se darian cuenta como se consiguid

la respuesta y seria menos sorprendente.

Por esta razon se elige el valor B + C = 9999. C se llamara al namero complementario de B.

Entonces el resultado final es el producto de A x 9999 que es A-1 seguido de su complementario.
Secuenciacion

Para esta actividad de magia se puede seguir dos temporalizaciones:

1. El docente presente el juego de magia a la clase, y lo realiza con varios estudiantes para
que observen que funciona siempre (5min)

2. En este caso se puede optar por dos opciones:
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a. El docente ha escogido este truco para captar Unicamente la atencion de los
alumnos y no dedica més tiempo.
b. Eneste caso se utiliza dicho juego para recordar la importancia de factorizar para
poder simplificarlas expresiones. Para este caso, seguiremos con los puntos
SUCesiVos.
3. El profesor deja a los alumnos que debatan la razén por la que acierta el resultado de una
manera tan rapida (10 min).
4. Si los alumnos no han conseguido llegar al resultado final, el profesor va guiando a los
alumnos. Una pista que se puede dar es que se fijen como el docente elije el nimero. (10
min).

5. Evaluacion (10 min) .
Evaluacion

Se pedira resolver un ejercicio muy sencillo en clase.

1. Simplifica estas expresiones:

2x*+2x+4
2

a)

2x3+x

b)

x
2(x—2)—(x-2)
xX—2

c)

Identidad y ecuaciones

Esta actividad de magia (Benitez Galarza, 2015) se puede realizar para introducir la unidad
didactica de ecuaciones y sistemas. Dicho truco magico permite al estudiante aprender de una

manera divertida la diferencia entre una identidad y una ecuacion.
Materiales

Ninguno adicional a los habituales usados por el docente en las clases.
Puesta en escena

El docente pide a un estudiante que piense un nimero. A continuacion, el alumno realiza estas

operaciones:

1. Sumar 3
2. Multiplicar por 2
3. Restar 4
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4. Dividir por 2

5. Restar el nimero inicial

Al terminar el alumno las operaciones, el docente comenta que el nimero final que ha obtenido

es 1y acierta.

Un ejemplo concreto: el alumno ha elegido el nimero 7 y realizando las operaciones paso a paso
se obtiene:

1. Se suma el valor de 3:

7+3=10
2. Se multiplica por 2:
10x2 =20
3. Seresta 4 al valor anterior:
20—4=16
4. Se divide por 2:
©_g
2
5. Finalmente se resta el nimero inicial
8—-7=1

Explicacion

Si se llama x al valor que ha elegido el alumno y se calculan las operaciones que se han

mencionado anteriormente:

e Sesuma el valor de 3:

x+3
e Se multiplica por 2:
(x+3)-2

e Seresta 4 al valor anterior:

(x+3)-2—4
e Sedivide por 2:

(x+3)-2-4

2

e Finalmente se resta el nUmero inicial

(x+3):2—4
f_x

Y operando esa expresion se obtiene:
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(x+3)-2—-4 _2-x+6—4—2-x_2

2 = 2 2

Entonces queda demostrado que independientemente del valor que se elija inicialmente el

resultado es 1.

Después de realizar el truco, el docente explica que se encuentran frente a una identidad ya que

independientemente del valor que tenga x el valor siempre es 1, es decir, se cumple para cualquier

valor de x. Sin embargo, para una ecuacion la igualdad se cumple sélo para algunos valores de x.

Este juego de magia es una buena oportunidad para que los alumnos se inventen otro truco de

magia similar creando otra identidad.

Secuenciacion

Para esta actividad de magia se seguira esta temporalizacion:

1. El docente hard la actividad de magia varias veces en clase, con diferentes alumnos (5
min).

2. Los alumnos intentan descubrir en que se basa el docente para acertar siempre el
resultado. Para ello, los estudiantes pueden intercambiar opiniones entre ellos. Ademas,
en este caso los alumnos tienen la “ventaja” de que observan que siempre se obtiene el
mismo resultado. El docente va guiando a los alumnos, si lo necesitasen, con alguna pista
(15 min).

3. Unavez realizado y entendido las bases del juego magia, el docente explica la diferencia
entre ecuacion e identidad (10 min).

4. El docente manda a los estudiantes invertirse otro truco de magia parecido, en casa, y
enviarselo. Algunos alumnos lo presentaran en clase (15 min)

5. Evaluacion (5 min).

Evaluacion

En este caso, la evaluacion consta de dos partes:

1. Serdel juego de magia entregado y la presentacion del truco si se ha realizado en clase.

2. Sera una evaluacion muy corta y sencilla. Podria ni hacerse si el docente no lo ve

necesario.

— Determina si es una identidad

a) (x—2)+ (x2 +3)

x—2—x+6

b) )
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=)+ (x—2)x
x—2

c)

Ecuaciones de primer grado: ADIVINACION DE UNA CARTA

Este es el truco (Alegria y Carlos Ruiz de Arcaute, 2002) que se ha seleccionado para introducir

las ecuaciones de primer grado. Es un truco muy facil y Gtil para realizar en el aula.
Materiales

Ademés de los materiales habituales, el profesor reparte unas fotocopias para desarrollar este

juego de magia.
Puesta en escena

El docente reparte una fotocopia a cada alumno, donde aparecera una tabla con unas instrucciones.

La tabla asigna unos valores a los palos de una baraja de cartas:

OROS COPAS ESPADAS BASTOS

Tabla 8. El valor numérico de los palos

Del mismo modo, cada carta tiene un valor numérico que es el indicado por su nimero, donde la

sota tiene un valor de 8, el caballo de 9y el rey de 10.
Se selecciona a un alumno para que piense una carta y realice las siguientes operaciones:

1. Multiplicar el valor numérico de su palo por 2
2. Sumar 3

3. Multiplicar por 5

4

Sumar el valor de su nimero

Entonces, el alumno da el valor que le ha salido y el docente acierta la carta que ha elegido el

estudiante.
Un ejemplo, el alumno ha pensado el 5 de copas entonces aplicando los cuatro pasos se tiene que:

1. Multiplicar el valor numérico de su palo por 2.
2x2=4
2. Sumar 3.
4+3=7
3. Multiplicar por 5.
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7x5=235
4, Sumar el valor de su numero.
354+5=40

El alumno dice 40 y el docente acierta que es el 5 de copas.
Explicacion

Antes de empezar a explicar este juego de magia se va a aclarar que se llamara “x”” al nimero de
la carta e “y” al valor numérico equivalente al palo, ver tabla 8. Entonces aplicando los 4 pasos

se tiene:

1. Multiplicar el valor numérico de su palo por 2.

y-2
2. Sumar 3.
y-2+3
3. Multiplicar por 5.
(y-2+3)-5

4. Sumar el valor de su nimero.
(y-2+3)-5+x
Operando se obtiene que:
(y-2+3)5+4x=10-y+15+x=10-(y+1)+x+5

Entonces para determinar el palo y el nimero hay que darse cuente que se pueden encontrar dos

situaciones:

1. El valor que te da el alumno termina en una cifra mayor que 5, es decir, acaba en
6,7,8, 0 9. Entonces se tendrian que resolver estas dos ecuaciones:

10-(y + 1) = Valor de la decena
x + 5 = Valor de la unidad

2. El valor que te da el estudiante acaba en una cifra menor o igual que 5, es decir,
0,1,2,3,4, 0 5. En este caso se tendria estas ecuaciones:
x4+ 5=10+ Valor de la unidad
10-(y + 1) = —10 + valor de la decena

Ahora se va a comprobar para el caso que se propuso antes. Para el 5 de copas se obtiene un
namero cuyo valor es de 40. Entonces, dentro de las dos opciones posibles se esta en la segunda

posibilidad, resolviendo las dos ecuaciones se obtiene:
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x+5=1040 -» x=5
10-(y+2)=4 - y=2

Por lo tanto, segun los valores de la tabla seria el 5 de copas ya que x = 5, el valor numérico de la

carta, e y=2, el valor equivalente a las copas segun la tabla de arriba.

Para el caso del 4 de oros se consigue un resultado, después de calcular las operaciones, de 29.
Entonces, se esta en el caso 1, donde la cifra de las unidades es superior a 5. Aplicando las dos

ecuaciones se obtiene un valor de x e y de:
x+5=9 - x=4
100-(y+1)=2 - y=1

Si se observa la tabla para un valor de y = 1 es equivalente al palo de oros, y el valor de x =4 es

equivalente al nimero de la carta por lo que se sabe que la carta inicial es el 4 de oros.
Secuenciacion

Para esta actividad de magia se seguira esta temporalizacion:

1. El docente hace la actividad de magia en clase varias veces, con diferentes alumnos (5
min).

2. El docente deja un tiempo a los alumnos para que intenten averiguar cdmo ha adivinado
la carta. Después de todos los juegos de magia que se han hecho durante el curso, la mayor
parte de los alumnos obtendran el valor de la expresion en funcion de x (valor numérico
de la carta) e y (valor que toma el palo de la carta). A partir de aqui tendran que debatir
como el docente adivina que carta es, para ello, posiblemente el docente tenga que
ayudarles. Por ejemplo, diciendo que se analice atentamente la expresion obtenida en
funcidn de x e y, concretamente en las unidades. Para ciertos valores de x se tendra que
afiadir una unidad a las decenas (25 min).

3. Los alumnos practican el juego de magia con sus compafieros (15 min)

4. A partir de este truco de magia, el docente explicara las ecuaciones de primer grado (50
min).

5. Evaluacion (15 min)
Evaluacion

Se pedira hacer unos ejercicios sencillos sobre ecuaciones de primer grado.

1. Calcula;
a 5x—1=3x—4
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b) 2x-27=x
) >=7
2. Si un repartidor de pedidos ha dejado los 2/5 de los paquetes que llevaba en la

primera casa. Y aun le quedan 99 kg por repartir, ¢ Cuantos kilos tenia al principio?

Sistemas de ecuaciones: EL EXPERIMENTO DE CONTROL DEL
CEREBRO

Este es un truco (McOwan and Parker ,2010) interesante para introducir el sistema de ecuaciones

lineales. En esta actividad de magia se hace creer que el poder del cerebro humano controla

eventos a distancia.

Materiales

Una baraja de cartas, ademas, de los materiales habituales usados por el docente en las clases.
Puesta en escena

El docente empieza a barajear una baraja de cartas, consta de 52 cartas y la mitad son negras y la
otra mitad son rojas. Mientras barajea comenta que tiene un gran poder que permite a su cerebro
controlar las cartas. Para demostrarlo dice que va a pensar en el color rojo y con las cartas
bocabajo selecciona trece cartas, siempre pensando en el color rojo. El docente vuelve a barajear
y hace lo mismo pensando en el color negro y selecciona otras 13 cartas pensando ahora en el
color negro. A continuacion, junta las 26 cartas seleccionadas y las coloca monton (boca arriba)

manteniendo el resto de las cartas bocabajo.

Ahora es cuando comienza el control remoto y el docente tiene que concentrarse. Tiene que
separar las cartas que ha seleccionado y que estan bocarriba en dos bloques, el bloque rojo y

bloque negro del siguiente modo:

e El profesor coge una carta del bloque que tiene las cartas bocarriba, si la carta es
de color rojo, coloca esta carta en el bloque de color rojo y selecciona una carta
aleatoria de las cartas que estan bocabajo y la coloca enfrente del bloque rojo
(bocabajo).

e De la misma manera, si el docente coge una carta de color negro, la colocara en
el blogue de las cartas de color negro y cogera una carta aleatoria de las cartas

bocabajo y la situara enfrente del bloque negro (bocabajo).

Este proceso se repite para todas las cartas de tal manera que al final se tiene un montdn de cartas
rojas con un montén enfrente (bocabajo) con la misma cantidad de cartas y que se selecciona

pensando en rojo. Por otro lado, se tiene un bloque de cartas de color negro con un monton
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enfrente de cartas (bocabajo), con la misma cantidad, y que se selecciona pensando en el color

negro.

Increiblemente los pensamientos han influido en las cartas que se han seleccionado de manera
aleatoria. Para ello se selecciona a un voluntario, y se le pide que cuente, del monton de cartas
gue se coloco enfrente del montdn rojo, el nimero de cartas rojas. Del mismo modo, el alumno

cuenta el nimero de cartas negras que estan enfrente del montén negro.

El alumno se da cuenta que son las mismas, entonces el docente comenta que ha elegido el mismo
namero de cartas rojas y negras de manera, aparentemente, aleatoria ya que su cerebro lo estaba

controlando.

Pero la realidad es que no hay ningln control mental y solo estan las matematicas.
Explicacion:

Se va a llamar R1 al montén de cartas rojas y B1 al mont6n de cartas negras. Los dos montones
de enfrente tienen una mezcla aleatoria de cartas rojas y negras, por lo tanto, se dice que el montén
enfrente de R1 contiene R2 cartas rojas y B2 cartas negras y el monton enfrente de B1 tendrd R3

cartas rojas y B3 cartas negras, ver figura de abajo.
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Figura 12. Colocacién de cartas (McOwan and Parker ,2010)

En la primera parte del experimento los que se hizo es dividir las cartas en dos mitades. Se obtuvo

dos montones de 13 cartas cada uno, es decir, 26 cartas que es la mitad de la baraja, 52.

También se sabe que la mitad de cartas son rojas y la otra mitad son negras, por lo que la suma
de los montones rojos debe sumar 26 y lo mismo sucede con los negros. Si se escribe

matematicamente se obtiene:
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{1)R1+R2+R3=26}
2)B1+ B2+ B3 =26

Por otro lado, también se conoce que el nimero de caras del montén rojo R1, es la misma cantidad
que el nimero de cartas bocabajo colocadas enfrente de este, es decir, la suma de R2 y B2. De
manera similar, el montén Bl deber contener las mismas cartas que la suma de R3 y B3.

Escribiéndolo matematicamente se tiene que:

{3) R1 =R2 +R3}
4) B1 = B2 + B3

Se tiene un sistema de cuatro ecuaciones y 6 incognitas. Si se sustituye la ecuacion 3 en la

ecuacién 1, se puede eliminar R1:
5) (R2 + B2) + R2 + R3) = 26

Si se hace lo mismo, sustituyendo la ecuacién 4 en la ecuacion 2, se puede eliminar la incégnita
B1:

6) (R3 + B3) + B2 + B3) = 26
Como ambas ecuaciones (5 y 6) suman 26, si se igualan se obtiene:
(2-R2)+b2+R3=26=R3+(2-B3)+B2
Operando se puede eliminar R3 y B2 de tal manera que:
2:-R2=2-B3 - R2=RB3

Entonces, las matematicas muestran que el nidmero de cartas rojas (R2) en frente del monto rojo
(R1) tiene que ser siempre igual al namero de cartas negras (B3) colocadas en frente del monto
negro (B1).

Secuenciacion

Para esta actividad de magia se seguira esta temporalizacion:

1. El docente hara la actividad de magia en clase demostrando el poder que tiene su cerebro
para controlar eventos (5 min).

2. Los alumnos reflexionan y debaten como el docente consigue realizar el juego de magia,
es decir, que fundamentos matematicos tiene el truco para que funcione. El docente les
orienta y da pistas con la finalidad de que los alumnos lleguen a la solucion. Una buena
pista es que vayan asignando a cada montén el nimero de cartas rojas y negras, y que

posteriormente intenten plantear ecuaciones. (25 min)
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3. EL docente utiliza el truco de magia para explicar el contenido referente a sistemas de
ecuaciones lineales (150 min).

4. Evaluacion (20 min).
Evaluacion

Se pedira hacer unos ejercicios sencillos sobre sistemas de ecuaciones lineales.

1. Resuelve por el método sustitucion:

{2x+4y=—5}
3x—6y=7

2. Resuelve por el método igualacion:

{ 6x+7y =8 }
—3x+2y=-4

3. Resuelve por el método reduccion:

{5x+3y=2}
dx+y=7

5.3. Actividades propuestas para cursos superiores

En este apartado se van a desarrollar tres juegos de magia muy interesantes con contenidos
matematicos pertenecientes a cursos superiores, por lo que estos trucos van enfocados a dichos
cursos, pero se podrian realizar en los cursos de primero y segundo de la ESO, con el objetivo de
motivar a los alumnos y dar una breve explicacion a modo informativo. Estas actividades de
magia, como antes, estan relacionadas con el bloque de nimeros y algebra. En estos juegos de
magia apareceran los contenidos de sucesiones, matrices y el significado de la matriz transpuesta

y la aritmética modular.

Sucesiones: CALCULOS RELAMPAGO DE FIBONACCI

Este juego (McOwan and Parker ,2010) se puede utilizar para introducir el tema de sucesiones en
tercero de la ESO que es la primera vez que se va explicar la unidad didactica de sucesiones.
Ademas, servira para mostrar una sucesion muy recurrente en matematicas, que es la sucesion de

Fibonacci.
Materiales

Ninguno adicional a los habituales usados por el docente en las clases.
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Puesta en escena

Se elige un voluntario en la clase para que escriba en la pizarra dos nimeros de dos digitos
cualesquiera. A continuacion, el estudiante tiene que sumar ambos valores y este es el tercer
numero que escribe en la pizarra. El cuarto niamero se forma por la suma del segundo y tercer
numero y asi consecutivamente hasta tener diez nimeros. El docente calcula sin aparente esfuerzo

la suma de esos 10 numeros escritos por el alumno.

Por ejemplo, si el alumno ha elegido como dos primeros nimeros el 16 y el 21, entonces la

sucesion formada hasta el término 10 es la siguiente:

16
21
58
58
95
153
248
401
649
10. 1050

© © N o g &~ v D E

El docente puede mostrar lo brillante que es girandose a partir del séptimo nimero, una vez que
el alumno ha cogido la dindAmica de cdmo se crean los nimeros. Mientras el docente esta girado,
lo que esta realmente haciendo es multiplicar el séptimo valor por 11 y de esa manera consigue
el resultado final. En este caso la suma de esos diez nimeros es 2728 ya que es el resultado del
producto de 248 - 11. El docente debe permitir a los alumnos obtener esa suma con la calculadora

para mostrar lo brillante que es y que sus habilidades funcionan.

Explicacion
La secuencia de nimeros que se ha creado, el siguiente termino es la suma de las dos anteriores,

es conocida como la sucesion de Fibonacci. La secuencia de Fibonacci tiene especiales

propiedades matematicas que mucha gente desconoce.

Ahora se va a analizar el truco. Se inicié con dos nimeros cualesquiera A y B. El tercer nimero

es A+By a su vez el cuarto nimero es A+ 2B. Entonces, los diez nimeros de la secuencia serian:

1. A
2. B
3. A+B

4. B+(A+B)=A+2B
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5. (A+B)+(A+2B)=2A+3B

6. (A+2B)+(2A+3B)=3A+5B

7. (2A+3B)+(3A+5B)=5A+8B

8. (3A+5B)+ (5A+8B)=8A+13B

9. (5A +8B)+ (8A+13B) =13A+21B

10. (BA + 13B) + (13A +21B) =21A + 34B

Si se suma los diez primeros nimeros de la sucesién se obtiene un total de 55A + 88B. Pero se
observa que el séptimo ndmero de la columna es 5A + 8B, es decir, es exactamente el total de la
suma, pero dividido por 11.

Esta es la manera de obtener la suma de los diez primeros nimeros que siguen la sucesion de
Fibonacci, no nos interesa los dos nimeros iniciales A 'y B que se han elegido, si no el valor del

séptimo nimero de la sucesion.

Este truco da la sensacion de que la persona que lo hace es muy lista, pero realmente lo que sucede

es que se conoce una propiedad de la secuencia de Fibonacci.
Secuenciacion

Para esta actividad de magia se seguira esta temporalizacion:

1. El docente hace la actividad de magia en clase (5 min).

2. El docente deja unos minutos para que los alumnos debatan cémo puede sumar esos diez
nimeros de manera tan rapida. Entonces, el docente aprovecha para explicar que estos
nameros forman una sucesion donde el término “n” se construye con la suma de los dos
anteriores y se llama sucesion de Fibonacci. Finalmente cuenta la propiedad que tiene la
sucesidon de Fibonacci. (15 min).

3. EL docente aprovecha este juego de magia para explicar la unidad didactica de sucesiones
(250 min).

4. Evaluacion (20 min).
Evaluacion

Se pedira hacer unos ejercicios sencillos sobre sucesiones:

1. Calcula el primer término de una progresién aritméticaconas=6 ud = -2

2. Hallar la suma de los nimeros impares menores de 1000

3. Determinar el término que ocupa el lugar 5 en una progresion geométrica cuyo primer
término es 2 y la raz6n es 3.

4. Hallar la suma de los 11 primeros términos de una progresion geométrica sabiendo que

el primer término es -2 y la razén -3.
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Matrices: COMO DESCRUBIR LA CARTA PENSADA

Este juego (Hoffmann, 1876) se puede utilizar con el tema de matrices para introducir el concepto

de matriz traspuesta.

Materiales

Una baraja de cartas, ademas, de los materiales habituales usados por el docente en las clases.
Puesta en escena

El docente reparte sobre una mesa 25 cartas, bocarriba, formando un cuadrado de 5 filas y 5
columnas. Posteriormente, el docente selecciona a un alumno para que piense una de las cartas v,
ademas, le indique en que fila se encuentra. A continuacion, el docente recoge todas las cartas
gue habia sobre la mesa, pero de una manera determinada: coloca la Gltima carta de la Gltima fila
sobre la ultima carta de la cuarta fila; coloca estas dos cartas sobre la Gltima carta de la tercera
filay asi se repite a lo largo de esa columna. Al terminar de recoger la Gltima columna, coloca las
cinco cartas sobre la Ultima carta de quinta fila, esas cartas sobre la Gltima carta de la cuarta fila

y asi hasta recoger todas las cartas.

Para que se entienda mejor se va a poner un ejemplo:

|

2 6 9 A 3
A INENE INK )
1 2 3 4 5
10 5 K 4 9
AJE N NIK K ]
6 7 8 9 10
7 J 10 4
KA JNK IR
11 12 13 14 15
Q 4 A 10 6
¢ | 8| V9 & |9
16 17 18 19 20
10 J 5 7 8
BRI
21 22 23 24 25

Figura 13. Posicion 1 del juego de magia (Hoffmann, 1876)
El orden en el cual se recogen las cartas es:25-20-15-10-5-24-19-14-. . .-2-21-16-11-6-1.

Ahora el profesor vuelve a repartir todas las cartas de la misma manera que antes, formando otra

vez un cuadrado de cinco filas y cinco columnas.

Segun el caso anterior, la colocacion de las cartas serd la siguiente:
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9 % 10 ][
¢ || V|| & | 9| ¢
3 8 13 VlS 23

A 3 4 10 || [7
& | & | & | & | o
4 o | 14 19 24

3 9 7 116 g
S| | |99 ¢
5 10 15 [ 20 25

Figura 14. Posicién 2 del juego de magia (Hoffmann, 1876)

El alumno indica en que fila esta la carta pensada y el docente, automéaticamente, acierta la carta

que habia pensado el estudiante.

Un caso concreto, seria que el alumno pensase el 10 de diamantes, entonces en la primera
distribucion estd en la fila 5, sin embargo, en la segunda distribucién aparece en la fila 1.
Automaticamente con estos datos el docente acierta que es el 10 de diamantes la carta pensada

por el alumno y acierta.

Explicacion
El docente es capaz de descubrir cual es la carta del alumno debido al principio de localizacion

tan trivial como el siguiente:

“si un conjunto de n? cartas se distribuye en un cuadrado de n filas y n columnas,
cualquier carta esta determinada de forma Unica por la fila y la columna en las que se

encuentra.”

La forma en la que se aplica este principio al truco de magia se observa claramente en el proceso
de recoger y repartir las cartas, haciendo que todas las cartas intercambian la fila con la columna.
Asi, si una carta esta en la fila A 'y la columna B, cuando se recoge y se vuelve a repartir, esa carta
esta colocada en la fila B y columna A. Ejemplo, si la carta esta inicialmente en la fila 4 y luego

en la fila 2, se trata de 4 de picas ya que en segundo reparto es la 4 carta de la 2 fila.

En matematicas se dice que la nueva matriz es la transpuesta de la matriz inicial, y este ejercicio

de magia se puede utilizar en el aula para que quede claro el concepto de matriz transpuesta.
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Cuando se comienza con los ejes de coordenadas siempre los alumnos plantean el problema de
que confunden la abscisa con la ordenada y para ellos el punto (3,2) pasa a ser el punto (2,3),
dibujandolo mal. Con este truco se puede ver claramente la diferencia entre uno y otro, ya que al
cambiar los ordenes se cambia la ubicacion de la carta.

Una simple consecuencia de este principio es que el juego puede realizarse con 9, 16, 25, 36 o,
en general, con cualquier nimero cuadrado de cartas. Sin embargo, no hay ninguna limitacion

matematica que impida realizar el juego con n x m cartas, siendo n y m distintos.

Bastara con que, en el primer reparto, se formen n filas y m columnas y, en el segundo reparto, se
formen m filas y n columnas. En la préctica, esta distribucion asimétrica no es natural y hace

sospechoso el proceso, por lo que es mas facil que descubran el truco.
Secuenciacion
Para esta actividad de magia se seguira esta temporalizacién:

1. EIl docente hace la actividad de magia en clase varias veces con diferentes alumnos (5
min)

2. Los alumnos intentan adivinar como el docente acierta la carta que ha pensado el
estudiante. EL docente les guia diciéndoles, por ejemplo, que tiene que ver con la relacion
gue hay entre las filas y columnas entre el primer y segundo reparto de cartas. Finalmente,
el docente les explica lo que es la matriz transpuesta y como la primera fila de la matriz
inicial es la primera columna de la matriz transpuesta (20 min).

3. Los alumnos practican este truco entre ellos (10 min).

4. Evaluacién (5 min)

Evaluacion

Se pedira hacer unos ejercicios sencillos para comprender si saben realizar la transpuesta de una
matriz:

Determina la matriz transpuesta de estas matrices:

) (5 3)

(9]
N
/N
RO R
NO -
o Ul b
N——
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Aritmética Modular: EL TEST MAS JUSTO DE HABILIDADES
PSIQUICAS

Aunque no aparece en el curriculo de matematicas de la ESO y bachillerato, se puede hacer este
truco magia y dar una breve explicacién de lo que es la aritmética modular. Otra forma de usar
esta actividad de magia es, simplemente, para motivar al alumno sin necesidad de explicar
matematicamente en que se fundamenta. Aqui se desarrollard un truco (McOwan and Parker

,2010) y se propondra otro juego interesante acerca de la aritmética modular en el anexo 5.

Materiales

Una baraja de cartas, ademas, de los materiales habituales usados por el docente en las clases.

Puesta en escena

El docente elige a un voluntario que piense que tiene buenas habilidades psiquicas. Entonces el

docente coge 10 cartas (el A,2,3,4,5 de un palo rojo y las mismas cartas de un palo negro).
Los pasos a seguir son los siguientes:

1. El docente extiende las cartas y el alumno le sefiala el punto exacto por donde quiere
cortar las cartas. Se repite el proceso tantas veces como el alumno quiera para que
estén bien barajeadas las cartas.

2. El docente extiende todas las cartas sobre la mesa, boca abajo y de izquierda a
derecha, para a continuacion formar dos montones de cinco cartas cada uno
(movimiento secreto).

3. El docente va eliminando pares de cartas mediante elecciones libres del estudiante
(usard su buena intuicion).

4. Las dos ultimas cartas tienen que casar, es decir, que le quede el 3 de color rojo y el

3 de color negro.

Lo curioso de este truco de magia es que no solo casan las dos Gltimas cartas que se han eliminado,

si no que casan todos los pares de cartas que se fueron eliminando libremente.

La forma de ir eliminando cartas esta predeterminada y es la siguiente: al principio se tienen 5
cartas en cada bloque, entonces se permite 4 movimientos tales que el estudiante puede mover la
carta de arriba de su bloque a abajo del todo. Los movimientos pueden ser todos en el mismo
bloque o tres en un bloque y otro en el otro 0 como se quiera, de tal manera que al final se realicen
los 4 movimientos. Después de realizar los movimientos pedidos, las dos cartas de arriba de cada
bloque se eliminan. Para el siguiente paso quedan 4 cartas en cada bloque y se permite 3

intercambios y asi sucesivamente hasta quedar solo una carta en cada bloque.
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Explicacion
Al comenzar se tiene un solo bloque de 10 cartas del orden A2345A2345. Las cartas estan
colocadas en posicién circular como si fuera un reloj con posiciones del 1 al 5. Haciendo cortes

no se modifica el orden. Por ejemplo, un corte entre 2 y 3 da lugar a esta colocacion:
345A2345A2.

Simplificando, se va a suponer que las cartas estan en el orden original. Ahora es cuando el
docente hace el movimiento secreto que consiste en revertir uno de los dos mazos de cinco de tal
manera que el orden en uno es A2345 y el otro 5432A. Esto es lo que se conoce como
“palindromic stack ”. Este movimiento secreto se realiza cuando se tiene las diez cartas extendidas
sobre la mesa, para un monton se recogen las 5 primeras cartas como se extendieron, de izquierda

a derecha, pero para el otro monton de 5 cartas se recogen al revés, de derechas a izquierdas.

Para gue se entienda mejor, se supone que ya se tienen solo tres cartas en cada mazo A,2,3 (mazo
de la izquierda) y 3,2, A (mazo de la derecha) por lo que se puede hacer dos intercambios, por lo

tanto, se tiene varias opciones:

1. Los dos intercambios re realizan en el mazo de la izquierda, entonces se tiene un 3
arriba en el mazo de la izquierda que coincide con el 3 del mazo de la derecha.

2. Los dos intercambios se llevan a cabo en el mazo de la derecha, entonces se tiene el
A arriba en dicho mazo que coincide con el A del mazo de la izquierda.

3. Un intercambio en cada mazo, por lo tanto, en el mazo de la izquierda se tiene el 2y

en el de la derecha también se obtiene un 2.

Como se puede observar, lo que esta ocurriendo es que las dos cartas superiores de caza mazo,
después de los intercambios, son la misma y entonces, las dos cartas eliminadas en cada ciclo

coincidiran siempre.

Esto funciona siempre que se tienen N cartas y se permiten N-1 intercambios si estan apilados
mediante el “palindromic stack™. Esta es una propiedad de la aritmética modular. A partir de este

juego de magia, el profesor puede hacer una breve introduccion de la aritmética modular.
Secuenciacion

Para esta actividad de magia se sigue esta temporalizacion:

1. El docente realiza el juego de magia con un voluntario del aula (5min)
2. Este juego se puede plantear de dos maneras:
a. Los alumnos empiezan a debatir y discutir entre ellos cdmo el docente consigue

casar las cartas (10 min).
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b. El docente realiza este juego para motivar a los alumnos, pero como el contenido
esta fuera del temerario, no dedica tiempo a explicar como funciona la aritmética
modular y la propiedad que se utiliza en este truco (0 min).

3. Si se opta por la opcion 2.a, el docente les explica que este juego se basa en la aritmética
modular, explicandoles brevemente en que se basa y la curiosa propiedad que utiliza el
juego (20 min).

4. En este caso puede no hacerse una evaluacion ya que es un contenido fuera de curriculo.
Es simplemente para que les suene, a modo de curiosidad, y si algiin alumno tiene especial
interés en aprender mas sobre aritmética modular, que tenga la base para poder investigar

y profundizar mas en dicho contenido (0 min).
Evaluacién

Para este juego no se tiene pensado hacer una evaluacién para observar si se ha entendido el

contenido explicado ya que es contenido fuera de temario.

Pero si el docente quisiese hacer una pequefia evaluacion, para adquirir informacion a modo

informativo podria realizar algo del tipo:

1. Determinar si 12 y 15 son congruentes médulo 3
2. Determinar si 20 y 17 son congruentes modulo 5
3. ¢Unacongruencia médulo 3 cuantas clases tiene? Da dos nimeros gque pertenezcan a cada

clase.
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6. Conclusiones

Es bien conocido que la transicion de la aritmética al algebra supone un problema de adaptacion
para muchos de los alumnos de los primeros cursos de educacion secundaria, tanto por
el formalismo como por lo poco motivantes que suelen ser los ejercicios llevados a cabo al
respecto. En diversas investigaciones se ha observado la gran utilidad que pueden tener los juegos
recreativos en el aula, siendo un recurso muy util para motivar al alumnado y ayudarse para
desarrollar el contenido. En el presente trabajo se han propuesto un conjunto de actividades de
magia para desarrollar en el bloque de nimeros y algebra en los cursos de primero y segundo de
la ESO. Estas, se han estructurado de la siguiente manera: materiales, puesta en escena,

explicacion, secuenciacion y evaluacion.

Ademas de conseguir motivar al alumnado, este recurso permite al estudiante desarrollar distintas
competencias y habilidades. A titulo de ejemplo y entre otras, desarrolla el pensamiento critico y
la creatividad de los estudiantes.

Otros autores han investigado, para los cursos de primaria, la utilidad de la matemagia,

concluyendo que resulta atil para motivar y mejorar el rendimiento de los alumnos.

De manera similar, inicialmente se tenia la intencion de investigar, durante las practicas, la
utilidad de la matemagia para los primeros cursos de la ESO, es decir, si realmente consigue una
mayor motivacién en el alumnado y, una mejora en su rendimiento. No obstante, como ya se ha
precisado, no fue posible, pudiendo solo asistir a clases con alumnos de primero y segundo de

bachillerato.

Por ello, como linea de investigacion para futuro, se podria hacer este estudio para corroborar los

beneficios de este recurso para estos cursos.

Otra linea de investigacion interesante seria intentar aplicar la matemagia en otros blogues, con

la intencién de motivar al alumnado y ayudar a la compresion de los conocimientos.
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Anexos

Anexo 1: Cuestionario para los alumnos

Cuestionario en relacidon con las matematicas

Soy chica [ Soy chico [
Tengo... ... aflosyvoya.. ... CUrso.
Estudicenelcolegio ... ... ... de

Sobre mis clases de Matematicas puedo decir lo sisuiente;

1. ;Como es la clase de Matematicas? [

1 2 3 - 5
Divertida No tan divertida A d“tﬂ-lda ™| No tan aburrida Aburrida
aburrida
2. Me gusta la clase de Matematicas mas que otras clases
SI [ NO [

L

. Las cosas que aprendo en la clase de Matemadticas me sirven para la vida fuera de clase.

sI [ NO O

4. Realizo en casa actividades de Matematicas, aungque no tenga la obligacién de hacerlas

1 2 3 4 5

Siempre Casi siempre A veces Casi nunca Nunca

L

. Me gustaria tener mas actividades de Matematicas en mi colegio

sI [ No O

6. En mi colegio me ensefian Matematicas con juegos v magia

s1 O A veces [ NO O

Figura 15. Cuestionario para los alumnos (Cézar y Serrano, 2015)
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Anexo 2: Indicadores del proceso de ensefianza-aprendizaje

A) Indicadores del proceso de aprendizaje (a rellenar por el docente)

Alumno Curso

Indicadores

{Mantiene una actitud positiva ante las actividades planteadas?

;Participa activamente en el desarrollo de las tareas?

{Comprende y signe las indicaciones para realizar los trucos?

;Aplica convenientemente las operaciones necesanas y comprueha
el resultado obtenado?

;Utiliza ordenadamente el lenguaje munénco cuando participa en
las puestas en conmim?

(Maneja estrategias personales de caloulo mental?

[ Explora distntas posibilidades y affonta con autonomia 1as
sitmaciones problematicas v se esfierza por superarlas?

OBSERVACIONES:

Figura 16. Cuestionario sobre el proceso de aprendizaje (Cézar y Serrano, 2015)

B) Indicadores del proceso de ensefianza: autoevaluacidn del docente

MATETRUCO 1

Indicadores: sI | NO Mejora

i He respetado los principics metodologicos sugeridos?

i He desammollado la actividad de wma forma hadica v
motivadora?

{He cmdado la puesta en escena de los tucos con & fin de
hacer la acividad mds divertida?

i He consegmdo crear i ambiente de insion para
desarrollar las tareas?

i Signen los ahmmos las mdicaciones con mberes y
atencicm?

{El agrupammento elegdo y 1a organizacion del aula son
los mas adecuados para el desarrollo de la actividad?

OBSERVACIONES:

Figura 17. Cuestionario sobre el proceso de ensefianza (Cézar y Serrano, 2015)



Anexo 3: Encuesta para docentes

Soy docente del colegio

Cuestionario sobre posibilidades diddcticas de la matemagia

1. Durante las clases en las que he utilizado matemagia, los ahumnos estan atentos ¥ muestran ns interés

1 2 3 -+ 3
Siempre Casi siempre A veces Casi nunca Nunca
2. Observo que estas actividades fomentan la creatvadad. la cursosidad. la motivacion v la relacic
entre ellos
1 2 3 + 5
Siempre Casi siempre A veces Casi mumca Nunca

3. Realizar los trucos propuestos me ha supuesto un esfuerzo extra o una preparacién especial

1 2 3 4 J
Casi nada Poco Algo Bastante Mucho
4. Tras la realizacion del programa ha mejorado el nivel de los alnmmos en el area
SIC] NO [ Alguno/as []
5. En el futuro seguiré empleando la mafemagia como recurso didactico
1 2 3 4 5
Seguro Casi seguro No sé Casi mmca Nunca

Figura 18. Cuestionario para los docentes (Cézar y Serrano, 2015)

Anexo 4: Contextualizacion matematica

En este apartado se van a desarrollar los contenidos matematicos de primero y segundo de la ESO

gue han aparecido en los trucos de magia que se han desarrollado en el apartado 5.

Operaciones Aritméticas

En estos niveles se explica la suma y resta tanto de ndmero enteros como de fracciones y
decimales. La manera en la que se suele ensefiar a restar dos nimeros es sumando al primero el

opuesto del segundo. Los alumnos también tienen que conocer las propiedades de la suma:
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e Conmutativa: No importa en qué orden se sumen los nimeros
a+b=b+a

e Asociativa: Se puede sumar méas de dos nimeros agrupandolos como se quieran, de
dos en dos.
(a+b)+c=a+b+0)

e Elemento Neutro: El nimero 0 se suma a cualquier nimero y no lo altera.

e Opuesto de un numero: El otro nimero de mismo valor absoluto y distinto signo

Op(+a) = —a

Al igual que con la suma y la resta, el docente muestra a los alumnos el producto de nidmeros
enteros, de fracciones y de expresiones decimales. Y como antes, también se ensefia las

propiedades de la multiplicacion:

e Conmutativa: No importa en qué orden se multipliquen los nimeros
a-b=b-a
e Asociativa: Se puede multiplicar mas de dos nimeros agrupandolos como se quieran,
de dos en dos.
ab-c=(@'b)y-c=a-(b-c)

e Elemento Neutro: El nimero 1 multiplicado por cualquier otro nimero, no lo altera.
lra=a=a-1
Para terminar con la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma:
a-(b+c)y=a-b+a-c
Respecto a la division se ensefia la division de nimeros naturales donde se tiene que:
D=(d-c)+r

Donde D es el dividiendo, del divisor, c el cociente y r el resto. Entonces se obtiene que

dividiendo es igual a divisor por cociente mas resto.

Para la division de numeros enteros hay que tener en cuenta los signos del dividiendo y el

divisor para conocer el signo del cociente, ver figura 19.
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Il
I B

Il + BN +
+ HE BN +
]

Figura 19. Signos del dividiendo, divisor y cociente (webgrafia)
Y para terminar este apartado se explica la jerarquia de las operaciones. Las reglas son:

e Primero se realizan las operaciones dentro de los paréntesis y luego el resto.
e Primero se efecttan las multiplicaciones y divisiones y luego, las restas y las sumas.

e En operaciones con la misma prioridad, se realizan de izquierda a derecha.

Sistemas de numeracion

En este apartado se explican diferentes sistemas de numeracion, el sistema de numeracion que
mas se utiliza actualmente es el sistema de numeracion decimal y se caracteriza porque el valor
de una cifra en un nimero es diez veces mayor que el de la cifra situada a su derecha y diez veces

menor que el valor de la situada a su izquierda.

Por esta razdn se dice que es un sistema posicional, es decir, el valor de una cifra en un nimero

depende del lugar que ocupe esa cifra.

Hay otros sistemas de numeracion decimal actualmente como son los que se usan en los paises

arabes, ver figura 20:

Europeo 012345672879
Aribigo-Indico VY Y E e 1Y A A
Aribigo-Indico Oriental | |  « ¢ 4 & y A 3

(Persa v Urdu)
Figura 20. Sistema decimal en los paises arabes (webgrafia)

Otro sistema de numeracion interesante, que todavia se usa actualmente, es el de los nimeros

romanos cuyas equivalencias se muestran en la imagen de abajo:

1 5 10 50 100 500 1.000
Numeros romanos

Figura 21. Sistema de numeracién romano (webgrafia)
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Por altimo, se explica otros sistemas de numeracion como es el sistema de numeracién en base
12 que ya se utiliz6 hace mas de 5000 afios y que se utiliza aun actualmente cuando se miden los
objetos por docenas o con mediciones de tiempo (el reloj de mufieca clasico). Este sistema tiene
12 nameros que son 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11.

Otro sistema, cada vez mas usado, es el sistema binario, base 2, y se utiliza sobretodo en
ordenadores y calculadoras. Dicho sistema solo tiene dos posibles valores que se suelen
representar como 0 0 1. Su equivalencia con el sistema decimal se puede observar en la figura de

abajo, y como el sistema decimal es un sistema de humeracion posicional.

DECIMAL BINARIO

0 ' 0

1 1

2 10
3 11
4 100
5 | 101
6 110
P 111
8 1000
9 | 1001
10 1010

Figura 22. Representacién en base 2 los 10 primeros nimeros del sistema decimal (webgrafia)

Para pasar del sistema decimal al sistema binario hay expresar dicho niUmero como una suma de

potencias de 2.
Ejemplo, el nimero 17 expresado como suma de potencias de 2:
17=1-2°4+0-2'40-22+0-23+1-2*

Entonces en el sistema binario es 10001 ya que solo tiene potencias de 2 para el exponente 0 y
4.Y de manera viceversa, si se tiene el nimero 110 expresado en el sistema binario, si se quiere

determinar su valor en el sistema decimal:
0-2941-214+1-22=6

En definitiva, en estos primeros cursos se explica diferentes sistemas de numeracién y sus

equivalencias con el sistema de numeracion decimal que es el que mas se usa actualmente.

Expresiones decimales o exactas

El docente ensefia que una expresion decimal consta de dos partes:

o Parte entera, lo que esté a la izquierda de la coma.
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e Parte decimal, lo que se encuentra a la derecha de la coma.

Pero la parte decimal puede ser finita, entonces se encuentra en el caso de una expresion decimal

exacta. Por ejemplo 11.623.

Sin embargo, también se puede tener una parte decimal con infinitos nimeros y en este caso se

pueden encontrar de dos tipos:

e Periddico puro: Cuando el desarrollo decimal periédico comienza inmediatamente
después de la coma. Ejemplo 2. 4545454545...
e Periddico mixto: Si el periodo esta méas alla de la coma. La parte decimal situada entre

la coma y el periodo se llama ante periodo. Ejemplo 5,2765656565...

Ademas, el docente también explica la conversion de una fraccidn a una expresion decimal y

viceversa.

Conversién de una fraccidn a una expresion decimal

Dada una fraccidn se obtiene su expresion decima dividendo el numerador entre el denominador.

Conversién de una expresion decimal en fraccion

Se puede tener de tres tipos:

e Si la expresion decimal es exacta, se divide por una potencia de 10 de tal manera que
desaparezca la coma. Ejemplo: X = 31.528

31508 — 31528
' ~ 1000

e Sies periodico puro, el procedimiento es el siguiente. Para el ejemplo: X = 7.31

100-X =100-7.31 = 100-7.313131... = 731.3131 ... = 731.31
724
100-X—X=731—7—>99-X=724—>X=¥

e Si es periddico mixto, el procedimiento es el siguiente. Por ejemplo X = 7.631
10-X =10-7.631 = 76.313131 ...

1000 - X = 1000-7.631 = 7631.313131 ...

7631 —76 6555

(1999~ 10) X = 7631 =76 > X = — 350

Potencias

Se explica que una potencia es una forma de escribir, de manera abreviada, una multiplicacion de

factores iguales. El factor que se repite es la base y su exponente las veces que se repite.

a*=a-a-a..nfactores..-adonde n>0
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Las potencias de exponente tres se llaman cubos y de exponente 2 se llaman cuadrados.
A continuacién, el docente muestra las operaciones con potencias y sus propiedades:

e Potencias de igual base: Se deja la misma base y se suman los exponentes.
73 . 74- — 73+4- — 77
e Cociente de potencias de igual base: Se deja la misma base y se restan los exponentes.
87:83 =873 =8*
¢ Elevar una potencia a otra potencia: Se deja la misma base y se multiplican los exponentes.
(93)4 — 93'4— — 912
e Potencia de un producto: Es igual al producto de cada uno de los factores elevados al
mismo exponente.
(a-b)" =a™-b"
e Potencia de un cociente: Es igual al cociente de cada uno de los factores elevados al mismo
exponente.
(a:b)* =a™: b"

A este nivel se trabaja con potencias de nimeros enteros, entonces hay que tener claro algunas

ideas:

o Si la base es positiva independientemente de si el exponente es positivo o negativo, el

resultado es un ndmero positivo.
33 =27 272 =

¢ Si la potencia es negativa, se pueden dar dos opciones:
o Exponente par, se obtiene un nimero positivo.
(-2)*=(-2)-(-2)-(-2)- (-2) =16
o Exponente impar, se obtiene un nimero negativo.
1 _ 1
-2)-(-2)-(-2) 8

(-2)7% =

Raices

La raiz cuadrada de un nimero a es otro nimero b donde el cuadrado es igual al primero:
Va=b ob?=a

Es decir, obtener la raiz cuadra exacta es la operaciéon opuesta de elevar al cuadrado. Al signo V

se le Ilama radical, y lo que esta dentro se denomina radicando. Por ejemplo para V64, el 64 es el

radicando y el valor de laraiz es 8.
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Para aquellos nimeros naturales que no tienen raiz cuadrada exacta, su expresion decimal es un
nimero irracional, con infinitas cifras decimales no periddicas. Por ejemplo /5, pero se puede

afirmar que 2 < /5 < 3.

También el docente ensefia lo que es la raiz n-ésima de un nimero. La raiz enésima de un nimero
a, es otro numero b, cuya potencia enésima es igual al primero.

YVa=beob'=a

Para terminar, el docente explica como introducir/extraer factores del radical y como sumar y

restar radicales.

e Introducir factores en el radical

10v/3 =/102-3

e Extraer factores en el radical

V80 =1V24-5=2-15
e Sumar y restar radicales, para poder sumar o restar radicales deben ser semejantes y eso

se produce cuando tienen el mismo indice y el mismo radicando.

2V8 + 5vV32 = 24/23 + 525 = 4v2 + 20V2 = 24V2

Hay que tener cuidado con este error comun:

10 =vV100 =V64 +36 V64 +V36 =8+ 6 = 14
Divisibilidad

En esta unidad didactica se explican diversos conceptos importantes entre los que destacan:

maultiplos y divisores de un nimero, criterios de divisibilidad.

Multiplos de un niimero

Se definen los maltiplos de un ndmero entero n a los nimeros que se obtienen de multiplicar ese

namero n por todos los numeros enteros. Por ejemplo, los maltiplos de 3 son:

0,3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39,42,45...

Divisores de un nimero

Un nmero entero a es divisor de otro nimero entero b cuando al dividir b entre a da lugar a un

resto que es igual a 0.

Hay que tener en cuenta que todo nimero tiene siempre como divisor a 1 y a si mismo. Por
ejemplo, 5 es divisor de 100 porque al dividir 100 entre 5, el resto es 0. Sin embargo, 7 no es
divisor de 100.
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Si a es divisor de b, entonces también se dice que b es divisible por a. Por ejemplo, 6 es divisible

por 3 porque el 3 es divisor de 6, al dividir 6 entre 3, el resto es 0.

Criterios de divisibilidad

Para saber si un numero entero es divisible por otro nimero entero, basta con dividirlo y si el resto
es cero, se cumple. Sin embargo, cuando los nimeros son grandes las operaciones se complican.
La solucién para simplificar esto son los criterios de divisibilidad, que permite determinar si un

numero es divisible por otro sin calcularlo.
Algunos de los criterios que se desarrollan en el primer ciclo de la ESO son:

o Criterio de divisibilidad del 2: Cuando su Gltima cifra es 0 o cifra par.

490,564,876,4 son divisibles por 2
o Criterio de divisibilidad del 3: Suma de sus cifras es multiplo de 3.
531 es divisible por 3 porque 5 + 3 + 1 = 9 que es multiplo de 3

e Criterio de divisibilidad del 4: El numero formado por las dos Gltimas cifras del nimero

considerado es maltiplo de 4.

5728 es divisible por 4 porgue las dos Ultimas cifras son 28 y es multiplo de 4, ya
que 7 x4 =28

e Criterio de divisibilidad del 5; cuando termina en 0 0 5.
2925 es divisible por 5

e Criterio de divisibilidad del 6: Cuando lo es por 2y 3.

5532 es divisible por 6 ya que es divisible por 2 (terina en cifra par) y por 3 (sus

cifras suman 15)

e Criterio de divisibilidad del 9: La suma de sus cifras es 9 o multiplo de 9.
3313 no es divisible por 9 ya que 3+ 3 + 1 + 3= 10 que no es multiplo de 9
e Criterio de divisibilidad del 10: Cuando el numero termina en 0.

654930 es divisible por 10 ya que terminaen 0

o Criterio de divisibilidad del 11: Cuando la diferencia entre la suma de las cifras que ocupan

lugar impar y la suma de las cifras que ocupan lugar par da 0 o maltiplo de 11

85



71335 es divisible por 11yaque (7+3+5)—(1+3) =11

Por ultimo, para determinar todos los divisores de un numero dado N, se va dividiendo por los
valores entre 1,2,3, 4..., N. y los divisores de n seran aquellos nimeros en los que la division da
exacta. Realmente si N es par con probar con los N/2 primeros nimeros naturales vale y si es

primo seria con el numero natural inferior mas proximo a la division N/2.

Ndmeros primos y compuestos

En primer lugar, el docente define lo que es un nimero primo y compuesto.

e Numero primo: Aquellos nimeros naturales que tienen solo dos divisores: el 1y él mismo.
e Numero compuesto: Aquellos nimeros naturales que tiene mas de dos divisores, es decir,

que no es primo.

Luego se explica un algoritmo que permite hallar todos los nimeros primos a un namero natural

dado (la criba de Eratostenes).
El algoritmo consta de estos pasos:

e Se construye una lista con todos los nimeros desde 1 a 100 (ordenados de 10 en10).

1 2 3 4 5§ 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 S0
51 62 53 54 55 56 57 S8 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99100

Figura 23. Criba de Eratostenes etapa 1 (webgrafia)
e Se comienza tachando el 1 porque se sabe que es primo.

e EIl primer nimero que quede sin tachar ha de ser primo. Se marca y se tachan sus

multiplos. En este caso es el 2, entonces se deja sin tachar y se tachan sus maltiplos.
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+ 2
11 32
21 22
31 32
41 42
51 &2
61 62
71 2
81 82
91 &2

Figura 24.
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Criba de Eratdstenes etapa 2 (webgrafia)

e Se repite el paso anterior hasta que se acaben los nimeros

Figura 25. Criba de Eratostenes etapa 3 (webgrafia)

BREBELELEBL®
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13
23
3
43
53
&3
73
83
23
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17
27
37
47
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EEEEEEERE

57
67
77
87
97

9

19
29
35
49
59
69

79
89
99 100

BEEBESEBS

Posteriormente, se explica la descomposicion de un nimero en factores primos. En primer lugar,

esta claro que si el nimero es primo se descompone por su propio nimero y el 1.

Si el nimero es compuesto, se descompone como el producto de nimeros primos.

11=11-1

18=32-2

Para terminar, se ensefia lo que es el maximo comun divisor y el minimo comin mdltiplo de

varios niimeros.

Méaximo comun divisor de varios nUmeros

Se llama mé&ximo comun divisor de varios nimeros naturales al mayor de los divisores que son

comunes a ellos y se escribe como M.C.D.

M.C.D(60,84) = 12
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Para calcularlo se tiene que seguir estos pasos:

1. Factorizar todos los numeros
2. Se toman los factores comunes a todos los nimeros elevados al menor exponente.

3. EI'M.C.D es el producto de todos los factores considerados en el paso anterior.
Como ejemplo se va a determinar el M.C.D de estos tres nimeros:60,72 y 84
60 =22-3-5

Dos numeros naturales cualesquiera siempre tienen como minimo el 1 como M.C.D, en este caso

se dice que ambos nimeros son primos entre si.
Minimo comudn multiplo de varios nimeros

El minimo comdn multiplo de varios nimeros naturales se refiere al menor de los multiplos que

tienen en coman, y se escribe m.c.m.
m.c.m(20,15) = 60
Para determinar el m.c.m hay que seguir los siguientes pasos:

1. E factorizan los nimeros.
2. Se cogen los factores comunes y no comunes con el mayor exponente

3. M.c.mes el producto de estos factores.

Un ejemplo, se va a determinar el minimo comdn mdltiplo de 60,72 y 84.

60=2%2-3-5
72 = 23.32
82=2%2-3-7

Entonces el m.c.m es:
m.c.m (60,72,84) = 23-32-5-7 = 2520
Paridad
Los nimeros enteros pueden ser pares, divisibles por 2, o impares, no divisibles por 2.

Si un numero termina la Gltima cifra en 1,3,5,7,9, se dice que es impar, sin embargo, si termina

en otro nimero es par. Los nimeros pares e impares cumples unas reglas:

Suma

Par + Par = Par
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Par + Impar = Impar
Impar + Impar= Par

Producto

Par x Par = Par
Par x Impar = Par
Impar X Impar= Impar

Para demostrar estas reglas se va llamar un numero par como 2 x n'y un nimero impar por 2 x n

+ 1. Entonces se puede demostrar facilmente esas reglas:

e Par + Par =Par
2xn + 2xm = 2x(n + m)

Este numero es par porque cualquier nimero multiplicado por 2 es par.

e Par + Impar = Impar
2xn+2xm+1=2x(n+m)+1

El primer factor es par por lo que si se suma una unidad pasa a ser impar.

e Impar + Impar= Par
2xn+14+2xm+1=2x(n+m)+2=2x(n+m+1)
Este nimero es par porque cualquier nimero multiplicado por 2 es par.
e Par x Par = Par
2xn x 2xm

Este nimero es divisible por 2.

e Par x Impar = Par
2xnx 2x(m+ 1)

Este nimero es divisible por 2.

e Impar x Impar= Impar
Qxn+ 1Dx 2xm+1) = 4xnxm + 2xn + 2xm + 1
Los tres primeros factores son pares, por lo tanto, su suma es par, como se le esta sumando

una unidad a un nimero par pasa a ser un nimero impar.
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Lenguaje algebraico

Se empieza explicando lo que es el lenguaje algebraico y consiste en que se puede expresar
mensajes en los que las letras representan variables de valor desconocido. Se utiliza nimeros,

letras y operaciones para representar la informacion.

Cuando se habla de algo desconocido se suele utilizar la letra x, aunque se podria utilizar

cualquiera.

Las expresiones que mediante letras y nUmeros se representa una situacion se llaman expresiones
algebraicas. Dichas expresiones estan formadas por varios sumandos que se [laman términos o
monomios (la parte literal se llama letra y al nimero se le conoce como coeficiente). La suma de

monomios se conoce como polinomio.
7x,7 seria el coeficiente y x la parte literal

Para poder restar y sumar monomios se tiene que tener la misma parte literal y se les conoce como

semejantes, ejemplo:
9xy? + 7xy? = 16xy?

A continuacion, se explica que si se da un valor a las incdgnitas se tiene el valor numérico. Si x

=1ley=2entonces:
16xy? = 64

Se termina mostrando como se suman y multiplican polinomios. Hay que saber que el grado de

un polinomio se determina como el mayor grado de sus polinomios.

1
sz — 7x3,el grado del polinomio es 3 en la variable x

Suma de polinomios

Un polinomio es la suma de monomios, por lo tanto, la suma de polinomio es la suma de
monomios. Como se dijo anteriormente para sumar monomios tienen que tener la misma parte

literal.

Por ejemplo, se tienen los polinomios p(x) = —3x* + %xz +2yg(x) =—x*+4x%? —5x — 6,

entonces:

1
p(x) +g(x) = (—3x4 + gx2 + 2) + (—x*+4x? —5x — 6) =
21
= —4x4+?x2—5x—4
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Producto de polinomios

El producto de polinomios siempre da como resultado otro polinomio. A la hora de multiplicar
polinomios, se utilizan las propiedades de la suma y el producto de nimeros, concretamente la
propiedad distributiva del producto respecto de la suma, por lo tanto, todo queda en funcién del

producto de monomios, y se resuelve con facilidad:

ax™ - bx™ = abx™t™

Por ejemplo, si se tienen los polinomios p(x) = %xz + 2 yotro g(x) = 5x — 6, entonces:
1
p(x) - glx) = (§x2 + 2) -(5x —6) =

6
=x3+10x—§x2—12

Por lo que se obtiene un polinomio de grado 3 al multiplicar un polinomio de grado 2 por otro de

grado 1.

Ecuaciones e identidad

Se empieza ensefiando la diferencia entre una identidad y una ecuacién y es que la identidad

siempre se cumple independientemente del valor de la incognita (x).

e ldentidad
2*(x+1)=2x+2
e Ecuacion
2*(x+1)=6 X=4

En ambos casos, las expresiones a cada lado del igual se Ilaman miembros. La que esta a la
izquierda se llama primer miembro y el que esta a la derecha se conoce como segundo miembro.

Las letras que tienen las ecuaciones algebraicas se conocen como incdgnitas y son desconocidas.

El grado de una ecuacion es el exponente mayor que aparece en algunas de las incognitas.
3 6 2 :
x° + 10x — X 12 = 0, tiene grado 3

Para resolver la ecuacion hay que encontrar los nimeros que cuando las incognitas tomen ese
valor, se verifique la igualdad, es decir los dos términos de la ecuacion valen lo mismo. Para una

ecuacion de primer grado con una incognita:
7x—3=5x+9

No se verifica la solucion para el valor de x = 1 ya que:
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7—3=549-4+*14
Sin embargo, se observa que se cumple para el valor de x = 6:
7-6—-3=5-6—3->39=39

Para resolver una ecuacion es muy pesado ir probando con valores para ver para cuales se cumple,
lo que se hace es transformar la ecuacion inicial por otra mas sencilla y que tienen las mismas
soluciones. A estas ecuaciones se les llama equivalentes. Las trasformaciones que se pueden hacer

son:

e Sumar y restar los dos miembros de una ecuacién por la misma cantidad.

e Multiplicar y dividir los dos miembros de una ecuacion por una misma cantidad.

Finalmente, el docente termina haciendo problemas de ecuaciones de primer grado, tanto

problemas numéricos como geométricos.

Una vez que se ha ensefiado las ecuaciones de primer grado, se desarrolla las ecuaciones de

segundo grado.

A diferencia de las de primer grado, ahora la mayor potencia de la incognita es 2 y se escriben de

la siguiente manera:
ax?+bx+c=0 dondeab y ¢ sonnameros reales,con a # 0
Las ecuaciones pueden aparecer de manera incompleta o completa:
Ecuaciones de segundo grado incompletas
Se puede tener de dos tipos, cuando el coeficiente b es 0 o el coeficiente c es 0.

Si el coeficiente b es b = 0: Se resuelve con el mismo procedimiento que las ecuaciones de primer

grado.

2 2 2_ € ¢
ax“*+c=0 nax*=—-c-ox*=—-ox=+1 |—
a a

Si el coeficiente ¢ es ¢ = 0: Se resuelve de la siguiente manera:
ax?+bx=0->x(ax+b) =0

Para que se cumpla alguno de los dos factores deber ser 0, entonces se tiene como soluciones:

X=00ax=-b->x=—
a
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Ecuaciones de segundo grado completas

Son aquellas en los gque los calores de a, b y ¢ son distintos de 0. Para calcular estas ecuaciones

se utiliza esta férmula:

—b +Vb? — 4ac
x =
2a

Usando esta formula se determinan las dos soluciones de la ecuacidon. Se llama discriminante a la

parte de la formula que esta en el interior de la raiz.
A= b? — 4ac

Sistema de ecuaciones lineales

Se empieza explicando el sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas. Se puede expresar
de la manera:

{ax+by=c}
a'x+b'y=c

Donde a, b, a’ y b’ son numeros reales y se les llama coeficientes y ¢ y ¢’ son numeros reales que

se les conoce como términos independientes.
La solucion de dicho sistema debe verificar amabas ecuaciones.
Se dice que dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Se pueden aplicar diversos procedimientos para resolver sistemas de ecuaciones. A este nivel, se

veran tres métodos:

e Método de sustitucion. Consiste en despejar una incognita de una ecuacion (X 0 y) y
sustituirla en la otra ecuacion.

e Meétodo de igualacion. Consiste en despejar la misma incognita de las dos ecuaciones e
igualarlas.

e Método de reduccion. Consiste en eliminar una de las dos incdgnitas haciendo la suma
de las dos ecuaciones. Para ello se multiplican una o ambas ecuaciones por un nimero de

modo que los coeficientes de x 0 y sean iguales, pero de signo contrario.

Ahora se va a desarrollar brevemente los contenidos matematicos correspondientes a sucesiones,
matrices y aritmética modular. Estos contenidos se utilizan en las actividades propuestas, apartado

5, sin embargo, corresponde a niveles superiores a primero y segundo de la ESO.

Sucesiones

Este contenido se empieza a desarrollar por el docente en el curso de tercero de la ESO.
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Se explica lo que es una sucesion. La sucesidn de numeros reales es una secuencia ordenada de

ndmeros.
2,4,6,8,10,12,14, ...
Se denomina término de la sucesion a cada uno de los elementos que forman la sucesion.

Se llama al termino general de la sucesién al término que ocupa la posicion n-ésimo y se escribe

de la manera an.

El docente desarrolla los dos tipos de progresiones que se van a ensefiar en la unidad didactica:

progresiones aritméticas y progresiones geomeétricas.
Progresiones aritméticas

Se produce cuando la diferencia entre dos términos consecutivos de la sucesion es contante. A

esta constante se llama diferencia de la progresion y se denota por la letra d.
De tal manera en una progresion aritmética se denota como:

a;+1 —a; = d siendo i cualquier nimero natural
Entonces si se tiene un a; y una diferencia de progresion d:
a; dado
a,=a;+d
az=a,+d=a;+d+d=a;+2d

a4:a3+d:a1+2d+d=a1+3d

a,=an_1+d=a1+(n—-2)d+d=a;+(n—1)d
Entonces el termino general de una progresién aritmética es:
a, =a;+(Mm—1)d
Mas general, se puede expresar como:
a, =a,+n—k)d
Para sumar los términos de una progresion aritmética se aplica dicha férmula:
_n(ar+an)

n 2
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Progresiones geométricas

Es una sucesion donde el cociente entre cada termino y el anterior es constante, es decir:

Ait+1
a;

=r siendo i unnumero naturalya; #0

La constante se le llama razon de la progresion.
Entonces para un a; dado y una razén de progresion r:
a; dado
a, =aq-r
az=ax'r=a.'r-r=aq'r
Qg=Qaz'r=a.'r -r=a.'r
A, =Qn_qr=a; 1" 2% r=q,-r*?!

El termino general de la progresion geométrica es:

ap=a4'71

Mas general, se puede expresar como:

ap=0ay"T
La suma de los n primeros términos de una progresion geomeétrica viene dada por:

_ a(r"—1)

n r—1

Si se quiere determinar la suma de un ndmero ilimitado de términos de una progresion

geométrica, solo toma un valor finito si |r| < 1y se calcula como:

Matrices

Este contenido se ensefia en segundo de bachillerato. Se explica el concepto de matriz, tipos de
matrices que se pueden encontrar y se termina con operaciones de matrices, centrandose en la

matriz traspuesta que es el concepto que se utiliza en el juego de magia.

Se denomina matriz de orden n x m al conjunto de nimeros reales ordenados en m filas y n

columnas tal que:

95



La dimension de la matriz es dada por el nimero de filas y columnas.

(336

1 s 5) tiene dimension 2x3

Los tipos de matrices que se pueden encontrar son:

e Matriz fila: Sélo tiene una fila.
(1 4 5)
e Matriz columna: Sélo tiene una columna.
1
(2)
e Matriz diagonal: Los elementos que no estan en la diagonal son nulos.
10
(o 2)
e Matriz triangular: Los elementos que estan por encima o debajo de la diagonal son nulos.
2 4 1
<0 3 3 )
0 01
e Matriz escalar: Los elementos de la diagonal son todos iguales siendo la matriz diagonal.
2 0
(6 2)
e Matriz unidad: Es una matriz escalar en la que los elementos distintos de cero son 1.
1 0 0
(0 1 0>
0 0 1

e Matriz Nula: Todos sus elementos son nulos.

0 0 O
(0 0 0>
0 0 O

Finalmente, se ensefia las operaciones con matrices: suma, producto de un nimero escalar por
una matriz, producto de matrices, matriz inversa, método de Gauss-Jordan, matriz transpuesta y

rango de una matriz.

Ahora se va a desarrollar Unicamente la operacion de matriz transpuesta ya que es la operacion
que se va a utilizar en el truco de magia.

Matriz transpuesta

Si te tiene una matriz A de dimensiones n x m, se conoce por matriz transpuesta de A y se
representa por A', a la matriz que se obtiene de cambiar las filas de A por sus columnas. Entonces

la matriz A tendré de dimensiones m x n.
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Dada una matriz A, su matriz transpuesta A' sera:

1 4

G D-n-(s9)

17

A

Una matriz cuadrada se dice que es simétrica cuando coincide con su transpuesta A=A".

1 1 3 1 1 3
A=<1 2 4>—>At=<1 2 4)
3 45 3 45
Se Ilama anti simétrica si la matriz cuadrad es igual a la opuesta de su transpuesta A = -A".
0 1 -3 0 -1 3
A=<—1 0 —4>—>At=<1 0 4)
3 4 0 -3 -4 0

Las matrices transpuestas cumplen estas dos propiedades:

e Latranspuesta de una suma de matrices es igual a la suma de las matrices transpuestas:

(A+B)t = A+ Bt
e La transpuesta de un producto de matrices es igual al producto en orden inverso de las
matrices transpuestas:
(A-B)t =Bt At

Aritmética Modular

Se dice que dos numeros enteros a,b son congruentes modulo n si tienen el mismo resto en su

division por n. Se denota como:
a = b(mod n)

Por ejemplo, paraa =12y b =20y n = 4, se puede afirmar que a y b son congruentes modulo n.

La razon es que el resto de dividir 12 entre 4 es 0, y coincide con el resto de dividir 20 entre 4.

Un primer resultado de esta definicion es el siguiente lema que se puede demostrar facilmente

(aqui no se hard):
a = bmod(n) & (a — b)es un miltiplo de n

Para el caso concreto expuesto anteriormente se observa que se cumple ya que 8 es multiplo de
4,

Finalmente, se comenta las relaciones de equivalencia y las clases de equivalencia.

Se considera un conjunto X y se define sobre X una relacién binaria, que es simplemente una

forma de relacionar los elementos X entre si.
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Si esta relacion es reflexiva, simétrica y transitiva se dice que la relacion es de equivalencia.

1. Reflexividad:Vx € X, xR x
2. Simetria: Vx,y€X, xRy > yRx
3. Transitividad: Vx,y,z€ X, xRy, yRx—->xRz

Un caso concreto de relacion de equivalencia es la relacion tener la misma paridad ya que se
cumplen las tres propiedades anteriores.

Se supone ahora que se tiene un conjunto X (# @) y ~ una relacion de equivalencia sobre X. El
conjunto de todos los elementos de X relacionados con un elemento dado x se le denomina clase

de equivalencia y se denota por x.
VxeX,x={y €X/x~y}CX
De tal manera que, si dos clases tienen algin elemento comun, tienen que ser iguales.

Para el ejemplo anterior, es decir, para el conjunto X perteneciente a los nimeros enteros, se tiene
la relacién tener la misma paridad. Para esta relacion se tiene dos clases de equivalencia: el
conjunto de los nimeros pares y el de los impares. Y como se ha dicho antes no puede haber

ningn elemento comin ya que si fuera el caso serian la misma clase de equivalencia.
El nimero de clases de equivalencia que tiene una congruencia de médulo 4 es:

0 constituida por el — 4,4,8,16 ... (resto 0)
1 constituida por el —1,—5,5,17 ... (resto 1)

1.

2.

3. 2 constituida por el —2,—6,6,18 ... (resto 2)

4. 3 constituida por el — 3,—15,23,11 ... (resto 3)

Figura 26. Clases de equivalencia modulo 4 (elaboracion propia)

Y con esta breve explicacion se puede terminar la introduccion a la aritmética modular. Se puede
realizar en los cursos de primero o segundo de bachillerato si hay tiempo y el docente lo considera

valioso para los alumnos.
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Anexo 5: Otras propuestas de actividades de magia

Aritmética modular

En este anexo se realiza otra actividad de magia (McOwan and Parker ,2010) relacionada con la
aritmética modular pero que también utiliza el concepto de sucesién aritmética por lo que es un

truco muy interesante para desarrollar en el aula.
Para llevar a cabo este truco de magia se necesita una preparacion previa de las cartas.

CHaSeD es una palabra nemotécnica para ordenar los palos de las cartas: Clubs (treboles), Hearts
(Corazones), Spades (picas) and Diamonds (Diamantes). Este es el orden que siguen los palos en

la baraja.

Entonces, los palos de las cartas estan colocadas en una posicién determinada que viene definida
por la palabra CHaSeD y donde cada carta tiene un valor numérico de mas tres respecto a la carta

anterior.
Para obtener la colocacion inicial de la baraja se realiza el siguiente procedimiento:

Se ordena cada palo, boca arriba, con el A en la parte inferior y el rey en la parte superior. Los
cuatro palos estdn colocados de izquierdas a derechas segun el orden CHaSeD, es decir,

Clubs,Hearts,Spades y Diamonds .

El montdn de los Clubs se mantiene igual. Para el monton de Hearts se mantienen el A,2y 3 en
el mismo orden, pero pasan a estar arriba del montén, entonces, la primera carta que se observa
es el 3. Para el montdén de Spades se mantiene el orden del A al 6 pero pasan a estar arriba del
monton. De la misma manera para al monton de Diamonds, las cartas del 1 al 9 se colocan arriba

del monton.

Por lo tanto, se tiene los cuatro palos en posicion CHSD, siendo sus cartas superiores el rey
(K=13),3,6 y 9 de izquierdas a derechas. Para crear el orden en la baraja de cartas, se van cogiendo
las cartas de los 4 mazos, primero se coge el rey de picas, después el 3 de corazones, a
continuacion, el 6 de tréboles y se termina con el 9 de diamantes. Y se repite el proceso hasta
guedarse sin cartas. Se van colocando boca arriba encima de las cartas que ya se tienen colocadas.

Cuando se termina se gira el mazo de cartas para ponerlo boca abajo.

Si se ha hecho correctamente, las primeras cartas serian el rey (K=13) de tréboles, el 3 de
corazones, el 6 de picas, el 9 de diamantes, el caballo (Q=12) de tréboles... en otras palabras, las
cartas estan con los palos ordenados de la forma CHSDCHSD vy el valor numérico de las cartas

sigue una progresion aritmética de diferencia 3.
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Materiales

Una baraja de cartas, ademas, de los materiales habituales usados por el docente en las clases.

Puesta en escena

Se empieza cortando la baraja de cartas tantas veces como se quiera y, a continuacion, se coge a
un voluntario de la clase para que corte la baraja de cartas por donde quiera, de manera que se
formen dos montones. El docente coge el montén superior y pide al alumno que coja la carta
superior del otro montdn, la mire y la devuelva a dejar donde estaba antes. Mientras el docente
va a unir los dos montones en uno, mira disimuladamente la carta de debajo del mont6n superior

y rapidamente le dice al alumno la carta que ha cogido.

Explicacion
Se puede cortar tantas veces como se quiera la baraja de cartas, previamente colocada, ya que esto

no variara el orden ciclico creado. Pero cuidado no barajes las cartas, solo se tiene que cortar para

no variar dicho orden.

La explicacion de este truco esta en cdmo se han colocado las cartas en la baraja, de tal manera

gue con saber la posicion de una carta se conoce la siguiente.

Se va a realizar un caso concreto. Se supone que el alumno corta la baraja en dos montones y la
carta superior del monton inferior es el rey de picas, entonces el docente mira, disimuladamente,
la Gltima carta del montdn superior y observa que la carta es la sota (10) de corazones. Entonces
suma un valor de 3 unidades al valor de 10 de la carta y se obtiene 13, que es justamente el rey.
Ademas, como se ha visto el palo de corazones, la siguiente carta debe ser de picas. Por lo tanto,

el docente dice que la carta es el rey de picas y acierta.

Otro juego de magia muy parecido a éste es la colocacién de los 8 reyes (McOwan and Parker
,2010). Los palos siguen colocados segln la palabra CHaSeD, pero no es tan claro como estan

colocados los valores numeéricos las cartas:

8 Kv, 34 ]0¢, 28 79 0a 5¢ Qb 49 Aa 64 & 89 Ka,
3¢, 108 29, . 74 Q¢ 56 QW 44 A¢ (S |v 8a Ke 38 10,
26 746 9% 59 Qa 44 Ad 69 Ja 8¢ K 39 104 2¢ 75,
0w, 54 Q¢ 48 Av 64 e,

Figura 27. Colocacién de las cartas en el juego de los 8 reyes (McOwan and Parker ,2010)

Esté claro que los palos se basan en el patrén CHaSeD, sin embargo, el orden de los valores de

las cartas no esté claro y es: 8, K,3,10,2,7,8,5, Q, A,6 y J. Y se repite el ciclo.
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El patron no es tan claro como antes que seguia una progresion aritmética, ahora se tiene un orden
aleatorio. El secreto esta en la frase: ‘Eight kings threatened to save ninety five queens for one
sick Jack’.

Esto es una frase nemotécnica. Esta frase ayuda recordar el patron:

Eight Kings (8, K)

ThreaTened (3,10)

To (2)

Save (7)

Ninety-Five (9,5)

Queens (Q)

For (4)

One (A)

Sick (6)

10. Jack (J)

Se realiza de la misma manera que el juego anterior, lo Gnico que cambia es la preparacién inicial

© ®© N o g s~ D E

de las cartas, donde es mas complicado descubrir cémo estan colocadas.
Secuenciacion

Para esta actividad de magia se sigue esta temporalizacion:

1. El docente realiza el juego de magia con un voluntario del aula (5min)
2. El docente puede elegir dos opciones:

a. Dejar un tiempo para que los alumnos reflexionen sobre los fundamentos del
juego de magia. Posteriormente, el docente explica como hace para saber la carta
elegida por el alumno, paso a paso. En este caso es el docente quien explica
directamente los fundamentos matematicos que hay detras de este truco ya que
no es inmediato. (15 min)

b. El docente realiza el truco simplemente para motivar a los alumnos y captar su
atencion, pero no explica el truco.

3. Sise opta por la opcion 2.a, el docente les explica que este juego se basa en la aritmética
modular, explicAndolo brevemente. (20 min).

4. En este caso puede no hacerse una evaluacion ya que es un contenido fuera de curriculo.
Es simplemente para que les suene, amodo de curiosidad, y si algun alumno tiene especial
interés en aprender mas sobre aritmética modular, que tenga la base para poder investigar

y profundizar més en dicho contenido (0 min).
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Evaluacion

Para este juego no se tiene pensado hacer una evaluacidn para observar si se ha entendido el

contenido explicado ya que es contenido fuera de temario.

Pero si el docente quisiese hacer una pequefia evaluacion, para adquirir informacién a modo

informativo podria realizar algo del tipo:

1. Determinar si 12 y 15 son congruentes médulo 3
2. Determinar si 20 y 17 son congruentes médulo 5
3. ¢Unacongruencia médulo 3 cuantas clases tiene? Da dos nimeros gque pertenezcan a cada

clase.
Sistemas de numeracion

Este es otro truco de magia (Mufioz, 2004) muy interesante para trabajar el contenido referente al

cambio de base.

Materiales

Ademas de los recursos habituales que utiliza el docente, se reparten unas fotocopias para llevar

a cabo esta actividad.

Puesta en escena

Esta actividad de magia consiste en adivinar un nimero que ha pensado el alumno, buscando

dicho nimero en una serie de tarjetas.

Entonces, se les entrega a los estudiantes las siguientes tarjetas:

Tarjeta 1 Tarjeta 2 Tarjeta 3
1T 3 5 7 9 11 13 15 2 3 6 7 10 11 14 15 4 5 6 T 12 13 14 15
17 19 21 23 25 27 2% 18 19 22 23 26 27 30 H 20 21 22 23 28 29 30 AN
33 35 37 39 41 43 45 47 34 35 38 39 42 43 46 47 36 37 38 39 44 45 46 47
49 51 53 55 57 59 61 63 50 51 54 55 58 59 62 63 52 53 54 55 60 61 62 63
Tarjeta 4 Tarjeta 5 Tarjeta 6
§ 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 32 33 34 35 3B 37 38 39
24 25 26 27 28 29 30 24 25 26 27 286 29 30 A 40 41 42 43 44 45 46 47
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 48 49 50 51 52 53 54 55
bt 657 58 59 60 61 62 63 55 657 58 59 60 61 62 B3 56 57 58 59 60 61 62 63

Figura 28. Conjunto de tarjetas en sistema binario (Mufioz, 2004)

102




Un alumno piensa un numero entre 1y 63, y devuelve, al docente, las tarjetas en las que aparece.
El mago mira dichas tarjetas y rdpidamente acierta el nimero que ha pensado el alumno. Para
ello, el mago solo tiene que sumar el primer nimero que aparece en cada una de las tarjetas que

le ha entregado el estudiante.

Por ejemplo, si se ha elegido el 46, ese nimero se encuentra en las tarjetas 2, 3,4 y 6. Entonces si

se suma los primeros nimeros de esas tarjetas se tiene:

2+4+8+32=46

Explicacion
Desde el punto de vista matematico, lo interesante es como se han construido las tarjetas. Los

nimeros se han repartido en ellas atendiendo a su escritura binaria.

Para saber en qué tarjetas debe ir cada nimero, simplemente se debe escribir dicho nimero en
base 2. Una manera sencilla de determinarlo es ir dividendo el nimero entre 2, y el cociente otra

vez entre dos hasta obtener un cociente de 1.

Para el caso anterior de 46 se obtiene:

Figura 29. Calcular el nimero 26 en base binario (Mufioz, 2004)

Por lo tanto, 46 expresando en binario es:
46(10 = 101110,

Esto significa que dicho nimero debe estar en la tarjeta 2,3,4,6 porque se tiene un 1 en esas
posiciones (empezando a contar por la izquierda), sin embargo, en las tarjetas 1 y 5 no aparece

porque se tiene un 0 en esa posicion.

La forma de encontrar el nimero que nos piden se reduce (utilizando las tarjetas) en convertir el

ndmero de su forma binaria a la decimal. Por lo tanto:
101110, =1-254+0-2*+1-23+1-22+ 122 +0-2° = 464,

Hay que tener en cuenta que la numeracion binaria limita los nimeros que se pueden colocar en

las tarjetas. Con 6 tarjetas el nimero mas grande que se puede utilizar es:
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111111, =1-254+1-2%+1-23+1-224+1-21 +1-2° =634,
Con siete tarjetas se puede llegar hasta el nimero:
1111111, =1-2541-25+1-2* +1-23 +1-22+1-21 +1-2° = 1274
Y utilizando un nimero n de tarjetas:

111 11 =2""1 4272 4 4224214+ 20=2" 1

Esta misma actividad de magia se puede hacer con otras tarjetas, pero el funcionamiento es el

mismo. Por ejemplo:

Tarjeta 1 Tarjeta 2
112141578 [10[11]13 2314|567 (111213
1416 (17 (1920122 123|125 26 1415 (1620212223 |24 |25

28291313234 35|37 (35|40 2913031323334 (38|39|40

Tarjeta 3 Tarjeta 4
516|789 ([10]|22]12(13 14115 (16 |17 |18 | 19|20 | 21|22
411516117 18192021 |22 23|24 125|26|27 (28|29 (30|31
32|33 |34(35|36|37|38|39(40 32(33| 3 |35|36|37(38|39|40

Figura 30. Conjunto de tarjetas en sistema ternario (Mufioz, 2004)

En este caso se tienen cuatro tarjetas, pero la forma de usar las tarjetas es la misma. Un alumno
elige un nimero menor o igual a 40 e indica en que tarjetas se encuentra y ademas en este caso el

color. El docente hace una facil operacién y acierta el niamero.

En este juego de magia es mas complicado que el alumno adivine el truco ya que no consiste en
sumar los nimeros mas pequefios que aparecen en las tarjetas. Estas tarjetas estan codificadas en

base 3:

1. Primera tarjeta, le corresponde el 1=3°
2. Segunda tarjeta, le corresponde el 3=31
3. Tercera tarjeta, le corresponde el 9=32
4

Cuarta tarjeta, le corresponde el 27=33

Lo que hay que hacer es sumar el codigo si estd en negro o restarlo si esté en rojo. Por lo tanto, si
el alumno dice que el nmero pensado esta en rojo en la tarjeta 1, negro en la tarjeta 2 y negro en
tarjeta 4, el nimero sera:

-1+3+27=29
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En este caso el namero més grande que se puede formar con las cuatro tarjetas es:
1111(3=1-33+1-32+1-31+1-30=40
Con 5 tarjetas es:
11111(3=1-34+1-33+1-32+1-31+1-30=40
En general se calcula con la expresion:

3"-1
2

Ahora se va a analizar cdmo se distribuyen los nimeros en las tarjetas. Se va a pasar a base 3 el

ndmero 29, entonces:
29(10 = 10025

Se observa que el problema es el 2 de las unidades. La manera de arreglarlo es sumar y restar

uno a la cifra 2, ya que se obtendria 3 y se puede afiadir una cifra a la siguiente. EI proceso es el

siguiente:
20 3 29 | 3 20 | 3
2 9 3 3 9 3 10| 3
0 3 3 -1 0 3 3 -1 I 3 3
0 0 1 0 1

Figura 31. Calcular el nimero 26 en base ternario adaptado al juego de magia de colores
(Mufioz, 2004)

Luego se tiene que:
2910 = 10023 = 2919 = 10113 =1-3%4+0-3%+1-3' —1-3° =29
Secuenciacion

Para esta actividad de magia se seguira esta temporalizacion:

1. El docente realiza el juego de magia a varios alumnos, acertando, en todos los casos, el
numero pensado por el estudiante (5min).

2. EL docente permite a los alumnos debatir entre ellos, proponiendo ideas de cémo el
profesor es capaz de adivinar el numero pensado por ellos. EL docente va guiando a los

alumnos con la idea que consigan resolver y comprender el juego de magia. Por ejemplo,
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el docente puede proponer a los alumnos que descompongan los nimeros de una tarjeta
como la suma de potencias de 2 y que analicen que observan. (20 min)

3. EL docente aprovecha este juego para explicar los diferentes sistemas de numeracion y
como se trasforma un nimero de una base a otra.

4. Se haria una pequefia evaluacién (10 min)
Evaluacién

Se pide a los alumnos que resuelvan estos ejercicios para analizar si se entendieron bien los
contenidos.

1. Calcula el nimero que se obtendria en base 2:
111115 =

2. Determina el valor del nimero en base 3:
36(10 =

3. Determinar el valor en base 10:
111115 =
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