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1. Infroduccion y objetivos del trabajo de fin de master

El propdsito de este trabajo de fin de master es ofrecer una propuesta didactica para
la ensenanza del concepto de derivada en alumnos de primero de Bachillerato de
Ciencias, dentro de la asignatura Matemdadticas |. En este curso el concepto de
derivada aparece por primera vez y, al ser un concepto relativamente abstracto y
cuya docencia suele ser tratada desde el punto de vista algoritmico, los alumnos no
llegan a adquirir un entendimiento real. Es por ello por lo que en este trabajo se
pretende, a partir del andlisis de investigaciones realizadas, llevar a cabo una
secuencia diddctica que deje algo de lado el fratamiento algoritmico de la derivada
para centrarse en un fratamiento comprensivo de esta.

La motivacidon personal de este frabgjo es que, como ingeniero de
telecomunicacion, conozco de primera mano la gran importancia que tiene el
cdlculo diferencial para cualquier persona que desee cursar una ingenieria, fisica o
matemdticas. En mi caso personal no llegué a tener un entendimiento profundo del
concepto de derivada, mdas alld del cdlculo memoristico de problemas tipo, hasta
primero de carrera. Por eso creo que es fundamental sentar las bases de la derivada.
Este frabajo se divide en fres partes fundamentales:

1. Enla primera parte, el marco tedrico, se expone cémo ha sido el desarrollo
historico de la derivada, cudl fue su origen y motivaciéon y quiénes fueron los
personajes principales en su desarrollo. Después, se citan algunos trabajos de
investigacion y sus conclusiones acerca de la ensenanza de la derivada en
bachillerato. A continuacién, se pasa a hablar de las tareas en matemdticas
y su clasificacién segin su demanda cognitiva, las TIC en el aula de
matemdticas y las metodologias docentes aplicables a esta unidad
diddctica. Se finaliza este apartado hablando de los documentos normativos
que configuran la docencia de las matemdticas en Castilla y Ledn.

2. En este segundo apartado se lleva a cabo el andlisis de la unidad diddctica
de infroduccién a la derivada de fres libros de texto, examinando su
exposicion de contenidos vy sus tareas propuestas con la finalidad de analizar

y conocer mejor cudl es la propuesta diddctica que ofrecen.



3. Una vez redlizada la exploracion de los libros de texto se pasa a exponer la

unidad diddctica de introducciéon a la derivada y sus aplicaciones para
primero de Bachillerato de Ciencias con los apartados habituales de éstas,

incluyendo la secuencia diddctica.

4. Por Ultimo, se cierra el presente frabajo llevando a cabo una reflexion sobre

el tfrabajo realizado y las conclusiones que derivan de éste.

Los objetivos que se plantea este tfrabajo de fin de mdster son:

1.

Describir el concepto de derivada desde el punto de vista histérico y poner en
valor la historia de las matemdticas como algo que debe ser trabajado en
clase con los alumnos para que, al menos, puedan situar el desarrollo del
concepto en el tiempo y conocer a los que han contribuido a su formacion.
Entender y describir como se desarrolla la comprension de un objeto
matemdtico.

Realizar una busqueda bibliografica acerca de la comprension del concepto
de derivada en bachillerato que arroje luz sobre las dificultades que esto
presentaq.

Mostrar el potencial que herramientas como GeoGebra tienen para
representar funciones y trabajar las derivadas.

Analizar qué nos dice el curriculo y las leyes que rigen la educacién en Castilla
y Ledn sobre la derivada.

Estudiar el contenido que los libros de texto ofrecen acerca de la derivada y
ver si es suficiente para cumplir los contenidos y estdndares de aprendizaje
evaluables que previstos por el Real Decreto correspondiente.

Ver cémo es el tratamiento que los libros de texto hacen del tema de
derivadas.

Establecer un marco tedrico de estudio de actividades en matemdticas y
analizar las de los libros de texto de acuerdo a ellas.

Generar un conjunto de tareas acerca de la derivada que pongan énfasis en

su representacion grafica para incluirlas en una unidad diddctica.

Se pretende que este frabajo abarque en la medida de lo posible elementos de

todas las asignaturas que han configurado el mdster, especialmente del mddulo

especifico. A continuacion, se concreta cudles son las relaciones del frabajo con las
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asignaturas del mdster:

La primera asignatura en aparecer serd Ideas y conceptos matemdticos a
través de la historia, dado que en apartado 2.1 se lleva a cabo un recorrido
historico del concepto de derivada y se pone en valor a la matemdatica como
una rama de la ciencia cuya historia debe ser estudiada para ser
comprendida en su totalidad.

La siguiente asignatura en ser conectada con el frabajo es Iniciacion a la
investigacion educativa en matematicas, pues en el punto 2.2 se lleva a cabo
una busqueda bibliografica sobre la ensenanza de la derivada y para ello se
han buscado diversos articulos y tesis de investigadores en la materia.
También, en el apartado cuarto del frabajo se ha llevado un andlisis de libros
de texto mediante la metodologia de andilisis de contenido expuesta en dicha
asignatura.

La asignatura Diddactica de la matemdtica estd presente a lo largo de todo el
trabajo, especialmente en el punto 2.3, donde se habla del nivel cognitivo de
las tareas matemdaticas.

Los contenidos de Diseno curricular en matemdaticas se han tenido en cuenta
a la hora de disenar la unidad diddctica y, ademds, estdn presentes en el
punto 2.6 del marco tedrico cuando se situa a la derivada dentro del curriculo
educativo espanol.

De la misma manera, los contenidos de la asignatura Metodologia vy
Evaluacion en matemdticas han sido considerados y utilizados también en la
unidad diddctica.

La asignatura Innovacion docente en matemdaticas estd presente por el uso
de GeoGebra para la elaboracion de grdficas y actividades.

La asignatura Complementos de matemdticas se ve reflejada dado que la
derivada y sus aplicaciones son elementos fundamentales de las matemdaticas
y fueron tfratadas en la parte de Andlisis de la asignatura.

La asignatura Procesos y contextos educativos, del médulo genérico, se ve
reflejada en frabajo este a la hora de manejar y utilizar las leyes y Reales
Decretos que regulan la educacion en Espana. En ese sentido lo que aporta

esta asignatura se solapa con lo visto en Diseno curricular en matemdaticas.



e Por Ultimo, la asignatura Aprendizaje y desarrollo de la personalidad aparece
sobre todo en el punto 2.2 cuando se habla del aprendizaje de la derivada y

los esquemas de aprendizaje.



2. Marco tedrico

En este capitulo se lleva a cabo una exposicion de elementos tedricos que asientan
la base del trabajo. Primero, se analizard la derivada desde una perspectiva histérica,
a continuaciéon, se expondrdn algunos resultados acerca del aprendizaje de la
derivada en alumnos de Bachillerato. Después, se pasard a tratar el tfema de las
tareas matemdticas clasificdndolas segun su demanda cognitiva. En el siguiente
punto, se concluird un capitulo hablando de varias metodologias docentes y
finalmente se cerrard este capitulo del marco tedrico situando a la derivada dentro

del curriculo educativo vigente en Castilla y Ledn en el curso 2020/2021.

2.1 Desarrollo historico del concepto de derivada

El cdlculo infinitesimal es la rama de las matemdticas que se encarga del estudio del
cambio. La palabra cdlculo procede del latin calculus, que significa piedra, dado
gue esto era lo que se utilizaba originariamente para contar. El cdlculo nacié para
dar respuesta a dos problemas que habian ocupado la mente de los matemdaticos
desde la antigledad: el cdlculo de larecta tangente a una curva en cualquier punto
y el cdlculo de dreas. Del primer problema se encargd el cdlculo diferencial; del

segundo, el cdlculo integral.

flxg+ h) fovmmnnnnna, :
f(to) ........... ‘

o xpt+h
Figura 1 Derivada en un punto
Si se abre el tema de derivadas de cualquier libro de texto, lo mds habitual es que

tras una breve introduccidn histérica y una motivaciéon para su ensenanza se presente

la definicidon actual de derivada en un punto:



d R —
é[xo] = f(xo) = D[f(x0)] = llgr(l)f(xo + ;)l f(xo)

Donde la primera notaciéon se la debemos a Leibnitz, la segunda a Lagrange vy la
tercera a Cauchy.

Como se desprende de la figura 1 y de la definicion de derivada presentada,
calcular la derivada consiste en obtener la razén de cambio entre dos puntos
infinitamente préoximos.

Sin embargo, la derivada no siempre ha estado definida como el limite de un
cociente incremental, de hecho, no fue hasta el siglo XVII cuando Augustin-Luis
Cauchy (Francia, 1789-1857) termind de definir la derivada de manera rigurosa tal y
como la conocemos hoy dia.

De acuerdo con Grabiner (1983), la derivada primero fue usada, luego, descubierta,
a continuacion, explorada y desarrollada vy, finalmente, definida. Esto fue un proceso
que durdé mds de 2000 anos.

Los antiguos griegos conocian cémo trazar la recta tangente a varias curvas como
las conicas utilizando métodos puramente geométricos. En el libro Il de Las Conicas
de Apolonio de Pérgamo (Grecia, 262-190 A.C.) se lleva a cabo un estudio de las
tangentes a las coénicas vy, en el libro V, uno sobre mdximos y minimos (Ortega del
Rincon & Sierra Vazquez, 1998). Asimismo, Arquimedes de Siracusa (Grecia, 287-212
A.C) conocia como trazar la recta tangente a su espiral.

Ya en el siglo XVI, Frangois Viete (Francia, 1540-1603) cred el dlgebra simbdlica y, por
otro lado, René Descartes (Francia, 1596-1650) y Pierre de Fermat (Francia, 1607-1655)
crearon la geometria analitica de manera independiente en la década de 1630; en
esta geometria, cualquier ecuacién de dos variables representa una curva en el
plano y cualquier curva en el plano puede ser representada mediante una ecuacion
de dos variables. El foco del problema de la recta tangente estaba ahora en, dada
una curva cualquiera, crear un método que permitiera calcular la tangente en
cualquier punto. Matemdticos del siglo XVII como Fermat, Descartes, John Wallis
(Inglaterra, 1616-1703) e Isaac Barrow (Inglaterra, 1630-1677) utilizaron un método que
ya dejaba entrever la definicion de derivada: el método de la secante, que consistia

en calcular la pendiente de larecta secante entre dos puntos de la curva, taly como



se ve en la figura 2. Cuanto mds cerca esten esos dos puntos, mas similar seria la

secante a la tangente vy, utilizando la terminologia actual, se diria que en el limite
f(x1)—f(xg)

a medida que
X1—=Xo

coinciden. La pendiente de esta recta tangente tenderia a

los puntos y estdn mds y mds proximos y cuando éstos estdn infinitamente préximos,

la pendiente seria la de la recta tangente.

Figura 2 Cdlculo de la tangente mediante la secante (elaboracion propia)

Otro problema que propici¢ el descubrimiento de la derivada fue el de los maximos
y los minimos, que posteriormente se veria que estd muy relacionado con el problema
de la tangente. Fermat en su obra Methodus ad disquirendam maximam et minimam
presenta el primer método general para calcular méximos y minimos, el cual ilustra a
través del siguiente problema, extraido de (Alarcén, Suescun, & de la Torre, 2005):
“Dado un segmento de longitud B, dividirlo en dos partes tal que el producto de estas
sea maximo”. Siun frozo del segmento mide A, el restante medird B-A, por lo tanto,
tenemos que maximizar A(B — A) = AB — A? . Fermat suponia una segunda solucion,
A+E, de tal manera que (A+E)(B—A—E)=AB — A> — AE + EB — EA— E? , entonces
Fermat suponia que ambas soluciones eran la misma, por lo que las igualaba: AB —
A? = AB — A?> — AE + EB — EA — E? , y simplificando términos se llega a 2AE — EB + E? =
0. A continuacion, dividia por E, obteniendo 24 — B + E = 0 y finalmente haciaE =0,

obteniendo A = g. Fermat no explicd por qué primero podia dividirse por E y acto

seguido suponer que ésta es cero, sin embargo, puede verse que este método

ideado por Fermat es, en el caso de funciones polindmicas, andlogo a calcular



fA+E)—f(A)

e , a continuacion, hacer tender E a cero, e igualar el resultado a cero, pero

Fermat carecia aun de la idea de funcidén (él queria maximizar cantidades, no
funciones), de limite y de incremento infinitesimal. Podria usarse este método de
Fermat para hallar la derivada de cualquier funcidon polindmica; en 1659 Johann
Hudde propuso que para una forma polindmica y = ¥2_, a,x® existe un mdaximo o
minimo cuando Y7_, ka;x*~1 = 0 (Grabiner, 1983).

En (Alarcén, Suescun, & de la Torre, 2005) se exponen varios métodos mds de
cardcter algebraico para el cdlculo de la tangente a una curva.

En (Sanchez-Matamoros, 2010) se esbozan los cuatro fipos de problemas que
motivaron el descubrimiento del cdlculo infinitesimal por parte de Isaac Newton
(Inglaterra, 1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (Alemania, 1646-1716):

1. Dada la posiciéon de un cuerpo a lo largo del tiempo, obtener su velocidad y
aceleracion. Y, también el problema inverso: dada la velocidad a lo largo del
tiempo obtener la posicion y dada la aceleracion encontrar la velocidad y la
posicion en funcién del tiempo.

2. Encontrar la tangente a una curva. Este problema era interesante, entre otros
usos, en el contexto de la fisica, dado que la direccidén del movimiento en un
punto viene dada por la tangente. Este problema ya habia sido enfocado por
multitud de matematicos, de manera geométrica por Descartes, Barrow vy los
griegos de la antigledad y mediante un método que implicaba el proceso
de derivada, como vimos previamente, por Fermat.

3. La obtencién de valores mdximos y minimos.

Obtener la longitud de curvas. En el siglo XVl la astronomia estaba en pleno
apogeo, principalmente por los trabajos de Johannes Kepler (Alemania, 1571-
1630) y se queria calcular la distancia recorrida por un planeta.
Poco a poco los matemdticos del siglo XVII se dieron cuenta de que todos estos
problemas podian catalogarse en dos tipos (Sanchez-Matamoros, 2010):

1. Los que implicaban calcular la tasa de cambio de una magnitud, que se vio
era equivalente al problema de la fangente y al del cdlculo de mdximos y
minimos. Esto dio lugar a la derivada y al cdlculo diferencial.

2. Los que implicaban el cdlculo de un drea o de una longitud o, de forma mdas
general, el cdlculo del efecto acumulado por parte de una magnitud. Por
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ejemplo, el efecto acumulado por parte de la velocidad serd el espacio

recorrido. Esto dio lugar al cdlculo integral.
Ademds, en el siglo XVl se vio que los dos tipos de problemas eran inversos uno del
otro. Fue Isaac Barrow quien demostrd, de forma geométrica, esta afirmacion
(Wussing, 1998), dando asi lugar al Teorema Fundamental del Cdlculo. Su discipulo
en la Universidad de Cambridge, Isaac Newton, desarrollaria mucho mds sus ideas
sobre el cdlculo infinitesimal.
Newton y Leibnitz son universalmente reconocidos como los descubridores del
cdlculo infinitesimal y, debido a la cercania en el tiempo de sus descubrimientos y a
gue Newton no lo publicd hasta mucho tiempo después, ha habido cierta
controversia sobre quién es el verdadero descubridor. Pero la diferencia de su
metodologia hace ver que ambos llegaron a los mismos resultados de forma
independiente.
Newton denomind fluentes a las cantidades que variaban, y les asignd con las letras
Z, X, Y, Vv, y fluxiones a la velocidad con la que éstas variaban con el tiempo, y las
denomind z,x,y,v . También definid las segundas fluxiones (que, en el contexto de la
mecdnica cldsica, seria la variacion de la velocidad, es decir, la aceleracion) y las
nombré colocando dos puntos sobre las variables en lugar de uno, Z,%,3, ¥ . De esta
manera, el valor de la variable x tras un incremento de tiempo o seria x + xo . Newton
tenia una concepcidn cinemdatica del cdiculo infinitesimal (Wussing, 1998, p. 155),
pues a él le interesaban cuestiones como conocer cudl es la velocidad instantdnea
y la aceleracion en cada momento de un objeto que cae. Ademds, gran parte de
los fendmenos fisicos pueden ser modelados por ecuaciones diferenciales, que son
ecuaciones en las que aparecen derivadas. Este tipo de ecuaciones fueron
fundamentales para la Teoria de la Gravedad y de la Mecdnica Cldsica que Newton
propuso en su Philosophice Naturalis Principia Mathematica (1687). El método de las
fluxiones de Newton fue desarrollado durante el retiro de Newton durante la Gran
Plaga de 1665-1667 y desarrollado en el libro Method of Fluxions que, pese a ser
concluido en 1671, no seria publicado (pdstumamente) hasta 1736.
Por su parte, Leibnitz se aproximé a la derivada a partir de incrementos muy
pequenos de las variables x e y, de esta forma escribia dy = f(x + dx) — f(x) de tal

manera que (Stewart, 2008) :



dy _ flx+d) = f()
dx dx

A través del estudio del tridngulo carcteristico de Pascal, Leibniz vio que en el

problema de la tangente estdn involucradas las diferencias de ordenadas de la
funcioén, mientras que en el del cdlculo de drea o cuadratura lo estd la suma de estas
ordenadas, por lo que dedujo que ambos problemas eran inversos uno de otro
(Ortega del Rincén & Sierra Vazquez, 1998). En 1684 publicd un documento en el que
exponia la notacidon del cdiculo diferencial e integral, reglas para el cdlculo de
derivadas de diversas funciones, y la resolucion del problema de mdximos y minimos,
que era capaz de distinguir mediante la segunda derivada. Al contrario que la de
Newton, que sélo se utiliza en ciertos dmbitos como el andlisis de circuitos eléctricos,
la notacidén de Leibniz ha sobrevivido hasta nuestros dias. Introdujo el simbolo de

integral que usamos hoy dia como una deformacién de la s de la palabra latina

2 2
summa, [ ydx, asi comoZ—i’ = U®) para la primera derivada y % = ZU%) gc(f))

I para la

segunda, y sucesivas.

Otra publicacion relevante fue el primer libro de texto sobre Andlisis matemdtico por
parte de Guillaume de L'Hopital (Francia, 1661-1704) en 1696 fitulado Analyse des
Infiniment Petits pour ['Intelligence des Lignes Courbes. (Ortega del Rincdén & Sierra
Vdazquez, 1998).

Posteriormente, Joseph-Luis Lagrange (ltalia, 1736-1813) definid un nuevo tipo de
funcién, la funcién derivada. Lo hizo a partir de la expansidon en serie de potencias
de la funcién. Esta nueva concepcion de la derivada como una funcion permitié a
Lagrange demostrar que una funcién es creciente en un intervalo si su derivada en
ese intervalo es mayor que cero (y decreciente si esta derivada es menor que cero)
(Grabiner, 1983). Ademds, Lagrange propuso la notacion mds utilizada en la
actualidad, para la primera derivada, para la segunda y, en general para la
enésima. Finalmente, seria Cauchy quien en 1823, valiéndose de la definicion €-6 de
limite, llegd a la definicion de derivada que se utiliza en la actualidad y que fue

mostrada al principio del capitulo.
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2.2 La investigacién acerca de la ensenanza de la derivada

Llegar realmente a comprender un concepto en matemdaticas no es algo sencillo ni
tampoco es algo dicotédmico en el que se pueda afimar que el concepto es
comprendido o que el concepto no es entendido. La comprension de un concepto
es algo que ocurre de manera gradual ya que cuando un alumno se enfrenta al
trabajo de comprension de un concepto en matemdticas, su entendimiento de éste
pasa por diversas fases de desarrollo. Ademds, al menos en la ensenanza de
secundaria y Bachillerato que es lo que nos concierne, no se puede hablar de una
comprension absoluta de un concepto matemdtico, y por lo tanto el docente no
deberd buscar esa comprension absoluta en su evaluacion, sino que se deberd
perseguir que el alumno alcance el nivel de comprensiéon del concepto establecido
por la normativa para el nivel educativo en cuestion.

La comprensibn de un concepto en matemdticas se alcanza mediante la
aproximacion a éste desde dos perspectivas diferentes: la conceptual y la
procedimental, ambas mutuamente dependientes. Los aspectos conceptuales de
la comprension de un concepto se basan en las definiciones, hechos, términos,
notaciones y resultados. Por otra parte, los aspectos procedimentales son aquellos
que se refieren a las acciones y manipulaciones de los objetos matemdticos que se
han de realizar para completar una tarea (Castro, Prat, & Gorgorio, 2016). En ambos
aspectos, el conceptual y el procedimental, se pueden identificar tres niveles de
complejidad creciente: las unidades de informacion; la abstracciéon, relaciéon vy
generalizacion de dichas unidades de informacion y las estructuras. En el caso de la
derivada, el aspecto conceptual abarcaria todas las definiciones y resultados que
habitualmente enconframos en los libros de texto, como son las definiciones de
derivada en un punto y funcidén derivada o los resultados sobre existencia de
mdximos y minimos y puntos de inflexion. Es decir, lo que habitualmente
consideramos los aspectos tedricos del tema.

Por otra parte, los aspectos procedimentales abarcarian los aspectos prdcticos, de
accién, todo aquello que podamos catalogar con un verbo de accidén como
“calcula” o “halla” y que pueda ser encapsulado en un procedimiento, bien mds
algoritmico a niveles bajos o bien con mds carga de razonamiento en niveles mas
altos de comprensidon. En este aspecto, los aspectos procedimentales que

11



encontramos en los libros de texto sobre la derivada son los procedimientos

algoritmicos para calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento o los

intervalos de curvatura céncava y convexa.

En la tabla 1 se hace una descripcion de los niveles y categorias de los aspectos

conceptuales, ejemplificadndolo para el caso de la derivada. En la tabla 2 se hace lo

propio con los aspectos procedimentales. Las categorias de ambas tablas se han

extraido de (Arce, Conejo, & Munoz, 2019, p. 85).

Tabla |1 Niveles y categorias para los aspectos conceptuales

Niveles Categorias Ejemplos
Primer nivel: Términos Derivada en un punto,
Unidades de informacion crecimiento
Notaciones Se usa f'(x) para la primera
derivada, "' (x) para la
segunda.
Convenios f'(x) se lee f prima de x, la
variacion de la gréfica de una
funcién se estudia de
izquierda a derecha
Resultados La derivada de una funcién
en un punto es la pendiente
de larecta tangente a la
funcién en el punto
Segundo nivel: abstraccion, Conceptos Derivada en un punto,
relacion y generalizacion de funcion derivada, tasa de
las unidades de informacién variacion media e
instantdneaq, crecimiento
Relaciones La funcidén es creciente en un
entre punfto cuando la derivada en
conceptos ese punfo es mayor que cero.
Tercer nivel: Estructuras Estructuras La funciéon derivada es un
matemdticas objeto que puede

representarse y operarse
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Tabla 2 Niveles y categorias para los aspectos procedimentales

Niveles Categorias Ejemplos
Primer nivel: Unidades de Operaciones La derivada de la suma
informacion (destrezas) de dos funciones es la

suma de sus derivadas

Reglas Reglas de derivacion

Algoritmos Cdlculo de mdximos y
minimos de forma
simbdlica igualando a

cero la derivada

Segundo nivel: Razonamientos Obtencion de la grafica
abstraccion, relacion y de la derivada a partir de
generalizacion de las la grdfica de la funcidn

unidades de informacion

Tercer nivel: Estructuras Estrategias Manejo de la funcién
derivada para resolver y
dar sentido a problemas
de variacion, ejemplo:
problemas de

optimizacion

En (Skemp, 1978) se muestran dos tipos de comprension de un concepto
matemadtico: la comprensidn instrumental y la relacional. La primera es la que
proporciona al alumno la habilidad de aplicar reglar y algoritmos para obtener unos
resultados, mientras que la segunda es la que relaciona estas reglas con el concepto.
Por ejemplo, en el caso de la derivada, un conocimiento instrumental podria ser
saber calcular los intervalos de crecimiento de una funcidn y los extremos relativos,
mientras que un conocimiento relacional implicaria conocer por qué la regla que
aplicamos para esto es la que es: qué relacion existe entre que la funcidn sea
creciente y la derivada sea positiva y que la derivada sea nula y pueda existir en ese
punto un exiremo relativo. Ambos tipos de comprensién, el instrumental y el

relacional, estdn interrelacionados y deben ir de la mano a la hora de construir en la
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mente del alumno un buen asentamiento del concepto matematico.

De manera habitual, la ensenanza de la derivada se centra en el cdiculo de
derivadas mediante reglas de derivaciéon que los alumnos memorizan y ejecutan de
manera mecdnica pero que no conlleva una interiorizaciéon y comprension del
propio concepto de derivada. Por ello, la evaluacion de la unidad diddctica de
derivadas también tiende a focalizarse en estos procedimientos algoritmicos. Toda
esta focalizacion en los procesos algebraicos hace que se olviden los elementos
subyacentes del concepto de derivada como son la tasa de variacion de una
variable respecto a otra y el concepto fisico de velocidad instantdnea. Por ello,
algunos autores como (Ortega del Rincdn & Sierra Vdzquez, 1998) abogan por la
importancia de introducir la derivada mediante la velocidad media e instantdneaq,
la pendiente de la recta tangente y la tasa de variacion. En (Azcdrate, Casadeval,
Casellas, & Bosh, 1996) se lleva a cabo una secuencia diddctica en la que se va
infroduciendo, sin definir formalmente al principio, el concepto de derivada
mediante tareas que presentan los datos en forma grdfica y de tabla y que estdn
situadas en contextos realistas de la fisica, la economia o la vida cotidiana. De esta
manera se intenta generar en la mente del alumno un entendimiento de la derivada
como razdén de cambio entre dos variables. En (Antonio, Escudero, & Flores, 2019) se
expone el diseno de una secuencia diddctica que explota la relacidén entre espacio
y velocidad y el frabajo y conversidn entre los registros verbal, grafico y simbdlico. En
este estudio también se enfatiza la necesidad de relacionar la derivada con los
fendmenos fisicos y con variaciones y cambios si se desea que el alumno adquiera
un conocimiento de la derivada mds alld del tfratamiento algebraico y algoritmico.
Sobre los modos de representacion de los datos, en (Sanchez-Matamoros &
Fernandez-Verdu, 2016) se analiza la necesidad de conectar el entendimiento de la
derivada desde el punto de vista grdfico y andalitico.

En este articulo se expone que muchos de los alumnos que estdn comenzando a
trabajar la derivada no son capaces de obtener informacion a partir de la
representacion grdfica y que necesitan de la expresion analitica de la funcién para
conocer informacién que pueden obtener de la grdfica.

La derivada se ubica dentro del blogque de andlisis y esta rama de las matemdticas

se caracteriza por lo que se conoce como Pensamiento Matemdtico Avanzado
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(PMA) el cual exige al alumno la capacidad de definir, generalizar, abstraer y razonar
deductivamente. En esencia, el PMA es necesario para frabajar con conceptos
abstractos que nos son accesibles directamente por los sentidos (Arce, Conejo, &
Munoz, 2019). Este PMA se caracteriza porque un concepto puede ejecutar el papel
de proceso y el de objeto. En el caso del tema de este trabajo, un proceso seria el
cdlculo de la derivada en un punto y un objeto la funcién derivada, pues ésta es un
objeto con una serie de propiedades sobre la cual se pueden ejecutar diferentes
procesos (sumarla, dibujarla, etc). A raiz de esta dualidad surge el marco APOE
(Accion-Proceso-Objeto-Esquema), que se describe en (Dubinsky, 1991). En este
marco de aprendizaje, el conocimiento se genera a partir del confrontamiento del
individuo con un concepto que requiere de él una cierta demanda cognitiva. El
primer nivel de entendimiento son las acciones, que son manipulaciones de un objeto
que la persona percibe como externo. Una vez que la persona inferioriza esas
acciones se convierten en un proceso, que puede ser una secuencia de pasos
ejecutados sobre un determinado objeto. El objeto se construye a partir de la
reflexion sobre un proceso, mediante la encapsulacion de esos procesos en un
objeto. Una vez el alumno ha construido en su cabeza diferentes objetos y procesos
estos pueden coordinarse en su cabeza para formar un esquema, el cual abarca
todo lo que el alumno conoce sobre un determinado concepto.
En (Sanchez-Matamoros, Garcia Blanco, & Llinares Ciscar, 2006)se lleva a cabo un
estudio sobre el nivel de comprensidn de la derivada con 150 alumnos: 50 de primero
de Bachillerato de Ciencias, 50 de segundo de Bachillerato de Ciencias y 50 de
primer curso de la carrera de matemdaticas. El instrumento de evaluacién fueron una
serie de cuestionarios y unas entrevistas a los alumnos. En el estudio se analiza el nivel
de desarrollo del esquema, entendiendo éste como la totalidad del conocimiento
que un individuo conecta a un tépico matemdtico, y clasifica a los alumnos segin
su nivel de desarrollo del esqguema de la derivada en cinco niveles:

1. INTRAT: El alumno no es capaz de establecer relaciones légicas entre

elementos matematicos.
2. INTRA: El alumno intenta entender relaciones légicas (Por ejemplo, Si f'(a)=0
entonces hay un minimo/maximo relativo en x=q)

3. INTER1: Se establecen algunas relaciones logicas tanto en la representacion
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grdfica de la derivada como en la andlitica.

4. INTER: Ademds de INTER1, el alumno comienza a ser capaz de sintetizar los
modos de representacion analitico y grdfico y a establecer equivalencias
l6gicas de doble implicacion.

5. TRANS: En este nivel los estudiantes son capaces de establecer diferentes
relaciones entre los elementos del esquema y son capaces de sintetizar estas
relaciones.

El trabajo de investigacion senala que la forma de pasar de un nivel de desarrollo del
esquema de derivada al siguiente viene determinada por la sintesis de los modos de
representacioén, utilizando informacién de lo grdfico y lo analitico para inferir lo que
no se conoce. En los resultados de la investigacion se ve que hay alumnos de primero
de licenciatura que estdn en el nivel INTRAT mientras que hay alumnos de primero de
bachillerato que estdn en el nivel INTER1, y algunos en el nivel INTER en el caso de
segundo de bachillerato. Esto es debido a que el desarrollo del esquema de la
derivada no estd necesariamente unido a conocer muchos conceptos, sino a ser
capaces de relacionarlos y sintetizarlos para resolver la tarea propuesta. Por ello, una
secuencia diddctica para ensenar el concepto de derivada debe estar
encaminado a que los alumnos vayan poco a poco progresando de un nivel de
esquema al siguiente.

En (Sdnchez-Matamoros, Garcia, & Llinares, 2008) se estudia la comprension de la
derivada y entre ofros, se destacan los siguientes aspectos:

e Los modos de representacion analiticos y graficos de la derivada son vistos
por los alumnos como independientes.

e Cuando se les pide a los alumnos que resuelvan alguna tarea donde la
informacion viene dada de forma grdfica, los alumnos piden la expresion
anadlitica de la funcidn para resolverla, aungque puedan obtener esa
informacion de las grdficas. Esto parece ser debido a que las definiciones
matemadticas suelen estar presentadas de forma analitica.

e Los alumnos confunden la funcion derivada f'(x) con la derivada en un
punto concreto f'(a). No son capaces de ver la funcidén derivada como un
objeto que pueda ser operado, tfransformado o representado.

e Dado que los alumnos no tienen la nocidon de infinitésimo pueden confundir
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la derivada con la tasa de variacion media calculada enfre dos valores
cercanos.

e La manera de llegar a conocer el concepto de la derivada es a fravés de
su relaciéon con los conceptos de limite y funcion; a través de los modos de
representacion, grdfico analitico y a través de conocer las diferentes
propiedades y procesos.

De entre todos los resultados de investigacion descritos en este apartado, lo mds
relevante es que para hacer progresar el entendimiento por parte del alumno de la
derivada se han de trabajar de manera simultdnea los aspectos simbdlicos y graficos,
siendo éstos Ultimos los mds olvidados y los que mds problemas generan. Por lo tanto,
en las tareas que propondré en la unidad diddctica que se encuentra en el punto 4
de este trabajo habrd una serie de tareas con énfasis en la representacion grdfica

de las funciones y sus derivadas.

2.3 La demanda cognitiva de las tareas en matemadticas

El propio curriculo de Bachillerato indica que la resoluciéon de problemas es el eje
vertebrador de la asignatura de matemdticas. Proponer un conjunto de tareas que
permitan al alumno adquirir los conocimientos y desarrollar las competencias de la
unidad diddctica serd, por lo tanto, de vital importancia para el docente. Si bien en
el curriculum se habla de problemas, no todas las tareas serdn problemas, puesto
gue para que una tarea seq, en efecto, un problema, ésta no debe tener un proceso
de resolucion totalmente claro por parte del alumno. Por lo tanto, una tarea puede
ser un problema o no en funcién del alumno. (Polya, 1965) plantea que “tener un
problema significa buscar de forma consciente una accién apropiada para lograr
un objetivo claramente concebido, pero no alcanzable de forma inmediata”.

En (Smith & Stein, 1998) se plantea una categorizacion de tareas en cuatro grupos
segun su demanda cognitiva. De menor a mayor demanda cognitiva tenemos:

1. Nivel 1. Tareas de memorizacién. Son tareas en las que el alumno debe
reproducir una definicion, hecho, férmula o regla que previaomente ha
memorizado. Este tipo de tareas son muy escasas en los libros de texto, puesto
gue no sélo se busca que el alumno memorice unas definiciones o férmulas,
sino que sepa aplicarlas con unos datos. En la figura 3 se ven un par de
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ejemplos de tareas de nivel 1, ya que ambos requieren la reproduccion de
informacion que el alumno previamente ha memorizado. La respuesta a
ambas preguntas aparece de manera literal en la parte de teoria del libro de

fexto.

1 W] ;Es lo mismo derivada de una funcién en un punto
que funcion derivada?

2l BT Si la funcién f(x) es continua en R, jes derivable
también en R?

Figura 3 Ejemplos de tareas de nivel 1 de un libro de texto de

primero de Bachillerato de Ciencias, extraida de (Bescds & Zoila, 2015)

2. Nivel 2. Tareas de procedimientos sin conexiones. Son tareas algoritmicas en
las que se busca que el alumno sepa aplicar alguna férmula o procedimiento
de manera cislada. El ejemplo tipico de tarea de nivel 2 en el tema de
derivadas consistiria en el cdlculo de la funcién derivada utilizando las reglas
de derivacion. Este tipo de tareas suelen ser muy habituales en los libros de
texto, y buscan que el alumno adquiera cierta soltura ejecutando
procedimientos algoritmicos y que interiorice una serie de reglas. En la figura 4
aparecen 5 tareas de nivel 2, las cuales pertenecen a este nivel de demanda
cognitiva porgue sélo requieren del uso de un procedimiento algoritmico para
su resolucidn y no requieren de un conocimiento de los conceptos
subyacentes. En este caso, el alumno podria resolver satisfactoriamente las 5
tareas propuestas aplicando las reglas de derivacion vy sin la necesidad de

entender lo que estd haciendo ni qué significa el resultado obtenido.

5 B Calcula la funcion derivada de estas funciones.

fy= XK
2\
) =0 —x+1)-e*
C f(x)=£x
=
d) fx)=02+3x—1)-2¢—-1)
2+ 1
¢ T

Figura 4 Ejemplo de tareas de nivel 2 de un libro de texto de primero de Bachillerato de Ciencias,
extraida de (Bescos & Zoila, 2015)
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3. Nivel 3. Tareas de procedimientos con conexiones. Buscan desarrollar la
comprension de conceptos e ideas matemdticas. Ya no se centran sdlo en
aplicar un procedimiento como las de nivel 2, sino que requieren conocer las
ideas subyacentes de los conceptos, su definicion vy significado. Este tipo de
tareas también son muy habituales en los libros de texto, ya que buscan que
el alumno realmente entienda y sepa cudndo y coémo aplicar los contenidos
de la unidad diddctica. Un ejemplo tipico de tarea de nivel 3 en la unidad
diddctica de derivadas seria el estudio del crecimiento y decrecimiento de
una funcién y el cdlculo de sus maximos y minimos relativos, ya que no solo es
necesario conocer coémo derivar la funcién (tarea de nivel 2), si no que el
alumno necesita conocer el significado de la derivada y qué senfido tiene que
ésta sea positiva, negativa o nula. En la figura nUmero 5 aparecen dos tareas
de nivel 3, las cuales pertenecen a dicho nivel debido a que requieren un
conocimienfo mds o menos profundo del significado de la derivada y no

pueden ser resueltas mediante un simple procedimiento.

Figura 5 Ejemplos de tares de nivel 3 de un libro de texto de primero de Bachillerato de Ciencias,
extraida de (Colera, Oliveira, Colera, & Santaella, 2016)
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4. Nivel 4. Tareas que requieren hacer matemdaticas. Requieren un pensamiento
complejo y demandan la comprensidon de los conceptos y procedimientos
involucrados. El alumno no vislumbra un camino a seguir de manera
inmediata. Es el tipo de tarea que podriamos denominar problema
Logicamente, una vez el alumno se ha enfrentado a varias tareas de nivel 4
similares éstas reducirdn su demanda cognitiva y pasarian a ser catalogadas
en el nivel 3. No son habituales en los libros de texto, si bien algunos libros
incluyen algunas al final de cada tema como actividades de ampliacion. Un
ejemplo en el tema de derivadas podria ser la demostraciéon de las reglas de
derivacion o la busqueda de una funcidén que cumple una serie de requisitos.
En la figura 6 se muestran dos tareas de nivel cognitivo 4, ambas requieren de
un conocimiento profundo del significado de la derivada por parte del

alumno vy, en principio, no se sugiere ningun procedimiento para resolverlas.

Figura 6 Tareas de nivel 4 de un libro de texto de primero
de Bachillerato de Ciencias, extraida de (Colera, Oliveira, Colera, & Santaella, 2016)

En el apartado cuarto de este trabajo realizaremos la clasificacion segun este criterio
de todas las actividades de tres libros de texto. En (Arce, Conejo, & Munoz, 2019)
pueden verse otras clasificaciones de actividades, en funcién del contexto (real,
realista, fantdstico o matemdtico), del formato de los datos presentados (datos
verbales, grdficos o tabulados), de la cantidad de datos del enunciado

(estrictamente necesarios, superfluos o insuficientes) o del nUmero de soluciones (final
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cerrado con una Unica solucion o abierto con multiples soluciones).

2.4 Metodologias y el uso de las TICs para la enseiianza de la

derivada

En la actualidad existe un amplio abanico de recursos y aplicaciones tecnoldgicas
gue nos van a permitirimplementar en el aula diferentes metodologias didacticas.

La clase invertida o flipped classroom, en inglés, supone un vuelco a la ensenanza
tradicional: lo que tradicionalmente se hace en clase se hard en casa y lo que de
manera habitual se hace en casa, se trabajard en la clase. De esta manera el tfrabajo
en casa se reserva para tareas que puedan hacerse de manera individual y el
trabajo en clase para todo aquello que requiera discusion, debate y trabajo
colaborativo. Para tal efecto podemos utilizar plataformas como EdPuzzle
(edpuzzle.com) que nos va a permitir crear clases para que los alumnos las vean a su
propio ritmo fuera del horario de clase. Estas clases se pueden ser videos creados por
el propio docente o videos creados por otros autores que pueden provenir de

plataformas educativas como Khan Academy (https://www.khanacademy.org/) o

plataformas generalistas como YouTube. Estos videos pueden ser editados segun las
necesidades del profesor, ya que éste puede anadir aclaraciones de voz y texto para
incidir en aquello que considera mds importante o que cree que puede generar
confusidén en sus alumnos y también puede recortar los videos para eliminar las partes
gue no sean de interés. Ademds, puede generar conjuntos de preguntas, tanto fipo
test como abiertas, para verificar que sus alumnos estén entendiendo lo que ven y el
profesor puede monitorear si los alumnos estdn viendo los videos vy los resultados de
estos pequenos exdmenes. De esta manera puede descargarse parte de la carga
tedrica de la clase mediante el visionado de un conjunto de videos y esto tiene la
ventaja de que los alumnos pueden ver el video tantas veces como necesiten,
pararlo para reflexionar o anotar preguntas y, ademds, deja libre mds tiempo de la
clase para las partes que requieran mds intferaccion. La principal desventaja es que
la clase invertida requiere un fuerte compromiso de los alumnos, ya que, si no
trabajan la parte tedrica en casa, tampoco podrdn seguir la clase en el aula. Este
método sélo funcionaria en clases donde la mayor parte o la totalidad de la clase

tuviera una cierta motivacion, asi como los medios digitales necesarios. Ademds se
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pueden proponer videos de tipo divulgativo con la finalidad de hacer mds atractiva
la materia. En la figura 7 se puede ver una captura de EdPuzzle con un video de tipo
divulgativo sobre derivadas y una pregunta propuesta por el profesor. En la figura 7
se ve un ejemplo de actividad con EdPuzzle. Otra plataforma online que nos va a
permitir implementar otra metodologia en el aula es Kahoot (kahoot.com), en este
caso la gamificacion. Esta plataforma educativa nos va a permitir generar
cuestionarios en los que toda la clase va a participar simultdneamente de forma
competitiva. El docente proyectard el cuestionario mediante el proyector o en la
pizarra digital y los alumnos responderdn desde una tableta, ordenador o teléfono.
Los cuestionarios pueden ser tipo test con hasta cuatro respuestas posibles o de
respuesta abierta. La ventaja de los tipo test en este caso es que se obtiene feedback

inmediato.

e MULTIPLE CHOICE QUESTION

;Qué informacion me proporciona la derivada?

Cuanto espacio he recorrido en 5 segundos.

e

Cuanto tardo en recorrer 5 metros

2> La velocidad a la que voy en cada momento

=\
DISTAﬂYonxhe

[ X

Figura 7 Captura de Edpuzzle con ejemplo de actividad, de elaboracidn propia usando a partir de un
video del canal de YouTube Derivando (https://www.youtube.com/watch?v=AzTGmIGIpI8)
De esta manera se pueden comprobar los conocimientos de los alumnos de una
manera mds divertida y atractiva para éstos, pues lo verdn mds como un juego. En
la figura 8 se puede ver un ejemplo de este tipo de preguntas en Kahoot en las que
el profesor les ofrece la gréfica de una funcién y deben escoger cudl de las cuatro
funciones propuestas se corresponde con la derivada. Al final de la prueba todos los
alumnos obtienen una puntuacién y se genera una clasificaciéon. Estos resultados
podrian utilizarse para la evaluacion o dejarlos simplemente como parte de una

evaluacién de cardcter formativo para hacerlos mds distendidos.
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Otra plataforma similar a Kahoot es Socrative (www.socrative.com), que también

permite crear cuestionarios de diversos tipos y proporcionar informacién al docente
sobre el desempeno de su aula.

La derivada de la funcion de la imagen es....

G | e 17
Yo et swocen s e e g s Answers

B TF |
() | --
0 oz ) 1

Figura 8 Captura de Kahoot (elaboracion propia)

Quizd la aplicaciéon mds relevante para un aula de matemdticas a dia de hoy es
GeoGebra, la cual nacid para trabajar la geometria y el dlgebra de manera
dindmica, pero se ha expandido para poder ayudar al frabajo en todas las ramas
de las matemdadticas, particularmente en el cdiculo. Geogebra va a permitir a los
alumnos dibujar funciones para explorar sus caracteristicas y realizar cdlculos sobre
estas, como la funcién derivada. Ademds, permite crear applets, que son pequenos
programas que pueden ser Utiles para explicar mejor algun concepto al poderlo
visudlizar de forma dindmica. En la figura 9 se muestra un ejemplo de este tipo de
programas en el que se fraza la recta tangente a una curva en cualquier punto,
dicho ejemplo ha sido elaborado por el autor de este trabajo. El programa permite
infroducir cualquier funcién y variar el punto de estudio mediante un deslizador. De
esta manera, conceptos que puedan ser abstractos y que requieran un apoyo visual
para ser entendidos pueden ser mostrados mediante Geogebra de forma cémoda.
Otro ejemplo, también creado por el autor de este trabajo, podria ser el mostrado
en la figura 10, en la que el alumno puede intfroducir cualquier funcién en la caja de
entrada y el programa le dard la expresion analitica y la grafica de la funcién y su
derivada. De esta manera el alumno puede analizar la relacion entre éstas utilizando
cualquier ejemplo a su antojo y obtener asi mucha mds informacién de la que podria

obtener resolviendo tareas con Idpiz y papel.
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recta tangente a curva

Autor: Jose Antonio Pérez
abcisa=0.7
(0] Funcion| 22 6 abcisa = 0.7

E @ 10 () o
Q@ =% 5

o) d(x) = Derivada(f)

- 2x

v = Vector((1, d(abcisa)))
O
- (1)

0 g : Recta((abcisa, f(abcisa)). v)

— -l4x +y=-049 1

-1

2.

Figura 9 Ejemplo de applet de Geogebra. Calculo de la recta tangente a una curva (elaboracion

propia disponible en https://www.geogebra.org/m/stn2jggh)

Funcion| *

Derivada : 32

_as

Figura 10 Funcidn y su derivada (de elaboracién propia, disponible en

https://www.geogebra.org/m/esxs6aby)

Ademds de los recursos que un profesor o sus alumnos puedan generar existe una
basta coleccidn de applets generados por miles de autores de todo el mundo que
pueden ser ulilizados liboremente o incluso editados para adaptarlos a unas
necesidades concretas. Ademds, estas actividades pueden ser agrupadas por el
docente en colecciones llamadas libros, de tal manera que éste pueda presentarle

al alumno varias actividades agrupadas por temdtica. Todas estas tareas pueden ser
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trabajadas por los alumnos individualmente o se podrian frabajar de manera grupal
en clase.

Por ofro lado, Geogebra incorpora una funcionalidad denominada Geogebra
Classroom. Esta consiste en que se puede generar una aula virtual a la cual los
alumnos se unen desde sus dispositivos y el profesor les asigna un conjunto de tareas.
El docente puede ver en tiempo real qué estdn haciendo sus alumnos y el grado de
realizacion de las actividades. Este es un tipo de funcionalidad excelente para las
clases en remoto.

Otra metodologia que puede ser implementada en el aula mediante recursos
tecnoldgicos es la ludificacién. En los Ultimos tiempos muchos docentes han creado
lo que se conoce como escape rooms educativos en que los que el alumno debe
resolver una serie de tareas matemdticas, normalmente juegos de I6gica. Estas tareas
suelen estar ambientadas con algun tipo de historia que sirve para darle realismo a
la historia. Para tal fin numerosos docentes utilizan la plataforma  Genially

(hitps://www.genial.ly/), que es una plataforma online accesible via web que

permite crear presentaciones interactivas por lo que pueden generarse escape
rooms a partir de preguntas que el alumno deberd responder para poder avanzar y

conseguir resolverlo.

2.5 Marco legislativo. La derivada en el curriculo

En esta seccion se lleva a cabo una descripcion de los documentos legislativos y
curriculares que regulan la educaciéon en Espana y su aplicacion a la ensenanza de
la asignatura Matemdaticas | de primero de Bachillerato de Ciencias, que es donde
se enmarca el curso sobre el que versa este trabajo. Toda unidad diddctica debe
estar disenada de acuerdo a los documentos que vamos a exponer, que son validos
para el curso 20/21.

La Ley Orgdnica 8/2013, de 9 de diciembre, para la mejora de la calidad educativa
(LOMCE) es el elemento base que regula los aspectos generales de la educacion en

Espana en todos los niveles, incluidos la ESO y el Bachillerato.
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https://www.genial.ly/

LOMCE

Ley orgdnica 8/2013, del 9 de diciembre, para la
Mejora de la Calidad Educativa

Curriculum bdsico estatal \/

Real decreto 1105/2014 del 26 de diciembre, por el
gue se establece el curriculo bdsico de la
Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato

Orden EDU/362/2015, de 4 de mayo, por la que se
establece el curriculo y se regula la implantacion,
evaluacioén y desarrollo de la educacién secundaria
obligatoria en la Comunidad de Castilla y Ledn

Figura 11 Documentos curriculares relativos a Castilla y Ledn (elaboracion propia)
En la orden ECD/65/2015 del 21 de enero se describen las relaciones entre |as

competencias, los contenidos vy los criterios de evaluaciéon tanto en la educacion
Primaria, en Secundaria y en Bachillerato. Asimismo, se definen las competencias
clave del curriculo, que son:

1. Comunicacion linguistica
Competencia matematica y competencias bdsicas en ciencia y tecnologia.
Competencia digital.
Aprender a aprender.

Competencias sociales y civicas.

o M N

Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor.
7. Conciencia y expresiones culturales.

El texto especifica que las competencias clave deben estar integradas en cada una
de las materias, si bien es esperable que unas asignaturas contribuyan mdas que otras
a diferentes competencias. La competencia mds especifica a la asignatura de
matemdticas seria la Competencia matemdtica y competencias bdsicas en ciencia
y tecnologia que el texto define en dos partes. La competencia matematica “implica
la capacidad de aplicar el razonamiento matemdatico y sus herramientas para

describir, interpretar y predecir distintos fendmenos en su contexto” (p. 6993) vy las
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competencias bdsica en ciencia y tecnologia “aquellas que proporcionan un
acercamiento al mundo fisico y a la interaccidon responsable con él desde acciones,
tanto individuales como colectivas, orientadas a la conservacion y mejora del medio
natural, decisivas para la proteccion y mantenimiento de la calidad de vida vy el
progreso de los pueblos” (p. 6993).

El curriculo bdsico a nivel estatal queda explicitado en el Real Decreto 1105/2014 del
26 de diciembre. Aqui se define el curriculo para todos los niveles de la ESO vy el
Bachillerato en sus tres modalidades: Ciencias, Humanidades y Ciencias Sociales, y
Arte. Ademds, es en este documento donde se citan los objetivos generales del

bachillerato:

a) Ejercer la ciudadania democrdtica, desde una perspectiva global, y adquirir
una conciencia civica responsable, inspirada por los valores de la Constitucion
espanola asi como por los derechos humanos, que fomente la corresponsabilidad
en la construccion de una sociedad justa y equitativa. b) Consolidar una madurez
personal y social que les permita actuar de forma responsable y autbnoma y
desarrollar su espiritu critico. Prever y resolver pacificamente los conflictos
personales, familiares y sociales.

c) Fomentar la igualdad efectiva de derechos y oportunidades entre hombres y
mujeres, analizar y valorar criticamente las desigualdades y discriminaciones
existentes, y en particular la violencia contra la mujer e impulsar la igualdad real y
la no discriminacion de las personas por cualquier condicidn o circunstancia
personal o social, con atencion especial a las personas con discapacidad. d)
Afianzar los hdabitos de lectura, estudio y disciplina, como condiciones necesarias
para el eficaz aprovechamiento del aprendizaje, y como medio de desarrollo
personal.

e) Dominar, tanto en su expresion oral como escrita, la lengua castellana y, en su
caso, la lengua cooficial de su Comunidad Auténoma.

f) Expresarse con fluidez y correccion en una o mds lenguas extranjeras.

g) Utilizar con solvencia y responsabilidad las tecnologias de la informacién y la
comunicacion.

h) Conocer y valorar criticamente las realidades del mundo contempordneo, sus

antecedentes histéricos y los principales factores de su evoluciéon. Participar de
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forma solidaria en el desarrollo y mejora de su entorno social.

i) Acceder alos conocimientos cientificos y tecnolégicos fundamentales y dominar
las habilidades basicas propias de la modalidad elegida.

i) Comprender los elementos y procedimientos fundamentales de la investigacion
y de los métodos cientificos. Conocer y valorar de forma critica la contribucion de
la ciencia y la tecnologia en el cambio de las condiciones de vida, asi como
afianzar la sensibilidad y el respeto hacia el medio ambiente.

k) Afianzar el espiritu emprendedor con actitudes de creatividad, flexibilidad,
iniciativa, trabajo en equipo, confianza en uno mismo y sentido critico.

) Desarrollar la sensibilidad artistica y literaria, asi como el criterio estético, como
fuentes de formacion y enriquecimiento cultural.

m) Utilizar la educacién fisica y el deporte para favorecer el desarrollo personal y
social.

n) Afianzar actitudes de respeto y prevencion en el dmbito de la seguridad vial

Estos objetivos generales de Bachillerato deben trabajarse de forma transversal
desde todas las asignaturas, incluida Matemdaticas, por lo que es labor del docente
el incluir elementos y actividades que las fomenten dentro de su prdctica diaria.
Finalmente, tenemos la normativa que regula la educacion en el dmbito de la
comunidad autbnoma, en nuestro caso Castilla y Ledn, y que concreta el curriculo,
la organizacion de las ensefianzas y ofros aspectos. Esta viene recogida en la Orden
EDU/362/2015, de 4 de mayo. En la introduccion a la asignatura de matematicas,
vdlida tanto para primero como para segundo de Bachillerato de Ciencias, se
describen una serie de objetivos generales de las matemdticas en este periodo. De
ellos, destacan:

a) La resolucion de problemas vy los proyectos de investigacidon constituyen ejes
fundamentales de la materia.

b) Las matemdaticas deben ayudar a adquirir un hdbito de pensamiento que
permita establecer hipdtesis y contrastarlas, elaborar estrategias de
resolucidén de problemas y ayudar en la toma de decisiones adecuadas,
tanto en la vida personal como profesional.

c) Los nuevos conocimientos que deben adquirirse tienen que apoyarse en los
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ya conseguidos.

d) Es prioritario realizar distintos tipos de actividades, que permitan la asimilacion
de contenidos de forma progresiva.

e) El uso de la historia de las matematicas para infroducir contenidos favorece
el acercamiento de los alumnos a situaciones reales planteadas en diferentes
momentos.

El curriculo establece cinco bloques interrelacionados: Procesos, métodos vy
actitudes, NUmeros y Algebra, Andlisis, Geometria, y Estadistica y Probabilidad. El
primero de ellos es un blogque de cardcter transversal y abarca conocimientos como
son la resolucion de problemas, los métodos de demostracion en matemdaticas, el
razonamiento matemadtico o la elaboracion e interpretacion de grdficas.

La derivada aparece por primera vez en primero de Bachillerato, tanto en la
modalidad de Ciencias como en la de Humanidades y Ciencias Sociales. En el
curriculo de Ciencias, se ubica dentro del bloque de Andilisis y el curriculo de Castilla
y Ledn cita para ella los siguientes contenidos para la asignatura de Matemdticas |
en el Bachillerato de Ciencias:

a) Derivada de una funcidn en un punto.

b) Derivadas laterales.

c) Interpretacion geomeétrica de la derivada de la funcidén en un punto. Recta
tangente y normal.

d) Funciéon derivada.

e) Cdlculo de derivadas. Regla de la cadena.

f) Representacién grdfica de funciones: dominio, recorrido, simetrias,
monotonia, extremos relativos y absolutos, curvatura, puntos de inflexion,
asintotas y periodicidad.

En el contenido f) se abarca contenido que no es estrictamente de la unidad
diddctica, sino contenido previo que se ha debido cubrir en las unidades diddcticas
de funciones y de funciones elementales.

A modo comparativo, los contenidos para la asignatura homologa en el Bachillerato
de Ciencias Sociales (denominada Matemdaticas Aplicadas a las Ciencias Sociales 1)
son:

a) Tasa de variacion media y tasa de variaciéon instantdnea.
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b) Aplicaciéon al estudio de fendmenos econdmicos y sociales.

c) Derivada de una funcién en un punto

d) Interpretacién geométrica. Recta tangente a una funcién en un punto.

e) Crecimiento de una funcidn en un punto y en un intervalo.

f) Funcidon derivada.

g) Reglas de derivacion de funciones elementales sencillas que sean suma,
producto, cociente y composicién de funciones polindbmicas, exponenciales
y logaritmica

Como se puede comprobar, hay varias diferencias. Por ejemplo, en Ciencias no se
incluye la tasa de variacion media e instantdnea, pese a que todos los libros de texto
analizados en el punto tercero del trabajo dedican varias pdginas a este contenido.
En Ciencias Sociales el cdlculo de derivadas estd limitado a un reducido conjunto de
funciones, mientras que en Ciencias es mds amplio (no se explicita en el curriculum).
Ademds, en Ciencias Sociales si se incluye la aplicacion de la derivada a otros
dmbitos, lo cual suele materializarse en problemas de optimizacién en contextos de
econdmicos y de empresa. Por el contrario, en Ciencias no se indican en el curriculo
contenidos sobre la aplicacién de la derivada a ningun dmbito fuera de las
matemadticas. Ademdas, en Ciencias se incluya la representacion grafica de funciones
entre los contenidos mientras que en Ciencias Sociales este contenido no aparece
hasta segundo.

También, se establecen dos criterios de evaluacion:

1. Aplicar el concepto de derivada de una funcidbn en un punto, su
interpretaciéon geométrica y el cdlculo de derivadas al estudio de fendmenos
naturales, sociales o tecnoldgicos y a la resolucién de problemas geométricos.

2. Estudiary representar graficamente funciones obteniendo informacién a partir
de sus propiedades y extrayendo informacién sobre su comportamiento local
o global.

Ademds, estos criterios de evaluacidon quedan concretados en una serie de
estdndares de aprendizaje evaluables, que definirdn los resultados de aprendizaje
del alumno y concretan lo que éste debe saber hacer:

a) Calcula la derivada de una funciéon usando los métodos adecuados vy la

emplea para estudiar situaciones reales y resolver problemas (Concreta el
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criterio de evaluacion 1).

b) Deriva funciones que son composicion de varias funciones elementales
mediante la regla de la cadena (Concreta el criterio de evaluacion 1).

c) Determina el valor de pardmetros para que se verifiquen las condiciones de
continuidad y derivabilidad de una funcién en un punto (Concreta el criterio
de evaluacion 1).

d) Representa grdficamente funciones, después de un estudio completo de sus
caracteristicas mediante las herramientas bdsicas del andlisis (Concreta el
criterio de evaluacion 2).

e) Utiliza medios tecnolégicos adecuados para representar y analizar el
comportamiento local y global de las funciones (Concreta el criterio de
evaluacion 2).

En segundo de Bachillerato se trabajan los mismos contenidos acerca de la derivada
que en primero y se anaden una serie de contenidos nuevos que no aparecen en
primero, que son:

a) Derivada de la funcion inversa.

b) Teoremas de Rolle y del valor medio.

c) Laregla de L'Hopital. Aplicacion al cdlculo de limites.

d) Aplicaciones de la derivada: problemas de optimizaciéon

El curriculo espanol es un curriculo en espiral de esta manera en cada curso se revisa
el contenido previo, incrementando la dificultad de manera progresiva y siempre
relacionando los nuevos contenidos con los que ya el alumno conoce. Todos los
nuevos contenidos siempre estdn vinculados, en mayor o menor medida, con
contenidos de cursos previos. Si bien en el caso de la derivada se infroduce por
primera vez en primero de Bachillerato, ya desde primero de la ESO existe un bloque
de Funciones en el curriculo (en Bachillerato este bloque es denominado Andlisis) en
el que se infroducen de manera paulatina todos los conocimientos que asientan la
base del frabajo con funciones y que llevan de manera natural a la infroduccion de
la derivada. Ademds, previo al tema de derivadas, de acuerdo al curriculo se deben
cubrir un conjunto contenidos esenciales para poder entender la derivada y trabajar
con ella, asicomo el concepto de limite, que es infroducido en este curso por primera

vez. Dichos contenidos son:
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Funciones reales de variable real

Funciones bdsicas: polindmicas, racionales sencillas, valor absoluto, funciones
con radicales, frigonométricas y sus inversas, exponenciales, logaritmicas.
Funciones definidas a trozos y funciones peridédicas.

Operaciones y composicidon de funciones. Funciéon inversa. Funciones de
oferta y demanda.

Concepto de limite de una funcion en un punto y en el infinito. Cdlculo de
limites. Limites laterales. Indeterminaciones. Comportamiento asintdtico de
una funcién: asintotas y ramas infinitas.

Continuidad de una funcidén. Estudio de discontinuidades
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3. Andlisis comparativo de libros de texto de matemdtica

3.1 Motivacién del andlisis y estudios previos

El libro de texto es uno de los materiales didacticos mdas importantes y que suele estar
presente, en mayor o menor medida, en muchas las aulas de matemdticas. En el
caso de matemdaticas, son a la vez un organizador de contenidos y un repositorio de
tareas. Por ello el libro de texto puede influir notablemente tanto en los contenidos
gue realmente se imparten en un aula como en el estilo pedagdgico. Se acepta que,
enla prdctica, influye mds que los propios documentos del curriculum ya que muchas
veces es el propio contenido del libro de texto el que el docente decide impartir.
Existen varios niveles de uso del libro de texto, segun el docente; algunos lo utilizan
como guia completa del curso, tanto para teoria como para tareas, ofros lo emplean
como repositorio de tareas, proporcionando al alumno todo el contenido tedrico
elaborado por ellos mismos y ofros no lo emplean en absoluto en clase y lo dejan
como manual de consulta adicional para el alumno (Arce, Conejo, & Munoz, 2019).
Debido a la relevancia del libro de texto, éste estd empezando a ser objeto de
investigacion por parte de la diddctica de la matemdatica. En (Ortega & Monterrubio,
2009) se propone un modelo de valoracion de libros de texto de matematicas segun
diversos indicadores: objetivos, contenidos, conexiones, actividades, metodologia,
lenguaje, ilustraciones, motivacién, tecnologias de la informaciéon y de la
comunicacion, evaluacion, enfatizaciéon, aspectos formales, recursos generales y
entorno. A cada uno de estos indicadores el docente debe asignarles una
ponderacion, segin su valoracion personal de relevancia, y se obtendrd una
calificacién final que un departamento de matemdticas de un centro puede utilizar
para escoger el libro de texto a ufilizar.

En (Vargas, Fernandez-Plaza, & Ruiz-Hidalgo, 2020) se lleva a cabo una investigacion
acerca de las tareas propuestas en varios libros de texto en el tema de derivadas de
1° de Bachillerato y se clasifican éstas segun el contenido al que hacen referencia,
los sistemas de representacion que utilizan, el tipo de funcién involucrada en la
derivada y la demanda cognitiva de la tarea, entre otros indicadores. Este estudio,
que abarco el libro de texto de cinco editoriales (SM, Anaya, Edelvives, Santillana y

Bruno) llegd alas siguientes conclusiones acerca de las tareas del tema de derivadas:
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e La mayor parte de las tareas se presentan en una sifuacidon puramente
matemdtica y una pequena cantidad (inferior al 5%) en una situacion fisica.
e La mayor parte de las tareas, mds del 70% en todos los casos, son tareas de
nivel de demanda cognitiva dos, procesos sin conexion. Las tareas de hacer
matematicas, nivel cuatro, son muy escasas, menos del 2%.
e Sobre las capacidades fomentadas, en todos los casos la capacidad mds
fomentada era el trabajo algoritmico con operaciones simbdlicas (mds del
80%). La representacion grafica y la argumentacion aparecen con mucha
menor frecuencia en las tareas, menos del 17% y 25% respectivamente.
e Sobre el tipo de funcion utilizado en las tareas, mds del 50% de las tareas
utilizan funciones polindmicas.
También el libro de texto ha sido objeto de investigaciéon histérico, analizdndose su
evolucién en distintos apartados a lo largo del tiempo. En (Conejo, Arce, & Ortega,
2015) se lleva a cabo una investigacion en la que se analiza como ha evolucionado
el esquema de prueba de dos teoremas de derivabilidad: el Teorema de Rolle y el
del valor medio. En dicho estudio se concluye que, si bien la presencia de la
demostracion no ha disminuido (al menos para los teoremas v libros estudiados), si se
ha ido perdiendo formalismo y pasos en las demostraciones a lo largo del tiempo en
favor de justificaciones mds de tipo explicativo orientadas a que el alumno
comprenda la situacion.
Oftro estudio que ha analizado la evolucion del contenido de los libros de texto a lo
largo del fiempo es el llevado a cabo en (Conejo, Arce, & Ortega, 2014). En concreto
los autores analizan cémo ha evolucionado la presencia vy tipo de los esquemas de
prueba de las reglas de derivacion.
La lectura de estos estudios me ha permitido conocer cémo es una investigacion de
andlisis de contenido de libros de texto y su relevancia dentro del estudio de la
diddctica de la matemdtica, ya que es un recurso que influye fuertemente en la
prdctica docente. De esta maneraq, si se quiere analizar cémo es la prdctica docente
se debe analizar como es el libro de texto que se usa en ese contexto académico,
tanto su teoria como las actividades que propone. En el andlisis que llevaré a cabo
en el siguiente punto abarcaré toda la unidad diddactica de derivadas y sus

aplicaciones, tanto la parte de teoria como las actividades, mientras que los estudios
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citados se centraban, con mucha mdas profundidad, en sélo una parte, como
pueden ser las reglas de derivacion, las demostraciones o las actividades. Ademds,
los libros utilizados en el estudio estdn siendo utilizados actualmente en multitud de
centros de Castilla y Ledn. Respecto a las actividades, espero obtener conclusiones
similares a las del estudio de (Vargas, Fernandez-Plaza, & Ruiz-Hidalgo, 2020) al ser
libros redactados de acuerdo al mismo curriculo y leyes a los tres que se analizan en

los puntos siguientes de este trabagjo.

3.2 Marco teodrico del Andlisis de los libros de texto

En este apartado se llevard a cabo un andlisis de contenido de fres libros de texto
ampliamente utilizados en Espana. Dos de ellos son libros son comerciales, uno
editado por Anaya (Colera, Oliveira, Colera, & Santaella, 2016) y otro editado por
Oxford University Press (Bescds & Zoila, 2015). Son, junto al de la editorial SM (al cual
no he tenido acceso), los libros de matemdticas de primero de Bachillerato mds
vendidos en la plataforma Amazon. Ademds, El tercero, editado por la plataforma
Marea Verde estd disponible de manera gratuita online (Apuntes Marea Verde, 2021)
y algunos docentes que no desean obligar a sus alumnos a adquirir un libro de texto
utilizan este libro en sus clases. Se analizard solo el fema de derivadas y sus
aplicaciones, que en el libro de Oxford es el capitulo once, en el de Anaya el doce
y en el de Marea Verde el ocho.

En andlisis de contenido es una técnica de investigacion cuya finalidad es obtener
informacion de una comunicacion, escrita o de ofra naturaleza, mediante una
descripcion analitica del contenido que ha de ser sistemdatica, objetiva, replicable y
vdlida. En palabras de Bardin es “un conjunto de técnicas de andlisis de
comunicaciones tendente a obtener indicadores (cuantitativos o no) por
procedimientos sistemdticos y objetivos de descripcion del contenido de los
mensajes, permitiendo la inferencia de conocimientos relativos a las condiciones de
produccion/recepcion (variables inferidas) de estos mensajes” (Bardin, 1996).

En este caso vamos a dividir el estudio en tres partes, primero se analizard la unidad
diddctica en su conjunto (punto 3.3), siguiendo varios de los indicadores descritos en
(Ortega & Monterrubio, 2009), en el siguiente punto se estudiardn las reglas de
derivacion presentes en estos tres libros de texto (punto 3.4) y después, finalmente, se
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hard un estudio de las actividades de acuerdo al marco tedrico descrito en punto
2.3 de este frabajo (punto 3.5).

Respecto al contenido de la parte de exposicion de teoria de la unidad didactica,
primero se hard una descripcidon pormenorizada de esta, punto por punto. A
continuacién, para cada uno de los tres libros, en el apartado Adecuacion a
Objetivos y Contenidos, se analizan los aspectos recogidos en la tabla, basados en

los expuestos en (Ortega & Monterrubio, 2009) pero reducidos y simplificados:

Tabla 3 Elementos a analizar de la parte de teoria de los libros de texto

Si el libro abarca todos los contenidos y permite alcanzar los estGndares de
aprendizaje evaluables previstos en la orden EDU/363/2015 del 4 de mayo para

Castilla y Ledn

Como se explica la teoria. Si dicha exposicion tedrica es completa, correcta y

suficiente

Si se presenta una motivacion a la introduccion de un concepto

Si se ofrecen demostraciones de los resultados

Sila teoria se acompana de grdficas para ayudar a la comprension

Como es el lenguaje utilizado

Si existen conexiones con otros dmbitos, como la historia de la matemdadtica, la

fisica o la economia

Si se intenta motivar al alumno mediante curiosidades, juegos o humor

Si se fomenta el uso de elementos tecnoldgicos como pueda ser Geogebra,

Desmos o aplicaciones similares.

Si se tfratan temas fransversales

Se concluye con una peguena opinidn en base a lo recogido en los puntos

anteriores

Los resultados de esta parte del andlisis se describen en el punto 3.3 y sus
subapartados.

El siguiente paso en el andlisis, que puede enconfrarse en el 3.4, consiste en llevar a
cabo un andlisis de las reglas de derivacion. El cdiculo de funciones derivadas de

forma simbdlica a partir de estas reglas suele ser lo que mds se trabaja en el aula 'y,
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a su vez, lo que mads suele ser evaluado, por lo tanto es esencial que el libro de texto

proporcione toda la informacién necesaria.

El objetivo de este andlisis consiste en ver si:

Se presenta la regla de derivacion para cada funcién elemental.
Se lleva a cabo la demostracion de esta regla y, en caso afirmativo, como es
esta demostracion (axiomdatica, inductiva o grafical).

Se incluye un ejemplo en los casos en los que esto tenga sentido.

Por Ultimo, en el punto 3.5 se lleva a cabo un andlisis de las tareas propuestas. El

marco tedrico se expuso en el punto 2.3. En este apartado clasificaremos las tareas

de acuerdo a:

El nivel de demanda cognitiva segun el marco de Smith&Stein.

El tipo de formato en el que se presentan los datos del problema, que puede
ser verbal, simbdlico, tabular o visual.

El contexto en el que se enmarca la tarea, que puede ser real, realista,
fantasiosa o matemdtica.

Si los datos del enunciado son los estrictamente necesarios o si se presentan
datos superfluos.

Sila tarea tiene una Unica solucidn cerrada o si, por el contrario, se permite un

final abierto con mds de una soluciéon vdlida.

3.3 Andlisis del contenido tedrico de los libros de texto
3.3.1 Libro de texto de la editorial Oxford

Descripcion de los contenidos tedricos de la unidad didactica de derivadas

1.

3.

Intfroduccién contextual (1 pdging). Realiza una introduccién a la derivada

con la contextualizacién de una carrera de motociclismo. Presenta la
velocidad instantdnea como la velocidad media entre dos instantes muy
Proximos.

Ejercicios de repaso de unidades anteriores (1 pdgina) Se cenfra en

conceptos previos que serdn de utilidad en esta unidad diddctica, como las
ecuaciones de la recta y el concepto de limite.

Tasa de variacidon media (1 _pdgina) Presenta el concepto de tasa de

variacion media utilizando un simil de la fisica y a continuacion de la definicion

formal, acompandndolo de una grdfica. Incluye una actividad resuelta para
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10.

mostrar al alumno cémo aplicar estos conceptos en un problema situado en
un contexto de fisica.

Tasa de variacién instantdnea (1 pdgina) Presenta el concepto de manera

informal a partir de otro simil con las carreras de automocion y después da la
definicion formal, utilizando dos definiciones distintas. Introduce la derivada
mediante la vision cinemdtica de la misma a partir de la velocidad
instantdnea.

Derivada de una funcidén en un punto (2 pdginas) Presenta la definicion de

derivada en un punto y su interpretacion geométrica mediante dos grdficas,
asi como fres actividades resueltas en las que se calcula la derivada en un
punto mediante la definicién.

Derivadas laterales (2 pdginas). Presenta la definicion de derivadas laterales y

lo acompana de tres grdficas para ilustrar tres casos en los que la funcién no
es derivable en un punto. Incluye tres actividades resueltas sobre derivadas
laterales y las acompana de tfres graficas parailustrar el concepto.

Recta tangente y normal (2 pdginas): Proporciona las definiciones de recta

tangente y normal a partir de la derivada en un punto y la ecuacion punto
pendiente de la recta, proporciona las férmulas que el alumno ha de usar
para calcularlas. Incluye dos actividades resultas para mostrar el alumno el
procedimiento de cdlculo de estas dos rectas.

Continuidad y derivabilidad (2 pdginas) Afirma que si una funcién es derivable

en un punto es confinua en ese punto y presenta una demostracion
axiomdtica. No habla del contrarreciproco. Incluye dos actividades resueltas
sobre derivabilidad de funciones definidas a trozos e incluye grdficas en
ambos para ilustrar el concepto.

Concepto de funcidn derivada (media pdqgina). Ofrece la definicidn de

funcion derivada y propone un ejemplo de cdémo calcular la derivada de una
funcion usando la definicion.

Cdlculo de la derivada mediante reglas de derivacion (3 pdginas y media):

Presenta las reglas de derivacion de las funciones elementales, asi como las
reglas de derivacion de la suma, producto y cociente de funciones y el

producto de una funcién por una constante.
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11.

12.

13.

14

15.

16.

Derivada de la funcidén compuesta. Regla de la cadena (1 pdgina). Cita las

condiciones de uso y la definicién de regla de la cadena.

Derivadas sucesivas (2 pdginas) Define la segunda, tercera y sucesivas

derivadas y realiza una conexidén con la fisica, indicando que si se tiene el
espacio recorrido como funcién del tiempo, la primera derivada indica la
velocidad del moévil y la segunda su aceleracién. Incluye una actividad
resuelta ilustrada con cuatro grdficas que ilustran la primera y segunda
derivada de una funcion.

Crecimiento y decrecimiento de una funcion. Maximos y minimos (2 pdaginas):

Muestra las condiciones para que una funcidon sea creciente/decreciente en
un punto o en un intervalo y las condiciones para que exista un extremo
relativo usando la primera y segunda derivada. Ademds incluye como
actividades resueltas dos ejercicios en los que se calculan los intervalos de
crecimiento y decrecimiento y los extremos relativas y se sistematizan los pasos
que el alumno ha de seguir para resolver este tipo de ejercicios que son muy

habituales en primero y segundo de Bachillerato.

. Concavidad y convexidad (2 pdginas): Muestra las condiciones que tiene

que cumplir una funcidén para ser cbncava o convexa en un intervalo a partir
de la segunda derivada y la condicion para la existencia de un punto de
inflexién utilizando la segunda y tercera derivada. Incluye una actividad
resuelta en la que se sistematizan los pasos que el alumno debe seguir para
calcular los intervalos en los que una funcidn es cOncava/convexa.

Representacidn de funciones polindmicas v racionales (4 pdginas): En este

apartado solo se trabaja la representacion de funciones polindbmicas vy
racionales sencillas a partir de su expresion analitica. Se muestra el conjunto
de pasos que el alumno debe seguir y en qué caracteristicas se ha de fijar. Se
incluyen tres actividades resueltas en las que se ejemplifican estos pasos.

Optimizacion de funciones (1 pdgina): Se explica qué es un problema de

optimizacion desde el punto de vista matematico, sin exponer ejemplos de
por qué este tipo de problemas son muy relevantes en muchos contextos
reales y de ofras ciencias. Se incluye una actividad resuelta con un problema

de tipo geométrico.
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17. Ejercicios y problemas resueltos (4 pdginas): Ofrece cinco ejercicios resueltos

paso a paso de cinco ejercicios tipo: cdiculo de la recta tangente, calcular
pardmetros para que una funcion sea continua y derivable en toda la recta
real, estudio del crecimiento y decrecimiento de una funcién y su curvatura,
determinacion de una funcidén polinbmica a partir de sus caracteristicas y
representacion de funciones.

18. Tareas propuestas (5 pdginas): Propone un total de 71 actividades (a las que

habria que anadir 48 adicionales que venian incluidas en la parte tedrica),
clasificadas el contenido al que hacen referencia y con una clasificacion de
dificultad de uno a tres. Ademds, ofrece la solucidn en la mayoria de los casos.

19. Autoevaluacion (1 pdgina): Ofrece al alumno nueve actividades de

autoevaluacion y una lista de criterios de evaluacién para que el alumno

reflexione si es capaz de cumplirlos.

Adecuacién de Objetivos y Contenidos

El libro de texto de Oxford ofrece la teoria como un conjunto de resultados y férmulas
y delega en el docente la tarea de explicarlas y demostrarlas. Los resultados vy
formulas mds relevantes estdn resaltados en recuadros. No se lleva a cabo una
explicacion profunda de los conceptos ni se ofrece una motivaciéon a su infroduccidén
o ala necesidad de que estos existan. Sin embargo, acompanando a la teoria si que
incluye multitud de grdficas de buena calidad para que el alumno pueda razonar el
porqué de los conceptos que estdn siendo expuestos. El lenguaje utilizado en la parte
de teoria es impersonal, conciso y sin ambigledades ni adornos. Sin embargo, las
actividades resueltas estdn escritas en primera persona del plural y utiliza un lenguaje
mds cercano al alumno, para intentar indicar a éste cdmo debe expresarse cuando
resuelva tareas similares, ademds, es muy sistemdtico a la hora de resolver estas
tareas para intentar asi inculcar al alumno un sentido de orden y de claridad. Estos
ejercicios resueltos de tipo algoritmico estdn encaminados a familiarizar al alumno
con la teoria, para que sepa aplicar las formulas y procedimientos mostrados en esta
parte.

El libro practicamente no ofrece conexiones con ofros dmbitos, salvo alguna con la

fisica, concretamente con la cinemdtica, pero esta es testimonial. De la misma
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forma, tampoco se ofrece una infroduccidn histérica al concepto ni se menciona la
historia de las matemdticas en ningun momento.

Respecto alos contenidos, estdn presentes todos los requeridos por el curriculo en la
orden EDU/363/2015 del 4 de mayo para Castilla y Ledn. De hecho, incluso supera los
contenidos requeridos por dicho curriculo dado que el contenido de optimizacion
de funciones no aparece en primero de Bachillerato (si en segundo), aunque bien es
cierto que es una consecuencia directa del estudio de mdximos y minimos de una
funcién y que todos los libros de texto analizados lo incluyen.

Respecto a la adecuacién del libro para superar los criterios de evaluacion, no
proporciona los recursos para alcanzar el primero de ellos “Aplicar el concepto de
derivada de una funcién en un punto, su interpretacion geométrica y el cdiculo de
derivadas al estudio de fendmenos naturales, sociales o tecnoldégicos y a la
resolucién de problemas geométricos”, dado que no propone tareas aplicadas a
esos fendmenos naturales sociales o tecnoldgicos.

Por otro lado, tampoco ofrece contenido para el cumplimiento de uno de los
estdndares de aprendizaje evaluables, concretamente: “Utiliza medios tecnoldgicos
adecuados para representar y analizar el comportamiento local y global de las
funciones”, dado que no se hace referencia a ningun software de representacion
grdfica de funciones como pudiera ser Geogebra o Desmos. Esto es algo que el
docente deberia impartir valiéndose de otros recursos.

Oxford no ofrece elementos de motivaciéon mediante humor, juegos. Tampoco
ofrece ilustraciones mas alld de las graficas de funciones para ilustrar los conceptos
de teoria.

No ofrece ningun tipo de tratamiento de temas transversales, se centra en lo
puramente matemdtico.

En resumen, el libro de Oxford es un buen libro de texto silo que desea el docente es
que los alumnos tengan una guia de referencia para los conceptos y férmulas y una
amplia coleccién de ejercicios para comprender dicha teoria. Todas las lagunas que

este libro presenta pueden y deben ser solventadas por el docente.
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3.3.2 Libro de texto de la editorial Anaya

Descripcion de los contenidos tedricos de la unidad didactica de derivadas

1.

Infroduccién (2 pdginas) Lleva a cabo una intfroduccion desde el punto de

vista histérico con Newton y Leibnitz como protagonistas. Propone una
actividad introductoria ambientada en un contexto de fisica cinematica.

Tasa de variacidon media (1 pdgina): Acompana la definicion del concepto

con una grdfica. Incluye dos actividades resueltas para familiarizar al alumno
con el cdlculo de la tasa de variacion media.

Concepto de derivada en un punto (1 pdgina): Define el concepto de

derivada en un punto de manera grdfica como la pendiente de la recta
tangente. Define recta tangente como la recta secante entre dos puntos
infinitamente préoximos. Acompana la explicacion de 4 graficas.

Obtencidn de la derivada a partir de la expresion _analitica (2 pdgina):

Presenta la definicion de derivada en un punto y ofrece dos formulas para
calcularla. Ademas, presenta los pasos de cémo hacer dicha derivada en un
punto, tanto de forma general como con un ejemplo y grdficamente. Incluye
dos actividades resueltas en las que se calcula la derivada en varios puntos y
se proporciona la grdéfica de las funciones para que el alumno pueda
relacionar el valor de la derivada en un punto con la gréfica de la funcion

Funcién derivada (2 pdginas). Presenta la definicion de funcidén derivada vy

algunas nociones de nomenclatura y notacién. Incluye una actividad resuelta
qgue muestra al alumno cémo calcular la funcidn derivada segun la definicion.

Cdlculo de la derivada mediante reglas de derivacion (3 pdginas): Presenta

las reglas de derivacion de las funciones elementales, asi como las reglas de
derivacion de la suma, producto y cociente de funciones y el producto de
una funcién por una constante, incluyendo dos actividades resueltas como
varios ejemplos de cdlculo de derivadas segun estas reglas.

Derivada de la funcidn compuesta. Regla de la cadena (1 pdging): Presenta

la regla de la cadena para los casos de dos y tres funciones y tres ejemplos de
uso.

Derivada de una funcidon en un punto. Cdlculo de la recta tangente y normal

(1 pagina): Proporciona las ecuaciones punto pendiente de la recta tangente
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10.

1.

12.

13.

y normal a una funcién en un punto, incluyendo una tarea resuelta sobre
como hacerlo.

Obtencidn de los puntos singulares de una funcidén (media pdgina): Define los

puntos singulares de la funcidén como aquellos en los que la primera derivada
es 0, pero no diferencia entre maximos y minimos ni ofros casos. Incluye una
actividad resuelta de coémo calcular estos puntos singulares en una funcion
polindmica y en esta tarea le indica al alumno que puede conocer si un punto
singular es méximo o minimo en funcién de si en ese punto la funcién pasa de
creciente a decreciente o viceversa, pero no hace alusion a la segunda

derivada.

Optimizacion de funciones (Media pdginag): Explica qué es un problema de
optimizacion y como hacerlo desde el punto de vista matematico. No incluye
ninguna actividad resuelta de cémo hacerlo en un problema situado en algun
contexto.

Cdlculo de limites de funciones mediante la regla de L'Hopital (1 pdgina):

Enuncia la regla de L'Hbpital, en qué casos puede ser aplicada y cémo
hacerlo. Se incluyen dos ejemplos de cémo resolver indeterminaciones de
limites utilizdndola.

Representacidon de funciones polindmicas vy racionales (4 pdginas): Se

muestran los pasos que el alumno ha de seguir y los elementos que debe tener
en cuenta para representar funciones polindmicas y racionales sencillas,
acompanando la explicacion de tres actividades resueltas para las funciones
polindbmicas y dos para las racionales.

Ejercicios y problemas resueltos (5 pdginas): Ofrece doce ejercicios resueltos

pPAso a paso, algunos con varios apartados, de los ejercicios tipo de la unidad
diddctica: cdlculo de la derivada segun la definicion, uso de las reglas de
derivacion, cdlculo de la recta tangente a una funcién en un punto, cdlculo
de la recta tangente a una funcion que es paralela a ofra recta, cdiculo de
los puntos en los que la recta tangente es horizontal, cdlculo de los
coeficientes de una funcién polindbmica para que tenga un punto singular
concreto, cdlculo de los intervalos de crecimiento y decrecimiento, problema

de optimizacién, y fres tareas de representacion de funciones. Ademds, por
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cada gjercicio resuelto propone uno muy similar para que el alumno lo trabaje.

14. Ejercicios y problemas guiados (1 pdgina): Ofrece cinco tareas que no estdn
resueltas, pero si estdn indicados los pasos que el alumno debe seguir. Ofrece
la solucién de éstas para que el alumno verifique su trabajo.

15. Tareas propuestas (5 pdginas y media): El libro de texto de Anaya propone 87

ejercicios y problemas de diversas dificultados, aunque dicha dificultad no
estd explicitada como en el caso de Oxford. Hay cinco actividades de nivel
cognitivo cuatro que si estdn marcadas, dentro de la seccién “Para
profundizar”. Las actividades estan clasificadas segun el contenido al que

pertenecen y no se ofrece soluciones de ninguna de ellas.

16. Autoevaluacion (media pdgina): Son once tareas que el libro marca como
representativas para verificar los conocimientos del alumno. Se ofrece la
resolucién de estas tareas en la plataforma online.

17.Evaluacion del blogue de andlisis (1 pdagina): Ofrece veinte tareas para

evaluar el blogue de andlisis al completo, dado que la unidad diddctica de
derivadas es la Ultima de dicho bloque. Se ofrecen soluciones a estas tareas

en la plataforma online.

Adecuacidén de Objetivos y Contenidos y opinién

El libro de texto de Anaya ofrece unas explicaciones de la teoria muy claras y
completas. Ademds, estdn siempre acompanadas de varias grdficas de gran
claridad que ilustran muy bien el concepto que se estd estudiando. Ademds, ofrece
versiones dindmicas de las graficas e ilustraciones en Geogebra desde la plataforma
online del libro. El libro estd escrito en primera persona del plural y ofrece un lenguaje
cercano al alumno, es menos formal que el libro de Oxford, pero a cambio un alumno
de Bachillerato encontrard que el de Anaya es mds fdcil de comprender y mds
ameno de seguir. Al igual que en el caso de Oxford no se llevan a cabo
demostraciones formales de los conceptos, pero si existe un mayor esfuerzo en este
libro por explicarlos y convencer al alumno de la ldgica tras el concepto.

Por otro lado, el libro de texto hace énfasis en la notacién de los conceptos de Ia
derivada y hace incisos sobre aquellos asuntos que considera pueden ser mds
problemdticos entre los alumnos. También suele incluir en recuadros en el margen
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elementos de teoria o formulas de otras unidades diddcticas que pueden ser
pertinentes para el concepto analizado y que considera que el alumno puede haber
olvidado.

Para cada concepto el libro propone al uno o dos egjercicios resueltos donde muestra
coémo aplicar las férmulas y resultados presentados en la teoria y el libro es bastante
completo en este aspecto, ya que ademds de ofrecer una tarea resuelta siempre
propone ofra similar al alumno para que compruebe su entendimiento.

Por ofro lado, Anaya si ofrece una aceptable introduccién histérica al concepto y
otra pequena introduccién conectada con la fisica, pero durante la unidad
diddctica no se hace alusibn a ninguna conexidn a elementos que no sean
puramente matemdaticos, salvo en alguna de las tareas propuestas que estdn

situadas en contextos de fisica o economia.

Respecto alos contenidos, estdn presentes todos los requeridos por el curriculo en la
orden EDU/363/2015 del 4 de mayo para Castilla y Ledn, excepto las derivadas
laterales, que no se mencionan. De hecho, incluso supera los contenidos requeridos
por dicho curriculo dado que los contenidos de optimizacién de funciones y la
resolucion de limites mediante la regla de L'Hopital no aparece en primero de
Bachillerato, aunque si en segundo. Los problemas de optimizacion, no obstante, si
suelen incluirse en todos los libros de texto de primero al ser una consecuencia directa
del cdlculo de mdaximos y minimos y es la manera mds comun de poder plantear
problemas basados en este concepto.

Respecto a la adecuacion del libro para superar los criterios de evaluacion, al igual
qgue en el caso de Oxford, fallaria en el primero de ellos “Aplicar el concepto de
derivada de una funcién en un punto, su interpretacion geométrica y el cdiculo de
derivadas al estudio de fendmenos naturales, sociales o tecnoldgicos y a la
resolucién de problemas geométricos”, dado que las tareas propuestas a tal fin son
minimas, por lo que esto el docente deberia solventar esta situacion proponiendo
tareas adicionales.

Por otro lado, acerca del tratamiento de funciones con herramientas digitales, si bien
lo hace en el propio libro si que ofrece actividades de Geogebra en su plataforma

online.
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Anaya no ofrece elementos de motivacidn mediante humor, juegos. Tampoco
ofrece ilustraciones mas alld de las graficas de funciones para ilustrar los conceptos
de teoria.

Aparte de lo mostrado en la infroduccién, no ofrece ningun tipo de tratamiento de
temas transversales, se centra en lo puramente matematico.

En resumen, el lioro de Anaya propone una mds que correcta exposicion de teoria,
acompanada de grdficos ilustrativos de gran calidad y una bateria de tareas
bastante completa, si bien, aligual que el libro de Oxford, falla en ofrecer mds tareas

conectadas con ofros dmbitos.

3.3.3 Libro de texto de Marea verde

Descripcion de los contenidos tedricos de la unidad didactica de derivadas

1. Introduccidén (media pdgina): Comienza realizando una breve introduccion

historica y unos ejemplos de uso de la derivada en el mundo cotidiano.

2. Actividad de intfroduccién al concepto de derivada (2 pdginas): Propone una

actividad, basada en una grdfica para que los alumnos descubran el
concepto de tasa de variacion media por si mismos a través de una actividad
situada en un contexto real.

3. Tasa de variacién media (1 pdgina): Da la definicidon de tasa de variacion y

tasa de variacidén media y lo enlaza con la recta secante entre dos puntos.
Acompana la teoria de tres pequenas actividades resueltas.

4. Tasa de variacion instantdnea (4 pdginas): Realiza la intfroduccion al

concepto, dando situaciones de la vida real en las que aparece el concepto
de manera natural y, mediante una actividad resuelta, realiza el cdiculo de la
tasa de variacion media tomando intervalos cada vez mds pequenos para
llegar asi a la tasa de variaciéon instantédnea. Conecta esto con la vida real
diciendo que es el procedimiento que usan los radares para calcular la
velocidad de los automoviles. Intenta hacer llegar al alumno al concepto de
derivada a partir de la vision cinemdatica de la misma, como la variacion
instantdnea del espacio por unidad de tiempo. Propone otras dos actividades
en las que se calcula la velocidad instantdnea mediante limites.

5. Derivada de una funcion _en un punto (3 pdginas): Da la definicion y
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10.

1.

12.

13.

14.

proporciona dos formulas para calcularla mediante limites, asi como cinco
grdficas que intentan dar al alumno la idea de derivada como pendiente de
la tangente. Proporciona dos actividades en las que se muestra cémo usar la
definicion de derivada.

Derivada por la derecha vy por la izquierda (2 pdginas): Da las definiciones

para calcular estas derivadas laterales y la condicion para que una funcién
sea derivable en un punto. Mediante una actividad resuelta se muestran al
alumno los casos en los que una funcion puede no ser derivable en un punto.

Funcion derivada (1 pdging): Se introduce el concepto, se explicita la

notacion y se dan dos ejemplos de cdlculo a partir de la definicién.

Reglas de derivacion (7 pdginas): Ofrece las reglas de derivacion que se
pueden ver en la tabla 1, en la mayoria de los casos acompanadas de su
demostracion y de ejemplos de cdiculo. Presenta la regla de derivacion
logaritmica, que no estd presente en los libros de Anaya y Oxford.

Aplicacion de la derivada: Recta tangente a una curva (Media pdging):

Presenta coémo obtener la recta tangente a una curva usando la ecuacion
recta punto-pendiente.

Aplicacion de la derivada: Interpretacion fisica de la derivada: Define la

velocidad como la derivada del espacio y la aceleracién como la derivada
de la velocidad. Utiliza la notacion diferencial, muy comun en fisica y presenta
un ejemplo de cdlculo.

Aplicacion de la derivada: Crecimiento y decrecimiento: Ofrece un método

para calcular cudndo una funcidn es creciente o decreciente en un intervalo
y presenta una demostracion.

Aplicacion de la derivada: Maximos y minimos: Presenta la definicion de

mdaximo y minimo de una funcion y cémo calcularlos a partir de la derivada,
presentando varios ejemplos de cémo hacerlo.

Personajes historicos relevantes (4 pdginas): Proporciona informacion de

personajes matemdticos relevantes a esta unidad diddctica como son
Newton, Leibnitz y Madame de Chatelet.

Tabla resumen de contenidos (1 pdagina): Ofrece al alumno una tabla con los

resultados mas relevantes, como las reglas de derivacion, las condiciones de
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MAaximos y minimos o la definicion de derivada.

15. Tareas propuestas (5 pdginas): Ofrece 45 tareas catalogadas como ejercicios
y quince como problemas, sin ofrecer solucidon a las mismas.

16. Autoevaluacidon (1 _pdgina): Son diez tareas que el liboro marca como

representativas para verificar los conocimientos del alumno.

Adecuacion de Objetivos y Contenidos

La primera impresidon que transmite el libro de Marea Verde es que, al no ser un libro
comercial, su presentacion es inferior a la de los otros libros analizados. La edicién es
menos profesional y las graficas, aungue numerosas y correctas, son de peor calidad
y resoluciéon. No obstante, su presentacion es buena y clara y es sencillo acceder y
encontrar los distintos contenidos

La exposicion de teoria es buena y ahonda mas en el porqué de los conceptos que
los otros dos libros analizados. Ademds, es el que mds demostraciones formales
proporciona con gran diferencia. Los resultados y férmulas mds importantes estan
resaltados en recuadros y hay hnumerosos ejercicios resueltos para cada concepto.
Ademds de indicar posibles usos de la derivada en varios dmbitos, al principio de la
unidad lleva a cabo una infroduccion al concepto de derivada con una actividad
que explora la relacidon entre el espacio, el tiempo vy la velocidad que hard que se
forme unaidea de tasa de cambio en la cabeza del alumno. Durante toda la unidad
diddctica continUa utilizando en las explicaciones de teoria y en las tareas esta
relacién entre la derivada y la cinemdtica. De todos es el que mds conexiones hace
con ofros dmbitos fuera de la matemdtica. Ademds, realiza una buena
contextualizacion histérica del concepto. Por lo tanto, a este nivel es el mejor de los
tres libros.

Cubre con creces los contenidos requeridos por EDU/363/2015 del 4 de mayo para
Castilla y Ledn, incluyendo algunos elementos adicionales como la técnica de
derivacion logaritmica, la notacién diferencial utilizada en fisica, la derivada de la
funciéon inversa o la optimizacién de funciones, todos ellos contenidos de segundo
de bachillerato (Excepto la notacion diferencial, que se trabaja en la asignatura de
Fisica) y que el autor del libro ha decidido incluir en el libro de primero para que los

alumnos ya lleguen familiarizados con estos contenidos a segundo de bachillerato.
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De nuevo, al igual que ocurridé con los otros dos libros de texto, no ofrece elementos
de motivacién como juegos, trucos de magia, ni humor. Las Unicas fotografias que
incluye el libro son las del apartado histérico, en las que se incluyen retratos de los
matematicos que han contribuido al desarrollo de la derivada. No se incluyen otro
tipo de ilustraciones.

Dado que este libro estd disponible de manera gratuita online, puede ser una buena
fuente de referencia y un repositorio de tareas para aulas en las que se decida no
adquirir un libro de texto comercial, dado que cumple con creces con los contenidos

especificados para este nivel.

3.4 Andlisis de las reglas de derivacion presentes en los libros de

texto

En la tabla 4 se resumen las reglas de derivacion. La nomenclatura es la siguiente: P
para indicar si esa regla estd presente o no, J para indicar si se presenta alguna
justificacion o prueba y E para mostrar si se presenta algun ejemplo de cdlculo. En los
Ccasos en que no tenga sentido presentar un ejemplo, se indicard con un guidén. Sobre
las pruebas, en caso de haberla, se incluye la abreviatura Ax para demostracion
axiomdatica, In para demostracion inductiva y Gr para demostracion grafica.

El libro de Oxford es bastante pobre en cuanto al nUmero de funciones elementales
de las que ofrece la derivada. No aparece ni la derivada de la tangente ni la de las
funciones inversas del seno, coseno y tangente, aunque el cdlculo de esta Ultima
aparece en los gjercicios resueltos. Ademads, sélo ofrece prueba en los casos triviales,
constante e identidad, y la prueba de |la potencial la hace generalizando el caso de
la cuadrdtica y la cubica. Tampoco ofrece justificacién de la derivada de las
operaciones con funciones. No ofrece ejemplos de cdlculo en ninguno de los casos
de las funciones elementales, pero si que lo hace para todas las operaciones entre
funciones. El libro de Oxford no ofrece ninguna tabla resumen de derivadas como

elemento de consulta.
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Tabla 4 Demostracidn de las reglas de derivacién

Oxford Anaya Marea Verde
P J E P J E P J E
Suma Si No Si Si No Si Si Si/Ax | Si
Productoreal | Si No Si Si No Si Si Si/Ax | Si
Producto Si No Si Si No Si Si Si/Ax | Si
Cociente Si No Si Si No Si Si No Si
Regla cadena | Si No Si Si No Si Si Si Si
Constante Si Si/Ax | No Si Si/Gr | No Si Si Si
Identidad Si Si/AX | - Si Si/Gr | - No No -
Potencial Si Si/In No Si Si/Ax | Si Si Si Si
In(x) Si No - Si No - No No -
log,(x) Si No No Si No Si Si Si/Ax | Si
e* Si No - Si No - Si Si/In -
a* Si No No Si No Si Si Si/In -
Seno Si No - Si No - Si Si/AX | -
Coseno Si No - Si No - Si Si/AX | -
Tangente No No - Si No - Si Si/AX | -
Arcsen No No - Si No - Si Si/AX | -
Arccos No No - Si No - Si Si/AX | -
Arctan No No - Si No - Si Si/AX | -
Secante No No - No No - Si Si/AX | -
Cosecante No No - No No - Si Si/AX | -
Cotangente No No - No No - Si Si/AX | -
Seno No No - No No - Si Si/AX | -
hiperbdlico
Coseno No No - No No - Si Si/AX | -
hiperbdlico
Tangente No No - No No - Si Si/AX | -
hiperbdlica

El libro de Anaya presenta las derivadas de todas las funciones elementales bdsicas.

Es muy escaso en demostraciones, pues sdlo ofrece la de la funcién potencial y la de
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los casos triviales de la constante y la identidad. Si que ofrece ejemplos de cdlculo
de derivada de todas las funciones excepto de las circulares. Al igual que en el caso
de Oxford no se ofrece ninguna tabla resumen de derivadas para consulta del
alumno.

En el caso del lioro de Marea Verde, presenta mds derivadas que ninguno de los otros
libros, incluye las de la secante, cosecante y cotangente, que no aparecen en los
otros dos libros y, de manera sorpresiva, la del seno, coseno y fangente hiperbdlica.
Estas tres funciones no forman parte del curriculo de bachillerato y no tienen utilidad
para estudiantes de este nivel. Por ofro lado, omite funciones bdsicas como la del
logaritmo neperiano o la funcién identidad (si bien éstas son casos particulares del
logaritmo y potencial). Algo digno de mencidn es que presenta demostraciones
axiomdaticas completas de la prdactica totalidad de las reglas de derivacion, incluso
en los casos mds complicados y que requieren conocimientos ajenos a los de la
unidad diddctica, como es el caso de las funciones trigonométricas. Ademds, ofrece

a los alumnos una tabla resumen.

3.5 Andlisis de las tareas propuestas por los libros de texto

En este apartado se analizardn las tareas presentadas por los tres libros de texto, en
los que se han identificado las siguientes tipologias:
1. Cdiculo de la Tasa de Variacion Media en intervalos dados.
Cdlculo de la derivada en un punto mediante la definicidén.
Cdlculo de la funcion derivada mediante la definicion.
Cdlculo de la recta tangente y normal a una funcién en un punto
Cdlculo de derivadas mediante reglas de derivacion.
Estudio de la derivabilidad de una funcién definida a trozos.
Obtencion de los mdximos y minimos de una funcion.

Cdlculo de los intervalos de crecimiento y decrecimiento

A A A R

Problemas de optimizaciéon (Esto no forma parte del curriculo de primero de

Bachillerato, al menos de forma directa, si del de segundo de Bachillerato).

O

.Resolucién de indeterminaciones en limites mediante la regla de L'Hopital
(s6lo en el de Anaya. Esto no forma parte del curriculo de primero de
Bachillerato, si del de segundo).
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11. Determinacion de funciones que cumplen una serie de propiedades.

12. Representacion de funciones de tipo polindmico o racional.

A continuacion, se llevard a cabo una clasificacion de acuerdo a la clasificacion de
Smith y Stein, tal y como fue especificado en el punto 2.3 de este trabajo. Como
unidad de estudio se ha tenido en cuenta cada tarea particular, sin dividirla en
apartados, por simplicidad y porque los diferentes apartados de cada tarea eran de
un tipo similar. En la tabla 5 se pueden ver los resultados.

Tabla 5 Clasificacidn de las tareas segun Smith&Stein

Oxford Anaya Marea Verde
Nivel 1
N 4 (3%) 6 (5%) 0 (0%)

Tareas de reproduccion
Nivel 2

o ) ) 62 (52%) 65 (53%) 59 (51%)
Procedimientos sin conexiones
Nivel 3

o ) 39 (32%) 48 (38%) 43 (37%)
Procedimientos con conexiones
Nivel 4

] 14(11%) 5 (4%) 13 (12%)

Hacer matemdticas
Total 119 124 115

Acerca de las actividades de liboro de Oxford, sélo nueve de las actividades
presentaban la informacién en formato visual, ocho en formato puramente verbal y
el resto en una combinacion de verbal y simbdlico. No se presentan los datos en
forma de tabla en ninguno de los casos. Por ofro lado, solo una de las tareas
presentaba un contexto realista, que podia obviarse por completo y no aportaba
nada. El resto de las tareas tenian un contexto puramente matemdatico y no estdn
conectadas con otros dmbitos como pudiera ser la economia, fisica, medicina o el
mundo real. Ademds, en todos los casos las tareas presentaban los datos
estrictamente necesarios y tfenian una solucion Unica cerrada. Como se puede ver
predominan las tareas de nivel 2, es decir, de aplicar algun algoritmo. En concreto
las mds habituales eran las tareas de cdlculo de derivadas mediante reglas de

derivacion y las del cdlculo de la recta tangente en un punto. Las tareas de nivel 1
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no son nada comunes, sélo cuatro preguntas de teoria. Las tareas de nivel 4 han sido
también muy poco comunes, la mayoria eran problemas de optimizacién y
problemas en los que se requeria encontrar una funcién que cumpliera unas
determinadas caracteristicas.

En el caso del libro de Anaya, trece de las actividades presentaban la informacion
en formato visual, nueve en formato puramente verbal y el resto en una combinacion
de verbal y simbdlico. Como en el caso de Oxford no se explota demasiado el
formato grafico. De nuevo, la forma tabular no se utiliza para presentar datos en las
tareas En este caso se proponen cinco actividades en un contexto realista (una en
contexto de medicina, dos de economia y dos de la vida real), pero el resto tenian
un contexto matematico. No se proponen tareas con datos superfluos o con varias
soluciones. Los resultados de Anaya son muy similares a los de Oxford, salvo por el
hecho de ofrecer menos tareas de nivel cognitivo mdximo.

En el caso del libro de Marea verde, de nuevo el grueso de las tareas son de nivel
dos y nivel tres, principalmente calcular derivadas segun las reglas de derivacion,
cdlculo de rectas tangentes y mdximos y minimos. Sélo presentaba una tarea en la
que la informacioén se proporcionaba de manera grafica, dos en las que se hacia en
forma de tabla (al contrario que los de Oxford y Anaya que obviaban este registro).
Marea Verde presenta 24 tareas en un contexto realista, fodas en un contexto de
cinemdtica, excepto una que lo hace en un contexto de medicina y otras dos en un
contexto de la vida real. Todas las demds, 91, estaban en un contexto puramente
matematico.

Como conclusidon de este andilisis, se puede ver que los libros de texto se centran en
tareas procedimentales en las que tanto la tarea como su solucidon son dadas de
forma analitica. Las tareas de repeticion de teoria son practicamente inexistentes, lo
cual es légico, puesto que proponiendo tareas de nivel dos ya se puede comprobar
gue el alumno conoce la féormula o el procedimiento y ademds se verifica que sabe

utilizarla.
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4. Unidad didactica: Introduccion a la derivada

La unidad diddctica que se presentard en este cuarto punto estd orientada a
alumnos de primero de Bachillerato de Ciencias dentro de la asignatura
Matemdaticas |. La finalidad de la misma es que éstos adquieran las bases de la
derivada tanto a nivel conceptual como a nivel operativo y que adquieran una
perspectiva grdfica de la derivada, pues como se evidencid en el apartado tres de

este tfrabajo suele ser olvidada por los libros de texto.
4.1 Introduccién Contextual

La unidad diddctica “Intfroduccién a la derivada” se enmarca en el bloque de
Andilisis, que es el tercero de los cinco que el BOCyL marca en la orden EDU/362/2015
del 4 de mayo. Aunqgue el curriculo sitUe el blogue de Andlisis como tercer bloque,
en nuestro caso lo frabajaremos tras completar los bloques de NUmeros y Algebra
(bloque Il en el curriculo) y el de Geometria (bloque V), ya que varios de los
conocimientos del bloque de Geometria en el plano serdn de utilidad en el trabajo
con funciones en el blogue de Andlisis. El blogue | que marca el curriculo,
denominado Procesos, métodos y actitudes en matemdaticas, es de tipo transversal,
por lo que sus contenidos se impartirdn dentro de los otros cuatro bloques de
contenido. Se dividird el curriculo en trece en unidades didacticas:

Bloque I: Contenidos transversales

Blogue II: Unidades 1y 2

Bloque lll: 8,9,10, 11,

Bloque IV: 3,4,5,6, 7

Bloque V: 12

El primer trimestre abarcaria las unidades didacticas 1-4, el segundo de la quinta a la
octava y el tercero cerraria con las cuatro Ultimas, de la nueve a la doce.

La unidad diddctica presente, “Introduccién a la derivadas sus aplicaciones” seria la
numero once y cerraria el blogue lll de Andlisis. Y tras concluir ésta solo quedaria por
impartir la unidad diddctica 12 que es la Unica que conforma el bloque de Estadistica
y Probabilidad. Por temporalizacién esta unidad se situaria en la tercera evaluacion.
Dado que el curso 20/21 presenta 136 horas para la asignatura de matematicas, se

podrian asignar 12 sesiones para esta unidad diddactica, siendo la Ultima dedicada
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en su fotalidad a la realizacién de una prueba escrita sobre los contenidos de la

unidad.
4.2 Contribucién a las competencias clave

De acuerdo a la orden ECD/65/2015 de 21 de enero se establece el desarrollo de
competencias clave como fundamental y se exige que estas estén integradas en
todas las asignaturas (articulo quinto) para favorecer la realizacion personal,
académica y profesional del alumno. La contribucidén de esta unidad diddctica a
dichas competencias clave es la siguiente:

Competencia en comunicacién lingiistica

El alumno debe ser capaz de utilizar el lenguaje para trasladar el lenguagje
matematico al lenguaje verbal y para comprender y expresar raciocinios abstractos
de cierta complejidad. Esta unidad diddctica contribuird al desarrollo de esta
competencia dado que tendrd que entender, producir y debatir informaciéon verbal
de cierta complejidad.

Competencia matemdatica y competencias bdasicas en ciencia y tecnologia

Al igual que cualquiera de las otras unidades diddacticas de la asignatura de
Matemdticas | esta contribuird a la competencia matemdtica dado que se
desarrollard una herramienta fundamental como es el cdlculo, que ademds es una
herramienta fundamental para comprender cualquier ofra ciencia natural o social
en las que se necesite estudiar la tasa de cambio de cualquier magnitud.
Competencia digital

En esta unidad diddctica se utilizard el software GeoGebra para dibujar funciones y
utilizar diversos applets creados por el docente, los alumnos o de internet.
Competencia en aprender a aprender

Las tareas propuestas en esta unidad diddctica fomentardn que el alumno adquiera
la capacidad de aprender y aplicar lo que ha aprendido a nuevos dmbitos. Gracias
al uso de GeoGebra los alumnos podrdn explorar diversas caracteristicas de las
funciones por si mismos y proseguir en su aprendizaje.

Competencia social y civica

Esta competencia se trabajard mediante el trabajo grupal y la discusion de las
actividades propuestas. Los alumnos deben ser capaces de debatir razonadamente
y confrarrestar los argumentos de los companeros de manera argumentada y
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educada.

Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor

Esta competencia se desarrollard proponiendo tareas situadas en contextos realistas,
por ejemplo, en contextos de economia y empresa, que fomenten la conexion de
las derivadas con el mundo real en la mente del alumno y establezca un marco de
pensamiento formal que le ayude a pensar en situaciones complejas utilizando
herramientas de la I6gica y el andlisis.

Conciencia y expresiones culturales

Se presentard a las derivadas como un hito del pensamiento humano gque se ha
labrado a lo largo de cientos de anos y que, por lo tanto, forma parte de patrimonio

cultural. Cualquier unidad didactica de matematicas es cultura en si misma.

4.3 Objetivos

Los objetivos generales del Bachillerato y los generales de la asignatura de
matemdticas | pueden encontrarse en el punto 2.6 de este trabajo.
En esta unidad diddctica se pretende que los alumnos sean capaces de:
1. Entender el concepto de tasa de cambio y su sentido fisico.
2. Entender el concepto de derivada de una funcidn en un punto y su
interpretacién fisica y geométrica.
3. Hallar la ecuaciéon de la recta tangente y normal a una funcidon en un punto
dado.
4. Obtener la funcién derivada a partir de la definicion de derivada en casos
sencillos, como polinomios.
5. Obtener la funcion derivada utilizando las reglas de derivacion.
6. Conocer y entender la relacién entre la grdfica entre una funcién vy su
derivada.
7. Esbozar la grafica de la derivada a partir de la grdfica de una funcion y
viceversa.
8. Conocer el sentido histérico de la derivada y qué problemas puede ayudar a
resolver.
9. Dibujar funciones en un plano cartesiano a partir de las principales
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caracteristicas de ésta: dominio, recorrido, simetrias, monotonia, extremos

relativos y absolutos, curvatura, puntos de inflexidon, asintotas y periodicidad.

10. Utilizar herramientas informaticas para la representacién de funciones.

11. Exponer las caracteristicas de una funcion que se exponen en el punto 9 a

partir de la gréfica de esta.

12. Crear de pequenos programas en GeoGebra para ilustrar conceptos

matemadticos.

4.4 Contenidos

De acuerdo con el curriculum de la comunidad de Castillay Ledn (EDU/362/2015

del 4 de mayo), los contenidos minimos para esta unidad diddctica deben ser:

—_

S T A R

Derivada de una funcién en un punto.

Interpretacion geométrica de la derivada de la funcidon en un punto.
Derivadas laterales.

Recta tangente y normal a una funcién en un punto.

Funcion derivada.

Cdiculo de derivadas.

Regla de la cadena.

Representacion grdafica de funciones polindmicas y racionales: dominio,
recorrido, simetrias, monotonia, extremos relativos y absolutos, curvatura,

puntos de inflexién, asintotas y periodicidad

4.5 Metodologia

El planteamiento metodoldgico que se plantea para las sesiones se basa en:

Clase magistral de teoria para exponer los contenidos tedricos explicitados en
el punto anterior. Se Ufilizard GeoGebra para mostrar los conceptos
grdficamente siempre que sea relevante.

Resolucién de ejercicios y problemas, esto es la base de cualquier clase de
matemdadticas. Las matemdaticas son una disciplina eminentemente prdctica
que solo podrd dominarse mediante el frabajo continuo. En ocasiones serd el
docente quien resuelva las tareas, pero en ofras ocasiones serdn los propios
alumnos, pues esto mejorard su comprension y su motivacion, intentando que

cada vez sea uno quien exponga el problema a sus companeros.
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e Gamificaciéon: En ocasiones se propondrdn pequenos juegos para resolver

tareas de forma competitiva, bien utilizando Kahoot u otros medios.
4.6 Recursos

Las sesiones se desarrollardn en el aula base en la que se utilizardn una pizarra
tradicional, si estd disponible seria provechoso utilizar una pizarra blanca en lugar de
una pizarra de tiza para asi poder tener diferentes colores para, por ejemplo, dibujar
una funcién en negro y su derivada en rojo y resaltar diversos elementos de éstas.
Ademds, se necesitard un ordenador con GeoGebra y un proyecto o una pizarra
digital con este software integrado. Los alumnos podrdn utilizar Geogebra en sus
teléfonos moviles, tabletas o portdtiles.

Ademds, se necesitard el apoyo de un libro de texto para utilizarlo como repositorio
adicional de tareas y como apoyo para el alumno en la teoria, pues como se vio en
el punto fres contienen muchas tareas para afianzar los contenidos tedricos. Estas
actividades del libro de texto serdn complementadas con las que el docente
proporcione a los alumnos, algunas de ellas pueden verse en el punto 4.10.

Por supuesto, como para el resto del curso, se requerird que los alumnos cuenten con
un cuaderno de matemdticas tanto para llevar a cabo los apuntes de teoria como
las tareas diarias. Este cuaderno servird como testimonio de su aprendizaje. Para esta

unidad diddctica no serdn necesarios elementos de matemdtica manipulativa.

4.7 Desarrollo de las sesiones

Sesioén 1

En la primera sesiéon se lleva a cabo una introducciéon a la derivada a partir de la
tasa de variacién media e instantdnea y se trabajan algunos de los ejemplos del
libro de texto. Se realizard la actividad 1.

Se terminard la clase con el visionado del video:
https://www.youtube.com/watchgv=AzTGMJGIpl8&t=26s

Tareas para casa: Actividades acerca de lo visto en clase.
Sesion 2
Se estudiard el concepto de derivada de una funcidén en un punto y se hard uso del

applet de GeoGebra https://www.geogebra.org/m/kc4hvkye (creado por el autor
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de este trabajo) para ilustrar el paso al limite de la derivada.

Correccion de las tareas para casa del dia anterior.

Tareas para casa: Actividades sobre el cdlculo de la derivada en un punto.

Sesion 3

En la sesidon tercera se tfrabajard la interpretacion geométrica de la derivada como

recta tangente donde se hard uso del applet https://www.geogebra.org/m/stn2jaah

(creado por el autor de este trabajo). Se realizardn ejercicios de cdlculo de rectas
tangentes a funciones y actividades como la 2, 3 y 4 de las propuestas en esta
unidad.

Correccion de las tareas para casa del dia anterior.

Tareas para casa: Actividades sobre el cdlculo de rectas tangentes a curvas.
Sesion 4

Se explicard en clase el concepto de derivada lateral y la condicion de
derivabilidad. Se hardn ejemplos en clase tanto con funciones simbdlicas como
actividades grdficas como la que se ve en la actividad 8.

Correccion de las tareas para casa del dia anterior.

Tareas para casa: Actividades sobre derivabilidad, cdlculo de pardmetros para que
una funcién sea derivable.

Sesion 5

El docente expondrd la funcidn derivada y se comenzard, en orden de dificultad, la
exposicion de las reglas de derivacion, acompandndolo de ejemplos de cdiculo
para que los alumnos tengan referencias de coémo hacerlo en sus cuadernos.
Ademds, se redlizard la demostracion con la definicidon para los casos abarcables a
este nivel: la constante, la identidad, la potencial (recordando el Binomio de
Newton), la suma de dos funciones, el producto de dos funciones y el de un niUmero
por una funcién. En los casos en los que esta demostracidén no sea posible, como es
el caso de las funciones trigonométricas, logaritmicas y exponenciales, se usard
GeoGebra para mostrar cada funcién junto a su derivada para, a fravés de la
exploracién de las graficas, demostrar intuitivamente estas reglas de derivacion.
Correccion de las tareas para casa del dia anterior.

Tareas para casa: Realizacion de derivadas segun las reglas de derivacion.
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Sesion é

En esta sesion se continuard con la exposicion de las reglas de derivacion y su uso.
El grueso de la clase se dedicard a que los alumnos salgan a la pizarra a realizar
derivadas y exponer los pasos que siguen al resto de la clase.

Correccion de las tareas para casa del dia anterior.

Tareas para casa: Realizacidon de derivadas segun las reglas de derivacion.

Sesion 7

En esta séptima sesion se trabajard con las aplicaciones de la derivada. Se estudiardn
las condiciones de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos. Se expondrd
la relacion de grdfica de la funcion y la de su derivada, haciendo uso del applet de

GeoGebra hitps://www.geogebra.org/m/esxséaéy (creado por el autor de este

trabajo).

Correccion de las tareas para casa del dia anterior.

Tareas para casa: Readlizacion de ejercicios sobre mdaximos y minimos, crecimiento y
decrecimiento y acerca de la relaciéon entre la gréfica de una funcion y su derivada,
como las actividades 5, 6,7 9 6 10.

Sesion 8

Esta sesion se desarrollard en el aula de informdtica. Los alumnos tendrdn que
desarrollar réplicas de los applets que hemos utilizado en clase para que asi se
familiaricen con el uso del programa, esto se ilustra en la tarea 17. A continuacion,

podrdn jugar con este applet de Geogebra

https://www.geogebra.org/classic/pyxgafgt en el que tienen que emparejar a las
funciones con su derivada.

Finalmente, concluiremos la clase jugando a un Kahoot en el que los alumnos
tendrdn que identificar cudl de las cuatro graficas de las respuestas es la derivada
de la funciéon graficada en la pregunta. Un ejemplo de esta actividad creada por el
autor de este trabajo se puede ver en https://create.kahoot.it/share/funciones-y-sus-
derivadas/e?2ddd18d-50bb-4c47-8ceb-deb34c/d3b08

Tareas para casa: Se pedird realizar en casa las tareas 15y 16.

Sesion 9
Se comenzard la clase con la correccidon en la pizarra de las actividades 15y 16 por

parte de dos alumnos y se usardn estas para hacer un repaso de la relacién entre la
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grdfica de una funcién y su derivada.

A continuacién, se introducird el concepto de segunda derivada y sucesivas y a partir
de esto, se expondrd la teoria acerca de la curvatura de la funciodn y sus puntos de
inflexion. Ademds, se iniciard el apartado de representacion de funciones. Se
realizard la actividad 11 en la que a partir de las caracteristicas de una funciéon se
pide su grdfica aproximada.

Correccion de las tareas para casa del dia anterior.

Tareas para casa: Redlizacion de ejercicios de representacion de funciones
polindmicas y raciones.

Sesion 10

En esta sesion se llevardn a cabo diversas actividades de forma conjunta en clase.
Primero, las actividades 12 y 13, que consisten en relacionar la grafica de la funcién
con la de su derivada. Haremos esto todos juntos en clase. Después, los alumnos
trabajaran individualmente durante 15 minutos la actividad 14, en la que tienen que
relacionar las graficas de 18 funciones con las de sus derivadas. Una vez pasados
estos 15 minutos se discutirdn los resultados en conjunto y el docente intentard ver los
razonamientos de los alumnos a la hora de relacionar las caracteristicas de la funcién
con las de su derivada.

Correccion de las tareas para casa del dia anterior.

Tareas para casa: Redlizacion de ejercicios de representacion de funciones
polindmicas y raciones.

Sesion 11

En esta Ultima sesidon antes de la prueba escrita se continuard tfrabajando la
representacion grafica de funciones fras estudiar sus caracteristicas. Serdn los
alumnos quienes, saliendo a la pizarra, estudien varias funciones polindmicas y
racionales, extraigan sus caracteristicas y las esbocen.

Correccion de las tareas para casa del dia anterior.

Sesion 12

La Ultima sesidn estd dedicada a la realizacidon de una prueba escrita. Esta prueba
escrita puede enconftrarse al final del apartado 4.10 donde se indican las

herramientas de evaluacion.
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4.8 Atencion a la diversidad

La atencion a la diversidad puede ser necesaria por diversos tipos de alumnos. Dado
que las caracteristicas de los alumnos no son uniformes tenemos que contemplar
medidas de atencidon a la diversidad que ayudan a aquellos alumnos que lo
necesiten a alcanzar los objetivos de la asignatura y a superar los criterios definidos
por los estdndares de aprendizaje evaluables. En el caso de que un alumno presente
dificultades se le prestard atencion individualizada mientras el resto de la clase
trabaja, mientras que si, por el contrario, un alumno estd aventajado de manera muy
notoria y éste lo desea, se le buscardn actividades adicionales de mayor dificultad
que supongan un reto. Por ejemplo, actividades como las que se proponen en las
Olimpiadas matemdticas, que suelen ser actividades de las que hemos denominado
de nivel cuatro “hacer matemdticas”, algunas de estas tareas se recogen al final del
punto 4.10. En caso de que en el aula existan personas con situaciones como
transtorno por déficit de atencidn o problemas auditivos y sonoros se trabajard en
colaboracion y bajo la supervision del Departamento de Orientacion y del Pedagogo
Terapéutico, pues son quienes han de guiar al docente en estos casos.

También se llevarion a cabo adaptaciones curriculares para los alumnos que el

cuerpo docente estime oportuno.

4.9 Actividades de aprendizaje

Ademds de las actividades aqui recogidas, en esta unidad diddctica se hard uso
de muchas otras provenientes del libro de texto, pues éste es una gran fuente de
actividades tal y como se vio en el apartado tres de este trabajo.

Actividad 1

Un objeto al caer liboremente recorre una distancia que es proporcional al cuadrado
del fiempo transcurrido segun la ecuacién e(t) = 4.9t%. Calcula la velocidad media
enfre los instantes 1y 2, 2y 3y 3y 4. sla velocidad es creciente o decreciente?

Calcula ademds la velocidad instantdnea en t=1, t=2 y t=3.

Actividad 2
Calcula la derivada de la funcion representada en verde en los punto A y B teniendo

en cuenta las rectas tangentes en esos puntos que se muestran. zexiste algun punto
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donde la derivada sea 02 Realiza un esbozo de la funcidén derivada.

8 h

6

5

IS

Figura 12 Actividad 2 (elaboracion propia)

Actividad 3
Calcula la derivada de la funcién representada en verde en los puntos A, By C

prestando atencion alasrectas tangentes y esboza la gréfica de la funcidon derivada.

Figura 13 Actividad 3 (elaboracion propia)
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Actividad 4
Calcula la derivada de la funcién representada en gris en los puntos A, By C

ayuddndote de las rectas tangentes. Esboza la grdfica de la funcién derivada.

Figura 14 Actividad 4 (elaboracion propia)

Actividad 5
En la figura se ven dos funciones definidas a trozos. Para cada una de ellas, dibuja

su funcion derivada.

Figura 15 Actividad 5 (elaboracion propia)
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Actividad 6
De una funcién se sabe que tiene un minimo en x=2. 3cudl de las siguientes tres

grdficas es la de la derivada de esa funcién?

-2

Figura 16 Actividad é (elaboracion propia)

Actividad 7

En la figura se muestra una funcioén y su derivada. gcudl es cada una? A partir de la
informacion que has utilizado para deducirlo, enuncia la relacién entre la gréfica de
la funcidny la de su derivada, indicando qué pasa cuando la funcidn crece, decrece

y tiene un extremo relativo.
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Figura 17 Actividad 7 (elaboracion propial)

Actividad 8

sEs la funcién de la figura derivable en todos sus puntose zpor qué?e

15

1

05
0.5 1 15 2 25 3 35 4

Figura 18 Actividad 8 (elaboracién propial)
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Actividad 9

En la figura se ven dos funciones definidas a frozos. Para cada una de ellas, dibuja

su funcion derivada.

Figura 19 Actividad 9 (elaboracion propia)

Actividad 10

En la figura se muestra la funcién derivada. A partir de ella, obtener la funcion

original. ges esta funcidn original Unica? 3por qué? En caso de no serlo, dibuja al

menos dos posibles funciones.

Figura 20 Actividad 10 (elaboraciéon propia)
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Actividad 11

De una cierta funcion f conocemos las siguientes caracteristicas:
f'(-1)=f"(2)=0

f'(x)<0 cuando x<1 o x>1

f'(x)>0 cuando 1<x<2

f(0)=f(5)=0

lim f(x) = lim_f(x) =

Esboza la grafica de f a partir de esta informacion.

Actividad 12

En la figura se presentan tres funciones y tres derivadas. 3a qué funcion pertenece
cada una de las derivadas? Indica los elementos en los que te fijas y el

razonamiento que sigues.

Funciones

Y IR ———
T

it 7 i
Derivadqs:

2y

10T

& + S 7
+ + + Lz B

+ + r
-1 =5 ) 10 —10

10 —1pHt 510

Figura 21 Actividad 12 (elaboraciéon propia)
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Actividad 13
En la figura se presentan tres funciones y tres derivadas. 3a qué funcién pertenece
cada una de las derivadas? Indica los elementos en los que te fijas y el

razonamiento que sigues.

Funciones

o

5 BT —1oHHEs 10

Figura 22 Actividad 13 (elaboracion propia)

Actividad 14
Empareja las gréficas de funciones de la figura 23 con las grdficas de sus derivadas

en la figura 24.
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Figura 23 Funciones, extraida de (Azcdrate, Casadeval, Casellas, & Bosh, 1996)
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Figura 24 Derivadas, extraida de (Azcdrate, Casadeval, Casellas, & Bosh, 1996)
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Actividad 15

Dada la funcién f(x) = x*2 + ax + b halla a y b para que sea la de la figura

E
10 L 2

f

Figura 25 Actividad 15 (elaboraciéon propia)

Actividad 16
De la funciéon de la figura se sabe que es de la forma f(x) = ax® + bx + ¢, calcula los

valoresde a,byc

Figura 26 Actividad 16 (elaboracion propia)
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Actividad 17

Esta actividad propone la creacion de tres applets de GeoGebra por parte de los
alumnos.

Applet 1: Se quiere crear un applet que ilustre la definicidon de derivada como el limite
de un cociente incremental. Como enfrada, se pide una caja de texto para
infroducir la funcidén a analizar, y dos deslizadores: uno, que indicamos como h, que
indica la distancia entre los puntos entre los que vamos a calcular la recta secante y
otro, que indicamos como a, que representa el primer punto donde vamos a calcular
la recta secante. Después se trazard la recta entre esos puntos y se podrd ver que a
medida que hacemos tender h a 0 la secante se aproxima mds y mds a la recta
tangente. El ejemplo de este applet creado por el autor de este trabajo se puede

consultar hitps://www.geogebra.org/m/hwpcyexw

Applet 2: Se quiere realizar un applet que muestre la recta tangente a una funcién.
Como elementos de entrada se quiere una caja de texto para introducir la funcion
deseada y un deslizador para seleccionar el punto de abcisa donde queremos ver
la recta tangente. El programa debe ser capaz de calcular la derivada de la funcidn
y trazar la recta tangente y, mediante el deslizador, cambiar el punto donde se estd
trazando esta recta tangente. El ejemplo de este applet creado por el autor de este

trabajo se puede consultar en https://www.geogebra.org/m/stn2jagh

Applet 3: Se desea realizar un pequeno applet de Geogebra para que el estudiante
pueda analizar la relacion entre la grdfica de la funcién y la de su derivada, para
fijarse especialmente en qué ocurre con los extremos relativos e intervalos de
crecimiento y decrecimiento. Como enfrada se quiere una caja de texto para
infroducir la funcidén y coémo salida ofra caja de texto donde se proporcione la
expresion analitica de la derivada vy la grdfica de la funcién y su derivada. El ejemplo
de este applet creado por el autor de este trabajo se puede consultar en

https://www.geogebra.org/m/esxséaséy

Actividad Ejemplo 1 para alumno de altas capacidades
Este problema se ha obtenido de (Esteban, Molano Romero et al. 2007, pdg. 213).
Segun una norma del Cédigo de Circulacion, la distancia entre dos coches que van

a velocidad v km/h ha de ser igual a (v/10)? m. Suponemos que la longitud de los
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coches sea de 4 m la distancia entre coches consecutivos sea la minima posible, se
quiere conocer la velocidad que da la mayor fluidez al trafico.

Actividad Ejemplo 2 para alumno de altas capacidades

Este problema se ha obtenido de (Esteban, Molano Romero et al. , 2007, pag. 215).
Un rubi, cuyo peso es p, se fracciona en dos trozos, lo que produce una pérdida de
valor. Sabiendo que en estas piedras preciosas los cuadrados de 10s pesos son
proporcionales a los cubos de sus valores, hallar cdbmo ha de fraccionarse la pieza

inicial para que la depreciaciéon sufrida por la rotura sea maxima.
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4.10 Evaluacion

Como punto de partida en la evaluacion tenemos los criterios de evaluacion y los

estdndares de aprendizaje evaluables expuestos por el BOCyL en la orden

EDU/363/2015 del 4 de mayo:

Tabla 6 Criterios de evaluacion y estdndares de aprendizaje evaluables de la

unidad diddactica

Criterios de Evaluacion

Estdndares de Aprendizaje Evaluables

1 Aplicar el concepto de derivada de
una funcién en un punto, su
interpretaciéon geométrica y el cdlculo
de derivadas al estudio de fendmenos
naturales, sociales o tecnoldgicos y a la

resolucién de problemas geométrico

1.1 Calcula la derivada de una funcion
usando los métodos adecuados vy la
emplea para estudiar situaciones reales
y resolver problemas.

1.2 Deriva funciones que son
composicién de varias funciones
elementales mediante la regla de la
cadena.

1.3 Determina el valor de pardmetros
para que se verifiquen las condiciones
de continuidad y derivabilidad de una

funcién en un punto

2 Estudiar y representar graficamente
funciones obteniendo informacion a
partir de sus propiedades y extrayendo
informacién sobre su comportamiento

local o global

2.1 Representa graficamente funciones,
después de un estudio completo de sus
caracteristicas mediante las
herramientas bdsicas del andlisis.

2.2. Utiliza medios tecnoldgicos
adecuados para representar y analizar
el comportamiento local y global de las

funciones

La ley LOMCE en los articulos 20 y 30 del Real Decreto 1105/2014 del 26 de diciembre

establece que la evaluacion del proceso de aprendizaje del alumnado en la etapa

de bachillerato deberd ser continua y formativa, de tal manera que se puedan

proponer medidas cuando el progreso del aprendizaje no sea el adecuado en
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cualguier momento del curso.
Los instrumentos de evaluacidn utilizados en la unidad y su ponderacién en la nota

son los dispuestos en la tabla 7.

Tabla 7 Porcentajes en la evaluacion del alumno

Instrumento de evaluacioén Ponderacion porcentual
Prueba escrita 70%
Trabajo en casa 15%
Desempeno en clase 15%

La prueba escrita estard disenada para ser completada en menos de 50 minutos y
constard de un minimo de cinco y un maximo de siete tareas, algunas de las cuales
pueden incluir subtareas. El motivo de incluir al menos cinco tareas es que ninguna
de ellas tenga un peso excesivo en la calificacion final. Esta prueba escrita
comprobard el grado de cumplimiento de todos los estdndares de evaluacion,
excepto el marcado como 2.2 en la tabla 3, puesto que al ser una prueba escrita en
papel no podrd evaluarse esto. Este se comprobard mediante el tfrabajo en casa y
la clase.
Para evaluar el frabajo en casa se tendrd en cuenta su cuaderno de matemdticas.
En esta etapa educativa se debe fomentar que los alumnos sepan tomar apuntes y
gestionar su propio aprendizaje. Por lo tanto, se tendrd en cuenta la calidad de la
toma de apuntes, pero, sobre todo, se prestard atencion a la realizaciéon de las tareas
propuestas y a coémo las resuelven.
Sobre el desempeno en clase, los alumnos expondrdn la realizacion de tareas frente
a sus companeros. Una de las competencias bdsicas es la lingUistica, por lo que aqui
se tendrd en cuenta coémo el alumno expone la realizacion de tareas matemdaticas
en lenguagje verbal de manera oral. Ademds, se valorard su participacion y
compromiso con el desarrollo de las sesiones mediante la observacion sistemdtica
del docente.
La calificacion final trimestral serd la media de la asignada a cada una de las
unidades diddcticas del tercer trimestre, que sonla 9, 10, 11 y 12, siendo la presente
la nUmero 11. Para poder hacer media se necesitard una calificacion superior a
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cuatro en cada unidad diddactica y, en caso de no ser alcanzada se realizard una
prueba escrita de recuperacion.
Dada la importancia que tiene la calificacion para los alumnos de primero de

Bachillerato, se permitird que aquellos que han aprobado se presenten a la prueba

de recuperacion para mejorar su calificacion.
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Ejemplo de muestra de prueba escrita para la unidad didactica

Pregunta 1 (1 puntos). En gris se representa una cierta funcidon y en morado, naranja
y rojo fres rectas que son tangentes a la funcidn en los puntos A, B y C,
respectivamente. A partir de esta informacion calcula el valor de la derivada en los
puntos A, By C (0.25 puntos cada una) y esboza la grdfica de la derivada de la

funcion (0.25 puntos).

Figura 27

Pregunta 2 (1 punto) En la figura se muestra la grafica de una cierta funcion definida
a trozos. A partir de ella, esboza la grafica de la funcion derivada (0.5 puntos) scudll
es el dominio de la funcion? (0.25 puntos) 3Es la funcidn derivable en todos los puntos

del dominio? (0.25 puntos)
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Figura 28

Pregunta 3 (3 puntos, 0.5 cada una). Deriva las siguientes funciones usando las reglas
de derivacion.

a) f(x)=2x3+4x2+8x+1

b) f(x) = (4x? + 3x)3 + cos(4x)?

c) f(x) =3 (x3+3x2)

d) f(x) =log,(7x3 + 6x)

o) f) =3

f) f(x) =In(7x?) - (tanx?)

Pregunta 4 (1.5 puntos, 0.25 cada una) Empareja la grdfica de cada funcion con la

de su derivada.
Funciones
...... L1 —— - - - - -— ’ y
i i0 ) 1 : 0
! : i '
! : - : ! {
L b, et 1 !
+ 0 + + +> 1 + + + M)
[ 5 5 5 0 5 5
I LE -
I
Derivadas:
0] y y
10 10 1
x b n o
10i1145 50 —10HTEs 51110 100 f-oN 510
i -~y ~0
10y ~1 =10
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Funciones
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Figura 29
Pregunta 5 (2 puntos) Dibuja la grafica de la funcionf (x) = xzfm indicando su dominio,

recorrido, puntos de corte con los ejes OX y QY, intervalos de crecimiento vy

decrecimiento, posibles extremos relativos, curvatura, puntos de inflexidén y asintotas.
Pregunta é (1.5 puntos) Una determinada funcion polindmica tiene la formaf (x) =

ax3 + x? + bx + ¢. Halla a, b y ¢ para que la funcidon tenga un mdximo relativo en el

punto (0,3) y un punto de inflexion en x=1.
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5. Conclusiones y posibles mejoras

En lineas generales, creo que se han cumplido todos los objetivos que se marcaron
en lainfroduccidén de este trabajo. Primero, se ha estudiado la derivada desde varios
puntos de vista: el histérico, el curricular, el cognitivo y como tema de un libro de
texto. Esto me ha hecho reflexionar sobre elementos que antes de cursar este mdaster
nunca habia tenido en consideracidn y que, tras ser tratados en las diversas
asignaturas, he aprendido a valorar. Asi, en mi futuro como docente, intentaré incluir
la perspectiva histérica y siempre que sea posible e intentaré reflexionar y llevar a
cabo pequenas investigaciones en mi aula sobre los problemas de comprension
asociados del concepto fratado.

También se ha llevado a cabo el estudio acerca de la unidad diddctica de derivadas
en tres libros de texto y esto me ha hecho concienciarme acerca del valor del libro
de texto como recurso en el aula de matemdticas y poder tener una mayor
perspectiva de cudl era su propuesta diddctica.

También se ha incluido la unidad diddctica de derivadas en la que se proponen
actividades focalizadas en entender la derivada desde el punto de vista grdfico.
También en esta unidad didactica se ha intentado promover el uso de GeoGebra
para dibujar las grdficas de las funciones. Por lo tanto, los objetivos relativos a estos
aspectos también han sido cumplidos.

Como expuse en la infroduccién, queria que este frabajo englobara en la medida
de lo posible aspectos de todas las asignaturas que he cursado en el mdaster y creo
que, fras haberlo terminado, asi ha sido. Cada asignatura ha aportado su granito de
arena para poder completar el trabajo.

En conclusion, los nueve objetivos marcados en la introduccidén han sido abordados
a lo largo del trabajo. Sin embargo, si considero que hay elementos que podrian
mejorarse para haber cumplido esos objetivos de manera mds satisfactoria.

Primero, el apartado sobre el andlisis de libros de texto podria ser mejorado en
estudios futuros. Por un lado, ampliando la muestra para intentar abarcar todos los
mds usados en las aulas de Bachillerato, ya que el abanico de libros que se utilizan
en Espana es mucho mdas amplio. Por ofro, creando mds categorias de andlisis de
tareas, como podria ser el tipo de funcién involucrada o la capacidad fomentada
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por la tarea.

Por ofro lado, la mayor flaqueza de este trabagjo es que durante mi periodo de
prdcticas no pude impartir la unidad diddctica de derivadas, ya que sélo intervine
en segundo y cuarto de la ESO, por lo que no he podido poner en prdctica la unidad
diddctica ni tengo experiencia real de como impartir el tema de derivadas.

Otro aspecto que seria mejorable son las actividades incluidas, puesto que 16 es un
numero escaso y seria interesante ampliarlo para abarcar la totalidad de la unidad
diddactica sin el libro de texto. Creo que todo docente, a lo largo de su trayectoria
profesional, debe crear su propio catdlogo de actividades para usar en sus clases, lo
cual es una tarea ardua y que abarcard toda su carrera. Espero que las que he
creado en este trabajo me sirvan como punto de partida de este catdlogo personal.
A modo de sintesis, creo que lo que mds me ha aportado este trabajo es la reflexion
gue he tenido sobre la labor del docente al leer los diversos articulos y libros que han

sido necesarios para la confeccién de este trabagjo.
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