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Introduccion

La matematica discreta es una rama de las matematicas que trata las estructuras finitas y
numerables. Esta definicion no es los bastante precisa, a grandes rasgos la matematica discreta se
ocupa de las técnicas de enumeracion, las estructuras combinatorias, la teoria de grafos y las
estructuras algebraicas, que es donde se centrara este trabajo, concretamente en la teoria de
grupos. Hay que destacar que, dentro de la matematica discreta, la algoritmia es muy (til a la hora
de construir soluciones problemas.

A lo largo de los afios la matematica discreta ha visto un gran nimero de problemas sin resolver,
la teoria de grafos vino motivada por los intentos de resolver el teorema de los cuatro colores, el
teorema de los puentes de Konigsberg, algunos de los problemas de Hilbert... En la Segunda
Guerra Mundial surgié la necesidad de descifrar los cddigos alemanes lo que dio paso a avances
en la criptografiay la ciencia computacional tedrica, esto junto a la Guerra Fria hicieron avanzar
estos campos y con ellos la matematica discreta dentro de la computacion.

Durante la historia todas las areas que formaban la matematica discreta no formaban un todo
estructurado, perodebidoalaevoluciéntecnolégicae informatica, se leshadadounaimportancia
siendo una de las ramas de las matematicas con mas vitalidad en la actualidad. Por tanto, cabe
preguntarse si esta presente en los contenidos que se imparten en secundaria.

En el primer capitulo se establece el marco tedrico del trabajo. En este capitulo se estudia como
y porqué introducir la matemaética discreta en curriculo de secundaria. Debido a que en la
actualidad el aprendizaje se realiza por competencias, se realiza un analisis de las competencias
clave, destacando claro esta la competencia matematica, todo ello dentro de la asignatura de
matematicas.

En la actualidad es muy importante revitalizar la matematica escolar, debido a que cada vez las
matematicastienen una importancia tanto para el dia a dia, como para encontrar trabajo, ya que
cada vez surgen mas empleos relacionados con la computacién. Se analiza las ventajas de la
matematica discreta en este aspecto, buscando motivar al alumno, crear actividades interesantes
que acerquen las matematicas a la realidad Se busca acercar las matematicas a los alumnos
mediante juegos, enigmas, el descubrimiento, desafios... En ocasiones los alumnos pierden el
interés por las matematicasdebido a la dificultad en la abstraccién, en generalizar los conceptos
0 en razonar de manerainductiva, se busca utilizar la visualizacion como una herramienta para
poder reforzar estos aspectos clave, pasando de lo concreto a lo abstracto de manera progresiva.
Se analizara al final del capitulo coémo se van a seleccionar las actividades de los capitulos
siguientes, asi como los objetivos y ventajas que han de tener.

Una vez analizadas las ventajas de la matematica discreta surge entonces la necesidad de analizar
su presencia en el curriculo de secundaria. Por lo que, en el segundo capitulo, siguiendo la
editorial mareaverde, se estudia su peso en el curriculo, ademas de las técnicas de ensefianza
aprendizaje, aportando alguna actividad interesante. Las técnicas de ensefianza aprendizaje se
definencomoel conjunto deactividades queel docente estructuraconel objetivo dequeel alumno
construyael conocimiento, lo transforme y lo evalle, ademas de participar con el alumnoen el
desarrollo y recuperacion de su propio proceso. En este capitulo se destaca la facilidad de
encontrar actividades sencillas, Gtiles y representativas con las que reforzar estas técnicas de
ensefianzaaprendizaje por medio de lamateméticadiscreta. Dentrode estastécnicasde ensefianza
aprendizaje cabe destacar la importancia que se le dara a la técnica expositiva, donde se busca
que el alumno de maneraoral presente un ejercicio, una actividad o un concepto de manera que
tenga que profundizar en ello y de esta manera interiorizarlo y comprenderlo. En la unidad
posterior se busca que losalumnos expongan los ejercicios en clase y sean capaces de explicar la
actividad por medio de unvideo.



La matematicadiscretatiene aspectos en comudn con conceptos que se imparten en el curriculo,
pero hay que destacar la falta de contenido computacional en este, en el sentido de la necesidad
acercar las matematicas a la computacion. En cursos superiores la matematica discretatoma un
papel fundamental, por su importanciaen computaciony por la capacidad I6gica y de resolucion
de problemasy algoritmos. Debido a que en el curriculo de secundariay bachillerato no toman la
suficiente importancia o debido a que la base necesaria para entender conceptos abstractos y
novedosos, hay partes de esta materia que crean dificultades en los alumnos. En concreto, teoria
de grupos es unamateria abstracta en la que es necesario obtener una vision general y que forma
la base de los contenidos matematico de estos cursos superiores.

Se plantea una manera de introducir la teoria de grupos en el curso de 4 ° de ESO, paraello se
elabora una unidad didactica como una manera introducir la teoria de grupos en el curriculo
apoyandoseen unas actividadesvisualesquesean capaces deacercar estosconceptos a la realidad.
Con esta unidad se planificard el proceso de ensefianza-aprendizaje alrededor de los enredos y
contradanzas, aportandole consistenciay significatividad. Se pretende programar esta unidad por
competencias, por tanto, es importante que el alumno perciba la utilidad y funcionalidad de la
programacion. Esta unidad viene motivada por acercar al alumnado el saber, las capacidadesy
las actitudes que responden al perfil del ciudadano de la sociedad actual.

En una primerainstancia se habla del porqué de introducir teoria de grupos en el curriculo, asi de
como se relaciona con los contenidos previos y dénde encuadrar este temadentro del curriculum
actual.

Entodaunidad didactica esnecesario analizar los contenidos, criterios de evaluacion y estandares
de aprendizaje evaluables, en esta unidad se ha intentado incluir unos conceptos novedosos, pero
no excesivamente complejos y estrechamente relacionados con otros ya vistos anteriormente. La
metodologia a utilizar ha de seractiva, en la que el alumno sea el protagonista de su aprendizaje,
en esta unidad se destacan cuatro, pero en este aspecto el profesor tomaunapieza fundamental a
la hora de escoger cudl cree que es la mas conveniente segun el tipo de alumnado y el contenido
que presentar.

En cuanto a la temporalizacion, los conocimientos a introducir no son ndmeros ni muy extensos,
por lo que la unidad didactica se puede llevar a cabo en dos semanas de clase, en unas 7 u 8
sesiones. Se presentan seguidamente la teoria y actividades junto a la temporalizacion de las
mismas, debido a que no se ha puesto en practica esto ha de ser estimado, ya que cada clase
asimila mejor o peor unos conocimientos y a veces es necesario recalcar algunos puntos con el
fin de que la gran mayoria lo entienda. La exposicion de ejercicios por parte de los alumnos es
una pieza fundamental en el desarrollo de la unidad para que sean capacesde interiorizar mejor
lateoria. Conelfindebuscarelinterésde losalumnos es de gran ayuda la introducciénde historia
de las matematicas y curiosidades, esto hara que estén mas atento y participativos durante la clase
magistral.

Las actividades de enredos y contradanzas son el eje central de esta unidad, mediante las cuales
acercar los conocimientos impartidos a la realidad, para que los alumnos sean capaces de
visualizarlos y comprenderlos. La manera 6ptima de realizar esta actividad es en grupo, ya que
existen muchosbeneficios a la hora de aprender mediante esta metodologia, pero en la realidad
actualno se podriarealizar de estamanerapor lo quese presentatambiénotra manerade realizarla
de manera individual. Estas actividades se desarrollaran en tres sesiones, se presentaun guion de
como establecerlade manera que los alumnos vayan descubriendo que lo que estéan realizando es
un grupo y que se cumplen todas las condiciones necesarias, demostrandolas ellos mismos con
sus movimientos.
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Al ser una unidad innovadoraen la que gran peso de la unidad lo tiene la actividad, este peso
también ha de verse reflejado en la evaluacion. Se establece unamanera de evaluar esta unidad,
si bien es cierto que este ambito suele ser diferente segln los gustos de cada profesor, en este caso
tendra el mismo valor la actividad que el examen de la unidad. Se establece la elaboracion de un
video como modelo de evaluacion en la que el alumno ha de explicar la teoria aprendida por
medio de la actividad con el objetivo de que interiorice el contenido y pueda mediante ensayo
error interiorizar los conocimientos.

Es fundamental tener en cuenta la atencion a la diversidad, se busca que todos los alumnos sean
capaces de llegar a las competencias necesarias para superar el curso. También ocurre que en
clase hayaalumnos con altas capacidades que quieran profundizar en la materia y a los que se les
pueda orientar ampliando el temario, ya que en esta teoria es facil continuar con grupo libre o con
anillos. Para estos alumnos y para su posible uso en la universidad se presenta en el siguiente
capitulo en el que se hablade grupo librey del grupo del cubo de Rubik.
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Marco teorico

Competencia matematica

La introduccién que la Ley Organica de Educacion (LOE) hace en el curriculo del término
“competenciasbasicas”, no s6loesuna definicion de un concepto, esto implica unareformulacion
de los métodos de ensefianza. Desde el “saber” se pasa al “saber hacer”, pasa de “aprender” a
“aprender a aprender”, se busca que los alumnos cuando hayan completado su etapa educativa
estén preparados y hayan alcanzado unaserie de competencias que les permitan incorporarse a la
vida adultay al mercado laboral de manera satisfactoria. En educacion primaria no sera suficiente
con que el alumno sepa sumar, restar, multiplicar y dividir, sino es capaz de aplicarlo en la vida
cotidiana, no habra conseguido superar una de estas competencias basicas y no habra alcanzado
los objetivos de la asignatura.

El curriculo por lo tanto se ha disefiado para que los alumnos desarrollen y adquieran, en mayor
0 menor medida las siguientes competencias basicas:

e Competencia matematica.

e Competenciaen comunicacion linglistica.

e Competenciaen el conocimiento y la interaccion con el mundo fisico.
e Tratamiento de la informaciony competencia digital.

e Competenciasocial y ciudadana.

e Competenciacultural y artistica.

e Competenciacultural y artistica.

e Autonomia e iniciativa personal.

Estas competencias han sido introducidas con el objetivo de que los alumnos no adquieran
solamente conocimientos, sino unas destrezas y habilidades que les resulten Gtiles para
desenvolverse de manera autbnoma. La introduccion de estas competencias supuso un cambio en
el curriculo, en las areas de aprendizaje, en la organizacion escolar, las normas de los centros,
instalaciones...En este trabajo nos centraremos en la competencia matematica y en analizar el
curriculo con el objetivo de que el alumno adquiera esta competencia de la manera més
satisfactoria.

Para empezar a analizar la competencia matematica se puede observar que el ministerio de
Educacion, Cultura'y Deporte (2015), en la orden ECD/65/2015 en la que se describen todas las
competencias anteriores, describe la competencia matematica y competencias basicas en ciencias
y tecnologia como sigue:

La competencia matematica y las competencias basicas en cienciay tecnologia inducen
y fortalecen algunos aspectos esenciales de la formacion de las personas que resultan
fundamentales para la vida. En una sociedad donde el impacto de las matematicas, las
ciencias y las tecnologias es determinante, la consecucion y sostenibilidad del bienestar
social exige conductasy toma de decisiones personales estrechamente vinculadas a la
capacidad critica y vision razonada y razonable de las personas. A ello contribuyen la
competencia matematicay competencias basicas en ciencia y tecnologia:

a) La competencia matematica implica la capacidad de aplicar el razonamiento
matematico y sus herramientas para describir, interpretar y predecir distintos
fendmenosen su contexto. La competencia matematica requiere de conocimientos
sobre los nimeros, las medidas y las estructuras, asi como de las operaciones y las
representaciones matematicas, y la comprension de los términos y conceptos
matematicos. El uso de herramientas matematicas implica una serie de destrezas



que requieren la aplicacion de los principios y procesos matematicos en distintos
contextos, ya sean personales, sociales, profesionales o cientificos, asi como para
emitir juicios fundados y seguir cadenas argumentales en la realizacion de calculos,
el andlisis de graficos y representaciones matematicas y la manipulacion de
expresiones algebraicas, incorporando los medios digitales cuando sea oportuno.
Forma parte de esta destreza la creacion de descripciones y explicaciones
matematicas que llevan implicitas la interpretacion de resultados matematicosy la
reflexion sobre su adecuacion al contexto, al igual que la determinacion de si las
soluciones son adecuadas y tienen sentido en la situacion en que se presentan. Se
trata, por tanto, de reconocer el papel que desempefian las matematicas en el mundo
y utilizar los conceptos, procedimientos y herramientas para aplicarlos en la
resolucion de los problemas que puedan surgir en una situacion determinadaa lo
largo de lavida. Laactivacion dela competencia matematicasupone que el aprendiz
es capaz de establecer una relacién profundaentre el conocimiento conceptual y el
conocimiento procedimental, implicadosen la resolucion de una tarea matematica
determinada. La competencia matematica incluye unaserie de actitudes y valores
que se basanen el rigor, el respeto a los datos y la veracidad.

Obviamente en la asignatura de matematicas no solamente desarrolla la competencia matemética,
es fundamental por ejemplo la competencia lingistica en la asignatura de matematicas, asi como
la competencia de aprender a aprender y la digital. Cabe destacar que tanto la asignatura de
matematicascomo la de lengua son las que tienen un papel mas importante en el curriculo, y,
segun laLOMCE, es necesaria unamejora dadoa su saber transversal y a los resultados obtenidos
en los informes PISA.
Podemos afiadir también que la importanciade la asignatura de matematicas no es solamente por
lo anterior, sino que es fundamental para poder desarrollar correctamente otras asignaturas que se
impartenalo largo de toda la etapa educativa (en especial en secundaria), como por ejemplofisica
y quimica o geografia.
En este trabajo definiremos la competencia mateméticacomo:
“La aptitud de un individuo para identificar y comprender el papel que

desempefian las matematicas en el mundo, alcanzar razonamientos bien fundados

y utilizar y participar en las matematicas en funcidn de las necesidades de su vida

como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo” (OCDE, 2004).

Las competencias matematicas incluyen muchos aspectos tales como pensar matematicamente,
plantear y resolver problemas mateméticos, analizar y disefiar modelos, razonar y representar
objetos y situaciones matematicas, comunicar sobre matematicas y comunicarse con las
matematicas. Podemos encontrar muchas definiciones diferentes decadaunade las competencias,
atendiendo a diferentes autores. Si volvemosal principio, el ministerio de Educacion, Cultura'y
Deporte (2015) engloba la competencia matematica dentro de cuatro areas de las matematicas:
“Asi pues, para el adecuado desarrollo de la competencia matemética resulta necesario abordar
cuatro areas relativas a losnumeros, el algebra, la geometria y la estadistica, interrelacionadas de
formas diversas”. Si observamos la disposicion del curriculo por parte de la Junta de Castillay
Leon (2015) tenemos cinco bloques: “Numero y Algebra”, “Geometria”, “Funciones”,
“Estadistica y probabilidad” y un bloque transversal: Procesos, métodos y actitudes en
matematicas, donde se trabaja la abstracciony el razonamiento que se destaca en la competencia
matematica.

Por tanto, viendo como se distribuye el curriculo, se puede preguntar si la disposicion actual del
curriculo esla correcta, y si se le puede afiadir otras reas de matematicas de manera que se pueda
desarrollar mejor la competencia matematica y otras competencias.



En este trabajo introduciremos la matematica discreta como una nueva posibilidad de contenido
curricular. El motivo principal para introducir matemética discretaen el curriculo viene motivado
porsus beneficiosa lahoradecomprender las matematicas, su utilidad encomputaciony facilidad
de aprendizaje. Podemos afiadir también que cada vez mas autores y especialistas hablan sobre
su utilidad a la hora de aprender matematicas y que puede llegar a ser muy conveniente su
introduccionen el curriculo de secundaria. Ademaés, cada vez mas, se estan creando actividades
visuales relacionadas con la matemaética discreta que son muy Utiles y representativas a la hora de
adquirir y recordar conceptos matematicos.

Matematica discreta

Este trabajo viene motivado por la necesidad de plantear la integracion de la matematica
discreta dentro del curriculo de secundaria, y esto se debe a que es un &rea de las matematicas
muy dinamica e interesante, que proporcionael desarrollo del pensamiento mate matico y que es
practicamente ignorada en el curriculo de secunda. Siguiendo a Rivera-Marrero, O. (2007) la
matematica discreta proporciona una oportunidad al docente de poder ensefiar mateméticas de
una forma innovadora, en su trabajo investiga y estudiacomo a los futuros docentes introducir la
matematica discreta seria muy significativas para los estudiantes, ya que enfatiza en la resolucion
de problemas y el desarrollo del pensamiento matematico.

Hay que destacar la importancia de introducir las actividades visuales y representativas que
ofrecen un enfoque diferente, mediante las cuales los alumnos se realizan un esquema mental de
manera que les resulte mas facil recordar los conceptos aprendidos. Se busca principalmente
acercar las matematicas a los alumnos a la realidad, por lo que la matematica discreta es una
maneramediante laquese puede llevar a caboestasactividades. Antequera, A.T.(2012) relaciona
la idea de ser competente propuesta por PISA con esta adaptacion curricular en la que interviene
la matematica discreta, se resume en cinco partes: resolucién de problemas, modelizacion
matematica, competencia matematica, matematica realistay matematica discreta.

Otro de los ambitos en el que destaca la matematica discreta es en la computacion,y en el
desarrollo, porende, del pensamiento computacional. Este englobacuatro componentescomo son
el pensamiento abstracto, pensamiento l6gico, pensamiento de modelizacion y pensamiento
constructivo. (Flores, A., 2011).

Las ventajas quetiene la introduccion de la matematica discretaen el curriculo de secundaria se
pueden resumir en los siguientes puntos:

= Aplicabilidad, es un area con muchas aplicaciones en matematicas y otras areas como
ciencias sociales, se puede acercar a la vida cotidianade los alumnos.

= Accesibilidad, el contenido tedrico basico necesario para entender estas aplicaciones es
muy sencillo, no es necesario saber manejar unos conceptos dificiles, sino que se pueden
adaptar a todos los cursos, obteniendo un contenido transversal que se adapta a todos los
niveles.

= Atraccion, lamatematicadiscreta proponeunos problemasque fomentan la curiosidad de
losalumnos,al suponerles desafios mentales, pero sin una gran dificultad. Esto, por tanto,
mejorara la motivacion de los alumnos 'y fomentara el interés por las matematicas, el
aprendizaje por descubrimiento que es tan importante para la asimilacion de conceptos.

= Adecuacion, el contenido de la matematica discreta sera beneficioso para todos los
alumnos. Elalumnoque estdacostumbrado a sacar buenas notas obtendra, mediante estos
contenidos, unos desafios y materiales que les seranmuy atiles en el futuro. Por otro lado,
al alumno que no suele tener buenas calificaciones en la asignatura de matematicas le
proporcionarauna manera diferente de enfocar las matematicas, mas visual y aplicable



de maneraque puedanvolveraretomar el interés por esta area. Cabe destacarla capacidad
de la matematica discreta de relacionarse con las otras areas matematicas e informaticas
del curriculo, y por tanto los alumnos tendran una vision mas completa del saber
matematico.

En conclusion, debido a los argumentos expuestos, se considera plausible plantearse una reforma
en el curriculo con el fin de introducir en mayor o menor medida la matematica discreta en
secundaria.

El curriculo de matematicasen continuo debate

Debido a la continua evolucion social, tecnologica, politica, econdmica... es necesario estudiar el
curriculo continuamente y con ello adaptar los conocimientos y ensefianzas impartidas a la
realidad del momento.

Nosencontramos anteunaevolucién tecnoldgica, en la que cualquier elemento estudiado en clase
se puede resolver con una calculadora o un ordenador, por tanto, es necesario adaptar e integrar
estas herramientas en el aula y que los alumnos se familiaricen con ellas. La matematica discreta
nos proporciona herramientas para fomentar este pensamiento computacional y abstracto, cada
vez mas til en la realidad en la que vivimos.

La economia forma unade las partes mas importantes de la realidad social de cada individuo,
ademas de adaptarse a las necesidades de la era de la informacion, requiriendo cada vez mas
puestos en el sector analitico y programador. Para todo esto es necesario conocer y entender las
matematicas, y tener que establecer nuevas pautas y contenidos para su éptimo desarrollo.

El aprendizaje no es un proceso de asimilacion pasiva de la informaciony de almacenamiento de
este en fragmentos recuperables comoresultadode una practicay de un refuerzo repetitivos. Todo
lo contrario, los alumnos afrontan las tareas con conocimientos previos, asimilan la nueva
informacion y construyen sus propios significados (Resnick, 1987). No solo eso, las ideas no
estan aisladas enlamemoria, sinoque se asocian y organizanconel lenguaje natural que se utiliza
y las situaciones que ha experimentado en el pasado, por lo que cobra una gran importancia
realizar actividades que puedan recordar y una buena manera es que sean manipulativas,
entretenidas y muy representativas. Entonces si queremos cambiar el curriculo, este tiene que
prever que los alumnossean activos y amplien constantemente la estructura de las matemaéticas
que conocenhaciéndolasrealizar, probary confirmar conjeturas. Silos alumnos hacen conjeturas,
estructuraran su conocimiento matematico, de manera consciente o inconsciente, ya que la
conjetura no se puede crear de la nada.

Para terminar, es fundamental el trabajo del profesor para el completo desarrollo del alumno, el
profesor es libre de impartir, siguiendo los margenes establecidos por el curriculo, los
conocimientos a su gusto, pero siempre deberiade tener en cuenta la mejor manera para que los
alumnos consigan asimilar los conocimientos acordes a su edad. El trabajo de los profesores
apoyar, promover, estimular y facilitar de cualquier modo la creacién de conocimiento por los
alumnos. No sélo eso, ha de crear un entorno cooperativo de aprendizaje en el que los alumnos
puedan explorar e investigar problemas, esto es, deben guiar, escuchar, dirigir, discutir, sugerir,
preguntar y clarificar el trabajo de los alumnos. Para todo esto, los profesores han de crear
actividades, como las que se sugieren en este trabajo, apropiadas e interesantes para que los
alumnos formen sus conocimientosy lo relacionen de unamanera sencilla, atendiendo siempre a
las necesidades de losalumnos.

Por todo esto, el curriculo ha de estar en continuo debate y es necesario retocarlo e ir cambiando
determinados aspectos con el fin de no estancarse y evolucionar junto con la realidad en la que se



encuentre. Por lo tanto, como hablaremos en el siguiente punto es necesario una revitalizacion de
la matematica escolar.

Revitalizacion de la matematica escolar

El concepto de revitalizacion de la matematica escolar se utiliza siguiendo a los autores
Rosenstein, J., Franzblau,D.y Robert, F. (1997),conel que se quiere hacer entender que a medida
que se introducen nuevos contenidos, también es necesario introducir un enfoque mas motivador,
que produzca un interés al alumno. Se busca relacionar los conceptos con la vida real de los
alumnos, que no se entiendan las matematicas como algo dificil, abstracto y lejano, sino como
algo que esta en el dia a dia de cada uno, util y cercano.

Se cree que es necesario dejar de lado la educacién méasantigua que se basaen teoria y resolver
problemas o ejercicios, es necesario introducir actividades que sean mas visuales y dindmicas,
para que los alumnos puedan recordar esos conceptos mediante la relacion con la realidad. Surge
la necesidad de que el alumno por si mismo puedarelacionar, generalizar, hipotetizar y aplicar
por si mismo, mediante actividades en las que él mismo descubrae investigue.

Muchas veces es dificil establecer esta relacion entre la teoria matematica y la realidad, o
simplemente que su aplicacion no sea acorde al contexto escolar, esto no quiere decir que no
exista tal relacion. Esto puede estar motivado porque los alumnos no conocen en gran medida la
realidad social en la que se vivey es complicado relacionarlo de este modo, porlo que el cambio
ha de ser no solo en matematicas sino en general con el objetivo de preparar mejor al alumnado
y fomentar su interésen todas las areas.

Otra manera de fomentar el interés de los alumnos es por medio de la gamificacion, en la
actualidad se dispone de un gran abanico de posibilidades de realizar juegos con diferentes
contenidos de materia, tanto por medio de un ordenador como sin uso de tecnologia. De esta
manera siguiendo a Saénz, E: (2019), no se busca asimilar la teoria, sino que los alumnos logren
las competencias necesarias, para ello buscar que las matematicas supongan desafios para los
alumnosy de esta manera se interesen y diviertan aprendiendo mateméticas, y una gran manera
de hacer es por medio de la gamificacion.

Importancia de la visualizacion

Segun los Standars del NMCT (1989) los alumnos deben experimentar regularmente problemas
reales, de hecho, dice que la ensefianza se debe realizar a partir se situaciones problemas. Esto
nos dice que mediante estas situaciones reales se facilita el aprendizaje, y por tanto se crearan
actividades que conecten las ideas o procedimientos tanto entre distintos temas matematicos,
como en otras areas de contenidos.

Cabe destacar la Teoria del Descubrimiento de Bruner, J., en la cual se habla de que los alumnos
tendran que alcanzar los conocimientos mediante un aprendizaje activo y constructivo, para
posteriormente concluir con la resolucion de problemas y la reflexion sobre las diferentes
situaciones.

Los psicologos afirman que el conocimiento, las destrezas y los contextos afines se establecen en
la memoria mediante “esquemas”. Estos se crean en la memoria del alumno mediante la
exposicion prolongada a conceptos contextuales afines. Estos esquemas ayudan al alumno a
resolver los diferentes problemas planteados, y le ayudan a recordar los conocimientos. De esta
manera, el alumno aprendera mejor cuando el contenido se ensefie de manera estructurada.

La representacion mental que se propone pasa por lo siguiente:



e Inactivo: se basa en la accién, se puede decir que en matematicas serian ejemplos
concretos.

e Iconico: representacion mediante imagenes o dibujos.

e Simbolico: donde se genera la abstraccion, representar mediante letras y simbolos.

En muchas ocasiones se generan problemasal pasar de un conocimiento inactivo, lo que seria
algo concreto, a uno simbdlico y este procedimiento es mas sencillo si se poseen unas estructuras
visuales paracomprender el conocimiento.

Es muy comun en las escuelas para alumnos con dificultad de aprendizaje en matematicas, en
concreto nifios con TDAH, la utilizacidn de herramientas visuales, asi como dibujos, materiales
0 juegos. Un ejemplo de estos materiales son la representacion grafica de problemas, las regletas
de Cuissenaire, el abaco, Miniland Educational...

Se pueden resumir las principales ventajas del aprendizaje visual en las siguientes:

e Intervienen todos los sentidos en el proceso,

e Mejora la memoriadel alumno.

e Permitira a los alumnos obtener un punto de vista global.

e Estimula la creatividad.

e Ayudaaordenary organizar las ideas.

e Es compatible con otras metodologias de trabajo colaborativo o por proyectos, en
propuestas de ramificacién o para hacer presentaciones de seguimiento del propio
aprendizaje.

e Util para alumnos con dificultad de aprendizaje.

e Otorgaa los alumnos la capacidad de ver las matemaéticas desde distintos puntos de vista.

e Ayudaaentrelazar las diferentes areas de las matematicas (incluso de otras ciencias), en
busca de un contenido completo y transversal.

Por ultimo, hay que destacar que ya se usan metodologias que se basan en el aprendizaje visual,
dos ejemplos conocidos son el método Singapury el Visual Thinking. EI método Singapur se
realizaen tres fases (concreto, pictoricoy abstracto), laprimeraetapaconcreta donde se privilegia
la manipulaciony exploracion, etapa visual, en la que se traduce la informacion dibujandola y,
por Gltimo, la etapa abstracta, en la que se encuentrala operacion matematica correspondiente.
Visual Thinkingse basaenrealizar esquemas o mapasconceptuales dibujando, los dibujos ayudan
a los alumnos a estudiar y a organizarse los conocimientos.

La inclusién en los libros de texto de matematicas de dibujos 0 esquemas visuales, para ayudar a
que visualiceny asocien la materia es de gran ayuda también para el aprendizaje.

Actividades

Antes de cerrar el capitulo es conveniente hablar acerca de las actividades que se proponen en
este trabajo. En primera instancia, las actividades que se proponen en el capitulo siguiente son un
ejemplo de como mediante la matematica discreta se pueden crear actividades de modo que los
alumnos aprendany recuperen el interés por las matematicas. También es importante destacar las
ventajas de las actividades visuales, en grupo, colaborativas y de descubrimiento, que ayudan a
los alumnos a elaborar un esquemamental de maneraque les resulte mas sencillo recordar los
conocimientos. Asi mismo, la utilizacién de materiales manipulativos puede ayudar a elaborar
esa base necesaria a la hora de aprender conceptos novedososy abstractos.

En cuanto a las actividades o ejercicios que se proponen en cada apartado de la unidad, pueden
resultar un tanto complicadas en primera instancia, pero su realizacién no es muy costosa si se
guia a los alumnos. La eleccién de estas actividades se debe a intentar acercar estos conceptos a
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los que ya estan establecidoy les son familiares, por lo que se toman conjuntos conocidos o se
utilizan tablas de operaciones que sonvisualesy faciles decomprender. Tambiénhay que destacar
que en esta unidad y con las actividades se busca fomentar la utilizacion del lenguaje matematico
saber comprenderloy escribir con él.

Las actividades de enredos y contradanzas son el pilar de la unidad didactica, mediante las cuales
acercar estos conceptosa algo real, a algo que puedan visualizary comprender. Si bien es cierto
que muchosalumnos de 4° de ESO pueden comprender la teoria sin la necesidad de realizar la
actividad, sin embargo, esta ofrece profundizar en la materia y asimilar los conocimientos,
ayudando a todos los alumnos, en especial a los que mas dificultades les crea. Como actividad
adicional se pide que ellos expliquen que o bien los enredos o bien las contradanzas son un grupo
por medio de un video, en esta actividad ellos han de interiorizar la materia para poder explicarla,
ademas utilizaran las TIC que toman un papel fundamental en la sociedad actual.

En todo momento se busca adecuar la dificultad al curso en el que se encuentra encuadrado el
tema, incrementando la dificultad con el objetivo de que el aprendizaje sealineal.






Matematica discreta en secundaria

En este capitulo se realizard un andlisis de los contenidos relacionados a la matematica discreta
que ya estan contenidos en el curriculo, y muchos conceptos de teoria de grupos, que es la parte
de la matemaética discreta en la que més se va a incidiren este trabajo. Para realizar este analisis
se seguirdn los contenidos establecidos en los temas de la editorial mareaverde, ya que debido a
la situacién en la que se esta en la actualidad resulta muy complicado conseguir y tener prestado
libros de otras editoriales, por lo que es necesario tomarlos por internet.

Se van a destacar los siguientes aspectos de la matematica discreta que aparecen en la editorial
mareaverde, si bien es cierto que se pueden presentar otros segun la editorial, pero la idea a tener
en cuenta es que hay conceptos que estan presentes, aunque no aparecen de manera implicita.

Nuameros figurados

Los nameros figurados aparecen en los contenidos de 2° de ESO, y si bien es cierto que no se les
da una gran importancia, son interesantes y parte de la matematica discreta. Con ellos se pueden
realizar actividades interesantes y ademas son un tema que puede generar curiosidad en los
alumnos.

Los numeros figurados surgen en la antigliedad, en concreto los griegos y los pitagéricos los
utilizaban al representar los niUmeros con piedras o sobre la arena, ellos los dibujaban como
triangulos, cuadrados, pentagonos..., representando cada nimero como una cantidad de
elementosigual a su valor. Principalmente los pitagéricos eran quienes los usaban, para ellos los
numeros naturalesy su relacion entre ellos (las fracciones), podian explicar cualquier realidad
universal. Pitagoras afirmaba que “Todo es niamero”, de hecho, Hipaso de Metaponto fue
desterrado al descubrir los nimeros irracionales, debido a que demostrd que la razén entre la
diagonal del cuadradoy su lado no es una fraccion. Existen fuentes que dicen que realmente él
fueelque demostréel teoremade Pitagoras. Este tipo de historias quetienendetrasestos nimeros
afiaden curiosidad a los alumnos a la hora de afrontar una actividad, de manera que la realizaran
con mas interés.

-Suma de los n primeros impares

Hay que destacar la ventaja que tienen estos numeros a la hora de realizar demostraciones
visuales, que son de gran utilidad para comprender realmente las matematicas y despertar la
curiosidady el interés de los alumnos. Se propone, por ejemplo, con los numeros cuadrados,
mediante los cuales podemos demostrar visualmente que lasuma de los n primeros impares €s un
ntmero al cuadrado, concretamente n?. Se puede ver que a medida que aumentamos el cuadrado
lo que hacemos es afiadir una L que su nimero de puntos o cuadraditos coincide concretamente
con el siguiente nimero impar (2n + 1), como se veen la figura.

a o

(1) (4=2x2 (9=3x3 (le=4x4
= 1+43) = 1+3+3) 143+5+7)




(*)Imagentomada de ; Olivera, M. Los puntazos de Pitagoras. Recuperado de :
http://www.geocities.ws/matesbueno/articulos/los_puntazos_de_pitagoras.htm

-Suma de los n primeros nimeros

Otro ejemplo que puedeser muy interesante para losalumnos es realizar lasumade los n primeros
numeros, y paraesto se pueden utilizar los numeros triangulares. Para realizar esto de una manera

mas interesante se contaria la historiade Johann Carl Friedrich Gauss, en la que sumé los 100

primeros enterosy entre todos intentar llegar a la formula @ Si bien es cierto que para 2° de

ESO es de un nivel superior, buscamos principalmente fomentar el interés y la capacidad de
abstraccién por medio de actividades diferentes y visuales.

La siguiente figura muestra como se demostraria visualmente la sumade los n primeros nimeros,
con numeros triangulares:
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Imagen tomada de : Wikipedia. https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_triangular

Construyendo los numeros triangulares con fichas como en la figura, se denotara como T;, al
numero triangular de n filas que coincide con la suma de los n primeros nimeros. Si se colocan
como en la primera figurala suma de un namero triangular con su anterior crea un cuadrado de
lado n vy, por tanto, su suma es igual al area del cuadrado, n2. De otra manera si juntamos dos
veces el mismo namero triangular, formamos un rectangulo de lados ny n + 1, por tanto

2T, =n(n+1)
De aqui obtenemos la férmula de la sumade los n primeros nimeros:
T nn+1)
n — 2 .
Ademas de estos existen muchos ejemplos de este tipo de demostraciones visuales que se pueden
realizar con estos numeros, que pueden ser de gran utilidad para comprender conceptos en el

futuro. Para realizar estas actividades se pueden utilizar materiales manipulativos como pueden
ser regletas o Algetiles.

Conjuntos y operadores

Aprincipio de curso,como normageneral, se realizaunrepasode todos los conjuntos de nimeros,
los nimeros naturales, enteros, racionales y reales, ademas de las operaciones que se realizan
entre sus elementos, y esto se suele realizar en todos los cursos de ESO.

Es claro que los conjuntos y operadores forma parte de todas las areas de las matematicas, y por
lo tanto de la que nos ocupa a nosotros, la matematica discreta, y en concreto es una de las
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primeras nociones para entender la definicion de grupo. Un grupo esun conjunto con un operador
que cumple una serie de propiedades como son la existencia de elemento neutroy de inverso de
cada elemento del conjunto.

Se considerard entonces de importancia conocer como funcionan estos conjuntos y sus
propiedades internas. En primer lugar, seré beneficioso conocer el elemento neutro para la suma
y para el producto dentro de estos conjuntos, el elemento inverso, que me hace volver al nimero
anterior y lo mismo para otros operadores posteriores, como son las raices, logaritmos,
exponenciales, operadores trigopnométricos, etc.

También serd necesario conocer y comprender las propiedades asociativa, conmutativa y
distributiva de los diferentes operadores, y saber dominarlas para poder comprender elementos
méas complejos, en concreto la nocion de grupo. Esto se suele explicar en todos los cursos de
secundariae incluso en alguno de primaria,y forma partede la base de las matematicas parasaber
realizar operaciones correctamente.

Toda esta parte es fundamental para poder comprender y trabajar en matematicas, ya que es la
base de todas las areas. Es necesario que los alumnos sepan trabajar bien con fracciones, con la
jerarquia de las operaciones, representar la recta real, comparar nimeros, conocer en principio los
decimales periddicos y puros y de ahi pasar a racionalese irracionales. Esto es la base de todo el
saber de matematicas.

Funciones

El tema de funciones se empieza a ver en 3° de ESO y luego se profundizaen 4° de ESO.
En 3° se presta mas atencion a la representacion y analisis de graficas, que en ver las
funciones teoricamente. En 4° de ESO se profundiza bastante mas con el tema de
funciones de manera tedrica de manera que se conoce la composicién, la inversa y se
aprende a calcular los aspectos de la funcion de manera matematica y no atendiendo a la
grafica solamente.

Hay que destacar que el tema de funciones forma parte de muchas areas de las
matematicas, en concreto de la matematica discreta y la teoria de grupos. En el caso que
nos ocupa el operador composicion sera de gran utilidad en las actividades que se van a
proponer posteriormente, a la hora de componer distintos movimientos.

En 3°de ESO el tema de funciones comienza mostrando a los alumnos como se representa
un punto en los ejes cartesianos, para posteriormente introducir el concepto de funcién.
Esta parte suele generar problemas debido a que es necesario abstraerse y entenderlo es
dificil, a su vez no es sencillo encontrar actividades que lo refuercen acercandolo a una
realidad palpable. Una vez entendido el concepto de funcion se comienza a ver como se
representan en el plano coordenado, y como interpretar otras graficas. Este tema se basa
en saber representar una funcion y una vez representada analizar su crecimiento,
decrecimiento y extremos absolutos y relativos. Por tanto, no se analiza matematicamente
la funcion salvo para calcular su dominio y su simetria, el resto consiste en la
interpretacion de graficas de diferentes funciones.

-Bingo

Se considera necesario introducir en este tema alguna actividad representativa para que
los alumnos no pierdan el interés y comprendan mejor este tema que es de gran



importancia tanto en matematicas como en otras asignaturas. Se van a proponer dos
actividades a realizar con este tema y una manera de llevarlas a cabo y evaluarlas.

Se propone larealizacion deun bingo de 24 numeros y 24 tarjetas diferentes cuya solucion
correspondera a un numero. Los alumnos seleccionaran 9 nameros de los 24, 3 por fila
de8.

L as tarjetas tendran preguntas del tipo:

e Hallar dadaunafunciony el valor de x, el valor dey.

e Dadaslas coordenadas de un punto de una recta y su ordenadaen el
origen calcular la pendiente.

e Sabiendo la pendiente y un punto, calcular la ordenadaen el origen.

e Calcular un punto de corte con el eje x 0 y.

e Calcular el extremo de una parabola.

Se sacaran las tarjetas de una en una. Cadauna delas tarjetas se resolvera por cadaalumno
y se explicara su solucién. Es fundamental para realizarla otorgar algin premio al ganador
y al que cante linea, asi como por participar e intentar resolver las tarjetas, por ejemplo,
se puede otorgar en el examen del tema 0,4 puntos al ganador del bingo y 0,2 al ganador
de la linea, por otro parte se daran positivos a los alumnos que resuelvan y sean
participativos en la actividad.

Esta actividad serd realizada satisfactoriamente si vemos que los alumnos comprenden
coémo se calculan los aspectos relativos a la ecuacion de la recta, saber calcular un punto
de la recta, su pendiente y su ordenada en el origen, evaluar una funcién en un punto,
calcular puntos de corte... También sera satisfactoria si los alumnos se muestran
participativos e interesados en la actividad y por ende en el tema en cuestion. Cabe
destacar que esta actividad se puede realizar con otros temas de la asignatura, por lo que
si funciona con una clase se puede realizar en cada tema con el objetivo de mejorar el
aprendizaje y el interés por la asignatura.

-Representar graficas

Proponemos otra actividad para ayudar a interpretar y representar graficas. Disponemos
a la clase en grupos de 4, 6 u 8 alumnos y otorgamos una grafica diferente a cada alumno
sin gue pueda verla ningin compafiero. Posteriormente, otorgamos una ficha en la que
cada alumno ha de rellenar con la descripcion de la grafica obtenida y una vez hecho, se
retiran todas las graficas. Cada alumno intercambiara su ficha con la de un compafiero de
equipo e intentard dibujarla. Se pueden realizar varias rondas de tantos minutos
intercambiando las graficas de un grupo a otro, con el objetivo de que sea igualado.
Después de la actividad se realizara algun ejemplo en clase de las graficas entregadas. El
ganador sera el grupo que mas graficas haya representado bien y sera recompensado con
lo que crea conveniente el profesor.

Se busca fomentar el interés del alumno y es fundamental premiar al ganador para
incentivar la actividad y se esfuercen méas en hacerlo bien. Se puede otorgar al grupo
ganador 0,3 puntos en el examen del tema, también el profesor si cree necesario que el



trabajo de algun alumno, a pesar de no haber ganado, ha sido bueno en cuanto a realizar
bien la actividad o a esforzarse mucho, se le podran dar puntos positivos en actitud.

El resultado se considerara satisfactorio si los alumnos aprenden a interpretar graficas
siguiendo los pasos necesarios, si trabajan para facilitar a los compafieros que sean
capaces de poder representar la grafica, si se esfuerzan en hacerlo bien y preguntan, si se
ve una evolucion y un aprendizaje durante la actividad, si disfrutan de la actividad y se
divierten con sus compafieros, esto ayudara a que las proximas actividades se tomen con
una mejor actitud.

Las actividadesen grupo son muy beneficiosas, los alumnos pueden ayudarse unos a otros
e intercambiar ideas, incluso divertirse de una manera sana. Existen otros tipos de
actividades que pueden funcionar como podian ser cartas con funciones y sus respectiva
descripcion y grafica, o un plano cartesiano en el que se juegue a destruir la flota entre
otras.

El tema de funciones en 4° de ESO es mas tedrico y en él ya se presentan conceptos de
inversos, elemento neutro y como se establece mediante la composicién de una funcion
y su inversa, todos ellos muy presentes en la teoria de grupos y en la base de las
actividades principales de este trabajo. Este tema comienza explicando el concepto de
funcion como la relacion que se da entre dos magnitudes y como se puede representar
matematica y graficamente, para posteriormente, estudiar los diferentes aspectos como el
dominio, recorrido, periodicidad, simetria, puntos de corte, inversa... A diferencia de 3°
de ESO practicamente todos estos puntos pueden ser calculados matematicamente y no
solamente interpretando la grafica de la funcion. En el tema siguiente se ensefian los
diferentes tipos de funciones, polinomicas, exponenciales, racionales...analizandolas de
forma particular.

Durante el periodo en el que se realizé el practicum este fue uno de los temas a impartir,
se propuso como actividad diaria que un alumno de cada fila saliese a exponer todos los
elementos de una funcién que se otorgaba a cada fila, los alumnos de las otras filas debian
de copiar las otras funciones nuevas viendo que estaban correctas y los de su misma fila
comprobarlo. Es una actividad que funciono bastante bien hasta que no se pudo seguir
realizando debido al confinamiento. Se propuso por tanto como una manera de evaluar
durante el confinamiento la elaboracion de un video en el cada alumno con una funcién
distinta explicase como se calculaba todos los elementos de la funcién ayudandose de
GeoGebra. El resultado fue muy satisfactorio ya que muchos alumnos se trabajaron un
video en el que el lenguaje deberia ser natural, y en el que demostraron que entendieron
los conceptos.

Se propondra una actividad en este trabajo mediante la que los alumnos asocien el
movimiento composicion, inverso, identidad... ala vida real mediante el uso de enredos
y contradanzas, esto es, mediante la composicion de diferentes movimientos. Por tanto,
podemos relacionar este punto con el siguiente.

Movimientos en el plano y en espacio

Este tema aparece en el curso de 3° de ESO tanto de ensefianzas aplicadas como de
ensefianzas académicas, por lo que se podria relacionar durante los cursos con el tema de
funciones ya que es sencillo visualizar la composicion como una concatenacion de



movimientos, y una funcion como el paso de una posicion a otra por medio de un
movimiento que seria la funcién. En la unidad didactica que se propone se relacionaran
estos conceptos con el fin de acercar ambos temas a la realidad y que los alumnos sean
capaces de comprender conceptos tedricos mas complejos de una manera mas cercana y
visual.

Pasemos a analizar los contenidos de este tema y su relacion con la teoria de grupos. En
primer lugar, vemos cuales son los diferentes tipos de isometrias, las semejanzas y como
se componen las diferentes transformaciones geométricas. Una vez visto esto se habla de
vectores, traslaciones y traslacion inversa, conceptos que estan relacionados con la teoria
de grupos, como componer estas traslaciones para volver al punto inicial.

El apartado siguiente corresponde a los giros de angulo «, este apartado tiene especial
interés al ser un grupo ciclico en el que podemos encontrar el ordendel grupo, el elemento
neutro, el elemento inverso, la composicion de diferentes giros... Este tema es muy util
para entender estos conceptos de una manera visual, ya que es muy sencillo poder
representarlos en la vidareal por medio del mismo cuerpo humano girandoy los alumnos
serén capaces de visualizar estos conceptos.

Por altimo, la simetria es un movimiento que es muy intuitivo para los alumnos, que
suelen conocer este aspecto antes de ser explicado en clase. Mediante el grupo de las
simetrias podemos vemos que realizando dos simetrias de mismo eje volvemos a la
posicion original, por lo que el orden del grupo es 2, podemos ver por tanto que el inverso
de la simetria es otra simetria, componiendo dos simetrias tenemos la identidad... Por
tanto, con las simetrias podemos introducir nociones de esta teoria sin entrar en detalles
muy tedricos, pero que pueden ser de gran ayuda cundo se vean estos conceptos.

Hay que destacar que las isometrias, giros, traslaciones y simetrias son elementos
fundamentales del algebra béasica que se estudia en muchas carreras universitarias y por
lo que tener unos conceptos basicos de este tema es fundamental para poder comprender
posteriormente estos conceptos que se vuelven muy teoricos y abstractos.

Este tema tiene una gran ventaja al poder elaborar muchas actividades relacionadas con
el mundo real, por ejemplo, en muchos de los logotipos de las empresas mas conocidas
se pueden apreciar simetrias, traslaciones o giros y una actividad que se puede realizar en
el aula es que los alumnos los encuentren y los determinen guiados por el profesor. Como
esta se pueden realizar muchas otras actividades con diferentes imagenes de mosaicos,
paisajes o elementos conocidos por los alumnos para encontrar estos movimientos,
incluso dentro de la clase reorganizando las mesas utilizando diferentes movimientos
como traslaciones o simetrias.

En este trabajo tiene una gran importancia los movimientos, ya que es la base de los
enredosy las contradanzas, mediante los cuales se realizan giros y simetrias. Losenredos
y contradanzas tienen estructura de grupo al utilizar como operador la composicion,
podemos obtener todas las propiedades necesarias para la estructura de grupo mediante
la composicion de dos movimientos, podemos generar todos los diferentes movimientos
a partir de solamente dos, lo que se traduce en un grupo de generadores. Es de gran ayuda
para abordar esta actividad, que los alumnos conozcan y comprendan este tema, y sean



capaces de relacionarlo para poder comprender gran parte de las implicaciones tedricas
de estas actividades.

Combinatoria

La combinatoria, el estudio de las posibles posiciones de los elementos, es una parte muy
importante de lamatemaéticadiscreta, ya eraconocidaen el siglo XVII debido a que en esta época
se estudiaban los modelos combinatorios de los juegos de azar.

Este tema se estudia en 4° de ESO de ensefianzas académicas, en él se estudian las diferentes
maneras de seleccionar un objeto: variaciones, permutaciones y combinaciones, con o sin
repeticion, y donde se presta especial atencion a las propiedades de los nUmeros combinatorios.
Este tema es de gran utilidad ya que proporciona la capacidad de contar el nimero de objetos en
diferentes contextos.

Para realizar y entender bien el funcionamiento de este tema, es fundamental saber realizar e
interpretar un diagramade arbol, mediante el cual podemos llegar a todos los sucesos posibles,
otro aspecto que también hay que tener en cuenta es conocer la regla de la multiplicacion en
combinatoria.

Este tema se divide en tres, permutaciones, variacionesy combinaciones. Es de gran ayuda para
los alumnos esta disposicién al ir pasando de menos a mas, al principio en permutaciones las
restricciones son menores que en variaciones y que en combinaciones. En cada caso varia si
importa el orden, si se pueden repetir, el nimero de objetos con el nimero de plazas... y esto
dificulta su comprension.

Unagran ventaja que tieneeste tema es que es muyvisual, se puede acercar a larealidad de forma
sencilla ya que existe miles de ejemplos de situaciones reales en los que se puede usar
combinatoria. Por lo tanto, se propone en este tema la realizacién de acertijos de manera que
fomente la curiosidad de losalumnosy elaprendizaje por descubrimiento,comoel que se muestra
a continuacion que es conocido portodos.

- ¢ Cémo cruzar el rio?

Esta actividad se basaen el acertijo del lobo, la gallinay el maiz, un campesino lleva un lobo, una
gallina 'y un saco de maiz, el campesino nunca puede dejar a los tres solos por razones obvias. En
un momento de su trayecto se encuentra con unrio y una barcaen la que solo puede llevar a uno
de los tres.

P1:;Como haré paracruzar el rio?

Los alumnos deberan de elaborar un diagrama de arbol en el que puedan encontrar la solucién y
todos los demas caminos hasta que puedan realizarse.

Ademas de este acertijo, existen variantes que son mas interesantes. Dos padre y dos hijos
construyen una barcapara cruzar el rio, pero es debil y solo pueden ir montados o un adulto, 0
dos nifios.

P2: ;Como haran para llegar todos a la otra orilla?

P3: ¢ Cuantosviajes como minimo necesitaran para lograrlo? ; Cuantos se necesitaran si hubiese
tres nifios?



Por ultimo, se puede afadir el caso de dos parejasen las que el marido no puede dejar a la mujer
sola con otro hombre.

P4: ;Podias resolver este enigma?

Si hay algun alumno maés interesado en el tema se podia estudiar el caso para mas parejas y
preguntarse si tiene una relacién matematica.

Esta actividad sera de gran utilidad para aprender a elaborar diagramas de arbol, abstraerlos a la
realidad y fomentarel interés, debido a la satisfaccion resolver acertijos o enigmas y el esfuerzo
recompensado. Ademas, funcionard como un ejercicio practico en el que se valoraria de forma
positiva en los puntos destinado a comportamiento y actitud en clase, y los resultados serian
satisfactorios si se consigue aprender a elaborar diagramas de arbol y si los alumnos se han
interesado y han estado participativos.

La combinatoria forma una parte fundamental de la teoria de juegos dentro de la matematica
aplicada, por lo que existen nimeros juegos que se pueden realizar e intentar buscar una manera
en la que sea masfacil ganar. Se pueden utilizar monedas, cartas, tableros de ajedrez, se propone
alguno como los siguientes:

e Secolocan 8 monedas en fila, de manera que hay que apilarlas saltando unas sobre otras
hasta que queden 4 grupos de 2. Ademaés, cadamoneda ha de pasar sobre otras dos, en
fila o apiladas. ¢Eres capaz de conseguir realizarlo?

e Setomaun tablero de ajedrez y 8 torres, ¢ Puedes colocarlas de tal maneraque ninguna
pueda atacar a otra? sy con 4 reinasy 4 torres?

o Enuntablerode 7x8 casillas (una fila menos que en el de ajedrez) se coloca una dama en
la esquina superior izquierda. Cada uno de los dos jugadores puede mover en su tumo
una, dos o tres casillas en horizontal, y hacia abajo en vertical y diagonal. Ganael que
consigue llegar a la esquina inferior derecha.

e En el encerado se escriben 10 unos y 10 doses, el profesor podra jugar con un alumno.
Cada jugador podré borrar dos numeros en cada turno, si son iguales se convierte en un
dosy si son distintos en un uno. El jugador que empiece gana si quedaun unoy el otro
jugador si queda un dos.

Como estos juegos existen muchos otros que se puedenrealizar en clase y que tienen estrecha
relacién con este tema. Como en todas las actividades anteriores se pretende que los alumnos se
interesen, tener unasesion diferente a la de teoriay problemas, y que aprendan de una manera
mas entretenida para ellos viendo que las matematicas son Utiles en la realidad para resolver
determinados aspectos.

Conclusién

Como hemos visto la matematica discreta estd presente en secundaria, pero no se le da
importancia como tal a esta area de las matematicas. En muchos de los aspectos seleccionados no
se dan a conocer conceptos que son importantes dentro de las matematicas y que posteriormente
son de gran utilidad en multiples estudios universitarios, en concreto en carreras en las que las
matematicas son una pieza fundamental.

Un aspecto que se ve reflejado en este analisis es la facilidad de adaptacién de estos conceptos a
la realidad por medio de actividades visuales y representativas para los alumnos, en las cuales se
recobre el interés por las matematicas. Como ya se ha dicho muchos autores afirman en la
necesidad de introducir este tipo de actividades, y la matemaética discreta ofrece esta facilidad.

Otro aspecto que no se ha podido destacar de la matematica discreta es su uso en la computacion,
debido a que no se introducen estos contenidos en el curriculo de secundaria. En laactualidad con
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la revolucion tecnoldgica que existe cabe plantearse la introduccién de conceptos de este tipo
acorde a la necesidad social en la que se vive, y la matematica discreta ofrece esta posibilidad.

En el capitulo siguientese presenta una manera de introducir conceptosde teoria de grupos dentro
del curriculo, realizando una unidad didactica de unas pocas sesiones con unas actividades que
sirvan paraayudar a losalumnos a entender estos conceptos abstractos acercandolos a la realidad.






Enredos y contradanzas

En este capitulo se expone un ejemplo de una unidad didactica mediante la cual se introduciria la
matematica discreta, en concreto conceptos de teoria de grupos, en el curriculo de 4° de ESO.
Estos conceptos de teoria de grupos son abstractosy suelen presentarse dificultades cuando se
estudian en carreras universitarias, se pretendeacercarlo a secundaria, de formasencilla, mediante
actividades visuales y representativas para poder acercarlos a la realidad.

Justificacion

El motivo principal, que responde a por qué introducir Teoria de grupos en el curriculo, viene
dado por la dificultad que supone a los alumnos estos conceptos en sus estudios universitarios.
Este problema se debe a la falta de abstraccién de los alumnos en matematicas, por lo que
introducir conceptos basicos de Teoria de Grupos ayudaria a mejorar la base necesaria para
aprender algebraen unosestudiossuperiores. Realmente conmejorar la base necesaria, parapoder
entender estos conceptos tan abstractos, seria suficiente.

La introduccion de esta teoria en el curriculo es muy dificil, escomplejo demarcarla en una parte
de los conocimientos que ya estan establecidos y al igual que suprimir unos temas por otros. La
mejor opcion es introducirla en 4° de ESO, de forma posterior al tema de funciones y de corta
duracion, de manera que ya se puedan asociar con este temapor medio de las actividades que se
proponen. Es muy complicado entredecir este tema en Bachillerato debido a la carga a la que ya
se est4 expuesto y con un temario muy enmarcado.

Las funciones representan las relaciones entre conjuntos, en Teoria de Gruposes algo basico, se
presentan unos motivos por los cuales se relacionaran en esta unidad didactica:

e Lanociéndeconjuntode elementos, cdmo utilizar los conjuntos, que representany cémo
las funciones relacionan dichos conjuntos elemento a elemento.

e Un grupo es un conjunto con un operador que cumple una serie de condiciones, este
operador sera la composicion de funciones para las actividades que se van a utilizar,
realmente mediante funciones se puede representar cualquier operacion.

e La funcidn inversa, como se utiliza, qué representa. Esta se relaciona con que cada
elemento tenga inverso.

e Lafuncidénidentidad, el elemento neutro en teoriade grupos. Profundizar en su uso que,
aunque parezca simple, es necesario comprender bien su funcionamiento.

e Es necesario que el operador sea asociativo, y se puede comprobar que el operador
composicion es asociativo, pero no conmutativo.

e Enlasactividades quese presentan ademas de reafirmar lo dicho en los puntosanteriores
podemos establecer un grupo libre, mediante un sistema de generadores formado por dos
elementos, unamanera de asociar estos conceptos a un nivel mas alto.

Con esto se pretende introducir la nocion de conjunto, de grupo, de elemento neutro, elemento
inverso y la asociatividad y conmutatividad, conceptos que son abstractos, pero se pueden
comprender con unos conocimientos bésicos necesarios.

Pero ¢los alumnos podran comprender estos conceptos? Responder a esta pregunta es muy
complicado, ya que para ello es necesario tener una base de conocimientos bien formada para
poder entender estos conceptos tan abstractos. Para intentar mejorar esta base se propone utilizar
los materiales manipulativos, actividades visuales que les acerque los problemas a la realidad,
juegos en clase y con dispositivos tecnolégico y demas materiales que son muy Utiles para
recobrar el interés y facilitar el aprendizaje. Por ejemplo, paracomprender bien las funciones es
necesario un dominio de las ecuacionesen dos variables y materiales como Algeblocks son muy



Gtiles para visualizarlas, comprenderlasy recordarlas. Realmente no va a resultar facil que los
alumnos entiendan esta teoria, pero si asimilar los conceptos de conjunto, operados, elemento
neutro y elemento inverso, que son sencillos en principio y muy utiles en algebra.

Se proporciona unasactividades en grupo, o en el caso de que haya distanciamiento de manera
individual, en las que los alumnos primero podran comprender las funciones mediante una
actividad real, y posteriormente asociarla a teoria de Grupos como un medio para su facil
comprension. Estas actividades se podrian introducir no sélo en 4° de ESO, sino en todos los
cursos desde infantil hasta la universidad, aunque nos centraremos en desarrollarlos para este
curso. Se puede introducir dentro del tema de funcionesde 3°y 4° de ESO, e incluso en los temas
de fracciones y operaciones con fraccionesen 1°y 2° de ESO.

Por tanto, se propone el siguiente desarrollo de los contenidos, establecidos en 4° de ESO, aunque
si bien es cierto que se puede establecer en otros cursos 'y se puede relacionar al tema de

movimientos.

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje
evaluables

4°ESO

Bloque: Matematicadiscreta

Nocion de conjunto y
elemento de un conjunto.
Relaciones entre conjuntos,
producto cartesiano.
Inverso y ordende un
elemento.

Elemento neutrode un
conjunto.

Concepto de operador,
asociatividady
conmutatividad.

Nocién de grupo.

1. Conocer las definiciones
de la teoria de grupos:
conjunto, operador, elemento
neutro, elemento inverso,
propiedades del operador y
definicion de grupo. Aplicar
las definiciones para ver si
un conjunto con un operador
forma estructura de grupo.

2. Conocery saber establecer
el elemento inversoy con el
formar el elemento neutro de
todas las formasposibles, y
el orden de cada elemento.

3. Conocer las propiedades
de los diferentes operadores
y cOmo se usan.

4. Aplicar estos conceptos a
la vida cotidiana.
5.Utilizacion adecuadade las
herramientas necesarias.

1.1. Conocey aplica las
definiciones.

1.2. Entiende las relaciones
entre conjuntos.

1.3. Conoce lanocién de
grupoy sabe
identificarlo.

1.4. Entender el concepto
de orden deun
elemento.

15. Entiende el lenguaje
matematico utilizado.

2.1. Encuentrael elemento

neutro e inverso.

2.2. Relacionael elemento

neutro con el inverso.

2.3. Calculael orden deun

elemento.

3.1. Reconoce las

propiedades del operador y

las utiliza.

3.2. Realiza las tablas de

operacion e identificauna

LCI.

4.1 Relaciona los conceptos

aprendidosa la vida real.

4.2. Entiende la relacion de

la actividad con la teoria.

5.1. Utilizalas TIC de

manera responsabley eficaz.

5.2. Utiliza los elementos de

aula en su beneficio.

|g



Competencias basicas

La unidad didéactica se basa en programar por competencias, entonces se hara pie en fortalecer las
competencias clave, siendo flexible para poder trabajar la naturaleza de la propia unidad.

Las competencias que se van a desarrollar, en orden de importanciason las siguientes:
Competencia matematicay competencias basicasen ciencia y tecnologia
Se sefialan los siguientes puntos que se van a trabajar para fortalecer esta competencia:

a) Tener conciencia del uso de las matematicas en la vida cotidiana, tanto como la
importancia de la ciencia en la vida.

b) Comprender la realidad en la que se vive desde un punto de vista cientificoy riguroso.

c) Solucionar problemasy aprender a manejar conocimientos cientificosy tecnoldgicos.

d) Comprender y manejar el lenguaje matematico en cualquier ambito y contexto.

e) Saber identificary manejar el lenguaje matematico tanto en clase como en la vida
cotidiana.

f) Aplicar las estrategias de resolucién de problemas en la vida real usando un enfoque
matematico. También en otras asignaturasy cualquier situacion problemética.

Esta competencia se vaa desarrollar constantemente durante todas las sesiones, buscando acercar
las matematicasa la vida real, que es lo que se pretende con las actividades propuestas. También
se pretende fortalecer el uso del lenguaje matematicoy la capacidad de abstraccién de los
alumnos.

Competencia linguistica
Se sefialan los siguientes puntos a trabajar en esta competencia:

a) Utilizar los conocimientos linglisticos para buscar informacion.

b) Comprender el lenguaje matematico escrito y en general cualquier texto escrito.

c) Expresarde formaoral ideas, conceptos y procedimientos matematicos de formaclara,
ordenaday con sentido. En matematicas como de forma general.

d) Escribir textos tanto en matematicas como en otras areas de maneraclara, ordenada, con
sentido y correccion.

e) Comprender las expresiones utilizadas para saber identificar ordenes, descripcion,
explicacion, relato. ..

Se busca mediante la exposicion oral de ejercicios en clase y mediante la realizacion de un video
que los alumnos aprendan a expresarse de forma clara en matematicas y de esta manera sean
capaces de establecerse un esquema mental. La competencia linglistica es fundamental en la
asignatura de matematicas.

Que los alumnos se intenten explicar los conocimientos de forma oral siempre sirve para mejorar
en la asignatura e interiorizar mejor los contenidos.

Competencia digital
Se sefialan los siguientes puntos que se pretender reforzar para esta competencia:

a) Saber seleccionar de las diferentes fuentes de informacion.

b) Manejar diferentestipos de herramientas digitales.

c) Saber utilizar la tecnologia con responsabilidad.

d) Aprendera trabajar con informacion de diferentes fuentes.

e) Saber aplicar el manejo de estas herramientas digitales en la vidadiariay en el trabajo.



En esta unidad mediante el uso de diferentestecnologias par realizar el video con el que se les
evalla se busca que aprendan a utilizar estos medios. Ademas, en clase se utilizaran otros
elementos tecnologicos como GeoGebra, pizarra digital, calculadora. ..

Competencias sociales y civicas
Los puntos que se pretenden reforzar son los siguientes:

a) Aprendera dialogar entre los compafieros, saber exponer sus ideas de manera ordenada
e intentar llegar a un consenso entre todos.

b) Mostrar una participacion activae intentar ayudar a los demés en todos los &mbitos.

¢) Valorar lariqueza de las diferentes opiniones e ideas.

d) Aprendera trabajar en equipo atendiendo a las necesidades del grupo y no solamente a
las personales.

Mediante las actividades en grupo se pretende reforzar esta competencia, que sean capaces de
ayudarse unos a otros aprendiendo y profundizando en la materia. Hay que destacar que durante
las sesiones se abogara por el respetoentrelos comparieros, consus opiniones, el turno de palabra,
etc.

Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor
Se pretenden reforzar los siguientes puntos:

a) Actuar con responsabilidad y con sentido ético.

b) Tener una constancia en el trabajo.

¢) Optimizar todos los recursosde los que se disponga.

d) Capacidad deasumir la responsabilidad.

e) Capacidad de pedir ayuda cuando sea necesario.

f) Priorizar el interés grupal antesdel personal.

g) Saber gestionar las diferentes alternativas con unos conocimientos previos.

Mediante el aprendizaje colaborativo se pretende fomentar estos aspectos, ademas de crear
problemas abiertos de manera que tengan que pensar e investigar. Siempre se valorara la
creatividad y el esfuerzo.

Aprender a aprender
Los aspectos que reforzar son los siguientes:

a) Saber identificar los diferentes potenciales de cada persona, como las inteligencias
multiples, estilos de aprendizaje...

b) Aplicar estrategias con el objetivo de mejorar el pensamiento critico, creativo,
emocional...

c) Evaluarlaconsecuciénde losobjetivos del aprendizaje.

d) Tener conciencia de los procesos de aprendizaje.

e) Desarrollar estrategias para facilitar el aprendizaje y la comprension de los contenidos.

f) Sercapaz de planificarse utilizando los recursos necesarios.

Mediante la sistematizacion de ejercicios, proporcionar problemas abiertos, utilizar elementos
Gtiles, se pretende fortalecer esta competencia.

Conciencia y expresiones culturales

En esta unidad esta competencia no esta muy presente, pero si se pueden reforzar algunos
aspectos:



a) Apreciar los valores de la historia y de la evolucion del pensamiento cientifico.
b) Realizar trabajos de maneraque sean estéticos y ordenados.
¢) Aprendera valorar el patrimonio, yase cultural, visual, escrito, histérico...

Metodologia

En este apartado se van a presentar las principales metodologias que se van a utilizar, si bien es
cierto que se pueden dar diferentes segin el punto de vista de cada profesor. Las que se van a
utilizar principalmente son las siguientes:

o El método expositivo o leccion magistral. EI profesor expone a los alumnos los
conocimientos que se quieren impartir, estos conceptos han de estar ldgicamente
estructurados con la finalidad de facilitar informacion organizada siguiendo los criterios
adecuados para tal fin. Esta metodologia se suele utilizar en todos los temas y es
fundamental que se desarrolle de manera éptima para que los alumnos tengan una buena
primera toma de contacto con los conocimientos a aprender.

o Estudio de casos. Esta metodologia se basa en encontrar un problemareal, simplificarlo
y motivar al alumno a resolverlo mediante un proceso de toma de decisiones. El profesor
orientara a los alumnos en esta toma de decisiones para que encuentren las soluciones y
logren el objetivo del aprendizaje. Sus caracteristicas son:

e Basarse en el caso como herramienta educativa.

Incluir preguntas criticas con el objetivo de estimular a los alumnos para que

indaguen en la materia.

Considerar el trabajo en pequefios grupos.

Incorporar preguntas paraestimular ladiscusiénen los estudiantesen tornoal caso.

Afadir actividades de seguimiento.

o Aprendizaje basado en problemas (ABP). Esta metodologia se centra en que el
estudiante aprenda, adquiera conocimientos, habilidades y actitudes a través de
situaciones de la vida real. La finalidad es que los alumnos sean capaces de enfrentarse a
situaciones y poder analizarlade la misma manera que lo haran en su vida profesional.
En esta metodologia el alumno es el principal protagonista de su aprendizaje. Esta sera la
metodologia que se utilizara principalmente en la actividad junto con la siguiente.

o Trabajo cooperativo. Como su nombre indica esta metodologia se basa en la
cooperacion, una estructura cooperativa de incentivo, trabajoy motivaciones. Se busca
crear una interdependencia positiva alumno-alumno y alumno-profesor tanto en la
evaluacion individual como en el uso de habilidades interpersonales a la hora de actuar
en pequefios grupos. Esta metodologia ayuda a que los alumnos se unan, se cansen menos,
que tengan mayor voluntad e iniciativa, que se apoyen entre ellos. .. En esta metodologia
es muy til que se ayuden entre ellos, que se intenten explicar los conocimientos, de esta
manera los conocimientos se instauran mas fuertemente debido en parte a la interaccion
entre iguales y al uso de sus palabras para poder describir dichos conocimientos,
estableciendo una idea més consolidada.

Temporalizacion

Debido a que los contenidos que se pretenden instaurar en el curriculo son novedosos y no se
conoce si puede funcionar o no, estaunidad no puede llevar méas de dos semanas de clase.

Separaremos estaunidad en tres partes:

- Teoriay ejercicios: 4 sesiones de 50 minutos.



- Actividades de enredos y contradanzas: 3 sesiones de 50 min.
- Pequefio examen y visualizacion de videos: 1 sesion de 50 min.

En cadaapartado se desarrollaralatemporalizacionde cadaparte, paraque quede biendemarcado
el tiempo que se pretende dedicar a cada parte.

Contenidos previos

Este tema se encuadra principalmente en el tercer trimestre de 4° de ESO, ya que para su 6ptimo
desarrollo es de gran ayuda haber interiorizado conocimientos de otros temas que se imparten
anteriormente.

En primera instancia es de gran ayuda conocer el concepto de conjunto de elementos, asi como

de los conjuntos N,Z,Q,R. Estos conceptos se imparten durante toda la secundaria,
principalmente al principio de cada curso. La nocion de conjunto, union e interseccion se

profundiza algo mas en el tema de estadisticay probabilidad de 3° de ESO donde se aprenden a
utilizar los diagramas de Venn.

Para el correcto desarrollo del tema es fundamental que se haya comprendido el concepto de
funcidn, asi como funcién inversay funcion identidad. Para el correcto desarrollo de la actividad
es necesario afiadir también el concepto del operador composicion.

Desarrollo de los contenidos

-Nocion de conjunto
Temporalizacion

Este apartado se desarrollard en una sesion de clase, de la siguiente manera:

Contenido Tiempo

Clase magistral 25 min
Ejercicios con el profesor 15 min
Ejercicios para clase y casa 10 min

Definicion 1. Un conjunto en matematicas es una coleccion de elementos, que tienen una
caracteristicaen comun. De esta manera sabremos si un elemento pertenece o no al conjunto. Un
conjunto es finito si tiene un nimero determinado de términos, un conjunto es infinito si tiene
infinitos términos.

Diremos que x € X para decir que un elemento x pertenece al conjunto X.

Decimos que el conjunto A esta contenido en B, y lo escribimos como A c B, si todo elemento
de A estd en B. En caso contrario decimos que A no esta contenido en B, y lo denotamos como
A ¢ B.

Ejemplo: Llamemos F = {pera, manzana, uva}, un conjunto de tres elementos de tres frutas
de manera que pera € F, pero perro & F.

Definicién 2. La union de dos o méas conjuntos es el conjunto de todos los elementos que
pertenecen a ambos conjuntos. La union de los conjuntos A y B se denota A U B.

Definicién 3. La interseccion de dos o méas conjuntos es el conjunto formado por todos los
elementos que tienen en comdn. La interseccion de los conjuntos A y B se denota A N B.



Ejemplo: Sean A = {perro, gato,conejo}, B = {perro,canario,iguana} y C =
{canario,iguana}. Se tiene:

e AUB = {perro, gato,conejo,canario,iguana}, AN B = {perro}.
e AUC ={perro,gato, conejo,canario,iguana}, An C = {@}.
e BUC = {perro, canario,iguana},B N C = {canario,iguana}

Definicion 2. El producto cartesiano de dosconjuntos X e Y, es el conjunto X x Y con elementos
(x,y)talquexeXeyeY.

Doselementos (x, y) eEX xY y (x",y ) € X x Y sonigualessiysblosix=x"ey=y".

Ejemplo: Sea F = {pera, manzana, uva}y G = {perro, cabra, vaca}. Entonces tenemos que
(pera, cabra) € F % G, pero (pera, gato) ¢ F x G.

Ejercicios:
1. Consideralos siguientes conjuntosy completa con €y ¢&:
El conjunto A = {coche, tren, aviéon}.
tren ....A,autobus..... A, coche ... ... A
El conjunto B = {multiplosde 3} = {x € N:x = 3n,n € N}

3....B,8..... B,24 ......B,43 ... .. B

2. Indicasi los siguientes conjuntos son finitos o infinitos, en el caso de ser finitos indica si
son vacios o no:

-A = {x: x es multiplo de 5}

-B = {x:x es un namero natural en 4y 5}

-C = {x: x son los dinosaurios vivos en la actuaidad}
-D = {x:x es un nimero impar}

3. Considerando lossiguientes conjuntos F y G completa con los simbolos c, &.

F = {x:x es un numero naturaly n < 10},
G = {x:x esun nimero naturalpar y x < 10}

F. ..G G....bF

4. SiA={a,b,c,d,ef}yB ={ab,e,g, h} entonces marca si cadauna es correcta con un
tick:

-AUB ={a,b,c,d,e,f,g,h}
-AUB ={a,b,c,d,e,f,a,b,e, g, h}
-AUB ={a,b,e}



5. Si € ={10,20,30,40,50} y D ={100,200,300,400,500} marca con un tick si es
correcta:

-CnD =1{10,20,100,200}
-CND=9
-C nD ={10,20,30,40,50,100,200,300,400,500}

6. Determinar la interseccion del conjunto de los 20 primeros numeros pares y los 10
primeros multiplos de 3. Determinar la interseccion de este con el de los 10 primeros
multiplos de 5.

B

7. Completa la siguiente frase: “Si A € B,entonces AUB =....’
8. SiA =B entonces AU Bes:

-Vacio
-EsAo0B.
-No se puede determinar.

2

9. Completa la siguiente frase: “Si A € B,entoncesANB =...... .

-Operadores
Temporalizacion

Este apartado se desarrollard en una sesion de clase, de la siguiente manera:

Contenido Tiempo
Correccionde ejercicios por parte de los 10 min
alumnos en clase
Clase magistral 25 min
Ejercicios con el profesor 10 min
Ejercicios para clase y casa 5 min

Definicion 3: Un operador es un simbolo matematico que representa una operacion matematica.
Un operador permite reconocer la operacion con su respectivaregla de definicion.

Vamos a separar los operadores matematicos en dos tipos:

-Operadores clasicos: en este grupo tenemos los operadores ya conocidos, la suma, resta,
multiplicacion, division, raiz cuadrada. ..

-Operadores arbitrarios: son los no conocidos y segin se presentan se tendra que mostrar una
norma a seguir utilizando los operadores clasicos. Por ejemplo, definimos el operador triangulo
como:

a+b
3

aAb=

Afadiremos la siguiente historia paraaumentar la curiosidad de los alumnos:
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Los simbolos han ido cambiando a lo largo de la historia. En el afio 2000 a.C. los babilonios
utilizaban métodos de algebra para resolver problemas, pero no utilizaban operadores
matematicos.

Para llegar a cuando se empezo0 a utilizar los simbolos +y -, tenemos que irnosal afo 1489d.C.,
pero no se empezarona utilizar connormalidad hastael afio 1544 d.C. El simboloigual se empezd
a utilizar en Inglaterra por Robert Recorde en 1557. El simbolo de multiplicar con el punto no
surge hasta el 1600y el simbolo de la division no aparece hasta 1659.

Pero ¢a quién podemos atribuir el mérito de la representacion simbdlica en matematicas?
Posiblemente seria al matematico francés Vieta, €l fue el que empezo a utilizarlas letras para
representar los nimeros desconocidos.

Veamos el origen de los principales operadores:

e Adicion: El calculista del Renacimiento Tartaglia utilizé la primera letra del italiano pit
(mas) para representar la adicién. El signo + es una forma abreviada del latin et(y). El

simbolo original eraeste:

e Sustraccion: Este signo menos fue utilizado en los tiempos griegos por Diofanto. Nuestro
simbolo de sustraccion puede derivar de una barra que utilizaban los comerciantes
medievales. El simbolo era el siguiente:

N

e Multiplicacion: Nuestro signo x, basado en la cruz de San Andrés, ya se conocia cuando
el signo arriba representado fue utilizado por Leibniz en la Alemaniadel S. XVII.

O

e Division: En la Francia del siglo XVIII, J. E. Gallimard utiliz6 esta D invertida para la
divisién. El signo que utilizamos puede provenir de la linea fraccionaria adomada con

dos puntos.



Durante el resto del temase utilizara un conjunto junto a un operador, por ejemplo, el conjunto
de los nimeros naturalesy la operacion suma, y lo escribiremos de la siguiente manera:

(N, +)
El operador establece las relaciones que se pueden dar entre los elementos del conjunto.

Definicion 4. Un operador # es asociativo en un conjunto 4, si paratres elementosa, b, c € A,
se tiene que:

att(b#c) = (a#b)#c

Por ejemplo, si tenemos el conjunto de los nimeros naturales N, el operador suma + es
asociativo.

Definicion 5. Un operador # es conmutativo en un conjunto 4, si para dos elementos a, b € A4,
se tiene que:

a#tbh = b#a
Por ejemplo, en el conjunto de los nimeros naturales N, el operador suma + es conmutativo.

También, en los nimeros naturales N y en los enteros Z, el operador multiplicacion es
conmutativoyaquea-b=b-aVab €L

Ejercicios:

1. Sia#b=a—-b+2. Calcula:
543
-7#9
-14#3

2. Sia&b=3a—"5b.Calcula: 6 &8.

3. Siagb = ab. Calcula: 4¢5.

4. Esconmutativa la sustracciénen Z?

5. ¢Qué sucede con la sustraccionen N?

6. Enelconjunto de los numeros enteros Z, ¢ ES asociativa la sustraccién, la multiplicacion
y la division?

7. Siapb=a’yA={0,1,23)}.

- ¢Con queé elemento b del conjunto A se obtiene apb = a?, con a cualquier elemento de
A.

- Conel b obtenido en el apartado anterior, ; Qué elemento ¢ del conjunto A hace que
2¢pc = b?

-Elemento neutro y elemento inverso



Temporalizacién

Este apartado se desarrollaraen una sesién de clase, de la siguiente manera:

Contenido Tiempo

Correccionde ejercicios por parte de los 10 min
alumnos en clase

Clase magistral 20 min

Ejercicios con el profesor 10 min

Ejercicios para clase y casa 10 min

Definicidn 6. Sea A un conjunto, y sea# un operador. Decimos que en A existe una ley de
composicidninterna#y lo llamaremos LCI si tomamos dos elementos de A, el elemento que se
obtiene al operar esos dos elementos también vaa pertenecer al conjunto A. Esto es:

VYa,b € A,a#tb € A
Ejemplo: El conjunto A = {0,1}, la operacién multiplicacion es una LCI ya que:
0:0=0€A40-1=1€4,1-0=0€4,1-1=1€A4

Definicion 7. Si # es un operador que es LCI en el conjunto A, existe un elemento ¢ del
conjunto A4, tal que se cumple que

atte = eta = a,

para cualquier elemento a del conjunto A. A este elemento le llamaremos elemento neutro de
(4,#).

Ejemplo: En el ejemplo anterior el elemento neutroes el 1, ya que cumple la propiedad de la
definicion.
Definicidn 8. Sea # es un operador que es LCl en el conjunto 4, y € el elemento neutro de
(A, #).Sea a un elementode 4, al elemento b € A que cumple que

atth = b#a = ¢
le llamaremos inverso del elemento a. Podemos denotar el inverso de a como a1

Ejemplo: En el conjunto del ejemplo anterior el 1 tiene inversoy es el mismo, peroel 0 no
tiene inverso, ya que no se puede multiplicarpor O y obtener 1.

Ejercicios:

1. Dada la siguiente tabla, donde se aplica una LCl en el conjunto A = {a, b, c}, responde
a las preguntas:

# A b c
a A b c
b B C a
c C a b




- ¢Esta LCl es asociativa?

- ¢Cudl es el elemento neutro?

- ¢Cudleselinversode cadaelemento?
- ¢Esconmutativaesta LCI?

2. Tenemos la siguiente LCI para el conjunto M = {0,1,2,3}:

# 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Averigua si existe elemento neutro paraesta LCI. Si existe elemento neutro calcula
el inverso de cada uno de los elementos de M.

3. Dadalasiguiente ley de composicion, calculael inverso de by c:

# a b c
A a b c
B b b a
C c a c

4. Cuando tenemos el operador multiplicacion ¢qué nimero se intuye que vaa ser el
elemento neutro? ; Por qué multiplicariamos a cualquier nUmero para obtener este
elemento neutro?

5. Cuando tenemos el operador adicion, ¢qué numero se intuye que es el elemento neutro?
¢ Como se obtendrael inverso de un nimero para la suma?

-Nocién de Grupo
Temporalizacion

Este apartado se desarrollaraen una sesion de clase, de la siguiente manera:

Contenido Tiempo
Correccion de ejercicios por parte de los 10 min
alumnos en clase
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Clase magistral 15 min
Ejercicios con el profesor 15 min
Ejercicios para clase y casa 10 min

Definicién 9. Un conjunto G en el que se hadefinido una ley de composicion interna #, es un
grupo si se cumplen las siguientes propiedades:

i) Se cumple la propiedad asociativaen G. Esto es:

Ya,b,c €G,at#(b#c) = (a#tb) #c
i) Existe un elemento neutro ¢ de G para# de manera que:
ats = s#a = aq,Va € G.
iii) Todo elemento de G tiene inverso. Esto es:
Ya € G,3b € G tal que a#b = b#a = ¢.

Ejemplo: En el ejercicio 1 anterior tenemos la LCI para el conjunto A = {a, b, c} de la siguiente
manera:

# A B c
a A B c
b B C a
C C A b

Veamos que se cumplen las tres propiedades:

i) Propiedad asociativa:
a#(b#c) = a#(a) = a

(a#tb)#c = (D)#c=a
Por tanto, a#(b#c) = (a#b) #c y se cumple la propiedad asociativa.
i) Existencia del elemento neutro:
Se puede ver que a es el elemento neutro ya que:
atta = a b#a = a#b = b cta=a#tc =c
iii) Veamos que todo elemento tiene inverso:

Para a:
atta = a
Por tanto el inverso de a es el mismo, o sea, a. a1 = a.

Para b:

b#c=c#b=a
Por tanto el inversodebesc, b~1 = c. Y si c esel inverso de b, entonces el
inversode ces b, c~1 = b.

Ejemplo: Versiel conjunto G = {a, b, c} es ungrupo con la siguiente LCI:



# A B c

a A C b

b C B a

c B C a
i) Veamos si se cumple la propiedad asociativa:

a# (b#c) = a#t(a) = a

(a#tb)#c = (c)H#Hc=a
Se cumple la propiedad asociativa en este caso, si cambiamos el orden no se
cumple:

b#(c#a) = b#(b) = b

(b#c)#ta = (a)#a=a
Por tanto, no se cumple la propiedad asociativay no es grupo.

i) Vemos que tampoco existe el elemento neutro, ya que a cadaelemento le llevaotro
diferentea el mismo, es decir:
Para a, atta = a. Pero b#a # b y por tanto no existe el elemento neutro.

Definicion 10. Sea G un grupo finito, y sea € el elemento neutro de G. Se define el orden de un
elemento como el nimero de veces que se opera con el mismo para obtener «.

Ejemplo: En el grupo anterior el orden de los elementos es el siguiente:
El orden de a es 1 ya que el mismo es el elemento inverso.
Calculemosel orden de b:
b#tb = c,c#tb = a
Por tanto, el ordende b es 3, ya que b#b#b = a.
Para c esigual:
c#tc=Db,b#c =a
Y por tanto el ordende ces 3.
Ejercicios:
1. Versilos conjuntos dados junto con su LClI en los ejercicios 2 y 3 anteriores son grupo.
2. Dado A = {—1,1} con la operacion multiplicacion, se pide realizar la tablade la

multiplicacion y ver si formaun grupo. ;Se cumple la propiedad conmutativa?
3. Demostrar si el conjunto B = {a, b}, con la siguiente LCI es grupo:

# a b
a a a
b a b

L\
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4. Demostrar siel conjunto C = {a, b}, conla siguiente LCI es grupo:

# a b
a b b
b b b

5. Verque el conjunto de losnumeros enteros Z, con la operacion adicion, que cumple que
esuna LCl esun grupo.

Actividad enredos

Todos los conocimientos que se han ido introduciendo hastaahora no sonsencillos, pero tampoco
son muy complicados. La principal dificultad recae en la abstraccion para entender los conceptos
y en ocasionestambién en el dominio del lenguaje matematico. Para reforzar esto se proponen
dosactividadesmediante las que los alumnos puedan visualizar estosconocimientos acercandolos
a la vida real por medio de enredos y contradanzas.

La manera de realizar esta actividad puede variar segun la situacion en la que se viva en la
actualidad, ya que si existe distanciamiento social no se pueden realizar actividades en grupo y
esto siempre perjudica el aprendizaje de los alumnos. Se estableceran las dos maneras de hacerla
para segun qué situacion.

En el caso de realizar la actividad de manera individual, cada alumno necesitara cuatro cartulinas
de diferente color para identificar la posicién de cada elemento, cuatro objetos distintos, en
nuestro caso se representa con peluches, pero se pueden usar chapas, fichas, figuras, etc. y dos
cintas o cuerdas deunos 30 cm.

Se desarrollara laactividaden grupoquees comose considera masfructifera, paraello en primera
instancia se coloca a 4 alumnos en frente de la clase formando un cuadrado y demarcando la
posicion de cada uno. Se les da a los alumnos dos cuerdas y cada uno cogera un extremo de
manera que las cuerdas estén paralelasa la clase. Esta seré la posicién inicial, se muestraen la
figura representandolo con objetos, ellos lo haran posteriormente con el trabajo para casa.

Representaremos la posicion inicial como la posicion 0. No6tese que la posicion 0 sera la posicion
en la que dos cuerdas estan desenredadas en paralelo en frente de la clase, por tanto, cualquier
posicion en la que las cuerdas estén en paralelo en frente de la clase es la posicion 0.

-Movimientos

1. Posicidn original: Se asigna a cada uno de los cuatro alumnoslas letras A, B, Cy D, o las
iniciales de sus nombres. Las lineas representan las cuerdas A cogera unextremo y B el otro de
laprimeracuerda, y paralasegunda B un extremoy Cel otro, formando un cuadrado. Llamaremos
0 a la posicion original.
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Todas las imagenes de este capitulo son de elaboracion propia del trabajo.

2. Cruce: El alumno D cambiara su posicion con el alumno C, siempre sin soltar el extremo de la
cuerda, estoes C pasaalaposicionestrellay D alaposiciéncirculo, comose muestraen lafigura.

B e e e

o

3.Rotacién: Los4 alumnosrotan en sentidode las agujas del relojuna posicion hacia laizquierda
del cuadrado, sin soltar las cuerdas. Los que produce una rotacion de la forma inicial como

muestra en la figura.

Los alumnos que estén en frente de la clase realizaran los movimientos varias veces para que
queden clarosy se repartiré la clase en gruposde 5 donde 4 de ellos realizan la actividad y uno

realiza la anotacion de las posiciones y dirige al resto.

A cada alumno se le proporcionaré unas hojas para rellenar y en la que se desarrolla la actividad,
el contenido seriamuy similar al que se expone a continuacion. Cabe destacar que en cada paso
queserealice se hade pausar laactividady el profesor ha de explicar lo quese realizay larelacion
con la teoria expuesta en clase.
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-Desarrollo de la actividad

Primero es necesario establecer una relacion matematica a los movimientos que se acaban de
exponer. Para ello se utilizaran las siguientes reglas, donde partiendo de un namero cualquiera
Ilegamos al niamero 0, es decir, la posicion inicial:

m ., . . .
Sea — una fraccion se realizan los siguientes pasos:

1) Sielnumero es positivo tomamosel reciproco: (% - —%).

2) Si el ndmero es negativo sumamos 1.
3) Continuar con lasreglas1)y 2) hasta llegar a 0.

Ejemplo:

., 3
Dada Iafraccmng.

3 -5
Usamos laregla 1: iy

Usamoslaregla2: =+ 1 =242
3 3 3
Usamos la regla 2:_?2+ 1= ‘?2_% —

Wl

1 -3
Usamos laregla 1: 3T -3

Usamoslaregla2: =3 +1 = -2
Usamoslaregla2: -2 +1 = -1
Usamoslaregla2: —1+1=0

Llegamos a donde queriamos.
. .. . . . ., 2
Ejercicio 1. Siguiendo las reglas anteriores hacer que la fraccién —z llegue a 0.

Estas reglas corresponderan a los movimientos aprendidos, por tanto, tenemos:

1) Realizar el reciproco equivale a realizar unarotacion. Por tanto, si tenemos una posicion
equivalente a un numero positivo realizamos una rotacion.

2) Sumar 1 equivalea realizar un cruce. Por tanto, si tenemos una posicion equivalente a un
ndmero negativo hacemos un cruce.

Pregunta: ;A qué numero equivale la posicion original?
Ejercicio 2. Entre todo el grupo establecer una serie de cuatro movimientos y escribirla.
Ejemplo: Cruce, cruce, rotacion, cruce

Si partimos de la posicién original, ¢a qué nimero equivale la posicién obtenida al realizar la
serie de movimientos?
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Se realizan dos cruces consecutivos, por lo tanto 0+1+1=2, posteriormente una rotacion luego

, -1 ,hes 1
se toma el reciproco 2 — ~ Y por Gltimo el cruce enel que sumamos 1, por tanto, tenemos;.
Haremos que la clase lo vaya haciendo segun realizamos cada movimiento.

¢ Qué movimiento tendremos que realizar para volver a la posicion original?

. 1 . . . . <
Partimos de > primero entonces se tendra que realizar el reciproco, que es hacer una rotacion y

1 -2 p . ey
tenemos rlandeah —2. Por tanto, ya s6lo queda hacer dos cruces para volver a la posicion
original, lo que seria sumardosveces1,—2 +1+1 = 0.

Pregunta en clase: Hay que relacionar estos movimientos con lo aprendido en clase, por tanto:
¢ Cual sera el conjunto de elementos?

Se tiene un conjunto de dos movimientos que equivalen a realizar unaoperacion (lo que serian
dos funciones) por lo tanto nuestro conjunto serd G = {r,c} donde r es la rotaciény c es el
cruce. Los elementosdel conjunto son movimientos que llevan de una posicion a otra, por lo
tanto, son como unafuncion.

¢ Cual sera el operador que utilizaremos?

Como estamos realizando secuencias de movimientos, se relaciona con la composicion de
funciones, en el caso que nos ocupa de movimientos por lo que se tendra el operador
composicion.

Por tanto, se tiene un conjunto y un operador. ¢ Se puede ver qué forma un grupo? Vamos paso
por paso. Primero veamos si podemos definir matematicamente la funcién rotacion y la funcion
cruce.

Ejercicio 2. Ya hemos visto que la funcidn cruce equivale a sumar uno, por tanto, ;,cémo
podemos definir matematicamente ¢ (x)?

c(x) =x + 1.
De la misma manera hemos visto que la rotacion equivale a hacer el reciproco, entonces, ¢cémo
se puede definir matematicamente r (x)?

r(x) = —.
X
Ejercicio 3. Si partimos de la posicion original y realizamos una rotacion, ;qué movimiento o
secuencia de movimientos habra que hacer paravolvera la posicion inicial?

Habra que realizar otra rotacién.
Por lo tanto, ¢ cual es el inverso del elemento r o de la rotacién?

rli=r
Si partimos de la posicion original y realizamos un cruce, ;qué movimiento o secuencia de
movimientos habra que realizar paravolvera la posicion original? (esto es dificil de intuir por lo
que puede ser de ayudaguiar a los alumnos y que ellos realicen los movimientos y los célculos
necesarios)
Habréa que realizar rotacion, cruce, rotacion, cruce, rotacion

Por lo tanto, ¢ cual es el inverso del elemento ¢ o del cruce?

cl=rocorocor

(Hay que destacar a los alumnos como se van a denotar estos movimientos, de la misma
manera que lasfunciones, estando a la derecha del todo el primer movimiento que se realiza)

Puede parecer que el inverso de ¢ sea ¢~1(x) = cor ya que realizandolo con las cuerdas
funciona. Comprueba mateméaticamente que ¢ ~1(x) # c or:

coroc(x) =cor(x+1)

S
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- C(x+ 1)

- t+1
x+1+
X

=x+1
Entonces, ¢ Por qué cuando se realiza con las cuerdas se llega a la posicion original?

Debido a que al partir de la posicion original es como si evaluamosen 0:

coroc(0)=$1=0.

Ya se tienen por tanto los inversos de los dos elementos, pero falta el elemento neutro.
Pregunta: Si tenemosunafuncion f, ;qué ocurre si la componemos con su inversa?
Que obtenemos la funcién identidad: f o f~1 = Id.

Ejercicio 3. ¢ Podria dar dos secuencias de movimientos de manera que partiendo de la posicion
original se vuelvaa la posicién original?

ror rocorocCcoroc

¢ Serén estas dos secuencias el elemento neutro? Compruébalo mateméaticamente usando el valor
der(x) y c(x):

Comprobacion matematica:
rocorocoroc(x)=rocorocor(x+1)

=recereciTy)
=recerec(—3

x+1+1)
X

=rocor(

=rocCcor
x+1)

_ —x—1
—T‘OC( X )
Y
=r(——+1
_ -1

= ()

—X

-1

=x

Hasta aqui ya se ha visto que los enredos tienen elemento inverso, y elemento neutro, sélo
quedaria ver si la composicion de estos movimientos es asociativa. En el tema de funciones se ha
de ver que la composicion de funciones es asociativa, por tanto, en este caso si que lo es. Se pide

a los alumnos que practiquen con movimientos, de manera que ellos vean que la composicion de
estos movimientos es asociativa.

Pregunta: ;El conjunto G = {r, c} con la operacién composicion (G,o) es u grupo?
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Si, esun grupoya que o esuna LCly se cumplen lastres condiciones para ser grupo.

Actividad contradanzas

Labase de laactividad de contradanzas es lamismagque la de enredos, acercar esta teor iaabstracta
a la realidad. Para realizar esta actividad operamos de la mismaforma, o de manera individual o
en grupos segun la situacién de la actualidad.

Como en la actividad de enredos, nos separamos en grupos de 5. Llamaremos a cada alumno de
cada grupo de la siguiente manera, se podran denotar como el nombre propio de cada alumno,
facilitando su resoluciony escribiendo primero siempre la posicién inicial, no es tan importante
escribir bien la solucion, sino asimilar los conceptos que se pretenden:

1. Liderl (Ratdn)

2. Seguidor 1 (Perro)
3. Lider2 (Vaca)

4. Seguidor 2(0so)

5. Orador

Nos colocaremos como en las anteriores actividades de contradanza, formando un cuadrado los
cuatro primeros, y mirando hacia el centro del cuadrado. El orador se situara fueradel cuadrado,
pero mirando frente a él como se muestraen la figura:

Ratén Perro

Orador

S
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-Movimientos de contradanzas

Se procederaaexplicarles los movimientosde contradanzas, paraello saldranen frentede la clase

un grupo de 4 con los que mostrar los diferentes movimientos. Es fundamental que se practiquen
durante unos minutos para familiarizarse con ellos.

1. Cuarto de circulo a la izquierda: Consiste en rotar una posicion en sentido de las agujas
del reloj, ocupando la posicion que tiene el compafiero de la izquierda. Como se muestra
en lafigura.

2. Medio circulo a la izquierda: Rotamos dos posiciones hacia la izquierda, ocupando la
segunda posicion correspondiente hacia la izquierda.
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3. Cadena: Elalumnoen la posicion del rombo cambia con el de la estrella.

4. Un cuarto de circulo a la derecha. La formacién del cuadrado rota 90° en sentido
contrario a las agujas del reloj. Cada alumno se mueve a la posicion de la derecha.

5. Medio circuloa la derecha. La formacidn del cuadrado rota 180° en sentido contrario a
las agujas del reloj. Cadaalumno se mueve dos posiciones a la derecha.




6. Derecha-izquierda. El alumno en la posicién del cuadrado cambiasu posicion con el de
la estrella, y el alumno en la posicion del rombo con el del circulo. (Los de la izquierda
se cambian por los de la derecha).

7. Arriba-abajo. El alumno en la posicion del cuadrado cambia su posicion con el rombo, y
el alumno en la posicion estrella cambia su posicion con el del circulo. (Los de abajo
cambian su posicion con los de arriba)

Es conveniente practicar los movimientos antes de realizar las actividades. Como en la actividad
de enredosse les otorgara a los alumnos unos foliosen los que vendré desarrollada la actividad,
que serd algo similar a lo siguiente, pero se les afiadird posiciones (cuadrado, estrella, romboy
circulo) donde puedan ir apuntando la posicién original y como va cambiando, ademas de la
descripcién de cadamovimientoy que vayan apuntando en qué posicion estan al realizar dicho
movimiento.

-Desarrollo de la actividad

Una vez conocidos los movimientos se realizar unas preguntas para encauzar los conceptos a
teoria de grupos:

Pregunta. ; Que ocurresi se realizan varias veces seguidas mediocirculo alaizquierda?;y varias
cadenas?

Que se vuelve a la posicion original.
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¢ Cuéntas veces repetimos el movimiento para volver a la posicion original? Completa la tabla.
¢ Qué concepto se ha visto en clase que tiene que ver con esto?

Movimiento Veces que se repite para volver a la
posicion original

Medio circulo a la izquierda (2)

Cuarto de circulo a la izquierda (4)

Cadena (2)

Como no se especifica el minimo de movimientos, se puede llegar a discutir si valdria
por el ejemplo para las cadenas el 4, 6, 8 ... en definitiva 2n para n natural.

El orden deun elemento es dicho concepto.

Pregunta. Parece que cada movimiento, al igual que en enredos, nos lleva de una posicion a otra.
¢ Qué operador utilizaremos para combinar los movimientos?

El operador composicion.

Se tiene el conjuntode losmovimientos y el operadorcomposicion, se puedenver las condiciones
para que sea grupo.

Ejercicio 1. Partiendo de la posicion original y realizando cada uno de los movimientos, ;qué
movimiento habra que realizar para volver a la posicion original? Completa la siguiente tabla:

Figura de contradanza Inverso
Cuarto de circulo a la izquierda (Cuarto de circulo a la derecha)
Cuarto de circulo a la derecha (Cuarto de circulo a la izquierda)
Medio circulo a la izquierda (Medio circulo a la derecha)
Medio circulo a la derecha (Medio circulo a la izquierda)
Cadena (Cadena)
Izquierda-Derecha (I1zquierda-derecha)
Arriba-abajo (Arriba-abajo)

Una vez visto esto se tiene el elemento inverso de cada movimiento, y por lo tanto, se tiene el
elemento neutro yaque si componemos un movimiento con su inverso se tiene la identidad o el
elemento neutro, en funciones f o f~1 = Id.

Hasta aqui parece que todo funciona para poder establecer este conjunto de contradanzas como
un grupo, pero se puede profundizar mas.

Sea G = {r,c} donde r es cuarto de circulo a la izquierday ¢ es una cadena, y la operacion
composicion.

Ejercicio 2. Utilizando G = {r, c} y el operador composicion, escribir el resto de movimiento en
la siguiente tabla, comprobar cada uno realizando los movimientos:

Figura Descripcion
Un cuarto de circulo a la derecha roror
Medio circulo a la izquierda ror
Medio circulo a la derecha ror
Izquierda-derecha roc
Arriba-abajo rororoc




Por tanto, se pueden escribir todos los movimientos mediante lacomposicién decadenasy cuartos
de circulo a la izquierda. Pasemos a ver entonces el elemento neutro.

Ejercicio 3. Establecer tres elementos neutros, uno sélo con cadenas, uno sélo con cuarto de
circulo a laizquierday otro componiendo ambos.

E=CocC &€ =rororor E=Corocor

Ejercicio 4. Entre todo el grupo, probad cuantasposiciones diferentes se pueden obtener con estos
dos movimientos y la composicion.

La respuesta son 8 posiciones diferentes que son las siguientes:
rrir3rt=ecrocriocri3oc

Para realizar este ejercicio puede ser de utilidad establecer la siguiente tabla como ya se ha
realizado en los ejercicios del tema.

° e r r? r3 c rc r?c r3c
e e r r? r3 c rc r?c r3c
r r r? r3 c rc r2c r3c c

r? r? r3 c rc rZc r3c rc
r3 r3 c rc r2c r3c c rc r2c
c c r3c réc rc e r3 r? r

rc rc c r3c r2c r e r3 r2
ric r2c rc c r3c r? r r3
r3c r3c r2c rc c r3 r? r e

Una vez llegados a este punto s6lo queda paraver que las contradanzas forman grupo ver que la
composicion de funciones es asociativa. Esto al igual que en enredos se supone que se ha
aprendido en el tema correspondiente a funciones, no obstante, los alumnos practicaran con los
movimientos para ver que realmente lo es.

Pregunta: ;El conjunto G con la operacién composicién forma un grupo?

Pregunta: ;Se cumple la propiedad conmutativaen (G,o)? Da un ejemplo:

No se cumple la propiedad conmutativa, basta con componer distintos movimientos para
demostrarlo.

Con esto terminariamos con esta actividad, se dejaria al final de la actividad un tiempo para
exponer dudas, opiniones, en general, debatir sobre la actividad y de si han sido capaces de
seguirla'y entender los contenidos.

Hay que recalcar que estas actividades se pueden realizar sin introducirse en teoria de grupos,
sino solamente para que intuyan contenidos que posteriormente se impartiran en determ inados
estudios superiores con el objetivo de reforzar esa base necesaria para obtener esa abstraccion en
el &lgebra.



Temporalizacién de las actividades

Estas dos actividades se realizaran durante tres sesionesde clase, de 50 min cada sesion. Cada
actividad tendréa portanto unaduracion de unahoray 15 minutos. Al final de las actividades se
les dar& un cuestionario a los alumnos sobre sus impresiones de la actividad.

Se puede realizar una temporalizacién mas detallada, pero esta variard segun la diversidad de
alumnos del aulapor lo que no se presentard paso por paso, ya que parasu correcto desarrollo se
tiene que realizar sin prisa y estableciendo en su momento los pasos y las pautas necesarias.

Evaluacion

Esta unidad la evaluaremosde dos formas, una parte serala realizacion de una prueba escrita no
muy complicada de una duracién de 30 a 45 min. La otra parte de la nota lo conformara la
actividad de enredos y contradanzas y la realizacion de un video.

En primer lugar, hablaremos de la evaluacién de las actividades. La manera de evaluar esta
actividad recae en el profesor, €l serd quien decidirasu peso en la nota o si simplemente lo realiza
como unaactividad complementaria. Se considera mas beneficioso para el mejor desarrollo de la
actividad, que estan tengan peso en la nota, de esta manera los alumnos se esforzaran mas al ver
que esto les beneficiara posteriormente.

La actividad de enredos y contradanzas tendra un peso para los alumnos del 50% de la nota final
de la unidad. Se separala notaen dos partes, la primera sera la actividad en clase y la segunda un
video a realizaren casa.

La primera parte se evaluara el trabajo que realicen durante la clase y pesara medio punto de la
calificacion final. En esta parte separaremos a los alumnosen grupos de 5 personas, de manera
que trabajaran en equipo buscando que se ayuden entre ellos. En los tiempos que corren en la
actualidad que se escribe este trabajo es fundamental guardar la distancia de seguridad, por lo que
esta actividad seria imposible de realizar. No obstante, como hemos podido observar en las
imagenes, se puede realizar con unamanualidad y diferentes objetos, en este caso se han usado
peluchesparahacerlo mésvisual, pero serviria con fichas dediferentes colores, figuras deajedrez,
elementos del estuche, etc. y, en el caso de enredos un par de cuerdas o cintas. Y en la base
bastaria con cuatro cartulinas de diferente color, si no se quiere perder el tiempo en realizar la
base expuesta, ya que es importante remarcar las cuatro posiciones o vértices del cuadrado. Por
tanto, de esta manera podemos realizarla individualmente y nos servira posteriormente para
realizar el video.

Para que losalumnos sepancomoobtener lamayor calificacion posible se pondréa a su disposicion
una rabrica como la que se presenta a continuacion, la actividad en clase tendraun valor de 2,5
puntos de la nota de la unidad que se evaluaran de la siguiente manera:

- Participaciony actitud en clase (1 punto). En esta parte se evaluara la participacion
en la actividad tanto dentro como fueradel grupo, ayudar a los compafieros, exponer
la actividad para toda la clase, intentar responder a las preguntas que se realicen,
colaborar en todo momento, estar atento a la actividad y no a distraerse con los
compafieros, preguntardudas, afiadir ideas nuevas, etc. En el caso de tener que hacer
la actividad individualmente, la participacion serd la mismay se preguntara a todos
los alumnos para fomentar este aspecto. Es de tener en cuenta también la actitud
durante las clases tedricas y si han realizado las tareas para casa.

- Hojade la actividad (1 punto). A cada alumno se le otorgara de una o varias hojas en
la que se ira rellenando paso por paso lo que vamos realizando en clase, junto a cada
paso se pedira que escriban que ideas dadas en clase hemos utilizado, su opinién o un



breve comentario de la actividady si se les haocurrido algunaideanueva u otra cosa
que se podriahacer con lo explicado en clase.

Lenguaje matematico (0,5 puntos). En este punto se analizara la manera en que los
alumnos se explican utilizando el lenguaje matematico tanto de manera oral como
escrita. Se evaluara los razonamientos logicos, explicarse ordenadamente y con
claridad, el respeto hacia otros compafierosy el intercambio de ideas en orden,
respetar el turno de palabra, utilizar de simbolosy conceptos matemaéticos, afiadir
ideas nuevas...También se premiara el esfuerzo por intentar explicarse bien y la
evoluciondel alumno

Con estas valoraciones pretendemos fomentar la participacion y actitud en clase, que intenten
expresarse en matematicas intentando realizar argumentos l6gicos. Buscamos sobre todo que
razoneny relacionen los contenidos, y el hecho de ayudar a los comparieros y debatir entre ellos,
fomentando el intercambio de ideas paracrear unaidea general mas solida.

Los otros 2,5 puntos lo conforman la realizacion de un video. Este video constard de dos partes:

e Explicaciondel grupo asignado (1,5 puntos): El alumno grabando a unamesa y con unos
objetos como ya hemos descrito anteriormente debera explicar los dos movimientos del
grupo que le toque, o bienenredos, 0 bien contradanzas y por qué tomar la composicion
como operador. Explicar el inverso de cada movimiento, y un elemento neutro, y con sus
palabras la propiedad asociativa y que por tanto es grupo.

e Caélculo del inverso (1 punto): A cada alumno se le dara una serie de entre 4 y 6
movimientos de enredos, deberan calcular y explicar cdmo se calcula. Una vez calculado
el valor numérico han de calcular como volver a la posicion original y explicarlo
matematicamente. Luego realizarlo con los objetos para ver que realmente se cumple.

Pero para que sepan como guiarse en el video, ya que ellos no estan acostumbrados a explicarse
en alto, es necesario darles una rubrica de qué es lo que se valora. Seria como la siguiente:

La presentacidn tiene un orden légico. Se pide que la presentacion sea ordenaday los
pasos a realizar sean los correctos.

El material que se utiliza tiene buena presentacion. Se pide que se vea bien el video,
que estén trabajado los materialesutilizados, valorando elementos nuevos y lamanera
de presentar los conocimientos.

Utilizaun lenguaje matemaéticoacorde e introduce elementos tedricos. Se valoracémo
se expresa el alumno, su capacidad a la hora de explicar, de argumentar los
conocimientos, la capacidad de razonar, etc.

Los resultados son correctos. Se pide que los resultados que se presenten sean
correctos, y se realicen los movimientos de manera ordenada y correcta. Asi como los
conceptos matematicos explicados.

Originalidad del video. Se valora la originalidad del video y todo lo que sea afiadir
elementos nuevos y originales en la presentacion. En algin caso esta nota puede
ampliarse dando 0,25 puntos a mayoressi lo presentado lo requiere.

Pretendemos fomentar que el alumno sea capaz de expresarse en matematicas, asi como la
capacidad de razonary exponerlo a los demas. Muchas veces es costoso para los alumnos el
explicarse a los demas, de definir conceptos, de expresar las ideas que tienen sobre un tema, de
esta manera realizaran esto, pero sin gente delante y pudiendo practicar cuanto se quiera a modo
de que ellos mismos refuercen la idea de la actividad, ya que al tener que explicarlo es necesario
interiorizarlo primero.



Como dato afiadido, los videos que se suelen realizar son dificiles de enviar mediante correo
electrdnico, esto se debe a que el peso del video el altoy no lo admite. Les presentaremos la web
WETRANSFER, que es muy util paraenviar estos archivos y posiblemente la usen en el futuro.

Por altimo, en laactualidad las clasesonline han cobrado un gran protagonismo debido a no poder
asistir a clase por no poder respetar el distanciamiento social. A los profesores les cuesta realizar
examenes u otras actividades online, por lo que se consideraque realizar un videotutorial por
parte de los alumnos proporciona una buena manera de evaluacion del alumno. Buscamos que los
alumnos se familiaricencon usar las nuevas tecnologiasy fomentar su creatividad con las mismas
ya que, como se hacomprobado por el confinamiento, es algo necesario en la sociedad actual en
la que vivimos.

Sélo queda hablar de la parte de la prueba escrita a realizar en unasesion de clase y que tendra
una duracién de entre 30 y 45 min, y su valor en la nota de la unidad sera de 5 puntos. Se va a
exponer lo que podriaser un modelo de preguntas de examen:

Ejemplo de prueba escrita.
Ejercicio 1: Dado el conjunto A = {—1,0,1} y la operacion multiplicacion.

a) Probarque esuna LCly escribir la tabla para la multiplicacion en A.
b) ¢Tiene elemento neutro?

c) ¢Puedesdarelinverso de cada elemento? ¢ Qué ocurre conel 0?

d) ¢Esungrupo? Y siquitamos unelementode A? ;Cual?

Ejercicio 2: Indique si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones, en caso de ser falsas
escribe las correctas:

a) 7+x €ELVx€EL

b) 5+x=x+5Vx€eZ

c) En losnumeros enteros Z, dado un namero cualquiera x existe un numero y tal que x -
y = 1. (Dar ejemplos para verlo)

d) En los numeros racionales (fraccionarios) @, dado un niamero cualquiera x existe un
numero ytal que x - y = 1. (Dar ejemplos paraverlo)

Ejercicio 3: Suponemos que tenemos como conjunto los niameros enteros Z. Dado el siguiente
operador, que ademas es LCI, x$y = 2x + y, ver si son verdaderas o falsas las siguientes
afirmaciones:

a) x$y=y$x
b) x$0=2x
c) x$(—x)=0

d) (x$x)$x=7x

Ejercicio 4. ; Cual de las siguientes dos tablas cumple la condicion de grupo?

# a b
a a b
b b a

|g



En el caso de que el alumno no llegue a la nota necesaria para aprobar la asignatura se le hara un
examen cuyo contenido estara junto el resto de unidades. En el caso de que el video haya sido el
problemadel aprobado del alumno se le podra permitir repetirlo unavez, y en caso de suspender
iria al examen de recuperacion.

Recursos

Los recursos didacticos son fundamentales para el buen desarrollo del aprendizaje, nos aportan
informacion y sirven de guia a los alumnos.

Cabe destacar que los recursos didécticos no solo facilitan la tarea del docente, sino que también
ayudan a los alumnos, al presentar los contenidos de unamanera mas cercana y menos abstracta.
Ademas, deben ayudar a fomentar la creatividad y motivacion del alumno.

Veremos los principales materiales que vamos a utilizar:

= Pizarra: Se utilizara para explicar la teoria y para la realizacion de problemas, es
fundamental que se presente la informacion de manera clara y ordenada, si es necesario
se utilizaran tizas de colores.

= Libro de texto o material impreso: Los alumnos han de tener la teoria y los problemas a
realizar de manerafisica en papel. Ademas, se le podra facilitar contenidos aparte.

= Cuaderno del alumno: Este ha de ser complementario al libro de texto y es donde el
alumno realice los ejercicios, apunte los conceptos tedricos necesarios y al profesor le
servira para realizar el seguimiento del trabajo del alumno.

= Material audiovisual: En el caso que nos ocupa puede ser de utilidad ensefiar algun video
que los alumnos han realizado sobre enredos y contradanzas para que entre ellos lo
comenten de manerasanay ordenada con el objetivo de profundizar en la materia.

= Material manipulativo necesario para la actividad: si la actividad se realiza de manera
individual es necesario que los alumnos tengan los materiales necesarios para realizarla.
En el caso de que sea en grupo también sera necesario tener cuerda y espacio en clase
para su Optimarealizacion.

» Internety un soporte informatico: Es necesario paraque realicen el video que tengan un
soporte donde puedan realizarlo y posteriormente enviarlo.

Atencién a la diversidad

Esta unidad esté situada en 4°de ESO, debido a la obligatoriedad de esta etapa, en secunda existe
una gran heterogeneidad de los alumnos que cursan este curso. Si bien es cierto que en 4 °de ESO
suele ser menor que en los primeros cursos, ya que normalmente cuando se llega a este curso es
porque se pretende finalizar esta etapa y no hay muchos alumnos que no quieran continuar
estudiando.



Para atender a la diversidad es necesario prever diferentes maneras de desarrollar el curriculo, asi
como diferentes maneras de practica pedagogica para que la gran mayoria de los alumnos sean
capaces de comprender y trabajar con los conocimientos a impartir.

Las medidas de estaatencionaladiversidad se centranen lanecesidad educativa de cada alumno,
para que puedan desarrollar de la mejor manera las competencias basicas y los objetivos de esta
etapa. En ningln caso puede suponer una discriminacion del alumnado y hacer que no pueda
alcanzar los objetivos y la titulacion correspondiente.

Para intentar que todos los alumnos logren el objetivo se intentaran tomar las medidas siguientes.

i) Si durante la clase el profesornota que algiin alumno no ha sido capaz de seguir la
clase o0 no ha entendido los conceptos nuevos, en el tramo final de clase, cuando ellos
hacen ejercicios el profesor intentara explicarselo individualmente otra vez.

i) Proponeralosalumnoscon masdificultad algiintrabajosencillo conel que recuperar
y alcanzar el nivel de la clase.

iii) Juntas con el claustro para hablar con los profesores de los mismos alumnos con
necesidades especiales.

iv) Asesoramiento por parte del departamento de orientacion.

V) Reuniones orientativas con las familias.

Vi) Entrevistas con el alumno.

Vii) Realizar actividades enfocadas a aprender a pensar, ensefiar a convivir, ensefiar a
decidir...

Por otra parte, puede que en clase se tengan alumnos con altas capacidades que estén interesados
en ampliar este tema, que les parezca interesante y quieran avanzar mas. La teoria se podria
ampliar paraeste alumnado, por tanto, el capitulo de grupo libre de este trabajo podia ir destinado
a este tipo de alumnado con el fin de que ellos avancen y puedan entender conce ptos mas
complejos, pero de una manera sencilla mediante ejemplos reales como los enredos y las
contradanzas.

Conclusionesde la unidad didactica

Esta es una propuestanovedosa de unidad didacticaen la que se introduce la teoriade grupos en
el curriculo de secundaria, por tanto, es necesario que tanto el profesor como los alumnos evallen
y autoevallen su experiencia y opiniones acercade cémo se ha desarrollado la unidad. Por tanto,
cada habra que apuntar como se hadesarrollado la sesiony que tal lo comprenden los alumnos y
sus dificultades, asi como los alumnos que lo han comprendido y son capaces de explicarlo.

Es necesario crear unatabla donde el profesor evalle su propia experiencia de la unidad, paraello
se presenta la siguiente tabla:



Aspectos que
evaluar

Destaca

Aspectos que
mejorar

Propuestas de
mejoras

Temporalizacion de
la unidad

Desarrollo de los
contenidos

Manejo de los
contenidos de la
unidad

Realizacion de
tareas

Actitud y
desempefio de las
actividades

Metodologia
utilizada

Recursos

Uso de las
herramientas de
evaluacion

Modelo de
evaluacion

Atencién ala
diversidad

Interdisciplinariedad

Usodelas TIC




Es necesario también crear una tabla que se otorgara a los alumnos con el objetivo de que ellos
evallen la unidad didéctica, seraalgo de la forma:

Elemento Nota (0-10)osio Opinidn ¢ Qué mejorarias?
no
Dificultad de
contenido

Has entendido el
contenido

Explicaciondel
profesor

¢Los ejerciciosdel
tema se entendian?

¢Pudiste realizar
los ejercicios sin
ayuda?

¢Entendiste la
relacion de la
actividad con la
teoria?

Actividad de
enredos

Actividad de
contradanzas

Forma de evaluar
(porcentajes a cada
apartado)

Realizacion del
video

Examen de la
unidad

Opinidn en general
de launidad

¢ Te ha parecido
mas dificil que
otros temas de este
curso?




¢ Te ha parecido
interesante?

Por ultimo, hacer un breve comentario sobre cualquier aspecto que no les ha gustado, o que
quieran destacar o cambiar.






Grupo libre

Eneste capitulo se vaa profundizar unpoco masen losenredos y contradanzasdentro de la Teoria
de Grupos, va dedicado tanto a los alumnos que deseen ampliar conocimientos como a la
universidad como una manera de acercar estos conceptos a la realidad. Para ello primero nos
vemos en la necesidad de introducir los siguientes conceptos para poder ponernos en contexto.

Consideremosel conjunto A = {a}. Usando A comoel alfabeto,podemoscrear palabras mediante
la operacién concatenacion, de esta maneratendriamos: a, aa, aaa, aaaa ...

Sera de utilidad denotar estas palabrascomo al,a?,a3,a*... respectivamente. Las palabras se
pueden crear concatenando otras palabras, si a/,a® son dos palabras, entonces a’a* = a/*k es
también una palabra. Ademas, dos palabras son igualessi tienen la misma longitud, esto es, a™
esigualaa™siysolosim =n.

Denotaremos el conjunto de palabras de A como F[A]. Por lo tanto, la concatenacién es una

funcién F[A] x F[A] — F[A] . La definicién de concatenacion funciona como la exponencial
que se ensefia a los alumnos de secundaria, con exponentes con la misma base. Ademas, la
concatenacion es asociativa.

Cuando usemos la concatenacion omitiremos el simbolo o, esto es, a o a lo escribiremos aa. La
palabra que no tenga elementos la denotaremos e y la llamaremos palabra vacia, es conveniente
definirla como a®. Si concatenamos cualquier palabra con la palabra vacia obtendremos la
original. Esto realmente funciona igual que en la exponenciales, de manera que cualquier nimero
elevado a0 nosda 1y cuando multiplicamos por 1 obtenemos el mismo elemento, por lo que
concatenar palabras conlapalabravaciaescomomultiplicar por 1. Portodo esto, la palabravacia
es el elemento neutro para el conjunto A = {a} con la operacion concatenacion.

Sea a1 unanueva letra, a la que llamaremos el inverso del elemento a, asumimos que se cumple
aa~!=e =a"la. Extenderemos la definicion de palabra formada por el alfabeto A4,
permitiendo componer con a y a~?! y pudiéndolas repetir. De esta manera las palabrasde A se
veran reducidas, ya que sustitiremos por e cuando tengamos aa~! 0 a~a. Por lo tanto, F[A] sera
el conjunto de todas las palabras reducidas formadas por el alfabeto A, con la operacién
concatenacion. Tenemos entonces que F[A]es un grupo.

De manera general, para todo conjunto A = {a;}, siempre podemos extender la definicion de
palabra de Ay de palabra reducida.

Definicion: Una palabra es una secuencia de elementos a; y de sus inversos a;* unidos por
concatenacion, donde esta permitida la repeticion.

Definicion: Una palabra ai’lalz’zaf3 ... s una palabrareducida si satisface las dos condiciones

siguientes:

1. a;ya;* noson adyacentes paratodo a; € A.
2. Sia;=eentoncesay = eparatodo; < k.

Como ya hemos dicho, si F[A] es un conjunto de palabras reducidasen A, entonces es un grupo.
Con esta definicion de F[A], A es un conjunto generador de F[A].

Definicion: Sea S un subconjunto del grupo G. Decimos que S es un generador de G, si cumple
la propiedad de que todos los elementos de G se pueden escribir como combinacion de elementos
de Sy de sus inversos.



Dado un grupo G y un conjunto S generador de G, diremos que G es un grupo libre cuando todas
las relacionesson libres. Esto es, cuando los elementos de A se relacionan libremente.

Definicion: Las ecuaciones de un grupo G que satisfacen los generadores las llamaremos
relaciones.

Definicion: Si A es un conjunto de elementos que satisfacen todas las relaciones,y F[A] es el
conjunto de palabras reducidas de A, entonces F[A] es el grupo libre generado por A.

Definicidon: Sean G y H dos grupos bajo las operaciones o y e, respectivamente. Una funcion
f+ G — H esun homomorfismo si

flxeoy) = f(x)of ()
Paratodo x,y € G.
Los homomorfismos establecen relaciones entre las estructuras de los grupos.

Teorema: (Propiedad universal de los grupos libres) Sea F[A] un grupo libre de un conjunto A e
i:A — F[A] lafuncién inclusion. Si G esun grupoy f: 4 — G una funcion, entonces existe un
Unico homomorfismo de grupos f: F[A] — Gtalque foi=f.

Por lo tanto, cada grupo es la imagen por un homeomorfismo de un grupo libre

El grupo de enredos.

Pasemos ahora a ver si el grupo de enredos cumples las condiciones de ser grupo libre, yahemos
visto en los capitulos anteriores que forma un grupo, y que se forma con sélo dos movimientos y
la operacion composicion.

Las actividades relacionadas al grupo de enredos se basan en un grupo libre de dos generadores
que satisfacen dos relaciones, lo denotaremos 7.

Ya nos es conocidos los dos movimientos que se llevan a cabo en estas actividades, el cruce que
lo llamaremos T'y la rotacion denotada como R.

Podemos definir 7 mediante los dos generadores, T y R. Sea A = {T,R}. Los elementos de A
satisfacen las siguientes relaciones:

1. RoR=ce.

2. RoToRoT=T"1oR™1



RoToRoT

T R T R
— — — —

Las imagenes de esta capitulo han sido tomadas de: Wheeler. J. (2016). Instructing Group Theory Concepts from
Pre-Kindergarten to College through Movement Activities. Recuperado de
https://etd.ohiolink.edu/!etd.send_file?accession=0su1461184131&disposition=inline

T 1o R1
_f"f. Hu
R T1
— —

El grupo de generadores A = {T, R} con la operacién composicioény las dos relaciones anteriores
es un grupo. Cualquier combinacion de T y R produce un enredo entre las dos cuerdas y por lo
tanto una operacion binaria. Por el teorema 1 la composicion de funciones es asociativa, ademas
se tiene el elemento identidaden RcRYyRoeToRoT oRoT.ElinversodeT eSRoToRoT o
R T yeldeR esR.Porlo tanto, T satisface las condiciones de la definicidén de grupo.

Veamos como se cumple la propiedad universal de los grupos librespara 7. Consideramos A =
{p, ®} , entoncesi(p) = p e i(¢p) = ¢. Tenemos que F[A] es el grupo libre del conjunto A.
Definiremosla funcién f como f(p) = Ry f(¢p) =T,y lafuncion f como f(p) = Ry f(¢) =
TconRoR=eYyRoToRoToRoT =e.

A F[A]

f
7

Se puede, por tanto, extrapolar todos estos conceptos que se imparten en estudios universitarios a
actividades de enredos. Es sencillo ver mediante estos enredos cdmo se cumplen todas las
propiedades de grupoy posteriormente de grupo libre generado por dos movimientos.


https://etd.ohiolink.edu/!etd.send_file?accession=osu1461184131&disposition=inline

El grupo de simetrias del cuadro, contradanzas.

Durante este trabajo nos hemos familiarizado ya con los movimientos de contradanzas, los cuatro
alumnos se colocan formando un cuadrado y realizando diversos movimientos.

Como se ha visto en el capitulo anterior, nos podemos quedar simplemente con dos movimientos
a partir de los que creamos el resto, estos son la rotacion a la izquierda y la cadena.

Vamos a extrapolar todo esto hacia el grupo diédrico de simetrias del cuadrado:

Definicion 15: El n-ésimo grupo diédrico, denotado D,,, es el grupo de simetrias del n-ésimo
poligono regular.

Nos centraremosen el grupo diédrico de grado 4,D,, de las simetrias del cuadrado. Sean 1, 2, 3,
4 los vértices de un cuadrado.

Sea r larotacion de 90° en sentido de las agujasdel reloj sobre el centro del cuadradoy sea s la
reflexion sobre la linea de simetria del vértice 1 al 3. Podemos definir D, basado en sus
generadores, ry s.

Sea A = {r, s}, los elementos de A satisfacen las siguientes relaciones:

1. r*=e.
-
T - o o --1""%—._
f’/ ™~
4 1 3 4 2 3 1 2 4 1
. _r, _r, _r,
3 2 2 1 1 4 4 3 3 2
2. s2=e¢

A
[N\



4 7 12 14 1
_ 5 _5
3 2 3 4 3 2
3. sor=r"log,
sor
— ™~
-~ T,
4 1 3 4 1 4
_r _ 5
3 2 2 1 2 3
r—los
x"’*f'- H%H“m
4 1 2 1 1 4
_s o
3 2 3 4 2 3

El grupo de generadores A = {r, s} bajo la operacién composicion, con las tres relaciones
anteriores, formaun grupo. Cualquier combinacionde r y s produce un movimiento rigido del
cuadrado y espor tanto una operacion binaria. La asociatividad se satisface por el Teorema 1. La
identidad la obtenemos mediante r*y s2. Elinversode r es r3y el inverso de s es el mismo. Por
lo tanto, el grupo D, con estos generadoresy sus relaciones es un grupo.

Veamos como se cumple la propiedad universal para grupos libres para D,. Sea A = {p, ¢} ,
entoncesi(p) = pei(¢p) = ¢. Porlo tanto, F[A] es el grupo libre de este conjunto A. La funcién

fllevaf(p) =ry f(¢p) =s,ylafuncion fllevaf(p) =ryf(p) =s,conrt=e, s2=e,y

sor=r"log,



Dy

Notese que D4 esun grupo no conmutativocon laoperacién composicion,que no es conmutativa.
Porejemplo,res #sor.

Hemos visto que este conjunto de contradanzas es un grupo libre con la operacion composicién
generado por dos elementos. Veamos ahora como podemos realizarlo con unas actividades que
se complementardn a las ya explicadas en el capitulo anterior, para realizar estas es necesario
pasar antes por todo lo anterior.

Elementos de un grupo libre de 2 generadores

Sea A = {a, b}, podemos crear palabras del conjunto A concatenando elementosde A y sus
inversos, que los denotaremos por a=1y b=, en cualquier orden.

1. Creab palabraspara A.

Una palabra reducidaes una palabraque se ha simplificado. Un elemento junto a su inverso se
puede suprimir, por ejemplo:

aaabbb~'b™ b 'bha~'a = aaabb~! = aaa
es una palabra reducida.
2. Reduce las palabras de la actividad 1.
El grupo libre del conjunto A es el conjunto de todas las posibles palabras reducidas de A.

La propiedad universal de los grupos libres no da una buena conexién entre grupos y grupos
libres:

Sea F[A] un grupo libre de un conjunto A e i: A — F[A] la funciéninclusiéntal que i(a) = a.
Si G es un grupoy f:A — G una correspondencia de conjuntos entonces existe un Gnico
homomorfismo de grupos f: F[A] = Gtalquef o i = f.

Definiremos entonces, para nuestra actividad, las funciones de la siguiente manera:

i(a) =a
i(b) =b
fl@=r
fb) =c
fla) =r
fb) =c

Donder# =s2 = (rs)2 =e.

Los homomorfismos muestran la estructurade un grupoy un grupo libre.



3. Para cada elemento de la actividad 2 escribe su correspondiente elemento del grupo de
contradanzas, como si aplicasemos f.

Por ejemplo:
Elemento del grupo libre Elemento del grupo de contradanzas
ababa=1b rerer"lc=r"1c =r3c
bbbbbb cb=e
a la=1p r~irlc=1r3r3c=rbc=r2c
aba=1ph1 rer ¢l =rer3c = rer3rer = reer = rr = r?
abbbbba TCCCCCr =T1Cr = C

Con todo lo expuesto has aqui llegamos a que tenemos una manera de abordar este tema en
estudios universitarios, otorgando una maneravisual de entender la parte primera de Teoria de
Grupos, que tanto cuesta en los primero afios de Universidad.

Buscamosacercar el dlgebra abstracta a la realidad, hacer que los alumnos formen este esquema
mediante simplemente dos movimientos y la concatenacién de ambos. Todo surge por la
necesidad del alumnado de recordar conceptos basicos de manerarapiday clara, mediante reglas
nemotécnicas sencillas.

La eficacia de estasactividades ha de ser evaluada por los profesores, y son ellos los que valoren
su utilidad, asi como cambios segin sus preferencias.

Otro grupo interesante: El grupo del cubo de Rubik

Ademas de los enredos y contradanzas existen grupos en muchos elementos de la vidareal, como
por ejemploen el cubo de Rubik.

Para ver que los movimientos del cubo de Rubik forman un grupo, veamos que se cumplen las
condiciones de grupo:

1. Enprimer lugar, es claro que el elemento neutro esno hacer ningiin movimiento, o hacer
un movimientoy repetirlo haciaatras.

2. También es claro que el inverso de cualquier movimiento es repetir el movimiento hacia
atréas.

3. La asociatividad no es tan sencilla: si tenemos tres movimientos que se agrupan de
derechaaizquierda a o b o ¢ (primero se realiza c, luego b y por Gltimo a). Por tanto, si
agrupamos (a e b) o ¢ supone hacer primero ¢ y luego a o b por tanto hacer primero c,
luego b y luego a. Hacer a o (b o ¢) supone hacer primero b o ¢, por lo que primero se
hace c, luego b y al final a. Por lo que es asociativa.

Se intentara profundizar un poco mas demarcando el grupo en si. Los giros de las caras son los
siguientes: U(up), F(front), D(down), B(back), R(right) y L(left). Los giros son siempre de 90
grados, y en el sentido de las agujas del reloj. A los giros en contrario a las agujas del reloj se les
denotara con una prima, denotaremos entonces U2 como girar 180 grados y se tiene U’ = UUU,
Uu'=U0'U=0=U?U>

Obviamente el numero de combinaciones del cubo de Rubik es finito, se puede hacer una cota
estimada: todas las combinaciones vienen dadas por las permutaciones de las 8 esquinas 8 ( 8!),
permutaciones de las 12 aristas (12!), rotaciones de las esquinas, (3 por esquina, 38) y rotaciones
de las aristas (2 por arista, 212). Por tanto, el nimero de combinaciones posibles es 212388!12!.



Se tiene que el grupo del cubo de Rubik es un grupo finito, este tipo de grupos son muy Utiles en
matematicas, por ejemplo, el teorema de Lagrange que dice que el orden de los elementos del
grupo divide al niumero de elementos del grupo.



Conclusion

Al desarrollar contenidos que no forman parte del curriculo se parte de un pensamiento utépico
ya que es muy complicado llevar esto a la practica en general y mas en un alumno, para poder
estudiar si realmente es factible y beneficioso.

Realmente se pueden realizar estas actividades y conceptos en dos o tres sesiones, pero con este
trabajo se pretende que los alumnos profundicen un poco mas en la teoria de grupos e ir
introduciendo la matemaética discreta en el curriculo. De esta manera, estableciendo una u nidad
didactica con teoria, ejercicios, actividades se puede analizar mejor la eficacia de la introduccion
de teoria de grupos dentro del curriculo. Ademas, es necesario establecer una evaluacion de
manera que realmente se comprueba si los alumnos comprenden la materiay sean capacesde
explicar porellos mismos estos contenidos.

Pero, a pesar de que es practicamente imposible la introduccion de estos contenidos, se ha
realizado un estudio del contenido a implantar y en crear una serie de actividades de manera que
los alumnos visualicen esta teoria y les sea mas sencillo comprenderla. Se ha realizado una
programacion por competencias en la que intentar que los alumnos superen las mismas y no tanto
centrarse en la metodologia en si, pero es necesario comentar la metodologia que se considera
mas conveniente para introducir estateoria de la mejor manera posible.

Unade las motivaciones para introducir la teoria de grupos es que los alumnoscomprendan mejor
estos conceptos en estudios superiores y que de esta manera les sean méas sencillos conceptos
matematicos abstractos y complejos. Estos conceptos suelen crear problemas por lo que es
necesario buscar una solucion, por lo que cabe preguntarse si es necesario introducir conceptos
nuevos en el curriculo o simplemente mejorar la base necesaria. Lo que si es claro es que es
necesario renovar y avanzar en el curriculo con el objetivo de evolucionar con la situacion de la
actualidad, y para ello introducir materiales, conocimientos, actividades, recursos, etc.

Hay que plantearse también que es igual de necesario revisar los contenidos, materiales,
recursos...como los objetivos que tiene la docencia de las matematicas en todos los estudios
obligatoriosy como se evaltan los conocimientos por competencias. Debido a estose proporciona
una manerade evaluar diferente para conseguir desarrollar al maximo estas competencias.

Se concluye con unainvitacion a la reflexion, hay que comprender el porqué de los contenidos
curriculares, por qué muchos alumnos no disfrutan ni tienen interésen las matematicasy por qué
no se llega con los conocimientos necesariosa cursos superiores. Unavez encontrado el por qué
buscar lasoluciény portantohay que pensar sihabraque reformular algo del curriculo, lamanera
de dar la clase, de evaluar, u otros aspectos para mejorar el conocimiento matematicoy, algo muy
importante parala vida cotidiana, la capacidad de razonar, que viene estrechamente ligada a las
matematicas.
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