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Capitulo 1

Introduccion

La resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales es un problema que esti presente en
practicamente todas las ramas de la ciencia e incluso en muchas situaciones de la vida cotidiana.
Por ello se hace necesario el estudio de algoritmos que nos permitan saber si un sistema tiene
0 no soluciones, en el caso de tenerlas saber si son un ntmero finito, o bien existe un nimero
infinito de ellas y ver si somos capaces de describir estas soluciones de una forma explicita Por
lo tanto necesitamos desarrollar algoritmos que nos ayuden a responder estas preguntas.

La computaciéon mediante bases de Grobner es una de las principales herramientas para resol-
ver sistemas de ecuaciones polinomiales e incluso responder a otra serie de problemas relacionados
con la teoria de ideales polinomiales como la pertenencia de un polinomio a un cierto ideal o
a su radical. Las bases de Grobner se estudian en las asignaturas de Ecuaciones Algebraicas y
de Algebra Conmutativa y Computacional, sin embargo existen otros métodos que se ocupan de
estos problemas y que no se estudian en el Grado de Matematicas.

Por tanto el objetivo principal del trabajo es desarrollar uno de estos algoritmos alternativos.
En particular, nos centraremos en la resoluciéon de sistemas de ecuaciones polinomiales, pero
veremos que seremos capaces de dar respuesta también a otras cuestiones.

Al igual que con los algoritmos que utilizan las bases de Grobner, los algoritmos que se de-
sarrollaran estaran basados en unos conjuntos de polinomios especiales a los que llamaremos
cadenas regulares. La fuente bibliografica que se ha seguido para el desarrollo de las propiedades
de las cadenas regulares ha sido el articulo de Kalkbrenner [1]. En él se sientan las bases del
concepto de cadena regular y se desarrollan los primeros algoritmos que utilizan este concep-
to. Posteriormente a este articulo, se han publicado gran cantidad de trabajos, entre ellos por
ejemplo [7], [8] y [9], que desarrollan el concepto de cadena regular desde puntos de vista mas
algebraicos e implementando algoritmos muy eficientes. Existe un paquete en MAPLE llamado
RegularChains que esta dedicado exclusivamente a este método. Este paquete lleva muchos afios
desarrollandose y ha llevado mucho trabajo, toda la informacién se encuentra en el pagina web
[10]. Sin embargo, el objetivo de nuestro trabajo es sentar las bases de las cadenas regulares y
de los primeros algoritmos siguiendo el articulo de Kalkbrenner.

Vamos a hacer ahora un pequenio resumen del trabajo viendo la estructura del mismo y los
contenidos de cada capitulo. Comenzaremos el trabajo dando unas primeras nociones y conceptos
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que seran necesarios para el desarrollo del algoritmo. En la primera parte se desarrollaran los
conceptos de dependencia algebraica y de grado de trascendencia, claves en todo el trabajo. Des-
pués se recordarén los conceptos de variedad algebraica afin y de ideal asociado a una variedad,
ademaés de desarrollar una serie de propiedades de estos. Se contintia definiendo los conceptos de
cero genérico y punto genérico con el objetivo final de demostrar que toda variedad es irreducible
si y solo si tiene un punto genérico. En la siguiente seccion se trataré de definir el concepto de
dimensién de una variedad mediante el grado de trascendencia de los puntos genéricos de sus
variedades irreducibles. Para terminar con el primer capitulo se desarrollaran algoritmos para
calcular el maximo comun divisor de un conjunto de polinomios en una variable y también de-
sarrollaremos un algoritmo de pseudodivision entre dos polinomios en K|z,...,x,] los cuales
seran claves en los algoritmos que desarrollaremos posteriormente.

El tercer capitulo se centrard en demostrar uno de los teoremas mas importantes de la geome-
tria algebraica el Hilbert’s Nullstellensatz. En este trabajo se demostrara utilizando el Teorema
de la Extension el cual posee varias demostraciones una de ellas empleando bases de Grobner.
Dado que estamos desarrollando un algoritmo alternativo a ellas usaremos una demostracion
basada en resultantes.

A partir de aqui comenzaré la parte principal del trabajo. Empezaremos definiendo el con-
cepto de cadena regular y de cero regular, se relacionara estos ceros regulares con los puntos
genéricos y se dard la definicién de variedad representada por una cadena regular. A partir de
este concepto se planteara el problema de describir la variedad como unién de estas variedades
representadas por cadenas regulares. Problema para el cual se necesitaran desarrollar una serie
de algoritmos en los siguientes capitulos.

En el quinto capitulo desarrollaremos algoritmos que nos permitirdn trabajar en cuerpos de
extension dados por cadenas regulares. Se desarrollaran tres algoritmos common,,, separate,,
y gged,,. El algoritmo common,, se utilizard para encontrar los ceros regulares de una cade-
na regular que también son ceros de otro polinomio que pasamos en la entrada. El algoritmo
separate,, se utilizara para encontrar los ceros regulares de una cadena regular que no son ceros
de otro polinomio que pasamos en la entrada. Finalmente el algoritmo gged,, es un algoritmo pa-
ra calcular el méximo comun divisor generalizado de un conjunto de polinomios en K[z, ..., Zy]
teniendo en cuenta también los ceros regulares de una cadena regular. Todos los algoritmos se
definen de forma recursiva a partir de gged; el cual se basa solamente en el algoritmo ged que se
define en el capitulo 2. La mayor parte del capitulo se basa en la justificacion de la terminaciéon y
la correccion de estos algoritmos. Las demostraciones son muy técnicas y estan escritas de manera
completa en esta memoria. Es importante destacar que utilizan todas una inducciéon sobre gged,, .

En el sexto capitulo se desarrollaré el algoritmo solve, capaz de resolver el problema de
describir una variedad como unién de representantes de cadenas regulares. Este algoritmo se
basa en el algoritmo gged,, del capitulo 5. También el algoritmo solve,, se construira de forma
recursiva a partir de solve; el cual se basa solamente en el algoritmo gecd definido en el capitulo
2. Al igual que en el capitulo anterior la mayor parte del capitulo se centra en la demostracion
de la terminacion y la correccion, la cual también es bastante técnica y se basa en una induccién
sobre solve,,.



Para finalizar el trabajo se mostraran las distintas aplicaciones que se le pueden dar al pro-
blema resuelto y a los algoritmos desarrollados. Entre ellas encuentra calcular la dimensién de
un ideal, resolver sistemas de ecuaciones y determinar la pertenencia al radical de un ideal.
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Capitulo 2

Definiciones y conceptos previos

En este capitulo se desarrollaran todos los conceptos tedricos necesarios para poder definir los
conceptos de cadena regular y cero regular, y luego poder desarrollar los algoritmos. Se comenza-
ra desarrollando la teoria necesaria para dar una definicién rigurosa del grado de trascendencia
concepto muy importante durante todo el trabajo. Después de esto se recordaran los conceptos
relacionados con las variedades y los ideales asociados a una variedad, para luego dar las de-
finiciones de cero genérico y punto genérico y estudiar la relaciéon entre ambos. Para terminar
con las variedades se dara una pequeia definicién sobre qué se entiende como dimensién de una
variedad. Para finalizar se describiran los algoritmos para calcular el maximo coman divisor en
una variable y un algoritmo de pseudodivision entre dos polinomios en K[zy,...,y,].

2.1. Dependencia algebraica y grado de trascendencia

En esta seccién trabajaremos primero con el concepto de relaciéon de dependencia abstracta
para el cual obtendremos una serie de propiedades que luego llevaremos al caso especifico y que
a nosotros nos interesa que es la dependencia algebraica.

A partir de ésta, definiremos con rigurosidad el concepto de grado de trascendencia, para luego dar
una serie de resultados sobre extensiones de cuerpos que necesitaremos en posteriores secciones.
Para esta primera parte seguiremos el libro de P. M. Cohn [6].

Relacién de dependencia abstracta

Definicion 2.1.1. Sea S un conjunto, entendemos por relacion de dependencia en S a una
aplicacion L : P(S) — P(95), que lleva subconjuntos de S en subconjuntos de S, donde si y €
L(X), diremos que y depende de X. La aplicacion ha de cumplir lo siguiente:

1. 8i X ={x1,...,x,}, entonces x; € L(X).
2. SiY ={y1,...,yn}, 2 € L(Y) y ademds y;, € L(X) para todo i, entonces z € L(X).

3. SiyeL({xy,...,zn}) peroy ¢ L({za,...,x,}) entonces
x1 € L{y,xo,...,zn}).

Nota 1. De las condiciones 1 y 2 obtenemos que si y depende de X' y X' C X entonces y
depende de X .
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Proposicion 1. Se puede extender la nocion de dependencia a conjuntos infinitos si decimos
que y depende de X C S s1 AX' C X finito tal que y dependa de X'.

Demostracion: Veamos que con esta definicion se verifican las tres condiciones.

Sea X un conjunto infinito. Para que se verifique la condicion (1) hay que probar que todo ele-
mento de X depende de un subconjunto finito de X, esto se verifica siempre que el subconjunto
finito contenga al elemento, pues para conjuntos finitos es la condicion (1).

Veamos la condicién (2). Sea Y un conjunto infinito. Si z € L(Y'), entonces existe Y/ C Y
finito tal que z € L(Y”), tenemos también que para todo elemento y € Y, y € L(X). Esto quiere
decir que existe X’ C X finito tal que y € IL(X’), en particular nos podemos quedar con y € Y’y
podemos tomar la unién de los X' el cual seguira siendo finito y por la nota 1 todos los y depen-
den de este conjunto. Por tanto podemos aplicar el caso finito y tenemos que z € L(|J X’) y por
tanto z € L(X).

Veamos la condicion (3). Si y € L(X), pero y ¢ L(X \ {z}). Entonces existira X’ tal que
y € L(X'), si z € X' lo dejamos como estd, y si no entonces lo afiadimos, por la nota 1 y
seguiréd siendo dependiente y es claro que X’ U {z} es finito. Dado que y ¢ L(X \ {z}) entonces
y ¢ L(X'U{z}\{z}) puessino y € L(X \ {z}), entonces aplicando el caso finito de (3) tenemos
que z € L({y, X'\ {z}}) y por tanto x € L({y, X \ {z}}). O

Ejemplo 2.1.1. Consideremos la dependencia lineal en un espacio vectorial sobre un cuerpo, o
mds generalmente, en un modulo M sobre un cuerpo R. Recordemos que un elemento y € M es
linealmente dependiente de un conjunto X si:

Yy = Zcimi, para algun c¢; € R, x; € X.

Veamos que cumple las condiciones de relacion de dependencia.

Condicion (1): Tenemos que x; = Y cjz; con ¢j =0 si j #1 y ¢; = 1, el elemento neutro
para la suma y el producto siempre siempre existen en un anillo.

Condicion (2): Si z =) a;y; e y; =y cjx;, entonces z =y a; y_ cjx; y de aqui
i J
z =Y (> ajcj)x;, donde tenemos que ) a;cj es un elemento del anillo y tenemos lo que queria-

7 1
mos.

Condicion (8): Siy = a;x;, pero si eliminamos x1 no hay dependencia,entonces ha de ser
Yy , P Yy aep s
i=1
a1 # 0 por tanto si reescribimos lo primero como y— Y a;x; = ajx1 Como estamos en un cuerpo
i=2
podemos multiplicar por el inverso y por tanto despejar x1 con lo que obtenemos lo buscado.

Definiciéon 2.1.2. Sea X = {x;]i € I} C S, diremos que X es independiente si ningun x;
depende de {x;|j # i}.

Una familia independiente que genera S se llama base de S, lo que quiere decir que todo elemento
de S depende de X.

Podemos reconocer las bases de la siguiente manera:
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Proposicion 2. Sea S un conjunto con una relacion de dependencia. Para X C S las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. X es un subconjunto independiente maximal de S.
2. X es un generador minimal.
3. X es una base de S.

Demostracion: (1) < (3). Sea X un subconjunto maximal independiente de S, veamos que
todo elemento de S depende de X. Sea y € S.

Si y € X entonces y depende de X por la condicién 1.

Siy ¢ X entonces X U{y} es dependiente por maximalidad, asi que algin elemento depende del
resto. Sea z € X dicho elemento, como X es independiente z no depende de X \ {z} entonces
por la propiedad 3, y depende de X. Y con ello se prueba que X genera S.

Probemos ahora la otra implicacion, sea X una base, entonces es independiente pero todo y ¢ X
es dependiente de X, asi que X es maximal.

(2) < (3). Sea X un generador minimal, hay que ver que es independiente. Si X fuera de-
pendiente, tomamos x € X el elemento que depende del resto, entonces tendremos que todo
elemento de X depende de X \ {z} por tanto podemos aplicar la condicién 2 y deducir que todo
elemento que dependa de X dependera también de X \ {x} y por tanto sera también generador.
Esto contradice la minimalidad asi que X es independiente y por tanto base.

Supongamos ahora que X es base, entonces es independiente, asi que ningiin elemento es depen-
diente del resto y por ello el conjunto es generador minimal. O

Definicién 2.1.3. Sea X un conjunto. Si el conjunto X es finito diremos que el cardinal de X,
denotado por |X|, es el nimero de elementos del conjunto. Para extender la nocion de cardina-
lidad a conjuntos infinitos se empieza definiendo la nocion de comparacion entre cardinales de
conguntos arbitrarios.

Se dice que dos conjuntos A y B tienen el mismo cardinal si existe una biyeccion entre ambos.
También se puede decir que ambos conjuntos son equipotentes.

Se dice que |A| < |B| si eziste una funcion inyectiva de A en B.

Se dice que |A| < |B| si existe una funcion inyectiva pero no existe ninguna funcion biyectiva.

Lema 1. Sea S un conjunto con una relacion de dependencia. Sean X C S independiente e Y
un generador de S entonces Y’ C Y\ XNY' =0 y X UY' es base de S, esto quiere decir
que se puede completar cualquier conjunto independiente a una base anadiendo elementos de un
conjunto generador. Ademds, si'Y es finito, entonces X es finito y | X UY'| < |Y].

Demostracion: Sea L = {Z C S independiente \ X C Z C X UY }. Podemos aplicar el lema
de Zorn a L, este lema nos dice que todo conjunto parcialmente ordenado en el que toda cadena
tiene una cota superior, contiene al menos un elemento maximal. Puesto que el conjunto esta
parcialmente ordenado y el elemento X UY es cota superior, entonces se admite un elemento
maximal al que llamaremos B. Por construccién del conjunto, B se compone de X y términos de
Y, es decir,B = X UY’, tomamos Y’ de forma que X NY’ = (). Debido a la maximalidad todo
elemento de Y depende de B, L(B) D L(Y) =S, y B es una base.

Supongamos ahora que Y es finito. Tenemos que ver que empezando con cualquier X’ C X finito
podemos obtener una base anadiendo como mucho |Y| — | X’| elementos.
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Usaremos una induccion sobre | X'|; cuando | X’| = 0, por la primera parte elegimos

B C Y que sea base. Supondremos ahora |X'| = r > 0, por la hipdtesis de induccion podemos
construir una base con n — (r — 1) de Y y anadiendo r — 1 elementos de X', sea

By = A{z1,.. ., Tr—1,Yry-- s Un}, ¢ € X', y; € Y. Con otro elemento z, € X’ formamos el
generador B,_; U {z,} que contiene a {x1,...,2,} que es independiente. Por la primera parte
existe una base B, D {z1,...,2,}, pero B, no puede contener a todos los y; porque la familia
{z1,. ., Zr,Yr,...,yn} es dependiente (z, depende del resto, pues el resto formaban una base).
Por lo tanto se ha de eliminar un elemento de los y;, y por tanto obtenemos una base de la forma:
By = {z1,.. ., Tr, Y41, - Yn},2; € X'y; € Y que esta en la forma que queremos y contiene
como mucho n elementos. Por induccién obtenemos una base de como mucho |Y| elementos,
formada por los elementos de X’ junto con elementos de Y. En particular, | X'| < |Y| y como
X' era cualquier subconjunto finito de X, entonces X tiene que ser finito y si la base es X UY”,
entonces | X UY'| < |Y. O

Corolario 2.1.1. Sea S un conjunto con relacion de dependencia. Si S tiene un generador C
finito, entonces cualquier familia independiente tiene como mucho |C| elementos y dos bases
cualesquiera tienen el mismo niumero de elementos.

Demostracion: Por la altima parte del lema anterior, el nimero de elementos en una familia
independiente esta acotado por el nimero de elementos de un conjunto generador. En particular,
dadas dos bases B, C, si B es finita, |C| < |B| y también si C' es finita, | B| < |C|, por el teorema
de Bernstein |B| = |C]. O

Ahora trataremos de demostrar que dos bases cualesquiera, finitas o no, tienen el mismo
cardinal. Para ello necesitamos un lema previo, el cual no demostraremos pues necesita conceptos
de teoria de cardinales que no desarrollaremos pues exceden el &mbito del trabajo.

Lema 2. Para cualquier cardinal infinito a,
Noa = «,
donde Xy denota el cardinal de N

Proposicion 3. Sea S un conjunto con una relacion de dependencia y supongamos que S tiene
un conjunto minimal generador X. Si X es infinito, entonces cualquier conjunto generador de
S tiene cardinal mayor. En particular, S no tiene conjuntos generadores finitos y dos conjuntos
generadores minimales cualesquiera tienen el mismo cardinal.

Demostracion: Sea Y cualquier conjunto generador de S. Cada y € Y depende de X y también
de un subconjunto X, C X finito. Veamos que X = |J X,. El conjunto generado por |J X,

yey yey
contiene cada y € Y y por ello ha de ser S. Entonces |J X, C X generando S y la igualdad se
yey

sigue de la minimalidad de X. Si Y fuera finito entonces X se expresaria como unién finita de
conjuntos finitos, contradiciendo que X sea finito. Tenemos:

a=1x]< Y IX,| < ReB = 8.

Donde la tltima igualdad se da por el lema anterior. Obtenemos a < §; si Y fuera minimal,
podemos intercambiar roles y obtener la otra desigualdad. O
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Puesto que para una relacién de dependencia los conceptos de conjuntos generadores mini-
males y de base son equivalentes, la proposicién anterior equivale a decir que todos conjunto con
relacion de dependencia tiene una base y que dos bases cualesquiera tienen el mismo cardinal.

Dependencia algebraica

Definicion 2.1.4. Dada cualquier extension de cuerpos E/K, sean uy,...,um,v € E diremos
que v es algebraicamente dependiente de uy, . .., Uy, sobre K siv es algebraico sobre K (uy, ..., Up).
Esto significa que v satisface una ecuacion con coeficientes en K(uq,...,uy), es decir:

agv? + av?t . Fag =0, (2.1)

donde a; € Klui,...,upy), ag #0 yd > 1.

Proposicion 4. La dependencia algebraica es una relacion de dependencia. Es decir verifica las
condiciones 1-3.

Demostracion: Veamos que se verifican las tres condiciones:

1. u; es algebraicamente dependiente de uq, ..., Up,.

2. Siw es algebraicamente dependiente de vy, ..., v, y cada v; es algebraicamente dependiente
de uq,...,u;, entonces w es algebraicamente dependiente de uy, ..., Up,.

3. Si v es algebraicamente dependiente de uq,...,u;; pero no de us,...,u, entonces uj es
alegraicamente dependiente de v, us, ..., Up,.

La primera se prueba tomando la ecuaciéon con coeficientes en Kluy, ..., unl, u; —u; = 0,

donde vemos que es de la forma de la definicién con d = 1,a9 = 1,a1 = u;.

Para probar la segunda tenemos que v; es algebraico sobre K (uy,...,uy,) y tenemos:
K(up,...;um) C K(ut, ... tm,v1) C .o CEK (UL, .vy Upy, U1y e .y Up),

cada extension es de grado finito por ser extensiones algebraicas, ademéas como w es algebraico
sobre K (v1,...,v,) obviamente lo serd también de K (uq,...,Un,v1,...,0,) y al igual que ante
su grado de extensién es finito. Aplicando la férmula de producto de grados a las extensiones,

K(up,...,upm) C KU, ... Um,01,..,0) C K(U, ...y U, U1,y Upy W),
obtenemos que el grado de la extension K (uq, ..., Um, V1, ..., Up, w) sobre K (ui, ..., uy) es finito
y por tanto w es algebraicamente dependiente de uq, ..., Up,.

Para probar la tercera, tenemos por hipotesis una relacion de la forma:
avt +av? P+ . 4+a;=0, a; € Klug, ... up].
Si reescribimos esta formula en términos de ui, tendremos:
bous + byui 4+ b, =0, (2.2)

donde b; € Klua, ..., un,v]. Por hipdtesis, ap # 0; si b = 0Vi = 0,...,r — 1, entonces b, = 0
y por ello habria una relacién de uo,...,u;,,v y entonces v seria algebraicamente dependiente
de usg, ..., u, en contra de las hipotesis. Entonces no todos los b; se anulan y la ecuacién 2.2 nos
dice que u; es algebraicamente dependiente de usg, ..., um,v. Y queda probado. ]
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Ahora que hemos probado esto podemos utilizar todas las nociones probadas para las rela-
ciones de dependencia, con lo que tenemos:

Definicion 2.1.5. Un subconjunto X de E es algebraicamente independiente sobre K si ningin
elemento de X es algebraicamente dependiente del resto. St el conjunto X es finito con

X = {z1,...,2,} esta nocion equivale a que los productos de potencias xi*...x¢" sean lineal-
mente independientes.

Definicion 2.1.6. Sea B C E algebraicamente independiente y tal que todo elemento de E es
algebraicamente dependiente de B sobre K, entonces B se llama base de trascendencia de E sobre

K.
Por el lema 1 y la proposiciéon 3:

Teorema 2.1.2. Dada una extension E /K, cualquier subconjunto algebraicamente independiente
de E se puede completar a una base de trascendencia de E/K y dos bases cualesquiera tienen el
mismo numero de elementos.

Definicion 2.1.7. El nimero de elementos de una base de trascendencia de E/K se llama grado
de trascendencia o dimension de E/K y se denota tr.deg(E/K). Cualquier extension de grado
0 se llama algebraica. Equivalentemente E/K es algebraica si todo elemento de E es algebraico

sobre K.
El grado de trascendencia cumple la siguiente férmula:

Proposicion 5. Para tres cuerpos cualesquiera K C E C F tenemos:
tr.deg(F/K) = tr.deg(F/E) + tr.deg(E/K).

Demostracion: Sea X una base de trascendencia para E/K e Y una para F/E. Entonces
ningtn elemento de Y esta en E, pero lo esta todo elemento de X por ello X NY = () y para
tener lo que queremos vale probar que XUY es base de trascendencia de F'/ K. Cualquier elemento
z € F es algebraico sobre E(Y'). Veremos que z es algebraicamente dependiente de un conjunto
finito sobre K, sea u1,...,ur,y1,...,Ys, donde u; € E'y y; € Y. Cada u; es algebraicamente
dependiente de X sobre K, de aqui z es algebraicamente dependiente por transitividad de X UY
sobre K. Ahora debemos probar que X UY es algebraicamente independiente. Supongamos que
no lo es, existe una relacién polinomial:

flxn, .. xmy,..,ys) =0, 2, € X, y; €Y,

con coeficientes en K. Sin embargo si reescribimos este polinomio en funcién de las y; todos
los coeficientes han de anularse, pues x; € E debido a que Y es algebraicamente independiente
sobre E y los coeficientes tienen que anularse. Pero estos coeficientes son términos en x;, asi que
obtenemos una relacion algebraica entre los x;, que deben ser triviales y la relaciéon f es la trivial.
Por ello X UY es algebraicamente independiente sobre K, por ello es base de trascendencia para
F/K y se da lo que queriamos. O

En particular, para extensiones algebraicas:

Corolario 2.1.3. Una extension algebraica de una extension algebraica es a su vez algebraica.
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Definicion 2.1.8. Una extension de cuerpos es trascendental si no es algebraica, es decir, si
tiene grado de trascendencia positivo. Diremos que una extension E/K tiene grado infinito de
trascendencia si no existe un conjunto X C E finito algebraicamente independiente con

E = K(X).

Definicién 2.1.9. Un cuerpo K se dice que es algebraicamente cerrado si en K [x] todo polinomio
se puede descomponer en factores lineales. Es equivalente a decir que todo polinomio no constante
posee al menos una raiz en K.

Una vez definidos los conceptos de grado infinito de trascendencia y de cuerpo algebraicamente
cerrado vamos a definir el concepto de cuerpo universal. Este cuerpo es importante pues las
variedades van a estar definidas sobre un cuerpo universal el cual va ser extensién de un cuerpo
base cualquiera K.

Definicién 2.1.10. Diremos que un cuerpo K es un cuerpo universal si es algebraicamente
cerrado y tiene grado infinito de trascendencia sobre K.

Lema 3. Si existe un isomorfismo de cuerpos K = K' un polinomio irreducible p(x) en K|z]
se lleva a un polinomio ¢'(x) en K'lx] y si a es una raiz de p(x) en un cuerpo de extension de
K y o una raiz de ¢'(x) en un cuerpo de extension de K', entonces el isomorfismo K = K’ se
puede extender a un isomorfismo K(«a) = K'(d/), que lleva o en o',

Demostracion: Los elementos de K (a) son de la forma Y. cpa* con ¢ € K y operamos con
ellos al igual que con los polinomios modulo ¢(x). Analogamente, los elementos de K'(a’) son
de la forma 3 ¢j.a’® con ¢}, € K’ y operamos con ellos al igual que con los polinomios modulo
¢/(x). Definimos la aplicacion f : > cpa® — 3" ¢\ o™ (donde g : ¢ — ¢}, es el isomorfismo de la
hipotesis). Veamos que esta aplicacion esté bien definida y es un isomorfismo.

Estéa bien definida pues a un elemento le corresponde una tinica imagen por como estéa definida la
aplicacion y que al ser g : ¢ — ¢}, isomorfismo la imagen de cada elemento cj, esté bien definida.
Veamos que es inyectiva: Sean u,v € K («) con u # v entonces u, v son de la forma u =) cpak,
v = Y bra® donde al menos un b; # ¢; pues si no tendriamos u = v, entonces tenemos que
b, # ¢}, por ser g isomorfismo, si ahora tomamos f(u) =Y c,a/f y f(v) = Y bj.o/* tenemos que
son distintos pues b} # ..

Es sobreyectiva pues todo elemento de K'(a') se escribe Y c,o/F y al ser g isomorfismo es
sobreyectiva. Por tanto todo elemento de K’(a’) esta asociado a uno de K(a), " cxo pues g al
ser isomorfismo es sobreyectiva también.

Para concluir que f es isomorfismo falta ver que conserva las operaciones. Sea u = 3 cpa¥ y
v =Y cra®, donde podemos suponer que ambos llegan hasta el mismo indice pues si uno llega
a un indice menor que el otro se completara con ceros. Veamos que f(u +v) = f(u) + f(v) con
la suma definida en los polinomios en una variable modulo p(z) e ¢'(z).

Fu+v)=fO era® +> brak) = FO (er +br)a¥) = (e + br)' ™,
donde tenemos que by + ¢ € K por ser K cuerpo y por tanto tiene imagen por el isomorfismo.

Fw)+ f) = FO_and®) + FO_bra®) = o + > that = (c) + b,

dado que g es isomorfismo conserva también operaciones y por ello
(ck + i) = ¢}, + b, y tenemos la igualdad.
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Veamos que f(u-v) = f(u)- f(v) con la suma definida en los polinomios en una variable modulo

p(z) e ¢ (z).
flu-v)=fQ exa® Y bpab) = f(3 rpa®) = ria”,

donde 7}, es una combinacion lineal de productos c;b;.

Flw)- f0) = 3 a3 tha = 3 s,

donde 77, es la misma combinacion lineal que la de rj. Donde tenemos que ambos 7, son iguales
pues el isomorfismo g lleva productos en productos y sumas en sumas y por ello lleva una
combinacién lineal en la otra. Con lo que se prueba que f es isomorfismo. Y es claro que este
isomorfismo envia « en o’. O

Teorema 2.1.4. Cualquier extension de cuerpos K(ai,...,ay) obtenida anadiendo un nimero

finito de elementos aq,...,apn a K es isomorfo a un subcuerpo de K (cuerpo universal). Esto

significa que si tomamos cualesquiera n elementos aq, .. ., ay de cualquier cuerpo de extension A
Y

de K, entonces existe un isomorfismo K (aq, ..., an) = K(af,...,al) que deja fijos los elementos
de K y lleva los elementos aq,...,ap de A en af,... o, de K.

Demostracion: Los elementos oy, ..., a, se pueden ordenar de forma que aq, ..., a, sean alge-
braicamente independientes sobre K mientras que los otros a; son algebraicos sobre K (aq, . .., a;).
Ahora tomamos «,...,al algebraicamente independientes sobre K en K. Lo podemos hacer
pues K tiene grado infinito de trascendencia. Entonces existe un isomorfismo

K(ag,...,ap) 2 K(af,...,al) que deja los elementos de K fijos y lleva aq,...,qp en af, ..., al.
Si r = n, hemos terminado. Si r < n, entonces a1 es un cero de un polinomio irreducible ¢(x)
con coeficientes en K (aq, ..., ;). A este polinomio le corresponde un polinomio irreducible ¢’(x)
con coeficientes en K(af,...,a}) que tiene un cero o) en K. Por el lema anterior, el isomor-
fismo K(aq,...,a,) = K(af,...,a)) se puede extender a un isomorfismo

K(ai,...,0p41) =2 K(af, ..., ol ) que lleva ;41 en a;. . Si continuamos aplicando este lema

obtenemos el isomorfismo deseado K (o, ...,an) = K(a),..., o). O

2.2. Variedades e ideales asociados a una variedad

Comenzaremos la seccion recordando el concepto de variedad algebraica afin de un subcon-
junto F' del cuerpo de polinomios.

Definicién 2.2.1. Sea K un cuerpo y K un cuerpo universal sobre K. Sea F un subconjunto de
K[z1,...,2,). La variedad de F en K" es el conjunto denotado por Vy,(F) siguiente:

Vi(F)={ac K" |f(a)=0 Vfec F}.
Si no hay duda del espacio ambiente K se omitird el subindice.

Definicién 2.2.2. Una variedad V sobre K en K es cualquier conjunto de K= que sea variedad
de algin subconjunto de K|xi,...,z,]. En adelante, no haremos referencia al cuerpo base y
diremos simplemente variedad en K.

Lema 4. Si V,W C K" son variedades, entonces lo son también V.U W yVnw
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Demostracion: Supongamos que V =V (f1,...,fs) y W =V (g1,...,9:). Veamos que:

VﬂW:V(fla'--afsygla"'7gt)7
VUW =V(figj,1<i<s,1<j<t).

La primera igualdad es trivial pues V N W significa que fi,..., fs y g1,.-., g+ se anulen todos,
que es lo mismo a que se anule f1,..., fs, 91,-.., Gt

Para la segunda, si (a1, ...,a,) € V, entonces todos los f; se anulan en este punto, lo que implica
que todos los f;g; también se anulan en (ai,...,a,). Por tanto V- C V(fig;), y W C V(fig;) se
obtiene de forma anéloga. Por tanto V.UW C V(fig;).

Para ver la otra contencion, elegimos (a1, ...,an) € V(figj). Si este pertenece a V' hemos termi-
nado, y si no, fi,(ai,...,a,) # 0 para algtn ig. Dado que f;,g; se anula en (ay,...,a,) para todo
J, entonces todos los g; se tienen que anular en este punto, demostrando que (a1,...,a,) € W.
Lo que muestra que V(f;g;) C V UW, esto concluye la demostracion . O

Formaremos ahora el ideal A = (F'). Vemos que los ceros comunes de f, ..., f, los polinomios

de F, son ceros de todos los polinomios f = f1g1+-- -+ frg, del ideal A. Por ello V,,(F) se puede
caracterizar también como el conjunto de ceros comunes de todos los polinomios de A.
Si &1,...,&, son elementos de una extension arbitraria, entonces por el teorema 2.1.4 podemos
encontrar un isomorfismo de cuerpos que lleva los elementos &1, . .., &, en elementos de K . Para
los siguientes teoremas por tanto no importa en que cuerpo de extension estemos. Si & € K
entonces & es un punto del espacio afin A, (K).

Definicion 2.2.3. De entre todos los ideales que definen la misma variedad V', uno de ellos
destaca, este es el conjunto de todos los polinomios f que toman el valor 0 en todos los puntos de
V. A este ideal le llamaremos el ideal asociado a V. A este ideal lo denotaremos por

Ix(V) C Klz1,...,xy), si no tenemos duda del cuerpo en el que trabajamos omitiremos el
subindice.

Ahora daremos una descripcion de las variedades y de los ideales en forma de aplicaciones

Teorema 2.2.1. Las aplicaciones

I : variedades afines — ideales

V :ideales — variedades afines,

invierten la inclusion, es decir, si Iy C Iy, entonces V(1) 2 V(I3) y si Vi C Va, entonces
I(Vh) D I(Vs). Ademds para cualquier variedad V tenemos V(I(V)) =V, asi que I es inyectiva.

Demostracion: Primero supongamos que I; C 5. Sea x € V(I2), entonces f(x) =0, Vf € I.
Como I C Iy en particular f(x) =0, Vf € I, asi que x € V(I1). Por tanto V(I3) C V(I3).
Supongamos ahora que Vi C Va. Sea f € I(V}), entonces f(x) =0 , Vx € V,. Como V; C Vs,
en particular f(x) =0, Vx € Vi, lo que implica que f € I(V}). Con lo que I(V2) C I(V)).

Veamos ahora la inyectividad de I. Sea V' = V(f1,..., fs) una variedad afin y x € V, entonces
f(x) =0, Vf eI(V). Aplicando la definicion de variedad de un ideal tenemos que x € V(I(V))
y tenemos la inclusion V' C V(I(V')). Para la otra inclusion tenemos que fi,..., fs € I(V) por
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la definicion de I, por ello (fi,..., fs) tiene que estar contenido en I(V'). Dado que V invierte la
inclusion se sigue que V(I(V)) C V({f1,..., fs)) = V. Lo que prueba la igualdad V(I(V)) =V
y, en consecuencia I es inyectiva. O

Terminaremos la secciéon definiendo el concepto de variedad irreducible y dando un teorema
muy importante con respecto a este tipo de variedades.

Definicién 2.2.4. Una variedad V que se puede representar como la union de dos subvarieda-
des (no vacias) y propias se llama reducible. Si queremos enfatizar que ambas variedades estan
definidas por ecuaciones en un cuerpo K diremos que V' es reducible sobre K. Una variedad V
que no es reducible diremos que es irreducible sobre K.

Teorema 2.2.2. Una variedad V es irreducible sobre K si y solo si I(V') es primo.

Demostracion: Primero supongamos que V es irreducible y sea f - g € I(V). Tomamos
Vi=VnV(f)y Va =VnNV(g), estas son variedades pues sabemos que la interseccion de
variedades es una variedad. Veamos que V = V; U V5.

Es claro que ViU Vo CV, pues (VNV(f)))u(VnV(g)=VnV(fluV(g)) CV.

Probemos que V' C V3 U V,. Hay que ver que V. C V(f) U V(g), por la formula anterior.
Sea x € V. Dado que por definicion de I(V), f - g se anula en V. En particular, tendremos
(f-g)(x) = 0, es decir, f(x)g(x) = 0 como K es dominio de integridad y no hay divisores
de cero por lo que f(x) = 0 o g(x) = 0, por lo tanto x € V(f) o x € V(g), lo que implica
que x € V(f)UV(g), con lo queda probado. Como tenemos V' = V; U V5 y sabemos que V es
irreducible tiene que ser V = Vi o V = V5. Supongamos que V' = Vi, el otro caso es analogo.
V=vVnV(f)=V CV(f)yporello f se tiene que anular en todo V lo que quiere decir que
f €I(V) y tenemos que este ideal es primo.

Supongamos ahora que I(V') es primo y sea V = V; U V,. Supongamos que V' # Vj, probemos
que I(V) = I(V3). Como Vo C V' y la aplicacion I invierte la inclusion, I(V') C I(V3). Para la otra
inclusion tenemos que I(V) G I(V1) dado que Vi & V' y la inyectividad de I. Por ello podemos
tomar f € I(V1) — I(V). Ahora tomamos cualquier g € I(V2). Dado que V = V; U V3, tenemos
que f-gseanulaen V (f seanulaen V) y gen V), y porello f-g € I(V). Pero hemos supuesto
que I(V) es primo, asi que o bien f o bien g pertenecen a I(V'). Sabemos que f ¢ I(V), y por
ello, g € I(V). Esto prueba que I(V) = I(V3), y como I es inyectiva tenemos que V' = V5. Por
tanto V es una variedad irreducible. O

2.3. Ceros genéricos y puntos genéricos

Vamos a ver ahora un par de conceptos clave que son los ceros genéricos y los puntos gené-
ricos. En esta seccion seguiremos el libro de van der Waerden [3].

Comenzaremos la secciéon presentando la definicion de cero genérico de un ideal.

Definiciéon 2.3.1. Un punto &£ € K" se llama cero genérico de un ideal
P C Klx1,...,xy] si f € P implica f(€) =0 y viceversa. Es decir, P = I({£}).
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Nuestro objetivo a partir de ahora es demostrar a partir de los ceros genéricos de un ideal
que toda variedad es irreducible si y solo si tiene un punto genérico concepto que definiremos
mas adelante. Para ello iremos demostrando una serie de teoremas que nos irdn acercando a lo
buscado.

Teorema 2.3.1. Si &1,...,&, son elementos de un cuerpo de extension de K, entonces los
polinomios f € K[x1,...,x,] para los cuales f(&) = 0, donde & = (&1,-..,&n) forman un ideal
primo que es distinto de K[x1,...,xy).

Demostracion: Veamos primero que los polinomios con esta condicién forman un ideal. Es
decir, que la suma de dos elementos con esta condicién también la verifica y que el producto de un
elemento de esta forma con otro del cuerpo de polinomios pertenece al ideal. Sean f(x), g(x) € P
entonces f(x) + g(x) verifica que f(&) + g(&) = 0.

Sea h(x) € K|[z1,...,zy,] entonces f(x)h(x) verifica f(&)h(€) = 0. Y se verifica que es un ideal.
Veamos que el ideal es primo. Si f(x)g(x) € P entonces f(&€)g(&) =0, y si f(€) # 0 entonces ha
de ser g(&) = 0 pues un cuerpo no tiene divisores de 0 y por tanto el ideal es primo.

Dado que 1 ¢ P tenemos que P # K|x1,...,z,]. O
Teorema 2.3.2. Si P es el ideal primo del teorema anterior, entonces A = K(&1,...,&,) es
isomorfo al cuerpo de fracciones, Il , del anillo cociente M y de forma que las clases de
T1,...,Ty corresponden a los elementos &1, ...,&,.

Demostracion: Sea L = K[¢1,...,&,]. Entonces A es el cuerpo de fracciones de £. Asignamos
a cada elemento f(&1,...,&,) € L el elemento del anillo cociente M representado por
f(x1,...,x,). Veamos que esta asignacion es un isomorfismo.

Veamos primero que es biyectiva. Si tenemos dos polinomios iguales en L, es decir, que
f(&) — g(&) = 0, entonces por como se define P tenemos que f(x) — g(x) € P y por tanto
3 K[x1,...,%n] 4 3 3 : K[z1,..,2n]
ambos son iguales en —=352=*. En el sentido contrario si dos elementos son iguales en —=5==*
entonces f(x) — g(x) € Py esto implica que la resta se anula en £ y entonces son iguales en A,
por lo tanto esta correspondencia es biyectiva.
Es claro que la suma en un anillo va a la suma del otro y los productos en los productos. Por
tanto la correspondencia conserva operaciones y se concluye que es un isomorfismo. y obtenemos
. Klz1,...,xn) . p .
que los anillos £ y ==z~ gon isomorfos. De aqui obtenemos que los cuerpos de fracciones de

ellos,A y II son también isomorfos. O

El teorema 2.3.1 nos dice que cada & es un cero genérico de un tinico ideal primo. El teorema
2.3.2 nos dice que € esta unicamente determinado por P salvo isomorfismos.

Teorema 2.3.3. Todo ideal primo distinto de K[x1,...,x,] tiene un cero genérico € en el cuerpo
universal K.

Demostracion: Construimos el anillo cociente D = M Ahora denotamos por &; a la

clase de z; modulo P. Tenemos que D es isomorfo al anillo de polinomios K¢, ..., &,]|. Puesto
que P es un ideal primo entonces D es un dominio de integridad y no posee divisores de 0. Por
ello se admite la construccion del cuerpo de fracciones. Y por tanto K[, ...,&,] también lo
admite al ser isomorfo. Denotaremos por A = K(&1,...,&,) sabemos que A se puede relacionar
por un isomorfismo con un subconjunto del cuerpo universal K por el teorema 2.1.4, y podemos
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asumir que A C K. El elemento f(&1,...,&,) es cero si y solo si el polinomio f pertenece a la
clase del 0 modulo P. De aqui, £ es cero genérico de P. ]

Por el Teorema 2.3.3 todo ideal primo P tiene un cero genérico en K el cual esta tinicamente
determinado salvo isomorfismo por el Teorema 2.3.2. Este punto £ es un cero de P y por ello
pertenece a la variedad V(P). El ideal I(V(P)) = P, puesto que si un polinomio f se anula en
todos los puntos de V(P) , entonces en particular f(&) =0y de aqui f € P. Dado que I(V(P))
es primo, se sigue que V(P) es irreducible. Por ello tenemos lo siguiente:

Teorema 2.3.4. Para cada ideal primo P ,V(P) es irreducible y I( V(P)) = P.

Si empezamos con una variedad irreducible V', entonces I(V') es primo, por el teorema 2.2.2.
Los puntos en los que se anula I(V') son precisamente los puntos de V. Si € es un cero genérico
de P, entonces £ se llama punto genérico de M sobre K. Volviendo a las definiciones:

Definicion 2.3.2. Un punto & de V es un punto genérico de V' sobre K siVf € Klx1,...,xy)]
con f(§) =0 entonces f(o) =0 Vo e V.

Por el Teorema 2.3.3 toda variedad irreducible V' tiene un punto genérico. En el otro sentido
si una variedad v tiene un punto genérico &, entonces I(V') es primo por el Teorema 2.3.1 y por
ello V es irreducible. Con lo que obtenemos lo siguiente:

Teorema 2.3.5. V tiene un punto genérico sobre K si y solo si V es irreducible sobre K.

Nota 2. Las nociones de punto genérico y cero genérico se pueden definir para una variedad y
un ideal cualquiera. Sin embargo como hemos demostrado que si un ideal tiene un cero genérico
ha de ser primo y si una variedad tiene un punto genérico esta ha de ser irreducible la definicion
solo tiene sentido en conjuntos de este tipo pues en variedades e ideales cualesquiera no van a
existir puntos con estas propiedades.

2.4. La dimension

En esta seccién continuaremos siguiendo el libro de van der Waerden [3]. Comenzaremos la
secciéon demostrando el teorema de descomposicién, clave para dar una definicién del concepto
de dimensién de una variedad. Empezaremos demostrando un lema previo:

Lema 5. En todo conjunto no vacio de variedades existe una variedad minimal V*, esto es, que
no contiene a ninguna otra variedad del conjunto.

Demostracion: Recordaremos que de entre todos los ideales que definen la misma variedad V,
uno de ellos destaca, este es el conjunto de todos los polinomios f que toman el valor 0 en todos
los puntos de V, a este ideal le hemos llamado ideal asociado a V', denotado por I(V'). Ademas
hemos visto que V(I(V)) = V, por lo tanto V esté tinicamente determinada por I(V), y viceversa.
Por lo tanto si tenemos un conjunto de variedades cada variedad V tiene un ideal asociado I(V),
y a distintas V' se le asocian distintos I(V') pues estas estan unicamente determinadas. En el
conjunto de estos ideales I(V') existe un ideal maximal I(V')* el cual estara unicamente asociado
a una variedad V*. Esta variedad es minimal en el conjunto. Aqui utilizamos que I invierte la
inclusion. O
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Teorema 2.4.1. Toda variedad V definida sobre K se puede representar como union finita de
variedades trreducibles, ademds st eliminamos términos redundantes la descomposicion es unica
salvo reordenaciones.

Demostracion: Supongamos que existen variedades V' que no se pueden representar como unién
de variedades irreducibles, entonces en el conjunto de estas V' hay una variedad minimal V*. Esta
variedad debe ser reducible y puede representarse como la uniéon de dos subvariedades propias Vi y
V5. Dado que V* es minimal, V; y V5 se pueden representar como unién de variedades irreducibles,
pero entonces V* también se podra representar asi, con lo que se llega a contradiccion.

Veamos la unicidad. Sea V' = V; U... UV, una descomposicion y sea V = V/ U ... UV, otra
descomposicion. Es claro que V; esta contenido en la union de los V/. Esta por ello contenido en
un anico V;, dedo que hemos eliminado elementos redundantes y al ser las variedades irreducibles,
que tomando una numeracion adecuada sera V;. De forma similar V] esta contenido en algin Vj:
y tenemos la relacion:

Vi CV C V.

Si ahora k # 1, entonces V; serfa redundante en la descomposicion, por ello k = 1y V5 = V7.
Siguiendo de la misma manera encontramos que Vo =V, ..., V, = V/ y r = s. Lo que completa
la prueba de la unicidad.

O
Definicion 2.4.1. Sea & = (&1, ...,&,) un punto genérico de una variedad irreducible V, esto es
un cero genérico de I(V'). Si r es el grado de trascendencia de K (&1, ... ,&,) sobre K entonces hay

r elementos algebraicamente independientes. Ademds ya hemos visto que el grado de trascendencia
no cambia si el punto genérico se lleva a otro punto genérico mediante un isomorfismo, entonces
r solo depende de I(V') y tiene sentido definir por v a la dimension del ideal I(V') o de la variedad
wrreducible V.

La dimension de un ideal primo P # K|z1,...,%,] es un namero entre 0 y n. Y asignaremos
dimension -1 al ideal unitario K[z1,...,Z,).
Si € es un cero genérico de un ideal primo P y &’ es un cero arbitrario del mismo ideal, entonces
a cada polinomio f(&) € K[€] le corresponde el polinomio f(&') € K[¢']. Dado que f(&) = g(&)
implica que f(z) = g(x) mod P y de aqui f(&') = g(&'), se sigue que la correspondencia
F(&) — f(¢&) es inyectiva. Dado que esta correspondencia lleva sumas en sumas y productos en
productos , es un homomorfismo:

K[§] ~ K[£]. (2.3)

Si esta correspondencia es ademés isomorfismo, es decir, si es sobreyectiva entonces por supuesto
¢’ es también un cero genérico de P, y viceversa.

Teorema 2.4.2. Si un ideal primo P es cero-dimensional, todos sus ceros son ceros genéricos
y equivalentes, es decir, que se obtienen de otros mediante un isomorfismo que deja fijos los
elementos de K.

Demostracion: Si un ideal es cero-dimensional, por definicién, todos los ceros genéricos & son
algebraicos sobre K | por ello todas las funciones racionales en & son polinomios y K (&) = KI[£],
Por ello K[£] es un cuerpo. Si ahora & es un cero arbitrario, entonces el homomorfismo (2.3) es
necesariamente un isomorfismo; de hecho un cuerpo no tiene homomorfismos excepto aquellos
que son biyectivos y los que llevan el cuerpo entero al anillo nulo, y por ello se trata de un
isomorfismo. O
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Corolario 2.4.3. Una variedad irreducible cero-dimensional consiste en finitos puntos que son
conjugados sobre K

Demostracion: Las coordenadas &1, ...,&, 0 &), ..., &, son algebraicas sobre K. Si considera-
mos ahora ceros sobre el cuerpo universal {2, entonces estos ceros son conjugados sobre K. Kl
nimero de estos puntos conjugados en €2 es como mucho igual al grado de trascendencia de K (§)
sobre K, y este nimero es finito por ser todos los &; algebraicos. O

Para finalizar esta secciéon estamos en disposiciéon de definir la dimensiéon de una variedad
arbitraria.

Definicion 2.4.2. La dimension de una variedad arbitraria V' se define como la mayor de las
dimensiones de sus componentes irreducibles.

2.5. Algoritmos gcd y Pseudodivisiéon

Necesitaremos explicar un poco los algoritmos bésicos que se van a usar. Uno de estos es un
algoritmo para computar el maximo comun divisor en una variable. Y el otro es un algoritmo de
pseudodivisiéon entre dos polinomios en n variables.

Estos algoritmos se han sacado del libro de D. Cox, J. Little y O’Shea [4].

2.5.1. Algoritmo gcd

Definiciéon 2.5.1. Un mdzimo comin divisor de dos polinomios f,g € K|x| es un polinomio h
tal que:

1. El polinomio h divide a f y a g.
2. Sip es otro polinomio que divide a f y a g, entonces p divide a h.

Cuando h tiene estas propiedades, escribiremos h = ged(f,g)Por lo tanto se hace necesario
desarrollar algoritmos que nos ayuden a responder estas preguntas.

Aqui estan las principales propiedades de gcd.
Proposicion 6. Sean f,g € K[x]. Entonces:
1. gcd(f,g) existe y es unico salvo multiplicacion por una constante no nula de K.
2. ged(f,g) es un generador del ideal (f,g).
3. Hay un algoritmo para encontrar ged(f,g).

Demostracion: Consideramos el ideal (f,g). Dado que todo ideal de K|[z] es principal, existe
h € K|[z] tal que (f,g) = (h). Veamos que h = ged(f,g), primero vemos que h divide a f y a g
dado que f,g € (h). Con lo que se verifica la primera parte de la definicion. Ahora supongamos
que p € K[x] divide a f y a g. Esto significa que f = C-py g = D - p para algunos C, D € K|z].
Dado que h € (f,g), existen A, B € K|[x] tales que A- f + B - g = h. Si sustituimos, obtenemos

h=A-f+B-g=A-C-p+B-D-p=(A-C+B-D)p,



2.5. ALGORITMOS GCD Y PSEUDODIVISION 23

lo que muestra que p divide a h. Por tanto, h = ged(f, g).

Con esto hemos probado la existencia, veamos ahora la unicidad. Supongamos que b’ = ged(f, g),
entonces por la segunda parte de la definicion, h y b’ se dividiran el uno al otro. Lo que implica
que h es h' multiplicado por una constante no nula. Lo que prueba la parte 1 de la proposicion.
La parte 2 se prueba directamente también por la forma en que hemos encontrado h.

La prueba de la existencia no es ttil en la practica pues depende de encontrar un generador de
(f,g). Afortunadamente existe un algoritmo conocido como Algoritmo Euclideo, que computa el
méximo comun divisor de dos polinomios en K|z|.

Sean f,g € K[z], donde g # 0, y escribimos f = g-q+r, donde g y 7 son el resto y el cociente del
algoritmo de division usual de polinomios en K[x]. Ademés denotaremos r = remainder(f,g).
Podemos ahora construir el Algoritmo Euclideo para encontrar el ged(f, g):

Entrada: f, g

Salida: A

h:=f

s:=g

mientras s # 0 hacer
rem := remainder(h, s)
h:=s

S i=rem

Para ver por qué este algoritmo computa el maximo comun divisor, escribimos f = q-g + r.
Veamos ged(f, g) = ged(f —q-g,9) = ged(r, ).

Para probar basta probar por la parte 2 que (f,g) =(f —q¢-g,9) .

Si h € (f,g) serda de la forma h = Af + Bg, donde A, B € K]|z|, entonces también h =
Af+Bg—q-g-A+q-g-A. Reagrupando los términos h = (B +¢q- A)g+ A(f — q - g), dado
que (B+¢q-A),A € Klz| entonces h € (g, f —q-g).

Sih € (9,f —q-g) sera de la forma h = Ag+ B(f — q-g), donde A, B € KJ[z|. Entonces
h=Ag+Bf—B-q-gydeaqui h=(A—B-q)g+ Bf, dado que (A— B-q), B € K|x] entonces
h € (f,g). Con lo que queda demostrado.

Tenemos entonces que ged(f,g) = ged(g,r). Tenemos que deg(g) > deg(r) o r = 0. Si r # 0,
podemos hacer los grados todavia més pequenos repitiendo este proceso. Por lo tanto, escri-
biremos g = ¢’ - r + r/, y argumentando como antes obtenemos gecd(g,r) = ged(r,r’) donde
deg(r) > deg(r’) o r = 0. Continuando de esta manera obtenemos

ng(f)g) = ng(ga T) = ng(Ta T/) = ng(Tla TI/) =" (24)
donde los grados bajan deg(g) > deg(r) > deg(r’) > deg(r") > - -+, o el proceso termina cuando
uno de los r, 7/, 7" ... es 0.

Ahora se va a explicar como funciona el Algoritmo Euclideo. El algoritmo tiene variables h y s,
podemos ver estas variables en la ecuacion (2.4): los valores de h son el primer polinomio en cada
gcd vy los valores de s son los segundos. Lo que se hace exactamente en cada paso del mientras
es pasar de un gcd al siguiente. El algoritmo termina dado que los grados siempre bajan, asi que
en algin momento s = 0. Cuando esto ocurre, tenemos ged(h,0) = ged(f, g), y dado que (h,0)
obviamente es igual a (h), tenemos que ged(h,0) = h. Combinando estas dos tltimas ecuaciones
se sigue que h = ged(f, g) cuando s = 0. Esto prueba que h es el maximo comin divisor de f y
g cuando el algoritmo termina, y se termina la demostracion. O
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Definicion 2.5.2. Un mdzimo comin divisor de varios polinomios fi,...,fs € K[x] es un
polinomio h tal que:

1. El polinomio h divide a f1,..., fs.

2. Sip es otro polinomio que divide f1,..., fs entonces p divide a h.
Cuando h tiene estas propiedades, escribimos h = ged(fi,. .., fs).

Ahora veremos las principales propiedades de gcd.
Proposicion 7. Sean fi,..., fs € K[z], donde s > 2. Entonces:

1. ged(fi,. .., fs) existe y es unico salvo multiplicacion por una constante no nula de K.

2. ged(fi,...,fs) es un generador del ideal {fy,..., fs).

3. Sis >3, entonces ged(f1,..., fs) = ged(fi, ged(fa, ..., fs)).

4. Hay un algoritmo para encontrar ged(fy, ..., fs).

Demostracion: Las demostraciones de las partes 1 y 2 son similares a las de la proposi-
cion anterior. Para probar la parte 3, sea h = ged(fs,..., fs). Se prueba facilmente median-
te una induccion que (f1,h) = (fi1, fo,..., fs). Por la parte 2 de esta proposicion tenemos que
(ged(f1,h)) = (ged(f1,..., fs)). Entonces ged(f1,h) = ged(fi,..., fs) dado que los elementos
que generan un ideal son dnicos salvo multiplicacién por una constante, lo que prueba lo que
queremos.

Finalmente hay probar que existe un algoritmo que encuentra ged(f1, ..., fs). La idea es com-
binar la parte 3 con el Algoritmo Euclideo. Por ejemplo para calcular ged(fi, ..., fs), usamos la
parte 3 dos veces y obtenemos:

ged(f1, fo, f3, fa) = ged(f1, ged(fa, f3, fa)) = ged(f1, ged(f2, ged(f3, fa)))-

Por tanto si usamos el Algoritmo Euclideo tres veces, obtenemos ged(f1, fo2, f3, f4). Si generali-
zamos esta idea obtenemos el algoritmo buscado. O
2.5.2 Algoritmo de pseudodivision

La idea que subyace bajo el algoritmo de pseudodivisién es tratar de seguir lo més cerca
posible el algoritmo de divisiéon polinomial en una variable.

Definiciéon 2.5.3. Sea .
F=> (@, mn)al,
i=0

un polinomio en Klxi,...,xy,] con qq # 0. El polinomio q4 se llama el coeficiente lider de f con
respecto a x,, denotado por lc,(f).

Definicion 2.5.4. FEl grado de f en x,, se denota por deg,(f). Por convenio se define
degn(0) = —1.
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Proposicion 8. Para dos polinomios no nulos fi, fo € Klz1,...,xy], donde asumiremos que
existen polinomios pquon(f1, f2) y premy(f1, f2) en Klz1,...,x,], llamados pseudocociente y
pseudoresto con respecto a x,, tales que:

(len(f2)) - f1 = pquon(f1, f2) - fo + premy(fi1, f2)

con degn(premy(fi, f2)) < degn(f2) v d = max(degn(f1) — degn(f2) + 1,0).
Ademds premy,(f1, f2) € (f1, f2) en K[z1,...,zp].

Demostracion: Los polinomios ¢ = pquo,(f1, f2) y r = premy(f1, f2) se pueden construir por
el siguiente algoritmo llamado pseudodivisién con respecto a x,.

Entrada: fi, fo

Salida: ¢, r
r:=f
q:=0

mientras r # 0y deg,(r) > deg,(f2) hacer
ro=len(fo) 7 — len(r) - fo - aicon()=degn(f2)
(

q = len(f2) - q + log(r) - afieon () =deon(f2)

Vemos que obtenemos en el primer paso del algoritmo,

ri= lcn(fQ) . f2 _ lcn(fZ) . f2 . xzegn(T)*degn(fQ)’
q:= Cn(fZ) . 0 _|_ lcn('r') . $;1Legn(r)—degn(f2)’

entonces obtenemos que ¢ - fo +r = lep(f2) - fa, si seguimos se prueba que en cada paso se va
obteniendo un lc,(f2) méas multiplicando, por tanto si aplicamos el algoritmo

degn(f1) — degn(f2) + 1 veces obtendremos lo buscado.

Para ver que r € (f1, f2), dado que (Ic,(f2))? - f1 = q - fo + 7, se sigue que

r=(en(f2)'- fr—q- f2 € (1, fo).
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Capitulo 3

Teorema de la Extension y Hilbert’s
Nullstellensatz

En este capitulo buscaremos demostrar uno de los teoremas més importantes en la rama de la
geometria algebraica, el Hilbert’s Nullstellensatz. Para poder demostrar este teorema necesitamos
otro teorema también de gran importancia llamado el teorema de la Extensiéon. Existen varias
demostraciones de este teorema, una de ellas utiliza bases de Groébner pero dado que estamos
presentando un algoritmo alternativo a estas, se ha buscado un método que prescinde de ellas.
En nuestro caso emplearemos resultantes, los cuales seran desarrollados en la primera seccion.
La demostracion se ha seguido del libro de D. Cox, J. Little y O’Shea [4].

3.1. Resultantes

Para poder demostrar el teorema de la extensiéon necesitamos desarrollar el concepto de
resultante y estudiar ciertas propiedades que estos poseen. Comenzamos desarrollando un lema
previo:

Lema 6. Sean f,g € K|z] polinomios de grados | > 0 y m > 0, respectivamente. Entonces f y
g tienen un factor comin si y solo si hay polinomios A, B € K|x] tal que:

1. A y B no son ambos nulos.
2. A tiene grado como mucho m — 1 y B tiene grado como mucho [ — 1.
3. A-f+B-g=0.

Demostracion: Primero suponemos que f y ¢ tienen un factor comin h € K|x]. Entonces
f=nhfi yg=hg, donde f1,91 € K[x]. Tenemos que f; tiene grado como mucho [ — 1 y de
forma similar deg(g;) < m — 1. Entonces:

g1-f+(=fi)-9=g1-hfi—f1-hg1 =0,

y, por tanto, A = g1 y B = f1 cumplen las 3 propiedades.

Supongamos ahora que A y B cumplen las 3 propiedades. Por la primera, podemos asumir
que B # 0. Si f y g no tuvieran un factor comin, entonces su maximo comun divisor es 1, asi

27
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que podemos encontrar polinomios A’ B" € K|[xz] tal que A'f + B'g = 1 (Identidad de Bezout).
Multiplicando por B y usando la propiedad 3 Bg = —Af:

B=(A'f+Bg)B=ABf+BBg=ABf—BAf=(AB-BAf

Dado que hemos supuesto que B es no negativo, esta ecuacién muestra que B tiene grado
mayor que I, lo que contradice la propiedad 2. Por tanto debe existir un factor comtun a ambos
polinomios. O

La idea es transformar Af + Bg = 0 en un sistema de ecuaciones lineales. Escribimos:
A=coz™ .+ e,

B= dol’l_l +...+d_q,

donde por ahora los [ + m coeficientes ¢y, . .., Cmn—1,do, - .., d;_1 son desconocidos. Nuestra meta
es encontrar ¢;,d; € K, no todos nulos, tal que la ecuacién Af + Bg = 0 se verifique. Para
conseguir un sistema de ecuaciones lineales, escribiremos f y g como sigue:

f:aozrl—i—...—}—al, ag # 0,

g:bga:m+...—|—bm, by # 0,

donde a;, b; € K. Si sustituimos estas formulas por f,g, Ay B en Af4+ Bg = 0y comparamos los
coeficientes de las potencias de x, entonces obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales
con indeterminadas ¢;, d; y coeficientes a;,b; € K:

apCo + bodg =0 coeficiente de gltm-1
aico + ager  + bidy + body =0 coeficiente de x‘tm—2
a;Cm—1 + bndi—1 =0 coe ficiente de V.

Dado que hay [ 4+ m ecuaciones lineales y [ +m incégnitas, sabemos por el algebra lineal que hay
una solucién no nula si y solo si la matriz de coeficientes tiene determinante cero. Lo que nos
lleva a la definicion de resultante.

Definicién 3.1.1. Dados dos polinomios f,g € K|x] de grado positivo, escritos en la forma:
f=aod' +...4a, ap#0,

=box™ + ...+ by, by # 0.

Entonces definimos la matriz de Sylvester de f y g con respecto a x, denotada por Syl(f,g,x) a
la matriz (I +m) x (I+m) :
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aop bo
a1 ag b1 bo
as Qi . bQ b1
. - ap oo b()
Syl(fa.%x) - ay by | (31)
aj bm
aj : bm,
aj bm
m columnas I columnas

donde los espacios vacios se rellenan con ceros. la resultante de f y g con respecto a x, de-
notado por Res(f,g,x) es el determinante de la matriz de Sylvester. Es decir,

Res(f,g,x) = det(Syl(f, g, x)).

Proposicion 9. Dados f,g € Klz| de grado positivo, la resultante Res(f,g,x) € K es un
polinomio que evaluado en nimeros enteros da un numero entero. De hecho, f y g tienen un
factor comin en K[z| si y solo si Res(f,g,x)=0.

Demostracion: La formula estdndar para el determinante de una matriz de dimension s X s,
A = (aij)icij<s es:

det(A) = > sgn(0)a15(1) * A20(2) * * * so(s)s

o permutacinde{1,...,s}

donde sgn(o) es +1 si o intercambia un ntimero par de parejas de elementos de {1,...,s} y —1
si o intercambia un nimero impar de parejas. Esto muestra que el determinante es un polinomio
que evaluado en niimeros enteros da un namero entero pues de hecho sus coeficientes son +1. De
lo que se sigue por la definicién de resultante que este también lo es.

Para la segunda parte tenemos que la resultante es cero si y solo si el sistema de ecuaciones
anterior a la definicién de resultante tiene determinante cero. Lo cual ocurre si y solo si el sistema
tiene una solucién no nula. Y hemos observado antes que esto equivale a la existencia de A y B
como en el lema 6, aplicando este lema concluimos que f y ¢ tienen un factor comun. O

Proposicion 10. Dados f,g € K[z]| de grado positivo, hay polinomios A, B € K|[z| tales que:
Af + Bg = Res(f, g, ).
Ademds, los coeficientes de A y B son polinomios de valores enteros en los coeficientes de f y g.

Demostracion: La definicion de resultante estaba basada en la ecuacion Af + Bg = 0. En esta
demostracién aplicaremos los mismos métodos a la ecuacion:

Af+Bg=1. (3.2)
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La proposicion es trivial si Res(f, g,z) = 0 (elegimos A = B = 0), asi que suponemos ahora que

Res(f,g,z) # 0. Escribimos:
f=apz' +...+a, ap # 0,
g=Dbox™ + ...+ b, by # 0,
A =cox™ 4+ e,

B =doz! '+ .. 4 d_,

donde los coeficientes cg,...,¢m_1,do,...,d;—_1 son indeterminadas en K. Si sustituimos estas
formulas en (3.2) y comparamos los coeficientes de las potencias de x, entonces obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones lineales con indeterminadas ¢;, d; y coeficientes a;, b; € K:

apco + bodg =0 coeficiente de z!tm—1
aicy + ager + bidgy + bodq =0 coeficiente de z!+m2
aCm—1 + bndi—1 =1 coeficiente de 0.

Estas ecuaciones son las mismas que las calculadas antes de la definicién de resultante excepto
por el 1 en la ultima ecuaciéon. Por tanto, la matriz de coeficientes es la matriz de Sylvester de f
y g, y entonces que Res(f, g,x) # 0 garantiza que el sistema anterior tiene solucion tnica en K.
En esta situacién, podemos usar la regla de Cramer para dar una férmula para la tinica solucion.
La regla de Cramer nos dice que la i-ésima indeterminada es una razén entre dos determinantes
, donde el denominador es el determinante de la matriz de coeficientes y el numerador es el
determinante de la matriz donde la i-ésima columna de la matriz de coeficientes se sustituye
por el lado derecho de la ecuacion.En nuestro caso obtenemos formulas para los ¢s y dfs. Por
ejemplo, la primera indeterminada cy viene dada por:

0 bo
0 ag :
1 bo
= det
Res(f?.gﬂx) 0 al ao bm .
1 ay bm

Dado que el determinante es un polinomio de valores enteros en sus entradas, se sigue que:

un polinomio de wvalores enteros en a;,b;
Res(f,g,z)

co =
Hay formulas similares para el resto de ¢is y d.s. Dado que A’ = coz™ ! + ...+ ¢p—1, podemos
extraer el denominador comun Res(f,g,x) y escribir A’ en la forma:

, 1
-~ 4
Res(f,g,x)" "
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donde A € K[z] y los coeficientes de A son polinomios de valores enteros en a; y b;. De forma

similar, podemos escribir:
1
!/

-~ B
Res(f,g,2)""

donde B € K[z] tiene las mismas propiedades que A. Dado que A" y B’ satisfacen A’ f+ B'g = 1,
podemos multiplicar por Res(f, g, z) para obtener:

Af + Bg = Res(f, g, ).
Dado que A y B tienen las propiedades pedidas en la proposicion se termina la demostracion. [

Lo que haremos ahora es adaptar la teoria de resultantes a polinomios en n variables. Supon-
gamos f,g € K[z1,...,x,] de grado positivo en 1. Escribimos:

f:agmll+...+al, ag # 0,

g="box" + ...+ b, by # 0,

donde a;,b; € Klxa,...,x,], y definimos la resultante de f y g con respecto a x; como el
determinante:
ao bo
a1 ag b1 b
as a1 . b2 b1
agn e b[)
Res(f,g,wl) = det al bl )
aj bm
a; bm
aj bm
m  columnas I columnas

donde los espacios vacios se completan con ceros. Para resultantes de polinomios en varias
variables, los resultados obtenidos anteriormente se traducen en:

Proposicion 11. Sean f,g € K[z1,...,x,] con grado positivo en x1. Entonces:
1. Res(f,g,x1) estda en el primer ideal de eliminacion (f,g) N K[xa, ..., xy).

2. Res(f,g,z1) = 0 si y solo si f y g tienen un factor comin en Klzx1,...,x,] con grado
positivo en x1.

Demostracién: Cuando escribimos f, g en términos de x1, los coeficientes a;, b; pertenecen a
K|[zo,...,xz,]. Dado que la resultante es un polinomio de valores enteros en a;, b; por la propo-
sicion 9, se sigue que Res(f,g,x1) € K|z, ..., zy,]. También sabemos que

Af + Bg = RBS(f,g,:cl),
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donde A y B son polinomios en 1 cuyos coeficientes son de nuevo polinomios con valores ente-
ros en a;, b; por la proposicion 10. Por tanto A, B € K[xo,...,zy][x1] = K[z1,...,2,] y por la
ecuacion de arriba Res(f, g,x1) € (f,g). Lo que prueba la primera parte de la proposicion.

Para probar la segunda parte, usaremos la proposicion 9 para interpretar la anulaciéon de la
resultante en términos de factores comunes. Anteriormente hemos trabajado con polinomios en
una variable con coeficientes es un cuerpo. Dado que f y g son polinomios en x1 con coeficientes en
K|zo,...,xy,], el cuerpo en el que los coeficientes estan es K(z2,. .., x,). Entonces la proposicion
9 aplicada a f,g € K(x2,...,x,)[x1], nos dice que Res(f,g,z1) = 0 si y solo si f y g tienen
un factor comtn en K(xo,...,z,)[x1] que tiene grado positivo en x;. Pero ya sabemos que esto
es equivalente a tener un factor comun en K|x1,...,z,] de grado positivo en x;. Con lo que se
concluye la demostracion. O

En un cuerpo algebraicamente cerrado, dos polinomios en K[z] tienen un factor comun si y
solo si tienen una raiz comin. Con lo que obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1.1. Si f,g € K[x] un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces Res(f,g,z) =0
si y solo si f y g tienen una raiz comun en K

Veremos ahora como se pueden usar los resultantes para demostrar el teorema de la extension.

Proposicion 12. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Dados f,g € Klx1,...,xy], escri-
bimos:

f:aoxll—#—...—i-ah ag # 0,
g:bol‘T—}—...—Fbm, b07é0,

donde a;,b; € Klxo,...,z,]. Si Res(f,g,71) € K[xa,...,r,] se anula en (ca,...,cp,) € K",
entonces ocurre una de las dos cosas siguientes:

1. O bien ag, o bien by se anulan en (ca, ..., cp).
2. Existe c; € K tal que f y g se anulan en (cy,...,c,) € K™
Demostracion: Introduciremos primero algo de notacion para simplificar la demostracion. Sea

c=(c2,...,cpn),ysea f(x1,¢c) = f(z1,c2,...,cn). Basta con probar que f(x1,c)y g(z1,c) tienen
una raiz comun cuando ap(c) y bp(c) son ambas no nulas. Para probar esto, escribimos:

f(z1,¢) = ag(c)z’ + ...+ ac), ap(c) # 0,

g(x1,¢) =bo(c)x" + ...+ bn(c), bo(c) # 0.

Por hipotesis, h = Res(f, g,z1) se anula en c. Por tanto, si evaluamos el determinante que de-
vuelve la resultante en el punto ¢, obtenemos:
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ap(c) bo(c)
0 = hc) = det a0(c) bole) (3.3)
ai(c) : b (c)
al(.c) | bm‘(c)
m commnas l col;rmnas

De las ecuaciones anteriores, la resultante de f(z1,c¢) y g(x1,c) es exactamente el determinante
que aparece antes, y se sigue que

0 = h(c) = Res(f(z1,c),g(x1,c)).

Entonces el corolario 3.1.1 implica que f(x1,c) y g(z1,c) tiene una raiz comin, y se concluye la
demostracion. ]

3.2. Teorema de la Extension

Ahora que tenemos todos los ingredientes pasaremos a demostrar el teorema de la exten-
sién pero antes de ir al caso general probaremos el caso en que el ideal estd generado por dos
polinomios.

Teorema 3.2.1. (El Teorema de la Extension para dos polinomios). Sea
I=(f,9) C K[z1,...,2,) y sea I = I N K|xg,...,z,] también llamado primer ideal de elimi-
nacion de I. Escribimos:

f:aoxll+...+al, ag # 0,

g="box" + ...+ b, by # 0,

donde a;,b; € Klxa,...,x,]. Supongamos que tenemos (ca,...,cn) € V(I1). Si
(ca,...,cn) & Vliag,by), entonces existe ¢c1 € K tal que (c1,...,cn) € V(I).

Demostracion: Usaremos la notacion ¢ = (co,...,¢,). Por la proposicion 11, sabemos que
Res(f,g,x1) € 11, asi que la resultante se anula en la soluciéon parcial c. Si ni ag ni by se anulan
en c, entonces el ¢; requerido existe por la proposicion 12.

Por hipétesis sabemos que ambos no se anulan en ¢ sin embargo podria darse el caso que uno
de los dos se anulase. Supongamos que ag(c) # 0 pero by(c) = 0. Entonces g(z1,c) tiene grado
en x; estrictamente menor que m. En este caso, el determinante de (3.3) es (I+m) x (I+m), lo
que lo hace demasiado grande para ser la resultante de f(z1,c¢) y g(x1,c).

La idea para demostrar esto es que dado que V(f, g) depende del ideal (f, g), podemos usar una
base diferente del ideal cuando ag(c) # 0y bo(c) = 0. Si N es cualquier entero positivo. Hay que
probar

(f.g) = (f,g+z f). (3.4)

Si h € (f,g) sera de la forma h = Af + Bg, donde A,B € K]|x1,...,y], entonces también
h = Af + Bg— BzY f + BxY f. Reagrupando los términos h = (A — Bxd)f + B(g+ 2 f) ,dado
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que (A— Bzl),B € K|x1,...,7,) entonces h € {f,g + 2} f).

Sih e (f,g+alf)serd delaformah = Af+B(g+x¥ f), donde A, B € K|[x1,...,z,]. Entonces
h=Af+ Bg+ BxY f y de aqui h = (A+ Bz ) f + By, dado que (A+ Bxd), B € K[z1,...,z,)
entonces h € (f, g). Con lo que queda demostrado.

Ahora elegimos N lo suficientemente grande de manera que x{v f tenga grado mas grande
en 1 que g. Entonces el coeficiente lider de g + I f con respecto a 1 es ag, el cual es no
nulo en c. Esto nos permite aplicar el argumento previo a f y g 4+ x1¥ f, obteniendo ¢; € K con
(c1,¢) € V(f,g+xV f). Por (3.4), esto implica (c1,c) € V(f,g), y el teorema queda probado. El
caso ap(c) =0y bo(c) # 0 es anédlogo. O

Nota 3. Vemos que la prueba no seria vdlida en el caso en que ag y by se anulen ambos en c.
La razon de esto es que obviamente en este caso la solucion parcial podria no extender.

Pasaremos ahora a probar el teorema de la Extensién para un ideal arbitrario

(fi,...,fs) € K[z1,...,2,). El problema inmediato que tenemos es que solamente hemos defi-
nido la resultante de dos polinomios. La manera de definirlo es introduciendo nuevas variables
Ua, ..., us y metiendo fo,..., fs en un tnico polinomio

UQf2+...—|—u5fsEK[UQ,...,US,xl,...,:Un].

Podemos englobar a f; también dentro de este anillo. Por la proposicién 11, la resultante de f;

y uafo + ...+ usfs pertenece a Klug,...,us, x2,...,2,|. Para obtener polinomios en xa,. .., Zy,,
expandimos la resultante en términos de potencias de us, ..., us. Esto significa escribir
Res(fi,uafo+ ... +usfs,x1) = Z ha(xa, ..., Tn)u, (3.5)
(0%
donde u® es el monomio u3? - - - u$* y hq € K[za,...,x,] para todo a. Llamamos a los polinomios
hq resultantes generalizados de fi,..., fs.

Ejemplo 3.2.1. Como ejemplo computaremos la resultante generalizado de
fi=2*+y+z-1,
fa=a+yi+2-1,

fa=x+1y2+2—1.

Si computamos la resultante Res(f,usfo+ usfs, x) y luego reordenamos los términos en funcion
de las u; obtenemos lo siguiente:

Res(fi,usfo + usfs, x) = (y* +2y°2 — 2% + 2 + y — 2)u3

2 _ 2% 4 y2)ugus

222 P + 22—y
+(2 2y oy — 222 —y + 2.
De aqui se sigue que los resultantes generalizados vienen dados por

hoo =yt 4+ 2022 — 202 + 22 +y — 2,
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2—z2+yz,

hin =2(y°2 +y° +2° —y
hop = 2% + 2y22 + 4% — 222 —y + 2.

Vemos que estos pueden variar en funcion del orden. Por tanto en la prdctica apenas se usan
pero nos sirven para demostrar el teorema de la FExtension.

Teorema 3.2.2. (El Teorema de la Extension). Sea I = (f1,...,fs) C K[z1,...,z,] y sea
1y el primer ideal de eliminacion de I. Para cada 1 <1i <'s, escribimos f; en la forma

fi= gi(xg,...,mn)levi + terminos con grado en x1 < Nj,
donde N; > 0 y g; € Klxa,...,z,] es no nulo. Supongamos que tenemos una solucion parcial

(coy...,cn) € V(I1). Si(cay...,cn) & V(g1,...,9s), entonces existe ¢y € K tal que
(c1,¢2,...,¢cn) € V(I).

Demostracion: Como siempre fijamos ¢ = (ca, ..., ¢,). Buscamos una raiz comun ¢; de
fi(z1,¢),..., fs(z1,c). El caso s = 2 se trato en el teorema anterior, el cual también cubre el
caso s = 1 dado que V(f1) = V(f1, f1). Queda de probar el caso s > 3.

Dado que ¢ ¢ V(g1,...,9s), asumiremos que g;(c) # 0. Sean h,, € K|xa,...,z,] los resul-
tantes generalizados de f1,..., fs. Por tanto,

Res(fi,uafa+ ... +usfs, 1) :Zhau"‘. (3.6)
«

Vamos a demostrar ahora que los h, pertenecen al primer ideal de eliminaciéon I;. Dado que es-
tamos computando los resultantes en el anillo K[ug, ..., us, 21, ..., Ty], se sigue de la proposicion
11 que

Afi + B(uafo+ ... +usfs,x1) = Res(fi,uafo + ...+ usfs, 1) (3.7)
para algunos polinomios A, B € K[us, ..., us, 21, ...,Ty|. Ahora escribimos A =) Au®y
B = Zﬁ Bﬁuﬁ, donde Ay, Bg € K|[z1,...,zy]. Probaremos que hqy € (f1,..., fs) = I comparan-
do los coeficientes de u® en (3.7). Dado que h, € K|za,...,x,], probar lo anterior demostraria
que hy € 1.

Para comparar los coeficientes, necesitamos escribir todo agrupando los u®. Fijamos
ex = (1,0,...,0),...,es = (0,...,0,1), de tal forma que ua fo+...+usfs = >~ u® f;. Entonces
la ecuacion (3.7) se puede escribir

D hau = (Y Aau) i+ (D Beu”) (Y ufi)
« « B

i>2

= Z(aafl)ua + Z Bﬂfiu'3+ei

i>2.8

=D (Aaf)u*+> (> Bsfiu”

a i>28 fte=a

=Y (Aufi+ ). Bsfou™

i>2.8 Btei=a
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Si igualamos los coeficientes de u®, obtenemos
ha=Asfi+ > Bgsfi,
i>2.8 ftei=a

lo que prueba que h, € I. Como hemos visto, esto prueba que h, € I; para todo a. Dado
que ¢ € V(Iy), se sigue que h,(c) = 0 para todo . Entonces (3.6)nos dice que la resultante

h = Res(fi,uafa + ... + usfs, 1) se anula cuando se evalia en c. Si h(c,us,...,us) denota
el polinomio en Kl[z1,ug,...,us] que conseguimos cuando sustituimos ¢ = (cg,...,¢,) para
(z2,...,Ty), entonces tenemos

h(c,ug,...,us) = 0. (3.8)

Supondremos lo siguiente con respecto a fo:

g2(c) #0 y fa tiene grado mayor que fs,...,fs en x1. (3.9)

Veamos que esto implica que

h(c,ug, ... ,us) = Res(f1(x1,c),uafo(x1,¢)+ ...+ usfs(z1,c),z1). (3.10)

Si evaluamos el determinante definiendo a h = Res(f1,uafa + ... + usfs,x1) en c, se sigue que
h(c,usg, ..., us) estd dado por un cierto determinante. Es més, este determinante es la resultante
en (3.10) siempre que el coeficiente lider de fi y uafa + ...+ usfs no se anulen en c. Esto es
verdadero para f; dado que gi(c) # 0. Para ugfo + ... + usfs, la suposicion (3.9) implica que su
coeficiente lider es uage, v (3.9) también nos dice que el coeficiente lider no se anula dado que
g2(c) # 0. Esto prueba (3.10).

Si combinamos (3.8) y (3.10), entonces obtenemos

Res(f1(w1,¢),uafa(w1,¢) + ... +usfs(x1,¢),21) = 0.

Los polinomios fi(z1,c) y uafa(z1,¢) + ...+ usfs(x1, c) pertenecen a K|xi,us,...,us|, asi que
por la proposicion (11), la anulacion de sus resultantes implica que tienen un factor comin F' de
grado positivo en 1. Dado que F divide a fi(z1,c) se sigue que F' es un polinomio en K[x1].
Veamos que F divide a todos fa(z1,c¢),. .., fs(z1,c). Sabemos que F' divide a ug fa(x1,c), lo que
significa que

F(z1)A(x1,ug,...,us) = ugfa(x1,¢) + ... + usfs(x1, ), (3.11)

para algin A € Klzi,ug,...,us]. Comparando los coeficientes de ug,...,us se llega a que F'
divide fa(x1,c),..., fs(x1,c).

Dado que F' también divide a fi(x1,c), vemos que F' es un factor comtn de grado positivo
de todos los f;(x1,c)'s. Ahora sea ¢; una raiz de F (esta existe pues estamos en un cuerpo
algebraicamente cerrado). Entonces ¢; es automaticamente raiz de todos los f;(x1,c)’s, lo que
prueba el teorema de la Extension cuando se verifica (3.9).

Ahora veamos que pasa cuando (3.9) no se cumple para fi,..., fs, entonces es facil encontrar
una nueva base para la cual (3.9) se cumple. La idea es sustituir fo por fa + x]lv f1, donde N es
un entero positivo. Hay que demostrar que

I = <f1,f2+$ivflaf37"'af3>'

La demostracion es idéntica a la hecha para probar que (f,g) = (f, g + 2V f).
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Si N es suficientemente grande, el coeficiente lider de fa + 2 f1 sera g1, el cual sabemos que
no se anula en c. Haciendo N més grande si es necesario, podemos asumir que fo + 22V f1 tiene
grado mas grande en x1 que fs,..., fs. Entonces el argumento previo nos da c; el cual es raiz
de fi(x1,¢), fa(w1,¢) + 2 fi(z1, ¢), f3(z1,¢),.. ., fs(x1, c). Se comprueba entonces que que c; es
raiz de todos los f;(x1,¢)’s. Lo que concluye la demostracion del teorema de la Extension. [

El teorema de la Extension es especialmente facil de usar si uno de los coeficientes lider es
constante.

Corolario 3.2.3. Sea I = (fy,..., fs) C K[z1,...,2y], y supondremos que para algunos i, f; es
de la forma
fi= cx]lv + términos con grado en r; < N,

donde ¢ € K es no nulo y N > 0. Si I es el primer ideal de eliminacion de I y
(ag,...,an) € V(I1), entonces existe a1 € K tal que (a1,ag,...,a,) € V(I).

Demostracion: Se sigue inmediatamente del teorema de la Extensiéon: dado que g; = ¢ # 0
implica que V(g1,...,9s) = 0, tenemos (asg,...,a,) ¢ V(g1,...,9s) para todas las soluciones
parciales. ]

En el caso en que uno de los coeficientes sea una constante no nula los g/s nunca se pueden
anular a la vez en el punto (aqg,...,a,), y como consecuencia las soluciones parciales siempre se
pueden extender en este caso. Tenemos por tanto la siguiente versiéon geométrica del corolario
anterior.

Corolario 3.2.4. Sea V. = V(f1,..., fs) C K", y suponemos que para algun i, f; es de la forma
fi = cac]lv + términos con grado en xr; < N,
donde ¢ € K es no nula y N > 0. Si I es el primer ideal de eliminacion, entonces en K™
m (V) = V(I),

donde 1 es la proyeccion en las ultimas n — 1 componentes.

3.3. Hilbert’s Nullstellensatz

Ahora ya tenemos los ingredientes necesarios para poder demostrar el Hilbert’s Nullstellen-
satz. Daremos tres versiones que son equivalentes del mismo, cada una de ellas util en distintas
situaciones.

Teorema 3.3.1 (Nullstellensatz débil). Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea
I C Klz,...,2,) un ideal con V(I) = 0. Entonces I = K[z,...,x,).

Demostracion: Para probar esto, veremos que 1 € I. Con esto tenemos lo que queremos pues
sil €I entonces f = f-1€ [ yportanto f € I para cada f € K[x1,...,xy,].

Lo probaremos por inducciéon sobre n, el ntmero de variables. Sin = 1y I C KJz| satisface
V(I) = () como sabemos que K|[z]| es dominio de ideales principales podemos escribir I = (f).
Entonces V(I) es el conjunto de raices de f, dado que K es algebraicamente cerrado todo po-
linomio no constante tiene una raiz. Por ello la tnica forma de que V(I) = ) es que f sea una
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constante no nula. En este caso 1/f € K, porello 1 =(1/f)- f € I, con lo que terminamos.
Supongamos ahora el resultado cierto para n — 1 variables que escribiremos K|z, ..., z,]. Con-
sideramos cualquier ideal T = (f1,..., fs) C K|x1,...,z,] para el cual V(I) = (). Asumiremos
que fi es no constante pues si no no hay nada que demostrar. Asi que supongamos que f; tiene
grado total N > 1. Ahora haremos un cambio de coordenadas para escribir f; con una forma
que nos interesa:

T = T1,

To = T9 + a1,

Tn = 'fn + an«fh

donde los a; son constantes en K que debemos determinar. Sustituimos para x1,...,x, asi que
f1 tiene la forma:

fi(@, . zn) = fi(@1, .. Tn + ap)
= c(aQ,...,an)le + términos con grado < N en 1.

Hay que probar que c(ag, ..., a,) es una expresion polinomial no nula en ag, . . ., a,. Si escribimos
f=hn+hny_1+...4+ho, donde cada h; es un polinomio homogéneo de grado i. Veamos que tras
el cambio de coordenadas descrito, el coeficiente c(ay, ..., a,) de 71"V en fes hy(1,a9,... ay).
Si elegimos un monomio cualquiera de hy sera de la forma cx{" - - 2%, donde a +. ..+, = N.
Si aplicamos el cambio de variables obtenemos cz1! - (2 4+ ag21)*? - - - (£, + ap®1)*". Vemos el
tnico término que llega a grado N en @ serd c1* ag?z1%? - - - a%"2@1“" lo que claramente nos da
cay? - - alrxd y por tanto vemos que claramente el coeficiente lider es el del monomio evaluado
en (1,aq,...,ay). Esto ocurrird en todos los monomios pues le hemos elegido arbitrario. Con lo
que se obtiene que el coeficiente lider de 71N es h ~(1,a9,...,ay) ver que este es no nulo es facil
pues dado que Ay es homogéneo si una constante la convertimos en 1 los monomios no se pueden
anular entre si pues los exponentes del resto de variables han de ser distintos.

Dado que un cuerpo algebraicamente cerrado es infinito y ¢(ag, ..., a,) es una expresion po-
linomial no nula podemos elegir ao, ..., a, de tal forma que c(ag,...,a,) # 0.
Con esta eleccion de ao, . .., a,, bajo el cambio de coordenadas descrito anteriormente, todo po-
linomio f € K[x1,...,x,] se lleva a un polinomio f € Kl21,...,2,]. Hay que probar que el
conjunto I= { f : f € I} es un ideal en K|[z1,...,2,]. Lo primero es tener en cuenta que el
cambio de variables es una transformacién lineal entre los cuerpos de pohnomlos Klzy, ...,z
y K[%1,...,%,] por tanto se verificara que f+g= f + ¢y también f-§ = f g. Para ver que
I veamos primero que si f,§ € I entonces f + § € I. Dado que f + § = f + g, entonces para
ver que pertenece a I hay que ver que f + g € I lo cual es claro pues [ es un ideal y la suma

de elementos del ideal estd en el ideal. Veamos ahora que si g € K[71,..., 7] es un polinomio
cualquiera, entonces ¢ - f € I. Claramente g tendra asociado un polinomio ¢’ € Klx1,...,x,] tal

que g = g~’ entonces ¢ - f = ¢’ - f. Entonces hay que ver que ¢’ - f € I lo cual se verifica de nuevo
dado que I es un ideal. Con lo que queda probado que I es un ideal.

Vemos que se cumple también que V(I) = () dado que si las ecuaciones transformadas tuvieran
solucién también la tendrian las originales. Es maés, si podemos demostrar que 1 € I, entonces
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1 € I dado que las constantes no se ven afectadas por la operacion™
Probaremos ahora que 1 € I. Hemos visto que f; € I se transforma en f; € I con la propiedad

fil@r, ..., 2,) = c(ag, ... ,an):ElN + términos con grado < N en xq,
donde c(ag,...,a,) # 0. Esto nos permite usar el corolario 3.2.4, para relacionar V(I) con su
proyeccién en el espacio de coordenadas %o, . .., Zy,. Sea

m o K" — K"

la proyeccién sobre las tltimas n — 1 componentes. Si consideramos IL=INnK [T2,...,25] el
primer ideal de eliminacion, entonces el corolario 3.2.4 nos dice que las soluciones parciales en
K" siempre extienden y de hecho V(I1) = m1(V(I)). Esto implica que

V() =m(V(I)) =m(0) = 0.

Por la hipétesis de induccion, se verifica que I = K&, . . ., 4,]. Pero esto implica que 1 € I; C I,
con lo que se termina la demostracion. ]

Pasemos ahora a enunciar y demostrar el Hilbert’s Nullstellensatz.

Teorema 3.3.2. (Hilbert’s Nullstellensatz). Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sean
fofiyooos fs € Klz1,...,xy) tales que f € I(V(f1,...,fs)), entonces existe un entero m > 1 tal
que

fme <f17"'7f5>7

(y viceversa).

Demostracion: Dado un polinomio f que se anula en todos los ceros comunes de los polinomios
fi,.-., fs, debemos demostrar que existe un entero m > 1 y polinomios Ay, ..., Ag tal que

S
m
M= E A fi-
i=1
La prueba més directa estd basada en un truco ingenioso. Consideramos el ideal

j:<f1,...,fs,1—yf> CK[$17--~7xn7y]7

donde f, f1,..., fs son como antes. Veamos que V(I) = 0.

Para ver esto, sea (a1, ...,an,ant1) € K™ Pueden pasar dos casos:

Caso 1: Si (ay,...,a,) no es cero comin de fi,..., fs entonces f(ay,...,a,) = 0 dado que
f se anula en los ceros comunes de fi,..., fs. Por tanto, el polinomio 1 — yf toma el valor
1 —apt1f(a1,...,a,) =1%# 0 en el punto (ay,...,an, ant1). En particular,

(a1,...,an,any1) ¢ V(I).

Caso 2: Si (a1,...,a,) no es un cero comun de fi,..., fs entonces para algiun i, tenemos
fila1,...,an,ant1) # 0. En particular, concluimos también que (ay, ..., an,ant1) ¢ V(I~)
Dado que (a1, ...,an,an+1) € K™ es arbitrario, se concluye que V(I) = (). Ahora aplicamos el

Hilbert’s Nullstellensatz débil para concluir que 1 € I. Esto significa

S
1= Zpi(xh cee 7$n;y)fi + Q($1; .. 7[1:7173/)(1 - yf)7
i=1
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para algunos p;,q € K[x1,...,2p,y]. Ahora elegimos y = 1/f(z1,...,z,). Entonces la relacion
de arriba implica que

1= Zpi(ﬂj‘l, ooy Ly, ]-/f)fz
=1

Si multiplicamos a ambos lados de la ecuacién por una potencia f*, donde m se elige suficien-
temente grande para eliminar todos los denominadores. Lo que nos lleva a

=" Aifi,
=1

para algunos polinomios A; € K[x1,...,x,], lo que teniamos que probar. ]

Ahora daremos otra versiéon de este teorema que se utiliza en la practica para calcular el
radical de un ideal.

Teorema 3.3.3. (Hilbert’s Nullstellenzatz fuerte).Sea K un cuerpo algebraicamente cerra-
do. Si I es un ideal en K[x1,...,x,], entonces

I(V(I)) = VI.

Demostracion: Tenemos que VI C I(V(I)) dado que f € +/T implica que f™ € I para
algin m. Por tanto f™ se anula en V(I), lo que implica que f se anula en V(I). Y por tanto
f € 1(V(1).

Para la otra contencion, supongamos que f € I(V([)). Entonces, por definicién, f se anula
en V(I). Por el Hilbert’s Nullstellensatz, entonces existe un entero m > 1 tal que f™ € I.
Pero esto significa que f € v/I. Dado que f era arbitrario, I(V(I)) € v/I. Lo que completa la
demostracion. O



Capitulo 4

Cadenas regulares

Una vez definidos todos los conceptos que necesitamos y los teoremas mas importantes que
utilizaremos pasamos a introducir el concepto en el que se centra el trabajo y sobre el que se
basan los algoritmos que se van a desarrollar. En este capitulo y los siguientes se ha seguido el
articulo de Kalkbrenner [1].

4.1. Cadenas regulares y ceros regulares

Las variedades normalmente se representan como conjuntos de ceros de un nimero finito
de polinomios. Aqui se va a utilizar una representaciéon diferente para las variedades. Dado que
toda variedad irreducible est& tinicamente determinada por uno de sus puntos genéricos, entonces
representaremos las variedades mediante los puntos genéricos de sus componentes irreducibles.
Para encontrar esta representacion definiremos un tipo de subconjuntos del cuerpo de polinomios
al que llamaremos cadenas regulares. Estas cadenas regulares tendran asociadas un conjunto de
puntos de K a los que llamaremos ceros regulares de una cadena regular. Como ya hemos visto,
todo punto de K es punto genérico de una variedad irreducible, por tanto a partir de cada uno
de los ceros regulares obtendremos la descripciéon de una variedad irreducible. Por lo tanto el
objetivo serd encontrar un conjunto de cadenas regulares de forma que los ceros regulares de
estas nos describan cada una de las componentes irreducibles de la variedad.

Definiciéon 4.1.1 (Cadena regular). Vamos a dar una definicion inductiva de las cadenas
requlares, comenzaremos con el caso n = 0. El conjunto vacio es la inica cadena reqular en K

y el conjunto I'e que contiene solamente la lista vacia es llamado conjunto de ceros requlares de
0, denotado por RZy().

Ahora sea n un nimero natural cualquiera. Un subconjunto R C Klxq,...,xy,] es una cadena
reqular si:

1. RN Klzy,...,zn—1] €s una cadena reqular en Klx1,...,Tn_1]

2. R— K|x1,...,Tn_1] tiene como mucho un elemento.

3. S13f € R— Klx1,...,xh—1], entonces lep(f)(a1,...,an—1) #0 para todo
(al, ... ,an_l) € RZn_l(Rﬂ K[xl, . ,xn_l]).

Donde RZ,,—1 (RN K|z1,...,2n—1]) es el conjunto de ceros requlares de RN K[x1,...,Tn_1].
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Notacion. A partir de ahora denotaremos al conjunto RN K|x1,...,xk] por Rg.

Nos surge ahora el problema de describir el conjunto RZ,_1 para poder saber si un conjunto
es de verdad una cadena regular. De las propiedades 1 y 2 de la definicién anterior se puede ver
que las cadenas regulares son conjuntos triangulares pues solo se va anadiendo un polinomio en
cada variable. Por tanto tiene sentido definir los ceros regulares de la siguiente forma:

Definicion 4.1.2 (Ceros regulares). El conjunto de ceros regqulares de una cadena regular
R C K[x1,...,xy] se define de dos formas distintas en funcion de R.

Caso 1: Si R C K[xy,...,xn_1] entonces: B
RZ,(R) ={(a1,...,an)|(a1,...,an—1) € RZyp_1(Ry—1),an € K trascendente
sobre K(ai,...,an—1)}.

Caso 2: Si existe f € R — K|x1,...,xy] entonces:

RZ,(R) = {(a1,...,an)|(a1,-- - an-1) € RZp_1(Rp_1),an € K, y f(ai,...,a,) = 0}.
Es claro por definicion que RZ,(R) es no vacio para toda cadena regular R C K[x1,...,x,].

Nota 4. Veamos que la cadena regular vacia en cualquier dimension es de verdad una cadena
reqular y que:
RZ,(0) = {(a1,...,an)| a1,...,an € K y a; trascendente sobre K(ai,...,a;—1) para todo

ie{l,...,n}}.

Lo probaremos por induccion sobre n. Veamos primero el caso n = 1, tenemos que )N K = 0,
el cual es cadena reqular por definicion, por lo que se wverifica 1. Dado que () — K no tiene
elementos se verifican 2 y 3. Para ver cuales son los ceros requlares, dado que () C K,

RZ1(0) = {ai1]|a1 € K trascendente sobre K}.

Por lo que se verifica el cason = 1.
Suponemos que se verifica para el caso n — 1. Lo probaremos para la cadena regular vacia en

Klz1,...,z,]. Dado que O N K[x1,...,2n—1] = 0, el cual por hipdtesis de induccion es una
cadena regular. Ademds como ) — K|[x1,...,x,—1] no tiene elementos se verifican 2 y 3. Para
ver cuales son los ceros requlares tenemos que como ) C Klxq,...,xn-1]:

RZ,(0) = {(a1,...,an)|(a1,...,an—1) € RZ,_1(0),a, € K trascendente

sobre K(ai,...,an—1)}.
Con lo que por la hipdtesis de induccion (ay,...,an—1) verifican las hipdtesis y también lo hace
an con lo que se prueba para cualquier n.

Para ver como funcionan estos conceptos vamos a ver una serie de ejemplos.

Ejemplo 4.1.1. Estudiemos si los siguientes subconjuntos de Q[x1, o, x3] son cadenas requlares
0 no, y calculemos sus ceros requlares st lo son.

Ry = {x% — x%,xg,xg + 1},

Ry = {a3 — a1, (v2 — 1) 3},



4.1. CADENAS REGULARES Y CEROS REGULARES 43

R3 = {x% — SC%,SC;} — 1},
Ry = {25 — a3, (z3 — z1)22}-

Vemos primero que R; N Q[x1,x0] = {23 — 22} Vi = 1,2,3,4. Veamos que esto es una cadena
regular, aplicando la definicion: {z3 — 23} NQ[z1] = 0, por la nota anterior es cadena regular en
Q[z1] y ademds:

RZ1(0) = {ai1]a1 € Q trascendente sobre Q}.

Ahora pasamos a ver que {x3 — 2} es cadena regular, hemos probado ya la condicion (1). La
condicion (2) se verifica dado que {x3 — 23} — Q[x1] tiene solo un elemento. Para la condicion
(3) tenemos que lea(z3 — 22) = 1 por lo que evaluado en RZy(0) es distinto de 0. Con lo
que se verifica que {x3 — x3} es cadena regular. Veamos cuales son los ceros regulares. Como

3f € {22 — 22} — Q[r1] se define
RZs({z5 — 21}) = {(a1,a2)|a1 € RZ1(0), a2 € Q, a3 — af = 0},

con lo que por como definimos RZ1(0) y despejando la ecuacion tenemos que:

RZy({25—22}) = {(a,a)|a € Q trascendente sobre Q}YU{(a,—a)|la € Q trascendente sobre Q}.

Una vez visto esto veamos si los conjuntos originales son o no cadenas requlares. Ya hemos
visto que la condicion (1) se cumple para todas. Vemos que Ry no es cadena regular pues
Ry — Q[xz1, 23] tiene dos elementos.
Tenemos que Ry si que verifica la condicion (2) pues Ro — Q[x1,z2] tiene un elemento. Sin
embargo veamos que no verifica (3), tenemos f = (o — x1)x3 € Ry — Q[z1,22], y vemos que
les(f) = w2 — 21 sin embargo este se anula para los puntos de la forma (a,a) € RZs({x3 — z%})
y no se verifica (3).
Tenemos que Rs si que verifica la condicion (2) pues R3 — Q[x1, 2] tiene un elemento. En este
caso si que se verifica (3), tenemos f = x3 —x1 € Ry — Q[z1, x2], y vemos que les(f) =1 el cual
es distinto de 0 para todo punto de RZo({x3 — z3}). Calculemos entonces RZ3(Rs3), puesto que
3f € Rz — Q[z1, x2] tenemos que:

RZ3(R3) = {(ay,as,a3)|(a1,as) € RZy({z3 — 23}),a3 € Q, a3 — a; = 0},
con lo que por como definimos RZo({x3 — 22}) y despejando la ecuacion tenemos que:
RZ3(R3) = {(a,a,a)|a € Q trascendente sobre Q}U{(a,—a,a)la € Q trascendente sobre Q}.

Tenemos que Ry si que verifica la condicion (2) pues Ry — Q[z1, z2] tiene un elemento. En
este caso si que se verifica (3), tenemos f = xa(x3—x1) € Ra—Qlx1, 22], y vemos que les(f) = x2
esto se anula en cualquier punto de la forma (a,0) sin embargo tenemos que este no pertenece
a RZy({x3 — 23}) pues el elemento 0 no es trascendente sobre Q, por tanto se verifica (3).
Calculemos entonces RZ3(Ry), puesto que 3f € Ry — Q[x1, 2] tenemos que:

RZ3(R4) = {(al,ag,ag)](al,ag) S RZQ({.T]% — x%}),ag S @, ag(ag - al) = 0},

con lo que por como definimos RZs({x% — 23}), tenemos que az # 0 y ha de ser ag —ay = 0 por
lo que nos queda:

RZ3(Ry) = {(a,a,a)|a € Q trascendente sobre Q}U{(a,—a,a)la € Q trascendente sobre Q}.
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Hay que notar que por ejemplo el (0,0,a) es un cero comin a los polinomios en Ry pero
sin embargo este no pertenece a RZ3(Ry). Dado que a nosotros lo que nos va a importar de las
cadenas requlares son sus ceros regulares, las cadenas Rs y R4 van a representar a la misma
variedad aunque sean distintas.

Dado que buscamos encontrar las variedades irreducibles que tienen un punto genérico dentro
de los ceros regulares de una cadena regular tiene sentido definir el siguiente conjunto:

Definiciéon 4.1.3. Sean € N. Si R C K{z1,...,%,] es una cadena regular llamamos conjunto
de variedades irreducibles asociadas con R, denotadas por AIV,(R), al conjunto:

AIV,(R) ={V|V es irreducible con un punto genérico en RZ,(R)}.

Nota 5. Veamos que AIV,(0) = {K"}, veamos primero que la variedad K" tiene un punto

genérico en RZ,(0),ya hemos visto que los puntos de RZ,(0) son de la forma (a;,...,a,), con
a; trascendente sobre K(ai,...,a;—1), ademds esto implica que a; trascendente sobre
K(ay,...,6i-1,0it1,...,ay). Veamos que los puntos de esta forma son puntos genéricos de K",

tenemos que el unico polinomio que se anula en un punto de esta forma es el polinomio nulo
pues si no tendriamos una relacion algebraica y no serian trascendentes entre si, y es claro que
todo punto de la variedad se anula en el polinomio nulo asi que se verifica la condicion de punto
genérico. Ahora tenemos que ver que ninguna otra variedad irreducible tiene un punto gemérico
con la forma de arriba. Es claro que ninguna otra variedad tiene un punto genérico de esa forma
pues estaria definida por una serie de polinomios no nulos y si un punto de esta forma los anulara
entonces existiria una dependencia algebraica y no serian trascendentes entre si.

Debido a esto tiene sentido definir AIVy(0) = {FO}

Definiciéon 4.1.4. Para todo n € N y toda cadena regular R llamaremos a la variedad represen-
tada por R y la denotaremos por Rep,(R) a:

Repn(R)= ) V.
VeAIV,(R)

Ejemplo 4.1.2. Sean Rs y R4 las cadenas requlares del ejemplo anterior. Recordemos que los
ceros requlares de estas cadenas son:

RZ3(R3) = {(a,a,a)|a € Q trascendente sobre Q}U{(a,—a,a)la € Q trascendente sobre Q}.

Por lo tanto la variedad representada por R y Ry serd la que tenga como componentes irreducibles
las variedades irreducibles dadas por los puntos genéricos (a,a,a) y (a, —a,a).

4.2. El problema

Una vez que hemos definido el concepto de Rep, que serd una unién de variedades irredu-
cibles con un punto genérico en los ceros regulares de una cadena regular nos surge la siguiente
pregunta. ;Se podré representar cualquier variedad en términos de una unién de estos represen-
tantes?.
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Es decir, podremos encontrar un algoritmo que resuelva el siguiente problema:

Entrada: F = {f1,..., fx} # 0 subconjunto finito de K[x1,...,x,]

Salida:M = { Ry, ..., R;} un conjunto (posiblemente vacio) de cadenas regulares de K[z1, ..., Zy]
tales que:

l
Vn(F) = U Repn(Ri)'
=1

Veremos en el tltimo capitulo que algunos de los problemas mas importantes en la teoria de
ideales se puede resolver si conseguimos solucionar este problema. Para todos los problemas que
vamos a resolver mediante el uso de cadenas regulares ya se han desarrollado algoritmos que los
resuelven sin embargo la mayoria se basan en la utilizacién de bases de Grébner.
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Capitulo 5

Algoritmos para computar médulo una
cadena regular

Antes de poder dar una solucién algoritmica para el problema planteado en la secciéon anterior
necesitamos desarrollar una serie de algoritmos que nos permita computar en cuerpos de extension
dados por cadenas regulares. Estos algoritmos se desarrollaran siguiendo la idea que se muestra
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.0.1. Queremos decidir para que ceros b del polinomio x%—10x* 43122 —30 se verifica
que b> —3 =0.
Una estrategia posible es descomponer 28 —102* + 3122 — 30 en factores irreducibles, en este caso

22 —2, 22 =3, 22 — 5 y decidir la pregunta en cada uno de los cuerpos de extension :g[f}?, ;%[f}s,
Qlz]

~2—¢ por separado.

Otra manera es sustituir el proceso de factorizacion por computaciones en términos del md-
zimo comaiin divisor: ged(z — 10x* + 3122 — 30,22 — 3) = 22 — 3, entonces encontramos la
descomposicion 2% — 10z* + 3122 — 30 = (2% — 3)(2* — 722 +10) y 2* — 722 + 10 y 22 — 3 son
relativamente primos. Por tanto sabemos que a®> —3 = 0 si y solo si a es cero de x°>—3, a>—3 # 0
si y solo si a es cero de x* — Tz + 10.

5.1. Especificaciones de los algoritmos

En lo que se va a centrar esta seccién es en desarrollar unos algoritmos que sigan la estrategia
utilizada en el ejemplo anterior pero extendida a cadenas regulares y a polinomios en varias va-
riables. Para ello debemos crear dos algoritmos llamados common,, y separate, que satisfacen
las siguientes especificaciones:

Algoritmo common,,:
Entrada: R, una cadena regular en K|x1,...,2,], y g un polinomio en Kz1,...,z,].
Salida: O, un conjunto de cadenas regulares en K[x1,...,x,] tales que:

{a € RZ\(R) | g(a) =0} = |J RZu(R).
R'€O

47



48CAPITULO 5. ALGORITMOS PARA COMPUTAR MODULO UNA CADENA REGULAR

Algoritmo separate,;:
Entrada: R, una cadena regular en K[zy,...,2,], y ¢ un polinomio en K|x1,...,zy].
Salida: O, un conjunto de cadenas regulares en K|z1,...,z,] tales que:

{a € RZ,(R) | g(a) #0} = | RZu(R)).
R'€eO

Como se puede ver estos algoritmos separan los ceros regulares de una cadena regular en
dos conjuntos distintos, aquellos que son ceros también de un polinomio g y aquellos que no lo
son, y los expresa en términos de un conjunto de cadenas regulares. Relacionando con el primer
ejemplo vemos que R = {2® — 10z* + 3122 — 30}, ¢ = 2? — 3, common;(R,g) = {2? — 3} y
separate, (R, g) = {#* — T2% + 10}.

Veamos ahora un ejemplo més complejo para ver como funcionan estos algoritmos para
resolver el problema planteado antes:

Ejemplo 5.1.1. Sea R la cadena regular {3 + 2, ZE% —z1x3 — 23+ x1} en Q[xy, xo, x3]. 4Para
cuales (a1, az2,a3) € RZ3(R) se verifica a%a;2 + asz = 07 Supongamos que ya se han encontrado
algoritmos que satisfacen las especificaciones.

Este problema se resuelve en términos de commons y separates. Primero veamos cuando existe
ay! para cada (a1,a2,a3) € RZ3(R), computando commong(R,x2) obtenemos el vacio, por lo
tanto az # 0 y a;l existe para cada (a1, a2,a3) € RZ3(R). Dado que ya sabemos que as # 0 para
cada (a1, az2,a3) € RZ3(R), podemos multiplicar por a% y ver cuando se verifica que ai —l—aga% =0.
Computando commong(R,z? + x322) obtenemos el conjunto R = {x3 + x? 2?2 + x323} y si
hacemos separates(R, x5 + x323) obtenemos el conjunto R" := {x3+ 2%, x3x5 — 2321 — 23 — 23 }.
Por tanto obtenemos:

alay? +a3 =0 si y solo si (a1,as,a3) € RZ3(R),

alay? + a3 # 0 si y solo si (a1,as,a3) € RZ3(R").

Volviendo al primer ejemplo se encontraron dos factores de los polinomios 28— 102443122 —30
computando el maximo comin divisor. Un algoritmo para calcular un méximo comiin divisor ge-
neralizado a n variables es una parte muy importante en los algoritmos common,, y separate,,.
Definimos para cada nimero natural n un algoritmo llamado gged,, que es maximo comun divi-
sor generalizado que satisface la siguiente especificacion:

Algoritmo gged,;:

Entrada: R, una cadena regular en K[z1,...,2,—1], y F un subconjunto finito no vacio de
Klzy,...,zp].

Salida: O, donde O = {(R1,q1),...,(R;,q1)} y R, ..., R son cadenas regulares en K[z1,. .., Zn_1]
¥ g1,---,9g; son polinomios en K|z1,...,x,] verificando lo siguiente:

1. RZn_l(R) = RZn_l(R1> U...uU RZn_l(Rl).
2. Para todo i € {1,...,l} y cada a = (ai,...,an—1) € RZ,_1(R;):

a) Sig; # 0 entonces ley(gi)(a) # 0,
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b) El polinomio g;(a,z,) es el maximo comun divisor de los polinomios en
{f(a,zy) | f € F} (salvo una constante multiplicativa).

3. Para todo i € {1,...,l}, g; se anula en Rep,(R;) NV, (F).

5.2. Construccion de los algoritmos

Construiremos los algoritmos de forma inductiva:
Primero construimos el algoritmo gged,, para n = 1.
En este caso puesto que la entrada de gged,, es una cadena en Klz1,...,x,_1], entonces la
entrada de gged,; la entrada serd una cadena en K y por definiciéon la tinica cadena en K es la
cadena vacia. Y los el conjunto de polinomios F' estara en K[zi] por tanto tiene sentido definir
la salida de gged; como:

Algoritmo ggcd;:
gged, (0, F)
O = {(0, ged(F))}

Donde la notacion ) indica la cadena vacia y ged denota al maximo comun divisor usual entre
polinomios en una variable. Probaremos que verifica las especificaciones en la siguiente seccion
donde se justificara la terminacién y la correcciéon de los algoritmos desarrollados en esta seccion.
Construiremos ahora los algoritmos common,, y separate,, en funcion de gged,,:

Algoritmo common,,:
common, (R, g)
{(51,91),---,(Sr,9r)} :==gged,, (RN K|[z1,...,2p-1], R — K[z1,...,2n-1] U{g})
si R—K[:L’l,...,l‘n,l] :(D
entonces
O={S; |je{l,....,r} y g; =0}
si no

O:={S;U{g;} | je{l,....r} vy g; ¢ K[z1,...,2n-1]}.

Observamos que el conjunto O puede ser vacio si para el primer caso todos los g; # 0, o si
en el segundo caso para todo j, g; € K[x1,...,Zp_1].

Algoritmo separate,:
separate, (R, g)
{(S1,91)s---,(Spry0r)} :i=gged, (RN Kz1,...,2p-1], R — K[z1,...,20-1] U{g})
si R—K[l‘l,...,xnfl] :(D

entonces

0:= {S] lje{l,...;r}ty 9j # 0}

si no
:= el tnico elemento en R — K[x1,...,Zp_1]
={je{l,....r} | g; € K[z1,...,2n1] y degn(g;) < degn(f)}
O:={S;U{f}|je{l,....r} y gj € K[z1,...,2p1]}U
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U separate, (S; U {pquo(f,g;)},9)
JjeJ
Observamos que el conjunto O puede ser vacio si en el primer caso todos los g; = 0, o si en
el segundo caso si para todo j, g; ¢ K[x1,...,2n—1] ¥ degn(g;) = degn(f).

Podemos ahora definir gged,, ,; en funcién de estos dos algoritmos:

Algoritmo gged,, ,;:
gged,, (R, F)
si |F—{0}| > 2 o existe un polinomio g no nulo de F' y un a € RZ,(R) tal que lc,+1(g)(a) =0
entonces
f:= un elemento no nulo de F' con grado minimal en x, 41
F'im F—{f)
M’ := common, (R, lc,+1(f))
M" .= separate,,(R,lc,+1(f))
fli= f = le(f) - andy D
F" = {premnia(9.f) | 9 € F')

O = U gngn—i—l(S/? F/ U {f/}) U U gngn—i—l(S//v F// U {f})
S/GM/ S//GM//
si no
si existe un elemento no nulo f € F
entonces

O :=A{(R, )}

0 :={(R,0)}

si no

Veamos ahora un ejemplo para ver como funcionan estos algoritmos:

Ejemplo 5.2.1. Computaremos el mdzimo comin divisor de x3 —x1 y x172 +22 mddulo z7 — 3.

Con lo que computaremos ggch({JL‘i1 — x?}, {x% — T1, 7129 + x%})
Como |F — {0}| > 2:
fi=x120 + w%
F = 1‘% — 11
M’ := commony ({z} — 23}, 71)
QQCdl((Z)v {xil - :E‘?, 1,‘1}) = {(val)}
ComoR—K#0yx1 ¢ K
O :={0U{z:1}} = {z1}
M’ = {x1}
M" := separate,({z] — 23}, 71)
ggedy (0, {o} — 2, 21)) = {(0, 1))
Como R— K # 0 y degi(z1) < degi(xF — 23)
J:={1}
O := separate, () U {pquo(x} — 23}, v1) = separate, ({z$ — 22}, 1)
gged (0, {af — 23, 21}) == {(0,21)}
Como R— K # 0 y degi(z1) < degy (23 — %)
J:={1}
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O := separate, ({pquo(x3 — z3},z1) = separate,({z? — v1},71)

gged; (0, {2% — 1, 21}) := {(0,21)}
Como R— K # 0 y degi(z1) < degy (22 — z1)
J:={1}
O := separate, ({pquo(x? — x1}, 1) = separate,({x; — 1},z1)
99¢di (0, {z1 — 1, 21}) :== {(0, 1)}
ComoR—K#0yleK
J:=10
O:={0U{xy —1}}={z1 -1}
M" :={x; — 1}
fi=zim0 + 23 — 1120 = 22
F" .= {prema(23 — z1, 11709 + 22)} = {2} — 23}
O := ggedy ({1}, {23 — x1,27}) U ggedy ({1 — 1}, {z] — 2, 2122 + 27})

Calculemos primero ggedy({z1}, {23 — z1,23}):
Como ]F {0} > 2:

f=at

F' =22 -1

M' := common; ({x1},23)
ggedy (9, {1, 27}) = {(0,21)}
ComoR—K#0yx1 ¢ K
O:={0U{r1}} = {=}

M = {x1}

M" := separate, ({1}, z?})
ggedy (0, {1, 27}) = {(0, 1)}
Como R— K # 0 y degi(x1) &£ degy (1)
Ademds x1 ¢ K por tanto:
O:=0 (O es el conjunto vacio)

M" =10 (M” es el conjunto vacio)

fli=a2—22=0

F7 = {prema(s3 — m1,23)} = {0}

0 = ggedy({a1}, {23 — 1} U{0}) UD = ggedy({o1}, {23 + 21,0})
Como |F — {0} # 2 ylca(z3 — 1) =1 # 0 para todo a € RZ;({x1})
Como existe f # 0 en F entonces:
O :={({z1}, 23 — 1)}

Por tanto ggedy({w1}, {23 — 21, 21}) = {({z1}, 23 — 21)}.

Calculemos ahora ggedy({z1 — 1}, {at — 23, 2120 + 22}):
Como |F — {0}| > 2:
fi=atf —af

F' = x129 + 22

M’ := commomny ({x1 — 1} i —a3)
ggedy (0. {z} — ¥, 21 — 1}) == {(0, 21 — 1)}
ComoR—K#0yx1—1¢ K
O:={0U{zy —1}}={z1 -1}

M = {z, -1}

o1
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M" := separate,({x1 — 1}, 2] — x3)

ggedy (0, {x} — a1 — 1}) == {(0, 21 — 1)}
ComoR— K #0, 21 —1¢ K ydegi(z1 —1) £ degi(z1 — 1)
O:=0 (O es el conjunto vacio)

M":=0 (M" es el conjunto vacio)

flo=af—af— (a1 —2}) =0

F" = {premy(z172 + 22,2} — 23)} = {0}

O = ggedy({x1 — 1}, {z122 + 27,0}}) UD = ggedy({z1 — 1}, {0, 2122 + x7})
Como |F — {0}] # 2 y tenemos que RZ1({x1 — 1}) = 1 y por tanto
leg(z1z2 +22)(1) =1 #0
Como eziste f # 0 en F' entonces:

O :={({z1 — 1}, 2122 +27)}

Por lo tanto ggedy ({2} — 23}, {23 — 21, 1o+ 23}) = {({z1}, 23 — 1), ({71 — 1}, 122 + 23) }.

5.3. Justificacién de la terminacién y correccién de los algoritmos

Para demostrar la terminacion de los tres algoritmos supondremos que gged,, termina y sa-
tisface las especificaciones, y procederemos de manera inductiva. Por tanto primero tenemos que
demostrar el caso inicial, es decir que ggecd; termina, que su salida es una cadena regular y que
verifica las especificaciones. Dado que simplemente el algoritmo es:

gged, (0, F)
O :={(0,gcd(F))}

claramente el algoritmo termina y la salida estd compuesta por un par de cadena regular (la
cadena vacia) y polinomio. Veamos que verifica las especificaciones:

Verifica la especificacion 1 pues claramente RZy(0) = RZy(0).
Dado que RZy(()) es la lista vacia por definicion, entonces si g; # 0 entonces lc1(g;)(a) # 0 para
todo a € RZy(0). Se verifica la especificacion 2a).
La especificacion 2b) se traduce en este caso a que gi(x1) es el maximo comun divisor de
{f(z1) | f € F}, es decir que g; = ged(F'), y por lo tanto se verifica.
La especificacion 3 se verifica pues ya vimos que AIV, () = {K "}, en nuestro caso
AIVi (D) = {K}, con lo que por definicién de Rep,, Repi(f) = K, por tanto hay que ver que
ged(F) se anula en V,(F'). Por definicion V,,(F') son los puntos donde se anulan todos los po-
linomios de F' y por lo tanto son los puntos que son raices de todos los polinomios. Por tanto
por las propiedades de ged estos puntos tienen que ser raices de ged(F') y por tanto ged(F') se
anula en V,,(F).

5.3.1 Algoritmo common,,

Sean R una cadena regular en Klz1,...,2,]y g € K[z1,...,2,] un polinomio, los cuales son
los argumentos de entrada.
Vemos que el algoritmo termina si termina el algoritmo gged,,. Hemos supuesto que este algo-
ritmo termina por tanto common,, termina.
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Veamos que el conjunto O definido en el algoritmo es un conjunto de cadenas regulares. Debi-

do a las especificaciones de gged,, los elementos S; son cadenas regulares en K[z, ..., x,—1]y los
elementos g; son polinomios en K[z1, ..., z,]. Por tanto en caso de que R — K[z1,...,2p-1] =0
claramente O es un conjunto de cadenas regulares. En caso contrario, tendremos O compues-
to por S; U {g;}, veamos que es una cadena regular. Como g; ¢ Kl[z1,...,2,—1] tenemos que

(S;U{gj}) N Klz1,...,zn—1] = S; y por tanto es cadena regular.

(S;U{g;}) — K[z1,...,xy] tiene solo un elemento g;. Hay que comprobar que lc,(g;)(a) # 0 con
a € RZ,_1(S;). Como g; ¢ Klx1,...,2,—1], entonces en particular g; # 0. Por la especificacion
2a) de gged,,, lc,(g5)(a) # 0 para todo a € RZ,_1(S;).

Podria darse el caso en que el conjunto O fuera vacio, pero no hay problema puesto que la salida
puede ser vacia.

Veamos ahora que el algoritmo verifica las especificaciones. Denotamos por
R,—1=RNK]|xy,...,z,_1]. Distinguiremos los dos casos que hay en el algoritmo.

Caso 1: R— K[z1,...,2p—1] =10
En este caso R,,—1 = R, por construccién del algoritmo:
{(Slv gl)a sy (Sl7 gl)} = gngn(R’ {g})’ que verifica:

1. RZn_l(R) = RZn_l(Sl) Uu...U RZn_l(Sl).
2. Para todo j € {1,...,l} y cada a = (a1,...,an—1) € RZ,_1(5}):
a) Si g; # 0 entonces lcy(g5)(a1, ..., an—1) # 0,

b) El polinomio gj(a1,...,an—1,2n) = g(a1,...,an—1,2y) (salvo una constante multipli-
cativa).

3. Para todo j € {1,...,1}, g; se anula en Rep,(S;) N V,({g}).

Ademas al entrar en la primera parte del condicional

O:={S; | je{1,...,1}, g; =0} (5.1)
Sea a = (ai,...,an) € K". Se probara que
U RZ,(R') ={a € RZ,(R) | g(a) =0},
R'e€eO
mediante los siguientes pasos:

l.ae U RZ,(R).
R'eO

2.3j€{l,...,r} con gj =0y a € RZ,(S)).

3. 3je{1,...,r} con gj(ar,...,an—1,2,) = 0, (a1,...,an—1) € RZ,_1(S}), y an trascen-
dente sobre K(aj,...,ap—1).

4. 3 je{l,...,r}, (a1,...,an-1) € RZ,_1(S}), y an trascendente sobre K(ai,...,an-1),y
g(a17 .- '7an—17xn) =0
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5. (a1,...,apn-1) € RZ,—1(RN K|z1,...,2yn-1]), a, trascendente sobre K(ai,...,an—1), y
g(a) = 0.

6. a € RZ,(R) y g(a) =0.

1 & 2: Es evidente de (5.1).

2 = 3: Por especificacion de gged,, tenemos que S; son cadenas en Klzi,...,zp—1], por
tanto por definicién de cero regular a = (a1, ...,an) € RZ,(S;) si y solo si
(a1,...,an—1) € RZ,_1(S;), an trascendente sobre K(ai,...,an—1). Ademas tenemos que si
gj = 0 entonces gj(ai,...,an—1,2,) = 0.
3 = 2: Falta probar que si gj(a1,...,an—1,2,) = 0 entonces g; = 0. Si gj(ai,...,an—1,2,) =0
entonces lc,(gj)(at, ..., an—1) =0con (a1,...,an—1) € RZ,_1(S;) y por lo tanto habria entrado

en la primera parte del condicional en gged,,, a no ser que g; = 0 que es la tnica posibilidad.

3 < 4: Por 2b) escrito antes, tenemos que g;(ai,...,an—1,2n) = g(ai,...,an,x,) y de aqui
gj(ai,...,an—1,2,) = 0siy solosig(ai,...,an—1,2,) =0.

4 = 5: Tenemos que por la especificacion 1 escrita antes, 3 j € {1,...,7} tal que
(a1,...,an—1) € RZ,_1(S;) siy solosi (a1,...,an—1) € RZy,_1(Rn—1). Ahora si
g(ai,...,an—1,2y) = 0 entonces g(a) = 0.

5 = 4: Falta probar que si g(a) = 0 entonces g(aq,...,a,—1,2,) = 0. Si g(a) = 0 dado que a, es
trascendente sobre K (ay,...,a,—1) entonces se ha de tener que g(ai,...,an—1,z,) = 0, pues si
no a, no seria trascendente sobre K(ai,...,an—1).

5 < 6: Aplicando la definicién de cero regular a la cadena R obtenemos lo que queremos.

Notemos que hemos supuesto que existe a € |J RZ,(R') para demostrar una implicacion
R'eO
y que existe a € RZ,(R) tal que g(a) = 0. Sin embargo podria darse el caso en que fueran
vacios, pero esto no presenta problema pues al ser una equivalencia también queda demostrado
por contrarreciproco, que si un conjunto es vacio también lo sera el otro.

Con esto finaliza la demostracion de la primera parte del algoritmo.

Caso 2: R— K[z1,...,Zp-1] # 0
Denotaremos el elemento de R — K[x1,...,x,] por f.
Por construccion del algoritmo:

{(S1.91), -, (St 9)} := gged, (Ra—1,{f, g}), que verifica:
1. RZ,—1(Rp—1) = RZ,—1(S1)U...URZ,_1(S5)).
2. Para todo j € {1,...,l} y cada a = (a1,...,an—1) € RZ,_1(5}):
a) Si g; # 0 entonces lcy(g5)(a) # 0,

b) El polinomio g;(a,...,an—1,2,) = ged(f(ai,...,an—1,2n),9(a1,...,an—1,2,)) (sal-
vo una constante multiplicativa).

3. Para todo j € {1,...,1}, g; se anula en Rep,(S;) N V,({f,g}).
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Ademas al entrar en la segunda parte del condicional

O:={SjUlgj} | je{l,.... 1}, g & Klwn, ... zn]} (5.2)

Sea a = (a1,...,a,) € K. Se probara que

| RZu(R') = {a € RZ,(R) | g(a) =0},
R'e€O

mediante los siguientes pasos:

l.ae U RZ,(R).
R'eO

.3 je{l,...;r}conyg; ¢ K[x1,...,2n-1] y a € RZ,(S; U{g;}).

.3 je{l,...;r}cong; ¢ Klxy,...,2n-1], (a1,...,an-1) € RZ,_1(5;), y gj(a) = 0.
4. (a1,...,an-1) € RZy_1(Rn-1) y f(a) = g(a) = 0.

5. a € RZ,(R) y g(a) =0.

w N

1 < 2: Es evidente por (5.2).

2 < 3: Por la definicién de cero regular de una cadena tenemos, dado que S; es una cadena
en K[z1,...,2,-1], los ceros regulares seran de la forma (a1, ...,an—1) € RZ,—1(S;) y gj(a) = 0.
Y tenemos la equivalencia.

3 = 4: Por la especificacion 1 escrita antes, (a1,...,an—1) € RZ,_1(R,—_1) si y solo si existe

je{l,...,r} con (ai,...,an—1) € RZ,_1(S;j). Veamos que si g; ¢ K[z1,...,2n—1] y gj(a) # 0
entonces f(a) = g(a) = 0. Tenemos que si g;j(a) = 0 entonces ay,, es raiz de g;(ai, ..., an—1,Zn).
Al ser maximo comun divisor de f(ay,...,an—1,2,)y de g(ai,...,an—1,xy), por la especificacion
2b) escita antes, entonces a,, seréd raiz de ambos y por tanto f(a) = g(a) = 0.
4 = 3: Supongamos que f(a) = g(a) = 0, veamos que g; ¢ K|z1,...,2n-1] y gj(a) = 0. Dado
que ay, es raiz de f(ay,...,an-1,%,) y de g(ai,...,an—1,xy,) también lo serd de méximo comun
divisor y por tanto g;(a) = 0. Supongamos ahora que g; € K[z1,...,2,—1] entonces lc,(g5) = g;
y por tanto le,(gj)(ai, ..., an—1) = 0 lo cual por la especificacién 2a) no puede pasar si g; # 0.
Sin embargo si g; = 0 entonces f(ai,...,an—1,2y) = 0, por ser el maximo comin divisor igual
a cero. Entonces, o bien f € KJz1,...,z,—1] lo cual es una contradiccion dado que estamos en
el caso 2, o bien le,(f)(a1,...,an—1) = 0 lo cual entra en contradiccion con la definicion de la
cadena regular R. Por tanto se ha de tener que g; ¢ K[z1,...,2Zp—1].

4 < 5: Por definicién de cadena regular es claro que

(a1,y...,an-1) € RZy_ 1 (RN K[x1,...,2n-1]) y f(a) =0 si y solo si a € RZ,(R).

Notemos que hemos supuesto que existe a € |J RZ,(R’) para demostrar una implicacion
R €O
y que existe a € RZ,(R) tal que g(a) = 0. Sin embargo podria darse el caso en que fueran
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vacios, pero esto no presenta problema pues al ser una equivalencia también queda demostrado
por contrarreciproco, que si un conjunto es vacio también lo sera el otro. Con lo que termina la
demostraciéon de la correccién del algoritmo.

5.3.2 Algoritmo separate,,

Antes de comenzar la demostracion de la terminaciéon y la correccién del algoritmo demos-
traremos un lema que emplearemos varias veces en la demostracién de la correcciéon algoritmo.

Lema 7. Si g es un polinomio en Klxi,...,xy,] con ley(g)(at,...,an—1) # 0. Si f es otro
polinomio en Klz,...,xy,] tal que g(ay, ... ,an—1,2,) divide a f(a1,...,an—1,2,) entonces
prem(f,g)(a1,...,an—1,2y) =0 y por tanto pquo(f,g)(ai,...,an—_1,%,) divide a
flay,...;apn—1,2n)

Demostracion: Por definiciéon de pseudodivisién tenemos:
(len(9)? - f = pquon(f,9) - g + prema(f, g),

con degy,(premy(f,g)) < degn(g) vy d = max(deg,(f) — degn(g) + 1,0). Denotaremos por ¢ al
pseudocociente y por r al pseudoresto, entonces tenemos:

(lea(9)Mat, .. an_1) - glat, ..., an_1,20) = q(a1,...,an_1,2n) - gat, ..., an_1, )
+r(ar,...,an-1,%n),

dado que tenemos que lc(g)(ai,...,an—1) # 0y es ademéas una constante en K(ay,...,an—1)y

los demaés son polinomios en una variable en el cuerpo de extension K (ai,...,a,—1) lo podemos

reescribir como:
¢- Fz) = Qz) - G(x) + R(x),
con deg(R) < deg(G). Como F'(x) es divisible por G(z) tenemos que F(z) = G(z) - H(x). Por
tanto:
¢-G(z)- H(x) = G(x)Q(z) + R(x),
con lo que tenemos que:
G(z)- (¢ H(z) — Q(z)) = R(z),
pero esto nos dice que si ¢ - H(x) — Q(z) # 0 entonces deg,(R(z)) > degn(G(x)) lo cual
no puede ocurrir. Por lo tanto ¢ - H(z) — Q(z) = 0 y en consecuencia R(z) = 0. Esto de-

muestra que 7(ay,...,an—1,2,) = 0 y en consecuencia pquo(f,g)(ai,...,an—1,2,) divide a
f(alw"vanflaxn) ]

Sean R una cadena regular en Klx1,...,z,]y g € K[z1,...,zy,] un polinomio, los cuales solo
los argumentos de entrada. Denotaremos por R,y = RN K|z1,...,z,—1]. Distinguiremos los

dos casos ya pues la terminacién no es tan clara como en el caso anterior.
Caso 1: R— K|[x1,...,2p-1] = 0.

En este caso R,,—1 = R, por construcciéon del algoritmo:

{(S1,91)s - (St 9)} = gged,, (R, {g}), que verifica:

1. RZn_l(R) = RZn_1<Sl) U...uJ RZn_l(Sl).
2. Para todo j € {1,...,l} y cada a = (a1,...,an—1) € RZ,_1(5;):

a) Si gj # 0 entonces lcy(g5)(at, ..., an—1) # 0,
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b) El polinomio gj(a1,...,an—1,2n) = g(a1,...,an—1,2y) (salvo una constante multipli-
cativa).

3. Para todo j € {1,...,l}, g; se anula en Rep,(5;) N V,,({g}).

Ademas al entrar en la primera parte del condicional
O:={S; [ je{l,....l}, g; #0}. (5.3)

En este caso la terminacion se deduce de la terminacion de gged,,.
Por la especificacion del algoritmo gged,, los elementos de salida S; son cadenas regulares y por
lo tanto lo seré cada uno de los elementos de O por (5.3).

Sea a = (ay,...,an) € K". Se probara que
U RZa(R) = {a € RZa(R) | g(a) # 0},
R'e€O

mediante los siguientes pasos:

l.ae U RZ,(R).
R'eO

.3 j5e{l,...,r}cong; #0y a € RZ,(S}).

w N

.3 je{l,...,r}cong; #0,(a1,...,an—1) € RZ,_1(S}), y an trascendente sobre K (a1, ...,an—1).

W

.3 je{l,...,r} con gjai,...,an—1,2,) # 0, (a1,...,an—1) € RZ,_1(S;), y an trascen-
dente sobre K(aj,...,an-1).

ot

.3 j5e{l,...,r} con (a1,...,an—1) € RZ,_1(S}), an trascendente sobre K(ai,...,an—1),
yglai,...,an—1,z,) #0.

o

(a1,...,an-1) € RZ,_1(Ry—1), ap trascendente sobre K(ai,...,an—1),y g(a) # 0.
7. a € RZ,(R) y g(a) #0.

1 & 2: Es evidente de (5.3).

2 & 3: Puesto que por especificacion de gged,,, Sj es una cadena en K[z1,...,Zy—1], tenemos
que a € RZ,(S;) siysolosi (ai,...,an—1) € RZ(S;) y an es trascendente sobre K (a1, ..., an—1).

3 & 4: Si gj # 0 por la especificacion 2a), tenemos que lcy(gj)(ar,...,an—1) # 0 pa-
ra todo (ai,...,an—1) € RZ,-1(S;), lo que implica que g;(ai,...,an—1,2,) # 0 para todo
(a1,...,an—1) € RZ,_1(S;). La otra implicacion es evidente pues si gj(a1,...,an—1,2,) # 0,
entonces g; # 0.

4 < 5: Por la especificacion de 2b) escrita antes, sabemos que

gj(a17 cee 7an—1axn) - g(al7 cee ,an_l,ﬂ?n).
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Por tanto tenemos que si uno es distinto de 0 el otro también lo es.

5 < 6: Por la especificacion 1 escrita antes tenemos que (ay,...,ap—1) € RZy,_1(Rp—1) siy
solo si existe j € {1,...,7} tal que (a1,...,an—1) € RZ,—1(S;). Si g(a) # 0 entonces es claro
que g(ai,...,an—1,%,) # 0. Supongamos ahora que g(ai,...,a,—1,x,) # 0, entonces ha de ser
g(a) # 0 pues si no a,, no seria trascendente sobre K(aq,...,a,-1).

6 < 7: Por definicion de cero regular es claro que (aq,...,an—1) € RZy,—1(Rp—1) y a, tras-
cendente sobre K(ay,...,an—1) siy solosi a € RZ,(R).

Notemos que hemos supuesto que existe a € |J RZ,(R’) para demostrar una implicacion
R €O
y que existe a € RZ,(R) tal que g(a) = 0. Sin embargo podria darse el caso en que fueran
vacios, pero esto no presenta problema pues al ser una equivalencia también queda demostrado
por contrarreciproco, que si un conjunto es vacio también lo sera el otro.

Con esto termina la demostracion para el primer caso.

Caso 2: R— K|z1,...,2p-1] # 0.
Denotaremos es este caso al tnico elemento de R — K|z, ...,x,_1] por f.
Por construccion del algoritmo:

{(Slvgl)a ceey (Sl7gl)} = gngn(Rn—h {fvg})v que verifica:
1. Ranl(Rnfl) = Ranl(Sl) U...U Ranl(Sl).
2. Para todo j € {1,...,l} y cada a = (a1,...,an—1) € RZ,_1(5;):

a) Si gj # 0 entonces lcy(g5)(a) # 0,

b) El polinomio g;(a1,...,an—1,2n) = ged(f(a1,...,an-1,Tn),g(a1,...,an_1,2,)) (sal-
vo una constante multiplicativa).

3. Para todo j € {1,...,1}, g; se anula en Rep,(S;) N V,({f,g}).

Ademas al entrar en la segunda parte del condicional:

J:={j| 9; ¢ Klr1,...,xn-1], degn(g;) < degn(f)} (5.4)
0= {S;U{f} | J€ (Lo} y g5 € Klor, s n 1]}U
| separate,(S; U {pquo(f, 9;)}, 9) (5:5)
jeJ

Para demostrar la terminacion y la correcciéon trabajaremos mediante una induccién sobre el
degn (f)-
Caso base: Sean = 1.
Lo primero es ver la terminacién. Veamos que J = (). Tenemos que g; tiene algin término en la
variable x,, pues g; ¢ K[z1,...,2,—1] por (5.4), por tanto 0 < degy,(g;). Ademas degy,(f) =1
por hipotesis y entonces no puede ser 0 < degy,(g;) < degn(f) = 1. Con lo que J = ) y tenemos
que entonces separate,, termina por la finalizacion de gged,,
Veamos que todo elemento de O es cadena regular. Observamos que los elemento de O son de
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la forma S; U {f}, veamos que son cadenas regulares. Obtenemos intersecando el conjunto con
Klz1,...,2zy—1] €l conjunto S; que sabemos que es cadena regular por especificacion de gged,,.
Ademas claramente solo existe un elemento en S; U{f} — Kz1,...,2,—1]. Solo falta comprobar
que lep(f)(at,...,an—1) # 0 para todo (ai,...,an—1) € RZ,_1(S;). Sabemos que por ser R
cadena regular, lc,(f)(a1,...,an—1) # 0 para todo (ai,...,an—1) € RZ,_1(RNK[z1,...,Tn-1]).
Sabemos que

RZp 1(Rn-1) = | RZn-1(S)),
j=1

por especificacion de gged,,, por tanto tiene que ser lc, (f) (a1, ..., an,—1) # 0 paratodo (ai,...,an—1) €

RZ,_1(S;). Con lo que O esta formado por cadenas regulares.
Veamos ahora la correccion del algoritmo. Tendremos en cuenta que J = () y que deg,(f) = 1.
Sea a = (ay,...,an) € K. Se probara que

| RZu(R') = {a € RZ,(R) | g(a) # 0},
R'€eO

mediante los siguientes pasos:

l.ae U RZ,(R)
R'eO

.3 je{l,...;r}cong; € Klz1,...,2n-1] y a € RZ,(S; U{f})

[\

3.3j5 € {l,....r} con g; € Klz1,...,2n-1], (a1,...,an—1) € RZ,_1(Sj), f(a) = 0, y
flar,...;an—1,2,) #0

4.3 je{1,...,r}cong;(at,...,an—1,7,) € K—{0}, (a,...,an—1) € RZ,_1(S;), f(a) =0,
y f(a/lv'- . 7a’7l—17$n) 3& 0

5. 3 j € {1,...,7“} con Qj(a) # 0, (al,...,an_l) c RZn—l(Sj), f(a) —0,y
f(al,...,anfl’xn) 750

6. (a1,...,an-1) € RZy 1(RNK[x1,...,20-1]), f(a) =0, f(ai,...,an—1,2,) # 0,y g(a) #0

7. a€ RZ,(R) y g(a) #0.

1 < 2: Es evidente de (5.5) y de J =)

2 = 3: Hemos probado anteriormente que S; U {f} es cadena regular. Y sabemos por la defi-
nicion de cadena regular que le,(f)(aq,...,an—1) # 0 por tanto también f(aq,...,an—1,%,) # 0.
Por definicién de cero regular tenemos también f(a) = 0.

3 = 2: Es evidente de la definicion de cero regular de una cadena regular.

3 = 4: Por la especificacion 2b) escrita antes, dado que f(ai,...,an—1,2,) # 0 al ser
uno de los dos polinomios distinto de 0 también lo sera el méximo comun divisor, es decir
gj(a,...,an_1,7,) # 0. Ademas puesto que g; no tiene variable en z,, g;(as,...,an—1,7,) € K.
4 = 3:Sigj(ai,...,an—1,2,) € K—{0} entonces g; # 0 y entonces por la especificacion 2b) escri-
ta antes, lcy(gj)(a1, ..., an—1) # 0. Por tanto g; solo puede ser un polinomio en K[z, ..., 2,_1],



60CAPITULO 5. ALGORITMOS PARA COMPUTAR MODULO UNA CADENA REGULAR

pues para que g;(ai,...,a,—1,%,) € K se tendrfan que anular todos los coeficientes de la varia-
ble z,, pero esto no puede pasar pues lc,(g;)(a1, - .., an—1) # 0. Y por tanto g; € K[z1,...,2n1]

4 = 5: Si gj(ai,...,an—1,2,) € K — {0} entonces no hay ningtin término en la variable
T, y por tanto aunque sustituyamos x, por cualquier valor a, no va a cambiar el valor de
gj(ai,...,an—1,2,), dado que este es distinto de 0, también lo serd g;(a).
5 = 4: Es claro que si g;(a) # 0 entonces g;(a1,...,an—1,2,) # 0. Veamos que pertenece a K,
utilizando la especificacion 2b) escrita antes, dado que deg,(f) = 1, entonces gj(a1, ..., an-1,Zn)
es de grado como mucho 1 en z,, por ser divisor de f(a1,...,an—1,2y). Sigj(ai,...,an—1,x,) fue-
ra de grado 1 entonces para dividir a f tiene que ser g;(ai,...,an—1,2n) = C-f(a1,...,an-1,%n),
con C € K(ai,...,an—1). Puesto que f(a) = 0 entonces por esto gj(a) = 0 y llegamos a contra-
diccion. Por tanto g; tiene que ser de grado 0 en z,, y por tanto gj(ai,...,an—1,2,) € K.

5 = 6: Por la especificacion 1 escrita antes, tenemos que (ay,...,an—1) € RZ,_1(Ry—1) siy
solo si existe j € {1,...,r} tal que (a1,...,an—1) € RZ,_1(Sj). Si g(a) # 0, entonces tenemos
que ay no es raiz de g(ay,...,an—1,2,) pero lo es de f(ai,...,an—1,x,) pues f(a) = 0. Debido
a esto ay no sera raiz del maximo comin divisor de ambos, es decir, g;(ai,...,an—1,%n) y por
tanto gj(a) # 0.

6 = 5: Si gj(a) # 0 entonces a, no es rafz de gj(a1,...,an—1,2,) y dado que este es maximo
comtn divisor no lo sera de uno de los dos polinomios. Dado que es raiz de f(a,...,an—1,%x),
pues f(a) =0, entonces ha de ser g(a) # 0.

6 < 7: Por definicién de cadena regular es claro que
(a1,...,an-1) € RZy_1 (RN K[x1,...,2n-1]) y f(a) =0 si y solo si a € RZ,(R).

Nota 6. Hay que resaltar que para esta demostracion solo hemos utilizado que deg,(f) = 1 para
demostrar 5 = 4. Esto nos serd util pues podremos demostrar 1 = 7 un caso particular del caso
general con esta misma demostracion.

Notemos que hemos supuesto que existe a € |J RZ,(R’) para demostrar una implicacion
R €O
y que existe a € RZ,(R) tal que g(a) = 0. Sin embargo podria darse el caso en que fueran
vacios, pero esto no presenta problema pues al ser una equivalencia también queda demostrado
por contrarreciproco, que si un conjunto es vacio también lo sera el otro.

Con lo que queda demostrado el caso deg,(f) = 1.

Caso general: Supongamos ahora que tenemos deg,(f) > 1 y que el algoritmo separate,,
termina y verifica la especificaciones para cualquier m < n. Para probar la terminacion, por (5.5)
observamos que el algoritmo termina si este termina para cada j € J con entrada S;U{pquo(f, g)}
y gy ademés g; ¢ K[x1,...,2,—1]. Sea j € J y denotamos por ¢; = pquo(f, g;). Primero hay
que demostrar que S;U{g;} es una cadena regular en K|[z1, ..., z,]. Por especificacion de gged,,,
S; es una cadena regular de K[x1,...,2,—1]. Probemos ahora que lc,(g;)(a1,. .., an—1) # 0 para
todo (ai,...,an—1) € RZ,_1(S;). Por definicién de pseudodivisién tenemos que:

(len(gi)? - f = a5 - g; + prema(f, gj),

donde por ser degy(f) > degn(g;), tenemos que d := degy,(f) — degn(g;) + 1. Dado que
degn(g;) < degn(f) y ademas degy(g;) + degn(q;) = degn(f), tenemos que ¢; ¢ Kz1,...,xn—1].



5.3. JUSTIFICACION DE LA TERMINACION Y CORRECCION DE LOS ALGORITMOS61

Es evidente que en g, lcy(g;) solo multiplica una vez a la variable z,, con mayor grado. Por tanto
tendremos que:

len(q)) = lcn(gj)d_l len(f). (5.6)
Por la especificacion 2a) escrita antes, tenemos que lc,(gj)(a1, ..., an—1) # 0 para todo
(a1,...,an—1) € RZ,_1(S}), pues g; ¢ K[z1,...,2,—1] y en particular g; # 0. ademas por la
especificacion 1 de antes, tenemos que si (a1,...,an,—1) € RZ,—1(5;) entonces
(a1,...,an-1) € RZ,_1(Ry—1), y por la definicion de cadena regular tenemos que

len(f)(ai, ..., an—1) # 0. Por tanto tendremos que al ser lc,(gj)(a1,...,an-1) #0y
len(f)(ar, ..., an—1) # 0, por (5.6), también lc,(gj)(a1,...,an—1) # 0. Y hemos probado que
SjU{g;} es una cadena regular.

Veamos ahora la terminacion, se sigue de (5.4) que g; ¢ K|z1,...,2,—1] y dado que
degn(g;j) + degn(qj) = degn(f), entonces deg,(g;) < degn(f). Por lo tanto se reduce el grado
del polinomio que no pertenece a K|x1,...,z,_1] y por tanto la terminacién de separate,, con
entrada S;U{g;} y g esta garantizada por la hipotesis de induccion. Lo que prueba la terminacion.

Para ver que todo elemento de O es cadena regular, vemos que

O:={S;u{f} | je{l,....1} y gj € Klz1,..., 2o 1]} U | | separate,(S; U{pquo(f, g;)},9),
jeJ

Ya comprobamos que S; U{f} era cadena regular para el caso n = 1, sin embargo no utilizamos
que deg,(f) =1 por tanto la prueba para este caso es la misma. Para la segunda parte podemos
aplicar la hipotesis de induccién y por tanto la salida de separate,, (S;U{g;}, g) estd compuesta
también por cadenas regulares.

Falta probar que
{a € RZ,(R) | g(a) # 0} = | RZ.(R)).
R'€eO

Lo probaremos por doble contencién:

D:Seaac |J RZ,(R'). O bien existe j € {1,...,7r} con g; € K[z1,...,2p-1] y
R'€O
a € RZ,(S;U{f}), o bien existe un j € J y un R; € O; tal que a € RZ,(R;), donde O; denota
el conjunto salida de separate, con entrada S; U {q;} y g. Veamos los dos casos por separado.

Caso 1: Siexiste j € {1,...,r} cong; € K[z1,...,2p—1]y a € RZ,(S;U{f}) como ya vimos
en la nota (6) en la demostracion del caso n = 1 vemos que la condicion de que degy,(f) = 1 solo
se utiliza para probar 5 = 4, como nosotros en este caso solo queremos probar 1 = 7, podemos
utilizar la misma demostracion.

Caso 2: Siexiste un j € J y un R; € O; tal que a € RZ,(R;). Por la hipotesis de induccion,

{a € RZ,(S;U{q;} | gla) #0} = ] RZa(R)),
R;€0;
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por tanto si a € RZ,(R;) entonces:

a€ RZ,(S;U{q;}) v gla) #0.

Por la especificacion 2b) escrita antes tenemos que gj(a1, . .., an—1, z,) divide a f(a1, ..., an—1,2n),
y por tanto podemos aplicar el lema 7 y obtenemos que g¢;(ai, ..., a,—1,%y,) divide a
f(a1,...,an—1,2,). Por definicién de cero regular tenemos que si (a1,...,an) € RZ,(S; U {q;})
entonces g;(ai,...,a,) = 0y por tanto a, sera raiz de g;(ai,...,an—1,y). Esto implica que lo
sera también de un miltiplo suyo y obtenemos f(aq,...,a,) = 0. Sabemos que

(a1,...,an—1) € RZ,(S;) y por la especificacion 1 escrita antes tenemos que

(a1,...,an—1) € RZ,(Rp—1). Por lo tanto junto a que f(a) = 0 obtenemos que a € RZ,(R),
ademas ya tenfamos que g(a) # 0.

C: Sea a € RZ,(R) y g(a) # 0. Sabemos que (ay,...,an—1) € RZ,_1(R,—1), entonces por
la especificacion 1 tenemos que existe un j € {1,...,r} tal que (a1,...,an—1) € RZ,_1(Sj).
Distinguiremos dos casos:

Caso 1:Si g; € K[z1,...,2,—1] entonces S;U{f} € O. Tenemos que f(a) = 0, por definicion
de cero regular. Por tanto a € RZ,(S; U {f}) y tenemos que a € Up co RZn(R').

Caso 2: Si g; ¢ K[z1,...,2,—1]. Tenemos que g(a) # 0, que f(a) = 0, por definicion de cero
regular, y que el polinomio g;(a1, ..., an—1,2y,) es el maximo comun divisor de f(a1, ..., an—1,2n)
y g(ai,...,an—1,xy,). Observamos que g;j(a) # 0 pues si fuera igual a cero entonces cualquier
multiplo suyo también se anularia en a,, y tendria que ser g(a) = 0, lo que es una contradiccion.
Ademas tenemos que

degn(gj(ai,...,an—1,2n)) < degn(f(ai,...,an—1,2n)), (5.7)

es claro que es menor o igual pues uno es divisor del otro, pero la igualdad no se da pues en-
tonces serfan el mismo polinomio salvo una constante multiplicativa y entonces se anularian
en los mismos puntos lo cual no ocurre, pues hemos visto que f(a) = 0y gj(a) # 0. Uti-
lizando que lc,(gj)(ai,...,an—1) # 0, por la especificacion 2a) escrita antes, junto con (5.7)
obtenemos que degy(g;) < degn(f). De aqui por tanto j € J. Como gj(ai,...,an—1,xy) divide
a f(a,...,an—1,2,), tenemos que prem(f,g;j)(a1,...,an—1,2,) = 0 por el lema 7. Por tanto
tenemos que:

(lcn(gj(ah cee )an—l))d : f(ala e 7an—17xn) = Qj(ab cee ,(In_]_,$n) ' gj(a17 .. ‘7an—1)xn)7

como gj(a) # 0y f(a) =0, tiene que ser gj(a) = 0. Por definicién de cero regular,
a € RZ,(S;U{q;}). Puesto que g(a) # 0 podemos aplicar la hipotesis de induccion aplicada a
separate,, con entrada S; U {g;} y ¢., que nos dice que:

{a € RZ,(S;U{q;} | gla) #0} = ] RZu(R)),
R;€0;

y tenemos que a pertenecera a los ceros regulares de una cadena regular perteneciente a O;. Por

tanto como este es subconjunto de O obtenemos que a € |J RZ,(R’).
R'€O
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Notemos que hemos supuesto que existe a € |J RZ,(R') para demostrar una implicacion
R'eO
y que existe a € RZ,(R) tal que g(a) = 0. Sin embargo podria darse el caso en que fueran
vacios, pero esto no presenta problema pues al ser una equivalencia también queda demostrado
por contrarreciproco, que si un conjunto es vacio también lo sera el otro.

Con lo que se demuestra la correcciéon del algoritmo.

5.3.3 Algoritmo gged,,

Para demostrar la terminacién y la correcciéon del algoritmo gged,, ;| definiremos un nuevo
concepto.

Sea G un subconjunto no vacio de K[z, ..., x,+1]. Entonces:
sumdeg(G) = 3 (degns1(g) +1).
geG
Nota 7. Como ya hemos estipulado en la seccion inicial, tomamos degn+1(0) = —1, de esta

forma no tenemos problema con la definicion de sumdeg.

Sean R una cadena regular en K[x1,...,2,] y sea F' un conjunto de polinomios en
K[z1,...,2p41] los argumentos de entrada. Probaremos la terminacion y correccion del algorit-
mo mediante una induccion sobre sumdeg(F).

Probaremos primero el caso sumdeg(F') = 0:

Lo primero que observamos es que si sumdeg(F') = 0 tiene que ser deg,+1(g) = —1. Por la defi-
nicion de deg tenemos que esto pasa si y solo si F':= {0}. Para este caso la terminacion es clara
y el conjunto de salida sera O := {(R,0)}. Claramente este conjunto de salida esta compuesto
por una cadena regular y un polinomio. Veamos que se verifican las tres especificaciones:

Escribimos O := {(R1,41)}, con Ry = Ry g1 = 0 Tenemos que RZ,(R) = RZ,(R;), puesto
que g1 = 0 la especificaciéon 2a) no se tiene que verificar y dado que ¢1(a, z,+1) = 0 para todo
a € RZ,(Ry) se verifica que es el maximo comun divisor de {f(a,z,) | f € F} pues F = {0}.
La propiedad 3 se verifica también pues g; se anula siempre.

Supondremos ahora que sumdeg(F) = k > 0 y que la terminaciéon y la correccion se verifi-
can para cualquier m < k.

El primer problema con el que nos encontramos es saber si las condiciones impuestas en el con-
dicional son computables o no. Es evidente que la condicién |[F' — {0}| > 2 es computable. Lo
que no estd tan claro es saber si existe algin a € RZ,(R) tal que lc,11(g)(a) = 0 es un pro-

blema computable o no. Tenemos que lc,4+1(g) es un polinomio en Klzy,...,x,] y la cadena
regular de entrada R es una cadena regular en KJzi,...,x,]. Por lo tanto podemos compu-
tar common,, (R, lcy,+1(g)) esto nos darda un conjunto O := {Ry,..., R;} de cadenas regulares
verificando:

{a € RZu(R) | lenta(g)(a) =0} = U RZy(R).
R'€O
Con esto vemos que se puede resolver el problema pues si O = () entonces no existe ningin
a € RZ,(R) tal que ley(g)(a) = 0 y entraria en la segunda parte del condicional. Si O # 0
entrard en la primera parte.
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Para probar ahora la terminaciéon y la correcciéon del algoritmo distinguiremos dos casos.
El primero que exista exactamente un polinomio no nulo g € F y lc(g)(a) # 0 para todo
a € RZ,(R), es decir que no entra en la primera parte del condicional. El segundo caso sera
cualquier otra situacién distinta a la anterior.

Caso 1: Supongamos que existe un tnico ¢ € F no nulo con le(g)(a) # 0 para todo
a € RZ,(R). El algoritmo termina en este caso, ademas el conjunto de salida sera O := {(R, g)},
el cual claramente esta formado por una cadena regular y un polinomio. Veamos que se verifican
las especificaciones:
Escribimos O := {(R1,91)}, con Ry = Ry g1 = g. Tenemos que RZ,(R) = RZ,(R1) con lo
que se verifica la primera especificacion. Por estar en el caso 1, g1 # 0 por tanto tiene que
ser lcpt1(g1)(a) # 0 para todo a € RZ,(R1), pero esto se verifica también por estar en el ca-
so 1. La especificacion 2b) se cumple pues al ser el conjunto F' = {g}, como g1 = g tenemos
que gi(at,...,an,Tpt1) = g(ai,...,an, Tpy1 y el maximo comin divisor de un elemento es él
mismo con lo que se verifica la especificacién. La tercera especificaciéon se verifica pues al anu-
larse g1 en todo V,41(F) también lo hard en un subconjunto suyo, en particular se anulara en

R@pn+1(R) N Vn—l—l(F)

Caso 2: O bien |F — {0} > 2, o bien existe un polinomio no nulo g € F y un a € RZ,(R)
tal que le(g)(a) = 0.
En este caso tenemos:
f:= un elemento no nulo de F' con grado minimo en x,41
Fl=F—{f}
M’ := common,, (R, lc,11(f))
M" .= separate,,(R,lc,+1(f))
J'i= f = leapa(f) -y )
F" .= {premn1(9, f) | g € F'}

O:= U gged, (5" F'U{fHu U gged, (5", F"U{[})
S'eM’ SreM”
Se sigue de la ya demostrada terminaciéon de common,, y separate,, que el algoritmo termina

con los argumentos de entrada R y F' si termina para cada S’ € M’ con argumentos de entrada
S"y F"U{f'} y para todo S” € M" con conjuntos de entrada S” y F” U{f}.

Sea S” € M'. Tenemos que sumdeg(F' U{f'}) = sumdeg(F"') 4+ degn+1(f’) + 1. Puesto que
f=7f—=lepa(f) - :z:iigf“(f), lo cual implica que a f le eliminas todo el término en la variable
Znt1 con exponente mas alto, por tanto degn+1(f’) < degn+1(f), con lo que se tiene

sumdeg(F') + degn+1(f') + 1 < sumdeg(F') + degn+1(f) + 1. (5.8)

. Dado que F' = F — {f} tenemos por tanto que sumdeg(F’) + degn+1(f) + 1 = sumdeg(F).
Aplicando (5.8) obtenemos sumdeg(F' U{f'}) < sumdeg(F), y podemos aplicar la hipotesis de
induccion a gged,, 1 (S’, F' U{f'}) y concluir que el algoritmo termina para todo S’ € M.

Sea S” € M". Dado que aplicamos separate,, para calcular M"”, vemos que por las especi-
ficaciones se verifica que le,11(f)(a) # 0 para cada a € RZ,(S"”). Distinguiremos ahora dos casos:
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Caso 1: Si F” C {0} entonces si computamos el algoritmo gged,,,; con entradas S” y
F"U{f}, entonces este entrara en la segunda parte del condicional y por tanto termina.

Caso 2: Si existe un ¢ € F” no nulo entonces deg,+1(g) > degn+1(f) pues f se elige de
grado minimo en x,41. Por definicion de pseudodivision, degn+1(premp+1(g, f)) < degn+1(9)
como F" se compone de estos pseudorestos, tenemos que sumdeg(F") < sumdeg(F"). Por tanto
tendremos que:

sumdeg(F" U{f}) < sumdeg(F' U {f}) = sumdeg(F).

Por lo que podemos aplicar la hipotesis de induccion a gged,, (5", F" U {f’}) y concluir que el
algoritmo termina para todo S” € M"”. Lo que concluye la demostracién de la terminacion.

Veamos ahora que todo elemento del conjunto O de salida es de la forma (R’ ¢’) con R’ una
cadena regular y ¢’ un polinomio. Ya lo hemos probado para los casos de la segunda parte del
condicional. Para el otro caso tenemos que:

O0:= |J gged, (9. Fu{fHu | ssed, (5", F"U{f}), (5.9)
S'e M’ S"eM!

entonces cada elemento de O tendra la forma (R, ¢’) si lo tienen las dos partes. Ya hemos visto
que podemos aplicar la hipétesis de induccién a cada una de las partes y por tanto todos los
elementos de O tienen la forma que queremos.

Veamos ahora que gged,,,; cumple las especificaciones:
Para la segunda parte del condicional ya hemos probado que se verifican todas las especificaciones
por lo que nos centraremos en la primera parte del condicional. Para la primera especificacion
vemos que common,, con entrada Ry lc,+1(f) tiene como especificacion:

{a € RZy(R) | lepa(f)(a) =0} = | RZu(S"),

S'eM’

y separate,, con entrada R y lc,+1(f) tiene como especificaciones:

{0 € RZu(R) | lenia(f)a) 0} = () RZa(S").

Sl/eM//

Por tanto tenemos que:

RZ,(R)= |J RZ.(S"U |J RZ.(5").
S'eM’ SreM”

Dado que podemos aplicar la hipotesis de induccion a gged,,,; con entrada S € M’y F' U{f'}
tenemos que:
RZ(S) = |J RZu(R),
(R!,g")e0’
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siendo O’ el conjunto salida de gged,,(S’, F'U{f’}). Aplicando la hipétesis de induccion a gged,,
con entrada S” y F” U{f} obtenemos que:

RZ(S")= |J RzZ.R"),
(R/I7gll)€O//)

siendo O” el conjunto salida de gged,,(S”, F”U{f}) con lo que obtenemos que RZ,(R) se puede
escribir como una unién de ceros regulares de cadenas pertenecientes a O.

Para las siguientes especificaciones denotaremos por (R’,¢’) un elemento del conjunto de
salida O y sea a € RZ,(R'). Veamos ahora que si ¢’ # 0 entonces lc,+1(g')(a) # 0 para todo
a € RZ,(R'). Dado que O es de la forma (5.9) vemos que tanto si (R’,¢’) pertenece a una
parte como a la otra por la hipotesis de induccion obtenemos que lc,+1(g’)(a) # 0 para todo
a € RZ,(R).

Para demostrar la especificacion 2b) y para la especificacion 3) distinguiremos dos casos,
cuando existe S € M’ con (R',¢") € gged,, (S, F' U {f'}) y cuando existe S” € M" con
(R, g') € gged,, 1 (5", F"U{f}).

Caso 1: Demostremos primero la especificacion 2b).Sea a € RZ,(R’'). Por especificacion de
common,, con entrada Ry lc,+1(f) se tiene que:

{a € RZy(R) | lepa(f)(a) =0} = () RZu(5"),
Ss'eM’

por lo tanto lc,4+1(f)(b) = 0 para todo b € RZ,(S’). Por la hipotesis de induccion tenemos que

la especificacion 1 de gged,, con entrada S" y F' U{f'} es RZ,(S") = |J RZ,(R')y por
(R,g')€0

tanto RZ,(R') C RZ,(S"). Junto a que lc,+1(f)(b) = 0 para todo b € RZ,(S’) se tiene que

lent1(f)(a) =0. Como ' = f—lepia(f) - xi‘f{‘“(f), entonces

Fl(@@n41) = F(a,@n1) — lena (F)(a) - 22010,

y de aqui puesto que lc,11(f)(a) = 0 tenemos f'(a, zp41) = f(a, 2p41). Como aplicamos gged,, | |
al conjunto F' U {f’} y tenemos que F’' es F — {f} entonces si

g'(a,2n11) = ged({g(a, 2n11) | g € F'U{S'}),

también serda méaximo comun divisor de {g(a,zn+1) | g € F) pues ambos conjuntos coinciden
para a € RZ,(S") con lo que se prueba la condicion 2(b).

Sea a € RZ,(R') ya hemos visto que lc,+1(f)(a) = 0. Por definicién de Rep,11 obtenemos
que a serd cero genérico de una variedad irreducible V' de las que componen Rep,41(R’). Por
lo tanto por definicion de cero genérico de una variedad tendremos que lc(f)(c) = 0 para to-
do ¢ € V. De aqui se deduce que lc,41(f) se anula en Rep,1(R'). Si utilizamos la hipotesis
de induccion vemos que ¢' se anula en Rep,y1(R') N Vop1(F' U {f'}). Veamos que ¢’ se anu-
la en Reppt1(R') N Vyy1(F). Sea b € Repypy1(R') N V(F). Entonces para todo h € F, con
h # f, h(b) = 0. Ademés f(b) = 0, por tanto f’(b) + lcn+1(f)(b):czeff“ = 0. Puesto que ya
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hemos visto que lc,41(f) se anula en Rep,(R’) tenemos que dado que b € Repp4+1(R’) entonces
lent1(f)(b) = 0y por lo tanto ha de ser f/(b) = 0. Si juntamos esto a que h(b) = 0 para todo
h € F, con h # f obtenemos que b € V(F' U {f'}) y por hipotesis ¢’(b) = 0. Por lo tanto ¢’ se
anula en Rep,+1(R') NV (F). Con lo que se prueba la tercera especificacion.

Caso 2: Si existe S” € M” con (R, ¢') € gged,1(S”,F" U{f}). Demostremos primero la
especificacion 2b). Sea a € RZ,(R’). Por especificacion de separate,, con entrada R y lcp41(f)
se tiene que:

{a € RZy(R) | lensa(f)(a) #0y = | RZa(5"),

S//eM//
por lo tanto le,11(f)(b) # 0 para todo b € RZ,(S"). Por la hipotesis de induccion tenemos que
la especificacion 1 de gged,, con entrada S” y F"U{f} es RZ,(S")= U RZ.(R')y por
(R',g")eO"

tanto RZ,(R') C RZ,(S"). Junto a que lep11(f)(b) # 0 para todo b € RZ,(S”) se tiene que
len+1(f)(a) # 0. Por las especificaciones del algoritmo de pseudodivision:

(len(f) - g = pquon(g, f) - f + premn(g, f),

dado que lcp4+1(f)(a) # 0, tenemos que la parte izquierda es no nula, por lo tanto si un polinomio
divide a la parte de la izquierda y también divide a f ha de dividir también al pseudoresto lo
que nos asegura entonces que el maximo comun divisor de {h(a,zn+1) | h € F} es el mismo
que el de {h(a,zn+1) | h € F” U{f}}. Entonces si ahora aplicamos la hipotesis de induccion a
gged, (S”, F" U{f}) tenemos que ¢’ verifica la condicion 2(b) para F” U {f} y por lo anterior
también lo verificard para F.

Falta ver la especificacion 3, es decir hay que probar que ¢’ se anula en Rep,1(R') NV (F).
Sea b € Repp4+1(R') N V(F). Dado que tenemos:

(len(f)* - g = pquon(g, f) - f + premn(g, f),

como b anula todo polinomio g que es pseudodividendo y también anula f entonces b también
anulara cada cada pseudoresto, con lo que se obtendra que b € Rep,(R')NV,+1(F) . Si aplicamos
la hipotesis de induccion obtenemos que ¢’ se anula en Rep,(R') NV, (F" U {f}) , por lo que
g'(b) = 0 y por tanto ¢’ se anula en Repy4+1(R') NV (F). Con lo que se concluye la prueba de la
correccién para gged,, .
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Capitulo 6

Computacion de cadenas regulares

En esta seccién emplearemos el algoritmo gged,, desarrollado en secciones anteriores para
resolver el problema de encontrar un conjunto de cadenas regulares M = {Ry, ..., R;} de forma
que se verifique

l
Vo(F) = | Repn(Ry),
i=1

siendo F' un subconjunto de K|z1,...,x,]. Para ello desarrollaremos un nuevo algoritmo llamado
solve,, que nos dara una solucién a esto.

6.1. Especificaciones del algoritmo solve,

Antes de describir el algoritmo definiremos un nuevo orden parcial para los elementos de K .

Definicion 6.1.1. Sean a := (a1,...,a,) yb:= (b1,...,b,) elementos de K. Entonces diremos
que a es menor que b y lo denotaremos a < b si existe un i € {1,...,n} tal que para todo
JjeA{l,...,i—1} se verifica que K(a1,...,a;) y K(b1,...,b;) tienen el mismo grado de trascen-
dencia y K(a1,...,a;) tiene grado de trascendencia menor que K(by, ..., b;).

Nota 8. Realmente lo anterior no se trata de un orden parcial, para que podamos hablar de un
orden parcial debemos definir <, donde a < b sia <b o a =0b. Ademds vemos que podria ocurrir
que nt a < b ni tampoco b < a, diremos entonces que a y b son similares y lo denotaremos por

an~b.

Nota 9. Vemos que decir que a = b es equivalente a decir que

(tla o 7tn) glez (Sla ey Sn)a
donde ty es el grado de trascendencia de K(ay,...,ay) sobre K, sy es el grado de trascenden-
cia de K(by,...,bg) sobre K y <jep es el orden lexicogrdfico. Por lo tanto podemos utilizar las

propiedades del orden lexicogrdfico para probar las propiedades del orden <.

Vamos a ver que < es de verdad es un orden parcial, es decir que verifica las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva.

69
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1. Claramente, a = a, puesto que a = a. Vemos que esta propiedad no se verifica para la
relaciéon a < a.

2. Sia = byb = a, veamos que tiene que ocurrir que a = b. En términos del orden lexicogréfico
tenemos que (t1,...,tn) <tex (S1y---,8n) ¥V (S1,-+y8n) <tex (t1,...,ts). Lo que significa
que, o bien el primer elemento no nulo en (t; — s1,...,t, — S,) es positivo y el primer
elemento no nulo en (s; —t1,...,s, —t,) es positivo, o bien son todos nulos. Como las dos
primeras condiciones son incompatibles todos los elementos han de ser nulos y por lo tanto
(t1,...,tn) = (81,...,8n). De aqui obtenemos que no se verifica a < b y por tanto tiene
que ser a = b.

3.Sia Xbyb =X ¢ veamos que a =X ¢. Si se verifica una de los dos igualdades o ambas
entonces se verificard que a = ¢. Veamos el caso a < by b < c¢. En términos del orden
lexicogréfico (t1,...,tn) <tex (S15---38n) ¥ (S1,---y8n) <tex (r1,-..,7n). Supongamos que
el primer término positivo no nulo en (s1 — t1,...,8, — t,,) estd en la posicion k y el
primer término positivo no nulo en (r1 —si,...,7r, — $p) esta en la posicion [. Si k < [ como
§1=11,...,86_1 = tx_1y tx < S entonces el primer término no nulo en (r1 —t1,...,r,—ty,)
aparece en la posicion k y ademads es positivo por lo que (t1,...,tn) <tex (F1,...,7n) ¥
por tanto a < c¢. Si [l < k entonces como s1 = t1,...,S; = t; tendremos que el primer
término no nulo en (ry — t1,...,7, — t,) aparece en la posicion [ y es positivo. Por tanto
(t1y. oy tn) <tex (P1,...,10) vy a < c.

Vamos a ver ahora dos lemas fundamentales para la construccién y la demostracion del
algoritmo.

Lema 8. Sea R una cadena reqular en K[z1,...,x,] y a,b € RZ,(R).
Entonces:
a~b.

Demostracion: Por la propia definiciéon de cero regular de una cadena regular, vemos que el
grado de trascendencia de dos ceros de una misma cadena es el mismo. O

Debido a este lema podemos definir las siguientes relaciones en cadenas regulares.

Definiciéon 6.1.2. Sean R y S dos cadenas regulares en K[xi,...,x,]|, y sea a € RZ,(R), y
be RZ,(S). Entonces R < S si y solo sia <by R~ S siy solo sian~b.

Lema 9. No existen infinitas cadenas requlares Ry, Ra,...en Klx1,...,x,] tales que:
Ry = Ry~ ...

Demostraciéon: Hay que demostrar que no existe una sucesion infinita de ceros regulares veri-
ficando que
(al,...,an) - (bl,...,bn) - ...

Demostraremos esto utilizando el orden lexicografico, es decir demostraremos que no existe una
sucesién infinita verificando

(tl,... ,tn) >lex (81,.. . ,Sn) >lex - - -
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Sabemos que el orden lexicografico es un buen orden en Z'} , es decir que todo subconjunto no vacio
de Z posee un elemento minimal. Demostraremos el lema por contrarreciproco, supongamos
que existe una sucesién infinita de elementos con

(tl,... ,tn) >lex (81,.. . ,Sn) Slex « -

entonces habrfamos encontrado un subconjunto de Z’f que no posee elemento minimal y por
tanto el orden lexicografico no serfa un buen orden en Z lo que es una contradiccion. O

Construiremos entonces el algoritmo solve,,, verificando las siguientes especificaciones:

Algoritmo solve,,:
Entrada:R, una cadena regular en K[z1,...,2,—1], y F un subconjunto de K{z1,...,Z,].
Salida:O, un conjunto de cadenas regulares en K{zy,...,x,] tales que:

1. Para cada R' € O:
RZ, 1(R,_)CRZ, 1(R) o R, ;=<R,
donde R, _; = RN K[z1,...,Tn_1].
2. Se tiene la inclusion:

Repn(R) NV (F) € | J Repa(R') C Vi(F).
R'€O

Tenemos que este algoritmo nos proporciona una solucién para el problema que queremos resolver,
debido a lo siguiente:

Teorema 6.1.1. Sea F' un subconjunto finito y no vacio de K[x1,...,x,] y
{R1,..., R} := solve, (0, F). Entonces:

l
Vo(F) = | Repn(Ry).
=1

Demostracion: Ya hemos visto que Rep, () = K", de la especificacion nimero 2 de solve,,,
obtenemos que:

l
Vo(F) = K" NV (F) € | Repa(Ri) € Va(F),
i=1

de donde se obtiene la igualdad. O

6.2. Construccion del algoritmo solve,

Construiremos el algoritmo de forma inductiva:
Primero construimos el algoritmo solve,, para n = 1. La entrada para este caso serd una cadena
en K y por definiciéon la Ginica cadena en K es la vacia, definimos pues el algoritmo como:
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Algoritmo solvey:
siged(F) =1
entonces
O := 0 (O es el conjunto vacio)

O := {{ged(F)} - {0}}

si no

Probaremos que verifica las especificaciones en la siguiente seccion.
Construiremos ahora el algoritmo solve,, para n > 1, en funcién del algoritmo solve,_; y del
algoritmo gged,,:

Algoritmo solve,,:
solve, (R, F')
{(Slagl)’ R (Slvgl)} = gngn(R’ F)
M = AUJsolven_l(Sj NK[z1,...,2n-2],5 — Klz1,...,2n—2] U{lcn(gj)})
j€
O:={S; |ie{l,....1}, i¢ JYU{S;U{g;} | j€J, gj ¢K[asl,...,xn_l]}uSUMsolven(S,F)
€

Veamos ahora un ejemplo para ver como funciona este algoritmo:

Ejemplo 6.2.1. Buscamos encontrar una representacion mediante cadenas regulares de la va-
riedad Va({x3 — w1, 7122 + 22}). Para ello utilizando el iltimo teorema hemos de computar
solvey(0, {23 — x1, 1120 + 23}).
L := ggedy (0, {23 — 21, x122 + 27})
Como |F —{0}| > 2:
fi=x120 + x%
F' =23 —x
M’ := common, (0, x1)
gged; (0, {21}) = {(0,21)}
ComoR—K=0yx1#0
O:=0 (O es el conjunto vacio)
M :=0 (M’ es el conjunto vacio)
M" := separate,((),z1)
gged; (0,{z1}) := {(0, z1)}
Como R—K=0yx1 #0
O :={0} (O es el conjunto compuesto por la cadena vacia)
M":={0} (M" es el conjunto compuesto por la cadena vacia)
fli=z1m0 + 2% — 1120 = 22
F” = {prema(z3 — a:l,a:la?g +22)} = {2} — 23}
=0 U ggedy (0, {z] — 2, z122 + 27}) = ggedy (0, {z] — 2, 2122 + 21})
Como |F — {0} > 2:
fi=af -
F' = z129 + 22
M’ := commony (0, 2} — z3)
gged (0. {zi — 27}) == {(0, 2] — 23)}
ComoR—K=0ya}—a}#0
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O:=0 (O es el conjunto vacio)
M :=0 (M’ es el conjunto vacio)
M" := separate,((), ] — x3)
gged (0. {zi — a7}) == {(0, 2] — 2)}
ComoR—K=0ya}—a}#0
O :={0} (O es el conjunto compuesto por la cadena vacia)
M" .= {0} (M" es el conjunto compuesto por la cadena vacia)
fl=ay—af—(ap —a}) =0
F" .= {premy(z122 + 23,27 — 23)} = {0}
0 == 0 U ggedy(0, {0, 24 — 23}) = ggedy(0. {0,z — 2})
Como |F — {0} # 2 ylc(z* — 23)(a) # 0 con a € RZ1(0) = (a)
con a trascendente sobre K. Los puntos 0 y 1 que es donde se
anula v1 — 23 son algebraicos.

Como existe f # 0 en F entonces:

O = {(0, 21 —29)}

M := solve; (0, {z] — 23})
Como ged({x} — x3}) # 1
0 = {{a! - 23})
M= {{ad = o))
O =0 U DU solvey({z} — 23}, {23 — x1, 1172 + 22}) = solvey({x] — 23}, {23 — 21, 2120 + 23})
Tenemos que computar ahora solvey({x} — o3}, {23 — 21, z122 + 22})
L := ggedy({z] — 23}, {23 — 21, 2120 + 23}).
Esto lo hemos calculado en el ejemplo de la seccion 4, asi que tomamos de ahi el resultado.
{(S1,00), (S2,92)} i= {({n}, 3 — 1), (L1 — 1}, 212 + 23))
J:={1,2}
M := solvey (0, {z1} U{1}) U solve; (0, {z1 — 1} U {x1})
Como ged(xz1,1) =1 y ged(x1 — 1,21) =1
solve; (0,{x1,1}) =10
solve; (0,{z1 —1,21}) =0
M =0 (M es el conjunto vacio)
Como todo j € J y g ¢ K[z1]:
O := {{z1} U {23 — 21 }} U {{z1 — 1} U {w122 + 27} }.
Por tanto solves(0, {x3 — x1,v1702 + 23}) = {{z1,23 — x1}, {z1 — 1, 2170 + 23}}
De aqui obtenemos que:

VQ({:B% — X1, 2172 + :r%}) = Repg({:m,:c% +21}) U Repo({x1 — 1, 2122 + :L'%})

6.3. Justificacion de la terminaciéon y correccién del algoritmo
solve,,

La demostracion de la terminaciéon y la correccion del algoritmo solve,, se hard de manera
inductiva. Por tanto probaremos primero la terminacién y la correcciéon del algoritmo para el
cason = 1.
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El algoritmo es:
siged(F) =1
entonces
O := 0 (O es el conjunto vacio)
si no

O := {{ged(F)} - {0}}

El algoritmo termina como consecuencia de la terminacién de ged. Por las especificaciones
del algoritmo gcd su salida es tinica salvo constante multiplicativa, por tanto, el caso ged(F') =1
engloba cualquier salida que sea constante. El cual nos da el conjunto vacio que es una salida per-
mitida. Si ged(F') # 1 entonces ged(F')—0 es una cadena regular, pues el caso en que ged(F') = 0
obtenemos la cadena vacia, que es una cadena regular. Y si no obtenemos ged(F) ¢ K lo cual es
una cadena regular porque solo hay un elemento en ged(F) — K y lc(ged(F')) es una constante
no nula y por tanto no se anula en RZy(().

Veamos la correcciéon del algoritmo, distinguiremos 3 casos:

Caso 1: Si ged(F) = 1, entonces O := ) (el conjunto vacio) y por tanto es trivial que se
verifica la especificacién 1 pues no hay elementos en O.

La especificacion 2 se verifica pues |J Rep,(R') = () y dado que por las propiedades de ged
R'eO
si ged(F) = 1 entonces no hay ceros comunes a los polinomios en F' y por lo tanto Vi(F) = 0,
con lo que se verifica la especificaciéon 2.

Caso 2: Si ged(F) = 0, entonces O := {0} (el conjunto compuesto por la cadena vacia).
Dado que la entrada es R = () y R = 0 N K = ) entonces se verifica que RZ;(R{,) C RZ1(R)
con lo que se cumple la especificacion 1.

Para la especificacion 2, tenemos primero que Rep () = K y por tanto la condicién se tradu-
ceen Vo (F) = |J Repi(R'). Ademéas como O := {0} tenemos que |J Repi(R') = K, puesto
R'€eO R'e€O
que ged(F) = 0 si y solo si F' = {0}, esto implica que todo punto de K pertenece a V;(F), con
lo que tenemos lo buscado.

Caso 3: En caso el caso en que ged(F) ¢ K, entonces O = {gcd(F')} por tanto
b =R NK =0y por tanto RZy(R{,) C RZy(R) y se verifica la especificacion 1.

Para la especificacion 2, tenemos que Rep;()) = K y por tanto la condicién se traduce en
Vi(F)= U Repi(R'), olo que es lo mismo V;(F) = Rep;({ged(F)}). Lo cual se obtiene de la
R'€eO

definicion de Rep; y del hecho que los ceros comunes a un conjunto de polinomios coincide con
los ceros del maximo comin divisor de todos ellos.
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6.3.1 Terminacion del algoritmo solve,

Una vez probado el caso n = 1 supondremos que el algoritmo solve,,_; termina y verifica las
especificaciones y probaremos la terminacion y la correccion de solve,,.

Sean R una cadena regular en K[xi,...,2,-1] y F un subconjunto de K[zy,...,z,] los
argumentos de entrada. Si M = () (el conjunto vacio), entonces el algoritmo termina, puesto que
ggcd,, termina y no hay llamadas a més algoritmos.

Por tanto vamos a suponer que M # (). Lo primero que vamos a demostrar es que para todo
SeM
S <R,

siendo

M := | solve, 1(S; N Kla1,..., 2 2], — K21, ..., 20 2] U{len(g;)})-
JjeJ

Tomamos S un elemento arbitrario de M, es decir existird un j € J tal que
S esolve,_1(S;NK[zy,...,2n-2],5; — K[z1,...,2n-2) U{lcy(g;)}).

Basta demostrar que a < b para cualesquiera a € RZ,,_1(S) y b € RZ,—1(R),donde
a=(ai,...,an-1) y b= (b1,...,bp—1). Dado que por la especificacion 1 de gged,,,

l
RZ,_1(R) = U RZ,-1(S;) tenemos que:
=1

(bl,---,bn—l) € RZn_1<R). (6.1)
Por la especificaciéon 2 de solve,,_1, tenemos que
Repn_l(S) - Vn_l(Sj — K[Jfl, .. ,:L’n_g] U {lc(gj)).

Dado que (aq,...,an—1) € RZ,-1(S) y debido a la definicion de Rep,,_1 tenemos que
(a1,...,an—1) € Repnp—1(9). Por tanto

(a1,...,an-1) € Viu(Sj — K[z1,...,2n—1] U {lc(gj)}),

y de aqui
len—1(g5)(at,...,an—1) = 0. (6.2)

Ademas tenemos por la especificacion 2 de solve,_1 que:
RZ, 5(SNK[z1,...,2n—2]) C RZ,_o(S; N K[z1,...,2n_2])
o
SNK[zy,...,xn-2] < SN K[z1,...,2n-2].

Supongamos primero que SNK[z1,...,2n—2] < S;NK[z1,...,2,—2]. Entonces por definicion
de la relacién <, tenemos que S < S;. Como (ai,...,an—1) € RZ,-1(S) y
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(b1,...,bp—1) € RZ,_1(S;) y ademas también tenemos (6.1) obtenemos que S < R.

Asumiremos ahora entonces que:
RZH,Q(S N K[ﬂjl, . ,.’En,Q]) - RZn,Q(Sj N K[l‘l, ce ,l‘n,Q]).
Distinguiremos dos casos:

Caso 1: Existe un polinomio f en S; — K[z1,...,Zy—2]
Por la especificacion 2 de solve,,_1 tenemos que

Repp-1(S) € Va1 (f U {le(g5)})-

Como (ai,...,an—1) € RZ,_1(S) entonces por definicion de Rep,_1(S),
(a1,...,an—1) € Rep,—1(S) y por tanto al estar contenido en V,,(f U {lc(g;)}) tenemos
flai,...,ap—1) = 0. Como

Sj = Sj N K[th - ,xn_g] @) {f},

esta es una cadena regular y ademas (a1,...,an—2) € RZ,_2(S; N K|x1,...,Tp—2]) tenemos que
(a1,...,an—1) € RZ,_1(S;). Sabemos por la especificacion 2a) de gged,, que
len(gj)(a, ..., an—1) # 0 para todo (ai,...,an—1) € RZ,_1(5;), lo que entra en contracciéon con

(6.2). Por tanto este caso no es posible que se de.

Caso 2: Si Sj; — K[z1,...,2p-2] =0

Dado que (a1, ...,an—2) € RZ,_2(S;NK|[z1,...,Tn—2]), entonces los ceros regulares de la cadena
regular S; tendran la forma (ai,...,an—2,a,_;) donde a,_; es un elemento trascendente sobre
K(a1,...,an—2). Dado que (ai,...,an—2,a,_,) € RZ,_1(S;) tenemos por la especificacion 2a)

de ggced,, que
len(gg)(a, .. an—g,a,_q) # 0.

Debido a esto deducimos que lc,(gj)(ai, ..., an—2,2n—1) # 0. Por esto y por (6.2) obtenemos que
an—1 es algebraico sobre K (ay, . .., an—2). Por otro lado, dado que (b1, ...,b,—1) € RZ,,—1(S;) por
definicion de cadena regular y dado que Sj—K{[z1, ..., z,—2] = (), tenemos que b, es trascenden-
te sobre K (by,...,b,—2). Sabemos también que tanto (a1, ...,a,—2) como (b1, ...,b,_2) pertene-
cena RZ, o(S;NK|x1,...,x,—2]. Por el lema 8 sabemos que (a1, ...,an—2) ~ (b1,...,b,—2). Por
tanto como b,,_1 es trascendente sobre K (b1, ...,b,—2) y an—1 es algebraico sobre K (ay,...,a,—2)
podemos deducir que (ay,...,ap,—1) < (b1,...,b,—1). Por tanto podemos concluir que S < R.

Probemos ahora la terminacién del algoritmo, si suponemos que solve,, no terminase nunca
entonces estarfamos generando una sucesion infinita R, S, ... tal que R > S >~ ... lo cual entra
en contradicciéon con el lema 9 ya demostrado. Por tanto el algoritmo solve,, termina.

6.3.2 Justificaciéon de la correcciéon del algoritmo solve,,

Antes de probar la correccion del algoritmo se probaréan dos lemas que se utilizaran en la
demostracion.

Lema 10. Sea R una cadena regular en Klxi,...,z,]. Si (a1,...,a,) € Rep,(R) entonces
(a1,...,an—1) € Repp_1(Rp—1), donde
R,-1=RNKlxy,...,zyp-1].
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Demostracion: Sea (ai,...,a,) € Rep,(R). Entonces por definicion existira (by,...,b,) €
RZ,(R) tal que (a1,...,a,) € V, donde V es una variedad irreducible de K" que tiene a
(b1, ...,b,) como punto genérico. Por definicion de cadena regular, (by,...,b,—1) € RZ,—1(Rp-1)-
Por definicion de punto genérico, tenemos que f(by,...,b,) = 0 implica que f(ai,...,a,) =0
para todo polinomio f € K|[xy,...,x,]|. Entonces, en particular también pasa esto para polino-
mios en Klzi,...,2,_1], por tanto f(b1,...,by,—1) = 0 implica f(a1,...,an—1) = 0 para todo
f € Klx1,...,zy-1]. De aqui vemos que (aj,...,a,—1) pertenece a la variedad irreducible en
K" con punto genérico (by,...,b,—1). Por tanto

(a1,...,an-1) € Repp—1(Rp-1).
]

Lema 11. Sea V wuna variedad irreducible en K con (b1,...,bp—1) como punto genérico,
sea (a1,...,a,) € K tal que (ay,...,an_1) € V, y sea h un polinomio en Kz, ..., x,] que
verifique:

le(h)(biy. .. bn—1) #0, lc(h)(ay,...,an—1)#0, h(ai,...,a,)=0.

Entonces existe un b, € K con h(bi,...,bn) =0 y si V' es la variedad irreducible en K" con
(b1,...,by) como punto genérico, entonces (ay,...,a,) € V'.

Demostracion: Como tenemos que le(h)(a,...,an—1) # 0y h(ai,...,a,) =0, entonces

h ¢ Klxi,...,zp—1]. Como lc(h)(b,...,bn—1) # 0 se sigue que existen un namero finito de
raices ci, ..., ¢, € K del polinomio en una variable h(b1, ..., b, 1, x,), recordemos en un dominio
universal siempre van a existir estas raices.

Tendremos entonces una variedad que es la generada por el polinomio A(by,...,b,—1,zy,) en

K(b1,...,bp—1)[zn], para la cual los puntos tendran la forma (by,...,b,—1,¢;). Llamaremos a
k

esta variedad y vemos que esta se puede escribir como V' = |J Vi, donde V; es la variedad
i=1

irreducible en K con (by,...,b,_1,¢;) como punto genérico. Veamos que (ay,...,a,) € V.
Tomamos un polinomio cualquiera que pertenezca al ideal asociado a esta variedad, ese decir
cualquier polinomio verificando que f(b1,...,b,—1,¢;) = 0 para todo i € {1,...,k}. Notemos
que el propio h verifica esto, pero en h la multiplicidad de las raices podria no ser 1, por lo tanto
claramente existira un entero [ de forma que h(by,...,b,_1,2,) divide a f(b1,...,bn_1,75)"
Denotemos por r el pseudoresto y ¢ el pseudocociente de la pseudodivision de f! entre h con
respecto a la variable z,. Dado que h(by,...,by_1,x,) divide a f(by,...,bp_1,2,)! v ademéas
le(h)(b1,...,bp—1) # 0 podemos aplicar el lema 7 y deducir que 7(b1,...,b,—1,2,) = 0. Como
(b1,...,bp—1) es cero genérico de V', y (a1, ...,an,—1) € V entonces r(ay,...,an—1,%,) = 0. De la
definicion de pseudodivision, lc(h)? - f! = h - q+r, ademas sabemos que lc(h)(ay,...,an_1) # 0,
h(ai,...,a,) = 0 por hipotesis y r(ai,...,a,) = 0 pues r(ai,...,an—1,2,) = 0. Por todo esto
ha de ser f'(ay,...,a,) =0y por tanto f(ay,...,a,) = 0. Como f es un polinomio cualquiera
del ideal asociado a la variedad con puntos de la forma (by,...,b,—1,¢;), entonces

(a1,...,a,) € V(I(V)). Ya hemos probado que para cualquier variedad V(I(V)) = V. Entonces

k

(ai,...,an) € V. Dado que V = (J V;, entonces (ay,...,a,) € V; para algin i € {1,...,n}. Por
i=1

tanto existe b, € {c1,...,c} tal que (a1,...,a,) € V', donde V' es una variedad irreducible en

K" con (b1,...,by) como punto genérico. O
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Pasaremos ahora a probar la correcciéon del algoritmo mediante una induccién sobre el orden
parcial < en cadenas regulares. Sean R una cadena regular en K[z1,...,2,—1] y F un subconjun-
to de K[z1,...,x,] los argumentos de entrada. Lo primero que hay que ver es cual es el conjunto
minimal con respecto al orden <, claramente es la cadena cuyos ceros regulares tienen grado de
trascendencia 0, es decir que todas sus componentes son elementos algebraicos sobre K, lo que
es equivalente a decir que R representa a una variedad 0-dimensional.

Por tanto comenzaremos probando la correcciéon del algoritmo en el caso en que la dimensién
de Rep,(R) es 0.
En la demostraciéon de la terminaciéon vimos que S < R para todo S € M, dado que en nuestro
caso esto no puede pasar pues R es minimal con respecto a < tiene que ser M = ().
Entonces en este caso obtenemos que la salida sera de la forma

OZ:{Si | iE{l,...,l}, igéJ}U{SjU{gj} | JEJ, gj¢K[£E1,...,xn_1]}.

Esto son cadenas regulares pues por especificacion de gged,,, los S; son cadenas regulares en
Klz1,...,2y,—1], ademas por la especificacion 2a) de gged,, sabemos que lc(g;)(a) = 0 para todo
a € RZ,,_1(S;) y por tanto S; U {g;} es cadena regular.

Veamos que se verifica la especificacion 1, probemos que:
RZ, 1(R),_y) C RZ,_1(R).
Sea R’ € O, debido a la forma de O sabemos que existe i € {1,...,1} tal que
;7,71 = Si.

l
Por la especificacion 1 de gged,, sabemos que RZ,_i(R) = |J RZ,-1(S;) y por lo tanto se
i=1
verifica que
RZ, \(R.,_,) € RZ,_\(R).

n—1

Demostraremos ahora la condicién 2. Hay que ver que:

Repn(R)NVy(F) € | J Repa(R') C Vi(F).

Sea (ai,...,a,) € Repp(R) N V,(F). Por el lema 10, (ay,...,a,-1) € Repn,—1(R). Dado que
Repy—1(R) es una variedad 0-dimensional hemos visto en el apartado de la dimension que todos
sus puntos son genéricos, por tanto (ay, ..., a,—1) es un punto genérico de una de las componentes
irreducibles de Rep,,_1(R). Por la definicion de Rep,,_; tenemos que (a1, ...,an—1) € RZ,_1(R).
De aqui, por la especificacion 1 de gged,,, existeuni € {1,...,1l} con (ai,...,an—1) € RZy,_1(S;).
Dado que S; es una cadena en K[xy,...,z,_1] tenemos que entonces (ay,...,a,) € Rep,(S;).
Junto con que (ay,...,a,) € Vo (F), tenemos que (ay,...,a,) € Rep,(R) NV, (F). Por la especi-
ficacion 3 de gged,, sabemos que g; se anula en Rep,, (S;) NV, (F), por lo tanto g;(aq,...,a,) = 0.
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Si g; = 0 entonces g; € K|x1,...,z,—1] y por tanto S; € O. De aqui obtenemos que

(ai,...,an) € U Rep,(R)).

Si g; # 0 entonces por la especificacion 2a) de gged,,, le(gi)(ai,...,an—1) # 0y de aqui
junto con que g;(a1,...,a,) = 0 se deduce que g; ¢ K[x1,...,z,—_1]. Por lo tanto S; U{g;} € O
y ademas como S; es una cadena de K[z1,...,2,-1] ¥y g; es un polinomio de K|[x1,...,x,| por
definicion de cero regular de una cadena regular (ai,...,a,) € RZ,(S; U{gi}). De aqui por la
definicion de Rep,_1 obtenemos que (ay,...,a,) € Rep,(S; U{g;}). Por lo tanto

(ai,...,an) € U Rep,(R)).

R'€O
Probemos ahora la segunda contencion. Sea R’ € O y (ai,...,a,) € Rep,(R'), ya hemos
visto antes que como M := (), podemos elegir i € {1,...,l} con R/, _; = S;. Por el lema 10,

(aty...,an—1) € Repy—1(S;). Por la especificacion 1 de gged,, sabemos que

RZ,_1(R) = Uli:1 RZ,_1(S;), dado que la dimension de Rep,_1(R) es 0, tenemos también que
la dimension de Rep,—1(S;) es 0. Dado que todos los puntos de una variedad irreducible cero-
dimensional son puntos genéricos y por la definiciéon de Rep,_1 obtenemos que

(at,...,an—1) € RZ,_1(S;). Sii ¢ J entonces g; = 0, si i € J entonces

(a1,...,an) € Rep(S;U{g:}). De cualquier manera g;(ai,...,a,) = 0. Dado que por especificacion
de gged,,, gi(ay,...,an—1,2,) es el maximo comun divisor de los polinomios en
{f(a1,...,an—1,2y,) | f € F}, entonces como (ai,...,a,) anula al maximo comun divisor del
conjunto, entonces anulara también a todos los polinomios del conjunto y por lo tanto

(a1,...,an) € Vi(F).

Con lo que se prueba el caso inicial.

Probemos ahora el caso general cuando R no es una cadena minimal con respecto a <.
Veamos primero que O estd compuesto por cadenas regulares. Dado que

O:={S; | ie{l,... .1}, i ¢ JJU{S;U{g;} | j€J, g; & K[z1,...,201]}U | ] solven(S,F).
SeM

Ya hemos visto que los primeros son cadenas regulares por especificacion de gged,,. Para ver que

los elementos de |J solve, (S, F') son cadenas regulares recurrimos a la hipotesis de induccion
SeM
pues ya hemos probado que S < R.

Veamos ahora que se verifica la primera especificaciéon. Sea R’ € O.

Caso 1: Si existe ¢ € {1,...,l} tal que R/, ; = S;, es decir que R’ pertenezca a los dos
primeros conjuntos. Debido a la primera especificacion de gged,, tenemos que

l
RZ,_1(R) = U RZ,-1(S;), de lo que se deduce que RZ,,_1(R!,_1]) € RZ,_1(R) con lo que se
i=1

n
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verifica la primera especificacion.

Caso 2: En el caso en que R’ pertenezca al conjunto de salida de solve, (S, F) para al-
gin S € M, como hemos probado ya que S < R, obtenemos de la hipo6tesis de inducciéon que
RZ, 1(R],_y) C€ RZ,_1(S)o R],_; < S.SiR]_; < S dado que S < R tenemos que R}, _; < R.
Si RZ,—1(R],_,) C€ RZ,_1(S) entonces los ceros regulares de R/, ; tienen los mismos grados
de trascendencia que los de S y por tanto dado que S < R obtenemos que R),_; < R. Con lo

que verifica la especificacion 1.

Probemos ahora que se verifica que:

Repn(R) NV (F) C | ] Repn(R') C Vu(F).
R €O

l
Debido a la especificacion 1 de gged,, tenemos que RZ,_1(R) = |J RZ,,—1(S;) como todas son
i=1
cadenas regulares en K[z1,...,2,—1] podemos extender esta igualdad por la definicién de cero

l
regular a dimension n y tenemos que RZ,(R) = |J RZ,(S;). Ahora de la definicion de Rep,(R)
i=1

obtenemos que Rep,(R) = J{V | V es una variedad irreducible en K" con un punto genérico
en RZ,(R)} por la expresion de los ceros regulares de antes obtenemos que:

l
Rep,(R) = U U{V |V es variedad irreducible en K= con un punto genérico en RZ,(S;)}

=1

intercambiando las uniones obtenemos:
l
Rep,(R) = U Rep,(S;).
i=1

Sea (ai,...,an) € Repy(R) N V,(F). Entonces por lo anterior existird un i € {1,...,[} tal que
(a1, ...,an) € Repy(S;). Por la especificacion 3 de gged,, como (a, ..., a,) € Rep,(S;) NV, (F)
tenemos que

gi(ai,...,ay) =0.

Distinguiremos tres casos:

Caso 1: Si g; = 0 entonces g; € K|[z1,...,z,—1] y por la construccion de solve,, tenemos
que S; € O. Como (aq,...,a,) € Rep,(S;) obtenemos que

(a1,...,an) € U Rep,(R).
R'eO

Caso 2: Sig; # 0y le(gi)(a1,...,an—1) # 0.
Dado que (ay,...,ay,) € Rep,(S;), obtenemos del lema 10 que (ay,...,a,—1) € Rep,—1(S;). Por
tanto existe una variedad irreducible V' con (b1, ...,b,—1) € RZ,—1(.S;) como punto genérico y tal
que (ai,...,ap—1) € V. Dado que le(g;) (a1, ..., an—1) # 0 tiene que ser lc(g;)(b1,...,bn-1) # 0
por definicién de punto genérico. Por tanto se verifican todas las hip6tesis para aplicar el lema 11
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y por lo tanto obtenemos que existe un cero b, de g;(b1,...,b,—1,x,) tal que (a1,...,a,) € V',
donde V' es la variedad irreducible con (b1, ...,b,) como punto genérico.

Como (b1,...,bp—1) € RZ,_1(S;), entonces (by,...,b,) € RZ,(S; U{gi}). Dado que
le(gi)(at, ... an—1) # 0y gi(ar,...,a,) = 0 entonces g; ¢ K[x1,...,x,-1]. Se sigue por cons-
truccion de solve,,, que S;U{g;} € O. Como (ay,...,ay) pertenece a la variedad irreducible con
(b1,...,by) como punto genérico, por la definicion de Rep,, y el hecho de que
(b1,...,bn) € RZ,(S; U{gi}) entonces (ay,...,a,) € Rep,(S; U{g;}) y por tanto

(a1,...,ap) € U Repy(R').
R'eO

Caso 3: Sig; #0y le(gi)(at,...,an—1) = 0.
Dado que (ay,...,an—1) es un elemento de Rep,_1(S;) tenemos también que

(a1,...,an—1) € Repp_1(S; N K[z1,...,zn_2]),

(se reduce el ntmero de polinomios que describen la cadena regular por tanto hay menos
restricciones y hay mas elementos en la variedad). Ademas por la definicién de cero regular
(a1,...,an—1) anula al tnico elemento de S; — K[x1,...,zy_2], si existiera, y por hipotesis
anula también a lc(g;). Por lo tanto (ai,...,an,—1) € V(S; — K[x1,...,2yp—2] U{len(gi)}), por
la especificacion 2 de solve,_; existe un S € M con (ai,...,an,—1) € Rep,—1(S) y de aqui
(a1,...,an) € Rep,(9). Ademas ya sabemos que (ai,...,a,) € V,(F). Como ya hemos visto que
S < R podemos aplicar la hipotesis de induccion sobre solve,, (S, F') y obtenemos que

(a1,...,a,) € U Repn(R),
ReO

donde O es el conjunto salida de solve, (S, F'). Como por construccién O es un elemento de O
entonces tenemos que

(a1,...,ap) € U Repn(R').
Con lo que hemos probado que:

Repn(R) NVu(F) C | ) Repa(R).

R'e€O
Probemos ahora la otra contencion, sea R’ € O, (a1, ...,a,) € Rep,(R'), y
(bi,...,by) € RZ,(R') tal que (ay,...,a,) € V, donde V es la variedad irreducible en K
con (by,...,b,) como punto genérico. Si existe un S € M tal que R’ es un elemento del con-

junto de salida de solve, (S, F), podemos aplicar la hipotesis de induccion para deducir que
(a1,...,an) € Vo (F).

Si no ocurre esto entonces existe un i € {1,...,1} tal que R/, _; = S;. De aqui se obtiene por
la definicion de cero regular que (by,...,b,—1) € RZ,_1(S;). Veamos que
gi(ay,...,a,) = 0 tanto si R’ es de la forma S; como si es de la forma S; U {g;} , en el primer



82 CAPITULO 6. COMPUTACION DE CADENAS REGULARES

caso por la construccion del algoritmo g; = 0 y por tanto g;(b1,...,b,) = 0. Si R’ = S; U {g;}
entonces para que se verifique la definiciéon de cero regular de una cadena regular tiene que ser
también g¢;(b1,...,b,) = 0. Puesto que g¢;(b1,...,bn—1,2,) es el méximo comun divisor de los
polinomios de {f(b1,...,bn—1,2n) | f € F} , entonces si (by,...,b,) anula al maximo comun
divisor también anulara a todos los polinomios del conjunto F', por tanto tenemos que

(b1,...,bp) € Vo (F).

De aqui obtenemos, puesto que (a1, ..., a,) pertenece a la variedad irreducible con (by,...,b,)
como punto genérico que (ai,...,a,) € V,(F). Con lo que se demuestra:

U Repn(R') C Vo (F).
R'eO

Con lo que queda demostrada la especificacion y con ello se termina la prueba de la correccion
del algoritmo.



Capitulo 7

Aplicaciones de los algoritmos

Una vez que hemos encontrado un algoritmo que resuelve el problema de encontrar un con-
junto de cadenas regulares M = {Ry,..., R;} de forma que dado un conjunto F' = {fi,..., fx}
se verifique:

l
= U Repn(R;)
i=1

Vamos a ver qué posibles aplicaciones puede tener el encontrar esta representaciéon mediante
cadenas regulares.
Antes de nada vamos a probar que:

URepn D =0< M=0. (7.1)

Por definicion de Rep,,(R;) tenemos que probar que
l
U U Vv]=0eMm=y,

i=1 \VEAIV,,(R;)

pero la parte de la izquierda es vacia si y solamente si AIV,,(R;) = 0 Vi 1 ,1. Dado que

todo punto es punto genérico de una variedad irreducible AIV,,(R;) = 0 Vi = ,1 siy solo
RZ,(R;) =0 Vi=1,...,1. Y por la definiciéon de cero regular el conjunto de ceros regulares es
vacio si y solo si R; = @ Vi =1,...,1 y esto ocurre si y solo si M = {).

Veamos las distintas aplicaciones del algoritmo:

7.1. Calcular la dimensién de una variedad y de un ideal

Teorema 7.1.1. Sea R una cadena regular en K|x1,...,x,]. Entonces Rep,(R) se descompone
en variedades todas ellas de dimension n — |R| y por tanto

dim(Repn(R)) =n — |R|

83
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Demostracion: Por definicion,

Repn(R)=|J V.
VEeAIV,(R)

Sea V € AIV,(R) y (a1,...,an) € RZ,(R) un punto genérico de V. Si utilizamos la definicién
de RZ,(R), vemos que se anade un elemento trascendente cuando no hay ningtn polinomio que
dependa de la ultima variable, por tanto vamos a afadir n menos el nimero de polinomios en
la cadena regular es decir, n — |R|. Y por ello todas las variedades tienen dimension n — |R)|.
Utilizando que una variedad arbitraria descompone en variedades irreducibles y que su dimension
es la dimensién de la variedad con dimensién més grande dentro de estas obtenemos que:

dim(Repn(R)) =n — |R|

O

De la formula (7.1) y del teorema anterior obtenemos que:
dim(V(F))=-1<& M =10 (7.2)
dim(V(F)) =n—min(|R1|,...,|Ri|) & M #0 (7.3)

Dado que el ideal A = (F'), tiene la misma dimension que V' (F') podemos usar lo anterior para
determinar la dimensién de A.

7.2. Resolver sistemas de ecuaciones algebraicas

Lo primero de todo, podemos decidir si el sistema
fi=0,...,fr=0
tiene ninguna, finitas, o infinitas soluciones: es consecuencia de (7.2) y (7.3) que
1. el sistema no tiene soluciones < M = ()
2. el sistema tiene finitas soluciones & M # 0y |R;| =n Vie {1,...,l}

3. el sistema tiene infinitas soluciones < existe un R € M con |R| < n

Tenemos la representacion de una variedad en términos de cadenas regulares,
l
Vo(F) = | Repn(Ry).
i=1

Para todoi € {1,...,l}, RZ,(R;) es el subconjunto de Rep, (R;) que contiene a aquellos elemen-
tos que son punto genérico de una de las variedades irreducibles asociadas a R;. Sabemos que si
Repy,(R;) tiene finitos elementos entonces las variedades irreducibles que lo componen tendran
también finitos elementos y por ello seran cero-dimensionales y su ideal asociado también por lo
tanto por el teorema 2.4.2 todos los puntos son genéricos y tendremos que

Repn(Ri) = RZ,(R;).



7.2. RESOLVER SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS 85

Cada uno de los conjuntos RZ,,(R1), ..., RZ,(R;) se puede calcular por sustitucion.

En el caso en que la variedad no sea cero-dimensional el calculo de RZ,,(R;) nos proporcionara
todos los puntos genéricos de la variedad, por lo tanto a partir de ellos podremos describir la
variedad.

Ejemplo 7.2.1. Consideramos el siguiente sistema de ecuaciones:

J1 =21 + 22 + 23 + 24,
fo := 1129 + ToT3 + T3T4 + T4T1,
f3 := x1T9w3 + Tox3T4 + T3T4X1 + T4XT1 T2,
f4 = X1X2X3T4 — 1.

Supongamos que hemos calculado la representacion mediante un nimero finito de cadenas
requlares de la variedad Vi({f1, f2, f3, fa}). Tenemos que que la variedad se representa por una
sola cadena regular, es decir:

Vi({f1, f2 f3, f1}) = Repa(R), donde R := {ziz} — 1,23+ x1,24 + 22}

Calculemos la dimension, vimos que dim(V (F)) = n—min(|R1|,...,|R;|) y en este caso solo hay
una cadena de dimension 3 y la dimension total es 4, obtenemos que la dimension de la variedad
es 1. Calcularemos RZ4(R), iremos calculando RZ1(R),RZ2(R),RZ3(R) y RZ4(R). Para ello
aplicaremos la definicion. Sabemos que RZ1(R) = {ala € Q trascendente sobre Q}, esto se
debe a que no hay polinomios solo en la variable T1. Tenemos que

RN K|xy, x5 = {x?z3 — 1}.

Por tanto
RZy({x22% — 1}) = {(a,1/a)|a € Q trascendente sobre Q}

U{(a,—1/a)|la € Q trascendente sobre Q},
esto se debe a la definicion de cero regular y a que x22% — 1 = (z129 — 1)(2122 + 1), ahora
calculamos RZs(RNK [x1, ..., x3]), como tenemos que esta interseccion anade el polinomio xs+x;
tenemos que

RZ3({x3x3 — 1,23+ z1}) = {(a,1/a, —a)|a € Q trascendente sobre Q}
U{(a, —1/a,—a)|la € Q trascendente sobre Q}.
Ahora calculamos RZy(R) como anadimos el polinomio x4+ x2 tenemos que:
RZ,y(R) = {(a,1/a,—a,—1/a)|la € Q trascendente sobre Q}
U{(a,—1/a,—a,—1/a)la € Q trascendente sobre Q}.

Con esto se obtienen los ceros genéricos de dos wvariedades irreducibles, a partir de ellos se
obtendrd la descripcion de la variedad al completo en este caso por ejemplo obtenemos

Vil{f1, f2, f3, f1} = {(a,1/a, —a,—1/a), a € QYU {(a,~1/a,—a,—1/a), a € Q}
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7.3. Pertenencia a un radical

Al igual que en apartados anteriores tenemos:
l
Vo(F) = | Repn(Ry).
i=1

Utilizando el algoritmo separate,, podemos decidir la pertenencia al radical de un polinomio g.
Sea I = (F), sea J = /I ysea g € K[x1,...,2,] un polinomio. Por el Teorema de los ceros de
Hilbert, tenemos que g € J si y solo si g € I(V(F)). Es decir que g se anule en V(F). Veamos
que g se anula en V(F) siy solo si para todo i € {1,...,1}, separate, (R;, g;) = (). Tenemos que
g se anula en V(F) = |J'_, Rep(R;) si y solo si se anula en Rep,(R;) para todo i € {1,...,1}.
Por definicion de punto genérico esto pasa si y solo si g se anula en el punto genérico y por por
definicion de Rep,, se anulara si y solo si se anula para todo a € RZ,(R;). Por especificacion
de separate,,, g(a) = 0 para todo a € RZ,(R;) si y solo si separate,(R;,g) = () para todo
ie{l,...,1}.
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