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Resumen

Resumen

Los Sistemas de Informacién Geogréfica o SIG son bases de datos que se
usan en multitud de contextos para asociar informacion geografica a una gran
variedad de datos (sanitarios, meteorolégicos, logisticos). En este documento
se hara una revisiéon de algunas de las técnicas y conceptos matematicos
subyacentes en dichos sistemas como son el sistema de coordenadas geogréfico
y las proyecciones cartograficas.
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Introduccion

Desde que el ser humano tiene uso de razon, siempre ha tenido la ne-
cesidad de comprender el mundo que le rodea. Esta inquietud provocé el
desarrollo de los primeros mapas, los cuales trataban de representar la su-
perficie terrestre y los elementos que se encontraban sobre ella; dando lugar
al nacimiento de una nueva disciplina: la Cartografia.

La Cartografia es la ciencia que aborda el estudio de diferentes sistemas
o métodos con el objetivo de reproducir a escala en un mapa una parte de
la superficie de la Tierra o su totalidad, de manera que las deformaciones
que se produzcan sean conocidas y estén acotadas dentro de determinados
limites o condiciones, dependiendo del uso requerido del mapa.

Antiguamente, toda la informacion relacionada con la superficie se pro-
cesaba de forma manual, por lo que todos los documentos cartograficos que
se realizaban eran confeccionados a mano por expertos cartégrafos con fines
muy especificos.

Mas adelante, la Cartografia experimenté un gran avance con la llegada
de la Informatica y los programas de calculo y dibujo asistido, que permitian
crear documentos cartograficos de forma mas sencilla y rapida. Sin embar-
go, la gestién de la informacion geogréfica proveniente de distintas fuentes
suponia todavia una tarea tediosa y complicada.

Anos mas tarde, con la incorporacién de la tecnologia a la Cartografia,
surgieron los primeros Sistemas de Informacion Geogrdfica (SIG). Los SIG
son sistemas informaticos orientados a la gestiéon de datos espaciales, cuyo
origen desencadend una revolucién en el campo de la Cartografia debido a
todas las ventajas que generaba su uso. Entre ellas, facilitaban los procesos
de asociacién entre los datos provenientes de diferentes fuentes, brindaban
apoyo para una sencilla toma de decisiones en planificacion fisica, etc.

En la actualidad, los SIG cada dia tienen més importancia, ya que la ma-
yor parte de la informacion utilizada en cualquier campo incluye su posicion
en el espacio. Por esta razon, los SIG estdn en continua evolucion, poten-
ciandose de manera progresiva sus capacidades en la toma de datos de forma
masiva. Esto provoca que cada vez ofrezcan mejores analisis en tiempos mas
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reducidos, permitiendo generar mapas personalizados y adecuados para cada
problema a resolver.

No obstante, cuando se trabaja con los SIG y con los mapas, hay que tener
en cuenta un par de aspectos importantes: por una parte, los métodos para
representar graficamente la Tierra sobre un mapa dependen de otras ciencias,
como la Geodesia (que trata de determinar la posicién de los puntos de la
superficie de la Tierra a partir de un sistema de referencia dado); por lo que
es necesario conocer los conceptos de estudio basicos de estas disciplinas a
la hora de trabajar conjuntamente con ellas. Por otra parte, es imposible
crear un mapa plano ideal que conserve dreas, angulos y longitudes (hecho
que demostré Gauss en 1828), debido a lo cual, en funcién del uso al que
esté destinado el mapa, se debera conservar alguna métrica en detrimento de
otras.

Motivacién y objetivos

El caracter multidisciplinar de los SIG y su uso en miltiples campos hacen
que tan solo un pequeno porcentaje de los millones de usuarios que utilizan
los SIG en el mundo sean gedgrafos.

Sin embargo, el adjetivo “Geografica” que llevan incorporado los SIG en
su nombre, provoca que en multitud de paises su investigacién y ensenanza
recaigan unicamente en los departamentos de Geografia, a pesar de que su
estudio sea bastante complejo y requiera de una buena base matematica e
informaética.

Debido a la gran importancia de los SIG en la actualidad, en este Trabajo
de Fin de Grado se tratara de revisar las principales técnicas y conceptos
matematicos subyacentes en dichos sistemas.

Por ello, se quiere alcanzar los siguientes objetivos:

= Demostrar el teorema Egregium de Gauss para justificar la inexistencia
de un mapa plano perfecto.

» Realizar una breve introduccién al campo de los Sistemas de Informa-
cion Geografica.

= Dar a conocer la historia de la red geodésica espanola.

= Presentar las principales proyecciones cartogrdficas existentes que pue-
den ser utilizadas por los SIG.
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Organizacion del documento

Los capitulos que conforman este documento y su contenido son:

» Introduccion: se establece el contexto histérico de los SIG, asi como
los objetivos que se pretenden conseguir con la realizacion de este Tra-
bajo de Fin de Grado. Ademas, también se incluye un breve repaso de
algunos conceptos basicos de dlgebra y calculo necesarios para entender
algunas demostraciones realizadas en el resto de capitulos.

= Capitulo 1. Las superficies regulares: se introduce toda la teoria
basica de la Geometria de Superficies, desde la definicién de las superfi-
cies regulares en R? hasta la curvatura de Gauss. Este ltimo concepto
es clave para el capitulo 2, ya que el teorema Egregium de Gauss hace
referencia a este concepto.

s Capitulo 2. El teorema Egregium de (Gauss: se enuncia y de-
muestra el teorema Fgregium de Gauss y sus principales consecuencias
directas entre la que destaca que no existe ninguna isometria entre un
abierto del plano y un abierto de la esfera.

= Capitulo 3. Los Sistemas de Informacién Geografica: se pre-
sentan el concepto de SIG y sus fundamentos. Ademas, se explica el
papel que juega la Geodesia en el campo de los SIG, ya que para poder
utilizar la informacién georreferenciada con rigor, se debe comprender
algunos de los conceptos de los que se encarga esta ciencia. Finalmente,
se da a conocer la historia de la red geodésica espanola.

» Capitulo 4. La Cartografia: se expone cémo realizar medidas sobre
una superficie esférica y los principales tipos de proyecciones cartografi-
cas que existen. Ademds, se muestra la 1ltima proyeccién que se ha
publicado en la actualidad: la proyeccién de J. Richard Gott, David M.
Goldberg y Robert J. Vanderbei.

Conceptos basicos de algebra y calculo

Para cerrar este capitulo, se hace un breve repaso de algunos conceptos y
teoremas importantes, que aunque se extienden mas alla de los limites de este
Trabajo de Fin de Grado y por ello no seran demostrados, son esenciales para
comprender con claridad algunos de los conceptos presentados en el resto del
documento.
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El contenido de este seccion se puede encontrar en cualquier libro de texto
de calculo diferencial avanzado, pero gran parte de esta seccién esta basado
en 1], [2] v [3].

Definicién 0.1. Sea V un espacio vectorial de dimension 2 sobre el cuerpo
real K=R dotado de un producto interior <,>. Se dice que una aplicacion
lineal f : V — V es autoadjunta si < A(v),w >=< v, A(w) > para todos
viw e V.

Definicién 0.2. Una isometria es una aplicacion ¢ : R" — R”™ tal que
©(v) - o(w) = v-w para todos v,w € R™; es decir, ||¢(V)|| = ||v|| para todo
v € R™.

Definicién 0.3. Una aplicacion f : X — Y es un homeomorfismo si es
continua, biyectiva, y su inversa también es continua.

Definicién 0.4. Un difeomorfismo f: U C R® — V C R" es una aplicacion
biyectiva que es diferenciable en U, y cuya inversa es diferenciable en V.

Definicién 0.5. Sea f : U C R®™ — R™ diferenciable, y sean fi,..., f,,. La
matriz jacobiana de f en p € U es una matriz m x n definida de la siguiente
forma:

oni ... 9h

o1, Oxy,
DfI—M —<8fi> - - .
P N j - : ) :
w1, x0) |, 0zjl, R Ofm| . Ofm
0951 P ax”l)

Observacién 0.6. Si f: U C R" — R™ es diferenciable y f=(f1,..., fm),
para cada punto p € U lleva asociada una aplicacién lineal df|,: R* — R™
denominada diferencial de f en p.

La aplicacién diferencial es la mejor aproximacién lineal en p a la funcién
f; v la matriz de esta aplicacion en las bases candnicas de R™ y R™ es la
matriz jacobiana de f en p; y en particular, la imagen por la diferencial del

vector i-ésimo de la base candnica es

82%’ P

Teorema 0.7. Regla de la cadena. Sean f : U C R" — V C R™ y
g:V CR™— R*. Entonces para p € U se tiene que d(go f)|, = dgl ) - df |-
En particular, la matriz jacobiana de (go f) en p serd el producto de la de g
en f(p) con la de f en p (en este orden).
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Teorema 0.8. Teorema de la funcion inversa. Sea F : U — V una
funcién diferenciable con Uy V abiertos de R". Sea p € U tal que dF|, es
isomorfismo. Entonces existen abiertos U' C U con p € U y V' C V con
F(p) € V' tal que F(U') C V' y Fly: : U — V' es difeomorfismo.

Observacién 0.9. El teorema [0.8 equivale a decir que si en un punto p € U
la diferencial de F' en p (dF|,) es un isomorfismo, entonces F' es un difeo-
morfismo en un entorno de p.

Teorema 0.10. Teorema de la funcion implicita. Sea U un abierto en
R™™ y f: U — R™ una funcién diferenciable en U. Dados p € R™ y q €

Of1,. oy fm
R™ tales que (p,q) € Uy f(p,q) = 0. Si la matriz (A fm)
6<$n+1, e ,:En+m) (p,q)
ofi . . ‘ ,
1<i<m  es tnversible, entonces existen abiertos V C R™ con p

(ﬁxj (pg) MH1ZIEn+m
eV, WCR™ con qge W, yuna funcion diferenciable o: V — W tal que:

1. Para todo z € V, (z,0(x)) € U.

2. Si (zyy) € (VxW) N U, entonces f(x,y) = 0 si y solo si y = ¢(z).
Observacién 0.11. Dado un sistema

filzr, oo Xy Tngty oo oy Tpgm) = 0

fm(xh <oy Ly Tty - - - >xn+m> = 0

que cumple las hipétesis del teoremal0.10| es decir, f; : U — R™ para todoi €

o f1,..., fm , )
{1,...,m}y U Jm) es inversible. Entonces de forma local se
8([En+1, s 7xn+m) (p,q)
pueden encontrar las todas las soluciones de forma diferenciable “despejando”
(Tng1y -y Tpem) en funcién de (xq, ..., z,).

Los conceptos que se presentan a continuacion se explican de forma pre-
cisa en [4].

Definicién 0.12. Un endomorfismo es una aplicacion lineal en la que el
conjunto inicial y el conjunto final coinciden.

Observacién 0.13. Si V es un K-espacio vectorial, un endomorfismo es
cualquier aplicacién lineal de la forma f:V — V.

Definicién 0.14. Un endomorfismo f : V' — V es diagonalizable si existe
una base de V' con respecto a la cual la matriz asociada a f es diagonal.
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Definicién 0.15. Sea (V,<, >) espacio euclideo, se dice que un endomorfis-
mo f:V — V es autoadjunto o simétrico si verifica que para todos u,v € V|
< fu),v>=<u,f(v) >.

Proposicién 0.16. Sea (V,<,>) espacio euclideo y sea f: V — V un endo-
morfismo autoadjunto. Entonces:

1. La matriz de f en cualquier base ortonormal de V' es simétrica.
2. f es diagonalizable.

3. Dos vectores correspondientes a distintos autovalores de f son orto-
gonales. En particular, existe una base ortonormal de V formada por
autovectores de f.

Finalmente, se recuerda al lector el proceso de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt en el que a partir de una base cualquiera puede calcularse una base
ortogonal:

Observacion 0.17. El método de Gram-Schmidt consiste en ir modificando
los vectores dados convenientemente de forma que cada uno sea ortogonal con
los anteriores. Sea {uy,us, ..., u, } la base de partida, entonces las férmulas:

€1 = Uy

Uiy €4 . . .
€; — U; + )\@161 + ...+ )\i,i—lei—l; )\imj = — <H€HJ2>’ VZ - {1,71},] € {1,2 — 1}
J

nos proporcionan una base ortogonal {ej, e, ..., €, }.

Observacién 0.18. Para obtener una base ortonormal a partir de la base
ortogonal obtenida con el método de Gram-Schmidt basta con dividir cada

vector de la base entre su norma. Es decir, si {ej, e, ..., e, } es la base ortogo-

nal encontrada, entonces {H 61H2, T 62”2, S
€1 €9

enHQ} es una base ortonormal.
€n



Capitulo 1

Las superficies regulares

Como en otras tantas ramas de las matematicas, Karl Fiedrich Gauss
(1777-1855) fue el primero en abordar sistematicamente el estudio de las su-
perficies del espacio euclideo o lo que se denomina Geometria Diferencial.
Sin embargo, Fuler fue el pionero de la teoria de superficies en su Introductio
in analysin infinitorum de 1748 (accesible en [5]), y en Recherches sur la
courbure des surfaces publicado en 1767 (accesible en [6]). También existen
otros precedentes que estudiaron la teoria de superficies, como por ejemplo,
Gaspard Monge en Applications de l'Analyse a la Géométrie de 1795 (accesi-
ble en [7]), pero fue Gauss el primero en examinarlas de forma precisa en sus
Disquisitiones generales circa superficies curvas publicado en 1828 (accesible
en [8]). En este dltimo texto, se pone ya de manifiesto el papel tan impor-
tante de la curvatura (conocida méas adelante con el nombre de curvatura de
Gauss) [11].

A lo largo de este capitulo se presentan qué son las superficies requla-
res en R3 (seccién y las superficies parametrizadas regulares (seccién
. También se exponen algunos conceptos relacionados con las superficies
regulares: la primera forma fundamental (seccién , el endomorfismo de
Weingarten (seccién y la sequnda forma fundamental . Ademas, el
estudio que se hace de las superficies regulares permitira definir con propie-
dad qué es la curvatura de Gauss (seccién , concepto clave para entender
el teorema FEgregium de Gauss y todas sus implicaciones (que se tratardn en
los siguientes capitulos).

Los conceptos y resultados que se muestran durante este capitulo se pue-
den encontrar en cualquier libro basico de Geometria de Superficies, pero
los principales libros de referencia son [1] y [2]. Otros libros bésicos donde
también se puede ampliar la informacién contenida en este capitulo son [9]
y [10].
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1.1. Superficies regulares en R’

Intuitivamente, una superficie reqular es “un subconjunto de R? que re-
sulta de tomar trozos de planos, deformarlos de forma suave y pegarlos sin
que se note dicha unién” [1], es decir, un subconjunto que carece de puntos
abruptos, bordes o autointersecciones.

Para dar una definicién matematica precisa de superficie reqular, se pre-
senta en primer lugar la definicion de subvariedad diferenciable.

Definicién 1.1. Una subvariedad diferenciable de R™ de dimension d es un

subespacio conexo S de R™ tal que para cada punto p € S existe una terna
(V,U,p) donde:

1. U es un abierto de S tal que p € U, es decir, U = U’'N S, siendo U’ un
abierto de R".

2. V es un abierto de R?.

3. ¢ : V = U es un homeomorfismo diferenciable tal que dy|, : R? — R"
es inyectiva para todo x € V.

Una superficie reqular es un caso particular de subvariedad diferenciable,
ya que es una subvariedad diferenciable de dimensién 2 en R3. Por ello, se
define de la siguiente forma:

Definicién 1.2. Una superficie reqular en R? es un subespacio conexo S de
R3, tal que para todo p € S existe una terna (V,U,x) donde

1. U es un abierto de S tal que p € U, es decir, U = U’'N S, siendo U’ un
abierto de R3.

2. V es un abierto de R2.
3. x : V — U es una aplicacién que cumple:

S1: x es C°, es decir, las tres componentes de la aplicacion x son C'*°.
S2: x: V — U es un homeomorfismo.

S3: dx|, : R? — R3 es inyectiva para todo q € V.
Observaciéon 1.3. De la definicion se puede deducir lo siguiente:

s Si x es C°, también es continua. Por lo tanto, la condicién S2 anade
que X sea biyectiva y que su inversa x~! : U — V sea continua.
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» La matriz de dx|, en las bases candnicas es la matriz jacobiana de x en

q (es decir, Dx|, = Eaéfl’t—’y:u;) q). Por consiguiente, dx|q(1,0):g—z(q) -
ox

xu(q) y dx\q(O,l):%(q) = X,(q). Esto quiere decir que la condicién S3

equivale a comprobar que los vectores {x,(q),x,(q)} sean linealmente
independientes para todo ¢ € V', es decir, que x,(q) Ax,(q) #0Vq € V.

Definicién 1.4. La aplicacién x se denomina parametrizacion (o sistema
coordenado) en p, U es un abierto coordenado, y la terna (V,U,x) es una
carta local en p.

Notaciéon 1.5. Se usara el término diferenciable para referirse a aplicaciones
infinitamente diferenciables o de clase C°.

Definicién 1.6. Sea S una superficie regular, un conjunto de cartas locales
{(V;,U;,x;) | 1 € I'} tal que S= |J U; se denomina atlas de S.

iel
Definicién 1.7. Sea S una superficie regular, y sea F': S — R" una aplica-
cién. Si (V,U,x) es una carta local de S, se denomina expresion local de F en
esta carta a la aplicacién Fox:V — R".

Observacién 1.8. Con la notacién de la definicién se tiene:

v £ Rre

Tx /‘Fox (1'1)
v

Definicién 1.9. Sea F': S; — S5 una aplicacion entre dos superficies regu-
lares Sy y Sa. Si (V1,U;,x1) es una carta local de Sy en p, y (V2,Us,x3) es una
carta local de Sy en F(p) tales que F(U;) C Us, se denomina expresion local
de F en estas cartas a la aplicacién f = x;l oFoxy:V] — Vs

Observacién 1.10. Con la notacién de la definicién [1.9] se tiene:

U, 5o,
Txr T (1.2)
i Low

En general, utilizando la definicién [1.2] puede resultar dificil comprobar
si un determinado subconjunto S C R? es una superficie regular o no. Por
ello, se enuncia a continuacién un criterio para determinar si un cierto sub-
conjunto S es una superficie regular o no, independientemente de las posibles
parametrizaciones que admita.
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Proposicién 1.11. Sean U un abierto de R?, f: U= R una aplicacién dife-
renciable, y S = {(z,y,2) € U | f(z,y,2)=0}. Si df], : R* = R es sobreyectiva
para todo p € S, entonces S es una superficie reqular.

Demostracion. Sea p € S, es decir, f(p) = 0. Debido a que df|, es sobre-

yectiva Vp € S, es decir, (a—f(p),g—f(p)ug—f(p)) # (0,0,0), la matriz jacobiana
y 2

ox

tiene rango 1 y es inversible. Utilizando el teorema de la funcién implicita
(teorema|0.10)), existen abiertos V.C R?, W C R, y una funcién diferenciable
w: V.= W tal que:

LV (xy) €V, ((xy)pxy)) € U.
2. Si (x,y,2) € (VxW)NU = (x,y,2) € S & f(x,y,2) =0 < 2z = o(x)y).

Entonces, la carta local (V, (VxW)NU, ¢) que se construye en (x,y,z) con
»(X,¥)=(%,¥,¢(X,¥)) cumple todas las condiciones de la definicién (1.2, y por
lo tanto, S es una superficie regular: V es abierto de R?; (VxW)NU es abierto
de U, luego es abierto de S; ¢ es continua por serlo todas sus componentes
y es homeomorfismo pues su inversa en la proyeccion sobre las dos primeras
coordenadas; y finalmente, dado que la matriz jacobiana de ¢ (de tamano
(2x3)) tiene como submatriz a I, (rango 2), se tiene que di), es inyectiva
para todo q €V.

m

Ejemplo 1.12. La esfera S? = {(x1, 72, 23)€ R® / 23 + 23 + 22=1} es por la
proposicién [1.11] una superficie regular:

Demostracién. Tenemos que F(x,y,z)= z? + z3 + 22 — 1, luego su matriz
jacobiana es dF|,=(2x1,222,223). La matriz jacobiana es sobreyectiva si, y
solo si, dF|,=(0,0,0) <= 2z1=22,=223=0. El tnico punto para el que esto
ocurre es el punto (0,0,0) € S?, luego se cumple la proposicién y por lo
tanto, S? es una superficie regular. O

Ejemplo 1.13. Un plano 7 de es ax 4 by + cz + d = 0 es por la proposicién
[1.11) una superficie regular:

Demostracion. Tenemos que F(x,y,z)= ax + by + cz + d, luego su matriz
jacobiana es dF|,=(a,b,c). La matriz jacobiana es sobreyectiva si, y solo si,
dF|,=(0,0,0) <= a=b=c=0. Esto quiere decir que cualquier plano de ecua-
cién ax + by + cz +d = 0 con (a,b,c) # 0 es una superficie regular por la
proposicion [1.11} O
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1.2. Superficies parametrizadas

Para realizar un estudio local de una superficie no es necesario utilizar
la definicién de superficie reqular (definicién , ya que se puede ser me-
nos estricto y utilizar el concepto de superficie parametrizada regular que se
presenta a continuacion.

Definicién 1.14. Una superficie parametrizada reqular es una aplicacién
diferenciable, x : V. — R3, donde V es un abierto conexo de R? y tal que
dx|q : R* = R? es inyectiva para todo q € V.

Observacién 1.15. Si (V,U,x) es una carta local de una superficie regular
S, entonces x : V — U C R? es una superficie parametrizada regular. En la
definicién anterior, no se pide que x : V. — x(V) sea homeomorfismo.

La siguiente proposicion demuestra que se pueden extender los conceptos
locales de una superficie reqular a superficies parametrizadas requlares como
se indicaba al comienzo de esta seccién:

Proposicién 1.16. Sea = : V C R? — R3? una superficie parametrizada
reqular y q € V. Entonces existe un entorno U de q en R? tal que z(U) C R3
es una superficie reqular.

Demostracion. Sea x(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), se puede suponer por

regularidad que ggi’ g; # 0. Sea entonces F : V x R — R3 definida por
’ q
F(u,v,w) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v) + w) tal que (u,v) € V,w € R, se tiene
O(z,y)
det(dFy)=——"= .
que de ( q) 3(u,v) o 7é 0

Por el teorema de la funcién inversa (teoremal0.§)), existen entornos abier-
tos Wi de q, y Wy de F(q) tal que F : W; — W5 es un difeomorfismo. Por
lo tanto, si U = Wi NV, se tiene que F|y = x|y, vy x(U) es una superficie
regular por ser x(U) difeomorfo a U. O

Definicién 1.17. Sea x : V — R? una superficie parametrizada regular, y

sea v € V. Dado que dx|, : R* — R? es inyectiva, su imagen es un plano de
R2.

» Se denomina plano tangente a x en v al plano vectorial Im dx|,.

» Se denomina plano afin tangente a x en v al plano afin x(v)+Im dx|,.

U /\ v
» Se denomina vector normal ax en v al vector Ny (v)= | |X Evg /\ x Evi T
Xu (V) A Xy (V
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» Se denomina recta afin normal a x en v a la recta ortogonal a Im dx|,
que pasa por x(v).

Notacién 1.18. El plano vectorial Im dx|, se denota por T\ (x).

Dada una superficie regular y un punto de dicha superficie, en general
pueden existir varias parametrizaciones para cubrir dicho punto y su entorno
(quizé infinitas). Es razonable preguntarse que ocurre cuando se expresan los
puntos de este entorno en unas u otras coordenadas, asi como la relacion exis-
tente entre ambas expresiones. Para ello, se tienen las siguientes definiciones
y resultados:

Definicién 1.19. Se denomina cambio de pardmetros en R? a todo difeo-
morfismo ¢: V. — W, siendo V y W abiertos conexos de R2.

Definicién 1.20. Se dice que un cambio de parametros ¢: V. — W conserva
la orientacién si det D¢|q >0 para todo q € V, y que la cambia si det Dg|q <0
para todo q € V.

Proposicién 1.21. Sean x : V — R3 una superficie parametrizada reqular,
¢: U— V un cambio de pardmetros tal que q € U, e y : U — R3 definida
por y = x o ¢. Entonces y es una superficie parametrizada reqular, y ademds
Imx =1Imy.

Demostracion. y es C™ por serlo x y ¢; y ademés dy|q= dx|4q) © do|q €3
inyectiva por ser composiciéon de inyectivas (dado que dx|yq) es inyectiva y
d¢|q es biyectiva).

Finalmente, V q, dado que y(q)=x(¢(q)), se tiene que Im y C Im x. Por
otro lado, como ¢ es biyectiva por ser un cambio de pardametros, se tiene que
x(q)=y(¢7'(q)), luego Im x C Im y. Por lo tanto, Im x = Im y. O

Proposicién 1.22. Sea « : V — R? una superficie parametrizada reqular, vy
sea v e V.

1. {xy(v), z,(v)} es base de T,(x).
2. 8i¢ : U— Vesun cambio de pardmetros e y = x o ¢, entonces:

= Tu(y) = Ty(u ().
w Sea By = {Y,1 (W), Yo (W)} ¥ Bz = {®01(p(0)), 202(¢(w))}. La ma-

triz de cambio de base de By a [ es la matriz jacobiana de ¢ en
u.

» Ny(u) = £N,(¢(u)), donde el signo es + si ¢ conserva la orien-
tacion, y — si la cambia.
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Demostracion.

1. Dada la aplicacién dx|,: R? — R? una base de Im dx|,=T,(x) es

{dx|v(1,0),dx|v(0,1)} = {xu(v)xu(v)}.

2. De la igualdad y = x o ¢, y utilizando la regla de la cadena se deduce
que dyly = dX|s) © dplu. Como dg|y: R? — R? es isomorfismo, se
tiene que Ty(y) = Im dy|o=Im dx|sm)= Ty (x).

A partir de la igualdad de matrices Dy, = DX|g) - Do|u, se deduce
que la matriz de cambio de base es D¢|, (matriz jacobiana de ¢ en u).

(
Yur (1) Ay,o(u

)
1Y (1 )/\yu ()]
togonal a T, (y) y la base {y,1, Yu2, NVx(¢(u))} esté orientada positiva-

mente.

es un vector unitario or-

Se deduce que Ny(¢p(u)))=

Para concluir, y puesto que el determinante del cambio de base de By =

{Yur(0), y0(u), £Nx(6(0)) } a By = {Xu1(d(u)), Xu2(d(u)), Nx(d(u))}

es positivo, donde el signo es + si ¢ conserva la orientacion y — si la
cambia, se tiene que Ny(u) = £Ny(p(u))

[

Corolario 1.23. Sea S una superficie parametrizada regular y sea p € S.
Sean x e y cartas locales en p tales que x(u) = p = y(v). Entonces se tiene

que Ty(x) = Ty(y).

Demostracion. Aplicando la proposicién [1.22] en un entorno de v se tiene
que y = x o ¢, donde ¢p=x""! o y. Por consiguiente, ¢(v)=u. ]

Observacién 1.24. Dado un punto p € S que esta en la interseccién de
dos cartas, la matriz del cambio de base entre las bases de T,(S5) asociadas
a ambas cartas es la matriz jacobiana de ¢. Luego ambas bases definen la
misma orientacién si su determinante es positivo (es decir, si el cambio de
base conserva la orientacién en la componente conexa que contiene a x 1), y
cambian la orientacién en caso contrario.

Gracias al corolario anterior, se puede dar la siguiente definicion de plano
tangente a una superficie ya que no depende de la carta local escogida:

Definicién 1.25. Sea S una superficie parametrizada regular y sea p € S.
El plano tangente a S en p es T,,(S) = 1y(x), donde (V,U,x) es una carta
local en p con x(v) = p.
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Finalmente, para cerrar esta seccion, se debe definir lo que se entiende
como funcion diferenciable entre superficies.

Definicién 1.26. Se dice que la aplicacion f : S; — Sy entre las superficies
S1 v Sy es diferenciable en p € S si lo es como aplicacién de S; en R3. Se
dice que f es diferenciable si lo es en todos los puntos de .S;.

Definicién 1.27. Sean S; y S, superficies regulares, y F' : S; — Sy una
aplicacion diferenciable entre ellas. La aplicacién dF), : T,(S1) — Tpep)(S2)
es la diferencial de F' en p.

Observacién 1.28. La definicién se puede extender al caso en el que
se tiene una superficie regular S y F': S — R" una aplicacion diferenciable.
Ademas, como consecuencia de la regla de la cadena (teorema, si (V,U,x)
es una carta localde S, p € S,y f = Fox:V — R" es la expresién local en
dicha carta. Si /5 es la base de T,(S) correspondiente a esta carta, entonces
la matriz de dF}, en las bases 3 y la candnica es la matriz jacobiana de f en

x1(p). Es decir:

F dF,

u — R T,(S) R™
Tx /lFox = dex_1(p) /‘dfx_1(p) (13)
Vv R2

1.3. Primera forma fundamental

Las cartas y los atlas permiten estudiar superficies del espacio tridimen-
sional mediante geometria plana. Sin embargo, para que las medidas en el
plano se correspondan con las del espacio se debe usar una nueva medida en
el plano que viene dada por una forma cuadratica que puede ser diferente en
cada punto: la primera forma fundamental.

La primera forma fundamental es la expresion de como una superficie
hereda el producto escalar euclideo de R3, y permite hacer mediciones sobre
una superficie del espacio (medir longitudes, dngulos y areas) [2]. Utilizar la
primera forma fundamental para realizar estas mediciones resulta muy senci-
llo por como esta definida, aunque de momento no se hara una explicacién de
como se realizan estas mediciones, y se explicara mas adelante en la seccién
411

En esta seccién solo se presentard la primera forma fundamental para
poder entender con rigor otros conceptos importantes como son el endomor-
fismo de Weingarten (seccién o la sequnda forma fundamental (seccién
, y para demostrar en el capitulo [2| el teorema Egregium de Gauss.
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Definicién 1.29. Sea x : V — R? una superficie parametrizada regular, y
sea v € V. La primera forma fundamental de x en v es la restriccion del
producto escalar euclideo de R?® a T, (x). Esto es, la aplicacién:

I, Ty(x) x Ty(x) = R

IV<W]_,W2) = W3 - Wo (14)

Observacién 1.30. Si y=xo¢: U — R? donde ¢ es un cambio de pardmetros,
entonces para todo u € U se tiene que Ty (y) = Tyw)(x) (consecuencia de la
proposicién y del corolario . Por lo tanto, I3 = I, ya que ambas

son la restriccién de la misma forma bilineal en R3.

Definicién 1.31. Sea S una superficie regular, y sea p € S. La primera forma
fundamental de S en p es la restriccién del producto escalar euclideo de R3
a T,(S). Esto es, la aplicacién:

I, :T,(S) x T,(S) = R
L(v,w)=v-w (1.5)

Proposicién 1.32. Sea = : V — R3 una superficie parametrizada regular
(podria tratarse de una carta local de una superficie reqular S). Sea v € V,
entonces la matriz de I, en la base {x,(v), x,(v)} es la matriz:

(39 5

donde E(v) = x,(v) - z,(v), F(v) = x,(v) - ,(v) y G(v) = x,(v) - z,(v). En
particular, E, F, G: V — R son funciones C°.

Demostracion. En general, si f: V. x V — R es una forma bilineal y se tiene
una base 8 = {ej, ey,...,e,} de V, entonces la matriz de f en la base (3 es

A=(f (e, €5))1<ij<n-
Sabiendo esto, sea = {x,(v),x,(v)}, vy f=I,. La matriz de f en 3 es

11 a2 .
, donde:
Q21 Q22

a1 = Iy(xu(v), xu(v)) = xu(v) - xu(v) = E(v)
a1y = Iy (xu(v), X, (V) = x4(V) - X, (V) = F(v)
azn = Iy(%,(v), X4 (V)) = X4 (V) - X (V) = X4 (V) - X0 (V) = F(v)
az = Iv(x4(v), %4(v)) = %,(v) - x,(v) = G(v)
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Definicién 1.33. Las funciones E, F y G se denominan coeficientes de la
primera forma fundamental de la parametrizacion x.

Observacién 1.34. Sea x : V — R? una superficie parametrizada regu-
lar (podria tratarse de una carta local de una superficie regular S), y sea
p=x(v) con v € V. Dados w = (w1,w2)3 y 2 = (21,22)8 € T,(5) donde
B = {xu(v),x,(Vv)}, entonces:

won= o) = (56 £60)-(2) -

:U}1'Zl'E(V)+<U}1'Zg+w2'21)’F(V)‘i‘UJQ'ZQ'G(V)

Corolario 1.35. Para todo v € V, se cumple que E(v) > 0, G(v) > 0y
E(v) - G(v) — F(v)* > 0.

Demostracion. Los vectores x,(v) y x,(v) forman una base, por lo que son
vectores no nulos y sus médulos son siempre positivos. Por lo tanto,

Por otro lado, si 0 es el angulo que forman x,(v) y x,(v), se tiene que:

ea(v) A (VI + (u(v) 3, (V)7 =
a1 - 1o ()11 - sen ()] + [[cu ()] - [l ()] - cos(@)” =

(V)P - [ (V)]
De lo que se deduce que:

E(v) - G(v) = F(v)* = |u(v) (V)" = (xu(v) - xu(v))*
= |xu(v) Ax, (V)" > 0

siendo el tltimo término positivo por ser x,(v) y X,(v) linealmente indepen-
dientes. n
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1.4. Endomorfismo de Weingarten

Antes de presentar el endomorfismo de Weingarten veamos algunos re-
sultados y definiciones que ayudaran a comprender este concepto.

Proposicion 1.36. Sea S una superficie reqular, y supongamos que existe un
atlas de S, {(V;,U;,@;) | i € I}, tal que el cambio de carta ;' o x; conserva
la orientacién en todo el abierto ;' (U; N U;) para todos i,j € 1. Entonces la
aplicacion N : S — S? dada por N(p) = N, (p) si p € U; estd bien definida
y es diferenciable. Ademds, N(p) es un vector unitario y ortogonal al plano
T,(S), para todo p € S.

Demostracion. N esta bien definida ya que si p € (U; N Uj), usando la pro-
posicién se tiene que Ny, (p)=Ny,(p), ya que X;l o X; conserva la orien-
tacion por hipotesis. Ademas, N es diferenciable ya que su restriccion a U;
(N|y, = Ny,) loesViel

Finalmente, dado p € S, N(p) es ortogonal a T,(S) ya que N(p)=N,, (p),
y es unitario pues || Ny, (p)[|=[|N(p)||=1. O

Definicién 1.37. Una aplicacién N : S — S? diferenciable, y tal que N(p)
es un vector unitario ortogonal a T,(S) para todo p € S, se denomina campo
normal unitario a S o aplicacion de Gauss de S.

Lema 1.38. T,(S)=Tn)(S?) para todo p € S.

Demostracién. Sea x: V. — U C S*(0,1) tal que (V,Ux) es carta local, y
B={xy(v),x,(v)} una base de Ty (x).

Vv=(uv) € V, p=x(v) € §* = ||x(v)||* = 1. Derivando respecto de u y
v se tiene que:

2x,(v) -x(v) =0
2x,(v) -x(v) =0

Por lo tanto, x(v) es ortogonal a Ty (x), y como ||x(v)|| = 1, se deduce que
Ny(v) = £x(v).

Finalmente, dado que Ng2(N(p)) = £N(p) = T (S?) L N(p), y a
la vez se tiene que T,(S) L N(p), se deduce que T,(S)=Tn()(S?) como se
queria demostrar. [

Ejemplo 1.39. La aplicacién dN, : T,(S) — T (S?) = T,(S) es un en-
domorfismo como consecuencia del lema [1.38

Definicién 1.40. Se dice que una superficie S es orientable si existe una
aplicaciéon N: S — S? tal que para todo punto p € S, N(p) es un vector
ortogonal y unitario a S en p.
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Mas que la propia aplicacion N, resulta mas interesante estudiar su va-
riaciéon segin nos movemos por la superficie S, ya que nos indica cémo se
“deforma” la superficie en todas las direcciones. Es decir, es interesante estu-
diar la diferencial, conocida con el nombre de endomorfismo de Weingarten.

Durante esta seccién, S denota una superficie regular orientada por un
campo normal unitario N : S — S%. A pesar de ello, como los conceptos
son locales, para las definiciones e interpretaciones basta pensar en que se
tiene una superficie parametrizada x: V — R3 y su campo normal unitario
N L xXu(V) Axy (V)

x(V)= :
D) Axy (V)] o

Sin embargo, antes de dar una definicién rigurosa del endomorfismo de
Weingarten, es preciso presentar el siguiente lema:

Definicién 1.41. Se denomina endomorfismo de Weingarten de la superficie
orientada S en p a la aplicacion lineal:

Ap = Tp(S) — Tp(S)
Ay(w) = —dN,(w) (17)

Notacién 1.42. Sean (V,Ux) carta local de S en p, p=x(v) € S, v € V,
entonces N=Nox: V' — R? es la expresién local de N : U C S — R3 en esa
carta.

Proposicién 1.43. El endomorfismo de Weingarten es simétrico o autoad-

junto respecto de la primera forma fundamental, es decir, para cualesquiera
w, z € T,(9), I(Ap(w), 2) = [(w, 4,(2)).

Demostracion. Sean (V,U,x) carta local de S en p, p=x(v), v € V, y la base
B={xu(v),x,(v)} de T,(S) asociada a esa carta.

Dado que la matriz en la base 8 y en la base canénica de d N, es la matriz
jacobiana de N en v, se tiene que d N, (x,(v))= Nu(v) y dN,(x,(v))= Ny(v).

Aunque hay que probar que para todos v, w € T),(5), A,(v)-w = v-A, (W),
es suficiente probarlo para dos vectores que formen una base de 7,(S) (ya
que realizando combinaciones lineal de los elementos de la base de T,,(5), se
podrian obtener cualesquiera v,w € T,(5)). En particular, como /5 es una
base de T,(5), A, es autoadjunto < A, (x,(V)) - X, (V) = x,(V) - Ay (x,(V)).

Como A,=—dN, (definicién , se observa que:

A, es autoadjunto <= A,(x,(V)) - X, (V) = x,(v) - A,(x,(V))
= —dNy(xu(v)) - X(v) = x4 (V) - (=dNp(x4(v)))
= Ny(v) - %y (V) = x4 (V) - Ny(v)
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Dado que N(v) = N(x(v)) = N(p), se deduce que N(v) es ortogonal
a T,(S) Vv € V. Esto implica que para todo v € V, N(v) - x,(v)=0 y
N(v) - x,(v)=0.

Derivando la primera igualdad respecto de v, y la segunda respecto de u
se tiene que:

No(v) - %u(v) + N (v) - x0(v) =

— N, (v) - %4 (V) = =N(V) - Xy (V)
Fu(¥) - () + F(¥) - Xu(v) = 0 =

(V) - %u(v) = =N (v) - X (V)

S

Finalmente, como N (V) - Xy, (V)=N (V) - X, (V) por ser x una aplicacién
diferenciable, e igualando los resultados anteriores queda la igualdad buscada:
Nu (V) - x, (V) = x4(V) - Ny(v). O

Corolario 1.44. Sea S una superficie orientada por Ny p € S. 5i 8 es una
base del plano tangente T,(S) formada por autovectores ortogonales con la
misma norma, entonces la matriz respecto de la base 5 de endomorfismo de
Weingarten es simétrica.

- . (G111 412 :
Demostracion. Si < es la matriz de A, respecto de la base {wy, w2}
Q21 Q22

constituida por vectores ortogonales con la misma norma, entonces se deduce
que:

Ap(wr) = arg - wy + agy - wy

Ay(ws) = aga - wy + ag - wy

Al multiplicar los dos miembros de la primera igualdad escalarmente por
wy, y los de la segunda por wy se obtiene < A,(wy), ws >= ag;- < wa, we >,
y < wy, Ay(wy) >= ay2- < wy, wy > respectivamente.

Como A, es autoadjunto, y wy y wy tienen la misma norma R # 0, se
deduce que ag; - R = R - a1z = ag = a12 = A, es simétrica. O

Corolario 1.45. El endomorfismo de Weingarten A, es diagonalizable.

Demostracion. Las matrices simétricas A con coeficientes en el cuerpo R de
los nimeros reales son diagonalizables, simultaneamente, por congruencia y
semejanza, es decir, existe una matriz cuadrada invertible P cuya traspuesta
es su inversa, de forma que el producto P-A-P~! es una matriz diagonal [10].
Aplicando este resultado a la matriz A, del endomorfismo de Weingarten en
p € S, que sabemos que es simétrica como consecuencia del corolario |1.44] se
deduce que A, es diagonalizable. O

Observacién 1.46. El corolario también se podria haber demostrado
aplicando el resultado de la proposicién [0.16]al endomorfismo de Weingarten,
esto es, tomando V=T,(95), f=A, y <, >=I,.
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1.5. Segunda forma fundamental

La sequnda forma fundamental permite estudiar la relacién existente entre
una superficie y el espacio que la contiene. Sin embargo, en este documento
no se desea realizar un estudio tan exhaustivo de ella, por lo que el lector
interesado que desee profundizar en dicha relacién debera acudir a libros de
texto como [1].

El objetivo de esta seccidon es presentar los conceptos de sequnda forma
fundamental y de curvatura normal de una superficie; y mostrar algunos
resultados que permitan relacionar todos los conceptos vistos hasta el mo-
mento. Ademas, estos dos conceptos seran importantes en la seccién ya
que la curvatura de Gauss se puede definir en funcion de ellos.

A lo largo de esta seccién (V,U,x) es una carta local de S, y S una super-
ficie regular orientada por un campo normal unitario N : S — S2.

Observacién 1.47. Si f: V — V es autoadjunto o simétrico respecto de
un producto escalar <,> en V, entonces la aplicacion V x V — R definida
por (v,w) = < f(v),w >=< v, f(w) > es una forma bilineal simétrica. En
particular, como A, es autoadjunto respecto de la primera forma fundamental

(proposicién [1.43)), se tiene la definicién [1.48|

Definicién 1.48. La sequnda forma fundamental de S en p es la forma
bilineal simétrica asociada al endomorfismo de Weingarten, es decir, es la
aplicacién:

I1,: T,(S) x T,(S) —» R
IT(v,w)=A,(v) - w=v-A,(w) (1.8)

Observaciéon 1.49. También se denomina sequnda forma fundamental de S
en p a la forma cuadratica:

1, : T,(S) =+ R
IT(w)=A,(w) -w (1.9)

Ejemplo 1.50. Veamos cudl es la segunda forma fundamental de un plano
y de una esfera de centro C y radio r.

1. Dado un plano afin S y w un vector unitario (es decir, ||w||=1) orto-
gonal al plano , es decir, w L T,,(S) Vp € S, se tiene que N(p)==xw.

Por lo tanto, dN,=0 VpeS = A, (w) = 0 VpeS = II,(w) = 0 VpeS.
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2. Sea S una circunferencia de radio r y centro C, y w un vector unitario
ortogonal a S, primero utilizamos un razonamiento andlogo al visto en

el lema para calcular N(p) Vp € S:

Dados x: V. — U C S*(C,r) tal que (V,Ux) es carta local, y tal que
f= {x,(v),x,(v)} es base de Ty (x). Entonces para todo v=(u,v) € V,
x(v) € §?(C,r) = ||x(v) — C||? = r% Derivando respecto de u 'y v se
tiene que:

Por consiguiente,

luego Ny(v) =+
Ahora bien, dado p € S, se observa que Vp € S:

— I
b C:de:i dip)

r r

2
w w
= A,(w) = :F? = II,(w) = :Fu

N(p) ==+

r

1
Finalmente, como w es un vector unitario, IL,(w) = F— Vp € S.
r
Definicién 1.51. Seap € S, w € T,,(5) tal que w # 0. Se denomina curvatura
w
[Iwl|

Observacion 1.52. La curvatura normal en la direccién w coincide con la
curvatura normal en la direccion Aw si A 0.

normal de S en p al valor 11, y se denota por k,(w,p).

Ejemplo 1.53. Veamos cual es la curvatura normal de un plano y de una
esfera de centro C y radio r. Con el fin de no repetir los calculos efectuados
en el ejemplo [I.50] utilizamos los resultados obtenidos en dicho ejemplo.

1. Sea S un plano afin, se probé que II,(w) = 0 Vp € S, y en particular,
esto vale para todo w € T,(5). Por lo tanto, k,(w,p)=0 Vp € S.

2. Sea S una circunferencia de radio r y centro C, se prob6 que Vp €S,

2
IL,(w) = :FM. Por lo tanto, si w es un vector unitario tal que
r

1
we T,(5), k:n(w,p):Hp(w):ZF; VpeES.
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Proposicién 1.54. Sea p=x(v) con v € V. La matriz de 11, en la base

{x,(v), z,(v)} es la matriz
e(v) f(v)
(f('v) g<v>) (1.10)

donde:

= —N,
F(v) = =Ny(v) - @(v) = Nv(v) . (v) = N(v) - @u(v)
~7J ’U(v>

O
8
<
I
=,
§
8

En particular, e, f, g: V. — R son funciones C'*°.
Demostracion. En la demostracién de la proposicién se demostré que:

Ap(xu(v)) = =dN,(x,(v)) = =Nu(v)
Ap(x(v)) = —dN, (x,(v)) = =Nu(v)

También se demostré que N(v)-x,(v) =0 Vv € V. Si se deriva respecto
de u en esta ocasion se tiene que:

Nu(v) - x4, (V) + N(V) - X (V) = 0= =Ny (V) - xu(V) = N(V) - Xy (V)

Finalmente, de la construcciéon de una matriz de una forma bilineal se
deduce que:

e(v) = I(xu(v), xu(v)) = Ap(xu(V)) - Xu(V)
—Nu(v) X, (V) = N(v) X (V)

Los coeficientes f y ¢ se obtienen de manera analoga. O

Definicién 1.55. Las funciones e, f, g se llaman coeficientes de la sequnda
forma fundamental en la carta (V,U x).

Proposiciéon 1.56. Sea S una superficie regular orientada y p € S. Sea [3
una base cualquiera de T,(S), y sean M la matriz de A,, N la matriz de 11,
y P la matriz de I, (todas ellas en la base B). Entonces M=P~'-N. Ademds,
si B es una base ortonormal, M=N.
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Demostracion. Sea w=(wy,ws)g, se observa que:

Ayw) =1 (01 = () 01

W2

[L(w) = L(A) (W), w) = [(w1,ws) - M] - P (wl)

%)
w
= (wy,wy) - (M"- P) - ( 1)
Wa

Por lo tanto, la matriz de I, en 5 es N=M’. P — N'=P*. M.

Como N y P son simétricas por ser las matrices de formas bilineales
simétricas, se tiene que N=N!=P?! . M=P-M. Ademds, como P es invertible
por ser I, un producto escalar, se obtiene que M=P~! - N como se queria
probar.

Finalmente, si # es una base ortonormal, entonces P=Id = M=N. ]

Corolario 1.57. Sea S una superficie reqular orientada y p=x(v) € S. Sea
B = {xu(v),z,(v)} una base de T,(S). Entonces la matriz de A, en la base

B es:

1 (G(v)e(v) — F(v)f(v) G(v)f(v) = F(v)g(v) )
E(v)G(v) — F*(v) \E(v)f(v) = F(v)e(v) E(v)g(v) — F(v)f(v))

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la proposicion ya que las

_ _(E(v) F(v) _(ev) f(v)
matrices de I, y IT, en T,(S) son P= (F(V) G(v)) YR (f(V) 9<V)g

respectivamente.

1.6. Curvatura de Gauss

En esta ultima seccion se presenta el concepto de curvatura de Gauss que
trata de asociar a cada punto de la superficie un nimero que, en funcién de
su signo y su valor algebraico, tendra un significado geométrico diferente.

Ademas, la curvatura de Gauss relaciona la primera y la segunda forma
fundamental, ya que se puede calcular a partir de los coeficientes de am-
bas formas fundamentales; y serd esencial para poder demostrar el teorema
Egregium de Gauss en el capitulo [2|

Sin embargo, antes de definir con rigor este concepto, se necesitan todavia
algunos conceptos y resultados que se exponen a continuacion.

Proposicién 1.58. Sean S una superficie reqular orientada y p € S un punto
arbitrario. Entonces A, tiene dos autovalores (iguales o distintos), y existe
una base ortonormal de T,(S) formada por autovectores de A,,.
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Demostracion. Como A, es un endomorfismo autoadjunto, entonces es dia-
gonalizable (corolario y tiene dos autovalores simples distintos o uno
unico doble. En el caso de que haya dos distintos, los espacios de autovectores
tienen dimension 1 y son ortogonales entre si, por lo que basta con escoger
un vector unitario de cada espacio de autovectores para tener una base or-
tonormal de autovectores. Para el caso en el que haya un autovalor doble, el
espacio de autovectores tendrd dimensién 2, luego coincidira con todo T),(S)
y se podra elegir cualquier base ortonormal. O

Proposicién 1.59. Sean S una superficie reqular orientada y p € S. Sean
ki(p) y k2(p) los autovalores de A, (con ki(p) > ka(p)) y sea f={e1, ex} una
base ortonormal de T,(S) formada por autovectores de A, (es decir, para
ie{1,2}, A,(e;) = ki(p) - €). Entonces se tiene que:

1. Si w=\; - € + \y - ey es unitario (es decir, A2 + \3 = 1), entonces
kn(w,p) = A2 - ky(p) + A3 - ky(p). En particular, k,(e;,p) = ki(p) para
i€ {1,2}.

2. ki1(p) y ko(p) son, respectivamente, el mdzimo y el minimo de las cur-
vaturas normales k,(w,p) para w € T,(S).

3. Si ki1(p) = ka(p), entonces todas las curvaturas normales coinciden, y
son iguales al tinico autovalor de A,. Ademds, todos los vectores de
T,(S) son autovectores.

4. Siki(p) > ka(p), las dnicas direcciones de autovectores son ey y es (que
son ortogonales), y son las unicas direcciones en las que la curvatura
normal coincide con uno de los autovalores.

5. Una direccion w € T,(S), tal que w # 0, tiene curvatura normal
kn(w,p) = ki(p) para i € {1,2} si y solo si es autovector de A, co-
rrespondiente al autovalor k;(p).

Demostracion.

1. Como f={ej, ey} es base ortonormal de autovectores, para i € {1,2}
A,(e;) = k;i(p) - e;. Luego para un determinado w=>X; - e; + Ay - €3 se
tiene que A,(W) = Ay - k1(p) - €1 + A2 - ka(p) - €.

Como w es unitario, k,(w, p)=I1,(w)= A,(w)-w = A3 -k1(p)+A3-k2(p).
En particular, si w=ej, se tiene que \j=1y \o=0 = k,(e1,p) = k1(p);
y sl w=ey, se tiene que \;=0y A\o=1 = k,(e2,p) = ko(p).
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2. Para w € T,(S) se tiene que ki(p) > k,(W,p) > ko(p) puesto que:

ki(p) = AT+ A3) - ka(p) = AT - ka(p) + A3 - ka(p) >
> N2 ki (p) 4+ A2 ka(p) = kn(w,p) >
> A ka(p) + A3 - ka(p) = (A + X3) - ka(p) = ka(p) (1.11)

Por lo tanto, ki (p) v k2(p) son el méximo y el minimo de las curvaturas
normales k,(w,p) para w € T,(S).

3. De la ecuacién [L.11] se deduce que si se tiene ki(p) = ko(p), entonces
kn(w,p) = ki(p) = kao(p) para todo w (es decir, todas las curvaturas
normales coinciden). Ademads, como hay un tinico autovalor doble, el es-
pacio de autovectores tiene dimensién 2, luego coincide con todo T,(.5)
y todos las direcciones son autovectores.

4. Si k1(p) > kao(p), solo hay dos direcciones de autovectores, por lo que
kn(w,p) = ki(p) & A2 = 0 < w = te;y. De forma andloga se tiene que
kn<W,p) = ]{?g(p) S A\ =0 w = te,.

5. Consecuencia de los puntos 3 y 4, ya que o bien ki(p) = ko(p), o bien
k1(p) > ko(p). En ambos casos se tenia que k,(w, p)=k;(p) paraie{l1,2}
si y solo si w era un autovector de autovalor asociado k;(p).

O

Definicién 1.60. Dada S una superficie regular orientada y p € S, las cur-
vaturas principales de S en p son los valores k1 (p) v k2(p), médximo y minimo
de las curvaturas normales en p.

Observacién 1.61. Las curvaturas principales de S en p son los autovalores
de A,.

Definicién 1.62. Dada S una superficie regular orientada y p € S, las direc-
ciones principales de S en p son las direcciones w de T),(5) tales que k,,(w, p)
es una curvatura principal.

Observaciéon 1.63. Las direcciones principales de S en p son los autovectores

de A,, es decir, w € T,(5) es una direccién principal si w es un autovector
de A,.

Corolario 1.64. En una base ortonormal de T,(S) formada por direcciones

principales, la matriz de 11, en dicha base es F(p) 0 .
0 ka(p)
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Demostracion. Utilizando la proposicién [1.56} se tiene que la matriz de 11,
coincide con la de A, si se escoge una base ortonormal de T, (S). Finalmente,
en una base ortonormal de autovectores {ej, €2} se tiene que la matriz de A,

es justamente <k1((]p ) ]‘32(()19))' O

Ahora que ya se han presentado las curvaturas principales, ya se puede
definir la curvatura de Gauss con rigor.

Definicién 1.65. Sea S una superficie regular orientada por N y sea p € S,
la curvatura de Gauss de S en p es la aplicacion:

K:S—R
K(p) = det(A,) = det(—dN,) (1.12)

Proposicién 1.66. Sea S una superficie regular orientada y p € S, la cur-
vatura de Gauss de S en p coincide con el valor ki(p) - k2(p).

Demostracion. Por el corolario sabemos que la matriz de A, en una base

kip) 0
0 k2 (p
por consiguiente k1 (p) - k2(p). O

ortonormal de autovectores {ej, ez} es ( )> Su determinante es

Observaciéon 1.67. La curvatura de Gauss no depende de la orientacion
elegida en la superficie. Si se cambia la orientacién, cambian de signo las dos
curvaturas principales, sin embargo, ese cambio de signo no altera el signo
del producto.

Corolario 1.68. Sea S una superficie reqular orientada y p=x(v) € S. En-
(v) - g(v) — f*(v)
(v) - G(v) — F2(v)

tonces K(p):g

Demostracion. Calculando el determinante de la matriz de A, obtenida en
el corolario [1.57| se deduce que:

i ) - 0= i A
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Corolario 1.69. La funcion curvatura de Gauss es C™.

Demostracion. Es suficiente demostrar que para toda carta (V,U,x), la com-
posicién K o x es C'.

Sea (V,U,x) una carta cualquiera, sea v € V tal que x(v) = p € S. Dado
que los coeficientes de la primera y segunda forma fundamentales respecto
de una carta son C*°, también lo es K ox : V — R, pues por el corolario

1.68| se tiene que K (x(v)) = K(p) = 58’)) g((vv))__J;éE/‘);) -

Ejemplo 1.70. Veamos cudl es el valor de la curvatura de Gauss de un
plano y de una esfera de centro C y radio r. Para evitar repetir calculos ya
realizados, utilizamos los resultados obtenidos en el ejemplo [1.50

1. Sea S un plano afin, se probé que A,(w)=0 para todo p € S. Luego
ki(p)=k2(p)=0 Vp € S = K(p) =0Vp € S.

1
2. Sea S una circunferencia de radio r y centro C, se probé que A,=F-1d
r

1 1
para todo p € S. Luego kl(p):k'g(p):$; VpeS = K(p):ﬁ Vp € S.

Finalmente, para cerrar esta seccion se enuncia la interpretacion geométri-
ca de la curvatura de Gauss, que, aunque fue resaltada por Gauss, fue publi-
cada con anterioridad por Olinde Rodrigues segin [10]. En primer lugar ve-
remos la interpretacién del valor absoluto, y después, en funcién del signo [9]:

1. Interpretacion del valor absoluto de la curvatura de Gauss: sea S una
superficie orientada por N : S — S? y p € S de modo que la curvatura
de Gauss K(p) # 0. Sea {G,,| n € N} una base de entornos abiertos
del punto p en S, y denotemos por C,, el area de GG,,, y por B,, la de su
imagen N(G,) C S*. Entonces

K(p)] = lim 2"

n—oo n

La féormula anterior nos dice que el valor absoluto de la curvatura de
Gauss de la superficie S en el punto p mide “lo que barre” el vector
normal a S por unidad de superficie.

2. Interpretacion del signo de la curvatura de Gauss: sea S una superficie
orientada por N : S — S? y p € S de modo que la curvatura de Gauss
K (p) # 0. Se definen los semiespacios ET = {t € R? | (t—p, N(p)) > 0}
vE-={teR?®| (t —p, N(p)) < 0}. Entonces:
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a) Si K(p) > 0, existe una bola abierta B de R? centrada en p tal
que SN B\ {p} estd contenido en uno de los dos semiespacios.

b) Si K(p) < 0, existe una bola abierta B de R* centrada en p tal
que existen puntos de S N B en ambos semiespacios.

Observacion 1.71. Las dos interpretaciones se pueden ver demostradas en
[10] en caso de que el lector interesado quisiera tener una idea més clara de
porque ocurren estos hechos, sin embargo, no se demostraran aqui dada su
complejidad y por exceder los objetivos de este documento.



Capitulo 2

El teorema Egregium de (Gauss

Este capitulo tiene como objetivo enunciar y demostrar el teorema Egre-
gium de Gauss, asi como alguna de sus consecuencias directas. Para ello,
primero se deberd saber que es una isometria entre superficies (seccion [2.1),
ya que en el teorema Egregium de Gauss (que se presenta en la seccién
se establece que la curvatura de Gauss es un elemento que se preserva por
isometrias.

Al igual que en el capitulo anterior, los conceptos y resultados que se
muestran a lo largo de este se pueden encontrar en cualquier libro basico de
Geometria de Superficies, pero destacan principalmente [1], [2], [9] v [10].

2.1. Isometrias

Las isometrias son transformaciones que nos permiten reconocer como
“iguales” algunas superficies que presentan un aspecto totalmente diferente.
Por ello, se tienen las siguientes definiciones y resultados:

Definicién 2.1. Se dice que una aplicacion F: S; — S5 entre dos super-
ficies regulares es un difeomorfismo si F' es un homeomorfismo entre S; y
Sa, v ademés F' y su inversa son diferenciables (vistas como aplicaciones
entre superficies). También se dice que S; es difeomorfa a Sy si existe un
difeomorfismo F: S; — S, entre ambas superficies.

Definicién 2.2. Se dice que una aplicaciéon ¢: V. C S; — S5 entre dos
superficies regulares es un difeomorfismo local en p € V si existe un entorno
W C V de p tal que ¢ restringida a W es un difeomorfismo sobre un conjunto

abierto (W) C S,.

29
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Definicién 2.3. Sean S; y S, superficies regulares:

1. Una isometria de S; en Sy es un difeomorfismo F: S; — Sy tal que
para todo p € Sy, la diferencial dF), : T,(S1) = Trg)(S2) es isometria
de espacios euclideos, es decir, I(v, W) = Ipp)(dF,(v),dF,(w)) para
todos v,w € T,,(51).

2. 51y Sy son isométricas si existe una isometria de S; en Ss.

3. S es localmente isométrica a Sy si para cada p € Sy, existen abiertos
Uy de S7 con p € Uy, y Uy de Sy, y una isometria ¢ de U; en Us,. La
isometria  se denomina isometria local en p.

4. 51y Sy son localmente isométricas si S es localmente isométrica a s,
y S5 es localmente isométrica a S;.

Observacién 2.4.

» dF, es isometria si, y solo si, conserva normas, por lo que también se
puede probar que 1,(v) = Ip(dF,(v)) para todo v € T,(S5;). También
equivale a que exista una base ortonormal de 7,(S;) cuya imagen sea
una base ortonormal de Tr(,)(S2), vy a que la matriz de dF, en bases
ortonormales sea una matriz ortogonal (es decir, que su inversa coincida
con su traspuesta).

= Si F: S — 55 es difeomorfismo e isometria local para todo p € Sy,
entonces es isometria.

Ejemplo 2.5. Sea C el cilindro de ecuacién 22 +y? = 1 donde C es la imagen
de la parametrizacién x : R? — C definida por x(u, v) = (cos(u), sen(u),v).

Sea IT un plano afin de ecuacién I = q + L£(w,z), con {w,z} base orto-
normal, y donde II es la imagen de la parametrizacién y : R? — IT dada por
vy pu)=qg+A-w+p-z

El cilindro C y el plano IT no son isométricos (ni homeomorfos) ya que tie-
nen distinto grupo fundamental; no obstante, C y II son localmente isométri-
cos: para cada punto p = x(u,v) € C' existe una carta local:

(V=@w-mu+m)xRU=C\L,x=xly)

donde L es la recta {x = cos(u + m),y = sen(u + m)}.

Entonces, la aplicacion F' = yox ' : U — y(V) es un difeomorfis-
mo cuya expresion local en las cartas (V,U,x) y (V,y(U),y|v) es la iden-
tidad, luego la matriz de dF), en las bases correspondientes a las cartas
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(Bx = {xu(u,v), %, (u,v)} ¥ By = {yx(A 1), ¥, (A 11)}) es la matriz identi-
dad. Ademads, dado que fx y [y son bases ortonormales, de la observacién
se deduce que dF), es isometria, y por lo tanto, C es localmente isométrico
a II.

De forma anéaloga, se deduce que II es localmente isométrico a C, puesto
que para cada punto p = y(A, u) € II se puede considerar la carta local:

(V=(MA-mA+m) xR U=C\L%=x|y)
y se deduce que X oy~ : y(V) — U es una isometria.

Proposicién 2.6. Sean Sy y Sy superficies requlares. Sea p € Sy, (V,U,x)
una carta local de Sy y ¢ : U— Sy una aplicacion tal que ¢ (U) es un abierto
de Sy, yp : U— @(U) es un difeomorfismo. Entonces (V,p(U),pox) es una
carta local de Ssy.

Ademds, st E,F,G son los coeficientes de la primera forma fundamental
de Sy en (V,Ux), y E,F,G son los de Sy en (V,p(U),pox). Entonces ¢ es
isometria si, y solo si, E=E, F=F y G=G.

Demostracion. La expresion local de ¢ es la identidad ya que en las cartas
(V,Ux) v (V,p(U),pox) se tiene que:

U - o)
Tx Ttpox
v 4w
Por lo tanto, sean v € V, y=¢ox, (1 = {x,(v),%,(v)} base de Tx)(S1),

y B2 = {y.(v),y,(v)} base de Ty)(S52); se tiene que la matriz dgp|x(v) de
cambio de base de (31 a 35 es la 1dent1dad es decir, dp|xwv)(xu(V)) =y, (V) ¥

d@’X(V) (x(V)) = y,(v).
Ahora bien, si ¢ es isometria, se cumple que W+ z = dp|xv)(W) - dp|x)(2)
para todos w, z € T()(S1). Puesto que f; es una base de Tiv)(51), y ademas

Aoy (5u()) = 7, (¥) ¥ Bl (0(¥)) = 32(v), se tiome ques

E = x,(v) - %,(v) = dplx() (}u(V)) - dplxn) (xu(V)) = ¥, (V) -y, (V) = E

F=x,(v) - x,(V) = dplxv)(Xu(V)) - dolxv) (X0(V)) = ¥u (V) "y, (v) = F

G =xu(v) - Xo(V) = dp|x(v) (X0(V)) - dolxv) (%0(V)) = 30, (V) ¥, (v) = G
Reciprocamente, si E = E, F = Fy G =G, para que ¢ sea una isometria

se debe probar que para todos w, z € Ty(v)(S1), Wz = dp|x) (W) - dp|xx)(2).
Esto basta comprobarlo para los elementos de una base de Ty(v)(S1). Aligual
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que antes, dado que 3 es una base de Tx(v)(S1), dp|xw)(Xu(V)) = y.(V) ¥
do|x(v)(X0(V)) = ¥,(V), se tiene que:

E=FE=y,(v) y,(v) = dolxw)(xu(v)) - dplxv)(xu(v))
v)=F= F =¥u(V) ¥ (V) = dplxv) (%u(V)) - dplx(v) (%0 (V)
G=G=y,v) y,(v) = dolxw) (% (V) - dpl(v) (X0 (V))

0

2.2. Teorema FEgregium de Gauss

En esta seccién se presenta uno de los resultados fundamentales de la
Geometria clasica de superficies en el espacio: el teorema Egregium de Gauss.
Este teorema afirma que “la curvatura de Gauss se conserva por isometrias
locales”; y tiene multitud de consecuencias, entre ellas, que si dos superficies
tienen funciones de curvatura de Gauss diferentes (por ejemplo el plano y la
esfera), no es posible encontrar una isometria local entre ellas [1]. Este hecho
dard lugar a los siguientes capitulos, donde se abordara el problema de la
representacion de la superficie terrestre en un plano.

No obstante, para llegar a demostrar el teorema Egregium de Gauss (sub-
seccién@ es necesario definir primero las ecuaciones de Weingarten (sub-
seccion [2.2.1)), las ecuaciones de Gauss y los simbolos de Christoffel (subsec-
ciones 2.2.2) y .2.3)) y la férmula de Gauss (subseccién 2.2.4). Para ello, a
lo largo de toda la seccién se tiene que (V,U,x) es una carta local de una
superficie S orientada por N, y p = x(v) € S.

2.2.1. Ecuaciones de Weingarten
Sea f§ = {x,(v),x,(v)} base de T,,(5), en la demostracién de la proposi-
cién [1.43| se demostro que:
Ap(xu(v)) = —dNy(x,(v)) = =Ny (v)
Ap(%(v)) = —dNy(x4(v)) = =Nu(v)

Utilizando el calculo de la matriz de A, en la base 3 que se obtuvo en el
corolario se tiene:

- _F(V)f(V)—G(V)e(V)X v F(V)e(V)—E( )f(v )X v
M= TEvem - o) YT TEwar) - Py e B
) - EO = GOI0), () | POV~ Bt
= Tmve - e Y TBwe - ey Y B
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Definicién 2.7. Las ecuaciones [2.1] y [2.2] se conocen con el nombre de ecua-
ciones de Weingarten.

2.2.2. Ecuaciones de Gauss y simbolos de Christoffel

Sea B = {x,(v),%x,(v),N(v)} base de R3. Dado que N es unitario y
ortogonal a X, (v) y X,(v), para todo w = a-X,(v) +b-x,(v)+c- N(v) € R?
se tiene que ¢ = w - N(v).

Escribiendo las derivadas segundas de x en la base B se obtienen las

siguientes ecuaciones:

Xuu(V) = Ty - %u(V) + T3 - %, (V) + & N(v) (2.3)
Xuo(V) = Ty - %, (v) + Ty - %, (v) + f - N(v) (2.4)
Xpu(V) = T3y - %,(v) + T3, - %, (v) + f - N(v) (2.5)
X (V) = Thy - %0 (V) + T2 - x,(v) + G- N(v) (2.6)

donde é=x,,(v) - N(v), f=%Xus(V) - N(v)=%,u (V) - N(V), ¥y §=X0(v) - N(v).

Definicién 2.8. El conjunto de las ecuaciones [2.3] [2.4] 2.5 y [2.6] se conocen

con el nombre de ecuaciones de Gauss.

Definicién 2.9. Los coeficientes Ffj con i,j,k € {1,2} se denominan simbolos
de Christoffel de la carta x.

Observacién 2.10. Dado que X, (V)= Xy, (V), se tiene que I'f;= T'¥;. Por lo
tanto, solo hay 6 simbolos de Christoffel.

2.2.3. Calculo de los simbolos de Christoffel

Los simbolos de Christoffel se calculan de la siguiente manera.
Primero se multiplica cada una de las ecuaciones de Gauss por x,(v) y
x,(v) obteniendo las ecuaciones:
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Por otro lado, derivando respecto de u y v los coeficientes E y G de la
primera forma fundamental se obtiene:

E,(v) =2 xu,(V) - X4 (V) = Xy (V)

E,(v) =2 x4,(V) - X4 (V) = Xyp(V)

Gu(V) =2 Xy (V) - Xp (V) = Xy (V)

Go(V) =2 Xy (V) - X (V) = X (V)

xv =2 o)
=20
xm = gy)
xm = )

Y derivando respecto de u y v el coeficiente F de la primera forma fun-

damental se obti

= Xyp(V) -

ene:

Fu¥) = Xaul¥) - 30(¥) F59) - 30l8) = Xu(9) - 500) + 2

= 30 (¥) - 3,(¥) = Fyv) - 24V (2.11)

F(v) = %0 (v) - 35,(%) + 30(v) - 3,0) = S0 ), 0)
(V) = F)(v) — G“Q(V) (2.12)

Sustituyendo los valores calculados en[2.7, 2.8 2.9} 2.10] 2.11] y 2.12] en las

ecuaciones planteadas al principio de esta subseccion, se obtiene un sistema
de 6 ecuaciones, en el cual los simbolos de Christoffel dependen de E, F y G.
Dicho sistema se puede dividir en 3 subsistemas de tamano 2x2:

(v)

F
G(v)

1
I111

2
Fll

) ()

E,(v)
2 b v (2.13)
Fu(v) - EUQ( )
E,(v)
2 (2.14)
Gu(V)
2
F,(v) — Gu(v)
Gol(v) 2 (2.15)
2

Finalmente, los tres subsistemas (2.13] [2.14] y [2.15]) se pueden agrupar

en la siguiente ecuacién matricial, y dado que la matriz (

E(v) F(v)
F(v) G(v)

) e
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invertible, se tiene:

't 1L 1! E F —1 Ey(v) E,(v) FU(V)—Gu(V)
(Fi F%z F§z> B (F G) Fu(V)—2EU2<V) Guz(v) Gv2(V)2

Observacién 2.11. Las funciones Ffj : V' — R con i,j,k € {1,2} son funcio-
nes diferenciables.

Finalmente, cabe destacar el siguiente resultado:

Corolario 2.12. Todos los conceptos geométricos y propiedades que se ex-
presen en términos de los simbolos de Christoffel son invariantes frente a
1sometrias.

Demostracion. Los simbolos de Christoffel se pueden calcular en términos de
los coeficientes de la primera forma fundamental y de sus derivadas. Por lo
tanto, aplicando la proposicion se concluye. O

2.2.4. Formula de Gauss

El objetivo de esta subseccion es obtener la formula de Gauss a partir de
la igualdad (xuy)0(V) — (Xuw)u(Vv) = 0.

La formula de Gauss permite expresar la curvatura de Gauss en fun-
cién de los coeficientes de la primera forma fundamental y de sus derivadas,
evitando asi, tener que calcular los coeficientes de la segunda forma funda-
mental.

Notaciéon 2.13. Para una lectura mas clara de las siguientes calculos, se
entiende que los calculos se hacen en v, con v € V.

En primer lugar, se deriva respecto de v la ecuacién 2.3] y en la relacién
resultante, se sustituye X, Xuv, Xou, Nu v IV, por sus valores correspon-
dientes en la base B = {x,,x,, N} que vienen dados por las ecuaciones de

Weingarten (ecuaciones y y de Gauss (ecuaciones , y .
Haciendo esto se obtiene:

(%o = (C71)v - Xu + Ty - Xy + (T1)w - %0 + TF Xyp 46y N+é-N,
= (Mo X+ T} - (Dl X + Ty - x4 f - N)+
—i—(F%l)v.XU—I—F%l-(F%2.XU_|_I‘§2.XU+§,N)

Fg—-Gf Ff—Eg )

—l—év-N—l—é'(EG_Fqu e

(2.16)
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Después se realiza el mismo proceso pero esta vez derivando respecto de
u la ecuacién [2.41 En esta ocasién se obtiene:
(Xuv)u = (Fb)u "Xy T+ 1—%2 " Xy + (F%Q)u "Xy + F%Q * Xy + fu N + f Nu
= (Fi2)U'Xu+F%2'(Fil'XU"i‘F%l'Xv"i‘é'N)"i‘
+(F%2)U'XU+F%2'(F%z'xu_‘_ré'Xv+f'N)

. (Ff-Ge  Fe—Ef
+fuN+f(EG_F2Xu EG_FQXU)

(2.17)

Al expresar (Xuu)v(V) — (Xus)u(V) = 0 con los resultados hallados en [2.16]
y , se obtiene una expresién A-x,(v)+B-x,(v)+C-N(v)=0, de la que se
deduce que A=B=C=0.

Si escribimos todos los coeficientes de x,(v) que aparecen, se tiene que

. Ff—FEyg
O:B:Fil-Ff2+(Ff1)U+F%1-F§2+€-EG_F2 518
1 2 2 2 2 ; Fe—Ef (2.18)
- (F12'F11+<F12>u+F12‘F12+f' EG—F2)
Utilizando el corolario se observa que:
Ff—FEg ~ Fe—FEf eqg — f?
“Eo-r  Eg_m EG — F? (2.19)

Finalmente, se deduce de y la siguiente igualdad:
(F%Q)u - (F%l)v + F%z ) F%l + F%Q ) F?Q - Fil ) F%Q - F%l ) Fg? =—L£-K
Definicién 2.14. La formula de Gauss de una superficie es:
(M%y)u — (T3)o + Dly - T3, + 17, - T, = T4, - T3, =7, - T3, = —E- K (2.20)

Observacién 2.15. La curvatura de Gauss de una superficie se puede cal-
cular usando solo los coeficientes de la primera forma fundamental. Para
ello, basta con calcular los coeficientes de Christoffel y utilizar la formula de
Gauss.
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2.2.5. El teorema Egregium

En estos momentos, ya podemos enunciar y demostrar el famoso teorema
Egregium de Gauss, enunciado por Gauss en 1828 en su libro Disquisitiones
generales circa superficies curvas (accesible en [8]), y que decia textualmente:
“Si una superficie curva se desarrolla sobre otra cualquiera, la medida de la
curvatura en cada punto permanece sin cambios.” En aquellos tiempos, decir
que una superficie se podia desarrollar sobre otra equivalia a ser localmente
isométricas [11]. Expresando este teorema con la notacién utilizada hasta el
momento se tiene:

Teorema 2.16. Teorema Egregium de Gauss. La curvatura de Gauss
de una superficie reqular es invariante por isometrias locales. Fs decir, sean
Uy abierto de Sy con p € Uy, y Uy abierto de Ss tal que F : Uy — U, es una
isometria local, entonces Kg,(p) = Kg,(F(p)) para todo p € Sy, donde Kg,
y Kg, representan, respectivamente, las curvaturas de Gauss de Sy y So.

Demostracion. Sea p € Sy y sea F': U; — Uy una isometria local en p- Si se
eligen cartas como en la proposicion n tales que E=FE, F=F y G= G.
Utilizando la férmula de Gauss (definicién [2.14) para el célculo de las
curvaturas de Gauss de S; (Kg,(p)) y de Ss (Ks,(F(p))) se deduce que son
idénticas ya que los simbolos de Christoffel solo dependen de la primera forma
fundamental (y estos coinciden). O

Observacién 2.17. En general, el reciproco del teorema FEgregium de Gauss
es falso: se consideran las superficies Sy y Sy parametrizadas, respectivamen-
te, por:

x(u,v) = (u- cos(v),u - sen(v),log(u))

y(u,v) = (u-cos(v),u - sen(v),v)

Ambas superficies tienen curvatura de Gauss igual a ————. Sin embar-
(14 u?)?

! no es una isometria local ya que el médulo

go, la composicion ¢ =y o x~
de los vectores x, y d¢,(x.) =y, no coincide (|x,| = — #1=y,|).
u

El teorema de Minding afirma que existen situaciones particulares en el
que el reciproco si que es cierto, en particular, si S; y Sy son superficies
regulares con igual curvatura de Gauss constante, entonces S y S3 son local-
mente isométricas. La demostracién de este teorema se puede ver en detalle
en [1] y en [10], no obstante, se ha decidido omitir en este documento ya que
queda fuera del alcance de este debido a su complejidad y su poca utilidad
para el resto de la memoria.
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Corolario 2.18. No existe ninguna isometria entre un abierto del plano y
un abierto de la esfera.

Demostracion. Del ejemplo se sabe que la curvatura de Gauss en cual-
quier punto de un plano es K (p) = 0, mientras que para cualquier punto de

una esfera de centro C y radio r es K (p):—z. Por lo tanto, dado que el plano

y la esfera son superficies regulares, utilizando el teorema Egregium de Gauss
(teorema [2.16)) se deduce que nunca puede existir una isometria (local) entre
ambos. [

Observacién 2.19. Dado que el cilindro es localmente isométrico al plano
(ejemplo [2.5]), tampoco existe ninguna isometria entre un abierto del cilindro
y un abierto de la esfera.



Capitulo 3

Los Sistemas de Informacion
Geografica

A lo largo de la historia, el ser humano siempre ha tenido la necesidad de
representar la superficie de la Tierra y los elementos situados sobre ella, asi
como de establecer la posicion de estos elementos sobre la superficie terrestre.
Como consecuencia de esta necesidad, surgen los Sistemas de Informacion
Geogrdfica.

Los Sistemas de Informacion Geogrdfica, conocidos también como SIG
o GIS (de su acrénimo inglés Geographic Information System), se pueden
definir como “sistemas de informacién capaces de integrar, almacenar, edi-
tar, analizar, compartir y presentar informacion georreferenciada”, en otras
palabras, informacién que incorpora su posicion en el espacio.

Esta informaciéon debe ser lo mas precisa posible con el fin de obtener
buenos resultados al utilizar los SIG, ademas de ser coherente con la realidad.
Por este motivo, es fundamental tener un conocimiento riguroso de la forma
de la superficie terrestre.

La Geodesia es la rama de la ciencia que se encarga de ello, puesto que
es la responsable de determinar, por observacién y medicién, la figura, las
dimensiones y el campo gravitatorio de la Tierra, y como varian en el tiempo.
Su estudio y analisis es, por lo tanto, fundamental para poder trabajar con
los SIG.

A lo largo de este capitulo se presentan qué son los Sistemas de Infor-
macion Geogrdfica (seccién y algunos conceptos claves de la Geodesia
(seccién , siendo los principales libros de referencia para este capitu-
lo [12], [13] y [14].

Ademés, en la subseccién [3.2.5] se presentara la red geodésica espanola 'y
como ha evolucionado a lo largo de los anos.

39
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3.1. Introduccion a los SIG

A principios de los anos cincuenta, y gracias al nacimiento de la Informati-
ca y a un creciente interés por la informacién geografica y su uso éptimo,
John K.Wright publica su obra Elements of Cartography como resultado de
su trabajo en la Sociedad Geogrdfica Americana. Esta obra fue especialmen-
te importante para el posterior desarrollo de los SIG, a pesar de que hasta
el ano 1966 no se creara el primer SIG: el Canadian Geographic Informa-
tion System, desarrollado por Roger Tomlinson en Canadd, y cuyo objetivo
era la digitalizacion y andlisis semiautomatico de la fotografia aérea para el
inventario geogréfico canadiense y su gestion del territorio rural [12].

Hoy en dia, los SIG juegan un papel muy importante ya que aproxima-
damente un 70 % de la informacién que se utiliza en cualquier campo esta
georreferenciada [12], es decir, incorpora su posicién en el espacio (de acuer-
do con un sistema de coordenadas previamente establecido, y como resultado
de una proyeccién cartografica). Gracias a los SIG, esta informacién espacial
puede ser aprovechada, permitiendo optimizar en gran medida multitud de
andélisis.

Los SIG se pueden definir de multiples maneras, como la utilizada al
inicio de este capitulo, pero aparte de dicha definicién, también es habitual
encontrar las siguientes dos acepciones:

Definicion 3.1.

» La definicién clasica de C.D. Tomlin, que en su libro Geographic infor-
mation systems and cartographic modelling de 1990 [15] describia un
Sistemas de Informacion Geogrdfica como “un elemento que permite
analizar, presentar e interpretar hechos relativos a la superficie terres-
tre”. En otras palabras, definia un SIG como un conjunto de hardware y
software disenado especificamente para la adquisicién, mantenimiento,
y uso de datos cartograficos.

= Otra acepcion, y que es més utilizada en la actualidad que la anterior,
define un Sistemas de Informacion Geogrdfica como un caso particular
de Sistema de Informacién en el que toda la informacién utilizada esta
georreferenciada; entendiendo como Sistema de Informacién o SI a la
union de informacién digital y programas informaticos con el propdsito
de analizarlos para alcanzar un objetivo concreto. Es decir, un SIG es
un sistema de bases de datos especializado en datos georreferenciados.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, un SIG debe permitir leer, editar,
almacenar y gestionar datos espaciales; analizar dichos datos; y generar re-
sultados a partir de dichos datos en forma de mapas, informes, graficos, etc.
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3.1.1. Componentes de un SIG

En general, los SIG estan formados por una uniéon de varios subsistemas
que se encargan de realizar todas esas tareas [12]:

» Subsistema de datos: se encarga de la gestién de los datos (entrada,
salida, almacenamiento, etc.) de un SIG. También es el responsable de
conceder el acceso a los datos al resto de subsistemas para su posterior
uso.

» Subsistema de visualizacion y creacion de cartografia: se encarga de
crear y editar representaciones graficas (mapas, graficos, leyendas, etc.)
a partir de los datos georreferenciados para poder interaccionar con
ellos.

= Subsistema de andlisis: contiene procesos y métodos utilizados para el
andlisis de datos geograficos.

Otra forma méds habitual de ver los componentes que conforman un SIG
es observando los cinco elementos basicos que lo conforman, es decir, los
datos, los métodos, el software, el hardware y las personas encargadas de
disenar y usar el software (ver figura . Sin embargo, muchos autores
proponen modificar este esquema clasico de cinco elementos y utilizar uno
que se ajuste mas a los SIG actuales. Por ejemplo, plantea un esquema
como el expuesto en la figura [3.1h]

Software

SIG

Usuarios Métodos

(a) Enfoque clésico. Fuente:
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Visualizacion

Tecnologia

Conceptos

geograficos
basicos

(b) Enfoque moderno. Fuente:

Figura 3.1: Elementos que conforman un SIG.

3.1.2. Aplicaciones de los SIG

Aunque las principales funciones de los SIG son el almacenamiento, la
visualizacién, la consulta y el andlisis de datos espaciales (aplicado a, por
ejemplo, calcular las coordenadas de un lugar, medir la distancia entre dos
puntos, etc.), también son utilizados en tareas mas complejas como pueden
ser la toma de decisiones en planificacién fisica, la ordenacion territorial, o los
estudios de impacto medioambiental (por ejemplo, para hallar el mejor lugar
para la instalacion de un vertedero, para encontrar la mejor ubicacion de una
red de torres de vigilancia forestal, etc.); o en el estudio de procesos naturales
y dindmicos mediante la integraciéon de modelos matematicos (por ejemplo,
para analizar qué zonas pueden inundarse en caso de lluvias torrenciales,
cémo podria mejorarse la eficiencia del uso del agua, etc.) [13].

Por lo tanto, cualquier actividad relacionada con el uso de datos espaciales
puede beneficiarse del trabajo con los SIG (ya sean actividades cientificas,
empresariales, de gestion, etc.), ya que los SIG permiten integrar bases de
datos espaciales e implementar multitud de técnicas de andlisis de datos.
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Sin embargo, en la actualidad, las principales lineas de trabajo con los
SIG son [13]:

= La cartografia de alta resolucion.

» La modelizacion de procesos ambientales y técnicas de simulaciéon de
fenémenos extremos.

= Permitir la accesibilidad a los SIG a través de Internet para su uso en
la publicidad, educacién ambiental, aplicaciones empresariales, etc.

3.1.3. Capas de los SIG

Desde el punto de vista de los datos, un SIG esté formado por un conjunto
de capas de informacion. Cada capa simboliza la misma zona geogréfica (ya
que representan una zona georreferenciada utilizando el mismo sistema de

coordenadas), pero, al mismo tiempo, cada una de ellas aporta informacién
de distinta tematica (figura [3.2)).

0 Personas

*}_ﬁ =

Calles
Parcelas

= Modelos de elevacidn

05, cultivos, etc

Figura 3.2: Diferentes capas a partir del mismo territorio. Fuente: .
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Observacién 3.2. Para un determinado estudio, se puede escoger qué capas
mostrar en un SIG, lo que deriva en un sencillo analisis de los datos y en la
obtencion de mejores resultados.

La informacién representada en una capa se puede almacenar en formato
raster o vectorial:

s El formato rdster divide el territorio en una matriz cuadrada de celdas,
donde cada celda representa una porcién del territorio. Cada celda toma
un valor tinico que se considera representativo para todo el territorio
que abarca la misma. La informacién que se almacena en este formato
suele provenir de imagenes de satélite y fotografias aéreas.

s El formato vectorial representa cada uno de los objetos de la superficie
como puntos, lineas o poligonos mediante la codificacién explicita de
sus coordenadas. La informacion que se almacena en este formato suele
provenir de la digitalizacion de mapas o de datos obtenidos por el uso de
dispositivos de posicionamiento global o GPS (global position system).

En general, para la representacion de los objetos resulta mas eficiente el
uso de un formato vectorial, sin embargo, para el uso de herramientas de
andlisis espacial resulta mds conveniente el formato raster [13].

Ejemplo 3.3. En la figura [3.3] se puede ver el mismo terreno codificado en
formato raster y en formato vectorial.

Mundo real
Representacion Representacion
Raster Vectorial
LLLLLLLL2 ¥ Objeto | Coordenad
AR Ry Linca 1 [t mm)
1.1,1.1.2.0.1.2, Linea 2 |(dyl).. {mym)
11111221, Poll |yl imym)
““i;?: ] Pol2 |yl fmym
14444711 ..! 5] Pol3 |yl t=ym
11444111 o
11,144,011 ===t
LLLLLLLZ
LELLLLIS, 111 %

Figura 3.3: Formato raster vs formato vectorial. Fuente: ||
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Observacién 3.4. Antes de analizar los datos en un SIG, hay que asegurar-
se de que todas las capas utilizadas sean homogéneas, es decir, que se hayan
obtenido al usar la misma proyeccion y sistema de referencia. Por esta razon,
a veces es necesario recalcular las capas de informacién antes de utilizarlas
en un SIG, ya que emplear diferentes proyecciones en una misma vista puede
provocar discrepancias que derivan en desplazamientos espaciales de los ele-
mentos cartograficos, variaciones en superficies, perimetros y coordenadas,

ete. (figura(3.4)).

Figura 3.4: Mismas coordenadas en diferentes proyecciones. Fuente: ||

3.2. La Geodesia

El uso de informaciéon georreferenciada requiere la comprension de una
serie de conceptos previos para poder realizar correctamente cualquier tipo
de operaciones. Los datos georreferenciados son datos espaciales que se sitiian
sobre la superficie terrestre, por lo que es necesario conocer de forma precisa
la forma de la Tierra, para tratar con exactitud y rigor estos datos cuando
se trabaja con los SIG.

La Geodesia es la ciencia que estudia la figura, las dimensiones y el campo
gravitatorio de la Tierra, y como varia a lo largo del tiempo. Entre sus campos
de estudio destacan los siguientes:

» Campo gravitatorio: cuyo objetivo es determinar el campo gravitacional
de la Tierra y observar como varia a lo largo del tiempo.

= Fendémenos geodinamicos: cuyo objetivo es medir y representar las fuer-
zas que intervienen en los procesos dinamicos de la Tierra como las ma-
reas, el movimiento polar y las deformaciones de la corteza terrestre.
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= Posicionamiento: cuyo objetivo es determinar la localizacién de puntos
sobre la superficie de la Tierra.

Para poder determinar la posicién de cualquier punto sobre la superficie
terrestre, se debe establecer un sistema de referencia, de forma que cualquier
lugar de la superficie terrestre esté determinado por unas coordenadas tinicas
respecto de dicho sistema (subseccién [3.2.1)).

No obstante, algunos factores como la fuerza gravitatoria, la presién de
la radiacién solar o la dinamica de fluidos del magma terrestre provocan que
la forma de la Tierra, que de por si ya es irregular, varie constantemente a
lo largo del tiempo. Por este motivo, es necesario utilizar representaciones
simplificadas de la Tierra, y se trabaja habitualmente con dos modelos: el
geoide (subseccion y el elipsoide (subseccion .

Entre ambos modelos se puede establecer un punto de tangencia que
se conoce como datum geodésico (subseccién @ , v a partir del cual se
pueden constituir las redes geodésicas (subseccién @ que conforman la
base cartografica de los paises.

3.2.1. Coordenadas geograficas

Uno de los objetivos principales de la Geodesia consiste en establecer un
marco o sistema de referencia que permita definir analiticamente la posicion
de un objeto sobre la superficie de la Tierra, y fijar un conjunto de puntos
(los vértices geodésicos) cuyas coordenadas en dicho sistema sean conocidas
con una alta precision, ya que serviran como referencia para calcular las
coordenadas del resto de puntos.

Aunque existen multitud de sistemas de coordenadas (cartesianas, pola-
res, cilindricas, esféricas, etc.), la eleccién de uno u otro dependera del uso al
que esté destinado, dado que se escogera aquel que muestre la informacion
que se busca de la forma mas sencilla.

En general, para definir la posicién de un punto sobre la superficie te-
rrestre se emplea el sistema de coordenadas geogrdficas, que es un subtipo de
las coordenadas esféricas. Esta eleccién es consecuencia directa del uso del
esferoide como superficie de referencia para estudiar la Tierra (subseccién
3.2.3), ya que debido a su similitud con la esfera, normalmente se utilizan
elementos de la Geometria esférica clasica.

El sistema de coordenadas geogrdficas utiliza dos valores angulares (latitud
y longitud) para describir la posicién de cualquier punto en la Tierra, pero
antes de definir estos valores angulares, es necesario presentar los siguientes
términos:
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Definicién 3.5.

= El eje imaginario en torno al cual se produce la rotacién de la Tierra
se denomina eje polar.

= Un eje imaginario que pasa por el centro de la Tierra y es perpendicular
al eje polar se denomina eje ecuatorial.

= El plano ecuatorial es el plano que contiene a un eje ecuatorial y que
es perpendicular al eje polar.

» Una circunferencia mdzima en una esfera es la intersecciéon de esa esfera
con un plano que pasa por el centro de la esfera.

Observacién 3.6. Una circunferencia maxima de la Tierra es aquella for-
mada por la interseccion de la Tierra con un plano que pasa por el centro de
la Tierra.

Expuestos los anteriores términos, ahora ya se puede definir correctamente
todos los conceptos relacionados con el uso de las coordenadas geograficas
sobre la superficie terrestre.

Definicién 3.7. La latitud (p) de un punto (en la superficie terrestre) es
el angulo que forma el plano ecuatorial con la linea que une el centro de la
Tierra y dicho punto.

Definicién 3.8. Las lineas horizontales que unen puntos que tienen la misma
latitud se denominan paralelos.

Observacién 3.9. Por definicién, la latitud es 0° en el plano ecuatorial o
ecuador, y divide a la Tierra en los hemisferios Norte y Sur. La latitud de un
punto puede expresarse indicando si un punto se encuentra al norte o al sur
del ecuador, o bien usando un signo (en cuyo caso, los puntos situados al sur
del ecuador tendran un signo negativo).

Definicién 3.10. La longitud (\) de un punto (en la superficie terrestre) es
el angulo que forman el plano que contiene a dicho punto y al eje polar, y
otro plano que contiene al eje polar y que se toma como referencia.

Definicién 3.11. Un meridiano es una semicircunferencia maxima imagina-
ria de la superficie terrestre que pasa por los Polos Norte y Sur.

Observacién 3.12. Los puntos que tienen la misma longitud se encuentran
sobre el mismo meridiano.
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Dada la definicion de meridiano, una definicion alternativa de longitud es
la siguiente:

Definicién 3.13. La longitud (\) de un punto (en la superficie terrestre) es
el angulo entre un meridiano de referencia y el meridiano que pasa por dicho
punto.

Observacién 3.14. Aunque a lo largo de la historia, el meridiano de refe-
rencia ha ido cambiando, sobre todo entre diferentes paises, en la actualidad
se utiliza como meridiano de referencia el meridiano de Greenwich que pasa
por el Observatorio de Greenwich (en Reino Unido), y divide a la Tierra
en los hemisferios Este y Oeste. La longitud de un punto puede expresarse
indicando si un punto se encuentra al este o al oeste del meridiano de Green-
wich, o bien usando un signo (en cuyo caso, los puntos situados al oeste de
Greenwich tendran un signo negativo).

En la figura podemos ver un resumen de todos los conceptos que han
sido explicados previamente.

Figura 3.5: Coordenadas geograficas en la Tierra. Fuente: [2§].

Observacién 3.15. Una parametrizacion geogréfica de la esfera S*(C,r) de
ecuacion {(z,y, z) € R® | 2% + y* + 2% = r?} viene dada por la aplicacién:
x:V =(0,7) x (0,2m) — S*(C,r) \ {semimeridiano A\ = 0}
x(0,\) = (rsen(0)cos(\), rsen(f)sen(X), rcos(6)) (3.1)
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El dngulo 6 representa la colatitud (que se corresponde con el dngulo
complementario a la latitud) como se puede ver en la figura .

Peo® %

Figura 3.6: Parametrizacién geografica de la esfera. Fuente: [29].

Veamos como se obtiene dicha parametrizacion geografica a partir de
la esfera S*(C,r): de la figura se deduce que z = rcos(f), y definimos
[ = rsen(6). Entonces se tiene que x = lcos(A) e y = lsen(\).

Sustituyendo, se deduce que x = rsen(f)cos(\) e y = rsen(f)sen(X), por
lo que cualquier punto P € S*(C,r) se puede expresar de la forma:

P =x(0,\) = (rsen(0)cos(\), rsen(0)sen(X), rcos(6))

Finalmente, comprobemos que realmente la aplicacion x es una parame-
trizacion viendo que se cumplen las condiciones S1, S2 y S3 de la definicién
[1.2] Para ello, utilizamos la observacién [1.3

S1: x es C* ya que cada una de sus componentes es producto de funciones
trigonométricas diferenciables.

S2: A partir de las coordenadas en el plano se pueden obtener las coorde-
nadas esféricas de la siguiente forma:

r=vx>4+y>+22#0
z

z
0 = arccos— = arccos

r /l.2+y2_+_22

A= arctgy
x
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1

De modo que la inversa de x, x™ ", es continua; y x es biyectiva, luego

X es un homeomorfismo.

S3: Para ver que dx|(, es inyectiva para todos (6, \) € V, veamos que Xg
y X, son linealmente independientes:

xg = (rcos(0)cos(N), rcos(0)sen(N), —rsen(0))
x) = (—rsen(f)sen(N), rsen(f)cos(N),0)

xg A xy = (r’sen®(0)cos(N), 72 sen?(0)sen(N), 2 sen(0)cos(N))

Por lo tanto, ||[xgAxy||> = r*(sen*(0)+sen?(0)cos*(0)) = rsen?(0) # 0
ya que 6 € (0,7) = Xy y X, son linealmente independientes = dx|( )
es inyectiva V(0,\) € V.

Observacién 3.16. Hay que tener en cuenta que el abierto x(V') definido
en la observacion no cubre a toda la esfera, por lo que haria falta otra
carta similar a x para cubrirla entera.

3.2.2. Geoide

La primera simplificacion de la superficie terrestre se conoce con el nom-
bre de geoide, pero para definirla correctamente primero se debe definir el
concepto de superficie equipotencial.

Definicién 3.17. Una superficie equipotencial es aquella superficie en la que
el potencial de la gravedad es constante en todos sus puntos. Es decir, es una
superficie donde la direccion de la gravedad es perpendicular a todos sus
puntos.

Ahora ya se puede definir con propiedad el concepto de geoide:

Definicién 3.18. Un geoide es una superficie equipotencial que se corres-
ponde con el nivel medio del mar. Entendiendo como el nivel medio del mar
el nivel medio entre las mediciones maximo y minimo.

Observacién 3.19. Se utiliza el nivel medio del mar como un plano sobre
el que se puede referenciar o describir las alturas del terreno sobre el plano.

Otra definicion equivalente de geoide es la siguiente:

Definicién 3.20. Un geoide es la superficie donde la direccién de la gravedad
es perpendicular en todos los puntos y coincide con el valor de la gravedad
que se experimenta en el nivel medio del mar.
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Observacion 3.21. Para entender de forma sencilla el concepto de geoide,
se debe pensar en la superficie que se observaria si los océanos se extendieran
de manera natural por debajo de los continentes y estuvieran totalmente en
calma y sin mareas.

La misién espacial conjunta GRACE (de su acrénimo inglés Gravity Re-
covery and Climate Experiment, en espanol Experimento de Clima y Recu-
peracién Gravitatoria) entre la NASA y la Agencia Espacial de Alemania del
2002 tuvo como objetivo cartografiar con precision el campo gravitatorio te-
rrestre. En la figura se puede observar una versién simplificada del geoide
asociado a la Tierra que se obtuvo como resultado de dicha mision.

Earth's Gravity Fisld Ancmalies |milligals)

-50 -40 <30 -20 <10 O 10 20 30 40 0

Figura 3.7: Representacion del geoide terrestre obtenido en la misién espacial
GRACE. Fuente: .

3.2.3. Esferoide

Debido a las irregularidades que presenta el modelo de superficie dado por
un geoide, fue necesario obtener otra superficie de referencia mas adecuada
para un tratamiento matematico: el esferoide.

Los esferoides, también conocidos como elipsoides de referencia o simple-
mente elipsoides, son la superficie matematica simple que mejor se aproxima
a la forma de la superficie terrestre, y ademads, a diferencia de los geoides,
son independientes del material que conforma la Tierra.

Definicién 3.22. Un esferoide es un elipsoide de revolucién, es decir, la
superficie que se obtiene al rotar una elipse alrededor de uno de sus ejes
principales.
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Notacién 3.23. Por convenio, el eje de simetria se denomina b (y su semieje

b) v se sitia en el eje de coordenadas cartesianas z; y el eje perpendicular al
de simetria se denomina a (y su semieje a).

Definicién 3.24. En funciéon de los valores de a y b se tiene:

= Sia > b, el esferoide se denomina esferoide oblato o simplemente esfe-
roide.

» Sia < b, el esferoide se denomina esferoide prolato u oblongo.
= Si a = b, el esferoide es realmente una esfera.

Ejemplo 3.25. El planeta Saturno es un ejemplo de esferoide oblato, mien-
tras que un balén de rugby es un ejemplo de esferoide prolato.

Observacién 3.26. La superficie de referencia para estudiar la Tierra es
realmente un esferoide oblato. Para este caso, se dice que b es el semieje
menor, y a el semieje mayor.

Observacién 3.27. Las ecuaciones del esferoide son las siguientes:

» La ecuacion paramétrica:

- cos(v) (3.2)
con u € [0,2m), v € [0,7].

s La ecuacién cartesiana:

2 2 2
A (3.3)

a? b2

Definicién 3.28. El factor de aplanamiento f es el valor que expresa el nivel
de similitud del esferoide con respecto a una esfera. Cuando més se acerque
a cero, el esferoide se asemejara mas a una esfera.

Observacion 3.29. El factor de aplanamiento se calcula a partir de los

b
semiejes mediante la formula f = 1 — —. Como los valores de f suelen ser
a

1
muy pequenos, generalmente se utiliza el valor —.
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Dado que es muy complicado ajustar un esferoide o elipsoide global a un
geoide, surge la necesidad de usar elipsoides locales, que aproximan al geoide
en una zona geografica concreta (figura 3.8)).

Norteamérica Irlanda

Elipsoide local de Norteamérica

Clarke 1860
Elipsoide local de Irlanda

Airy (modificado)

Elipsoide que mejor se
aproxima de manera global

Figura 3.8: Diagrama con elipsoides locales. Fuente: [14].

Por este motivo, en la actualidad se utilizan un gran ntimero de elipsoides,
y cada uno de ellos solo se utiliza para la zona para la cual ha sido disenado.
En concreto, alguno de los elipsoides que se usan en la Peninsula Ibérica
son el Internacional de Hayford de 1924 y el world geodetic datum de 1984
(WGS84) [14]. Este tultimo es uno de los mas empleados en la actualidad ya
que es utilizado por el sistema GPS [12]. En la tabla[3.1]se pueden ver algunos
de los principales elipsoides de referencia con sus parametros caracteristicos:

e | o [

Australian National 6378160.000 6356774.719 298.250000
Bessel 1841 6377397.155 6356078.963 299.152813
Clarke 1866 6378206.400 6356583.800 294.978698
Clarke 1880 6378249.145 6356514.870 293.465000
Everest 1956 6377301.243 6356100.228 300.801700
Fischer 1968 6378150.000 6356768.337 298.300000
GRS 1980 6378137.000 6356752.314 298.257222
International 1924 (Hayford) 6378388.000 6356911.946 297.000000
SGS 85 6378136.000 6356751.302 298.257000
South American 1969 6378160.000 6356774.719 298.250000
WGS 72 6378135.000 6356750.520 298.260000
WGS 84 6378137.000 6356752.314 298.257224

Tabla 3.1: Principales elipsoides de referencia. Fuente: [14].
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3.2.4. Datum geodésico

Escogidos un geoide y un elipsoide, al determinar un punto de tangencia
comun entre ambos, se establece lo que se conoce como datum geodésico o
datum.

Definicién 3.30. Un datum es un conjunto de mediciones que definen la
orientacién de un determinado elipsoide sobre la superficie terrestre. Esta
formado por un geoide, por la dimensién y forma del elipsoide, y por un
punto fundamental (donde el geoide es tangente al elipsoide).

Observacién 3.31. La seleccion de un datum es crucial para determinar
las coordenadas de un punto, ya que dado un datum, todo punto tendrd un
par de coordenadas tnico. No obstante, el mismo punto tendra diferentes
coordenadas en diferentes datum (figura [3.9).

Coordenadas geodésicas

en datum ED50 Coordenadas geodésicas en datum

(sobre el elipsoide de Hayford) ETRS89 (sobre el elipsoide GRS80)
o =39° 32" 5112352 (¢ =39° 32’ 46''8905
A =-3°35'53"0503 A =-3°35"35"7335

Figura 3.9: Coordenadas del mismo punto en diferentes datum. Fuente: [14].

Observaciéon 3.32. Ademas, para un mismo elipsoide, se pueden considerar
diferentes puntos fundamentales, que dardn lugar a distintos datum (y por
lo tanto, un mismo punto podra tener diferentes coordenadas dado el mismo
elipsoide).
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3.2.5. Red geodésica

Una vez que se ha escogido un datum, se debe materializar el punto
fundamental sobre la superficie, ya que a partir de ahi se empezarda a medir
y determinar la posicién del resto de puntos del territorio.

Para conseguir este objetivo, ademds del punto fundamental, se debe
calcular con gran precision otros puntos de la superficie, denominados vértices
geodésicos, y que conforman lo que se conoce como redes geodésicas.

Definicién 3.33. Una red geodésica es una malla de puntos cuyas posiciones
se conocen con gran precisién (denominados vértices geodésicos) distribuidos
por un territorio.

Observacién 3.34. Los vértices geodésicos se calculan por triangulacion a
partir del punto fundamental, y conforman la base sobre la que calcular y
determinar la posicion del resto de puntos de la superficie.

Los vértices geodésicos se clasifican en vértices de primer orden (que dis-
tan unos 40 km entre si), vértices de segundo orden (que distan unos 20 km
entre si), y vértices de tercer orden (que distan unos 5 km entre si); siendo
los de primer orden los mas importantes ya que son los que estan calculados
con mayor precision.

Para poder visualizar todos los conceptos que se han presentado hasta
ahora en un caso real, se explica a continuacién como ha ido evolucionando
la red geodésica espanola desde sus inicios en 1858 hasta la actualidad.

La red geodésica espanola

En Espana, los trabajos geodésicos que tenian como objetivo la forma-
cion del mapa nacional en escala 1:50.000, se iniciaron en 1858: el punto
fundamental o datum lo constituyé el Observatorio de Madrid cuyas coor-
denadas geograficas eran 40° 24" 30" N (latitud), y 3° 41" 16" W respecto
de Greenwich (longitud). Para obtener las coordenadas geogréficas de este
punto, se utiliz6 como superficie de referencia el Elipsoide de Struve, como
origen de longitudes el Meridiano de Madrid, y como origen de latitudes el
Ecuador [17].

Aunque las operaciones para obtener la red de vértices geodésicos de
primer orden continuaron hasta 1915, en 1880 ya se contaba con un esqueleto
bésico general sobre el que se sustentaba con precisién la posicion de los datos
recogidos y que tenfa continuidad a lo largo de todo el territorio espanol [1§]

(figura 10).
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Figura 3.10: Mapa de la Red Geodésica de Primer Orden de Espana. Escala
1/2.000.000. Afio 1877. Fuente: [31].

Tras la IT Guerra Mundial, se decidié unificar las redes geodésicas euro-
peas, y se adopté como nuevo datum el Observatorio de Potsdam (Alemania),
como elipsoide de referencia el Internacional de Hayford de 1924, como ori-
gen de longitudes el meridiano de Greenwich, y como origen de latitudes el
Ecuador. Con este nuevo sistema, las coordenadas geograficas del Observa-
torio de Madrid pasaron a ser 40° 24 34,545 N (latitud), y 3° 41" 10,629"
W (longitud) [19].

En 1994, el Instituto Geografico Nacional de Espana puso en marcha la red
REGENTE (acrénimo de REd GEodésica Nacional por Técnicas Espaciales)
cuyo objetivo era establecer en toda Espana una red de altisima precisién
cuyo error fuera inferior a 5 cm para ayudar a los usuarios de las técnicas de
mediciones por sistemas GPS de forma eficaz [20]. Esta nueva red constituye
una malla formada por 1029 vértices en la Peninsula y Baleares, y 72 vértices
en Canarias (figura . Estos puntos se eligieron de manera que en cada
hoja del Mapa Topogréfico Nacional a escala 1:50.000 hubiera un solo vértice
REGENTE, es decir, uno por cada 300 km?.
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Figura 3.11: Vértices de la red REGENTE. Fuente: [20].
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Observacién 3.35. En el Real Decreto 1071/2007 (accesible en [17]) se re-
gula el Sistema de Referencia Geodésico Espanol sobre el que se debe reunir
toda la informacion geografica y la cartografia oficial espanola. Esto permi-
te integrar completamente toda esta informacién con la del resto de paises

europeos y sistemas de navegacion.

Ademas, cabe destacar que en Espana no se puede trabajar en Cartografia
sin controlar las proyecciones, dado que estan reguladas por este mismo de-
creto, y un mal uso de ellas puede provocar graves fallos técnicos y legales
como los indicados en la observacién [3.4] o los apreciables en la figura [3.12

Figura 3.12: Misma superficie en diferentes proyecciones. Fuente: ]|
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Capitulo 4

La Cartografia

Con el objetivo de entender el territorio que nos rodea, los SIG utilizan
informacion georreferenciada para determinar la posicion de los objetos en el
espacio. Sin embargo, para poder analizar toda la informacién de forma mas
simple y eficaz, es necesario representar la superficie de la Tierra sobre una
superficie plana como puede ser un mapa o una pantalla de un ordenador.

Por ello, uno de los principales objetivos de la Cartografia consiste en
utilizar proyecciones cartogrificas para representar los puntos de la superficie
terrestre (idealizando la Tierra como una esfera) en una superficie plana.

Los primeros mapas fueron los portulanos y se utilizaban en la navegacién
ya que indicaban los rumbos (direcciones) que los barcos debian seguir para
ir de un puerto a otro. Con el periodo colonial, surgieron nuevos mapas cuyo
objetivo era medir distancias y superficies sobre los nuevos territorios para
lograr un mejor dominio de ellos [13].

Sin embargo, a pesar de que la geometria sobre un plano resulta mas
practica e intuitiva que la geometria esférica, cuando se quiere representar
una superficie esférica sobre una superficie plana, es imposible hacerlo sin
que se produzca algin tipo de deformacién (hecho que evidencié Gauss en
1828 con la demostracién del teorema Egregium (seccién 2.2))).

Esto ha propiciado que desde hace anos se hayan investigado multitud
de proyecciones con el objetivo de representar la realidad de la forma mas
precisa: desde las que tratan de conservar alguna caracteristica geométrica
como las areas o los angulos, hasta las que se proyectan sobre superficies
diferentes al plano.

Como se explicé en el seccién los Sistemas de Informacién Geografi-
ca hacen uso de las proyecciones para formar las capas de informacién. No
obstante, recordemos que todas las capas de un SIG deben usar la misma pro-
yeccién para evitar los errores surgidos por el uso de diferentes proyecciones
en la misma vista (observacién [3.4)).

29
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A lo largo de este capitulo se presentan los principales usos de la pri-
mera forma fundamental, ya que con ella se pueden realizar medidas sobre
las superficies esféricas (seccion [4.1)), y los diferentes tipos de proyecciones
cartograficas que existen (seccién .

4.1. Usos de la primera forma fundamental

Como se comenté en la seccion [1.3] la primera forma fundamental permite
realizar medidas sobre una superficie esférica. Por ejemplo, calcular el angulo
que forman dos curvas sobre una superficie, o el drea de una determinada
regién de una superficie.

En esta seccién se explica qué es una curva en R?® (subseccién [4.1.1)) ya
que nos servird para entender qué son las aplicaciones conformes y lo que se
entiende como el dngulo de dos curvas sobre una superficie (subseccién [4.1.2).
También se explicara qué son las aplicaciones isoareales y cémo calcular areas
de un determinado recinto de una superficie (subseccién [4.1.3).

Los conceptos y resultados que se muestran en esta secciéon se pueden
encontrar en cualquier libro basico que aborde la Geometria de Superficies
como pueden ser [1], [2], [9] o [10].

4.1.1. Curvas en R?

En esta subseccion solo se presentan los conceptos bésicos de curvas en R?
para una comprension adecuada de los conceptos presentados en la subseccion
Para el lector interesado que quiera profundizar en la teoria de curvas
en R? se recomiendan los libros [1] y [2].

Definicién 4.1. Una curva diferenciable parametrizada o curva parametri-
zada es una aplicacion diferenciable o : I — R"™ donde I es un intervalo
abierto de R.

Definicién 4.2. Una curva parametrizada o : I — R"™ es reqular si para
todo t € I, o/(t) # 0.

Definicién 4.3. Sea S una superficie regular. Una curva diferenciable en S
es una curva diferenciable parametrizada 8 : I — R3 tal que la imagen de 3
estd contenida en S.

Definicién 4.4. Sea x : V' — R3 una superficie parametrizada regular. Una
curva en x es cualquier curva [ = X o «, siendo o : I — V una curva
parametrizada en V.
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Proposicién 4.5. Sea = : V — R3 una superficie parametrizada reqular, y
f=xoa una curva en  con a(t) = (u(t),v(t)), t € I. Entonces en la base

B = {%( (1), @, ((t))}, B'(t) = u'(t) - 2 (B(2)) + 0'(L) - 2o(B(1)). Es decir,
B'(t) € Tow(x) y sus coordenadas en B son (u'(t),v'(t)).

Demostracion. Por definicién de S, B(t) = x(«(t)) = x(u(t), v(t)). Aplicando
la regla de la cadena a () se obtiene que:

(1) = xu(u(t), v(t)) - u'(t) +x
’ (et

= xu(a(t)) - u'(t) +x,
= (W), (t)s €T,

w(u(t), v(t)) - v'(t)
) - v'(t)
o(t) (X)

4.1.2. Aplicaciones conformes

La primera cuestién métrica que puede tratarse con la primera forma
fundamental es el célculo del angulo que forman dos curvas sobre una super-
ficie regular S. Las aplicaciones que conservan los angulos se conocen con el
nombre de aplicaciones conformes.

Definicién 4.6. Sean (31, 3, : I — R? dos curvas parametrizadas que pasan
por un mismo punto p (es decir, 8y (t1) = B2(t2) = p). El dngulo que forman
P1 y Pz en p es el dngulo (no orientado) que forman sus vectores tangentes
en p.

Observacién 4.7. Utilizando la notacién de la definicion [4.6, el angulo que
forman las curvas 3; y B2 en p viene dado por la férmula

COS W — 51(251) ) Bé(h) (41)

IEACHIRIEACH]

Proposicién 4.8. Sea  : V — R? una superficie parametrizada regular.
Sean By = zoay : [} = R? (con oy : Iy — V definida por oy = (u1,us)) y
By = xoay : [, — R3 (conay : [, — V definida por ag = (vi,v3)) curvas en
que pasan por p=x(q), a1(t1) = as(ta) = q. Si w es el dngulo (no orientado)

que forman las curvas en p, entonces cos w = —— donde:

B-C
A=E(q )ull(tl) 1 (t ) F(q)[uq (1) (t2) + up (1)) (t2)] + Glq)us(t)vy(t2)
B = E(q)uy (1) + Fq)ui(t1)us(t) + Gq)u(t1)?
C =/ E(q)vi(t2)? F(Q)vl( 2)v5(t2) + G(q)vy(t2)?
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Demostracion. Dada la base B = {x, ( ),%x,(q)} v utilizando la proposi-
cién [A.5, se tiene que f(t)) = (Ui(tl (t1 By By(t2) = (vi(t2), v5(t2)) -

Ademaés, dados cualesquiera = (w (z1,29) en B, se tiene que

o (5 )
&

q
Finalmente, sea A = ( qu

, z

) u
1)
3) y utilizando la férmula , se de-

duce que

COS W =

Y operando se llegaria al resultado que se queria demostrar.

Definicién 4.9. Sean S; y S, superficies regulares:

1. Una aplicacion conforme F : S; — S5 es un difeomorfismo local tal que
para todo p € Sj, existe una aplicacién diferenciable A : §; — R\ {0}
con A(p) > 0, y tal que I,(v,w) = A*(p) - Irq)(dF,(v),dF,(w)) para
todos v, w € T,,(51).

2. 51y Sy son conformes si existe una aplicacion conforme de S; en Ss.

3. S1 es localmente conforme a S, si para cada p € Sy, existen abiertos
Uy de S; con p € Uy, y Uy de S,, y una aplicacion conforme F' de U,
en U,.

4. S1y Sy son localmente conformes si Sy es localmente conforme a Ss, y
Sy lo es a Sy.

Observacion 4.10. En la definicion de aplicacion conforme, se establece que
debe existir una aplicacién diferenciable A : S; — R\ {0} tal que A(p) > 0
para todo p € S;. Debido a esta definicion de A, es habitual encontrar en
algunos libros la siguiente definicion equivalente de aplicacion conforme:

Definicién 4.11. Una aplicacion conforme de Sy en Sy es un difeomorfismo
local F': S; — S5 tal que para todo p € Sy, existe una aplicacion diferenciable
A S — R\ {0} con A(p) > 0, y tal que para todos v, w € T,(5;),
N(p) - I (v, W) = Ipg) (dEy(v), dFy(w)).



4.1. USOS DE LA PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL 63

Observacién 4.12. Utilizando la definiciéon de la primera forma fundamen-
tal (definicién|1.31)), una aplicacion conforme de Sy en Sy es un difeomorfismo
local F': §7 — S5 tal que para todo p € S, existe una aplicacién diferenciable
A: S — R\ {0} con A(p) > 0, y tal que:

N(p)-v-w=\(p)- L,(v, W) = Ipg (dF,(v), dF,(W)) = dF,(V) - dF,(w)

Corolario 4.13. Una isometria local es una aplicacion conforme con funcion
A constante e igual a uno.

Demostracion. Si F' es una aplicacién conforme con funciéon A=1, entonces
se cumple la definicién de isometria local vista en la definicién [2.3] O

Definicién 4.14. Sea (V,U,x) una carta local de una superficie regular S,
la aplicacién A : V' — (0,00) es la expresion local de la aplicacién A de la
definicién 4.9

Proposicién 4.15. Un difeomorfismo local F : S; — Sy es una aplicacion
conforme si, y solo si, conserva dngulos. Es decir, si dadas dos curvas requ-
lares a, - I — Sy tales que a(0) = 5(0) = p, entonces el dngulo que forman
a/(0) y 8'(0) en T,(S1) es el mismo que el forman dF,(a/(0)) y dF,(5'(0))
en TF(p) (SQ)

Demostracion. Supongamos en primer lugar que F': 57 — S5 es una aplica-
cién conforme, y sean «, 5 : I — S dos curvas regulares en S; que se cortan
en t=0 (es decir, a(0) = 5(0) = p). Entonces el angulo ¢ € (0, 7) que forman
sus vectores tangentes en el punto p viene dado por:

o/(0) - 5'(0)
e ()] - 15"(0)]]

Si consideramos las curvas Floa, F'of: 1 — Sy (imagenes por F' de a'y
B respectivamente), observamos que son curvas en S, que también se cortan
en t=0 (ya que F'(a(0)) = F(B(0)) = F(p)), y forman un dngulo ¢ que viene
dado por:

cos 0 =

= cos 0

cos p =

dFy(0/(0)) - dF,(5'(0) _  AN(p)-/(0) - 5'(0)
[|dE, (e (ODI] - (B ONI] MA@’ (O] - IX@)IB(O)]]

Luego una aplicacién conforme conserva los angulos.

Ahora supongamos que la aplicacion F' : S; — Sy conserva angulos y
veamos que es una aplicacién conforme, es decir, debemos probar que existe
una aplicacion A : Sy — R\ {0} con A(p) > 0, y tal que V v,w € T,(S1),
N (p) - 1p(v, W) = L) (dFp(v), dFy(w).
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Dado p € Sy, y sea B = {ej, e;} una base ortonormal de 7,,(5;). Basta
con probar la relacion anterior para los vectores de la base B ya que cualquier
otro elemento de 7,,(57) se puede expresar como combinacion lineal de ellos.
Como F' es un difeomorfismo local, los vectores {dF,(e1),dF,(ez)} forman
una base de T (S2). Ademas, esta base es ortogonal ya que por hipdtesis:

dFy(er) - dFy(e2)) _ N(p)-er-ey —0
ldFy (el - [ldFy(ex))Il - [A@)] - [leall - [A(P)] - [leaf|
lo que implica que dF,(e1) - dF,(e3) = 0.
Sea ¢ = ||dFy(e1)]| v c2 = ||dF,(e2))]], se tiene que:
cf _ dFy(e)) -dFy(ei1+e) e (e +ey)) 1

a-VE+a  lldb (el ldF(er+e)ll  lel - ller +esll V2

lo que equivale a que V2 -¢; = /E+3S = & = & = ¢, = ¢ puesto
que c1,cs > 0. Esto demuestra que la aplicacion F' es conforme en p, y que
A(p) = ¢ independientemente de la base ortonormal escogida.

Para finalizar la demostracion, hay que definir la funcién A : S; — R\ {0}
y ver que es diferenciable: sea x : V' — S} una parametrizacién de Sy, bus-
camos una base ortonormal a partir de la base de las parciales B={x,,x,}.
Para ello, primero aplicamos el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt
a la base B obteniendo:

e O ))

> =Xy — =X, — =Xy
||| (1,0) <E F) (1) E
AN E g \o

Entonces B = {ey, e2} es una base ortogonal. Si normalizamos dicha base
se obtiene:

€1 =Xy

€1 Ly o
nl - — =
=1 Lo E F\ /1 vVE
L7 o) \g
ey x, — £x, x,—i£x,  VE (x,—£x,)
ny = = =

92\/(?&1) (? g) (—?F) JEiq  VEG-P
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VvVE ( F
— X'U —_——
VE Y EG=FE
base ortonormal.

Finalmente, la funcién A : S; — R\ {0} tal que A(p) = ||dF},(

Por lo tanto, la base B"= {

—(u,v),

x,)(u,v)} es una

@(u ;o))

es diferenciable por serlo x, v E, y ademds, no se anula nunca, ya que por
el corolario [1.35] E(u,v) > 0 para todo (u,v) € V. O

Observacion 4.16. El significado geométrico de la definicién [4.9] de aplica-
cion conforme es que en este tipo de aplicaciones se preservan los angulos
(pero no necesariamente las longitudes ni las dreas).

Proposicién 4.17. Sean Sy y Sy superficies requlares. Sea p € Sy, (V,U,x)
una carta local de Sy y ¢ : U— Sy una aplicacion tal que ¢ (U) es un abierto
de Sy, y o : U— o(U) un difeomorfismo. Entonces (V,p(U),pox) es una
carta local de Ss.

Ademds, si E,F,G son los coeficientes de la primera forma fundamental
de Sy en (V,Uzx), y E,F,G son los de Sy en (V,p(U), wox). Entonces ¢ es
una aplicacion conforme si y solo si existe una aplicacion A : V' — (0, 00) tal
que E=X2 - E, F=)\2. F y G=\2-G.

Demostracion. La demostracion es andloga a la demostracién de la proposi-
cién [2.6, pero teniendo en cuenta que ¢ es una aplicacién conforme.

Por estarazon, siv € V, y=¢ox, f; = {x,(v),%,(Vv)} es base de Tx)(S1),
Br = {y.(v),y,(v)} es base de Tyw)(52), ¥y do|x) es la matriz de cambio
de base de 3; a (35, entonces se cumple que dy|xw)(xu(v)) = A v.(V) y

dplxw)(X0(v) = A -y, (V). O

Teorema 4.18. Sean ¢ : S* — R? un difeomorfismo local, (0, @) la parame-
trizacion de S? dada por las coordenadas geogrdficas, y & = ¢pox. Entonces, ¢
es una aplicacion conforme si, y solo si, para p = ®(0, ), se tiene E = A\2(p),
F=0,yG=MN(p)-sen?() para alguna funcién diferenciable X : S — R2
que no se anula en ningun punto.

Demostracion. A partir de la observacion [3.15] consideramos la parametri-
zacién geogréfica de la esfera S? = {(z,y,2) € R? | 22 +y* + 2? = 1}. Por lo
tanto, si # es la colatitud y ¢ la longitud, se tiene que la parametrizacion de
esta esfera viene dada por la aplicacién:

x:V = (0,7) x (0,27) — S§*\ {semimeridiano p = 0}
x(0, @) = (sen(0)cos(yp), sen(0)sen(y), cos(f))

donde los coeficientes de la primera forma fundamental en esta parametriza-
cibn son E =1, F =0, G = sen?(0).
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Si ¢ : S — R? es un difeomorfismo local, y X = ¢ o X es una parame-
trizacion del plano. Entonces, si ¢ es una aplicacion conforme, con factor de
proximidad A, para p = x(0, ) se tiene que:

B =% %o = dgy(x) - d6y(0x0) = N(p) -9 - 30 = X2(p) E = N2(p)
F=%- X, = dop(Xe) - dpy(x,) = N*(p) - Xp - X, = N(p)F = 0
G =%, %y = doylx,) - dby(x,) = X2(p) - %, - X, = N(p)G = X(p)sen (0)

Reciprocamente, si E = X2(p), F =0, y G = \2(p) - sen?(f) para alguna
funcién diferenciable X : S — R? que no se anula en ningtin punto, entonces
¢ es una aplicacién conforme. O

En la navegacién maritima y aérea es muy importante llevar siempre una
direccién fija para no desviarse de la ruta que une dos lugares geograficos.
Esto se consigue siguiendo las loxodromicas.

Definicién 4.19. Se denomina lozodrémica o linea de rumbo fijo a la curva
sobre la superficie terrestre que corta todos los meridianos bajo un angulo
constante, es decir, que mantiene el rumbo.

Definicién 4.20. Se denomina ortodrémica al circulo maximo que une dos
puntos.

Ejemplo 4.21. En la superficie terrestre la ortodromica es el camino mas
corto que une dos puntos. Sin embargo, en vuelos cortos, la loxodromica
es el camino ideal y el que se suele seguir. Solo en vuelos largos, se utiliza
la ortodrémica para dividir la distancia en tramos de unos 500-1000 km, y
dentro de cada tramo se siguen las loxodrémicas [19].

4.1.3. Aplicaciones isoareales

Otra cuestiéon métrica que puede tratarse con la primera forma funda-
mental es el calculo del area de una region acotada de una superficie regular
S. Las aplicaciones que conservan las areas se conocen con el nombre de
aplicaciones isoareales.

Definicién 4.22. Sea S una superficie regular.

1. Un dominio regular D C S es un abierto de S, conexo y acotado, tal
que su frontera es una curva regular excepto a lo sumo un niimero finito
de puntos, y homeomorfa a S'.
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2. Una region es la uniéon de un dominio con su frontera.

Definicién 4.23. Sea x : V' — S una carta de una superficie regular, y sea
R una regién de S contenida en x(V'). El drea de R es:

As(R) = / g () A ) (4.2)

Proposicion 4.24. Sea S una superficie reqular y R una region de S. En-
tonces el drea de R no depende de la parametrizacion escogida.

Demostracion. Sean (Vi,Uy,x)y (Va,Us,y) dos cartas locales de S tales que
R C Uy NU,. Se considera el difeomorfismo de cambio de carta dado por
p=xtoy:y {(UNUy) = x U, NUy);ysea F:x YU NUy) = R la
aplicacién dada por F'(vy, ve) = ||Xu, (v1, v2) AXy, (v1, v2)|| que es diferenciable
por ser X, (v1,v2) A Xy, (v1, v9) distinto de cero.

Puesto que que ¢! ox }(R) = y!(R), aplicando el teorema de cambio
de variables se tiene que:

As(R) = /_1(R) F(’Ul, Ug)dvldl)g
_ / 1 Fl6, w)) et (D, ) e
y (R

Finalmente, por la regla de la cadena aplicada a y = x o ¢ se deduce que
y“l (uly U’2) A yug (ula u2) = d@t(D¢(U1, u2>>(XU1 (¢(017 IUQ)) A X <¢(U17 UZ))) =
[y, (w1, u2) Ay, (wr, us)|| = [det(Dd(ur, uz)) [F(d(ur, us)). o

El area de una region se puede hallar a partir de los coeficientes de la
primera forma fundamental utilizando el siguiente resultado:

Corolario 4.25. Sea S una superficie reqular y R una region de S. Sea
(V,U,x) una carta local de S. Entonces:

Ag(R) = /1(R) VE(u,v) - G(u,v) — F2(u,v)dudv

Demostracion. En la demostracién del corolario [1.35] se puso de manifiesto
que E(u,v)-G(u,v) — F*(u,v) = ||x.(u,v) Ax,(u,v)||*. Por lo tanto, resulta
evidente el resultado de este corolario. [

Definicién 4.26. Una aplicacion isoareal es un difeomorfismo F': 57 — Sy

entre superficies regulares que preserva dreas, es decir, tal que para toda
regiéon R C S; se tiene que Ag, (R) = Ag, (F(R)).
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Teorema 4.27. Sean ¢ : S* — R? un difeomorfismo local, =(0,p) la pa-
rametrizacion de S* dada por las coordenadas geogrdficas, y & = ¢ o x la
correspondiente parametrizacion del plano. Entonces, ¢ es una aplicacion
isoareal si, y solo si, EG — F2 = sen?(0).

Demostracion. De la demostracion del teorema se obtiene que los coefi-
cientes de la primera forma fundamental de la parametrizacién S? dada por
las coordenadas geogréficas son E = 1, F =0, G = sen?(#). Por consiguien-
te, EG — F? = sen?(0).
Supongamos primero que ¢ es isoareal y que existe un p = x(6y, ¢g) € S?
tal que:
(EG — F?)(00, po) # sen®(6y) = (EG — F?)(0o, ¢o)

Se puede suponer que (EG — F?)(fy, o) > sen?(6y). Entonces existe un
entorno W (p) donde (EG — F?)(6, ) > sen?(#) para todo x(6, ) € W.

Ahora bien, de X = ¢ o x, se deduce que x 1(W) = x"*(¢(W)). Ademés,
por ser ¢ isoareal, A(W) = A(p(W)), luego

/_1(W) sen?(0)dpdy = / VEG = F2)(8, 9)dodp = A(W) =

x~ (W)

— A(H(W)) = EG — F2)(8, p)dod

)= [ G P oo
sen?(0)dod

> / OO0

Esto es una contradiccién, luego (EG—F?)(6, ¢) = sen?(0) Vx(0, p) € W.
Reciprocamente, si (EG — F?)(0, ) = sen?(d) = (EG — F?)(6,¢), en-
tonces para cualquier region R C x(V = (0,7) x (0,27)), se tiene que

A(R) = A(¢(R)), luego ¢ es isoareal.
[

Teorema 4.28. Un difeomorfismo ¢ : S1 — Sy entre dos superficies requlares
es conforme e isoareal si, y solo si, es una isometria.

Demostracion. Es inmediato que toda isometria conserva angulos y areas por
lo que solo es necesario probar la implicacion directa.

Sea ¢ : S; — Sy una aplicacién conforme e isoareal, p € S; y (V,U, x)
una carta local de S; que cubre a p. Entonces la aplicacién (V,U,y = ¢ o
x) es una carta local de S;. Sean E, F y G los coeficientes de la primera
forma fundamental de x; y E, F' v G los coeficientes de la primera forma
fundamental de y.
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Como F es conforme, existe una aplicacién diferenciable X : S; — R\ {0}
con A(p) > 0 tal que A*(p) - I,(v, W) = Ip@)(dF,(v),dF,(w)) Vv,w € T,(S1).
En particular, en p se tiene:

Yo Yu = dFp(xu) - dFy(xu) = X*(p) - Xu - Xy = X¥(p) - E
Yu Yo = dFp(xu) - dFy(x,) = N(p) - %y - Xy = X(p) - F
Yo Yo = dFp(x0) - dFy(x,) = N(p) - X, - %, = X(p) - G

Sean f(p) = VEG — F*(u,v) y flp) = vV EG — F2(u,v) y supongamos
que f(p) # f(p) (y asumamos que f(p) > f(p)). Como las funciones f y f
son continuas, existe un entorno W de p tal que Vg € W, f(q) > f(q).

Calculamos las dreas de W'y o(W). Dado que y = ¢ o x, se tiene que
x Y W) =y H(¢(W)) = V. Luego:

— /V VEG — F2(u,v)dudv = /V f(p)dudv
_ /V VEG — F2(u,v)dudy = /V f(p)dudy

Como f(p) > f(p) para todo (u,v) € V, entonces A(W) > A(¢(W)), 1

que contradice el hecho de que ¢ sea isoareal. Por lo tanto, f(p) = f(p), y se
deduce que:

VEG — F2 =V EG — F?
=/X2(p)- E-X(p) -G — (X(p) - F)2 = N*(p)VEG — F?

O T
[

En consecuencia, A\*(p) = 1. Como p era arbitrario, se cumple para todo
p € 51, por lo que se tiene que ¢ es una isometria como consecuencia de la
proposicion [2.6| O

4.2. Las proyecciones cartograficas

Uno de los principales objetivos de la Cartografia consiste en utilizar
proyecciones cartogrdficas para representar una region R de la superficie
terrestre en una superficie plana.

Para ello, se debe definir primero el termino de proyeccion:

Definicién 4.29. Sea R una regién de una superficie esférica, una proyeccion
es una aplicacién ¢ : R — R? inyectiva y diferenciable, cuya inversa es
diferenciable.



70 CAPITULO 4. LA CARTOGRAFIA

En particular, se tiene la siguiente definicién:

Definicién 4.30. Sea R una region de la superficie terrestre, una proyeccion
cartogrdfica es una aplicaciéon ¢ : R — R? inyectiva y diferenciable, cuya
inversa es diferenciable. Es decir, es una aplicacién ¢ que a cada par de
coordenadas geograficas (6, \) le hace corresponder un par de coordenadas
en el plano (z,y).

Notacion 4.31. A partir de ahora, se utilizaran los términos proyeccion y
proyeccion cartogrdfica indistintamente.

Observacién 4.32. La proyeccion perfecta seria una que conservase todas
las caracteristicas relevantes de la superficie en el plano, es decir, una que
conservase angulos y areas. No obstante, esto no es posible como evidencié
Gauss en 1828 con la demostracién del teorema Egregium (seccién [2.2).

Observacion 4.33. Dado que trabajar con los elipsoides es en ocasiones
complicado, es habitual utilizar la esfera como tercera superficie de aproxi-
macién de la Tierra para poder simplificar los cdlculos.

Definicién 4.34. Un mapamundi es una representacién geografica de la
superficie terrestre completa.

El objetivo de las proyecciones es minimizar las distorsiones que se pro-
ducen (también denominadas anamorfosis), por lo que dependiendo del uso
que se quiera dar al mapa, se utilizara la técnica de proyeccién més adecua-
da para su fin: preservando alguna caracteristica geométrica y/o proyectando
sobre una superficie diferente al plano.

La Indicatriz de Tissot permite caracterizar la distorsiéon que se produce
con cada proyeccién (subseccién , y a pesar de que las proyecciones se
pueden clasificar de multiples formas, en este documento se hard un estudio
de las clasificaciones segiin la superficie sobre la que se proyectan los puntos
(subseccién y segun la propiedad métrica que se conserve (subseccién
4.2.3)).

Los conceptos y resultados que se muestran en esta secciéon se pueden
encontrar en libros como [1] y [18]. En otros libros como [12], [13] o [14]
también se puede obtener informacion relacionada con ellos.

4.2.1. Indicatriz de Tissot

La Indicatriz de Tissot (conocida también como elipse de distorsion) es
un concepto desarrollado por el matematico francés Nicolas Auguste Tissot
en 1859 cuyo objetivo es caracterizar la distorsién producida al utilizar una
proyeccién cartografica [32].
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Definicién 4.35. Una Indicatriz de Tissot es una figura que se utiliza para
ilustrar la distorsion angular y superficial que se produce en un mapa debido
al uso de una proyeccion cartografica.

Observaciéon 4.36. Una Indicatriz de Tissot permite cuantificar matemati-
camente las distorsiones producidas al plasmar la superficie terrestre sobre
un plano como consecuencia de utilizar una proyeccion cartografica.

Para ello, estudia como se deforma un circulo infinitesimal con una unidad
de radio, definido en un modelo geométrico de la superficie de la Tierra (una
esfera o un elipsoide), al realizar una proyeccién sobre una superficie.

Debido a que estas distorsiones pueden variar a lo largo y ancho de la su-
perficie terrestre, es habitual colocar Indicatrices de Tissot en las interseccio-
nes de meridianos y paralelos para observar mejor la deformacién producida
al utilizar una proyeccion.

En la figura 4.1 podemos observar las Indicatriz de Tissot sobre el modelo
esférico de la Tierra. Dado que no hay ninguna deformacién (pues no se ha
realizado ninguna proyeccién), todas tienen la misma forma independiente-
mente del punto donde se encuentren.

Figura 4.1: Indicatrices de Tissot sobre la superficie terrestre. Fuente: .

Ejemplo 4.37. En las proyecciones conformes, las Indicatrices de Tissot son
circulos de tamano variable. En cambio, en las proyecciones isoareales, varian
su forma y orientacién en funcién de la ubicacién, pero todas tienen la misma
unidad de area.
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4.2.2. Clasificacién segin la superficie de proyeccion

Una primera clasificacion de las proyecciones consiste en catalogarlas
segun la superficie donde se proyectan los puntos. Las superficies mas fre-
cuentes son el plano, el cilindro y el cono, las cuales, en funciéon de como
estén situadas respecto al objeto a proyectar, determinan diferentes tipos de
proyecciones.

En virtud de la superficie de proyeccion se definen los siguientes tipos de
proyeccion:

= Proyeccién plana o azimutal: utiliza el plano como superficie de pro-
yeccion. Se pueden distinguir varios tipos:

e Gnomica o central: el vértice de proyeccién coincide con el centro
de la esfera.

e Estereografica: el vértice de proyeccion coincide con el punto dia-
metral opuesto al punto de tangencia (antipoda).

e Ortografica: el vértice de proyeccion se encuentra en el infinito.

e Escenografica: el vértice de proyeccién es un punto cualquiera del
espacio exterior a la esfera (distinto del infinito).

= Proyeccién cilindrica: utiliza el cilindro como superficie de proyeccién.
= Proyeccién cénica: utiliza el cono como superficie de proyeccién.

En la figura podemos ver un esquema de como se realizan estas pro-
yecciones.

PROYECCIONPLANA PROYECCION CILINDRICA PROYECCION CONICA

Figura 4.2: Principales superficies de proyeccién. Fuente: ||

Ademas, segun la posicién de la superficie de proyeccién con respecto al
eje de rotacion de la Tierra, las proyecciones cilindricas y las proyecciones
cénicas se clasifican en:
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= Normal o polar: el eje de simetria de la superficie de proyeccion coincide
con el eje de rotacion de la Tierra.

= Transversa o ecuatorial: el eje de simetria de la superficie de proyeccion
forma un angulo de 90 grados con el eje de rotacién de la Tierra.

= Oblicua: cualquier otro caso.

Esta clasificacién de las proyecciones cilindricas y conicas se puede ver en la
figura

POLAR o NORMAL ECUATORIAL o TRANSVERSAL OBLICUA

Figura 4.3: Clasificacién proyecciones cilindricas y cénicas. Fuente: .

Observacion 4.38. Existen otras proyecciones que no encajan con el esque-
ma que se ha planteado anteriormente debido a que son proyecciones de uso
menos frecuente, y solo se utilizan en casos muy concretos. Algunos de estos
casos son la proyeccion de Werner que es una proyeccion pseudocoénica con
forma de corazon (figura ; o la proyeccion de Cahill-Keyes que es una
proyeccion en la que la superficie de proyeccién es un poliedro (figura .
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Figura 4.4: Mapamundi realizado con la proyeccién de Werner. Fuente: .

Figura 4.5: Mapamundi realizado con la proyeccion de Cahill-Keyes. Fuente:

35).
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4.2.3. Clasificacién segun la propiedad métrica que se
conserva

Otra forma de clasificar las proyecciones es segin la propiedad métrica
que conserven, ya que no pueden conservar todas al mismo tiempo.

Por ello, cuando se esta disenando un mapa, se debe estudiar el uso al
que estara destinado: generalmente, la navegacion necesita mapas en los que
se conserven los éngulos (es decir, mapas conformes), mientras que para usos
gubernamentales son mas tutiles los mapas en los que se conservan las areas
(es decir, mapas isoareales). En cualquier caso, nunca podra existir un mapa
que sea simultdneamente conforme e isoareal (es decir, que conserve angulos
y areas al mismo tiempo), ya que para ello deberfa existir una aplicacién
conforme e isoareal entre la esfera y el plano. Esto es imposible, ya que como
se pone de manifiesto en el teorema |4.28] una aplicacién que es conforme e
isoareal al mismo tiempo, es una isometria; y el corolario [2.18| ya demostré
que no existen isometrias entre abiertos del plano y abiertos de la esfera.

En funcion de la métrica conservada, los principales tipos de proyeccion
son:

» Conforme: se conservan las formas (es decir, no hay distorsién en los
angulos). Usadas para la navegacién aérea y maritima.

= [soareal, equivalente o equiarea: se conservan las dreas. Usadas para la
realizacion del catastro y cuestiones gubernamentales.

= Compromiso: no se conservan ni angulos ni areas. Usadas para la rea-
lizacion de mapas tematicos.

A pesar de que la eleccion de un tipo de proyeccién u otro depende de las
necesidades cartograficas y geograficas para las que se quiera utilizar, en los
mapas modernos la proyeccién més empleada es la proyeccion conforme.

A continuacién, se hace un estudio mas profundo de cada uno de estos
tipos de proyecciones: proyecciones conformes en la subsubseccién [4.2.3.1]
proyecciones isoareales en la subsubseccion [4.2.3.2] y proyecciones de com-

promiso en la subsubseccién 4.2.3.3

4.2.3.1. Proyecciones conformes

En general, para la marina y la aviacién, donde se navega siguiendo las
loxodrémicas, el mapa elegido debera conservar los angulos para que el piloto
no se desvie del rumbo escogido. Por esta razén, se utilizan las proyecciones
conformes.
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Este tipo de proyecciones mantienen la forma de la superficie que se mues-
tra en el mapa, sin embargo, distorsionan mucho el tamano de las superficies
cartografiadas.

La proyeccion cilindrica normal de Mercator (también designada como
proyeccion de Mercator) es la proyecciéon conforme més conocida e impor-
tante de todas, ya que da lugar a los mapas habituales a los que estamos
acostumbrados. Se ided exclusivamente para su uso en la navegacion, ya que
al tratarse de una proyeccion conforme, se conservan los angulos. Es decir,
para ir de un punto A a un punto B, basta con situarlos en un mapa, unirlos
con una recta, y el angulo que forme esa recta en el mapa con los meridia-
nos define el rumbo (la loxodrémica) que se debe seguir. La sencillez de este
método compensa el mayor recorrido que se realiza al navegar siguiendo la
loxodrémica en vez de la ortodrémica.

Veamos mas en detalle esta proyeccion:

La proyeccion de Mercator

Tras el descubrimiento de América en 1492, el comercio comenz a ex-
pandirse por todo el planeta. Por ello, se necesitaban nuevos mapas que per-
mitieran mantener el rumbo a los barcos para viajar de un puerto a otro sin
que se perdieran durante las largas travesias. En 1569, el cartografo, gedgrafo
y matemético belga Gerardus Mercator (1512-1594) publicé en su obra Nue-
va y Aumentada Descripcion de la Tierra con Correcciones para su Uso en
Navegacion una proyeccion que resolvia este problema ya que se trataba de
una proyeccién conforme: la proyeccion de Mercator (ﬁgura. La creacion
de esta proyeccién marcé el principio de una nueva era en la Cartografia .

Figura 4.6: Mapamundi de 1569 realizado con la proyeccién de Mercator.
Fuente: [36].
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Definicién 4.39. La proyeccion de Mercator viene definida por la aplicacion:

¢:S*\ {N,S} - R* C R®

o(z,y, z) = (arccos

x 1 1+2z
—, ! 4.
e (1) a

donde N y S representan los polos Norte y Sur respectivamente.

Figura 4.7: Mapamundi actual realizado con la proyeccién de Mercator. Fuen-

te: .

Observacion 4.40. Los meridianos (¢ = g, donde g es una constante) se
proyectan en segmentos de rectas verticales, y los paralelos (f = 6y, donde
0y es una constante) en rectas horizontales.

Esto se debe a que al aplicar ¢ a las curvas:

a(f, o) = (sen(B)cos(pg), sen(f)sen(py), cos(0))
B(0o, ) = (sen(bp)cos(p), sen(by)sen(p), cos(by))

con (g, 0y constantes, se obtienen parametrizaciones de rectas verticales y
horizontales respectivamente.
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Proposicién 4.41. La proyeccion cilindrica de Mercator es una aplicacion
conforme.

Demostracidn. Seax(0, ) la parametrizaciéon de S? dada por las coordenadas

geogréficas, es decir, x(0, ¢) = (sen(0)cos(p), sen(0)sen(p), cos()); sea ¢ la

proyeccién cilindrica de Mercator de la definicién y sea X la aplicacién
1 1 0

resultante de componer ¢ o x, es decir, X(6, ¢) = (¢, élog %) ,0).

Debido a que los coeficientes de la primera forma fundamental de X son

1
EF=———+ F =0y G = 1; aplicando el teorema [4.18 a la funcion
sen?(0)

1
Ap) = en?(@) (que es diferenciable y nunca se anula, pues 6 € (0,7)), se

tiene que la proyeccién cilindrica de Mercator es una aplicacién conforme. [
Observacién 4.42. Esta proyeccion se puede visualizar como aquella que
asemeja la Tierra a un globo hinchable que se introduce en un cilindro, y que
al comenzar a inflarse, imprime el mapa en la cara interior del cilindro.

Observaciéon 4.43. Aunque es una proyeccion muy utilizada en navegacion,
no es adecuada para representar toda la Tierra en un Unico mapa, ya que
provoca grandes distorsiones de dreas y formas al alejarse del ecuador (hecho
que corroboran las Indicatrices de Tissot de la figura .

Figura 4.8: Indicatrices de Tissot utilizando la proyeccion de Mercator. Fuen-

te: .
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En efecto, las superficies de latitudes elevadas se muestran mucho mas
grandes de lo que son en realidad. Por poner algin ejemplo, la superficie de
Africa es aproximadamente 14 veces la de Groenlandia, pero en esta proyec-
cién, las dos tienen un tamano similar. Lo mismo ocurre con Alaska y Brasil,
que aunque aparecen representadas con un tamano similar, Alaska es casi
cinco veces mas pequena que Brasil.

Estas deformaciones no quitan valor ni utilidad a la proyeccién de Merca-
tor, que no debe utilizarse para comparar superficies ni para medir distancias,
sino tan solo para el trazado de loxodromicas.

Observacion 4.44. Las aplicaciones web de Cartografia (como Google Maps
o Bing Maps) utilizan actualmente una variante de la proyeccién de Mercator
que asume que la superficie del planeta es esférica para simplificar los calculos
[36].

Los desarrolladores de Bing Maps defienden esta eleccién por dos razones:

= En cualquier punto del planeta, la direccion Norte-Sur siempre se mues-
tra como vertical, y la direccion Este-Oeste siempre como horizontal.

= A pesar de que se distorsionan mucho las formas cuando se representan
grandes superficies, localmente, para regiones pequenas, la deformacion
es muy pequena. Esto la hace muy conveniente para un mapa dinamico
sobre el que se hace zoom a zonas pequenas como es el caso de este
tipo de aplicaciones.

Debido a la gran distorsiéon que se produce en el tamano de la superficie
cerca de los polos Norte y Sur, generalmente las regiones polares se cortan.
De hecho, en los mapas de Google Maps, la maxima latitud representada es
de £ 85.0511287798066 grados.

La proyeccion normal de Mercator da lugar a la proyeccion transversal de
Mercator y al sistema de coordenadas Universal Transversa Mercator que se
explican a continuacién.

Definicién 4.45. La proyeccion transversal de Mercator es una proyeccion
normal de Mercator en la que el cilindro sobre el que se genera la proyeccion
estd girado 90°.

Observacién 4.46. La proyecciéon normal de Mercator es completamente
exacta en el ecuador, y es bastante precisa dentro de una estrecha franja de
unos tres grados centrado en el ecuador.
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Esta cualidad es explotada por el sistema de coordenadas Universal Trans-
versa Mercator (conocido como sistema U.T.M.) adoptado internacionalmen-
te. Este sistema define 60 proyecciones estandar diferentes, donde cada una
es una proyeccion transversal Mercator con un meridiano distinto como linea
de tangencia.

Se utiliza principalmente para cartografiar los objetos contenidos en un
unico huso, es decir, para cartografiar las posiciones geogréficas que ocupan
todos los puntos comprendidos entre dos meridianos. Esto se debe a que
la combinacién de dos husos diferentes en un mismo mapa se corresponde
con la combinacion de dos proyecciones cartograficas diferentes, lo que puede
provocar errores como los explicados en la observacion (por lo que si es
necesario combinar diferentes husos UTM para un estudio, la solucién mas
adecuada consiste en buscar otra proyecciéon que proporcione una distorsion
baja en toda el drea de interés).

El sistema UTM divide la Tierra en 60 zonas (husos) UTM; y aunque se
ha utilizado en casi toda la cartografia espanola, introduce un grave problema
ya que, como se observa en la figura 4.9, Espafnia esta contenida en los husos
28 (Islas Canarias), 29 (Galicia), 30 (centro de Espana y Espana occidental),
y 31 (Espana oriental e Islas Baleares).

UTM Zone Numbers
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Figura 4.9: Distribucion de las zonas del sistema de coordenadas UTM. Fuen-

te: [13].

En [12], y se hace un estudio mas completo de este sistema de
coordenadas para el lector que quiera ampliar esta informacién.
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4.2.3.2. Proyecciones isoareales

Por otro lado, para la realizacion del catastro y todas sus consecuencias
fiscales, es necesario la conservaciéon de superficies, por lo que se utilizan las
proyecciones isoareales (también denominadas equivalentes o equidreas).

Este tipo de proyecciones conservan las areas, y a pesar de ser menos
conocidas que las conformes, son de gran utilidad ya que permiten obtener
una imagen real del tamano de la zona proyectada.

La proyeccion de Werner vista en la figura [£.4] es un ejemplo de proyec-
cioén isoareal. Sin embargo, no es tan conocida como la proyeccion cilindrica
normal de Lambert (o simplemente proyeccion de Lambert), que es la que
normalmente se estudia como ejemplo de este tipo de proyecciones y que se
escoge de referencia para realizar proyecciones isoareales.

La proyeccién de Lambert

La proyeccion de Lambert es una proyeccion isoareal que fue publica-
da junto con otras seis proyecciones en la obra Beitrdge zum Gebrauch der
Mathematik und deren Anwendung de Johann Heinrich Lambert y que data
del afo 1772 [22].

Se considera la esfera unidad S? centrada en el origen de coordenadas y
el cilindro C de ecuacién {(z,y,z) € R® | 22 + y*> = 1}. Sean N = (0,0,1) y
S =1(0,0,—1), y se considera la aplicacién b:S? \ {N,S} — C tal que para
cada p € S*\ {N, S}, su imagen es el punto de corte entre C y la semirrecta
perpendicular al eje z que comienza en el eje z y que pasa por p (figura .
Es decir

~ 7 - €T Y
¢(p) —gZﬁ(JI,y,Z) - (\/1_227\/1_2272)

|

(
(U

(

Figura 4.10: Realizacion de la proyeccién isoareal cilindrica de Lambert.
Fuente: [1].
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Entonces al componer ¢ con la inversa de la parametrizacion del cilindro,
se obtiene la proyeccion de Lambert.

Definicién 4.47. La proyeccion de Lambert viene definida por la aplicacion:

¢:S*\ {N,S} - R*C R
#(a,y.2) = (arctg”, 2,0) (44)

donde N y S representan los polos Norte y Sur respectivamente.

Figura 4.11: Mapamundi realizado con la proyeccion de Lambert. Fuente: .

Observacién 4.48. Al igual que en la proyeccién cilindrica de Mercator,
los meridianos se proyectan en rectas verticales, y los paralelos en rectas
horizontales.

Proposicién 4.49. La proyeccion cilindrica de Lambert es una aplicacion
1soareal.

Demostracidén. Seax(0, ) la parametrizaciéon de S? dada por las coordenadas
geogréficas, es decir, x(0, ¢) = (sen(0)cos(p), sen(0)sen(p), cos()); sea ¢ la
proyeccién cilindrica de Lambert de la definicién [£.47} y sea x la aplicacién
resultante de componer ¢ o x, es decir, X(6, ¢) = (¢, cos(d),0).

Dado que %Xy = (0, —sen(f),0) y X, = (1,0,0), se deduce que los coefi-
cientes de la primera forma fundamental de X son E = Xy - X9 = sen?(6),
F=%-%,=0yG=x%, %, =1

Finalmente, aplicando el teorema , dado que EG — 2 = sen?(f), se
tiene que la proyeccion cilindrica de Lambert es una aplicacion isoareal. [
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Observacién 4.50. En la figura se puede ver como las Indicatrices
de Tissot en la proyeccién de Lambert cambian de forma en funcién de su
posicién en el mapa. Sin embargo, todas ocupan el mismo &area, corroborando
asi que se trata de una proyeccién isoareal.

En este mapa, a pesar de que no se mantienen las formas de los paises, si
que se mantiene la superficie que abarcan. Por esta razon, se puede utilizar
para comparar la superficie entre diferentes regiones.

Figura 4.12: Indicatrices de Tissot utilizando la proyeccién de Lambert. Fuen-
te: [37].

4.2.3.3. Proyecciones de compromiso

Durante muchos anos, la proyeccion de Mercator fue la més utilizada
para todo tipo de usos a pesar de la gran distorsion de areas y formas que
se produce cerca de los polos (lo que la hace inadecuada para su uso en
mapamundis, mapas de divulgacion cientifica, mapas escolares, etc).

Es por ello que a lo largo del siglo XX fueron surgiendo otro tipo de pro-
yecciones cartograficas mas adecuadas para representar la superficie entera:
las proyecciones de compromiso.

Este tipo de proyecciones no conservan ni angulos ni areas, sino que tratan
de buscar un equilibrio entre la distorsion de estas propiedades, por lo que
suelen utilizarse como base para realizar mapas tematicos.

Existen multitud de formas de minimizar todas las distorsiones produci-
das, y por ende, multitud de proyecciones de compromiso, como la que se ha
presentado anteriormente en la figura |4.5|

A continuacién, se presenta la proyeccion de Winkel-Tripel, que proba-
blemente sea la proyeccién de compromiso mas conocida en la actualidad, y
la proyeccion de J. Richard Gott et al., que ha sido publicada recientemente
(el 15 de febrero de 2021) en el articulo [23].
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Proyeccion de Winkel-Tripel

Esta proyeccién, creada por el cartégrafo aleman Oswald Winkel (1874-
1953) en 1921, surge como la media aritmética de dos proyecciones (la pro-
yeccion equirrectangular y la proyeccién de Aitoff), y trata de minimizar la
distorsién de las tres propiedades métricas: dreas, angulos y distancias (de
ahi su nombre, ya que Tripel en aleman quiere decir Triple) [38].

Definicién 4.51. La proyeccion de Winkel-Tripel viene definida por la apli-
cacion:

6:S2\ {N,S} - R C R? (4.5)
(1 2cos(p)sin (3)\ 1 sin(yp)
(b(fl?, Y, Z) - (5 (ACOS(@I) + sinc(a) ) ’5 <90 + sinc(oz)) ,0>

donde A es la longitud relativa al meridiano central de la proyeccion; ¢ es la
latitud; ¢, es el paralelo estandar para el proyeccion equirrectangular; sinc es
el seno cardinal no normalizado (con la discontinuidad eliminada), es decir,

sine(x) = 5”;("’5); v & = arccos (cos(go)cos (%))

2
Observacién 4.52. En su propuesta, Winkel establecié ¢ = arccos <—>
0

Figura 4.13: Mapamundi realizado con la proyeccién de Winkel-Tripel. Fuen-

te: .
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Observacion 4.53. Aunque fue utilizada por primera vez en el ano 1955
por John Bartholomew & Sons para la realizacion de un mapamundi de la
vegetacion del planeta para el Times Atlas of the World (ﬁgura, no fue
hasta el ano 1998 cuando cobré protagonismo, ya que en ese ano, la National
Geographic Society, que es un referente internacional, comenzo6 a utilizarla
para todos sus mapamundis. A partir de entonces, muchas otras agencias y
companias comenzaron a utilizarla.

i TINES ATLAR WORLD \’EﬁF['ﬂTlON iWa

Figura 4.14: Mapamundi de la vegetacién de 1955 realizado con la proyeccion
de Winkel-Tripel. Fuente: .

Observacion 4.54. Hoy en dia es considerada una de las mejores proyeccio-
nes para representar toda la superficie de la Tierra ya que busca un equilibrio
de las distorsiones producidas. En la figura[d.15]se pueden ver las Indicatrices
de Tissot en la proyeccién de Winkel-Tripel.
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Figura 4.15: Indicatrices de Tissot utilizando la proyeccién de Winkel-Tripel.
Fuente: [39).

Proyeccion de J. Richard Gott et al.

En 2007, J.Richard Gott (profesor emérito de Astrofisica de la Universi-
dad de Princeton, Princeton, EEUU) y David M.Goldberg (profesor de Fisica
en la Universidad de Drexel, Philadelphia, EEUU) crearon un sistema para
puntuar los mapas existentes. Este sistema permite cuantificar los seis tipos
de distorsiones que pueden surgir al utilizar una proyeccién: isotropia, areas,
distancias, flexién, asimetria (desviacién) y cortes de limites [23].

Observaciéon 4.55. Cuanto menor es la puntuacién otorgada por este siste-
ma, mejor es el mapa: un globo terraqueo tiene una puntuacién de 0,0 dado
que no hay deformaciones; sin embargo, la proyeccion de Mercator recibe una
puntuacion de 8,296, y la proyeccion de Winkel-Tripel de 4,563.

Debido a estas altas puntuaciones, en el 2021, J. Richard Gott y David
M. Goldberg, ayudados por Robert J. Vanderbei (profesor de Investigacién
de operaciones e Ingenierfa financiera de la Universidad de Princeton), pre-
sentan en el articulo Flat Maps that improve on the Winkel Tripel [23] una
nueva proyeccion con un enfoque totalmente novedoso a pesar de su obvie-
dad: realizar una proyeccién azimutal equidistante polar de doble cara (es
decir, que conserve las direcciones desde el punto central), donde el hemisfe-
rio Norte se proyecte sobre una cara, y el hemisferio Sur sobre la otra (figura
4.16)).
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Figura 4.16: Mapamundi realizado con la proyeccién de J. Richard Gott,
David M. Goldberg y Robert J. Vanderbei. Fuente: .

Los mapas realizados con esta proyeccion presentan errores de distancia
mas pequenos que cualquier mapa plano de una cara, ya que han logrado
que las distancias estén desviadas como méaximo un £22,2 %; y ademads, las
areas en los bordes son solo 1,57 veces mas grandes que en el centro.

Otra ventaja que presenta esta proyeccion es que los mapas no presentan
ningin tipo de corte o discontinuidad, ya que se extienden sobre el borde,
pudiendo pasar de una cara a la otra sin problemas (como si se tratase de
una sdbana sobre una cuerda).

Observacion 4.56. La Antartida y Australia estdn representadas con una
mayor precision que en la mayoria de los otros mapas. Ademas, las distancias
entre océanos o polos son precisas y faciles de medir, a diferencia de los mapas
planos tradicionales.

Observacion 4.57. A pesar de que los mapas realizados con esta proyeccion
reciben una puntuaciéon mucho mejor que los mapas realizados con cualquier
otra (la puntuacién de error de Goldberg-Gott para esta nueva proyeccién es
de 0,881), han sido objeto de gran controversia entre los principales expertos
en Cartografia, ya que esta proyeccién destruye la premisa béasica de mostrar
todo la superficie de estudio en una sola cara o pagina.
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Observacién 4.58. Finalmente, estos autores también plantean la posibi-
lidad de aplicar esta proyeccién para la obtenciéon de mapas astronémicos
(ﬁgurasy 4.17b), ya que la puntuacién de error de Goldbert-Gott sigue
siendo de 0,881 para ellos.

(a) Mapa de Marte. (b) Mapa de Jupiter.

Figura 4.17: Mapas astronémicos utilizando la proyeccién de J.R. Gott et al.

Fuente: )
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