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Introduccion

El objetivo de este trabajo es introducir la teoria de categorias dando las
definiciones elementales (categorfa, funtor y transformacién natural), y des-
cribiendo algunas construcciones universales, relacionando estos conceptos
abstractos con ejemplos vistos en el grado. También demostraremos algunos
resultados basicos de la teoria de categorias.

En el primer capitulo, definiremos el concepto de categoria y aportaremos
una larga lista de ejemplos de categorias con las que vamos a trabajar en los
capitulos posteriores. En el lenguaje de categorias hablamos de “objetos” y
“morfismos” de una forma abstracta para tratar de forma simultanea con-
ceptos de diferentes areas de las matematicas como, por ejemplo, los espacios
topologicos y los espacios vectoriales. También definiremos los diferentes ti-
pos de morfismos que existen en una categoria y presentaremos el concepto
de dualidad. Este tltimo recurso lo utilizaremos con frecuencia en el siguiente
capitulo para relacionar unos resultados con otros.

Tras las definiciones basicas que damos en el primer capitulo, tratare-
mos de hablar, de una forma abstracta, de cuatro construcciones universales
que podemos encontrar en diferentes categorias: el producto, el coproducto, el
pull-back y el push-out. Generalizaremos construcciones que se estudian en el
grado como el producto cartesiano de conjuntos y la suma directa de grupos
abelianos.

En el dltimo capitulo, definimos funtor como la herramienta para relacio-
nar unas categorias con otras dando también ejemplos vistos en el grado pero
que, hasta ahora, no habiamos llamado funtores. Para finalizar, hablamos de
las transformaciones naturales que nos permiten establecer relaciones entre
funtores, y demostramos uno de los resultados mas importantes de la teoria
de categorias: el lema de Yoneda. En un estudio més exhaustivo podriamos
profundizar mas en las aplicaciones de este lema, pero va mas alla de lo que
pretendemos con este trabajo.






Capitulo 1

Categorias

El concepto de categoria permite tratar diferentes ramas de las matemaéti-
cas de una forma abstracta usando el mismo lenguaje. Se pueden traducir
resultados de teoria de conjuntos, teoria de grupos y topologia en los mismos
términos usando objetos y relaciones entre ellos establecidas mediante mor-
fismos.

1.1. Definicién y ejemplos
Definicién 1.1.1. Una categoria € esta formada por:
I. Una clase Obj(€) cuyos elementos se denominan objetos.

1. Para cada par A, B de Obj(Z), un conjunto €(A, B) cuyos elementos
se denominan morfismos de A en B.

1. Para cada tres elementos A, B, C' de Obj(€), una ley de composicién

C(A, B) x €(B,C) —s €(A,C)
(1.1)
(frg) —>gof

De forma simplificada, escribiremos g f para referirnos a la composicion
gofdefe€AB)yge€B,C).

Una categoria € tiene que cumplir los siguientes axiomas:

1. Los conjuntos €(A;, By) v €(As, By) son disjuntos a no ser que A; = A,
y By = Bs.
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2. (Asociatividad de la composicién) Sea f € €(A,B), g € €(B,C) y
h € €(C, D). Entonces
h(gf) = (hg)f (1.2)

3. (Existencia de identidades) Para cada objeto A existe un morfismo

h € €(A, A) tal que para todo f € €(A, B), g € €(C, A),

fh=Ff hg=g (1.3)

El morfismo h es el morfismo identidad de A y lo denotamos 1,4. Este
morfismo 1,4 es tinico: si existiese otro morfismo identidad 1y € €(A, A)
entonces 14 = 141, = 1/,.

Como podemos observar, hemos definido Obj(€) como una clase, es decir,
no tiene que ser necesariamente un conjunto. Se debe a las paradojas conoci-
das de la teoria de conjuntos. De hecho, es conocido que la clase de todos los
conjuntos no es un conjunto, entonces, si hubiesemos definido Obj(€) como
un conjunto, tendriamos problemas definiendo una categoria cuyos objetos
fuesen todos los conjuntos. Para poder eliminar estos problemas, se define
Obj(€) como una clase en lugar de un conjunto.

Para aclarar a qué nos referimos con el primer axioma, consideraremos el
siguiente ejemplo. Sea S la categoria cuyos objetos son los conjuntos y cuyos
morfismos son las aplicaciones. Las dos aplicaciones coseno

cos: R— R, cos: R — [—1,1]

podrian considerarse la misma aplicacién a pesar de que la llegada sea a con-
juntos diferentes. Sin embargo, aunque dos aplicaciones tomen los mismos
valores en los mismos puntos se consideran aplicaciones diferentes si tienen
espacios de salida o de llegada diferentes. De hecho, la aplicacién coseno con
llegada al intervalo [—1,1] es una aplicacién sobreyectiva y la que tiene lle-
gada a R no lo es. Por tanto, estamos hablando de dos aplicaciones distintas.

Antes de comenzar a dar ejemplos de categorias vamos a aclarar cier-
tas cuestiones de notacion: nos referiremos a los objetos de € usando letras
maytusculas y a los de morfismos usando mintsculas. Por tanto, escribiremos
A € € para referirnos a un objeto, y f € €, en lugar de f € €(A, B), para
referirnos a un morfismo entre dos objetos cualesquiera de €.

Utilizaremos también como notaciéon f: A — B para referirnos a un
morfismo del objeto A en el objeto B. Es natural pensar que los elementos
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f € €(A, B) son “aplicaciones” entre los objetos A y B de una forma general.
Dando algunos ejemplos veremos a continuacion que los morfismos de una
categoria no necesariamente tienen que ser aplicaciones.

Ejemplos 1.1.2.

1. La categoria S: los elementos de Obj(S) son los conjuntos y los morfis-
mos son las aplicaciones. La composicion en esta categoria es la com-
posicion habitual de aplicaciones.

Si consideramos el vacio () como un conjunto, podria suponer un pro-
blema definir morfismos con salida o con llegada en el vacio. Para cada
conjunto A, como el conjunto () no tiene ningiin elemento, podemos de-
finir €(0), A) como el conjunto con un unico morfismo que serfa el “mor-
fismos vacio” que envia ningin elemento en ningin elemento, porque el
conjunto de salida es el vacfo. Los conjuntos €(A, () de los morfismos
con llegada al vacio, no tendrian ningiin morfismo porque, por la defini-
cién de aplicacién, cada elemento de A deberfa tener imagen en ), pero
no existe ningin elemento en el vacio para que sea imagen de los ele-
mentos de A. El uinico morfismo de €(f), 0) seria el morfismo identidad
de 0, 1p, para que se cumplan los axiomas de una categorfa. Cumple
la propiedad de la identidad de () porque si tenemos f : ) — A en-
tonces flg € S(0, A), y como solo hay un morfismo que tiene como
salida el vacio y como llegada el objeto A, deducimos que flyp = f.
Esto ya prueba que cumple la propiedad (1.3) porque no existe ningin
morfismo con llegada en el vacio, luego no podemos componer 1y con
ninguna aplicacién g : A — (.

Podemos llamar S a la categoria de los conjuntos y las aplicaciones pero
sin considerar que el conjunto vacio () es un objeto de esta categoria.

2. La categoria Top: estd formada por los espacios topolégicos y las aplica-
ciones continuas. La composicion es la composicién habitual de aplica-
ciones continuas. Esta bien definida porquesi f: A— Byg: B — C
son aplicaciones continuas, su composicién fg: A — C es también una
aplicacion continua.

3. la categoria ParTop: tiene como objetos los pares de espacios topologi-
cos (X, A) tal que A C X, y los elementos de ParTop((X, A), (Y, B))
son las aplicaciones continuas f: X — Y que cumplen que f(A) C B.
La composiciéon de morfismos es la composicién de aplicaciones. Esta
bien definida porque si tenemos morfismos f € ParTop((X, A), (Y, B))
y g € ParTop((Y, B),(Z,C)), como f(A) C By g(B) C C, tenemos
que gf(A) C g(B) C C'y por tanto gf € ParTop((X, A), (Z,C)).
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4. La categoria Top™*: sus objetos son los espacios punteados (X, xg),
donde X es un espacio topolégico y xg € X. Los morfismos entre dos
objetos (X, ), (Y,yo) son las aplicaciones continuas de X en Y que
cumplen que f(xg) = yo. Se denominan aplicaciones punteadas. La
composicién de morfismos vuelve a ser la composicién de aplicaciones.

5. Se puede obtener una categoria A a partir de un conjunto parcialmente
ordenado A: los objetos son los elementos del conjunto A, y para cada
X,Y € A definimos:

XY i X <Y
AX,Y) = {{( Y)} siX <
0 en otro caso
A(X,Y) es un conjunto con un solo elemento que hemos llamado (X, Y’)
o es el conjunto vacio. Si f € A(X,Y) y g € A(Y, Z), la composicién
se define

_{{(X,Z» sif=(X,Y)yg=(Y,2)
gof= 0
en otro caso

Esta bien definida por la transitividad de la relacién de orden ya que si
X<YyY <Z esdecir, f=(X,Y)yg=(Y,Z), entonces X < Zy
por tanto, (X,Z) =go f € A(X, Z). Por la propiedad reflexiva, como
X < X para todo X € A, entonces

AX, X)) ={(X, X)} = {1x}
Que cumple que para f = (Y, X) e AY, X)yg=(X,2) € A(X,2)
Ixf= (X,X)(Y,X) = (KX) =f glx= (XvZ>(X7X) = <X>Z) =9

Por tanto también estda garantizada la existencia de identidades . Es
importante hacer énfasis en que los morfismos no tienen que ser nece-
sariamente aplicaciones, como ocurre en este ejemplo.

6. La categoria Gr: tiene como objetos los grupos y como morfismos los
homomorfismos de grupos. La composicién estd bien definida porque,
como es bien conocido, la composicion de dos homomorfismos de grupos
es otro homomorfismo de grupos.

7. La categoria Ab: los objetos son los grupos abelianos y los morfismos
son los homomorfismos de grupos, con la compisicién de homomorfis-
mos de grupos.
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8. La categoria Ri: sus objetos son los anillos y sus morfismos los homo-
morfismos de anillos. La composicién de morfismos es la habitual de
homomorfismos de anillos. Estd bien definida porque la composicion de
dos homomorfismos de anillos es de nuevo un homomorfismo de anillos.

9. Fijado un cuerpo K, podemos definir una categoria Exty cuyos objetos

son las extesiones de K (los cuerpos F' tales que K es un subcuerpo de
F) y los morfismos son los homomorfismos de anillos «: E — F entre
dos extensiones F/, F' de K que dejan fijos los puntos de K, es decir,
a(x) = x para todo = € K. Por supuesto, si tenemos dos morfismos
a: B — Fyp: FF— G, sucomposicion fa: F — G, también deja
fijos los puntos de K y por tanto, esta bien definida la composicién en
esta categoria.
Sia: E — F es un homomorfismo de anillos entre dos extensiones F,
F de K que deja fijos los puntos de K, es conocido que el ntcleo de
a es un ideal del cuerpo F, y los ideales de un cuerpo son unicamente
el propio cuerpo y el ideal nulo. El propio cuerpo no puede ser porque
a deja fijos los puntos de K, por tanto el nicleo de « tiene que ser el
ideal nulo. Esto quiere decir que todos los homomorfismos de anillos de
esta categoria son inyectivos.

10. La categoria Dif,,: fijado n € N, sus objetos son los subconjuntos abier-
tos de R™ y sus morfismos las aplicaciones diferenciables entre los abier-
tos de R™.

11. La categoria EV: fijado un cuerpo K, definimos la categoria E'Vi
como aquella cuyos objetos son los espacios vectoriales sobre el cuerpo
K y cuyos morfismos son las aplicaciones lineales.

1.2. Subcategorias

Definicién 1.2.1. Sea € una categoria. Decimos que €' es una subcategoria
de € si:

1. Obj(€’) C Obj(€).
1. ¢ (A", B") C €A, B') para todo A, B" € Obj(€¢") C Obj(€).

111. La composicién de dos morfismos f € ¢'(A", B') y g € &(B’, ") coin-
cide en €’ y en €.

Se dice que una subcategoria € es plena si €'(A’, B') = €(A’, B') para
todo A’, B € Obj(’). Estas subcategorias quedan determinadas mediante
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la clase Obj(€’), ya que los morfismos coinciden con los de la categoria €. De
hecho, si dada una categoria € consideramos una subclase X C Obj(€), en-
tonces podemos definir una subcategoria plena €’ de € tal que Obj(€') = X.

Ejemplos 1.2.2.

1.

Ab es una subcategoria plena de Gr ya que los morfismos de Ab son
los homomorfismos de grupos, como en la categoria Gr.

Decimos que un grupo (G, +) abeliano es divisible si para cada g € G
y cada n € N existe ¢’ € G tal que g = ng’. Esto es que

=g¢d+...+4
—

n veces

es decir, operando n veces el elemento ¢° € G obtenemos g € G. De-
finimos la categoria AbDiv cuyos objetos son los grupos abelianos
divisibles y cuyos morfismos son los homomorfismos de grupos. Es una
subcategoria plena de la categoria Ab porque los morfismos de AbDiv
coinciden con los de Ab.

Podemos definir la subcategoria Gr€ de Gr como aquella cuyos objetos
son los grupos ciclicos G = (g), es decir, los que pueden ser generados
por un solo elemento g € G. Los morfismos son también los homo-
morfismos de grupos, y por tanto, Gr®(G, H) = Gr(G, H) para todo
G, H € Obj(Gr®), luego es una subcategoria plena de Gr.

Un ejemplo de subcategoria plena de EV, es la categoria EV}. cuyos
objetos son los espacios vectoriales de dimension finita y sus morfismos
son las aplicaciones lineales. Es claro que Obj(EV)) C Obj(EVk) v
que EV/ (U, V') = EVk(U', V') para todo U', V' € Obj(EVY,).

. Podemos obtener la subcategoria Top’ de la categoria Top consideran-

do Obj(Top) = Obj(Top’) y Top' (X', Y”) el conjunto de las aplicacio-
nes continuas inyectivas de X’ en Y”. Para todo X', Y’ € Obj(Top') se
tiene que Top'(X’,Y”’) C Top(X',Y’), y como la composicién de dos
aplicaciones inyectivas es también una aplicacién inyectiva, la compo-
sicién de dos morfismos coincide en Top’ y en Top. En ese caso, Top’
no es una subcategorfa plena. No ocurre que Top(X,Y) = Top'(X,Y)
porque en el conjunto Top(X,Y') hay aplicaciones continuas que no
son inyectivas y por tanto no pertenecen al conjunto Top’(X,Y).
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6. Top* es una subcategoria plena de ParTop. Cada par (X, z() de Top*
es un objeto de ParTop porque como {zo} C X, podemos considerar

el par (X, {zo}), y
Top*((X, J]o), (K yO)) = ParTop((X, {xO})v (Y7 {?JO}))
porque f € Top*((X, o), (Y,yo)) si y solo si f(zg) = yo si y solo si
f({xo}) € {yo} si'y solosi f € ParTop((X, {zo}), (Y. {y0})) -
La composicion de dos morfismos

fr (X m0) — Yomo), g (Yiyo) — (2, 20)

en Top* seria el morfismo gf: (X, z9) — (Z, z0) tal que gf(zo) = 2o,
y coincide con la composicién de

f (X Azo}) — (Vi{wo}), g2 (Vi{wo}) — (2, {z})

en ParTop.

1.3. Monomorfismos, epimorfismos e isomor-
fismos

Definicién 1.3.1. Dada una categoria € y dos objetos A, B € €&, diremos
que f € €(A,B) es

1. monomorfismo si para todo C € €y g,h € €(C, A), fg = fh implica
que g = h.

2. epimorfismo si para todo C € €y g,h € €(B,C), gf = hf implica que
g = h.

3. isomorfismo si existe f~! € €(B, A), tal que ff ' =1y f1f = 1a.
f~! estd tinicamente determinada por f. Decimos que f~! es la inversa

de f.

Proposicion 1.3.2. Sea € una categoria cuyos morfismos son aplicaciones y
la composicion estd dada por la composicion de aplicaciones. Si f € €(A, B):

1. St f es inyectivo, entonces es un monomorfismo.

2. Si f es sobreyectivo, entonces es un epimorfismo.
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Demostracion. 1. Dados g, h € €(C, A), tal que f(g(x)) = f(h(z)), para to-
do z € C, por ser f inyectivo, entonces g(x) = h(x), para todo x € C, luego
g =h.

2. Sean g,h € €(B,C) morfismos tal que g(f(a)) = h(f(a)), para todo

a € A. Por ser f sobreyectivo, para todo ¢ € C' existe a € A tal que ¢ = f(a)
y por tanto, g(c) = g(f(a)) = h(f(a)) = h(c) para todo ¢ € C, luego g = h.
]

El reciproco no es cierto en ninguno de los dos casos. Hay categorias en
las que los monomorfismos y los epimorfismos no se corresponden con los
morfismos inyectivos y sobreyectivos respectivamente.

Por ejemplo, consideramos la categoria AbDiv de los grupos abelia-
nos divisibles y los homomorfismos de grupos. El homomorfismo natural
f: Q — Q/Z es un monomorfismo. Si g,h € AbDiv(A, Q) son dos morfis-
mos tal que g # h, queremos probar que fg # fh. Como g # h, existe a € A
tal que

g(a) — h(a) = )

n

Si fuese £ < 0, podemos considerar —a en lugar de a, que si que cumple que
g(—a) — h(~a) = h(a) — ga) = —% > 0.

Por ser A divisible, sabemos que a = 2d’ para algin a’ € A. Por tanto se
tiene que

2@@3—M¢DZ%WU—%Mﬁzﬂﬁﬁ—M%ﬁzﬂw—szg

lo que implica que

g(a) = h(a) = o

Utilizando de nuevo la divisibilidad de A, sabemos que existe b € A tal que
xb = d/. Entonces,

luego

fﬁw—fMMZf@@—h®»:f<l>%0

on
Es decir, existe b € A tal que fg(b) # fh(b) y, por tanto, fg # fh quedando
probado que f es un monomorfismo. Es obvio que no es un homomorfismo
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inyectivo, luego es un ejemplo de un monomorfismo en AbDiv que no es
inyectivo.

Si ahora consideramos en la categoria Ri de los anillos, la aplicacién in-
clusion f: Z — Q no es un morfismo sobreyectivo pero si es un epimorfismo.
Sean g, h € Ri(Q, A) Supongamos hf = gf, es decir, h(z) = g(z), para todo
z € Zy sea 7 € Q. Entonces,

) () s (2) -5 -9 (2) o on 1)
@on(3) ()

y por tanto h = g, quedando demostrado que f es un epimorfismo.

En la categoria S de los conjuntos, los monomorfismos y epimorfismos si
que corresponden con las aplicaciones inyectivas y sobreyectivas respectiva-
mente.

Proposicién 1.3.3. Sea € una categoria, g € €(A,B) y f € €(B,C). En-
tonces:

1. Si fg es un monomorfismo, entonces g es un monomorfismo.

2. Si f y g son monomorfismos, entonces fg es un monomorfismo.
3. Si fg es un epimorfismo, entonces f es un epimorfismo.

4. Si f y g son epimorfismos, entonces fg es un epimorfismo.

Demostracion. Sean h,k € (D, A), b, k' € (C, D).

1. Supongamos gh = gk. Entonces, fgh = fgk. Por ser fg un monomor-
fismo, implica que h = k, y por tanto g es un monomorfismo.

2. Supongamos fgh = fgk. Por ser f monomorfismo, gh = gk, y por ser
g monomorfismo, h = k. Por tanto fg es un monomorfismo.

3. Supongamos que h'f = k'f. Entonces, h'fg = k'fg. Por ser fg un
epimorfismo, implica que b’ = K’ y por tanto f es un epimorfismo.

4. Supongamos que h'fg = k' fg. Por se g un epimorfismo, h'f = k'f, y
por ser f un epimorfismo, implica que A’ = k’. Por tanto fg es un epimorfis-
mo.

]
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Proposicién 1.3.4. Todo isomorfismo es monomorfismo y epimorfismo.

Demostracion. Sea € una categoria y f € €(A, B) un isomorfismo. Por defi-
nicién, existe f71 € €(B, A) tal que ff =1y f1f = 14.
Sean g, € €(C, A) tal que fg = fg'. Entonces,

g=U"Ng=r"f9) =" =U"NHy=¢

y por tanto, f es un monomorfismo.
De la misma forma pero con dos funciones h, h' € €(B, (), tal que hf = h'f,

obtenemos que f es un epimorfismo.
m

También ocurre que en algunas categorias los isomorfismos no se corres-
ponden con las aplicaciones biyectivas. Un ejemplo es la categoria Top. En
esta categoria, los isomorfismos son los homeomorfismos, que ademas de ser
biyectivos, la aplicacion inversa tiene que ser continua. Podemos encontrar
funciones continuas biyectivas cuya inversa no sea continua.

En la categoria S, los isomorfismos son las aplicaciones biyectivas.

1.4. Dualidad

A partir de una categoria €, podemos construir su categoria opuesta €
como veremos a continuacion:

Definicién 1.4.1. Sea € una categoria. Su categoria opuesta € es tal que
1. Obj(€?) = Obj(C).
1. €P(A, B) = €(B, A) para todo A, B € Obj(€°?) = Obj(¢).

1. Para cada A, B, C' € Obj(€?) = Obj(¢) la ley de composicién se

define
CP(A, B) x €P(B,C) — €P(A,C)

(f.9) s g f = fog 14

La ley de compisicién estd bien definida ya que fg € €(C, A) = €P(A, C)
es la composicion en la categoria € de los morfismos f € €(B, A) = €?(A, B)
y g € €(C,B) = €?(B,C). Ademés, se cumple que dados tres morfismos
feeP(AB), ge€P(B,C)yhe€?(C,D), entonces

hx(g*f)=hx(fg)=fgh=(gh)*f=(h*g)xf (1.5)
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luego la composicién (1.4) es asociativa, y los morfismos identidad en € son
los mismos morfismos que en €.

Ocurre que si consideramos la categoria (€)% la categoria opuesta de
¢P entonces

Obj((€”)”) = Obj(€”) = Obj(€)
(€?)?(A, B) = €*(B, A) = €(A, B)

Por tanto, tenemos que (€)% = €. Es decir, la categoria opuesta de € es,
de nuevo, la categoria €.

Cualquier concepto que usamos trabajando en la categoria € se corres-
ponde con el concepto opuesto en la categoria €°P. Si ponemos como ejemplo
los conceptos de monomorfismo y epimorfismo en una categoria € (vistos
en la seccién anterior) probaremos a continuacién que corresponden con los
conceptos de epimorfismo y monomorfismo en €% respectivamente:

Proposicion 1.4.2. Sea € una categoria. Entonces,

1. f es un monomorfismo en € si y solo si es un epimorfismo en €.

2. f es un epimorfismo en € si y solo si es un monomorfismo en €.

Demostracion. 1: Sea f € €(A, B) es un monomorfismo en €. Por tanto,
cumple que para todo C' € Obj(€) = Obj(€?) y g,h € €(C,A), fg = fh
implica que g = h.
Si lo traducimos en términos de €% decir que f € €(A, B) es un mono-
morfismo es lo mismo que decir que f € €?(B, A) cumple que para todo
C € Obj(€?) = Obj(€) y g,h € €P(A,C), gx f = fg = fh = h = f implica
que g = h, que es la definicién de epimorfismo en €.
2: Como (€?)? = € podemos aplicar el resultado 1 a la categoria €% y
obtenemos el resultado que queriamos probar.

O

En muchas ocasiones es muy tutil expresar algunos resultados en términos
de la categoria dual €°?, ya que un resultado es cierto en € si y solo si el
resultado opuesto es cierto en €.

Por ejemplo, como podemos observar en la proposicién 1.3.3, el enunciado

3. 8 fg es un epimorfismo, entonces f es un epimorfismo.
en una categoria € se puede traducir a que

Si fg es un monomorfismo, entonces f es un monomorfismo.
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en su categoria opuesta €%, que corresponde con el primer resultado de la
proposicion, y por tanto, una vez probado I para todas las categorias, en
particular esta probado para €% y por tanto tenemos también probado 3. Lo
mimo ocurre con los otros dos enunciados de la proposicién:

4. Si f y g son epimorfismos, entonces fg es un epimorfismo.
es el enunciado opuesto de
2. 81 f y g son monomorfismos, entonces fg es un monomorfismo.

En este caso, probando los dos primeros enunciados de la proposicion que-
daria probada toda la proposicion.

En el siguiente capitulo, necesitamos en varias ocasiones demostrar un
enunciado y también su enunciado opuesto. Utilizaremos la dualidad para
las demostraciones de los resultados opuestos.



Capitulo 2

Construcciones universales

Las construcciones universales en una categoria, son objetos de esta ca-
tegoria que cumplen cierta propiedad universal. En este capitulo definiremos
cuatro construcciones universales y veremos algunos resultados relacionados
con cada construccion.

2.1. Producto en una categoria

Antes de dar la definicion de producto en una categoria, veamos el si-
guiente ejemplo: consideremos la categoria S. El producto cartesiano de A y
B es el conjunto

Ax B={(a,b):ac Aybe B}

Ademas, sabemos que existen dos aplicaciones llamadas proyecciones
pa: AxB—A pgp: AxB— B (2.1)

tal que pa(a,b) = ay pg(a,b) =b. Dado un conjunto C, podemos establecer
una biyeccion

S(C, A x B) — S(C, A) x S(C, B) (2.2)

de la siguiente forma:

a cada h € S(C, A x B) le asociamos (pah,pgh) € S(C,A) x S(C,B) y a
cada par de aplicaciones (f,g) € S(C, A) x S(C, B), la aplicacién que envia
cada c € C en (f(c),g(c)) € Ax B.

Dicho de otra manera, para cada (f,g) € S(C,A) x S(C, B) hay un tnico
morfismo h: C' — A x B tal que pph = f y pgh = g, es decir, hay un tinico

15
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morfismo h: C' — A x B tal que el siguiente diagrama conmuta

A (2.3)

Esta propiedad, llamada propiedad universal del producto, caracteriza el pro-
ducto cartesiano de los conjuntos como vamos a ver en la siguiente proposi-
cién:

Proposicién 2.1.1. Sean A, B, C € Obj(S), f1 € S(C,A) y f, € S(C, B).
Si (C; f1, f2) es una terna que cumple que para cualquier conjunto D y mor-
fismos f: D — A, g: D — B existe un unico morfismo h: D — C' tal
que

fik=1f, fh=g
entonces (C; f1, f2) es isomorfo a (A X B;pa,pB).

Demostracion. Consideramos A x B € Obj(S) y las proyecciones ps y pp
definidas en (2.1). Por hipétesis, existe un inico morfismo h: A x B — C
tal que fih =pay foh = pp.

Si ahora consideramos el objeto C' y los morfismos f; y fo, por la propiedad
universal del producto A x B, existe un unico morfismo h': C — A x B tal
que pah' = fi y pgh' = fo.

Ademas tenemos que

pa(W'h) = (pah')h = fih = pa
pB(h/h) = (th/)h = foh =psB

pero el morfismo 1445 : AXx B — A x B también cumple que palaxp = pa
vy pelaxp = pr. Por la unicidad de la propiedad universal del producto A x B
aplicada al objeto A x B y los morfismos p4 y pg, como h'h y 1445 son dos
morfismos que cumplen la propiedad universal, tiene que ser h'h = 144 5. De
la misma forma, aplicando la propiedad de C' al objeto C'y los morfismos f;
y fa, como

fi(hh) = (fih)R = pal’ = fr = filc
fo(hW') = (f2h)h = pph/ = fo = folc
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concluimos que hh' = 1o, y por tanto h: A x B — C' es un isomorfismo tal

que fih =pay foh =ps.
O

Esta propiedad universal que caracteriza el producto en la categoria S es
la que define el producto en cualquier categoria. Definimos el producto en
una categoria € arbitraria de la siguiente forma:

Definicion 2.1.2. Sean A y B dos objetos de la categoria €. Decimos que la
terna (A X B;pa,pp) es un producto de Ay B en € siendo A x B un objeto
de Cy

pa:AxXxB—A pg: AxXxB—B

dos morfismos en €, si para cualquier objeto C'y cualquier par de morfismos
f:C— Ay g: C — B existe un tnico morfismo h: C' — A x B tal que

pah=f, pgh=yg (2.4)

Ahora generalizaremos esta nocién de producto de dos objetos al produc-
to de una familia arbitraria de objetos de €:

Definicién 2.1.3. Sea {X;};cs tal que I es un conjunto, una familia de
objetos de la categoria €. Entonces un producto (X;{p;}) de los objetos X;
es un objeto X, junto con morfismos p;: X — X, para cada i € I llamados
proyecciones, con la propiedad universal de que para cualquier objeto Y y
morfismos f;: Y — X, ¢ € I, existe un tnico morfismo < f; >: Y — X
tal que

p; < f; >= f; para todo i € I. (2.5)

Proposicién 2.1.4. Sean (X;{p;}), (X';{p}}) dos productos de la familia
{X.}ier en €. Eziste un dnico isomorfismo ¢: X — X' tal que pip = p;,
1€ 1.

Demostracion. Consideramos el objeto X’ y las proyecciones p}: X' — X;,
i € I. Por la propiedad universal del producto (X,{p;}), existe un dnico
morfismo 7n: X' — X tal que p;n = pl.

Si ahora consideramos el objeto X y las proyecciones p;: X — X;, 1 € I,
por la propiedad universal del producto (X'; {p.}), existe un tinico morfismo
¢: X — X' tal que pi¢ = p;. Ademas, para todo i € I,

pi(no) = (pin)¢ = Pid = p;
pilx = p;



18 CAPITULO 2. CONSTRUCCIONES UNIVERSALES

Por la unicidad de la propiedad universal del producto (X, {p;}) tiene que
ser ng = 1x.
De forma anéloga, por la propiedad universal del producto (X, {p,}) obtene-
mos que ¢n = 1x/, y concluimos que ¢ es un isomorfismo.

]

Con este resultado, ya podemos empezar a hablar de el producto de la
familia {X;}ier, ya que este es tnico salvo isomorfismo, y lo denotaremos
X =T],e; Xi- Como podemos observar, un producto puede no existir en una
categoria € ya que, por definicién, []..; X; tiene que ser un objeto de €, y
esto no siempre ocurre.

i€l

Antes de comenzar a enunciar y probar resultados del producto en una
categoria, damos la siguiente definiciéon que usaremos posteriormente:

Definicién 2.1.5. Sea € una categoria y sea f € €(A, B). Se dice que f es
una retraccion si existe g € €(B, A) tal que fg = 1p.

Proposicién 2.1.6. Sea € una categoria tal que €(X,Y) # 0 para todo par
de objetos X, Y de €. Sea {X;}icr una familia de objetos de €. Si existe
[Lic; Xi, entonces cada p;, i € I es una retraccion.

Demostracion. Sea j € I. Tomamos ¥ = X; € Obj(¢), y los morfismos
{fitier tal que f; = 1x,: X; — Xj, y para i # j, f; es un morfismo
arbitrario de €(X;, X;).

Por la propiedad universal del producto [, ; X;, existe un tinico morfismo
[+ X; — [Lie; Xi tal que p; f = f; para todo ¢ € I. Por tanto,

pif=fi=1x,

lo que implica que p;: [],.; Xi — X; es una retraccién. Por tanto, p; es
una retraccién para todo j € I.
m

Es facil de ver que, si € es una categoria arbitraria, toda retraccion en €
es un epimorfismo: si f: A — B es una retracciéon en €y hy, hy € €(B,C)
son dos morfismos tal que hy f = hof, entonces componiendo a ambos lados
por el morfismo g € €(A, B) tal que fg = 1p, obtenemos que hy = hy. Por
tanto, las proyecciones son epimorfismos.

Proposicion 2.1.7. Sean {X;}icr, {Yi}ier dos familias de objetos de €, y
fi: Xo — Y, 1 € I una familia de morfismos. Si existen los productos
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(Xs{pi}) v (YVi{a}) (siendo X =][,c; Xi e Y = [[,c; Ys), entonces, existe
un unico morfismo

[[f:x—Y (2.6)

el
tal que

QZ(H fi) = fipi (2.7)

iel
Demostracion. Consideramos el objeto X de € y la familia de morfismos
fipi: X — Y, i el
Por la propiedad universal del producto (Y;{g;}), existe un tnico morfismo
[Lc; fi: X — Y tal que ¢i([[.c; fi) = fips-
O

Proposiciéon 2.1.8. Sean {X;}ic;, {Yi}ier dos familias de objetos de €.
Sean fi: 27— X;, g W — Z, 9;: X; — Y, i € 1. 5i los productos
(ILic; Xis{pi}) y (ILie; Yis {ai}) ewisten, entonces,

<[fi>g=</fig>, (H 9:) < fi>=<gif;i > (2.8)

el

Demostracion. Usando la propiedad universal del producto (J[,.; Xi: {p:}),
con las familias de morfismos {f;}icr v {fig}icr obtenemos que para todo
iel
pi< fig>=fig=pi<fi>g

Por la unicidad del morfismo < f;g >, tiene que ser < f; > g =< f;g >.
Para la segunda igualdad, usando ahora la propiedad universal del produto
(I'Tic; Yis{@i}), considerando las familias de morfismos g;p; < fi >: Z — Y]
v gifi: Z — Y, para todo ¢ € I, tenemos que

Qz(H gi) < fi>=gpi < fi>=gifi =@ < 9ifi >
icl
Por la unicidad del morfismo con esta propiedad, (Hle 1) < [i >=<gifi >.
]

Proposicién 2.1.9. Sea € una categoria en la cual cualquier par de objetos
admite un producto. Si dados X, Y, Z € Obj(€) y las proyecciones

p: X xY — X, q: (X xY)xZ — XxY,

P X XY — Y, @ (X xY)xZ — Z (2.9)

entonces, (X XY) X Z:p1q1, paqa, q2) es el producto de X, Y, Z. En general,
cualquier coleccion finita de objetos de € admite un producto.
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Demostracion. Sean X, Y, Z € Obj(€). Como todo par de objetos de €
admite un producto, y tenemos que (X x Y) € €y Z € €, entonces su
producto (X X Y) x Z también es un objeto de €. Falta probar que los
morfismos p1q1, p2q1 v ¢2 cumplen la propiedad universal del producto. Sea
W € Obj(C) ysean f1: W — X, for W — Y, f3: W — Z morfismos.
Por la propiedad universal del producto (X X Y’;p;,p2) sabemos que existe
un unico morfismo g: W — X x Y tal que p1g = f1 v p2g = f2. Entonces,
podemos construir

h: W — (X xXY)x Z

tal que q1h = g, goh = f3, luego p1g1h = f1 v poqih = fo. Veamos que este
morfismo h es tnico. Supongamos que existe h': W — (X x Y) x Z tal que
qh' = g, goh' = f3. Entonces,
/

pigih = pigih p2qih = p2Q1h/7 g2h = Q2h,

Por la propiedad del producto X x Y tiene que ser ¢th = ¢h' y como
@h = qoh/, por la propiedad del producto de (X x Y) por Z, implica que
h="n.

Para demostrar que cualquier coleccion finita de objetos de € admite un
producto, podemos razonar por induccién. Acabamos de demostrar el caso
para n = 3. Ahora consideramos una familia finita {X;}?_, de objetos de € y
otra familia f;: W — X;,7=1,...,n conn > 3y suponemos que la familia
{X;}=! admite un producto, Podemos realizar una construccién similar al
caso n = 3 con las aplicaciones

pi:XIX"'XXn—l — Xiv
q1: (Xl X X anl) X Xn — Xl X X anb (210)
qs: (X1X"‘XXn,1)XXn — Xn

y obtener el morfismo
h:W — (X; x--x X, 1) x X,

tal que p;gih = fi, © = 1,_1, vy @@h = f,, que tiene que ser unico por la
propiedad universal de los poductos X7 x-+-x X, 1y (X7 X+ xX,,_1) x X,,.
Por tanto, ((X; x -+ x X,—_1) X Xp;p1q1, P21, - - - Pa—1G1, @2) €s el producto
de la familia {X;}! ; en €.

O

Esta ultima proposicion demuestra que el producto X x Y x Z de tres
objetos es equivalente a (X X Y) x Z y a X x (Y x Z), si utilizamos las
aplicaciones

G XxYxZ) — YxZ,

@ X x(YxZ) — X (2.11)
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Lo que quiere decir que el producto en una categoria tiene la propiedad
asociativa.

Ejemplos 2.1.10.

1.

En la categoria S, el producto es el producto cartesiano de los conjuntos.
Si {X;}ier es una familia de conjuntos, entonces las proyecciones del
producto ([[;c; Xi: {pi}) son las aplicaciones

pii [Lies Xi — Xi

(T3)ier — (2.12)

. En la categoria Top, el producto de una familia {X;};c; de espacios

topoldgicos, es el producto cartesiano [],., X; dotado con la topologia
producto. Las proyecciones coinciden con las definidas en (2.12).

. En la categoria Gr, el producto de una familia de grupos {(G;, ;) }icr

es el producto directo ([[,.; Gi,®). El conjunto [[,.; G; es el producto
cartesiano de la familia {G;}c; y tiene la operaciéon de multiplicacién
componente a componente de forma que si z, y € Hie ; G entonces
reoy = (x; 8 y;)icr, siendo © = (x;)ier, ¥ = (Yi)icsr- Las proyecciones
son los homomorfismos de grupos

pii it Gi — G

(zi)ier — w; (2.13)

. En la categoria Ab, el producto es también el producto directo de gru-

pos como en la categoria Gr, con las proyecciones definidas en (2.13).
Lo que ocurre es que, como Ab es una subcategoria plena de Gr, y
como, en este caso, si hacemos el producto de una familia de grupos
abelianos {(Gj, ®;)}ier en Gr, obtenemos el grupo ([[;c; Gi,®) que es
también abeliano, es decir, un objeto de la categoria Ab, no hay ningiin
problema con la existencia del producto en Ab.

Para también mostrar que no siempre existe el producto en una ca-
tegoria, consideramos la subcategoria plena Sy de S formada por los
conjuntos con dos elementos y las aplicaciones. Sean A = {ay,as},
B = {b;,b} v C = {c1,¢c2} objetos de Sy, y sean f1: C — A,
fa: C — B dos aplicaciones tales que f1(C) = {a1} v f2(C) = {ba}.
Veamos que no existe el producto A x B. Si existiera (A x B;p1,p2),
tendria que ser A X B = {d;,dy} € Ss. Entonces, existiria una aplica-
cion h: C — A x B tal que

pih=fi, ph=f (2.14)
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Las proyecciones p; y ps son sobreyectivas: si consideramos dos aplica-
ciones sobreyectivas f : C — Ay g: C — B, entonces existe una
aplicacion h': C' — A x B tal que p1h' = f y poh/ = ¢, lo que implica
que p1 y p2 son sobreyectivas por serlo f y g.

Como p; y p2 son sobreyectivas, podemos suponer que pi(d;) = a;,
po(d;) = b; para ¢ = 1,2 sin pérdida de la generalidad. Por (2.14), tiene
que ser pi (A(C)) = f1(C) = {ar} y también pa(h(C)) = Fo(C) = {ba},
lo que implica que h(C) = {d;} y h(C) = {d2}, llegando a contradic-
cién, porque esto quiere decir que cada ¢;, © = 1, 2, tiene dos iméagenes,
(dy y dg) lo cuél no puede ocurrir porque h es una aplicacion.

En este caso, no ocurre como en el ejemplo anterior. Sy es una subca-
tegoria plena de S, pero el producto de A y B en S, es el conjunto

A x B = {(ay,b), (az,br), (a1, b2), (az, bs)}

que tiene cuatro elementos. Es decir, Ax B ¢ S, y por tanto, si existiese
el producto de Ay B en Sy, no coincidirfa con su producto en S. Con
las funciones anteriores, la funcién f: C' — Ax B que cumplirfa (2.14)

serfa f(c1) = f(c2) = (a1, b2).

. Consideramos la familia {Z,x }ren de gupos ciclicos de orden p*, siendo

p primo. En la categoria Gr, el producto de esta familia si que existe,
siendo el producto directo, pero si consideramos la subcategoria GrC de
Gr, no existe el producto para ningun par Z y Z,: supongamos que
existe (Zm;p1, p2) producto de Zyx y Z,. Por la misma razén del ejem-
plo anterior, los homomorfismos p; y ps son sobreyectivos. Suponemos
que [ < k, entonces m = np*. Elegimos a, b, ¢ generadores de Z,,, e
y Z, respectivamente tal que pi(a) = by p2(a) = c. Si consideramos
los morfismos

1:Zpk — Zpk, O:Zpk — sz
r — z — 0

por la propiedad universal del producto existiria f: Zx — Z,, tal que
pif =1y pof =0. Si suponemos que f(b) = sa entonces py(sa) =0by
p2(sa) = 0 lo que implica que s = 1 mod p* y s = 0 mod p', llegando
a una contradiccion.

En este ejemplo lo que ocurre de nuevo es que el producto Z,» X Z, en
Gr no es un grupo ciclico. Si en lugar de potencias de un mismo primo
p, hubiesemos consideramos p y ¢ primos entre si, entonces el producto
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directo Z, x Z, es ciclico y sf que existe el producto de Z, y Z, en Gr€
y coincide con su producto en Gr.

2.2. Coproducto en una categoria

De nuevo, antes de generalizar el coproducto de una familia arbitraria
{X}ier de objetos de una categoria €, consideramos la categoria S. Sean A
y B dos conjuntos. Se llama unién disjunta de A y B al conjunto

AU B=(Ax{1})U(B x {2})
Consideramos ahora las aplicaciones

ga: A — AUB, gg: B — AIUB

0 — (1) b (b,2) (2.15)

Ahora para cada conjunto C' tenemos la siguiente biyeccién
S(AIl B,C) — S(A,C) x S(B,(C)

si a cada h € S(AII B, () le asociamos (hqa, hqp) € S(A,C) x S(B,C), y a
cada (f,g) € S(A,C) x S(B, ), el morfismo h: AIl B — C tal que

flx) siy=1
h@’y):{g(aﬁ) siz:2

Por tanto, para cada par (f, g) € S(A,C)xS(B, C) existe un inico morfismo
h: ALl B — C tal que el siguiente diagrama conmuta

A (2.16)

Esta propiedad es la propiedad universal del coproducto. Caracteriza la uniéon
disjunta de los conjuntos como podemos comprobar con la siguiente proposi-
cién, cuya demostracién es andloga a la realizada en la seccion de productos:
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Proposicién 2.2.1. Sean A, B, C € 0bj(S), f1 € S(A,C) y f» € S(B,C).
Si (C; f1, f2) es una terna que cumple que para cualquier objeto D y mor-
fismos f: A — D, g: B — D existe un unico morfismo h: C —> D tal
que

h‘fl = f7 hf2 =g
entonces (C; f1, f2) es isomorfo a (A1l B; q1,q2).

Si ahora consideramos una categoria € arbitraria y dos objetos Ay B de
¢ definimos el coproducto de A y B en € como sigue:

Definicién 2.2.2. Decimos que la terna (A1l B; g4, ¢g) es un coproducto de
Ay B en € siendo

ga: A — AIB, gg: B — AIB

morfismos de € si cumplen que para cada par de morfismos f: A — C,
g: B — (' existe un unico morfismo h: AIl B — C tal que

hga=f, hgs=g (2.17)

De forma general, considerando una familia arbitraria {X;};c; de objetos
de € definimos su coproducto en € de la siguiente forma:

Definicién 2.2.3. Sea {X;}ier tal que I es un conjunto, una familia de
objetos de la categoria €. Entonces un coproducto (X;{q;}) de los objetos X;
es un objeto X, junto con morfismos ¢;: X; — X, para cada ¢ € I llamados
inyecciones, con la propiedad universal de que para cualquier objeto Y y
morfismos f;: X; — Y, i € I, existe un unico morfismo < f; >: X — Y
tal que

< f;i > q; = f; para todo i € I. (2.18)

También podemos entender el coproducto de una familia {X;};c; en la
categoria € como el producto de {X;};c; en su categoria opuesta €: la
propiedad universal del coproducto de {X;};c; en € enunciada en €% dice
que dado un objeto Y y morfismos f;: Y — X, i € I, existe un tunico
morfismo f: Y — X tal que

¢ * f=fq = f; para todo i € I.

que es la propiedad universal del producto de {X;};c; en €.



2.2. COPRODUCTO EN UNA CATEGORIA 25

Proposicién 2.2.4. Sean (X;{q:}), (X';{¢'}) dos coproductos de la familia
{Xi}ier en €. Existe un unico isomorfismo ¢: X' — X tal que ¢q; = q;,
1€ 1.

Demostracion. Veamos si se cumple el enunciado opuesto en la categoria
&op,
Consideramos la categoria opuesta €P: (X;{¢}), (X';{¢}}) son productos
de €°P y queremos ver que existe un tnico isomorfismo ¢: X — X’ tal que
g =qi* ¢ =q, 1 € L.
Pero este es el enunciado de la proposicion 2.1.4 que ya demostramos en la
seccion de productos para cualquier categoria.
Por tanto, se cumple el enunciado opuesto en la categoria €, lo que implica
que la proposicién es cierta en la categoria €.

]

Con esta proposicion, queda demostrado que el coproducto es tnico salvo
isomorfismo. Entonces a partir de ahora hablaremos de el coproducto de la
familia {X;}ie; v lo denotamos I, X;. También puede ocurrir que haya ca-
tegorias en las que no exista el coproducto para una familia de objetos como
ocurria con el producto.

Podemos traducir todas las proposiciones enunciadas en la seccién de pro-
ductos ahora para coproductos. Si nos fijamos, los siguientes enunciados son
los enunciados opuestos de las proposiciones de la seccién de productos. Su
demostracion es directa aplicando en cada ocasién la proposiciéon adecuada
para productos en la categoria €:

Definicién 2.2.5. Sea € una categoria y sea f € €(A, B). Se dice que f es
una seccion si existe g € €(B, A) tal que gf = 14.

Proposicién 2.2.6. Sea € una categoria tal que €(X,Y) # 0 para todo par
de objetos X, Y de €, y {X,}ic; una familia de objetos de €. Si existe ;e X,
entonces cada q;, 1 € I es una seccion.

Demostracion. El resultado opuesto se cumple para €°P ya que se corresponde
con la proposicién 2.1.6.

]

También es facil ver que toda seccion es un monomorfismo en una ca-
tegoria € arbitraria: si f: A — B es una seccién en la categoria € y h,
h € €(C,A) son dos morfismos tal que fh = fh', entonces componiendo a
ambos lados por el morfismo g € €(B, A) tal que gf = 14, obtenemos que
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h = h'. Por tanto, las inyecciones de un coproducto son monomorfismos.

Proposicién 2.2.7. Sean {X;}icr, {Yi}ier dos familias de objetos de €, y
fir Xo — Y, i € I una familia de morfismos. Si existen los coproductos
(X {pi}), (Y {a}), entonces, existe un tinico morfismo

tal que
(Wier fi)g: = pifi (2.20)

Demostracion. Si aplicamos la proposicién 2.1.7 a la categoria €, obtene-

mos el resultado que queriamos probar para €.
]

Proposicién 2.2.8. Sean {X;}icr, {Yilicr dos familias de objetos de €.
Sean fi: X; — Z, q9: Z — W, ¢;:Y; — X;, 1 € 1. Si los coproduc-
tos (Wier Xi;{pi}) v (WierYi; {q:}) existen, entonces,

gL fi>=<gfi>, < [fi>Weg) =< figi> (2.21)

Demostracion. Aplicando la proposicion 2.1.8 a la categoria €% obtenemos

lo que queriamos probar.
m

Proposicién 2.2.9. Sea € una categoria en la cual cualquier par de objetos
admite un coproducto. Si dados X, Y, Z € Obj(€) y las proyecciones

g: X — XHOY, r:XLY — (XLY)IZ

G Y — XY, re: 7 — (XTY)I1Z (2.22)

entonces, (XY )UZ;r1q1,71q2,72) €s el coproducto de X, Y, Z. En general,
cualquier coleccion finita de objetos de € admite un coproducto.

Demostracion. Aplicando la proposicion 2.1.9 a la categoria €° obtenemos
lo que queriamos probar.

[
Ejemplos 2.2.10.

1. En la categoria S, el coproducto es la unién disjunta de conjuntos. Si
{(Xi}ier es una familia de conjuntos, su coproducto es (I;e; Xy;{¢:})
siendo e, X; = U;e; Xi x {i} v las inyecciones ¢;, i € I, son las
aplicaciones

¢ Xi — e X;
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2. En la categoria Top, el coproducto de una familia {(X;, ;) }ic; de es-
pacios topologicos es la unién disjunta I1;c; X; dotada la topologia en-
gendrada por

Ui x {i} : U € 73}
iel

Las inyecciones en esta categoria son las definidas en (2.23).

3. En la categoria Gr, el coproducto es el producto libre: si G 'y H son
dos grupos, su producto libre es el grupo (G * H,¢) cuyos elementos
son de la forma

¢ = arbiashy ... a,b,, a; € G,b; € H para todo i € {1,2,...,n}

Los elementos de G x H se llaman palabras reducidas de G U H. Estas
se definen como aquellas secuencias x,xs...x, de elementos de G U H
tales que ningun x;, i € {1,2,...,n} es el neutro de G o de H y
que para ningin par de elementos consecutivos se tiene que ambos
pertenecen a G o que ambos pertenecen a H. La operacion ¢ de este
grupo estd definida de la siguiente forma: si ¢, ¢ son dos elementos de
G x H, entonces ¢ o ¢ es la palabra reducida que resulta de escribir ¢/
a continuacién de c. El elemento neutro de G x H es la palabra vacia y
la denotaremos por 0.

En esta categoria, las inyecciones son los morfismos

¢1: G — GxH ¢:H — GxH
a — a b — b
e — 0 eg +— 0

siendo eg el elemento neutro de G y eg el elemento neutro de H. Estén
bien definidos porque G C G+ Hy H C G H.

4. En la categoria Ab, el coproducto es la suma directa. La suma directa
de una familia finita de grupos {G; }", coincide con el producto directo
de grupos, y se denota por Gy & Gy ® - -- & G, o de forma abreviada
P G, . En este caso, las inyecciones son los morfismos

¢:G — GG d--- DG,

Ty = (61,62, ey Ty ..en) (2-24)

siendo e; el elemento neutro de G;, i € {1,2,...n}.

Si consideramos una familia infinita de grupos {G, }ics, los elementos
de la suma directa @ G; de esta familia son de la forma (z;);cs tal que
tiene un nimero finito de componenetes distintos del elemento neutro.
Las inyecciones son también los morfismos definidos en (2.24).
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5. En la categoria S, cuyos objetos son los conjuntos con dos elemento y

los morfismos son las aplicaciones, vimos que no existia producto para
un par de objetos de esta categoria. Vamos a demostrar que tampoco
existe coproducto. Sean A = {aj,a2}, B = {b1,b} v C = {c1,¢c}
objetos de So, y f1: C' — A, fo: C — B dos aplicaciones tales que
fi(A) ={ca1} y f2(B) = {ca}. Si existiera el coproducto (AII B, g4, q5),
tendria que ser AIIB = {d;,ds} € Ss. Entonces, existiria una aplicacién
unica h: AIl B — C tal que

hga = f1, hg = fo (2.25)

Las aplicaciones q; y g2 son inyectivas, porque si consideramos dos
aplicaciones inyectivas f: A — C'y g: B — (', entonces existe una
aplicacién h': C — A x B tal que h'q; = f v W ¢y = g, luego la com-
posicién de aplicaciones h'q; y h'qq es inyectiva, lo que implica que p;
y P2 son inyectivas.

Entonces, podemos suponer que qa(d;) = a;, qp(d;) = b; para i = 1,2
sin pérdida de la generalidad. Por (2.25), h(qa(A)) = f1(A) = {a1} v
hqp(B)) = fa(B) = {ca}. Como qa(A) = qp(B) = AIL B, implica que
h(AII B) = {c1} y h(A1l B) = {¢2}, llegando a contradiccién.

Ocurre lo mismo que en el ejemplo 5 de productos. El coproducto de
AIIB en la categoria S si que existe y es el conjunto de cuatro elementos

AT B = {(a1,1), (as, 1), (b1,2), (bs,2)}

con las aplicaciones ¢4, gp definidas en (2.15). Con las funciones ante-
riores, la funcién h: AIl B — C que cumpliria (2.25) seria

_Ja siy=1
h(x,y)—{cz siy =2

Pull-back

Otro ejemplo de construccién universal es el pull-back. Esta basado en la

idea de que dados dos morfismos p: A — X y 1): B — X en una categoria
¢, podamos encontrar morfismos que formen diagramas conmutativos de la
forma

Z—>A (2.26)

I
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Haciendo que dos morfismos a: Y — A, 5: Y — B, cumplan cierta
propiedad universal, podemos producir diagramas conmutativos como el de
(2.26), para cualquier objeto Z de €.

Definicién 2.3.1. Sea € una categoria. Dados ¢: A — X, ¢¥: B — X
en €, un pull-back de (p, ) es la terna (Y;«, ) siendo Y un objeto de &
yva:Y — A, : Y — B dos morfismos tales que pa = ¥ y con la
propiedad universal de que dados v: Z — A, §: Z — B tal que ¢y = 94,
existe un Unico £: Z — Y con vy =a y § = €.

Z (2.27)

Yy 25> A
B ®

B——X
(4

Escribiremos (Y; «, ), o de forma abreviada («, ), para referirnos al
pull-back de (¢, ). Como ocurre en el producto y en el coproducto, si («, 3)
es el pull-back de (¢, ) es tinico salvo isomorfismo tnico:

Proposicién 2.3.2. Sea € una categoria. Sean ¢: Z — X, v: B — X
en €, dos morfismos de €. Si (o, B), (¢, ) siendo

ay — A 6:Y — B
oY — A 5:Y — B

son dos pull-backs de (p,). Eziste un unico isomorfismo ¢: Y — Y’ tal

que '¢ =, f'p = f.

Demostracion. Como o = (i, usando la propiedad universal de (o, ')
con los morfismos a: Y — Ay : Y — B, sabemos que existe un tunico
¢: Y — Y tal que &'¢ = «, ¢ = 5. Veamos que ¢ es un isomorfismo.

Si ahora usamos la propiedad universal de (a, ) con o/: Y’ — Ay con
B Y" — B, sabemos que existe un unico n: Y/ — Y tal que an =o' y
Bn=p".

Ademas, usando la propiedad universal de (¢/, ') con los morfismos o/ y /7,
tenemos que

=an=a =dly

(o'e
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Como ¢n y ly: son dos morfismos que cumplen la propiedad universal de
(o/, 8') y, por definicién, el morfismo que cumple esta propiedad universal es
Unico, deducimos que ¢n = ly-. De la mima forma, como

a(ng) = (an)¢p = o'¢ = a = aly
Bng) = (Bn)¢ = B'¢ = 8= Ply
por la unicidad de la propiedad universal de («, ), tiene que ser n¢ = ly.

Por tanto, ¢: Y — Y” es un isomorfismo y es tinico.
]

Proposicién 2.3.3. Sea € una categoria. Sean p: A — X, : B — X
dos monomorfismos y sea (Y;«, 8) su pull-back en €. Entonces:

1. Si ¢ es un monomorfismo entonces 3 es un monomorfismo.

2. Si 1 es un monomorfismo entonces o es un monomorfismo.

Demostracion. 1. Supongamos que ¢: A — X es un monomorfismo. Sean
f, g € €(Z, B) dos morfismos tales que 5f = fg. Veamos que f = g.
Como S f = Bg, entonces

paf =Bf =By = payg (2.28)

Por ser ¢ un monomorfismo, implica que o f = ag. Utilizando la propiedad
universal del pull-back (Y;a, ) con af(= ag) y fg(= 5f), existe un tdnico
morfismo £: Z — Y tal que af = af y ff = [E. Por la unicidad de este
morfismo, como

ag =af =af
Bf=PBg=p¢
debe ser g =& = f.
7 af=ag (229)
N
N
Yy 5+ A
Bg=Bf B @

2. La demostracién es similar a la realizada para demostrar 1.
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Ejemplos 2.3.4.

1. Consideramos la categoria S. Sea X un conjunto y sean A, B C X.
Definimos los morfismos

p:A — X v: B
b

X
a — a b

—
—
Como las inclusiones de A y B en X. Entonces, (AN B;a, ) es el
pull-back de (¢, ) siendo v y 5 los morfismos

a:ANB — B 6:ANB — B
a — a b —> b

Veamos que cumple la propiedad universal. Sea Z un conjunto y sean
v: Z — A, §: Z — B dos morfismos tales que ¢(v(2)) = ¥(6(z2)),
para todo z € Z. Por como hemos definido ¢ y 9, esto implica que
v(z) = d(z), para todo z € Z. Es decir, la imagen de v y de § esta
contenida en A N B. Por tanto, si definimos

¢:Z — ANB
2 — (2)

este es el inico morfismo con v = af y = F¢€.

Considerando el vacio como un objeto de S, no hay problemas en la
existencia del pull-back si ocurriese que AN B = (). Por supuesto, se se-
guiria cumpliendo que pa = ¥, porque ambos morfismos pertenecen
a S(0, X), y este conjunto tiene un solo elemento. Para ver que se sigue
cumpliendo la propiedad universal, sean v: 7 — Ay ¢: Z — B dos
aplicaciones tales que ¢(7(z)) = 1¥(4(2)), para todo z € Z. Como ¢ y
¥ son los morfismos inclusién y AN B = (), esta igualdad solo se da
en el caso de que Z = () por la misma razén que antes (S(, X) tiene
un solo elemento). Si Z = (), el unico morfismo £ : ) — 0 tal que
v =afyd= ¢ es el morfismo identidad 1y. Luego también cumple
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la propiedad del pull-back.

Si estuviesemos trabajando en la categoria S, como el conjunto vacio
no es un objeto, si AN B = (), entonces (AN B;«, ) no podria ser el
pull-back de (p,%) en esta categoria. De hecho, en este caso, no exis-
tirfa el pull-back de (¢, 1) en S.

Si en vez de considerar dos aplicaciones concretas consideramos mor-
fismos p: A — X, y ¢v: B — X en S, entonces su pull-back es
(Y : a, 8) donde Y es el conjunto

Y ={(a,b) € Ax B:p(a) =)} (2.30)
y las aplicaciones a: Y — Ay f: Y — B se definen como

aY — A 6:Y — B
(a,b) — a (a,b) — b

La prueba es muy similar a la que hacemos a continuacién para la
categoria Gr. En el caso concreto donde ¢ y 1 son las inclusiones de
Ay Ben X, el conjunto Y corresponde con

Y ={(a,a) € A x B} (2.31)

por tanto, podemos identificar este conjunto Y con A N B mediante la
biyeccién
Y — ANB
(a,a) — a

. En la categoria Gr, sean ¢: G — X, 9¢: H — X dos homomorfismos

de grupos. Su pull-back en Gr es (Y;pg,pn) donde Y es el subgrupo
de G x H definido como

Y ={(9.h) € G x H:p(9) =¢(h)} (2.32)

con la operacién componente a componente, y los morfismos pg, py
son las proyecciones

pg:Y — G pyg:Y — H
(g,h) — ¢ (g,h) — h

Es evidente que, por la definicién de Y, ypg = ¥py. Veamos ahora
que cumple la propiedad universal del pull-back: sea Z un objeto de
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Gr y sean v: Z — G, 0: Z — H dos morfismos tal que ¢y = 4.
Esto implica que ¢(v(z)) = ¥(d(2)), para todo z € Z, y por tanto,
(7(2),6(2)) € Y, para todo z € Z. Podemos definir el morfismo

&7 — Y
z — (1(2),0(2))

Este morfismo que cumple que pgé(z) = pa(v(2),6(2)) = v(2) v
pré(z) = pu(v(2),0(2)) = 0(2), para todo z € Z. Para ver que es-
te morfismo es tunico, supongamos que existe &': Z — Y tal que
pc§ =7y pu& = 0. Entonces, pef’ = peé y pu§’ = pué. Por tanto,
£(z2) = (pc€(2),pué(z)) = £(2), para todo z € Z. Esto quiere decir

que &' =¢.

El pull-back en una categoria € guarda una relaciéon con el producto de
dos objetos de € como veremos a continuacién. Pero antes necesitamos dar
las siguientes definiciones:

Definicién 2.3.5. Sea € una categoria. Decimos que I € Obj(€) es un objeto
inicial de € si cumple que para todo X € Obj(€) el conjunto (I, X) tiene
un unico elemento.

Definicién 2.3.6. Sea € una categoria. Decimos que F' € Obj(€) esun objeto
final de € si cumple que para todo X € Obj(€) el conjunto €(X, F) tiene un
unico elemento. Es facil ver que F' es un objeto inicial de €.

Definicién 2.3.7. Sea € una categoria. Decimos que 0 € Obj(€) es objeto
cero de € si es inicial y final a la vez.

Definicién 2.3.8. Sea € una categoria con objeto cero. Para cada par X,
Y € Obj(€) existe un tnico morfismo f: X — 0 y un unico morfismo
g: 0 — Y. Llamamos morfismo cero al morfismo Oxy = gf € €(X,Y).
Para cualquier f: W — X, g: Y — Z en € cumple que

Oxyf =0wy, ¢0xy =0xz (2.33)

porque si llamamos hx, hy, hy a los morfismos tnicos de €(X,0), €(0,Y)
y €(W,0) respectivamente, como hxf € €(W,0), tiene que ser hxf = hy.
Entonces

Oxyf = hyhxf = hyhw = Owy

De la misma forma deducimos que g0xy = Oxz.
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Estos tipos de objetos no existen en todas las categorias. A continua-
ciéon daremos unos ejemplos de objetos iniciales, finales y cero en diferentes
categorias.

Ejemplos 2.3.9.

1.

En la categoria S, el conjunto vacio es un objeto inicial y los conjuntos
con un solo elemento son objetos finales porque la tunica aplicacién
f A — {p} que existe entre un conjunto A y el conjunto con un solo
elemento {p} es aquella tal que f(a) = p, para todo a € A. No tiene
ningun objeto inicial ni ningtin objeto cero.

En la categoria S, no habria ningun objeto inicial ni cero y los conjuntos
con un solo elemento serian también objetos finales.

. En la categoria Top, los espacios topologicos con un solo elemento son

los objetos finales. No tiene ningin objeto inicial, luego tampoco objeto
cero.

En la categoria Top*, los espacios topoldgicos con un solo elemento
son iniciales y finales, es decir, son objetos cero. Los morfismos cero se
corresponden con las aplicaciones constates: Sea ({xo},zo) un objeto
cero de Top*, v (Y, o), (Z, 29) dos objetos. Los tinicos morfismos de

Top+((Y, 40), ({zo}, o)) y Top*(({zo}, 20), (£, 20)) son

hyI(Y,yo) — ({ZL’Q},JT()) hzi({l‘o},ﬂfo) — (Z,Zo)
Yy > Xy To > 2o

Entonces, Oy z = hzhy es la aplicacion constantemente igual a 2.

Tanto en la categoria Gr como en Ab, el grupo trivial formado tnica-
mente por el elemento neutro es un objeto cero. Vamos a ver cémo son
los morfismos cero de esta categoria. Sean GG, H dos grupos. Los tinicos
morfismos de Gr(G,0) y Gr(0, H) son

hg: G — 0 hg:0 — H
g'_>0 0 — egy

siendo ey el elemento neutro de H. Luego Ogy(g) = emy para todo
g € G, es decir, Ogy es el homomorfismo de grupos que envia todos los
elementos de G a el elemento neutro del H.

En la subcategoria de Ri, formada por los anillos unitarios y los homo-
morfismos de anillos, el anillo Z de los nimeros enteros es un objeto
inicial. Si R es un anillo unitario, el tinico homomorfismo de anillos
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f:Z — R es tal que f(1) = 1z y f(n) = nf(1) para todo n € Z,
siendo 1y la unidad de R. No tiene ningtin objeto inicial y tampoco
objeto cero.

Proposicion 2.3.10. Si € es una categoria con un objeto final F € € y A,
B son dos objetos de € tal que su producto (A X B;pi,ps) existe, entonces
el pull-back de los unicos morfismos ¢: A — F, ¢: B — F es la terna

(A < B;p1,p2).

Demostracion. En primer lugar, como F' es un objeto final, €(A x B, F') tiene
un tnico morfismo. Como ¢p; y ¥ps son elementos de €(A x B, F'), tiene que
ser p1 = Ypa.

Veamos si cumple la propiedad universal del pull-back. Sean f;: 7 — A
y fo: Z — B tal que ¢f; = 1 fy (esta igualdad siempre se da porque
¢(Z, F) tiene un solo elemento y tanto ¢ fi como 9 fs pertenecen a €(Z, F)).
Queremos ver que existe un inico morfismo f: 7 — A x B tal que f; = p1 f,
fo = paf. Esto es inmediato porque por la propiedad universal de producto
(A x B;p1,p2) sabemos que existe un tnico f: Z — Ax B tal que p1f = f1,
pof = fo. Por tanto, cumple la propiedad universal del pull-back.

(2.34)

O

Por otro lado, si tenemos una categoria € arbitraria, definimos una nueva
categoria €x: sus objetos son los morfismos de la categoria € que tienen
como llegada el objeto X, es decir, sus objetos son de la forma f4 € €(A, X)
donde A un objeto de €. Para cada par de objetos fa y fg de €x (siendo
fa€e €A X)y fp € €B, X)), los morfismos o: f4 — fp de la categoria
¢ entre estos dos objetos son morfismos 0: A — B en € que cumplen que
el diagrama

A (2.35)

| N\

conmuta, es decir, fgo = fa. La composicién de morfismos en €y esta bien
definida: Tenemos los morfismos o: fa — fg vy 7 : fg — fc en €x.
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Entonces, o € €(A, B) cumpliendo que f4 = fgo,y 7 € €(B, ) cumpliendo
que fp = fer. La composicién 7o: fa — fo es el morfismos 7o0: A — C'
en € y que cumplen que el diagrama

A (2.36)

conmuta porque focTo = fpo = fa. Luego pertenece a €x(fa, fc). Como se
trata de la composicion de dos morfismos en €, tenemos que los morfismos
de €x cumplen la asociatividad de la composicion y los morfismos identidad
en €y son los morfismos identidad de €.

Proposicién 2.3.11. Si (Y;«, B) es el pull-back de (fa, fg) en €, entonces
(A;a,B) es el producto de fa, fp en €x si definimos AN € €(Y,X) como
A= faa = fgp.

Demostracion. En primer lugar, A:Y — X es un objeto de €x. Tam-
bién se tiene que o € €x (A, fa) porque a € €(Y, A) y ademds, cumple que
A = faa por la definicion de A. De la misma forma, 8 € €x (A, fg) porque
B € €Y, B) y, por definicién, A = fgf. Falta ver que (A;«, ) cumple la
propiedad universal del producto.

Sea fz: Z — X unobjetode €x yseanvy: f; — fayd: fz — fp dos
morfismos de €x. Queremos ver que existe un unico morfismo &: f; — A
tal que el diagrama

fa (2.37)

J I

fr—=A

N

[

conmuta, es decir, tal que af =y y BE = 6.

Como v es un morfismo v: Z — Aen € tal que f4y = fz vy § es un morfismo
0: Z — B en € tal que fgd = fz, entonces f4y = fpd. Por la propiedad
universal del pull-back (Y, ) existe un tnico morfismo ¢: Z — Y tal
que af = vy B =9. Ademas,

ANE = faal = fay = fz (2.38)
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Por tanto, el diagrama
Z (2.39)

BN

conmuta y el morfismo £: Z — Y en € es el inico morfismo &: f; — A
en €x tal que a& = v y ¢ = 9. La unicidad se debe a que si hubiese otro
morfismo &': f; — A en €x tal que af’ = vy B = 4, por la definicién
de los morfismos de la categoria €x, quiere decir que existe un morfismo
&7 — Y en € tal que af’ =~y B¢ = 9. Como el morfismo que cumple
la propiedad universal del pull-back (Y; «, ) es tinico, implica que &' = €.
]

Podemos definir el pull-back de una familia de morfismos en lugar de solo
dos morfismos de esta forma:

Definicién 2.3.12. Sea € una categoria . Sea { X, };c; una familia de objetos
de €, siendo I un conjunto. El pull-back en € de la familia de morfismos
fi: Xi — X, i€, es (Y;{a}) siendo Y un objeto de €y o;: Y — X,
1 € I, morfismos tales que

fiai = fjo; paratodoi,j €l

con la propiedad universal de que para cualquier objeto Z y familia de mor-
fismos ¢g;: Z — X, i € I tales que

fzgz = fjgj para tOdO Z,] - ]
existe un unico morfismo £: Z — Y tal que
;& =g¢g; paratodoie [

La relacion entre el pull-back en una categoria € y el producto en la ca-
tegoria €y, asegura que todas las proposiciones demostradas en la seccion
2.1 enunciadas en €x se pueden traducir adecuadamente para obtener re-
sultados sobre el pull-back en la categoria €. A continuaciéon probaremos un
teorema sobre el pull-back en categorias con objeto cero, pero antes daremos
la definicién de nticleo de un morfismo:

Definicion 2.3.13. Sea € una categoria con objeto ceroy sea f: A — B un
morfismo de €. El nicleo de f esel par (K, g) con K € Obj(€)yg: K — A
tal que
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1. fg=0kpB

2. Si h: ¢ — A es un morfismo tal que fh = Ocp entonces existe un
unico morfismo h': C — K tal que h = gh'.

A (2.40)

%

K-*% B

Q

El ntcleo de un morfismo también es una construcciéon universal que tiene
como propiedad universal el punto 2 que hemos enunciado en la definicién
2.3.13.

Ejemplos 2.3.14.

1. En la categoria Top*, los objetos cero eran los espacios topoldgicos
de un elemento, ({x¢}, o), v los morfismos cero son las aplicacio-
nes constantes. Veamos que el nucleo f: (X, z9) — (Y, y9) en Top*
es (K,i) siendo K = f~!(yo), la contraimagen de yo, y el morfismo
i: (K,x0) — (X, z0) la aplicacién inclusiéon de K en X. En primer
lugar,

f(i(z)) = f(z) = yo = Oy (x) paratodo r € K
Veamos ahora que cumple la segunda propiedad del nicleo. Sea (Z, z)
un objeto de Top™ y h: (Z, z9) — (X, x¢) tal que fh = 0zy. Entonces,
f(h(z)) = yo para todo z € Z, luego h(Z) C f~'(yy) = K. Por lo tanto,
podemos definir
W:(Z,z) — (K, xo)
z > h(z)

y este es el tinico morfismo tal que h = ih’. Es claro que si existiese otro
morfismo h": (Z, zg) — (K, z¢) tal que h = ih”, entonces tendriamos
que ih' = ih”  lo que quiere decir que h"(z) = ih"(z) = ih/(z) = h'(2),
para todo z € (Z, zy), es decir, b/ = b/,

2. En la categoria Gr, el objeto cero es el grupo 0 que solo tiene el elemeto
neutro. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. Vamos a ver que
el niicleo de f es (K, g) siendo K = f~!(ex) (eq es el elemento neutro
de H) y g: K — G el homomorfismo tal que g(x) = x para todo
x € G, es decir, la inclusién de K en G. Como

flg(z)) = f(z) = ey = O0gp(xz) paratodox € K
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queda probada la primera propiedad del nicleo de f.

Por otro lado, sea h: J — G un homomorfismo de grupos tal que
fh =0,g. Entonces, f(h(z)) = ey para todo x € J, lo que implica que
h(J) C f~*(ey) = K. Por lo tanto, estd bien definido el homomorfismo

n:J — K
r — h(x)

y es el unico morfismo tal que h = gh’. Como ocurria en el ejemplo
anterior, como ¢ es la inclusion de K en G, si existiese otro morfismo
h":J — K con h = gh”, tiene que ser h" = h'.

Proposicion 2.3.15. Sea € una categoria con objeto cero y sea f: A — B
un morfismo de €. Si (K, g) es el nicleo de f entonces g es un monomorfismo.

Demostracion. Sean hy, hy € €(C, K), tal que ghy = ghy. Queremos ver que
hl - hg.
Como fg = Ogp, tenemos que fghy = Ocp. Por la segunda propiedad del
nucleo de f, existe un tnico morfismo h': C' — K tal que gh; = gh'. Pero
tenemos que los morfismos hy: €' — K y hy: €' — K también cumplen
la segunda propiedad del ntcleo porque gh; = ghy; y ghy = ghs. Como el
morfismo con esta propiedad es unico, tiene que ser ho = h' = hy, quedando
probado que g es un monomorfismo.

O

Teorema 2.3.16. Sea € una categoria con objeto cero y sean p: A — X,
: B — X dos morfismos tales que eziste su pull-back (Y;a, ) en €.
Entonces:

1. Si (J, ) es el nicleo de 3, entonces (J, au) es el nicleo de p.

2. Si(J,0) es el nicleo de p, entonces o se puede factorizar como o = a
siendo (J, p) el nicleo de [3.

Demostracion. 1. Sea (J, ) el nicleo de 5. Queremos probar que (J, au) es el
nicleo de . En primer lugar, como ¢pa = ¥ por la definicién de pull-back,
observamos que

plap) = (pa)u = (YB)u = Y(Bu) = Y0, = 0;x (2.41)

Quedando probada la primera propiedad del nticleo de .

En segundo lugar, sea 7: Z — A un morfismo tal que o7 = 0zx. Queremos
ver que existe un unico morfismo 7': Z — J tal que 7 = (apu)7’.
Consideramos el objeto Z de € y los morfismos 7: Z — A, Ozp: Z — B.
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Como o7 = 0zx = ¥0zp, por la propiedad univeral del pull-back, existe un
Unico morfismo &: Z — Y tal que aé = 1, BE = 0z5.

Z\ T (2.42)
N
3N >
Orn Y ——=sA
ﬁl ¥

Como (J, i) es el niicleo de fy 5§ = 0z, entonces existe un tinico morfismos
7' Z — J tal que £ = ut’. Por tanto, 7 = a£ = aput’ como queriamos pro-
bar. Este morfismo 7/ es inico porque si existiese otro morfismo 7: 7 — J
tal que 7 = aut” entonces también tendriamos que 7 = af = aut”, pero
por la unicidad de & solo puede ser £ = u7”. Usando ahora que 7': Z — J
es el unico morfismo tal que & = u7’, tiene que ser 7/ = 7”.

2. Sea (J, o) el nucleo de ¢. Si consideramos el objeto J de € y los morfis-
moso:J — Ay 0yp: J — B, como po = 0,;x = 10;pg, por la propiedad
universal del pull-back de (i, 1)), existe un tnico morfismo p: J — Y tal
que apu = oy Bu = 0yp. De esta forma, queda ya probada la factorizacion
de o y la primera propiedad del nicleo (J, u).

Sea 7: Z — Y un morfismo tal que 7 = 0zp. Para que (J, 1) sea el nicleo
de 3, falta ver que existe un unico morfismo 7': Z — J tal que 7 = u7’.
Como f1 = 0zp, entonces pat = Y7 = 0zx. Usando la propiedad univer-
sal del pull-back con los morfismos ar: Z — A, f7: Z — B, existe un
unico morfismo &: Z — Y tal que af = ar y ¢ = 7. Como el morfismo
7: Z — Y también cumple esta propiedad, deducimos que £ = 7.

Z. N, (2.43)
N
T\
A «
S\ Y ——=A
B ®

Por otro lado, como ¢(at) = ¥pB7 = 0zx, por la segunda propiedad del
ntcleo (J, o) de ¢, sabemos que existe un inico morfismo 7': Z — J tal que
at = o1’ = aut’. Como 17 = 0z5 = fut’ (porque fu =0,5), ut': Z —Y
es otro morfismo tal que ar = aur’ y f7 = But’, es decir, cumple la propie-
dad universal del pull-back para los morfismos a7: Z — Ay f7: Z — B.
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Como 7 era el unico morfismo que cumplia esta propiedad, tiene que darse
T =put.

Para probar que este morfismo 7’ es unico, supongamos que existe otro mor-
fismo 7" : Z — J tal que 7 = u7”. Esto implica que ar = aut”, lo que
quiere decir que también cumple la segunda propiedad del nicleo (J, au) de
. Como 7’ era el inico morfismo que lo cumplia, concluimos que 7 = 7/.

]

Por supuesto, de forma anédloga podemos enunciar el teorema esta vez
con el nicleo de ¥ y el nucleo de a:

Teorema 2.3.17. Sea € una categoria con objeto cero y sean ¢: A — X,
: B — X dos morfismos tales que existe su pull-back (Y;«, ) en €.
Entonces:

1. Si (K, \) es el nicleo de o, entonces (K, BN) es el nicleo de 1.

2. Si (K, 0) es el nicleo de 1), entonces 0 se puede factorizar como 6 = S\
siendo (K, \) el nicleo de «.

Demostracion. La demostracion es analoga a la del teorema 2.3.16.
O

Con estos dos tltimos resultados, podemos relacionar el pull-back de dos
morfismos con su nucleo.

2.4. Push-out

El concepto de push-out es el dual del concepto de pull-back, es decir,
(Y;«, 8) es un push-out de (¢,%) en una categoria € si y solo si es un pull-
back en su categoria opuesta €°’. Enunciando la definicién de pull-back en
la categoria €° obtenemos la definicion de push-out en €:

Definicién 2.4.1. Sea € una categoria. Dados ¢p: X — A, ¢: X — B
en €, un push-out de (p,1) es la terna (Y;«, 3) siendo Y un objeto de € y
a: A—Y, 8: B—Y dos morfismos tales que el diagrama

X—2-4 (2.44)

of e

conmuta y tiene la propiedad universal de que dadosy: A — Z,§: B —
Z tal que vp = 01, existe un tnico £: Y — Z con y =E&ay d = £P.
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©

X—A
of e
Y

B—

(2.45)

Denotamos (Y a, ), o de forma abreviada («, 3), al push-out de (¢, ).
Como ocurria con el producto y el coproducto, podemos enunciar los resul-
tados opuestos de la seccion de pull-back en la categoria €°? para obtener
resultados sobre el push-out en €.

Proposicién 2.4.2. Sea € una categoria. Sean p: X — A, : X — B
en €, dos morfismos de €. Si («, ), (/, 5') siendo

a:A — Y 6:B — Y
o: A — Y’ g:B — Y

son dos push-out de (p,1)). Existe un unico isomorfismo ¢: Y' — Y tal que

¢’ =, of' = p.

Demostracion. Aplicando la proposicion 2.3.2 a la categoria €°P obtenemos
lo que queriamos demostrar.

O

Proposicién 2.4.3. Sea € una categoria. Sean p: X — A, ¢: X — B
dos monomorfismos y sea (Y;a, B) su push-out en €. Entonces:

1. 51 ¢ es un epimorfismo entonces 8 es un epimorfismo.
2. Si v es un epimprfismo entonces o es un epimorfismo.

Demostracion. Corresponde con el enunciado opuesto de la proposicion 2.4.3
que ya hemos demostrado. Por tanto basta aplicar la proposicion 2.4.3 a €°P.
m

Ejemplos 2.4.4.

1. Consideramos la categoria S. Sean A, B dos conjuntos. Definimos los
morfismos

p:ANB — A Y: ANB
b

— B (2.46)
a — a — b
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Entonces, (AU B;a, ) es el push-out de (¢,v) siendo o 'y f los mor-

fismos
a:A — AUB g:B — AUB

a — a b — b
Veamos que cumple la propiedad universal del push-out. Sea Z un
conjunto y v: A — Z, 6: B — Z dos morfismos tales que yp = d1.
Esto quiere decir que y(x) = d(x), para todo € AN B. Entonces, la
aplicacion £: AU B — Z tal que

(x) sizeA
§(x)—{ g(x) siz€B

estd bien definida y es el inico morfismo tal que v = &a y § = £5.

ANB—2 A
‘) |
B AU J

B
&
é ~\Z

2. En la categoria Gr, el push-out de dos homomorfismos ¢: X — G,
v X — Hes (Gx*x H;q,qy), siendo G xx H = (G x H)/N el
producto libre amalgamado de G y H y siendo los morfismos ¢, ¢} las
inyecciones (qq, qi) del coproducto G x H compuestas con el paso al
cociente G * H — G xx H. N es el menor subgrupo normal de G * H
que contiene

A= {p@pi(a)" : z € X}
siendo ¢(x)~! el inverso de (). Esto es, el subgrupo generado por

{gag':gc G+ H, acA}

En (G x H)/N, las clases de equivalencia de los elementos de A son
el neutro. Por la definicién de N, tenemos que para todo z € X,
[o(@)][v(x)™] = [p(x)(x)™'] = 1 (siendo 1 el neutro de G *x H),

luego
1a(p(@)) = [p(2)] = [(@)] = ¢y (¥ (2))

lo que quiere decir que el diagrama

X7 .q

b e

H——Gxx H
qy
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conmuta. Veamos ahora que cumple la propiedad universal del push-
out. Sean f1: G — Z, fo: H — Z dos homomorfismos tales que
fiv = forp. Por la propiedad universal del coproducto, sabemos que
existe un unico morfismo £: G x H — Z tal que £qag = f1 v Equ = fo.
Como tenemos que fi(p(z)) = fo(¢(z)) para todo x € X, entonces,

E(p(x)(x) ™) = Elp(2))(W (@)™ = filp(@) fo(v(2) ™" = ez

donde ez es el neutro de Z. Entonces, {(a) = ez para todo a € A, luego

E(gag™) = E(9)¢(a)é(g™") = E(g)é(g) " = ez

para todo g € Gx H, a € A y podemos definir el homomorfismo

gliG*XH — 7
[z] — &()

Este es el tinico homomorfismo &': Gxz H — Z tal que {'q, = f1 y
§'qy = fo
X——a
P (‘Fe]
f1
H——Gxx H

!

& o€
f2 \{Z

La relacién que mantienen el pull-back y el producto en €, corresponde

con la relacion entre el push-out y el coproducto en la categoria €:

Proposicion 2.4.5. si € es una categoria con un objeto inicial I € € y A,
B son dos objetos de € tal que su coproducto (A1l B;q1,q2) existe, entonces
el push-out de los unicos morfismos p: I — A, ¢¥: I — B son las inyec-
ciones q: A — AIIB, ¢o: B— ALl B.

Demostracion. Aplicando la proposicién 2.3.10 a la categoria €P obtenemos
este resultado.

©

(2.47)

I
X
B
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Por otro lado, si ahora definimos la categoria €% = €% que serfa aquella
cuyos objetos son los morfismos g4 € €P(A, X) = €(X, A) y cuyos morfismos
0: gp — ga entre los dos objetos gp v g4 de €X (siendo g5 € €(X,B) y
ga € €(X,A)) son morfismos o € €(B,A) tal que g4 = gp *x 0 = ogp. Es

decir, el diagrama
B (2.48)
QB] X
X gaA

A
conmuta en €.

Proposicién 2.4.6. Si (Y;«, ) es el push-out de (ga,gp) en €, entonces
(N, B) es el coproducto de ga, gp en €% si definimos I\ € €(X,Y) como

A =agy = PByp.

Demostracion. Aplicando la proposicién 2.3.11 a la categoria € obtenemos
el resultado que queriamos probar.

]

También se puede definir el push-out de una familia de morfismos en lugar
de solo dos morfismos:

Definicién 2.4.7. Sea € una categoria . Sea {X;};c; una familia de objetos
de €, siendo I un conjunto. El push-out en € de la familia de morfismos
fi: X — X;,i€1,es (Y;{f;}) siendo Y un objeto de €y §;: X; — Y,
1 € I, morfismos tales que

Bifi = Bjf; paratodoi,j el

con la propiedad universal de que para cualquier objeto Z y familia de mor-
fismos ¢g;: X; — Z, 1 € I tales que

gifi = 9;f; paratodoi,jel
existe un unico morfismo £: Y — Z tal que
£B; =¢; paratodoic

Por supuesto, con la relacion que hemos establecido entre el push-out de
una categoria € y el copoducto en ¢ se pueden enunciar las proposiciones
de la seccién 2.2 en la categoria €X para obtener resultados equivalentes
sobre el push-out de €. Por ultimo, definiremos el concepto de conticleo y
enunciaremos los teoremas sobre el push-out en categorias con objeto cero
que se corresponde con los duales del teorema 2.3.16 y el teorema 2.3.17:
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Definicién 2.4.8. Sea € una categoria con objeto cero y sea f: A — B
un morfismo de €. El contcleo de f es el par (K,g) con K € Obj(C) y
g: B — K tal que

L. gf = 0ak.

2. Si h: B — C es un morfismo tal que hf = 04¢ entonces existe un
unico morfismo h': K — C tal que h = h'g.

(2.49)

o

0
AC K-_—RB
/ g
h ,
/
s h
C

El conicleo de un morfismo es la construccién universal opuesta de el
nicleo de un morfismo. Esto quiere decir, que si definimos el nicleo de la
categoria € obtenemos la definiciéon de contcleo.

Ejemplos 2.4.9.

1. En la categoria Top¥*, los objetos cero eran los espacios topoldgi-
cos de un elemento, ({zo}, o), y los morfismos cero son las aplica-
ciones constantes. Sean (X,zq) v (Y,y9) dos objetos de Top*. Sea
f: (X,29) — (Y,yo) un morfismo de Top*. El conticleo de f es
(K, ko),p), siendo K el espacio cociente obtenido de Y al reducir el
conjunto f(X) al punto ko, v p: (Y,1) — (K, ko) la aplicaciéon de
paso al cociente. Veamos que cumple las dos propiedades del conticleo
de f.

Componiendo los morfismos f y p, obtenemos que

p(f(z)) = ko = Oxg(x) paratodox € X

luego cumple la primera propiedad. Veamos que también cumple la
segunda. Sea h: (Y,y) — (Z,z9) un morfismo de Top* tal que
hf(z) = zp, para todo x € X. Podemos definir el morfismo

hIZ(K,l{IQ) — (Z,Zo)
ly] — h(y)
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Es un morfismo de Top* porque, como kg es el punto al que hemos
reducido el subconjunto f(X) y hf(x) = 2y, para todo z € X, en-
tonces h'(kg) = zp. Este es el inico morfismo tal que h = h'p, porque
si existiese otro morfismo h”: (K, ky) — (Z,z) tal que h = h'p,
entonces tendriamos que h”(p(y)) = h'(p(y)) para todo y € (Y, yo).
Como p es sobreyectiva por ser la aplicacion de paso al cociente, para
todo k € (K, ko) existe un y € (Y,y) tal que k = p(y). Entonces,
h'(k) = ' (p(y)) = W(p(y)) = h(k), para todo k € (K, kg), es decir,
h'=nhn.

2. En la categoria Ab, el objeto cero es el grupo 0 que solo tiene el elemeto

neutro. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. El contcleo de
fes (K,g)siendo K = H/f(G) y g el morfismo

g: H — H/f(G)
r — x4+ f(G)

Hemos elegido la categoria Ab en lugar de Gr porque, si H no es
abeliano, para que esté bien definido K = H/f(G) es necesario que
f(G) sea un subgrupo normal de H (esto es que para todo g € f(G),
se tenga que gHg™' C H). Como estamos trabajando con un homo-
morfismo f: G — H arbitrario, no podemos asegurar que f(G) sea
normal. Sin embargo, todo subgrupo de un grupo abeliano es normal,
y por tanto, trabajando en la categoria Ab, K = H/ f(G) siempre esta
bien definido. Veamos que cumple las dos propiedades del contcleo de

f. Como
g(f(x)) = f(x)+ f(G) =0+ f(G) =0k (z) paratodoz e G

(K, g) cumple la primera propiedad del conticleo de f. Por otro lado, sea
h: H — J un homomorfismo de grupos tal que hf = Og;. Entonces,
h(f(x)) = ey para todo z € J. Por lo tanto, estd bien definido el
homomorfismo de grupos

n:H/f(G) — J
r+ f(G) — h(z)
y es el unico morfismo tal que h = h’g. Si hubiese otro morfismo

R": H/f(G) — J con esta propiedad, como g es sobreyectiva, ra-
zonando como en ejemplo anterior deducimos facilmente que tiene que
ser h" = 1.
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Proposicién 2.4.10. Sea € una categoria con objeto cero y sea f: A — B
un morfismo de €. Si (K, g) es el conticleo de f entonces g es un epimorfismo.

Demostracion. Aplicando la proposicién 2.3.15 a € conseguimos el resulta-
do que queriamos demostrar.

O

Teorema 2.4.11. Sea € una categoria con objeto cero. Sean p: X — A,
: X — B dos morfismos tales que existe su push-out (Y;«, ) en €. En-
tonces:

1. Si (J,p) es el conicleo de 3, entonces (J, par) es el conicleo de .

2. Si(J,0) es el conicleo de p, entonces el morfismo o se puede factorizar
como o = pa siendo (J, p) el conicleo de 5.

Demostracion. Basta aplicar el teorema 2.3.16 a la categoria €°P para obte-
ner este resultado.

]

Teorema 2.4.12. Sea € una categoria con objeto cero y sean p: A — X,
: B — X dos morfismos tales que existe su pull-back (Y;«a, ) en €.
Entonces:

1. Si (K, \) es el conicleo de o, entonces (K, \B) es el nicleo de 1.

2. Si (K,0) es el conicleo de v, entonces 6 se puede factorizar como
0 = \G siendo (K, \) el conicleo de «.

Demostracion. Basta aplicar el teorema 2.3.17 a la categoria €° para obte-
ner este resultado.



Capitulo 3

Funtores y transformaciones
naturales

3.1. Funtores

En las categorias, podemos establecer relaciones entre diferentes objetos
mediante los morfismos. Es natural pensar que también necesitamos una for-
ma de relacionar unas categorias con otras. Para ello, tenemos los funtores
entre dos categorias y los definimos de la siguiente forma:

Definicién 3.1.1. Sean € y © dos categorias. Un funtor o funtor covariante
F: € — ® consiste en

I. Una asignacién F': Obj(€) — Obj(®), que relaciona cada objeto A
de € con un objeto FA de ®.

1. Aplicaciones F': €(A, B) — D(FA, FB) para todo A, B € Obj(€),
que a cada morfismo f € €(A, B) le asocia el morfismo F'f € D(F A, FB)
tal que

F(fg) = (Ff)(Fg), F(la)=1pa (3.1)
Definicién 3.1.2. Sean € y ® dos categorias. Un cofuntor o funtor contra-
variante F': € — © consiste en
I. Una asignacién F': Obj(€) — Obj(®), que relaciona cada objeto A
de € con un objeto FA de ®.

1. Aplicaciones F': €(A, B) — D(FB, FA) para todo A, B € Obj(C),
que a cada morfismo f € €(A, B) le asocia el morfismo F'f € O(F B, FA)
tal que

F(fg) = (Fg)(Ff), F(1a) =1pa (3.2)

49
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La definiciéon de cofuntor F': € — ® se corresponde con la definicién
de funtor F': €? — 3, que tiene como salida la categoria opuesta de €,

porque relaciona €P(A, B) = &(B,A) en ®(FA,FB) y
F(f+g) = F(gf) = (Fg)(Ff)

Veamos ahora que la composicion de funtores esta bien definida: si 8, &
y ® son categorias y [': 28 — €, G: € — ® son funtores, entonces la
composiciéon GF': 2B — ® cumple que

GF(14) = G(1pa) = lara)
GF(fg) =G((Ff)(Fg)) = GF(f)GF(9)

luego es un funtor covariante.
Como podemos observar, si F' y G son ambos cofuntores, la composicién
GF: % — ® es un funtor, ya que

GF(fg) = G((Fg)(Ff)) = GF(f)GF(g) (3.4)

(3.3)

Sin embargo, si alguno de los dos, F' o GG, es un funtor contravariante, la
composiciéon GF' es también un funtor contravariante.

Ejemplos 3.1.3.

1. Id: € — € (funtor identidad): dada una categoria €, podemos definir
el funtor identidad tal que

W(X) =X, 1d(f) = f
para todo X, f € €.

2. m: Top* — Gr (funtor grupo fundamental): cada objeto (X, x¢) de
Top* lo relaciona con su grupo fundamental relativo al punto base x,
(X, o), que es el conjunto con las clases de homotecias de los cami-
nos en X que empiezan y acaban en xg.

A cada morfismo f: (X, z9) — (Y, yo) de Top* le asocia el homomor-
fismo

m(f) = feor m (X, 20) — (Y, yo)
siendo f.([h]) = [f o A].
3. Abel: Gr — Ab. (funtor de abelianizacién): a cada grupo G se lo aso-

cia con su grupo abelianizado G /G, el cociente entre G y su subgrupo
conmutador, que es el subgrupo generado por los conmutadores

[a,b] = aba™'b™' a,be G



3.1. FUNTORES o1

Dado un homomorfismo de grupos f: G — H, entonces podemos
definir Abel(f): G/G' — H/H' como Abel(f)(a + G') = f(a) + H'.
Esta bien definido porque si [a, b] es un conmutador de GG, entonces,

f(la,b]) = flaba™0™") = f(a) f(0)f(a™") f(b71) = f(a)f(b)f(a) " F(B)~"
Por tanto, f(G') C H'.

4. O: Top — S (funtor olvido): asigna a cada espacio topoldgico X, el
conjunto X sin la estructura de espacio topolégico, y a cada aplicacion
continua de Top la misma aplicacién pero sin tener en cuenta la pro-
piedad de ser continua. También se pueden establecer funtores olvido
entre otras categorias como O: Ab — Gr, “olvidando” la propiedad
de ser abeliano, o como O: Top* — Top, enviando cada espacio to-
poldgico (X, zg) en el propio espacio topolégico X sin destacar ningin
punto.

5. Gal: Ext'p — Gr (cofuntor de Galois): fijado el cuerpo Q de los
nimero racionales, una extension F' de Q se dice que es normal si
es algebraica (lo que quiere decir que todo o € F' es raiz de algin
polinomio no nulo de Q [z]), y cualquier polinomio irreducible de Q [z]
que tiene una raiz en F', tiene todas sus raices en F'. Consideramos la
subcategoria plena Ext'p de Extg cuyos objetos son las extensiones
normales de Q. El funtor contravariante Gal: Ext’'q — Gr relaciona
cada extension normal F' con su grupo de Galois, que es el conjunto

Gal(F) = {a € Aut(F): a(z) = z,Vx € Q}

siendo Aut(F') el conjunto de los isomorfismos a: F' — F (auto-
morfismos de F'), con la operacién de composicién. A cada morfismo
T : FF — E entre extensiones de cuerpos le podemos asociar

Gal(T): Gal(E) — Gal(F)
a — (alp)oT

Podemos ver (a|p) o T como un automorfismo de Gal(F') porque, en
primer lugar, como estamos trabajando con extensiones normales, para
cada o € Gal(E) tenemos que si restringimos este automorfismo a una
extensiéon normal E’ de Q contenida en F, entonces o|p € Gal(E').
Por tanto, la imagen del homomorfismo de anillos aoT': F' — E esta
contenida en T'(F') porque a|ppy € Gal(T'(F')). Por otro lado, como
T es inyectiva, podemos identificar T'(F") con F'. Esto quiere decir que
podemos ver a«oT': F' — E como el automorfismo (a|r)oT € Gal(F').
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6. Dual: € — €°: definimos el funtor Dual tal que para cada A € Obj(€)
y | € €A, B)

Dual(A) = A € Obj(€?), Dual(f) = f € €?(B, A) (3.5)

Como vamos a observar a continuacién, Dual es un funtor contrava-
riante ya que

Dual(fg) = g * f = Dual(g)Dual(f) (3.6)

7. x: EVx — EVk: sea V € Obj(EVk). El espacio dual (algebraico)
V* de V es el conjunto de todas las funciones lineales V' — K. Para
cada morfismo f: V — W se define su traspuesta como el morfismo
ftW* — V* tal que f'(¢) = ¢po f, para todo ¢ € W*.

Se puede definir el funtor contravariante x: EVxy — EVg que envia
cada espacio vectorial V' en su dual V* y cada morfismo f: V — W
en su traspuesta f': W* — V*.

También podemos definir el funtor xx: EVy — EVp envia cada espa-
cio vectorial V' en su bidual V** (el dual de V*, es decir,

V™ ={f: V' — K : f es lineal}

y cada morfismo f: V — W en el morfismo f**: V** — W** que es
la traspuesta de f*, es decir,

b o— Yo f
siendo ¢ o f': W* — K la aplicacién tal que (¢ o f*)(¢) = ¥(p o f),
para todo ¢ € W*.

8. Consideramos una categoria €. Fijamos A € €y f € €(B, ). Entonces
podemos definir una aplicacién

C(A, f): €(A,B) — €(A,Q)

g — fg (3.7)
y otra aplicacion
¢(f,A): ¢(C,A) — €(B,A)
h —s hf (3.8)
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¢€(A,—): € — S definido de forma que a cada B € €y f € &(B,C)

le asocia
B +—— €(A, B) € Obj(6)
fo— CA))
es un funtor covariante. Para demostrarlo, veamos que €(A,—) que
cumple las dos propiedades de (3.1):

Sean f € €(B,C) y g € €C, D) dos morfismos. Sea h € €(A, B) otro
morfismo de €. Tenemos que

C(A, gf)(h) = (9f)h = g(fh) = C(A, g)(A, [)(h)

Por tanto, €(A, gf) = €(A4, g)C(A4, f).
Por otro lado, €(A,1g)(h) = 1gh = h = l¢a,p)(h) lo que implica que
(A, 1) = le¢a,p)- Podemos concluir que €(A, —) estd bien definido.

(3.9)

También tenemos que €(—, A): € — S que envia

B +— €(B,A) e 0bj(&)

Fo— C(f,A) (3.10)

es un funtor contravariante. Este cofuntor se puede ver también como
el funtor €(A, —): € — S, luego también esta bien definido.

Para algunas categorias €, podemos considerar la llegada de los fun-
tores €(A, —) y €(—, A) a otra categoria que no sea S. Por ejemplo,
podemos definir el funtor EVg (U, —): EVg — EVk, con llegada en
la categoria de los espacios vectoriales, porque el conjunto EV (U, V')
de aplicaciones entre espacios vectoriales, forma también un espacio
vectorial. Por tanto, si el funtor EVg (U, —): EVx — EVg es aquel
que asocia

V +— EVg(U,V)

esta bien definido porque EVg (U, V) € Obj(EVg) y EVk(U, f) es un

morfismo entre espacios vectoriales.

(3.11)

3.2. Transformaciones naturales

Ya podemos relacionar unos objetos con otros en una categoria utilizando
morfismos y pasar de una categoria a otra con funtores. Ahora, desarollare-
mos la idea de transformar un funtor en otro mediante las transformaciones
naturales.
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Definicién 3.2.1. Sean F'y G dos funtores covariantes de la categoria € en
la categoria ®. Una transformacion natural t: F — G es una relacion que
a cada objeto X de € le asigna un morfismo tx: FX — GX en D tal que
para cualquier morfismo f: X — Y en € se tiene que ty F'f = Gfty, es
decir, el siguente diagrama conmuta

FX 2-GX (3.12)

o e

FY Y.y

Si F'y G fuesen funtores contravariantes, debe cumplir que para cualquier
morfismo f: X — Y en € se tiene txF'f = G fty, es decir, el siguente
diagrama conmuta

FY 2> qy (3.13)

o o

FX Y. 0Xx

Si tx es un isomorfismo para todo X € Obj(€) entonces decimos que
t: F' — G es una equivalencia natural, y escribimos F' = G. Implica que la
transformacién natural t~': F — G dada por ¢ty = (tx)~! es también una
equivalencia natural. En el caso de que existe una equivalencia natural entre
dos funtores diremos que son naturalmente isomorfos.

Podemos definir la composicién de transformaciones naturales: si tene-
mos tres funtores F, G y H, y dos transformaciones naturales t: FF — G,
u: G — H, la composicién ut: F — H dada por (ut)x = (ux)(tx) es una
transformacién natural porque

lo que implica que el siguiente diagrama conmuta:

FX -2 GX " HX (3.15)

o Ja |

FY GY HY

ty uy

Si F', Gy H fuesen funtores contravariantes, la composicion ut: F — H
también estaria bien definida ya que

Hf(ut)y = (H fuy)(ty) = ux(Gfty) = (ux)(tx)Ff = (ut)xFf  (3.16)
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Dadas dos categorias € y ®, podriamos pensar que se puede formar una
categoria que tiene como objetos los funtores entre estas dos categorias y
como morfismos las transformaciones naturales entre dos funtores con esta
composicion. El problema estd en que no podemos asegurar que

{t: F — G : t es transformacién natural} (3.17)

sea un conjunto. Si Obj(€) es un conjunto y para cada X € Obj(€) definimos
el conjunto Mor(X) formado por todos los morfismos f : FX — GX, en-
tonces el producto cartesiano ] Xe0bj(e) Mor(X) es un conjunto. Como una
transformacién natural t: ' — G es una familia de morfismos {tx } xcobj(e),
se puede ver como un elemento de []ycop;e) Mor(X), es decir, (3.17) estd
contenido en HXeObj(C) Mor(X) que es un conjunto, y por tanto, es también
un conjunto . Si Obj(€) es un conjunto, diremos que € es pequena y entonces
estaria bien definida la categoria cuyos objetos son los funtores F': € — Dy
cuyos morfismos son las transformaciones naturales cuando € es pequena. En
los casos en los que exista esta categoria de funtores, la denotamos Fun (<, D)

y denotamos Nat(F, G) al conjunto de todas las transformaciones naturales
de F'en G.

Ejemplos 3.2.2.

1. Sean € y © dos categorias. Para cualquier funtor F': € — %, podemos
definir la transformacion natural ¢t: F' — F' tal que, para cada X € €,
tx =1px: FX — FX.

2. Consideramos los funtores Id: Gr — Gr y Abel: Gr — Ab. Defini-
mos la transformacién natural ¢: Id — Abel tal que para cada grupo
G, te: G — G/G" envia cada x € G en su clase v + G’ € G/G". Estos
morfismos hacen que el diagrama

G—%G/E
Id(f)] lAbel(f)
H—"L H/H
conmute: para x € G,
(EmIA(F) (@) = ta(f()) = f(@)+H = Abel(f)(z+G") = Abel(f)(ta)(x)

3. Sea K un cuerpo y EVik la categoria de los espacios vectoriales sobre

K. Definimos para cada V € EVy el morfismo

ty: V. — VU
vV —> 0



56 CAPITULO 3. FUNTORES Y TRANSFORMACIONES NATURALES

siendo v: V* — K el morfismo tal que 9(¢) = ¢(v), para todo mor-
fismo ¢ € V*. Veamos que esta familia de morfismos define una trans-
formacion natural ¢: Id — *x. Para ello tenemos que probar que el
diagrama

Vs e (3.18)

Id(f)l lf**

%74 tw W

conmuta para f: V — W. Sea v € V. Entonces,

(tw)Ld(f)(v) = tw(f(v)) = f(v)
frtw) () = f7(@0) =00 f*
Para cada ¢ € W*, (00 f')(¢) = 0(¢ o f) = ¢(f(v)) = f(v)(¢). Por
tanto, f(v) =0 o f'y queda probado que el diagrama (3.18) conmuta.
Si en vez de la categoria EVx hubiesemos considerado la subcategoria
plena EV}. de EVk cuyos objetos son los espacios vectoriales sobre K
de dimesién finita, entonces es un resultado conocido que los morfismos

tviV — VU
vo— 0

son isomorfismo. Por tanto, en este caso, la transformaciéon natural
t : Id — *x* es una equivalencia natural.

3.3. Funtores representables

Dedicaremos esta seccion a definir el concepto de funtor representable y
dar algin ejemplo. Con estas definiciones y el lema de Yoneda, que demos-
traremos en la siguiente seccion, concluimos el trabajo.

Definicién 3.3.1. Decimos que el funtor F': € — % es un funtor repre-
sentable si existe una equivalencia natural entre F'y €(A, —) para algin
A € Obj(€). Se dice que F esta representado por A.

El funtor €(A, —) es el que hemos definido en el tltimo ejemplo de la
seccion de funtores. Normalmente, este funtor tiene llegada en la categoria
S. Esto quiere decir que para que F': € — ® sea naturalmente isomorfo a
(A, —) deberia ser ® = S, pero vimos que también puede estar bien definido
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si tiene llegada en otras categorias.

Como un cofuntor F: € — ® es el funtor F': € — D, y sabemos
que €(—, A): € — S es el funtor €(A, —): €P — S, de forma andloga,
podemos definir cofuntor representable:

Definicién 3.3.2. Decimos que el cofuntor F': € — © es un cofuntor
representable si existe una equivalencia natural entre F'y €(—, A) para algin

A € Obj(€).
Ejemplos 3.3.3.

1. El funtor olvido O: Gr — S es un funtor representable y esta repre-
sentado por el grupo Z. Para probarlo, veremos que la transformacion
natural ¢: Gr(Z,—) — O tal que, para cada G € Gr,

tgiGI'(Z7G) — OG
¢ — ¢(1)

es una equivalencia natural. En primer lugar, veamos que es una trans-
formacion natural. Para ello probaremos que el diagrama

Gr(Z,G)“—~0aG
Gr(Z,f)l lO(f)
Gr(Z,H)"—~OH

conmuta para cada homomorfismo f: G — H. Sea ¢ € Gr(Z,G).
Tenemos que

tnGr(Z, f)(¢) = tu(f) = fo(1) = [(ta(9))

luego t es una transformacion natural. Veamos ahora que para cada
grupo G el morfismo ¢4 es un isomorfismo. Como Z es un grupo ciclico
generado por 1, cada homomorfismo ¢ € Gr(Z,G) estd determinado
por ¢(1) € O(G). Por tanto, para cada g € O(G) existe un tinico homo-
morfismo ¢ € Gr(Z, G) tal que ¢(1) = g (si existiesen dos morfismo, ¢
¥ que lo cumplen, entonces ¢(1) = g = (1) luego ¢ = 7). Por tanto,
el morfismo 5 es una biyeccién entre conjuntos que implica que es un
isomorfismo.
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3.4. Lema de Yoneda

En esta secciéon vamos a demostrar uno de los resultados mas importan-
tes de la teorfa de categorias. Tiene como precedente el teorema de Cayley
de teoria de grupos, que dice que todo grupo es isomorfo a un grupo de
permutaciones de algin conjunto.

Lema 3.4.1 (Lema de Yoneda). Sea € una categoria. Sea F: € — S un
funtor y sea A € Obj(€). Consideramos el funtor €(A, —): € — S. Enton-
ces, el morfismo

¢: Nat(€(A,—),F) — FA

L tal) (3.19)

es un isomorfismo entre el conjunto Nat(E€(A, —), F) de las transformaciones
naturales de €(A,—) en F y el conjunto FA.

Demostracion. Queremos ver que la aplicacién de (3.19) es un isomorfismo
entre dos conjuntos, por tanto tenemos que ver que es biyectiva.

Primero probaremos la inyectividad: sea t una transformacién natural. Que-
remos probar que ¢ estd unicamente determinada por t4(14) € FA. Sea
B € Obj(€) y f: A — B. Como t es una transformacién natural, el si-
guiente diagrama conmuta

C(A,A) A~ FA
C(Avf)l \Ff
¢(A,B) X~ FB

luego tp(f) = te(fla) = ts(€(A, f)(14)) = Ff(ta(la)), lo que prueba
que ® es inyectiva porque si exisitiese otra transformacion natural u tal que
ua(la) =ta(1a) entonces up(f) = Ff(ua(la)) = Ff(ta(la)) = tp(f) para
todo B € Obj(€) lo que implica que u = t.

Para probar la sobreyectividad, queremos ver que para cada r € F' A existe
una transformacion natural t: €(A, —) — F tal que ®(t) =t4(1a) = x. Por
tanto, para cada x € F'A definimos

tp: €(A,B) — FB
fo— ()

para cada B € Obj(€). Es claro que t4(14) = (Fla)(z) = lpa(x) = x.
Veamos que define una transformacién natural. Sea g: B — C' y queremos

(3.20)
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ver que el siguiente diagrama conmuta

¢(A,B) 2~ FB

€(A79)j LF 9

¢(A,C) - FC
Para cada f € €(A, B) tenemos que
(tc)€(A, 9)(f) = (te)(gf) = (Fgf)(x) = (Fg)(Ff)(x) = Fy(ts)(f)

Por tanto, t es una transformacién natural y queda probado que ® es sobre-
yectiva.
El isomorfismo ®~!, la inversa de ®, es

®1: FA —» Nat(€(4,—), FA)

o (3.21)

siendo ¢* la transformacién natural definida en (3.20).
[

Corolario 3.4.2. Sea € una categoria y sean A, A’ objetos de €. Hay un
isomorfismo
U: €(A, A) — Nat(€(A4,—), (A, —)) (3.22)
definido por
V(f)=f" [fedA, A (3.23)
siendo f*: €(A,—) — €(A',—) la transformacion natural definida como
f5 = <(f, B) para todo B € €.

Demostracion. Aplicando el lema de Yoneda al funtor F' = €(A’, —) obtene-
mos el isomorfismo

O: Nat(€(A, —), C(A, —)) — FA=¢(A', A)

siendo ®(t) = ta(14). Vimos en la demostracién anterior que la inversa de @
es
o1 FA=¢(A,A) — Nat(€(4,—),C(A, —))
f — t

siendo ¢/ la transformacién natural definida para cada B € Obj(¢) como en
(3.20). Por tanto, para cada morfismo g € €(A, B), tenemos que

th(9) = (F9)(f) = €A, 9)(f) = gf = &(f. B)(9)
Luego th = ¢(f, B). Por tanto, en este caso el isomorfismo f — t/ es igual
a fr— f* es decir, ¥ = &1
O
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Proposicién 3.4.3. Seant: €(A,—) — €(A',—), t": €(A',—) — €(A",—)

dos transformaciones naturales tal que
O(t)y=f, t)=f" con fe A A), [ egA" A (3.24)

siendo ® el isomorfismo de (3.19). Entonces, ®(t't) = ff'.
En particular, t es una equivalencia natural si y solo si f es un isomorfismo.

Demostracion. Como ®(t) = f, por el corolario anterior,

t=W(@B(0) = V() = [

luego tp = €(f, B) para cada B € €. De la misma forma, t%; = €(f’, B) para
cada B € €. Por tanto,

(t't)s = (tp)(ts) = €(f', B)E(f, B) = &(f [, B) (3.25)

para cada B € €, lo que implica que t't = (ff')* = U(ff’), luego tenemos
que &(t't) = D(U(ff)) = '

Si f es un isomorfismo, en particular, si A” = Ay f' = f~!, entonces, por
(3.25),

(ts)(ts) = (t't)s = €(f ", B) = €(14, B) = le(a,n)

y también
(tp)(t) = (t)p = &(f7'f, B) = €(1a, B) = le(ar,p)

Lo que implica que tg es un isomorfismo para todo B € €, es decir, ¢ es una
equivalencia natural.
Reciprocamente, si t: €(A, —) — €(A’, —) es una equivalencia natural, tal
que ®(t) = f y consideramos si inversa t': €(A',—) — €(A,—) con
O(t71) = f, entonces leap = (t5)(ts) = (') = €(ff,B) luego
ff' =14 por la unicidad del morfismo identidad.
De la misma forma, e 5) = (t)(t5') = (t7")5 = €(f'f, B) lo que implica
que f'f =1/;. Por tanto, f es un isomorfismo.

O

Para finalizar el trabajo, demostraremos un importante corolario del le-
ma de Yoneda: la inmersién de Yoneda. Gracias a este resultado, podemos
identificar cada categoria €% como una subcategoria plena de Fun(€, S).

Definicién 3.4.4. Sean € y ® dos categorias y F': € — % un funtor.
Diremos que F' es
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1. pleno si para todo A, B € € la aplicacién F': €(A, B) — D (FA, FB)
es sobreyectiva.

2. fiel si para todo A, B € € la aplicacién F': €(A, B) — D(FA, FB) es

inyectiva.

3. inmersion si I es pleno y fiel, es decir, si para todo A, B € € la
aplicacién F': €(A, B) — D(FA, FB) es biyectiva, y la asignacién
entre objetos F': Obj(€) — Obj(®) es inyectiva.

Corolario 3.4.5 (Inmersién de Yoneda). Sea € una categoria (pequena).
Entonces, el funtor
F:¢? — Fun(C,S)
A — €A -) (3.26)
f—f
es una immersion, siendo f* la transformacion natural definida en el coro-

lario 3.4.2 y Fun(€,S) la categoria de los funtores y las transformaciones
naturales.

Demostracion. Por el corolario 3.4.2, la aplicacién f — f* es una biyeccién
para cada f € €(A', A) = €P(A, A’), luego F es pleno y fiel.

Veamos entonces que la asignacién A —— €(A, —) es inyectiva. Sean A,
B € Obj(€) tales que F(A) = F(B), es decir, €(A, —) = €(B, —). Entonces,
en particular, €(A, —)(A) = €(B, —)(A), es decir, €(A, A) = €(B, A). Por el
primer axioma de la definicién de categoria, tiene que ser A = B.

[

Con este corolario, como el funtor F' es una inmersién de € en Fun(¢, S),
podemos afirmar que F(€%) es una subcategoria plena de Fun(€,S): sus
objetos son los funtores €(A, —), siendo A objeto de €, y cada conjunto
F(eP(A, A")) esta en biyeccién con Nat(€(A, —),C(A’, —)).
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