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Introducción

El objetivo de este trabajo es introducir la teoŕıa de categoŕıas dando las
definiciones elementales (categoŕıa, funtor y transformación natural), y des-
cribiendo algunas construcciones universales, relacionando estos conceptos
abstractos con ejemplos vistos en el grado. También demostraremos algunos
resultados básicos de la teoŕıa de categoŕıas.

En el primer caṕıtulo, definiremos el concepto de categoŕıa y aportaremos
una larga lista de ejemplos de categoŕıas con las que vamos a trabajar en los
caṕıtulos posteriores. En el lenguaje de categoŕıas hablamos de “objetos” y
“morfismos” de una forma abstracta para tratar de forma simultánea con-
ceptos de diferentes áreas de las matemáticas como, por ejemplo, los espacios
topológicos y los espacios vectoriales. También definiremos los diferentes ti-
pos de morfismos que existen en una categoŕıa y presentaremos el concepto
de dualidad. Este último recurso lo utilizaremos con frecuencia en el siguiente
caṕıtulo para relacionar unos resultados con otros.

Tras las definiciones básicas que damos en el primer caṕıtulo, tratare-
mos de hablar, de una forma abstracta, de cuatro construcciones universales
que podemos encontrar en diferentes categoŕıas: el producto, el coproducto, el
pull-back y el push-out. Generalizaremos construcciones que se estudian en el
grado como el producto cartesiano de conjuntos y la suma directa de grupos
abelianos.

En el último caṕıtulo, definimos funtor como la herramienta para relacio-
nar unas categoŕıas con otras dando también ejemplos vistos en el grado pero
que, hasta ahora, no hab́ıamos llamado funtores. Para finalizar, hablamos de
las transformaciones naturales que nos permiten establecer relaciones entre
funtores, y demostramos uno de los resultados más importantes de la teoŕıa
de categoŕıas: el lema de Yoneda. En un estudio más exhaustivo podŕıamos
profundizar más en las aplicaciones de este lema, pero va más allá de lo que
pretendemos con este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Categoŕıas

El concepto de categoŕıa permite tratar diferentes ramas de las matemáti-
cas de una forma abstracta usando el mismo lenguaje. Se pueden traducir
resultados de teoŕıa de conjuntos, teoŕıa de grupos y topoloǵıa en los mismos
términos usando objetos y relaciones entre ellos establecidas mediante mor-
fismos.

1.1. Definición y ejemplos

Definición 1.1.1. Una categoŕıa C está formada por:

i. Una clase Obj(C) cuyos elementos se denominan objetos.

ii. Para cada par A,B de Obj(C), un conjunto C(A,B) cuyos elementos
se denominan morfismos de A en B.

iii. Para cada tres elementos A,B,C de Obj(C), una ley de composición

C(A,B)× C(B,C) −→ C(A,C)

(f, g) 7−→ g ◦ f
(1.1)

De forma simplificada, escribiremos gf para referirnos a la composición
g ◦ f de f ∈ C(A,B) y g ∈ C(B,C).

Una categoŕıa C tiene que cumplir los siguientes axiomas:

1. Los conjuntos C(A1, B1) y C(A2, B2) son disjuntos a no ser que A1 = A2

y B1 = B2.
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4 CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS

2. (Asociatividad de la composición) Sea f ∈ C(A,B), g ∈ C(B,C) y
h ∈ C(C,D). Entonces

h(gf) = (hg)f (1.2)

3. (Existencia de identidades) Para cada objeto A existe un morfismo
h ∈ C(A,A) tal que para todo f ∈ C(A,B), g ∈ C(C,A),

fh = f, hg = g (1.3)

El morfismo h es el morfismo identidad de A y lo denotamos 1A. Este
morfismo 1A es único: si existiese otro morfismo identidad 1′A ∈ C(A,A)
entonces 1A = 1A1′A = 1′A.

Como podemos observar, hemos definido Obj(C) como una clase, es decir,
no tiene que ser necesariamente un conjunto. Se debe a las paradojas conoci-
das de la teoŕıa de conjuntos. De hecho, es conocido que la clase de todos los
conjuntos no es un conjunto, entonces, si hubiesemos definido Obj(C) como
un conjunto, tendŕıamos problemas definiendo una categoŕıa cuyos objetos
fuesen todos los conjuntos. Para poder eliminar estos problemas, se define
Obj(C) como una clase en lugar de un conjunto.

Para aclarar a qué nos referimos con el primer axioma, consideraremos el
siguiente ejemplo. Sea S la categoŕıa cuyos objetos son los conjuntos y cuyos
morfismos son las aplicaciones. Las dos aplicaciones coseno

cos : R −→ R, cos : R −→ [−1, 1]

podŕıan considerarse la misma aplicación a pesar de que la llegada sea a con-
juntos diferentes. Sin embargo, aunque dos aplicaciones tomen los mismos
valores en los mismos puntos se consideran aplicaciones diferentes si tienen
espacios de salida o de llegada diferentes. De hecho, la aplicación coseno con
llegada al intervalo [−1, 1] es una aplicación sobreyectiva y la que tiene lle-
gada a R no lo es. Por tanto, estamos hablando de dos aplicaciones distintas.

Antes de comenzar a dar ejemplos de categoŕıas vamos a aclarar cier-
tas cuestiones de notación: nos referiremos a los objetos de C usando letras
mayúsculas y a los de morfismos usando minúsculas. Por tanto, escribiremos
A ∈ C para referirnos a un objeto, y f ∈ C, en lugar de f ∈ C(A,B), para
referirnos a un morfismo entre dos objetos cualesquiera de C.

Utilizaremos también como notación f : A −→ B para referirnos a un
morfismo del objeto A en el objeto B. Es natural pensar que los elementos



1.1. DEFINICIÓN Y EJEMPLOS 5

f ∈ C(A,B) son “aplicaciones” entre los objetos A y B de una forma general.
Dando algunos ejemplos veremos a continuación que los morfismos de una
categoŕıa no necesariamente tienen que ser aplicaciones.

Ejemplos 1.1.2.

1. La categoŕıa S: los elementos de Obj(S) son los conjuntos y los morfis-
mos son las aplicaciones. La composición en esta categoŕıa es la com-
posición habitual de aplicaciones.
Si consideramos el vaćıo ∅ como un conjunto, podŕıa suponer un pro-
blema definir morfismos con salida o con llegada en el vaćıo. Para cada
conjunto A, como el conjunto ∅ no tiene ningún elemento, podemos de-
finir C(∅, A) como el conjunto con un único morfismo que seŕıa el “mor-
fismos vaćıo” que env́ıa ningún elemento en ningún elemento, porque el
conjunto de salida es el vaćıo. Los conjuntos C(A, ∅) de los morfismos
con llegada al vaćıo, no tendŕıan ningún morfismo porque, por la defini-
ción de aplicación, cada elemento de A debeŕıa tener imagen en ∅, pero
no existe ningún elemento en el vaćıo para que sea imagen de los ele-
mentos de A. El único morfismo de C(∅, ∅) seŕıa el morfismo identidad
de ∅, 1∅, para que se cumplan los axiomas de una categoŕıa. Cumple
la propiedad de la identidad de ∅ porque si tenemos f : ∅ −→ A en-
tonces f1∅ ∈ S(∅, A), y como solo hay un morfismo que tiene como
salida el vaćıo y como llegada el objeto A, deducimos que f1∅ = f .
Esto ya prueba que cumple la propiedad (1.3) porque no existe ningún
morfismo con llegada en el vaćıo, luego no podemos componer 1∅ con
ninguna aplicación g : A −→ ∅.
Podemos llamar S̃ a la categoŕıa de los conjuntos y las aplicaciones pero
sin considerar que el conjunto vaćıo ∅ es un objeto de esta categoŕıa.

2. La categoŕıa Top: está formada por los espacios topológicos y las aplica-
ciones continuas. La composición es la composición habitual de aplica-
ciones continuas. Está bien definida porque si f : A −→ B y g : B −→ C
son aplicaciones continuas, su composición fg : A −→ C es también una
aplicación continua.

3. la categoŕıa ParTop: tiene como objetos los pares de espacios topológi-
cos (X,A) tal que A ⊂ X, y los elementos de ParTop((X,A), (Y,B))
son las aplicaciones continuas f : X −→ Y que cumplen que f(A) ⊂ B.
La composición de morfismos es la composición de aplicaciones. Está
bien definida porque si tenemos morfismos f ∈ ParTop((X,A), (Y,B))
y g ∈ ParTop((Y,B), (Z,C)), como f(A) ⊂ B y g(B) ⊂ C, tenemos
que gf(A) ⊂ g(B) ⊂ C y por tanto gf ∈ ParTop((X,A), (Z,C)).
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4. La categoŕıa Top*: sus objetos son los espacios punteados (X, x0),
donde X es un espacio topológico y x0 ∈ X. Los morfismos entre dos
objetos (X, x0), (Y, y0) son las aplicaciones continuas de X en Y que
cumplen que f(x0) = y0. Se denominan aplicaciones punteadas. La
composición de morfismos vuelve a ser la composición de aplicaciones.

5. Se puede obtener una categoŕıa A a partir de un conjunto parcialmente
ordenado A: los objetos son los elementos del conjunto A, y para cada
X, Y ∈ A definimos:

A(X, Y ) =

{
{(X, Y )} si X ≤ Y

∅ en otro caso

A(X, Y ) es un conjunto con un solo elemento que hemos llamado (X, Y )
o es el conjunto vaćıo. Si f ∈ A(X, Y ) y g ∈ A(Y, Z), la composición
se define

g ◦ f =

{
{(X,Z)} si f = (X, Y ) y g = (Y, Z)

∅ en otro caso

Está bien definida por la transitividad de la relación de orden ya que si
X ≤ Y y Y ≤ Z, es decir, f = (X, Y ) y g = (Y, Z), entonces X ≤ Z y
por tanto, (X,Z) = g ◦ f ∈ A(X,Z). Por la propiedad reflexiva, como
X ≤ X para todo X ∈ A, entonces

A(X,X) = {(X,X)} = {1X}

Que cumple que para f = (Y,X) ∈ A(Y,X) y g = (X,Z) ∈ A(X,Z)

1Xf = (X,X)(Y,X) = (Y,X) = f, g1X = (X,Z)(X,X) = (X,Z) = g

Por tanto también está garantizada la existencia de identidades . Es
importante hacer énfasis en que los morfismos no tienen que ser nece-
sariamente aplicaciones, como ocurre en este ejemplo.

6. La categoŕıa Gr: tiene como objetos los grupos y como morfismos los
homomorfismos de grupos. La composición está bien definida porque,
como es bien conocido, la composición de dos homomorfismos de grupos
es otro homomorfismo de grupos.

7. La categoŕıa Ab: los objetos son los grupos abelianos y los morfismos
son los homomorfismos de grupos, con la compisición de homomorfis-
mos de grupos.
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8. La categoŕıa Ri: sus objetos son los anillos y sus morfismos los homo-
morfismos de anillos. La composición de morfismos es la habitual de
homomorfismos de anillos. Está bien definida porque la composición de
dos homomorfismos de anillos es de nuevo un homomorfismo de anillos.

9. Fijado un cuerpo K, podemos definir una categoŕıa ExtK cuyos objetos
son las extesiones de K (los cuerpos F tales que K es un subcuerpo de
F ) y los morfismos son los homomorfismos de anillos α : E −→ F entre
dos extensiones E, F de K que dejan fijos los puntos de K, es decir,
α(x) = x para todo x ∈ K. Por supuesto, si tenemos dos morfismos
α : E −→ F y β : F −→ G, su composición βα : E −→ G, también deja
fijos los puntos de K y por tanto, está bien definida la composición en
esta categoŕıa.
Si α : E −→ F es un homomorfismo de anillos entre dos extensiones E,
F de K que deja fijos los puntos de K, es conocido que el núcleo de
α es un ideal del cuerpo E, y los ideales de un cuerpo son únicamente
el propio cuerpo y el ideal nulo. El propio cuerpo no puede ser porque
α deja fijos los puntos de K, por tanto el núcleo de α tiene que ser el
ideal nulo. Esto quiere decir que todos los homomorfismos de anillos de
esta categoŕıa son inyectivos.

10. La categoŕıa Difn: fijado n ∈ N, sus objetos son los subconjuntos abier-
tos de Rn y sus morfismos las aplicaciones diferenciables entre los abier-
tos de Rn.

11. La categoŕıa EVK : fijado un cuerpo K, definimos la categoŕıa EVK
como aquella cuyos objetos son los espacios vectoriales sobre el cuerpo
K y cuyos morfismos son las aplicaciones lineales.

1.2. Subcategoŕıas

Definición 1.2.1. Sea C una categoŕıa. Decimos que C′ es una subcategoŕıa
de C si:

i. Obj(C′) ⊂ Obj(C).

ii. C′(A′, B′) ⊂ C(A′, B′) para todo A′, B′ ∈ Obj(C′) ⊂ Obj(C).

iii. La composición de dos morfismos f ∈ C′(A′, B′) y g ∈ C′(B′, C ′) coin-
cide en C′ y en C.

Se dice que una subcategoŕıa C′ es plena si C′(A′, B′) = C(A′, B′) para
todo A′, B′ ∈ Obj(C′). Estas subcategoŕıas quedan determinadas mediante
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la clase Obj(C′), ya que los morfismos coinciden con los de la categoŕıa C. De
hecho, si dada una categoŕıa C consideramos una subclase X ⊂ Obj(C), en-
tonces podemos definir una subcategoŕıa plena C′ de C tal que Obj(C′) = X.

Ejemplos 1.2.2.

1. Ab es una subcategoŕıa plena de Gr ya que los morfismos de Ab son
los homomorfismos de grupos, como en la categoŕıa Gr.

2. Decimos que un grupo (G,+) abeliano es divisible si para cada g ∈ G
y cada n ∈ N existe g′ ∈ G tal que g = ng′. Esto es que

g = g′ + . . .+ g′︸ ︷︷ ︸
n veces

es decir, operando n veces el elemento g′ ∈ G obtenemos g ∈ G. De-
finimos la categoŕıa AbDiv cuyos objetos son los grupos abelianos
divisibles y cuyos morfismos son los homomorfismos de grupos. Es una
subcategoŕıa plena de la categoŕıa Ab porque los morfismos de AbDiv
coinciden con los de Ab.

3. Podemos definir la subcategoŕıa GrC de Gr como aquella cuyos objetos
son los grupos ćıclicos G = 〈g〉, es decir, los que pueden ser generados
por un solo elemento g ∈ G. Los morfismos son también los homo-
morfismos de grupos, y por tanto, GrC(G,H) = Gr(G,H) para todo
G,H ∈ Obj(GrC), luego es una subcategoŕıa plena de Gr.

4. Un ejemplo de subcategoŕıa plena de EVK , es la categoŕıa EV ′K cuyos
objetos son los espacios vectoriales de dimensión finita y sus morfismos
son las aplicaciones lineales. Es claro que Obj(EV ′K) ⊂ Obj(EVK) y
que EV ′K(U ′, V ′) = EVK(U ′, V ′) para todo U ′, V ′ ∈ Obj(EV ′K).

5. Podemos obtener la subcategoŕıa Top′ de la categoŕıa Top consideran-
do Obj(Top) = Obj(Top′) y Top′(X ′, Y ′) el conjunto de las aplicacio-
nes continuas inyectivas de X ′ en Y ′. Para todo X ′, Y ′ ∈ Obj(Top′) se
tiene que Top′(X ′, Y ′) ⊂ Top(X ′, Y ′), y como la composición de dos
aplicaciones inyectivas es también una aplicación inyectiva, la compo-
sición de dos morfismos coincide en Top′ y en Top. En ese caso, Top′

no es una subcategoŕıa plena. No ocurre que Top(X, Y ) = Top′(X, Y )
porque en el conjunto Top(X, Y ) hay aplicaciones continuas que no
son inyectivas y por tanto no pertenecen al conjunto Top′(X, Y ).
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6. Top* es una subcategoŕıa plena de ParTop. Cada par (X, x0) de Top*
es un objeto de ParTop porque como {x0} ⊂ X, podemos considerar
el par (X, {x0}), y

Top∗((X, x0), (Y, y0)) = ParTop((X, {x0}), (Y, {y0}))

porque f ∈ Top∗((X, x0), (Y, y0)) si y solo si f(x0) = y0 si y solo si
f({x0}) ⊂ {y0} si y solo si f ∈ ParTop((X, {x0}), (Y, {y0})) .
La composición de dos morfismos

f : (X, x0) −→ (Y, y0), g : (Y, y0) −→ (Z, z0)

en Top* seŕıa el morfismo gf : (X, x0) −→ (Z, z0) tal que gf(x0) = z0,
y coincide con la composición de

f : (X, {x0}) −→ (Y, {y0}), g : (Y, {y0}) −→ (Z, {z0})

en ParTop.

1.3. Monomorfismos, epimorfismos e isomor-

fismos

Definición 1.3.1. Dada una categoŕıa C y dos objetos A,B ∈ C, diremos
que f ∈ C(A,B) es

1. monomorfismo si para todo C ∈ C y g, h ∈ C(C,A), fg = fh implica
que g = h.

2. epimorfismo si para todo C ∈ C y g, h ∈ C(B,C), gf = hf implica que
g = h.

3. isomorfismo si existe f−1 ∈ C(B,A), tal que ff−1 = 1B y f−1f = 1A.
f−1 está únicamente determinada por f . Decimos que f−1 es la inversa
de f .

Proposición 1.3.2. Sea C una categoŕıa cuyos morfismos son aplicaciones y
la composición está dada por la composición de aplicaciones. Si f ∈ C(A,B):

1. Si f es inyectivo, entonces es un monomorfismo.

2. Si f es sobreyectivo, entonces es un epimorfismo.
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Demostración. 1. Dados g, h ∈ C(C,A), tal que f(g(x)) = f(h(x)), para to-
do x ∈ C, por ser f inyectivo, entonces g(x) = h(x), para todo x ∈ C, luego
g = h.

2. Sean g, h ∈ C(B,C) morfismos tal que g(f(a)) = h(f(a)), para todo
a ∈ A. Por ser f sobreyectivo, para todo c ∈ C existe a ∈ A tal que c = f(a)
y por tanto, g(c) = g(f(a)) = h(f(a)) = h(c) para todo c ∈ C, luego g = h.

El rećıproco no es cierto en ninguno de los dos casos. Hay categoŕıas en
las que los monomorfismos y los epimorfismos no se corresponden con los
morfismos inyectivos y sobreyectivos respectivamente.

Por ejemplo, consideramos la categoŕıa AbDiv de los grupos abelia-
nos divisibles y los homomorfismos de grupos. El homomorfismo natural
f : Q −→ Q/Z es un monomorfismo. Si g, h ∈ AbDiv(A,Q) son dos morfis-
mos tal que g 6= h, queremos probar que fg 6= fh. Como g 6= h, existe a ∈ A
tal que

g(a)− h(a) =
x

n
> 0

Si fuese x
n
< 0, podemos considerar −a en lugar de a, que śı que cumple que

g(−a)− h(−a) = h(a)− g(a) = −x
n
> 0.

Por ser A divisible, sabemos que a = 2a′ para algún a′ ∈ A. Por tanto se
tiene que

2(g(a′)− h(a′)) = 2g(a′)− 2h(a′) = g(2a′)− h(2a′) = g(a)− h(a) =
x

n

lo que implica que

g(a′)− h(a′) =
x

2n

Utilizando de nuevo la divisibilidad de A, sabemos que existe b ∈ A tal que
xb = a′. Entonces,

x(g(b)− h(b)) = g(a′)− h(a′) =
x

2n

luego

fg(b)− fh(b) = f(g(b)− h(b)) = f

(
1

2n

)
6= 0

Es decir, existe b ∈ A tal que fg(b) 6= fh(b) y, por tanto, fg 6= fh quedando
probado que f es un monomorfismo. Es obvio que no es un homomorfismo
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inyectivo, luego es un ejemplo de un monomorfismo en AbDiv que no es
inyectivo.

Si ahora consideramos en la categoŕıa Ri de los anillos, la aplicación in-
clusión f : Z −→ Q no es un morfismo sobreyectivo pero śı es un epimorfismo.
Sean g, h ∈ Ri(Q, A) Supongamos hf = gf , es decir, h(z) = g(z), para todo
z ∈ Z y sea a

b
∈ Q. Entonces,

h
(a
b

)
= h(a)h

(
1

b

)
= g(a)h

(
1

b

)
= g

(a
b
· b
)
h

(
1

b

)
= g

(a
b

)
g(b)h

(
1

b

)
= g

(a
b

)
h(b)h

(
1

b

)
= g

(a
b

)
y por tanto h = g, quedando demostrado que f es un epimorfismo.

En la categoŕıa S de los conjuntos, los monomorfismos y epimorfismos śı
que corresponden con las aplicaciones inyectivas y sobreyectivas respectiva-
mente.

Proposición 1.3.3. Sea C una categoŕıa, g ∈ C(A,B) y f ∈ C(B,C). En-
tonces:

1. Si fg es un monomorfismo, entonces g es un monomorfismo.

2. Si f y g son monomorfismos, entonces fg es un monomorfismo.

3. Si fg es un epimorfismo, entonces f es un epimorfismo.

4. Si f y g son epimorfismos, entonces fg es un epimorfismo.

Demostración. Sean h, k ∈ (D,A), h′, k′ ∈ (C,D).

1. Supongamos gh = gk. Entonces, fgh = fgk. Por ser fg un monomor-
fismo, implica que h = k, y por tanto g es un monomorfismo.

2. Supongamos fgh = fgk. Por ser f monomorfismo, gh = gk, y por ser
g monomorfismo, h = k. Por tanto fg es un monomorfismo.

3. Supongamos que h′f = k′f . Entonces, h′fg = k′fg. Por ser fg un
epimorfismo, implica que h′ = k′ y por tanto f es un epimorfismo.

4. Supongamos que h′fg = k′fg. Por se g un epimorfismo, h′f = k′f , y
por ser f un epimorfismo, implica que h′ = k′. Por tanto fg es un epimorfis-
mo.
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Proposición 1.3.4. Todo isomorfismo es monomorfismo y epimorfismo.

Demostración. Sea C una categoŕıa y f ∈ C(A,B) un isomorfismo. Por defi-
nición, existe f−1 ∈ C(B,A) tal que ff−1 = 1B y f−1f = 1A.
Sean g, g′ ∈ C(C,A) tal que fg = fg′. Entonces,

g = (f−1f)g = f−1(fg) = f−1(fg′) = (f−1f)g′ = g′

y por tanto, f es un monomorfismo.
De la misma forma pero con dos funciones h, h′ ∈ C(B,C), tal que hf = h′f ,
obtenemos que f es un epimorfismo.

También ocurre que en algunas categoŕıas los isomorfismos no se corres-
ponden con las aplicaciones biyectivas. Un ejemplo es la categoŕıa Top. En
esta categoŕıa, los isomorfismos son los homeomorfismos, que además de ser
biyectivos, la aplicación inversa tiene que ser continua. Podemos encontrar
funciones continuas biyectivas cuya inversa no sea continua.

En la categoŕıa S, los isomorfismos son las aplicaciones biyectivas.

1.4. Dualidad

A partir de una categoŕıa C, podemos construir su categoŕıa opuesta Cop

como veremos a continuación:

Definición 1.4.1. Sea C una categoŕıa. Su categoŕıa opuesta Cop es tal que

i. Obj(Cop) = Obj(C).

ii. Cop(A,B) = C(B,A) para todo A, B ∈ Obj(Cop) = Obj(C).

iii. Para cada A, B, C ∈ Obj(Cop) = Obj(C) la ley de composición se
define

Cop(A,B)× Cop(B,C) −→ Cop(A,C)

(f, g) 7−→ g ∗ f := f ◦ g
(1.4)

La ley de compisición está bien definida ya que fg ∈ C(C,A) = Cop(A,C)
es la composición en la categoŕıa C de los morfismos f ∈ C(B,A) = Cop(A,B)
y g ∈ C(C,B) = Cop(B,C). Además, se cumple que dados tres morfismos
f ∈ Cop(A,B), g ∈ Cop(B,C) y h ∈ Cop(C,D), entonces

h ∗ (g ∗ f) = h ∗ (fg) = fgh = (gh) ∗ f = (h ∗ g) ∗ f (1.5)
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luego la composición (1.4) es asociativa, y los morfismos identidad en Cop son
los mismos morfismos que en C.

Ocurre que si consideramos la categoŕıa (Cop)op, la categoŕıa opuesta de
Cop, entonces

Obj((Cop)op) = Obj(Cop) = Obj(C)

(Cop)op(A,B) = Cop(B,A) = C(A,B)

Por tanto, tenemos que (Cop)op = C. Es decir, la categoŕıa opuesta de Cop es,
de nuevo, la categoŕıa C.

Cualquier concepto que usamos trabajando en la categoŕıa C se corres-
ponde con el concepto opuesto en la categoŕıa Cop. Si ponemos como ejemplo
los conceptos de monomorfismo y epimorfismo en una categoŕıa C (vistos
en la sección anterior) probaremos a continuación que corresponden con los
conceptos de epimorfismo y monomorfismo en Cop respectivamente:

Proposición 1.4.2. Sea C una categoŕıa. Entonces,

1. f es un monomorfismo en C si y solo si es un epimorfismo en Cop.

2. f es un epimorfismo en C si y solo si es un monomorfismo en Cop.

Demostración. 1: Sea f ∈ C(A,B) es un monomorfismo en C. Por tanto,
cumple que para todo C ∈ Obj(C) = Obj(Cop) y g, h ∈ C(C,A), fg = fh
implica que g = h.
Si lo traducimos en términos de Cop, decir que f ∈ C(A,B) es un mono-
morfismo es lo mismo que decir que f ∈ Cop(B,A) cumple que para todo
C ∈ Obj(Cop) = Obj(C) y g, h ∈ Cop(A,C), g ∗ f = fg = fh = h ∗ f implica
que g = h, que es la definición de epimorfismo en Cop.
2: Como (Cop)op = C, podemos aplicar el resultado 1 a la categoŕıa Cop y
obtenemos el resultado que queŕıamos probar.

En muchas ocasiones es muy útil expresar algunos resultados en términos
de la categoŕıa dual Cop, ya que un resultado es cierto en C si y solo si el
resultado opuesto es cierto en Cop.
Por ejemplo, como podemos observar en la proposición 1.3.3, el enunciado

3. Si fg es un epimorfismo, entonces f es un epimorfismo.

en una categoŕıa C se puede traducir a que

Si fg es un monomorfismo, entonces f es un monomorfismo.
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en su categoŕıa opuesta Cop, que corresponde con el primer resultado de la
proposición, y por tanto, una vez probado 1 para todas las categoŕıas, en
particular está probado para Cop y por tanto tenemos también probado 3. Lo
mimo ocurre con los otros dos enunciados de la proposición:

4. Si f y g son epimorfismos, entonces fg es un epimorfismo.

es el enunciado opuesto de

2. Si f y g son monomorfismos, entonces fg es un monomorfismo.

En este caso, probando los dos primeros enunciados de la proposición que-
daŕıa probada toda la proposición.

En el siguiente caṕıtulo, necesitamos en varias ocasiones demostrar un
enunciado y también su enunciado opuesto. Utilizaremos la dualidad para
las demostraciones de los resultados opuestos.



Caṕıtulo 2

Construcciones universales

Las construcciones universales en una categoŕıa, son objetos de esta ca-
tegoŕıa que cumplen cierta propiedad universal. En este caṕıtulo definiremos
cuatro construcciones universales y veremos algunos resultados relacionados
con cada construcción.

2.1. Producto en una categoŕıa

Antes de dar la definición de producto en una categoŕıa, veamos el si-
guiente ejemplo: consideremos la categoŕıa S. El producto cartesiano de A y
B es el conjunto

A×B = {(a, b) : a ∈ A y b ∈ B}

Además, sabemos que existen dos aplicaciones llamadas proyecciones

pA : A×B −→ A pB : A×B −→ B (2.1)

tal que pA(a, b) = a y pB(a, b) = b. Dado un conjunto C, podemos establecer
una biyección

S(C,A×B) −→ S(C,A)× S(C,B) (2.2)

de la siguiente forma:
a cada h ∈ S(C,A × B) le asociamos (pAh, pBh) ∈ S(C,A) × S(C,B) y a
cada par de aplicaciones (f, g) ∈ S(C,A)× S(C,B), la aplicación que env́ıa
cada c ∈ C en (f(c), g(c)) ∈ A×B.
Dicho de otra manera, para cada (f, g) ∈ S(C,A) × S(C,B) hay un único
morfismo h : C −→ A×B tal que pAh = f y pBh = g, es decir, hay un único

15



16 CAPÍTULO 2. CONSTRUCCIONES UNIVERSALES

morfismo h : C −→ A×B tal que el siguiente diagrama conmuta

A

C

f
;;

h //

g
##

A×B

pA

OO

pB
��
B

(2.3)

Esta propiedad, llamada propiedad universal del producto, caracteriza el pro-
ducto cartesiano de los conjuntos como vamos a ver en la siguiente proposi-
ción:

Proposición 2.1.1. Sean A, B, C ∈ Obj(S), f1 ∈ S(C,A) y f2 ∈ S(C,B).
Si (C; f1, f2) es una terna que cumple que para cualquier conjunto D y mor-
fismos f : D −→ A, g : D −→ B existe un único morfismo h : D −→ C tal
que

f1h = f, f2h = g

entonces (C; f1, f2) es isomorfo a (A×B; pA, pB).

Demostración. Consideramos A × B ∈ Obj(S) y las proyecciones pA y pB
definidas en (2.1). Por hipótesis, existe un único morfismo h : A × B −→ C
tal que f1h = pA y f2h = pB.
Si ahora consideramos el objeto C y los morfismos f1 y f2, por la propiedad
universal del producto A×B, existe un único morfismo h′ : C −→ A×B tal
que pAh

′ = f1 y pBh
′ = f2.

Además tenemos que

pA(h′h) = (pAh
′)h = f1h = pA

pB(h′h) = (pBh
′)h = f2h = pB

pero el morfismo 1A×B : A×B −→ A×B también cumple que pA1A×B = pA
y pB1A×B = pB. Por la unicidad de la propiedad universal del producto A×B
aplicada al objeto A×B y los morfismos pA y pB, como h′h y 1A×B son dos
morfismos que cumplen la propiedad universal, tiene que ser h′h = 1A×B. De
la misma forma, aplicando la propiedad de C al objeto C y los morfismos f1
y f2, como

f1(hh
′) = (f1h)h′ = pAh

′ = f1 = f11C

f2(hh
′) = (f2h)h′ = pBh

′ = f2 = f21C
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concluimos que hh′ = 1C , y por tanto h : A×B −→ C es un isomorfismo tal
que f1h = pA y f2h = pB.

Esta propiedad universal que caracteriza el producto en la categoŕıa S es
la que define el producto en cualquier categoŕıa. Definimos el producto en
una categoŕıa C arbitraria de la siguiente forma:

Definición 2.1.2. Sean A y B dos objetos de la categoŕıa C. Decimos que la
terna (A×B; pA, pB) es un producto de A y B en C siendo A×B un objeto
de C y

pA : A×B −→ A pB : A×B −→ B

dos morfismos en C, si para cualquier objeto C y cualquier par de morfismos
f : C −→ A y g : C −→ B existe un único morfismo h : C −→ A×B tal que

pAh = f, pBh = g (2.4)

Ahora generalizaremos esta noción de producto de dos objetos al produc-
to de una familia arbitraria de objetos de C:

Definición 2.1.3. Sea {Xi}i∈I tal que I es un conjunto, una familia de
objetos de la categoŕıa C. Entonces un producto (X; {pi}) de los objetos Xi

es un objeto X, junto con morfismos pi : X −→ Xi para cada i ∈ I llamados
proyecciones, con la propiedad universal de que para cualquier objeto Y y
morfismos fi : Y −→ Xi, i ∈ I, existe un único morfismo < fi > : Y −→ X
tal que

pi < fi >= fi para todo i ∈ I. (2.5)

Proposición 2.1.4. Sean (X; {pi}), (X ′; {p′i}) dos productos de la familia
{Xi}i∈I en C. Existe un único isomorfismo φ : X −→ X ′ tal que p′iφ = pi,
i ∈ I.

Demostración. Consideramos el objeto X ′ y las proyecciones p′i : X
′ −→ Xi,

i ∈ I. Por la propiedad universal del producto (X, {pi}), existe un único
morfismo η : X ′ −→ X tal que piη = p′i.
Si ahora consideramos el objeto X y las proyecciones pi : X −→ Xi, i ∈ I,
por la propiedad universal del producto (X ′; {p′i}), existe un único morfismo
φ : X −→ X ′ tal que p′iφ = pi. Además, para todo i ∈ I,

pi(ηφ) = (piη)φ = p′iφ = pi

pi1X = pi
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Por la unicidad de la propiedad universal del producto (X, {pi}) tiene que
ser ηφ = 1X .
De forma análoga, por la propiedad universal del producto (X, {p′i}) obtene-
mos que φη = 1X′ , y concluimos que φ es un isomorfismo.

Con este resultado, ya podemos empezar a hablar de el producto de la
familia {Xi}i∈I , ya que este es único salvo isomorfismo, y lo denotaremos
X =

∏
i∈I Xi. Como podemos observar, un producto puede no existir en una

categoŕıa C ya que, por definición,
∏

i∈I Xi tiene que ser un objeto de C, y
esto no siempre ocurre.

Antes de comenzar a enunciar y probar resultados del producto en una
categoŕıa, damos la siguiente definición que usaremos posteriormente:

Definición 2.1.5. Sea C una categoŕıa y sea f ∈ C(A,B). Se dice que f es
una retracción si existe g ∈ C(B,A) tal que fg = 1B.

Proposición 2.1.6. Sea C una categoŕıa tal que C(X, Y ) 6= ∅ para todo par
de objetos X, Y de C. Sea {Xi}i∈I una familia de objetos de C. Si existe∏

i∈I Xi, entonces cada pi, i ∈ I es una retracción.

Demostración. Sea j ∈ I. Tomamos Y = Xj ∈ Obj(C), y los morfismos
{fi}i∈I tal que fj = 1Xj

: Xj −→ Xj, y para i 6= j, fi es un morfismo
arbitrario de C(Xj, Xi).
Por la propiedad universal del producto

∏
i∈I Xi, existe un único morfismo

f : Xj −→
∏

i∈I Xi tal que pif = fi para todo i ∈ I. Por tanto,

pjf = fj = 1Xj

lo que implica que pj :
∏

i∈I Xi −→ Xj es una retracción. Por tanto, pj es
una retracción para todo j ∈ I.

Es fácil de ver que, si C es una categoŕıa arbitraria, toda retracción en C
es un epimorfismo: si f : A −→ B es una retracción en C y h1, h2 ∈ C(B,C)
son dos morfismos tal que h1f = h2f , entonces componiendo a ambos lados
por el morfismo g ∈ C(A,B) tal que fg = 1B, obtenemos que h1 = h2. Por
tanto, las proyecciones son epimorfismos.

Proposición 2.1.7. Sean {Xi}i∈I , {Yi}i∈I dos familias de objetos de C, y
fi : Xi −→ Yi, i ∈ I una familia de morfismos. Si existen los productos
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(X; {pi}) y (Y ; {qi}) (siendo X =
∏

i∈I Xi e Y =
∏

i∈I Yi), entonces, existe
un único morfismo ∏

i∈I

fi : X −→ Y (2.6)

tal que

qi(
∏
i∈I

fi) = fipi (2.7)

Demostración. Consideramos el objeto X de C y la familia de morfismos
fipi : X −→ Yi, i ∈ I.
Por la propiedad universal del producto (Y ; {qi}), existe un único morfismo∏

i∈I fi : X −→ Y tal que qi(
∏

i∈I fi) = fipi.

Proposición 2.1.8. Sean {Xi}i∈I , {Yi}i∈I dos familias de objetos de C.
Sean fi : Z −→ Xi, g : W −→ Z, gi : Xi −→ Yi, i ∈ I. Si los productos
(
∏

i∈I Xi; {pi}) y (
∏

i∈I Yi; {qi}) existen, entonces,

< fi > g =< fig >, (
∏
i∈I

gi) < fi >=< gifi > (2.8)

Demostración. Usando la propiedad universal del producto (
∏

i∈I Xi; {pi}),
con las familias de morfismos {fi}i∈I y {fig}i∈I obtenemos que para todo
i ∈ I

pi < fig >= fig = pi < fi > g

Por la unicidad del morfismo < fig >, tiene que ser < fi > g =< fig >.
Para la segunda igualdad, usando ahora la propiedad universal del produto
(
∏

i∈I Yi; {qi}), considerando las familias de morfismos gipi < fi > : Z −→ Yi
y gifi : Z −→ Yi para todo i ∈ I, tenemos que

qi(
∏
i∈I

gi) < fi >= gipi < fi >= gifi = qi < gifi >

Por la unicidad del morfismo con esta propiedad, (
∏

i∈I gi) < fi >=< gifi >.

Proposición 2.1.9. Sea C una categoŕıa en la cual cualquier par de objetos
admite un producto. Si dados X, Y , Z ∈ Obj(C) y las proyecciones

p1 : X × Y −→ X, q1 : (X × Y )× Z −→ X × Y,
p2 : X × Y −→ Y, q2 : (X × Y )× Z −→ Z

(2.9)

entonces, ((X×Y )×Z; p1q1, p2q1, q2) es el producto de X, Y , Z. En general,
cualquier colección finita de objetos de C admite un producto.
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Demostración. Sean X, Y , Z ∈ Obj(C). Como todo par de objetos de C
admite un producto, y tenemos que (X × Y ) ∈ C y Z ∈ C, entonces su
producto (X × Y ) × Z también es un objeto de C. Falta probar que los
morfismos p1q1, p2q1 y q2 cumplen la propiedad universal del producto. Sea
W ∈ Obj(C) y sean f1 : W −→ X, f2 : W −→ Y , f3 : W −→ Z morfismos.
Por la propiedad universal del producto (X × Y ; p1, p2) sabemos que existe
un único morfismo g : W −→ X × Y tal que p1g = f1 y p2g = f2. Entonces,
podemos construir

h : W −→ (X × Y )× Z
tal que q1h = g, q2h = f3, luego p1q1h = f1 y p2q1h = f2. Veamos que este
morfismo h es único. Supongamos que existe h′ : W −→ (X×Y )×Z tal que
q1h
′ = g, q2h

′ = f3. Entonces,

p1q1h = p1q1h
′, p2q1h = p2q1h

′, q2h = q2h
′

Por la propiedad del producto X × Y tiene que ser q1h = q1h
′ y como

q2h = q2h
′, por la propiedad del producto de (X × Y ) por Z, implica que

h = h′.
Para demostrar que cualquier colección finita de objetos de C admite un
producto, podemos razonar por inducción. Acabamos de demostrar el caso
para n = 3. Ahora consideramos una familia finita {Xi}ni=1 de objetos de C y
otra familia fi : W −→ Xi, i = 1, . . . , n con n > 3 y suponemos que la familia
{Xi}n−1i=1 admite un producto, Podemos realizar una construcción similar al
caso n = 3 con las aplicaciones

pi : X1 × · · · ×Xn−1 −→ Xi,
q1 : (X1 × · · · ×Xn−1)×Xn −→ X1 × · · · ×Xn−1,
q2 : (X1 × · · · ×Xn−1)×Xn −→ Xn

(2.10)

y obtener el morfismo

h : W −→ (X1 × · · · ×Xn−1)×Xn

tal que piq1h = fi, i = 1n−1, y q2h = fn, que tiene que ser único por la
propiedad universal de los poductos X1×· · ·×Xn−1 y (X1×· · ·×Xn−1)×Xn.
Por tanto, ((X1 × · · · ×Xn−1)×Xn; p1q1, p2q1, . . . , pn−1q1, q2) es el producto
de la familia {Xi}ni=1 en C.

Esta última proposición demuestra que el producto X × Y × Z de tres
objetos es equivalente a (X × Y ) × Z y a X × (Y × Z), si utilizamos las
aplicaciones

q1 : X × (Y × Z) −→ Y × Z,
q2 : X × (Y × Z) −→ X

(2.11)
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Lo que quiere decir que el producto en una categoŕıa tiene la propiedad
asociativa.

Ejemplos 2.1.10.

1. En la categoŕıa S, el producto es el producto cartesiano de los conjuntos.
Si {Xi}i∈I es una familia de conjuntos, entonces las proyecciones del
producto (

∏
i∈I Xi; {pi}) son las aplicaciones

pi :
∏

i∈I Xi −→ Xi

(xi)i∈I 7−→ xi
(2.12)

2. En la categoŕıa Top, el producto de una familia {Xi}i∈I de espacios
topológicos, es el producto cartesiano

∏
i∈I Xi dotado con la topoloǵıa

producto. Las proyecciones coinciden con las definidas en (2.12).

3. En la categoŕıa Gr, el producto de una familia de grupos {(Gi, •i)}i∈I
es el producto directo (

∏
i∈I Gi, •). El conjunto

∏
i∈I Gi es el producto

cartesiano de la familia {Gi}i∈I y tiene la operación de multiplicación
componente a componente de forma que si x, y ∈

∏
i∈I Gi entonces

x • y = (xi •i yi)i∈I , siendo x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I . Las proyecciones
son los homomorfismos de grupos

pi :
∏

i∈I Gi −→ Gi

(xi)i∈I 7−→ xi
(2.13)

4. En la categoŕıa Ab, el producto es también el producto directo de gru-
pos como en la categoŕıa Gr, con las proyecciones definidas en (2.13).
Lo que ocurre es que, como Ab es una subcategoŕıa plena de Gr, y
como, en este caso, si hacemos el producto de una familia de grupos
abelianos {(Gi, •i)}i∈I en Gr, obtenemos el grupo (

∏
i∈I Gi, •) que es

también abeliano, es decir, un objeto de la categoŕıa Ab, no hay ningún
problema con la existencia del producto en Ab.

5. Para también mostrar que no siempre existe el producto en una ca-
tegoŕıa, consideramos la subcategoŕıa plena S2 de S formada por los
conjuntos con dos elementos y las aplicaciones. Sean A = {a1, a2},
B = {b1, b2} y C = {c1, c2} objetos de S2, y sean f1 : C −→ A,
f2 : C −→ B dos aplicaciones tales que f1(C) = {a1} y f2(C) = {b2}.
Veamos que no existe el producto A × B. Si existiera (A × B; p1, p2),
tendŕıa que ser A × B = {d1, d2} ∈ S2. Entonces, existiŕıa una aplica-
ción h : C −→ A×B tal que

p1h = f1, p2h = f2 (2.14)
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Las proyecciones p1 y p2 son sobreyectivas: si consideramos dos aplica-
ciones sobreyectivas f : C −→ A y g : C −→ B, entonces existe una
aplicación h′ : C −→ A×B tal que p1h

′ = f y p2h
′ = g, lo que implica

que p1 y p2 son sobreyectivas por serlo f y g.
Como p1 y p2 son sobreyectivas, podemos suponer que p1(di) = ai,
p2(di) = bi para i = 1, 2 sin pérdida de la generalidad. Por (2.14), tiene
que ser p1(h(C)) = f1(C) = {a1} y también p2(h(C)) = f2(C) = {b2},
lo que implica que h(C) = {d1} y h(C) = {d2}, llegando a contradic-
ción, porque esto quiere decir que cada ci, i = 1, 2, tiene dos imágenes,
(d1 y d2) lo cuál no puede ocurrir porque h es una aplicación.

En este caso, no ocurre como en el ejemplo anterior. S2 es una subca-
tegoŕıa plena de S, pero el producto de A y B en S, es el conjunto

A×B = {(a1, b1), (a2, b1), (a1, b2), (a2, b2)}

que tiene cuatro elementos. Es decir, A×B /∈ S2 y por tanto, si existiese
el producto de A y B en S2, no coincidiŕıa con su producto en S. Con
las funciones anteriores, la función f : C −→ A×B que cumpliŕıa (2.14)
seŕıa f(c1) = f(c2) = (a1, b2).

6. Consideramos la familia {Zpk}k∈N de gupos ćıclicos de orden pk, siendo
p primo. En la categoŕıa Gr, el producto de esta familia śı que existe,
siendo el producto directo, pero si consideramos la subcategoŕıa GrC de
Gr, no existe el producto para ningún par Zpk y Zpl : supongamos que
existe (Zm; p1, p2) producto de Zpk y Zpl . Por la misma razón del ejem-
plo anterior, los homomorfismos p1 y p2 son sobreyectivos. Suponemos
que l ≤ k, entonces m = npk. Elegimos a, b, c generadores de Zm, Zpk
y Zpl respectivamente tal que p1(a) = b y p2(a) = c. Si consideramos
los morfismos

1: Zpk −→ Zpk , 0: Zpk −→ Zpl
x 7−→ x x 7−→ 0

por la propiedad universal del producto existiŕıa f : Zpk −→ Zm tal que
p1f = 1 y p2f = 0. Si suponemos que f(b) = sa entonces p1(sa) = b y
p2(sa) = 0 lo que implica que s ≡ 1 mod pk y s ≡ 0 mod pl, llegando
a una contradicción.

En este ejemplo lo que ocurre de nuevo es que el producto Zpk ×Zpl en
Gr no es un grupo ćıclico. Si en lugar de potencias de un mismo primo
p, hubiesemos consideramos p y q primos entre śı, entonces el producto
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directo Zp×Zq es ćıclico y śı que existe el producto de Zp y Zq en GrC

y coincide con su producto en Gr.

2.2. Coproducto en una categoŕıa

De nuevo, antes de generalizar el coproducto de una familia arbitraria
{Xi}i∈I de objetos de una categoŕıa C, consideramos la categoŕıa S. Sean A
y B dos conjuntos. Se llama unión disjunta de A y B al conjunto

AqB = (A× {1}) ∪ (B × {2})

Consideramos ahora las aplicaciones

qA : A −→ AqB, qB : B −→ AqB
a 7−→ (a, 1) b 7−→ (b, 2)

(2.15)

Ahora para cada conjunto C tenemos la siguiente biyección

S(AqB,C) −→ S(A,C)× S(B,C)

si a cada h ∈ S(AqB,C) le asociamos (hqA, hqB) ∈ S(A,C)× S(B,C), y a
cada (f, g) ∈ S(A,C)× S(B,C), el morfismo h : AqB −→ C tal que

h(x, y) =

{
f(x) si y = 1
g(x) si y = 2

Por tanto, para cada par (f, g) ∈ S(A,C)×S(B,C) existe un único morfismo
h : AqB −→ C tal que el siguiente diagrama conmuta

A

qA
��

f

{{
C AqBhoo

B

qB

OO

g

cc

(2.16)

Esta propiedad es la propiedad universal del coproducto. Caracteriza la unión
disjunta de los conjuntos como podemos comprobar con la siguiente proposi-
ción, cuya demostración es análoga a la realizada en la sección de productos:
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Proposición 2.2.1. Sean A, B, C ∈ Obj(S), f1 ∈ S(A,C) y f2 ∈ S(B,C).
Si (C; f1, f2) es una terna que cumple que para cualquier objeto D y mor-
fismos f : A −→ D, g : B −→ D existe un único morfismo h : C −→ D tal
que

hf1 = f, hf2 = g

entonces (C; f1, f2) es isomorfo a (AqB; q1, q2).

Si ahora consideramos una categoŕıa C arbitraria y dos objetos A y B de
C definimos el coproducto de A y B en C como sigue:

Definición 2.2.2. Decimos que la terna (AqB; qA, qB) es un coproducto de
A y B en C siendo

qA : A −→ AqB, qB : B −→ AqB

morfismos de C si cumplen que para cada par de morfismos f : A −→ C,
g : B −→ C existe un único morfismo h : AqB −→ C tal que

hqA = f, hqB = g (2.17)

De forma general, considerando una familia arbitraria {Xi}i∈I de objetos
de C definimos su coproducto en C de la siguiente forma:

Definición 2.2.3. Sea {Xi}i∈I tal que I es un conjunto, una familia de
objetos de la categoŕıa C. Entonces un coproducto (X; {qi}) de los objetos Xi

es un objeto X, junto con morfismos qi : Xi −→ X, para cada i ∈ I llamados
inyecciones, con la propiedad universal de que para cualquier objeto Y y
morfismos fi : Xi −→ Y , i ∈ I, existe un único morfismo � fi � : X −→ Y
tal que

� fi � qi = fi para todo i ∈ I. (2.18)

También podemos entender el coproducto de una familia {Xi}i∈I en la
categoŕıa C como el producto de {Xi}i∈I en su categoŕıa opuesta Cop: la
propiedad universal del coproducto de {Xi}i∈I en C enunciada en Cop dice
que dado un objeto Y y morfismos fi : Y −→ Xi, i ∈ I, existe un único
morfismo f : Y −→ X tal que

qi ∗ f = fqi = fi para todo i ∈ I.

que es la propiedad universal del producto de {Xi}i∈I en Cop.
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Proposición 2.2.4. Sean (X; {qi}), (X ′; {q′i}) dos coproductos de la familia
{Xi}i∈I en C. Existe un único isomorfismo φ : X ′ −→ X tal que φq′i = qi,
i ∈ I.

Demostración. Veamos si se cumple el enunciado opuesto en la categoŕıa
Cop.
Consideramos la categoŕıa opuesta Cop: (X; {qi}), (X ′; {q′i}) son productos
de Cop y queremos ver que existe un único isomorfismo φ : X −→ X ′ tal que
φq′i = q′i ∗ φ = qi, i ∈ I.
Pero este es el enunciado de la proposición 2.1.4 que ya demostramos en la
sección de productos para cualquier categoŕıa.
Por tanto, se cumple el enunciado opuesto en la categoŕıa Cop, lo que implica
que la proposición es cierta en la categoŕıa C.

Con esta proposición, queda demostrado que el coproducto es único salvo
isomorfismo. Entonces a partir de ahora hablaremos de el coproducto de la
familia {Xi}i∈I y lo denotamos qi∈IXi. También puede ocurrir que haya ca-
tegoŕıas en las que no exista el coproducto para una familia de objetos como
ocurŕıa con el producto.

Podemos traducir todas las proposiciones enunciadas en la sección de pro-
ductos ahora para coproductos. Si nos fijamos, los siguientes enunciados son
los enunciados opuestos de las proposiciones de la sección de productos. Su
demostración es directa aplicando en cada ocasión la proposición adecuada
para productos en la categoŕıa Cop:

Definición 2.2.5. Sea C una categoŕıa y sea f ∈ C(A,B). Se dice que f es
una sección si existe g ∈ C(B,A) tal que gf = 1A.

Proposición 2.2.6. Sea C una categoŕıa tal que C(X, Y ) 6= ∅ para todo par
de objetos X, Y de C, y {Xi}i∈I una familia de objetos de C. Si existe qi∈IXi,
entonces cada qi, i ∈ I es una sección.

Demostración. El resultado opuesto se cumple para Cop ya que se corresponde
con la proposición 2.1.6.

También es fácil ver que toda sección es un monomorfismo en una ca-
tegoŕıa C arbitraria: si f : A −→ B es una sección en la categoŕıa C y h,
h′ ∈ C(C,A) son dos morfismos tal que fh = fh′, entonces componiendo a
ambos lados por el morfismo g ∈ C(B,A) tal que gf = 1A, obtenemos que
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h = h′. Por tanto, las inyecciones de un coproducto son monomorfismos.

Proposición 2.2.7. Sean {Xi}i∈I , {Yi}i∈I dos familias de objetos de C, y
fi : Xi −→ Yi, i ∈ I una familia de morfismos. Si existen los coproductos
(X; {pi}), (Y ; {qi}), entonces, existe un único morfismo

qi∈I fi : X −→ Y (2.19)

tal que
(qi∈Ifi)qi = pifi (2.20)

Demostración. Si aplicamos la proposición 2.1.7 a la categoŕıa Cop, obtene-
mos el resultado que queŕıamos probar para C.

Proposición 2.2.8. Sean {Xi}i∈I , {Yi}i∈I dos familias de objetos de C.
Sean fi : Xi −→ Z, g : Z −→ W , gi : Yi −→ Xi, i ∈ I. Si los coproduc-
tos (qi∈IXi; {pi}) y (qi∈IYi; {qi}) existen, entonces,

g � fi �=� gfi �, � fi � (qi∈Igi) =� figi � (2.21)

Demostración. Aplicando la proposición 2.1.8 a la categoŕıa Cop obtenemos
lo que queŕıamos probar.

Proposición 2.2.9. Sea C una categoŕıa en la cual cualquier par de objetos
admite un coproducto. Si dados X, Y , Z ∈ Obj(C) y las proyecciones

q1 : X −→ X q Y, r1 : X q Y −→ (X q Y )q Z,
q2 : Y −→ X q Y, r2 : Z −→ (X q Y )q Z (2.22)

entonces, ((XqY )qZ; r1q1, r1q2, r2) es el coproducto de X, Y , Z. En general,
cualquier colección finita de objetos de C admite un coproducto.

Demostración. Aplicando la proposición 2.1.9 a la categoŕıa Cop obtenemos
lo que queŕıamos probar.

Ejemplos 2.2.10.

1. En la categoŕıa S, el coproducto es la unión disjunta de conjuntos. Si
{(Xi}i∈I es una familia de conjuntos, su coproducto es (qi∈IXi; {qi})
siendo qi∈IXi =

⋃
i∈I Xi × {i} y las inyecciones qi, i ∈ I, son las

aplicaciones
qi : Xi −→ qi∈IXi

xi 7−→ (xi, i)
(2.23)
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2. En la categoŕıa Top, el coproducto de una familia {(Xi, τi)}i∈I de es-
pacios topológicos es la unión disjunta qi∈IXi dotada la topoloǵıa en-
gendrada por ⋃

i∈I

{Ui × {i} : Ui ∈ τi}

Las inyecciones en esta categoŕıa son las definidas en (2.23).

3. En la categoŕıa Gr, el coproducto es el producto libre: si G y H son
dos grupos, su producto libre es el grupo (G ∗ H, �) cuyos elementos
son de la forma

c = a1b1a2b2 . . . anbn, ai ∈ G, bi ∈ H para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}

Los elementos de G ∗H se llaman palabras reducidas de G ∪H. Estas
se definen como aquellas secuencias x1x2...xn de elementos de G ∪ H
tales que ningún xi, i ∈ {1, 2, . . . , n} es el neutro de G o de H y
que para ningún par de elementos consecutivos se tiene que ambos
pertenecen a G o que ambos pertenecen a H. La operación � de este
grupo está definida de la siguiente forma: si c, c′ son dos elementos de
G ∗H, entonces c � c′ es la palabra reducida que resulta de escribir c′

a continuación de c. El elemento neutro de G ∗H es la palabra vaćıa y
la denotaremos por 0.
En esta categoŕıa, las inyecciones son los morfismos

q1 : G −→ G ∗H q2 : H −→ G ∗H
a 7−→ a b 7−→ b
eG 7−→ 0 eH 7−→ 0

siendo eG el elemento neutro de G y eB el elemento neutro de H. Están
bien definidos porque G ⊂ G ∗H y H ⊂ G ∗H.

4. En la categoŕıa Ab, el coproducto es la suma directa. La suma directa
de una familia finita de grupos {Gi}ni=1, coincide con el producto directo
de grupos, y se denota por G1 ⊕ G2 ⊕ · · · ⊕ Gn, o de forma abreviada⊕

Gi . En este caso, las inyecciones son los morfismos

qi : Gi −→ G1 ⊕G2 ⊕ · · · ⊕Gn

xi 7−→ (e1, e2, . . . , xi, . . . en)
(2.24)

siendo ei el elemento neutro de Gi, i ∈ {1, 2, . . . n}.
Si consideramos una familia infinita de grupos {Gn}i∈I , los elementos
de la suma directa

⊕
Gi de esta familia son de la forma (xi)i∈I tal que

tiene un número finito de componenetes distintos del elemento neutro.
Las inyecciones son también los morfismos definidos en (2.24).
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5. En la categoŕıa S2, cuyos objetos son los conjuntos con dos elemento y
los morfismos son las aplicaciones, vimos que no exist́ıa producto para
un par de objetos de esta categoŕıa. Vamos a demostrar que tampoco
existe coproducto. Sean A = {a1, a2}, B = {b1, b2} y C = {c1, c2}
objetos de S2, y f1 : C −→ A, f2 : C −→ B dos aplicaciones tales que
f1(A) = {c1} y f2(B) = {c2}. Si existiera el coproducto (AqB, qA, qB),
tendŕıa que ser AqB = {d1, d2} ∈ S2. Entonces, existiŕıa una aplicación
única h : AqB −→ C tal que

hqA = f1, hq2 = f2 (2.25)

Las aplicaciones q1 y q2 son inyectivas, porque si consideramos dos
aplicaciones inyectivas f : A −→ C y g : B −→ C, entonces existe una
aplicación h′ : C −→ A× B tal que h′q1 = f y h′q2 = g, luego la com-
posición de aplicaciones h′q1 y h′q2 es inyectiva, lo que implica que p1
y p2 son inyectivas.
Entonces, podemos suponer que qA(di) = ai, qB(di) = bi para i = 1, 2
sin pérdida de la generalidad. Por (2.25), h(qA(A)) = f1(A) = {c1} y
h(qB(B)) = f2(B) = {c2}. Como qA(A) = qB(B) = AqB, implica que
h(AqB) = {c1} y h(AqB) = {c2}, llegando a contradicción.

Ocurre lo mismo que en el ejemplo 5 de productos. El coproducto de
AqB en la categoŕıa S si que existe y es el conjunto de cuatro elementos

AqB = {(a1, 1), (a2, 1), (b1, 2), (b2, 2)}

con las aplicaciones qA, qB definidas en (2.15). Con las funciones ante-
riores, la función h : AqB −→ C que cumpliŕıa (2.25) seŕıa

h(x, y) =

{
c1 si y = 1
c2 si y = 2

2.3. Pull-back

Otro ejemplo de construcción universal es el pull-back. Está basado en la
idea de que dados dos morfismos ϕ : A −→ X y ψ : B −→ X en una categoŕıa
C, podamos encontrar morfismos que formen diagramas conmutativos de la
forma

Z

δ
��

γ // A

ϕ
��

B
ψ
// X

(2.26)
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Haciendo que dos morfismos α : Y −→ A, β : Y −→ B, cumplan cierta
propiedad universal, podemos producir diagramas conmutativos como el de
(2.26), para cualquier objeto Z de C.

Definición 2.3.1. Sea C una categoŕıa. Dados ϕ : A −→ X, ψ : B −→ X
en C, un pull-back de (ϕ, ψ) es la terna (Y ;α, β) siendo Y un objeto de C
y α : Y −→ A, β : Y −→ B dos morfismos tales que ϕα = ψβ y con la
propiedad universal de que dados γ : Z −→ A, δ : Z −→ B tal que ϕγ = ψδ,
existe un único ξ : Z −→ Y con γ = αξ y δ = βξ.

Z
γ

##ξ ��

δ

��

Y

β
��

α // A

ϕ
��

B
ψ
// X

(2.27)

Escribiremos (Y ;α, β), o de forma abreviada (α, β), para referirnos al
pull-back de (ϕ, ψ). Como ocurre en el producto y en el coproducto, si (α, β)
es el pull-back de (ϕ, ψ) es único salvo isomorfismo único:

Proposición 2.3.2. Sea C una categoŕıa. Sean ϕ : Z −→ X, ψ : B −→ X
en C, dos morfismos de C. Si (α, β), (α′, β′) siendo

α : Y −→ A β : Y −→ B
α′ : Y ′ −→ A β′ : Y ′ −→ B

son dos pull-backs de (ϕ, ψ). Existe un único isomorfismo φ : Y −→ Y ′ tal
que α′φ = α, β′φ = β.

Demostración. Como ϕα = βψ, usando la propiedad universal de (α′, β′)
con los morfismos α : Y −→ A y β : Y −→ B, sabemos que existe un único
φ : Y −→ Y ′ tal que α′φ = α, β′φ = β. Veamos que φ es un isomorfismo.
Si ahora usamos la propiedad universal de (α, β) con α′ : Y ′ −→ A y con
β′ : Y ′ −→ B, sabemos que existe un único η : Y ′ −→ Y tal que αη = α′ y
βη = β′.
Además, usando la propiedad universal de (α′, β′) con los morfismos α′ y β′,
tenemos que

α′(φη) = (α′φ)η = αη = α′ = α′1Y ′

β′(φη) = βη = β′ = β′1Y ′
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Como φη y 1Y ′ son dos morfismos que cumplen la propiedad universal de
(α′, β′) y, por definición, el morfismo que cumple esta propiedad universal es
único, deducimos que φη = 1Y ′ . De la mima forma, como

α(ηφ) = (αη)φ = α′φ = α = α1Y

β(ηφ) = (βη)φ = β′φ = β = β1Y

por la unicidad de la propiedad universal de (α, β), tiene que ser ηφ = 1Y .
Por tanto, φ : Y −→ Y ′ es un isomorfismo y es único.

Proposición 2.3.3. Sea C una categoŕıa. Sean ϕ : A −→ X, ψ : B −→ X
dos monomorfismos y sea (Y ;α, β) su pull-back en C. Entonces:

1. Si ϕ es un monomorfismo entonces β es un monomorfismo.

2. Si ψ es un monomorfismo entonces α es un monomorfismo.

Demostración. 1. Supongamos que ϕ : A −→ X es un monomorfismo. Sean
f , g ∈ C(Z,B) dos morfismos tales que βf = βg. Veamos que f = g.
Como βf = βg, entonces

ϕαf = ψβf = ψβg = ϕαg (2.28)

Por ser ϕ un monomorfismo, implica que αf = αg. Utilizando la propiedad
universal del pull-back (Y ;α, β) con αf(= αg) y βg(= βf), existe un único
morfismo ξ : Z −→ Y tal que αf = αξ y βf = βξ. Por la unicidad de este
morfismo, como

αg = αf = αξ

βf = βg = βξ

debe ser g = ξ = f .
Z αf=αg

��g ''

f

��

βg=βf

,,

Y

β
��

α // A

ϕ
��

B
ψ
// X

(2.29)

2. La demostración es similar a la realizada para demostrar 1.
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Ejemplos 2.3.4.

1. Consideramos la categoŕıa S. Sea X un conjunto y sean A, B ⊂ X.
Definimos los morfismos

ϕ : A −→ X ψ : B −→ X
a 7−→ a b 7−→ b

Como las inclusiones de A y B en X. Entonces, (A ∩ B;α, β) es el
pull-back de (ϕ, ψ) siendo α y β los morfismos

α : A ∩B −→ B β : A ∩B −→ B
a 7−→ a b 7−→ b

Veamos que cumple la propiedad universal. Sea Z un conjunto y sean
γ : Z −→ A, δ : Z −→ B dos morfismos tales que ϕ(γ(z)) = ψ(δ(z)),
para todo z ∈ Z. Por cómo hemos definido ϕ y ψ, esto implica que
γ(z) = δ(z), para todo z ∈ Z. Es decir, la imagen de γ y de δ está
contenida en A ∩B. Por tanto, si definimos

ξ : Z −→ A ∩B
z 7−→ γ(z)

este es el único morfismo con γ = αξ y δ = βξ.

Z
γ

%%
ξ ##

δ

��

A ∩B
β
��

α // A

ϕ
��

B
ψ

// X

Considerando el vaćıo como un objeto de S, no hay problemas en la
existencia del pull-back si ocurriese que A∩B = ∅. Por supuesto, se se-
guiŕıa cumpliendo que ϕα = ψβ, porque ambos morfismos pertenecen
a S(∅, X), y este conjunto tiene un solo elemento. Para ver que se sigue
cumpliendo la propiedad universal, sean γ : Z −→ A y δ : Z −→ B dos
aplicaciones tales que ϕ(γ(z)) = ψ(δ(z)), para todo z ∈ Z. Como ϕ y
ψ son los morfismos inclusión y A ∩ B = ∅, esta igualdad solo se da
en el caso de que Z = ∅ por la misma razón que antes (S(∅, X) tiene
un solo elemento). Si Z = ∅, el único morfismo ξ : ∅ −→ ∅ tal que
γ = αξ y δ = βξ es el morfismo identidad 1∅. Luego también cumple
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la propiedad del pull-back.

Si estuviesemos trabajando en la categoŕıa S̃, como el conjunto vaćıo
no es un objeto, si A ∩ B = ∅, entonces (A ∩ B;α, β) no podŕıa ser el
pull-back de (ϕ, ψ) en esta categoŕıa. De hecho, en este caso, no exis-
tiŕıa el pull-back de (ϕ, ψ) en S̃.

Si en vez de considerar dos aplicaciones concretas consideramos mor-
fismos ϕ : A −→ X, y ψ : B −→ X en S, entonces su pull-back es
(Y : α, β) donde Y es el conjunto

Y = {(a, b) ∈ A×B : ϕ(a) = ψ(b)} (2.30)

y las aplicaciones α : Y −→ A y β : Y −→ B se definen como

α : Y −→ A β : Y −→ B
(a, b) 7−→ a (a, b) 7−→ b

La prueba es muy similar a la que hacemos a continuación para la
categoŕıa Gr. En el caso concreto donde ϕ y ψ son las inclusiones de
A y B en X, el conjunto Y corresponde con

Y = {(a, a) ∈ A×B} (2.31)

por tanto, podemos identificar este conjunto Y con A ∩B mediante la
biyección

Y −→ A ∩B
(a, a) 7−→ a

2. En la categoŕıa Gr, sean ϕ : G −→ X, ψ : H −→ X dos homomorfismos
de grupos. Su pull-back en Gr es (Y ; pG, pN) donde Y es el subgrupo
de G×H definido como

Y = {(g, h) ∈ G×H : ϕ(g) = ψ(h)} (2.32)

con la operación componente a componente, y los morfismos pG, pH
son las proyecciones

pG : Y −→ G pH : Y −→ H
(g, h) 7−→ g (g, h) 7−→ h

Es evidente que, por la definición de Y , ϕpG = ψpH . Veamos ahora
que cumple la propiedad universal del pull-back: sea Z un objeto de
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Gr y sean γ : Z −→ G, δ : Z −→ H dos morfismos tal que ϕγ = ψδ.
Esto implica que ϕ(γ(z)) = ψ(δ(z)), para todo z ∈ Z, y por tanto,
(γ(z), δ(z)) ∈ Y , para todo z ∈ Z. Podemos definir el morfismo

ξ : Z −→ Y
z 7−→ (γ(z), δ(z))

Este morfismo que cumple que pGξ(z) = pG(γ(z), δ(z)) = γ(z) y
pHξ(z) = pH(γ(z), δ(z)) = δ(z), para todo z ∈ Z. Para ver que es-
te morfismo es único, supongamos que existe ξ′ : Z −→ Y tal que
pGξ

′ = γ y pHξ
′ = δ. Entonces, pGξ

′ = pGξ y pHξ
′ = pHξ. Por tanto,

ξ′(z) = (pGξ(z), pHξ(z)) = ξ(z), para todo z ∈ Z. Esto quiere decir
que ξ′ = ξ.

El pull-back en una categoŕıa C guarda una relación con el producto de
dos objetos de C como veremos a continuación. Pero antes necesitamos dar
las siguientes definiciones:

Definición 2.3.5. Sea C una categoŕıa. Decimos que I ∈ Obj(C) es un objeto
inicial de C si cumple que para todo X ∈ Obj(C) el conjunto C(I,X) tiene
un único elemento.

Definición 2.3.6. Sea C una categoŕıa. Decimos que F ∈ Obj(C) esun objeto
final de C si cumple que para todo X ∈ Obj(C) el conjunto C(X,F ) tiene un
único elemento. Es fácil ver que F es un objeto inicial de Cop.

Definición 2.3.7. Sea C una categoŕıa. Decimos que 0 ∈ Obj(C) es objeto
cero de C si es inicial y final a la vez.

Definición 2.3.8. Sea C una categoŕıa con objeto cero. Para cada par X,
Y ∈ Obj(C) existe un único morfismo f : X −→ 0 y un único morfismo
g : 0 −→ Y . Llamamos morfismo cero al morfismo 0XY = gf ∈ C(X, Y ).
Para cualquier f : W −→ X, g : Y −→ Z en C cumple que

0XY f = 0WY , g0XY = 0XZ (2.33)

porque si llamamos hX , hY , hW a los morfismos únicos de C(X, 0), C(0, Y )
y C(W, 0) respectivamente, como hXf ∈ C(W, 0), tiene que ser hXf = hW .
Entonces

0XY f = hY hXf = hY hW = 0WY

De la misma forma deducimos que g0XY = 0XZ .
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Estos tipos de objetos no existen en todas las categoŕıas. A continua-
ción daremos unos ejemplos de objetos iniciales, finales y cero en diferentes
categoŕıas.

Ejemplos 2.3.9.

1. En la categoŕıa S, el conjunto vaćıo es un objeto inicial y los conjuntos
con un solo elemento son objetos finales porque la única aplicación
f : A −→ {p} que existe entre un conjunto A y el conjunto con un solo
elemento {p} es aquella tal que f(a) = p, para todo a ∈ A. No tiene
ningún objeto inicial ni ningún objeto cero.
En la categoŕıa S̃, no habŕıa ningún objeto inicial ni cero y los conjuntos
con un solo elemento seŕıan también objetos finales.

2. En la categoŕıa Top, los espacios topológicos con un solo elemento son
los objetos finales. No tiene ningún objeto inicial, luego tampoco objeto
cero.

3. En la categoŕıa Top*, los espacios topológicos con un solo elemento
son iniciales y finales, es decir, son objetos cero. Los morfismos cero se
corresponden con las aplicaciones constates: Sea ({x0}, x0) un objeto
cero de Top*, y (Y, y0), (Z, z0) dos objetos. Los únicos morfismos de
Top∗((Y, y0), ({x0}, x0)) y Top∗(({x0}, x0), (Z, z0)) son

hY : (Y, y0) −→ ({x0}, x0) hZ : ({x0}, x0) −→ (Z, z0)
y 7−→ x0 x0 7−→ z0

Entonces, 0Y Z = hZhY es la aplicación constantemente igual a z0.

4. Tanto en la categoŕıa Gr como en Ab, el grupo trivial formado única-
mente por el elemento neutro es un objeto cero. Vamos a ver cómo son
los morfismos cero de esta categoŕıa. Sean G, H dos grupos. Los únicos
morfismos de Gr(G, 0) y Gr(0, H) son

hG : G −→ 0 hH : 0 −→ H
g 7−→ 0 0 7−→ eH

siendo eH el elemento neutro de H. Luego 0GH(g) = eH para todo
g ∈ G, es decir, 0GH es el homomorfismo de grupos que env́ıa todos los
elementos de G a el elemento neutro del H.

5. En la subcategoŕıa de Ri, formada por los anillos unitarios y los homo-
morfismos de anillos, el anillo Z de los números enteros es un objeto
inicial. Si R es un anillo unitario, el único homomorfismo de anillos
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f : Z −→ R es tal que f(1) = 1R y f(n) = nf(1) para todo n ∈ Z,
siendo 1R la unidad de R. No tiene ningún objeto inicial y tampoco
objeto cero.

Proposición 2.3.10. Si C es una categoŕıa con un objeto final F ∈ C y A,
B son dos objetos de C tal que su producto (A × B; p1, p2) existe, entonces
el pull-back de los únicos morfismos ϕ : A −→ F , ψ : B −→ F es la terna
(A×B; p1, p2).

Demostración. En primer lugar, como F es un objeto final, C(A×B,F ) tiene
un único morfismo. Como ϕp1 y ψp2 son elementos de C(A×B,F ), tiene que
ser ϕp1 = ψp2.
Veamos si cumple la propiedad universal del pull-back. Sean f1 : Z −→ A
y f2 : Z −→ B tal que ϕf1 = ψf2 (esta igualdad siempre se da porque
C(Z, F ) tiene un solo elemento y tanto ϕf1 como ψf2 pertenecen a C(Z, F )).
Queremos ver que existe un único morfismo f : Z −→ A×B tal que f1 = p1f ,
f2 = p2f . Esto es inmediato porque por la propiedad universal de producto
(A×B; p1, p2) sabemos que existe un único f : Z −→ A×B tal que p1f = f1,
p2f = f2. Por tanto, cumple la propiedad universal del pull-back.

Z
f1

%%
f ##

f2

��

A×B
p2
��

p1 // A

ϕ

��
B

ψ
// F

(2.34)

Por otro lado, si tenemos una categoŕıa C arbitraria, definimos una nueva
categoŕıa CX : sus objetos son los morfismos de la categoŕıa C que tienen
como llegada el objeto X, es decir, sus objetos son de la forma fA ∈ C(A,X)
donde A un objeto de C. Para cada par de objetos fA y fB de CX (siendo
fA ∈ C(A,X) y fB ∈ C(B,X)), los morfismos σ : fA −→ fB de la categoŕıa
CX entre estos dos objetos son morfismos σ : A −→ B en C que cumplen que
el diagrama

A
σ

  
fA
��
X B

fB
oo

(2.35)

conmuta, es decir, fBσ = fA. La composición de morfismos en CX está bien
definida: Tenemos los morfismos σ : fA −→ fB y τ : fB −→ fC en CX .
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Entonces, σ ∈ C(A,B) cumpliendo que fA = fBσ, y τ ∈ C(B,C) cumpliendo
que fB = fCτ . La composición τσ : fA −→ fC es el morfismos τσ : A −→ C
en C y que cumplen que el diagrama

A
τσ

  
fA
��
X C

fC
oo

(2.36)

conmuta porque fCτσ = fBσ = fA. Luego pertenece a CX(fA, fC). Como se
trata de la composición de dos morfismos en C, tenemos que los morfismos
de CX cumplen la asociatividad de la composición y los morfismos identidad
en CX son los morfismos identidad de C.

Proposición 2.3.11. Si (Y ;α, β) es el pull-back de (fA, fB) en C, entonces
(4;α, β) es el producto de fA, fB en CX si definimos 4 ∈ C(Y,X) como
4 = fAα = fBβ.

Demostración. En primer lugar, 4 : Y −→ X es un objeto de CX . Tam-
bién se tiene que α ∈ CX(4, fA) porque α ∈ C(Y,A) y además, cumple que
4 = fAα por la definición de 4. De la misma forma, β ∈ CX(4, fB) porque
β ∈ C(Y,B) y, por definición, 4 = fBβ. Falta ver que (4;α, β) cumple la
propiedad universal del producto.

Sea fZ : Z −→ X un objeto de CX y sean γ : fZ −→ fA y δ : fZ −→ fB dos
morfismos de CX . Queremos ver que existe un único morfismo ξ : fZ −→ 4
tal que el diagrama

fA

fZ

γ
>>

ξ //

δ   

4

α

OO

β
��
fB

(2.37)

conmuta, es decir, tal que αξ = γ y βξ = δ.
Como γ es un morfismo γ : Z −→ A en C tal que fAγ = fZ y δ es un morfismo
δ : Z −→ B en C tal que fBδ = fZ , entonces fAγ = fBδ. Por la propiedad
universal del pull-back (Y ;α, β) existe un único morfismo ξ : Z −→ Y tal
que αξ = γ y βξ = δ. Además,

4 ξ = fAαξ = fAγ = fZ (2.38)



2.3. PULL-BACK 37

Por tanto, el diagrama
Z

ξ

  
fZ
��
X Y

4
oo

(2.39)

conmuta y el morfismo ξ : Z −→ Y en C es el único morfismo ξ : fZ −→ 4
en CX tal que αξ = γ y βξ = δ. La unicidad se debe a que si hubiese otro
morfismo ξ′ : fZ −→ 4 en CX tal que αξ′ = γ y βξ′ = δ, por la definición
de los morfismos de la categoŕıa CX , quiere decir que existe un morfismo
ξ′ : Z −→ Y en C tal que αξ′ = γ y βξ′ = δ. Como el morfismo que cumple
la propiedad universal del pull-back (Y ;α, β) es único, implica que ξ′ = ξ.

Podemos definir el pull-back de una familia de morfismos en lugar de solo
dos morfismos de esta forma:

Definición 2.3.12. Sea C una categoŕıa . Sea {Xi}i∈I una familia de objetos
de C, siendo I un conjunto. El pull-back en C de la familia de morfismos
fi : Xi −→ X, i ∈ I, es (Y ; {αi}) siendo Y un objeto de C y αi : Y −→ Xi,
i ∈ I, morfismos tales que

fiαi = fjαj para todo i, j ∈ I

con la propiedad universal de que para cualquier objeto Z y familia de mor-
fismos gi : Z −→ Xi, i ∈ I tales que

figi = fjgj para todo i, j ∈ I

existe un único morfismo ξ : Z −→ Y tal que

αiξ = gi para todo i ∈ I

La relación entre el pull-back en una categoŕıa C y el producto en la ca-
tegoŕıa CX , asegura que todas las proposiciones demostradas en la sección
2.1 enunciadas en CX se pueden traducir adecuadamente para obtener re-
sultados sobre el pull-back en la categoŕıa C. A continuación probaremos un
teorema sobre el pull-back en categoŕıas con objeto cero, pero antes daremos
la definición de núcleo de un morfismo:

Definición 2.3.13. Sea C una categoŕıa con objeto cero y sea f : A −→ B un
morfismo de C. El núcleo de f es el par (K, g) con K ∈ Obj(C) y g : K −→ A
tal que
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1. fg = 0KB

2. Si h : C −→ A es un morfismo tal que fh = 0CB entonces existe un
único morfismo h′ : C −→ K tal que h = gh′.

A
f

  
K

g

OO

0KB // B

C

h

AA

0CB

;;
h′

>>

(2.40)

El núcleo de un morfismo también es una construcción universal que tiene
como propiedad universal el punto 2 que hemos enunciado en la definición
2.3.13.

Ejemplos 2.3.14.

1. En la categoŕıa Top*, los objetos cero eran los espacios topológicos
de un elemento, ({x0}, x0), y los morfismos cero son las aplicacio-
nes constantes. Veamos que el núcleo f : (X, x0) −→ (Y, y0) en Top*
es (K, i) siendo K = f−1(y0), la contraimagen de y0, y el morfismo
i : (K, x0) −→ (X, x0) la aplicación inclusión de K en X. En primer
lugar,

f(i(x)) = f(x) = y0 = 0KY (x) para todo x ∈ K
Veamos ahora que cumple la segunda propiedad del núcleo. Sea (Z, z0)
un objeto de Top* y h : (Z, z0) −→ (X, x0) tal que fh = 0ZY . Entonces,
f(h(z)) = y0 para todo z ∈ Z, luego h(Z) ⊂ f−1(y0) = K. Por lo tanto,
podemos definir

h′ : (Z, z0) −→ (K, x0)
z 7−→ h(z)

y este es el único morfismo tal que h = ih′. Es claro que si existiese otro
morfismo h′′ : (Z, z0) −→ (K, x0) tal que h = ih′′, entonces tendŕıamos
que ih′ = ih′′, lo que quiere decir que h′′(z) = ih′′(z) = ih′(z) = h′(z),
para todo z ∈ (Z, z0), es decir, h′′ = h′.

2. En la categoŕıa Gr, el objeto cero es el grupo 0 que solo tiene el elemeto
neutro. Sea f : G −→ H un homomorfismo de grupos. Vamos a ver que
el núcleo de f es (K, g) siendo K = f−1(eH) (eH es el elemento neutro
de H) y g : K −→ G el homomorfismo tal que g(x) = x para todo
x ∈ G, es decir, la inclusión de K en G. Como

f(g(x)) = f(x) = eH = 0KH(x) para todo x ∈ K
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queda probada la primera propiedad del núcleo de f .
Por otro lado, sea h : J −→ G un homomorfismo de grupos tal que
fh = 0JH . Entonces, f(h(x)) = eH para todo x ∈ J , lo que implica que
h(J) ⊂ f−1(eH) = K. Por lo tanto, está bien definido el homomorfismo

h′ : J −→ K
x 7−→ h(x)

y es el único morfismo tal que h = gh′. Como ocurŕıa en el ejemplo
anterior, como g es la inclusión de K en G, si existiese otro morfismo
h′′ : J −→ K con h = gh′′, tiene que ser h′′ = h′.

Proposición 2.3.15. Sea C una categoŕıa con objeto cero y sea f : A −→ B
un morfismo de C. Si (K, g) es el núcleo de f entonces g es un monomorfismo.

Demostración. Sean h1, h2 ∈ C(C,K), tal que gh1 = gh2. Queremos ver que
h1 = h2.
Como fg = 0KB, tenemos que fgh1 = 0CB. Por la segunda propiedad del
núcleo de f , existe un único morfismo h′ : C −→ K tal que gh1 = gh′. Pero
tenemos que los morfismos h1 : C −→ K y h2 : C −→ K también cumplen
la segunda propiedad del núcleo porque gh1 = gh1 y gh1 = gh2. Como el
morfismo con esta propiedad es único, tiene que ser h2 = h′ = h1, quedando
probado que g es un monomorfismo.

Teorema 2.3.16. Sea C una categoŕıa con objeto cero y sean ϕ : A −→ X,
ψ : B −→ X dos morfismos tales que existe su pull-back (Y ;α, β) en C.
Entonces:

1. Si (J, µ) es el núcleo de β, entonces (J, αµ) es el núcleo de ϕ.

2. Si (J, σ) es el núcleo de ϕ, entonces σ se puede factorizar como σ = αµ
siendo (J, µ) el núcleo de β.

Demostración. 1. Sea (J, µ) el núcleo de β. Queremos probar que (J, αµ) es el
núcleo de ϕ. En primer lugar, como ϕα = ψβ por la definición de pull-back,
observamos que

ϕ(αµ) = (ϕα)µ = (ψβ)µ = ψ(βµ) = ψ0JB = 0JX (2.41)

Quedando probada la primera propiedad del núcleo de ϕ.
En segundo lugar, sea τ : Z −→ A un morfismo tal que ϕτ = 0ZX . Queremos
ver que existe un único morfismo τ ′ : Z −→ J tal que τ = (αµ)τ ′.
Consideramos el objeto Z de C y los morfismos τ : Z −→ A, 0ZB : Z −→ B.
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Como ϕτ = 0ZX = ψ0ZB, por la propiedad univeral del pull-back, existe un
único morfismo ξ : Z −→ Y tal que αξ = τ , βξ = 0ZB.

Z
τ

##ξ ��

0ZB

��

Y

β
��

α // A

ϕ
��

B
ψ
// X

(2.42)

Como (J, µ) es el núcleo de β y βξ = 0ZB, entonces existe un único morfismos
τ ′ : Z −→ J tal que ξ = µτ ′. Por tanto, τ = αξ = αµτ ′ como queŕıamos pro-
bar. Este morfismo τ ′ es único porque si existiese otro morfismo τ ′′ : Z −→ J
tal que τ = αµτ ′′ entonces también tendŕıamos que τ = αξ = αµτ ′′, pero
por la unicidad de ξ solo puede ser ξ = µτ ′′. Usando ahora que τ ′ : Z −→ J
es el único morfismo tal que ξ = µτ ′, tiene que ser τ ′ = τ ′′.

2. Sea (J, σ) el núcleo de ϕ. Si consideramos el objeto J de C y los morfis-
mos σ : J −→ A y 0JB : J −→ B, como ϕσ = 0JX = ψ0JB, por la propiedad
universal del pull-back de (ϕ, ψ), existe un único morfismo µ : J −→ Y tal
que αµ = σ y βµ = 0JB. De esta forma, queda ya probada la factorización
de σ y la primera propiedad del núcleo (J, µ).
Sea τ : Z −→ Y un morfismo tal que βτ = 0ZB. Para que (J, µ) sea el núcleo
de β, falta ver que existe un único morfismo τ ′ : Z −→ J tal que τ = µτ ′.
Como βτ = 0ZB, entonces ϕατ = ψβτ = 0ZX . Usando la propiedad univer-
sal del pull-back con los morfismos ατ : Z −→ A, βτ : Z −→ B, existe un
único morfismo ξ : Z −→ Y tal que αξ = ατ y βξ = βτ . Como el morfismo
τ : Z −→ Y también cumple esta propiedad, deducimos que ξ = τ .

Z
ατ

##
τ ��

βτ

��

Y

β
��

α // A

ϕ
��

B
ψ
// X

(2.43)

Por otro lado, como ϕ(ατ) = ψβτ = 0ZX , por la segunda propiedad del
núcleo (J, σ) de ϕ, sabemos que existe un único morfismo τ ′ : Z −→ J tal que
ατ = στ ′ = αµτ ′. Como βτ = 0ZB = βµτ ′ (porque βµ = 0JB), µτ ′ : Z −→ Y
es otro morfismo tal que ατ = αµτ ′ y βτ = βµτ ′, es decir, cumple la propie-
dad universal del pull-back para los morfismos ατ : Z −→ A y βτ : Z −→ B.
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Como τ era el único morfismo que cumpĺıa esta propiedad, tiene que darse
τ = µτ ′.
Para probar que este morfismo τ ′ es único, supongamos que existe otro mor-
fismo τ ′′ : Z −→ J tal que τ = µτ ′′. Esto implica que ατ = αµτ ′′, lo que
quiere decir que también cumple la segunda propiedad del núcleo (J, αµ) de
ϕ. Como τ ′ era el único morfismo que lo cumpĺıa, concluimos que τ ′′ = τ ′.

Por supuesto, de forma análoga podemos enunciar el teorema esta vez
con el núcleo de ψ y el núcleo de α:

Teorema 2.3.17. Sea C una categoŕıa con objeto cero y sean ϕ : A −→ X,
ψ : B −→ X dos morfismos tales que existe su pull-back (Y ;α, β) en C.
Entonces:

1. Si (K,λ) es el núcleo de α, entonces (K, βλ) es el núcleo de ψ.

2. Si (K, θ) es el núcleo de ψ, entonces θ se puede factorizar como θ = βλ
siendo (K,λ) el núcleo de α.

Demostración. La demostración es análoga a la del teorema 2.3.16.

Con estos dos últimos resultados, podemos relacionar el pull-back de dos
morfismos con su núcleo.

2.4. Push-out

El concepto de push-out es el dual del concepto de pull-back, es decir,
(Y ;α, β) es un push-out de (ϕ, ψ) en una categoŕıa C si y solo si es un pull-
back en su categoŕıa opuesta Cop. Enunciando la definición de pull-back en
la categoŕıa Cop obtenemos la definición de push-out en C:

Definición 2.4.1. Sea C una categoŕıa. Dados ϕ : X −→ A, ψ : X −→ B
en C, un push-out de (ϕ, ψ) es la terna (Y ;α, β) siendo Y un objeto de C y
α : A −→ Y , β : B −→ Y dos morfismos tales que el diagrama

X

ψ
��

ϕ // A

α
��

B
β
// Y

(2.44)

conmuta y tiene la propiedad universal de que dados γ : A −→ Z, δ : B −→
Z tal que γϕ = δψ, existe un único ξ : Y −→ Z con γ = ξα y δ = ξβ.
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X

ψ
��

ϕ // A

α
�� γ

��

B
β
//

δ ++

Y
ξ

��
Z

(2.45)

Denotamos (Y ;α, β), o de forma abreviada (α, β), al push-out de (ϕ, ψ).
Como ocurŕıa con el producto y el coproducto, podemos enunciar los resul-
tados opuestos de la sección de pull-back en la categoŕıa Cop para obtener
resultados sobre el push-out en C.

Proposición 2.4.2. Sea C una categoŕıa. Sean ϕ : X −→ A, ψ : X −→ B
en C, dos morfismos de C. Si (α, β), (α′, β′) siendo

α : A −→ Y β : B −→ Y
α′ : A −→ Y ′ β′ : B −→ Y ′

son dos push-out de (ϕ, ψ). Existe un único isomorfismo φ : Y ′ −→ Y tal que
φα′ = α, φβ′ = β.

Demostración. Aplicando la proposición 2.3.2 a la categoŕıa Cop, obtenemos
lo que queŕıamos demostrar.

Proposición 2.4.3. Sea C una categoŕıa. Sean ϕ : X −→ A, ψ : X −→ B
dos monomorfismos y sea (Y ;α, β) su push-out en C. Entonces:

1. Si ϕ es un epimorfismo entonces β es un epimorfismo.

2. Si ψ es un epimprfismo entonces α es un epimorfismo.

Demostración. Corresponde con el enunciado opuesto de la proposición 2.4.3
que ya hemos demostrado. Por tanto basta aplicar la proposición 2.4.3 a Cop.

Ejemplos 2.4.4.

1. Consideramos la categoŕıa S. Sean A, B dos conjuntos. Definimos los
morfismos

ϕ : A ∩B −→ A ψ : A ∩B −→ B
a 7−→ a b 7−→ b

(2.46)
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Entonces, (A ∪ B;α, β) es el push-out de (ϕ, ψ) siendo α y β los mor-
fismos

α : A −→ A ∪B β : B −→ A ∪B
a 7−→ a b 7−→ b

Veamos que cumple la propiedad universal del push-out. Sea Z un
conjunto y γ : A −→ Z, δ : B −→ Z dos morfismos tales que γϕ = δψ.
Esto quiere decir que γ(x) = δ(x), para todo x ∈ A ∩ B. Entonces, la
aplicación ξ : A ∪B −→ Z tal que

ξ(x) =

{
γ(x) si x ∈ A
δ(x) si x ∈ B

está bien definida y es el único morfismo tal que γ = ξα y δ = ξβ.

A ∩B
ψ
��

ϕ // A

α
�� γ

��

B
β
//

δ --

A ∪B
ξ

##
Z

2. En la categoŕıa Gr, el push-out de dos homomorfismos ϕ : X −→ G,
ψ : X −→ H es (G ∗X H; q′G, q

′
H), siendo G ∗X H = (G ∗ H)/N el

producto libre amalgamado de G y H y siendo los morfismos q′G, q′H las
inyecciones (qG, qH) del coproducto G ∗ H compuestas con el paso al
cociente G ∗H −→ G ∗X H. N es el menor subgrupo normal de G ∗H
que contiene

A = {ϕ(x)ψ(x)−1 : x ∈ X}
siendo ψ(x)−1 el inverso de ψ(x). Esto es, el subgrupo generado por

{gag−1 : g ∈ G ∗H, a ∈ A}

En (G ∗ H)/N , las clases de equivalencia de los elementos de A son
el neutro. Por la definición de N , tenemos que para todo x ∈ X,
[ϕ(x)][ψ(x)−1] = [ϕ(x)ψ(x)−1] = 1 (siendo 1 el neutro de G ∗X H),
luego

q′G(ϕ(x)) = [ϕ(x)] = [ψ(x)] = q′H(ψ(x))

lo que quiere decir que el diagrama

X

ψ
��

ϕ // G

q′G
��

H
q′H

// G ∗X H
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conmuta. Veamos ahora que cumple la propiedad universal del push-
out. Sean f1 : G −→ Z, f2 : H −→ Z dos homomorfismos tales que
f1ϕ = f2ψ. Por la propiedad universal del coproducto, sabemos que
existe un único morfismo ξ : G ∗H −→ Z tal que ξqG = f1 y ξqH = f2.
Como tenemos que f1(ϕ(x)) = f2(ψ(x)) para todo x ∈ X, entonces,

ξ(ϕ(x)ψ(x)−1) = ξ(ϕ(x))ξ(ψ(x))−1 = f1(ϕ(x))f2(ψ(x))−1 = eZ

donde eZ es el neutro de Z. Entonces, ξ(a) = eZ para todo a ∈ A, luego

ξ(gag−1) = ξ(g)ξ(a)ξ(g−1) = ξ(g)ξ(g)−1 = eZ

para todo g ∈ G ∗H, a ∈ A y podemos definir el homomorfismo

ξ′ : G ∗X H −→ Z
[x] 7−→ ξ(x)

Este es el único homomorfismo ξ′ : G ∗Z H −→ Z tal que ξ′q′G = f1 y
ξ′q′H = f2.

X

ψ
��

ϕ // G

q′G
�� f1

��

H
q′H

//

f2 ,,

G ∗X H
ξ′

##
Z

La relación que mantienen el pull-back y el producto en Cop, corresponde
con la relación entre el push-out y el coproducto en la categoŕıa C:

Proposición 2.4.5. si C es una categoŕıa con un objeto inicial I ∈ C y A,
B son dos objetos de C tal que su coproducto (AqB; q1, q2) existe, entonces
el push-out de los únicos morfismos ϕ : I −→ A, ψ : I −→ B son las inyec-
ciones q1 : A −→ AqB, q2 : B −→ AqB.

Demostración. Aplicando la proposición 2.3.10 a la categoŕıa Cop obtenemos
este resultado.

I

ψ
��

ϕ // A

q1
�� γ

��

B q2
//

δ ,,

AqB
ξ

##
Z

(2.47)
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Por otro lado, si ahora definimos la categoŕıa CX = CopX que seŕıa aquella
cuyos objetos son los morfismos gA ∈ Cop(A,X) = C(X,A) y cuyos morfismos
σ : gB −→ gA entre los dos objetos gB y gA de CX (siendo gB ∈ C(X,B) y
gA ∈ C(X,A)) son morfismos σ ∈ C(B,A) tal que gA = gB ∗ σ = σgB. Es
decir, el diagrama

B
σ

  
X gA

//

gB

OO

A

(2.48)

conmuta en C.

Proposición 2.4.6. Si (Y ;α, β) es el push-out de (gA, gB) en C, entonces
(4;α, β) es el coproducto de gA, gB en CX si definimos 4 ∈ C(X, Y ) como
4 = αgA = βgB.

Demostración. Aplicando la proposición 2.3.11 a la categoŕıa Cop obtenemos
el resultado que queŕıamos probar.

También se puede definir el push-out de una familia de morfismos en lugar
de solo dos morfismos:

Definición 2.4.7. Sea C una categoŕıa . Sea {Xi}i∈I una familia de objetos
de C, siendo I un conjunto. El push-out en C de la familia de morfismos
fi : X −→ Xi, i ∈ I, es (Y ; {βi}) siendo Y un objeto de C y βi : Xi −→ Y ,
i ∈ I, morfismos tales que

βifi = βjfj para todo i, j ∈ I

con la propiedad universal de que para cualquier objeto Z y familia de mor-
fismos gi : Xi −→ Z, i ∈ I tales que

gifi = gjfj para todo i, j ∈ I

existe un único morfismo ξ : Y −→ Z tal que

ξβi = gi para todo i ∈ I

Por supuesto, con la relación que hemos establecido entre el push-out de
una categoŕıa C y el copoducto en CX se pueden enunciar las proposiciones
de la sección 2.2 en la categoŕıa CX para obtener resultados equivalentes
sobre el push-out de C. Por último, definiremos el concepto de conúcleo y
enunciaremos los teoremas sobre el push-out en categoŕıas con objeto cero
que se corresponde con los duales del teorema 2.3.16 y el teorema 2.3.17:
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Definición 2.4.8. Sea C una categoŕıa con objeto cero y sea f : A −→ B
un morfismo de C. El conúcleo de f es el par (K, g) con K ∈ Obj(C) y
g : B −→ K tal que

1. gf = 0AK .

2. Si h : B −→ C es un morfismo tal que hf = 0AC entonces existe un
único morfismo h′ : K −→ C tal que h = h′g.

A
f

  
0AK

��
0AC

��

K
h′

~~

Bg
oo

hssC

(2.49)

El conúcleo de un morfismo es la construcción universal opuesta de el
núcleo de un morfismo. Esto quiere decir, que si definimos el núcleo de la
categoŕıa Cop obtenemos la definición de conúcleo.

Ejemplos 2.4.9.

1. En la categoŕıa Top*, los objetos cero eran los espacios topológi-
cos de un elemento, ({x0}, x0), y los morfismos cero son las aplica-
ciones constantes. Sean (X, x0) y (Y, y0) dos objetos de Top*. Sea
f : (X, x0) −→ (Y, y0) un morfismo de Top*. El conúcleo de f es
((K, k0), p), siendo K el espacio cociente obtenido de Y al reducir el
conjunto f(X) al punto k0, y p : (Y, y0) −→ (K, k0) la aplicación de
paso al cociente. Veamos que cumple las dos propiedades del conúcleo
de f .
Componiendo los morfismos f y p, obtenemos que

p(f(x)) = k0 = 0XK(x) para todo x ∈ X

luego cumple la primera propiedad. Veamos que también cumple la
segunda. Sea h : (Y, y0) −→ (Z, z0) un morfismo de Top* tal que
hf(x) = z0, para todo x ∈ X. Podemos definir el morfismo

h′ : (K, k0) −→ (Z, z0)
[y] 7−→ h(y)
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Es un morfismo de Top* porque, como k0 es el punto al que hemos
reducido el subconjunto f(X) y hf(x) = z0, para todo x ∈ X, en-
tonces h′(k0) = z0. Este es el único morfismo tal que h = h′p, porque
si existiese otro morfismo h′′ : (K, k0) −→ (Z, z0) tal que h = h′′p,
entonces tendŕıamos que h′′(p(y)) = h′(p(y)) para todo y ∈ (Y, y0).
Como p es sobreyectiva por ser la aplicación de paso al cociente, para
todo k ∈ (K, k0) existe un y ∈ (Y, y0) tal que k = p(y). Entonces,
h′′(k) = h′′(p(y)) = h′(p(y)) = h(k), para todo k ∈ (K, k0), es decir,
h′′ = h′.

2. En la categoŕıa Ab, el objeto cero es el grupo 0 que solo tiene el elemeto
neutro. Sea f : G −→ H un homomorfismo de grupos. El conúcleo de
f es (K, g) siendo K = H/f(G) y g el morfismo

g : H −→ H/f(G)
x 7−→ x+ f(G)

Hemos elegido la categoŕıa Ab en lugar de Gr porque, si H no es
abeliano, para que esté bien definido K = H/f(G) es necesario que
f(G) sea un subgrupo normal de H (esto es que para todo g ∈ f(G),
se tenga que gHg−1 ⊂ H). Como estamos trabajando con un homo-
morfismo f : G −→ H arbitrario, no podemos asegurar que f(G) sea
normal. Sin embargo, todo subgrupo de un grupo abeliano es normal,
y por tanto, trabajando en la categoŕıa Ab, K = H/f(G) siempre está
bien definido. Veamos que cumple las dos propiedades del conúcleo de
f . Como

g(f(x)) = f(x) + f(G) = 0 + f(G) = 0GK(x) para todo x ∈ G

(K, g) cumple la primera propiedad del conúcleo de f . Por otro lado, sea
h : H −→ J un homomorfismo de grupos tal que hf = 0GJ . Entonces,
h(f(x)) = eH para todo x ∈ J . Por lo tanto, está bien definido el
homomorfismo de grupos

h′ : H/f(G) −→ J
x+ f(G) 7−→ h(x)

y es el único morfismo tal que h = h′g. Si hubiese otro morfismo
h′′ : H/f(G) −→ J con esta propiedad, como g es sobreyectiva, ra-
zonando como en ejemplo anterior deducimos fácilmente que tiene que
ser h′′ = h′.
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Proposición 2.4.10. Sea C una categoŕıa con objeto cero y sea f : A −→ B
un morfismo de C. Si (K, g) es el conúcleo de f entonces g es un epimorfismo.

Demostración. Aplicando la proposición 2.3.15 a Cop conseguimos el resulta-
do que queŕıamos demostrar.

Teorema 2.4.11. Sea C una categoŕıa con objeto cero. Sean ϕ : X −→ A,
ψ : X −→ B dos morfismos tales que existe su push-out (Y ;α, β) en C. En-
tonces:

1. Si (J, µ) es el conúcleo de β, entonces (J, µα) es el conúcleo de ϕ.

2. Si (J, σ) es el conúcleo de ϕ, entonces el morfismo σ se puede factorizar
como σ = µα siendo (J, µ) el conúcleo de β.

Demostración. Basta aplicar el teorema 2.3.16 a la categoŕıa Cop para obte-
ner este resultado.

Teorema 2.4.12. Sea C una categoŕıa con objeto cero y sean ϕ : A −→ X,
ψ : B −→ X dos morfismos tales que existe su pull-back (Y ;α, β) en C.
Entonces:

1. Si (K,λ) es el conúcleo de α, entonces (K,λβ) es el núcleo de ψ.

2. Si (K, θ) es el conúcleo de ψ, entonces θ se puede factorizar como
θ = λβ siendo (K,λ) el conúcleo de α.

Demostración. Basta aplicar el teorema 2.3.17 a la categoŕıa Cop para obte-
ner este resultado.



Caṕıtulo 3

Funtores y transformaciones
naturales

3.1. Funtores

En las categoŕıas, podemos establecer relaciones entre diferentes objetos
mediante los morfismos. Es natural pensar que también necesitamos una for-
ma de relacionar unas categoŕıas con otras. Para ello, tenemos los funtores
entre dos categoŕıas y los definimos de la siguiente forma:

Definición 3.1.1. Sean C y D dos categoŕıas. Un funtor o funtor covariante
F : C −→ D consiste en

i. Una asignación F : Obj(C) −→ Obj(D), que relaciona cada objeto A
de C con un objeto FA de D.

ii. Aplicaciones F : C(A,B) −→ D(FA, FB) para todo A,B ∈ Obj(C),
que a cada morfismo f ∈ C(A,B) le asocia el morfismo Ff ∈ D(FA, FB)
tal que

F (fg) = (Ff)(Fg), F (1A) = 1FA (3.1)

Definición 3.1.2. Sean C y D dos categoŕıas. Un cofuntor o funtor contra-
variante F : C −→ D consiste en

i. Una asignación F : Obj(C) −→ Obj(D), que relaciona cada objeto A
de C con un objeto FA de D.

ii. Aplicaciones F : C(A,B) −→ D(FB,FA) para todo A,B ∈ Obj(C),
que a cada morfismo f ∈ C(A,B) le asocia el morfismo Ff ∈ D(FB,FA)
tal que

F (fg) = (Fg)(Ff), F (1A) = 1FA (3.2)

49
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La definición de cofuntor F : C −→ D se corresponde con la definición
de funtor F : Cop −→ D, que tiene como salida la categoŕıa opuesta de C,
porque relaciona Cop(A,B) = C(B,A) en D(FA, FB) y

F (f ∗ g) = F (gf) = (Fg)(Ff)

Veamos ahora que la composición de funtores está bien definida: si B,C
y D son categoŕıas y F : B −→ C, G : C −→ D son funtores, entonces la
composición GF : B −→ D cumple que

GF (1A) = G(1FA) = 1GF (A)

GF (fg) = G((Ff)(Fg)) = GF (f)GF (g)
(3.3)

luego es un funtor covariante.
Como podemos observar, si F y G son ambos cofuntores, la composición
GF : B −→ D es un funtor, ya que

GF (fg) = G((Fg)(Ff)) = GF (f)GF (g) (3.4)

Sin embargo, si alguno de los dos, F o G, es un funtor contravariante, la
composición GF es también un funtor contravariante.

Ejemplos 3.1.3.

1. Id : C −→ C (funtor identidad): dada una categoŕıa C, podemos definir
el funtor identidad tal que

Id(X) = X, Id(f) = f

para todo X, f ∈ C.

2. π1 : Top* −→ Gr (funtor grupo fundamental): cada objeto (X, x0) de
Top* lo relaciona con su grupo fundamental relativo al punto base x0,
π1(X, x0), que es el conjunto con las clases de homotecias de los cami-
nos en X que empiezan y acaban en x0.
A cada morfismo f : (X, x0) −→ (Y, y0) de Top* le asocia el homomor-
fismo

π1(f) = f∗ : π1(X, x0) −→ π1(Y, y0)

siendo f∗([h]) = [f ◦ h].

3. Abel : Gr −→ Ab. (funtor de abelianización): a cada grupo G se lo aso-
cia con su grupo abelianizado G/G′, el cociente entre G y su subgrupo
conmutador, que es el subgrupo generado por los conmutadores

[a, b] = aba−1b−1 a, b ∈ G
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Dado un homomorfismo de grupos f : G −→ H, entonces podemos
definir Abel(f) : G/G′ −→ H/H ′ como Abel(f)(a + G′) = f(a) + H ′.
Está bien definido porque si [a, b] es un conmutador de G, entonces,

f([a, b]) = f(aba−1b−1) = f(a)f(b)f(a−1)f(b−1) = f(a)f(b)f(a)−1f(b)−1

Por tanto, f(G′) ⊂ H ′.

4. O : Top −→ S (funtor olvido): asigna a cada espacio topológico X, el
conjunto X sin la estructura de espacio topológico, y a cada aplicación
continua de Top la misma aplicación pero sin tener en cuenta la pro-
piedad de ser continua. También se pueden establecer funtores olvido
entre otras categoŕıas como O : Ab −→ Gr, “olvidando” la propiedad
de ser abeliano, o como O : Top* −→ Top, enviando cada espacio to-
pológico (X, x0) en el propio espacio topológico X sin destacar ningún
punto.

5. Gal : Ext′Q −→ Gr (cofuntor de Galois): fijado el cuerpo Q de los
número racionales, una extensión F de Q se dice que es normal si
es algebraica (lo que quiere decir que todo α ∈ F es ráız de algún
polinomio no nulo de Q [x]), y cualquier polinomio irreducible de Q [x]
que tiene una ráız en F , tiene todas sus ráıces en F . Consideramos la
subcategoŕıa plena Ext′Q de ExtQ cuyos objetos son las extensiones
normales de Q. El funtor contravariante Gal : Ext′Q −→ Gr relaciona
cada extensión normal F con su grupo de Galois, que es el conjunto

Gal(F ) = {α ∈ Aut(F ) : α(x) = x,∀x ∈ Q}

siendo Aut(F ) el conjunto de los isomorfismos α : F −→ F (auto-
morfismos de F ), con la operación de composición. A cada morfismo
T : F −→ E entre extensiones de cuerpos le podemos asociar

Gal(T ) : Gal(E) −→ Gal(F )
α 7−→ (α|F ) ◦ T

Podemos ver (α|F ) ◦ T como un automorfismo de Gal(F ) porque, en
primer lugar, como estamos trabajando con extensiones normales, para
cada α ∈ Gal(E) tenemos que si restringimos este automorfismo a una
extensión normal E ′ de Q contenida en E, entonces α|E′ ∈ Gal(E ′).
Por tanto, la imagen del homomorfismo de anillos α ◦T : F −→ E está
contenida en T (F ) porque α|T (F ) ∈ Gal(T (F )). Por otro lado, como
T es inyectiva, podemos identificar T (F ) con F . Esto quiere decir que
podemos ver α◦T : F −→ E como el automorfismo (α|F )◦T ∈ Gal(F ).
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6. Dual : C −→ Cop: definimos el funtor Dual tal que para cada A ∈ Obj(C)
y f ∈ C(A,B)

Dual(A) = A ∈ Obj(Cop), Dual(f) = f ∈ Cop(B,A) (3.5)

Como vamos a observar a continuación, Dual es un funtor contrava-
riante ya que

Dual(fg) = g ∗ f = Dual(g)Dual(f) (3.6)

7. ∗ : EVK −→ EVK : sea V ∈ Obj(EVK). El espacio dual (algebraico)
V ∗ de V es el conjunto de todas las funciones lineales V −→ K. Para
cada morfismo f : V −→ W se define su traspuesta como el morfismo
f t : W ∗ −→ V ∗ tal que f t(φ) = φ ◦ f , para todo φ ∈ W ∗.
Se puede definir el funtor contravariante ∗ : EVK −→ EVK que env́ıa
cada espacio vectorial V en su dual V ∗ y cada morfismo f : V −→ W
en su traspuesta f t : W ∗ −→ V ∗.
También podemos definir el funtor ∗∗ : EVF −→ EVF env́ıa cada espa-
cio vectorial V en su bidual V ∗∗ (el dual de V ∗, es decir,

V ∗∗ = {f : V ∗ −→ K : f es lineal}

y cada morfismo f : V −→ W en el morfismo f ∗∗ : V ∗∗ −→ W ∗∗ que es
la traspuesta de f t, es decir,

f ∗∗ : V ∗∗ −→ W ∗∗

ψ 7−→ ψ ◦ f t

siendo ψ ◦ f t : W ∗ −→ K la aplicación tal que (ψ ◦ f t)(φ) = ψ(φ ◦ f),
para todo φ ∈ W ∗.

8. Consideramos una categoŕıa C. Fijamos A ∈ C y f ∈ C(B,C). Entonces
podemos definir una aplicación

C(A, f) : C(A,B) −→ C(A,C)
g 7−→ fg

(3.7)

y otra aplicación

C(f, A) : C(C,A) −→ C(B,A)
h 7−→ hf

(3.8)
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C(A,−) : C −→ S definido de forma que a cada B ∈ C y f ∈ C(B,C)
le asocia

B 7−→ C(A,B) ∈ Obj(S)
f 7−→ C(A, f)

(3.9)

es un funtor covariante. Para demostrarlo, veamos que C(A,−) que
cumple las dos propiedades de (3.1):
Sean f ∈ C(B,C) y g ∈ C(C,D) dos morfismos. Sea h ∈ C(A,B) otro
morfismo de C. Tenemos que

C(A, gf)(h) = (gf)h = g(fh) = C(A, g)C(A, f)(h)

Por tanto, C(A, gf) = C(A, g)C(A, f).
Por otro lado, C(A, 1B)(h) = 1Bh = h = 1C(A,B)(h) lo que implica que
C(A, 1B) = 1C(A,B). Podemos concluir que C(A,−) está bien definido.

También tenemos que C(−, A) : C −→ S que env́ıa

B 7−→ C(B,A) ∈ Obj(S)
f 7−→ C(f, A)

(3.10)

es un funtor contravariante. Este cofuntor se puede ver también como
el funtor C(A,−) : Cop −→ S, luego también está bien definido.

Para algunas categoŕıas C, podemos considerar la llegada de los fun-
tores C(A,−) y C(−, A) a otra categoŕıa que no sea S. Por ejemplo,
podemos definir el funtor EVK(U,−) : EVK −→ EVK , con llegada en
la categoŕıa de los espacios vectoriales, porque el conjunto EVK(U, V )
de aplicaciones entre espacios vectoriales, forma también un espacio
vectorial. Por tanto, si el funtor EVK(U,−) : EVK −→ EVK es aquel
que asocia

V 7−→ EVK(U, V )
f 7−→ EVK(U, f)

(3.11)

está bien definido porque EVK(U, V ) ∈ Obj(EVK) y EVK(U, f) es un
morfismo entre espacios vectoriales.

3.2. Transformaciones naturales

Ya podemos relacionar unos objetos con otros en una categoŕıa utilizando
morfismos y pasar de una categoŕıa a otra con funtores. Ahora, desarollare-
mos la idea de transformar un funtor en otro mediante las transformaciones
naturales.
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Definición 3.2.1. Sean F y G dos funtores covariantes de la categoŕıa C en
la categoŕıa D. Una transformación natural t : F −→ G es una relación que
a cada objeto X de C le asigna un morfismo tX : FX −→ GX en D tal que
para cualquier morfismo f : X −→ Y en C se tiene que tY Ff = GftX , es
decir, el siguente diagrama conmuta

FX

Ff
��

tX // GX

Gf
��

FY
tY // GY

(3.12)

Si F y G fuesen funtores contravariantes, debe cumplir que para cualquier
morfismo f : X −→ Y en C se tiene tXFf = GftY , es decir, el siguente
diagrama conmuta

FY

Ff
��

tY // GY

Gf
��

FX
tX // GX

(3.13)

Si tX es un isomorfismo para todo X ∈ Obj(C) entonces decimos que
t : F −→ G es una equivalencia natural, y escribimos F ∼= G. Implica que la
transformación natural t−1 : F −→ G dada por t−1X = (tX)−1 es también una
equivalencia natural. En el caso de que existe una equivalencia natural entre
dos funtores diremos que son naturalmente isomorfos.

Podemos definir la composición de transformaciones naturales: si tene-
mos tres funtores F , G y H, y dos transformaciones naturales t : F −→ G,
u : G −→ H, la composición ut : F −→ H dada por (ut)X = (uX)(tX) es una
transformación natural porque

Hf(ut)X = (HfuX)(tX) = uY (GftX) = (uY )(tY )Ff = (ut)Y Ff (3.14)

lo que implica que el siguiente diagrama conmuta:

FX

Ff
��

tX // GX
uX //

Gf
��

HX

Hf
��

FY
tY
// GY uY

// HY

(3.15)

Si F , G y H fuesen funtores contravariantes, la composición ut : F −→ H
también estaŕıa bien definida ya que

Hf(ut)Y = (Hfuy)(tY ) = uX(GftY ) = (uX)(tX)Ff = (ut)XFf (3.16)
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Dadas dos categoŕıas C y D, podŕıamos pensar que se puede formar una
categoŕıa que tiene como objetos los funtores entre estas dos categoŕıas y
como morfismos las transformaciones naturales entre dos funtores con esta
composición. El problema está en que no podemos asegurar que

{t : F −→ G : t es transformación natural} (3.17)

sea un conjunto. Si Obj(C) es un conjunto y para cada X ∈ Obj(C) definimos
el conjunto Mor(X) formado por todos los morfismos f : FX −→ GX, en-
tonces el producto cartesiano

∏
X∈Obj(C) Mor(X) es un conjunto. Como una

transformación natural t : F −→ G es una familia de morfismos {tX}X∈Obj(C),
se puede ver como un elemento de

∏
X∈Obj(C) Mor(X), es decir, (3.17) está

contenido en
∏

X∈Obj(C) Mor(X) que es un conjunto, y por tanto, es también

un conjunto . Si Obj(C) es un conjunto, diremos que C es pequeña y entonces
estaŕıa bien definida la categoŕıa cuyos objetos son los funtores F : C −→ D y
cuyos morfismos son las transformaciones naturales cuando C es pequeña. En
los casos en los que exista esta categoŕıa de funtores, la denotamos Fun(C,D)
y denotamos Nat(F,G) al conjunto de todas las transformaciones naturales
de F en G.

Ejemplos 3.2.2.

1. Sean C y D dos categoŕıas. Para cualquier funtor F : C −→ D, podemos
definir la transformación natural t : F −→ F tal que, para cada X ∈ C,
tX = 1FX : FX −→ FX.

2. Consideramos los funtores Id : Gr −→ Gr y Abel : Gr −→ Ab. Defini-
mos la transformación natural t : Id −→ Abel tal que para cada grupo
G, tG : G −→ G/G′ env́ıa cada x ∈ G en su clase x+G′ ∈ G/G′. Estos
morfismos hacen que el diagrama

G

Id(f)

��

tG // G/G′

Abel(f)
��

H
tH // H/H ′

conmute: para x ∈ G,

(tH)Id(f)(x) = tH(f(x)) = f(x)+H ′ = Abel(f)(x+G′) = Abel(f)(tG)(x)

3. Sea K un cuerpo y EVK la categoŕıa de los espacios vectoriales sobre
K. Definimos para cada V ∈ EVK el morfismo

tV : V −→ V ∗∗

v 7−→ ṽ
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siendo ṽ : V ∗ −→ K el morfismo tal que ṽ(φ) = φ(v), para todo mor-
fismo φ ∈ V ∗. Veamos que esta familia de morfismos define una trans-
formación natural t : Id −→ ∗∗. Para ello tenemos que probar que el
diagrama

V

Id(f)
��

tV // V ∗∗

f∗∗

��
W

tW //W ∗∗

(3.18)

conmuta para f : V −→ W . Sea v ∈ V . Entonces,

(tW )Id(f)(v) = tW (f(v)) = f̃(v)

f ∗∗(tW )(v) = f ∗∗(ṽ) = ṽ ◦ f t

Para cada φ ∈ W ∗, (ṽ ◦ f t)(φ) = ṽ(φ ◦ f) = φ(f(v)) = f̃(v)(φ). Por

tanto, f̃(v) = ṽ ◦ f t y queda probado que el diagrama (3.18) conmuta.
Si en vez de la categoŕıa EVK hubiesemos considerado la subcategoŕıa
plena EV ′K de EVK cuyos objetos son los espacios vectoriales sobre K
de dimesión finita, entonces es un resultado conocido que los morfismos

tV : V −→ V ∗∗

v 7−→ ṽ

son isomorfismo. Por tanto, en este caso, la transformación natural
t : Id −→ ∗∗ es una equivalencia natural.

3.3. Funtores representables

Dedicaremos esta sección a definir el concepto de funtor representable y
dar algún ejemplo. Con estas definiciones y el lema de Yoneda, que demos-
traremos en la siguiente sección, concluimos el trabajo.

Definición 3.3.1. Decimos que el funtor F : C −→ D es un funtor repre-
sentable si existe una equivalencia natural entre F y C(A,−) para algún
A ∈ Obj(C). Se dice que F está representado por A.

El funtor C(A,−) es el que hemos definido en el último ejemplo de la
sección de funtores. Normalmente, este funtor tiene llegada en la categoŕıa
S. Esto quiere decir que para que F : C −→ D sea naturalmente isomorfo a
C(A,−) debeŕıa ser D = S, pero vimos que también puede estar bien definido
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si tiene llegada en otras categoŕıas.

Como un cofuntor F : C −→ D es el funtor F : Cop −→ D, y sabemos
que C(−, A) : C −→ S es el funtor C(A,−) : Cop −→ S, de forma análoga,
podemos definir cofuntor representable:

Definición 3.3.2. Decimos que el cofuntor F : C −→ D es un cofuntor
representable si existe una equivalencia natural entre F y C(−, A) para algún
A ∈ Obj(C).

Ejemplos 3.3.3.

1. El funtor olvido O : Gr −→ S es un funtor representable y está repre-
sentado por el grupo Z. Para probarlo, veremos que la transformación
natural t : Gr(Z,−) −→ O tal que, para cada G ∈ Gr,

tG : Gr(Z, G) −→ OG
φ 7−→ φ(1)

es una equivalencia natural. En primer lugar, veamos que es una trans-
formación natural. Para ello probaremos que el diagrama

Gr(Z, G)

Gr(Z,f)
��

tG // OG

O(f)

��
Gr(Z, H)

tH // OH

conmuta para cada homomorfismo f : G −→ H. Sea φ ∈ Gr(Z, G).
Tenemos que

tHGr(Z, f)(φ) = tH(fφ) = fφ(1) = f(tG(φ))

luego t es una transformación natural. Veamos ahora que para cada
grupo G el morfismo tG es un isomorfismo. Como Z es un grupo ćıclico
generado por 1, cada homomorfismo φ ∈ Gr(Z, G) está determinado
por φ(1) ∈ O(G). Por tanto, para cada g ∈ O(G) existe un único homo-
morfismo φ ∈ Gr(Z, G) tal que φ(1) = g (si existiesen dos morfismo, φ
ψ que lo cumplen, entonces φ(1) = g = ψ(1) luego φ = ψ). Por tanto,
el morfismo tG es una biyección entre conjuntos que implica que es un
isomorfismo.
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3.4. Lema de Yoneda

En esta sección vamos a demostrar uno de los resultados más importan-
tes de la teoŕıa de categoŕıas. Tiene como precedente el teorema de Cayley
de teoŕıa de grupos, que dice que todo grupo es isomorfo a un grupo de
permutaciones de algún conjunto.

Lema 3.4.1 (Lema de Yoneda). Sea C una categoŕıa. Sea F : C −→ S un
funtor y sea A ∈ Obj(C). Consideramos el funtor C(A,−) : C −→ S. Enton-
ces, el morfismo

Φ: Nat(C(A,−), F ) −→ FA
t 7−→ tA(1A)

(3.19)

es un isomorfismo entre el conjunto Nat(C(A,−), F ) de las transformaciones
naturales de C(A,−) en F y el conjunto FA.

Demostración. Queremos ver que la aplicación de (3.19) es un isomorfismo
entre dos conjuntos, por tanto tenemos que ver que es biyectiva.
Primero probaremos la inyectividad: sea t una transformación natural. Que-
remos probar que t está únicamente determinada por tA(1A) ∈ FA. Sea
B ∈ Obj(C) y f : A −→ B. Como t es una transformación natural, el si-
guiente diagrama conmuta

C(A,A)

C(A,f)

��

tA // FA

Ff

��
C(A,B)

tB // FB

luego tB(f) = tB(f1A) = tB(C(A, f)(1A)) = Ff(tA(1A)), lo que prueba
que Φ es inyectiva porque si exisitiese otra transformación natural u tal que
uA(1A) = tA(1A) entonces uB(f) = Ff(uA(1A)) = Ff(tA(1A)) = tB(f) para
todo B ∈ Obj(C) lo que implica que u = t.
Para probar la sobreyectividad, queremos ver que para cada x ∈ FA existe
una transformación natural t : C(A,−) −→ F tal que Φ(t) = tA(1A) = x. Por
tanto, para cada x ∈ FA definimos

tB : C(A,B) −→ FB
f 7−→ (Ff)(x)

(3.20)

para cada B ∈ Obj(C). Es claro que tA(1A) = (F1A)(x) = 1FA(x) = x.
Veamos que define una transformación natural. Sea g : B −→ C y queremos
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ver que el siguiente diagrama conmuta

C(A,B)

C(A,g)

��

tB // FB

Fg

��
C(A,C)

tC // FC

Para cada f ∈ C(A,B) tenemos que

(tC)C(A, g)(f) = (tC)(gf) = (Fgf)(x) = (Fg)(Ff)(x) = Fg(tB)(f)

Por tanto, t es una transformación natural y queda probado que Φ es sobre-
yectiva.
El isomorfismo Φ−1, la inversa de Φ, es

Φ−1 : FA −→ Nat(C(A,−), FA)
x 7−→ tx

(3.21)

siendo tx la transformación natural definida en (3.20).

Corolario 3.4.2. Sea C una categoŕıa y sean A, A′ objetos de C. Hay un
isomorfismo

Ψ: C(A′, A) −→ Nat(C(A,−),C(A′,−)) (3.22)

definido por
Ψ(f) = f ∗, f ∈ C(A′, A) (3.23)

siendo f ∗ : C(A,−) −→ C(A′,−) la transformación natural definida como
f ∗B = C(f,B) para todo B ∈ C.

Demostración. Aplicando el lema de Yoneda al funtor F = C(A′,−) obtene-
mos el isomorfismo

Φ: Nat(C(A,−),C(A′,−)) −→ FA = C(A′, A)

siendo Φ(t) = tA(1A). Vimos en la demostración anterior que la inversa de Φ
es

Φ−1 : FA = C(A′, A) −→ Nat(C(A,−),C(A′,−))
f 7−→ tf

siendo tf la transformación natural definida para cada B ∈ Obj(C) como en
(3.20). Por tanto, para cada morfismo g ∈ C(A,B), tenemos que

tfB(g) = (Fg)(f) = C(A′, g)(f) = gf = C(f,B)(g)

Luego tfB = C(f,B). Por tanto, en este caso el isomorfismo f 7−→ tf es igual
a f 7−→ f ∗, es decir, Ψ = Φ−1.
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Proposición 3.4.3. Sean t : C(A,−) −→ C(A′,−), t′ : C(A′,−) −→ C(A′′,−)
dos transformaciones naturales tal que

Φ(t) = f , Φ(t′) = f ′ con f ∈ C(A′, A), f ′ ∈ C(A′′, A′) (3.24)

siendo Φ el isomorfismo de (3.19). Entonces, Φ(t′t) = ff ′.
En particular, t es una equivalencia natural si y solo si f es un isomorfismo.

Demostración. Como Φ(t) = f , por el corolario anterior,

t = Ψ(Φ(t)) = Ψ(f) = f ∗

luego tB = C(f,B) para cada B ∈ C. De la misma forma, t′B = C(f ′, B) para
cada B ∈ C. Por tanto,

(t′t)B = (t′B)(tB) = C(f ′, B)C(f,B) = C(ff ′, B) (3.25)

para cada B ∈ C, lo que implica que t′t = (ff ′)∗ = Ψ(ff ′), luego tenemos
que Φ(t′t) = Φ(Ψ(ff ′)) = ff ′.
Si f es un isomorfismo, en particular, si A′′ = A y f ′ = f−1, entonces, por
(3.25),

(t′B)(tB) = (t′t)B = C(ff−1, B) = C(1A, B) = 1C(A,B)

y también

(tB)(t′B) = (tt′)B = C(f−1f,B) = C(1A′ , B) = 1C(A′,B)

Lo que implica que tB es un isomorfismo para todo B ∈ C, es decir, t es una
equivalencia natural.
Rećıprocamente, si t : C(A,−) −→ C(A′,−) es una equivalencia natural, tal
que Φ(t) = f y consideramos si inversa t−1 : C(A′,−) −→ C(A,−) con
Φ(t−1) = f ′, entonces 1C(A,B) = (t−1B )(tB) = (t−1t)B = C(ff ′, B) luego
ff ′ = 1A por la unicidad del morfismo identidad.
De la misma forma, 1C(A′,B) = (tB)(t−1B ) = (tt−1)B = C(f ′f,B) lo que implica
que f ′f = 1′A. Por tanto, f es un isomorfismo.

Para finalizar el trabajo, demostraremos un importante corolario del le-
ma de Yoneda: la inmersión de Yoneda. Gracias a este resultado, podemos
identificar cada categoŕıa Cop como una subcategoŕıa plena de Fun(C,S).

Definición 3.4.4. Sean C y D dos categoŕıas y F : C −→ D un funtor.
Diremos que F es
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1. pleno si para todo A,B ∈ C la aplicación F : C(A,B) −→ D(FA, FB)
es sobreyectiva.

2. fiel si para todo A,B ∈ C la aplicación F : C(A,B) −→ D(FA, FB) es
inyectiva.

3. inmersión si F es pleno y fiel, es decir, si para todo A,B ∈ C la
aplicación F : C(A,B) −→ D(FA, FB) es biyectiva, y la asignación
entre objetos F : Obj(C) −→ Obj(D) es inyectiva.

Corolario 3.4.5 (Inmersión de Yoneda). Sea C una categoŕıa (pequeña).
Entonces, el funtor

F : Cop −→ Fun(C,S)
A 7−→ C(A,−)
f 7−→ f ∗

(3.26)

es una inmersión, siendo f ∗ la transformación natural definida en el coro-
lario 3.4.2 y Fun(C,S) la categoŕıa de los funtores y las transformaciones
naturales.

Demostración. Por el corolario 3.4.2, la aplicación f 7−→ f ∗ es una biyección
para cada f ∈ C(A′, A) = Cop(A,A′), luego F es pleno y fiel.
Veamos entonces que la asignación A 7−→ C(A,−) es inyectiva. Sean A,
B ∈ Obj(C) tales que F (A) = F (B), es decir, C(A,−) = C(B,−). Entonces,
en particular, C(A,−)(A) = C(B,−)(A), es decir, C(A,A) = C(B,A). Por el
primer axioma de la definición de categoŕıa, tiene que ser A = B.

Con este corolario, como el funtor F es una inmersión de Cop en Fun(C,S),
podemos afirmar que F (Cop) es una subcategoŕıa plena de Fun(C,S): sus
objetos son los funtores C(A,−), siendo A objeto de C, y cada conjunto
F (Cop(A,A′)) está en biyección con Nat(C(A,−),C(A′,−)).
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