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1. Introduccion

Con la denominacion de “andlisis cluster”, o andlisis de conglomerados, hacemos referencia
a un conjunto de técnicas disenadas para encontrar diferentes patrones o comportamientos,
“formas”, dentro de un conjunto de datos. Esta descripcion justifica sobradamente el interés
del tema y su vigencia en el Andlisis de Datos o en la Ciencia de los Datos, como ahora empieza
a denominarse. El disefio de estas técnicas comporta problemas de concepto sobre las formas a
buscar y especialmente de orden computacional incluso en las bisquedas de las formas concep-
tualmente mas simples, como son las formas esféricas, que da lugar al algoritmo de k-medias.
Los ingredientes presentes en el modelo de k-medias son las formas “esféricas”, conceptualmente
extensibles a espacios métricos generales, y las “medias”, cuya caracteristica de mejor aproxi-
macién por el criterio de minimos cuadrados, dio lugar a las medias de Fréchet o baricentros
en espacios abstractos. En este trabajo nos centraremos en el estudio de los baricentros y k-
baricentros en un espacio de probabilidades, el espacio de Wasserstein, y mostraremos algunas
aplicaciones, incluyendo posibles lineas de trabajo futuro en el Anélisis de Datos.

Para ello, comenzamos introduciendo el espacio y la distancia de Wasserstein, y si-
guiendo [14], tratamos sus propiedades mds importantes. El principal esfuerzo realizado en esta
parte ha consistido en detallar las demostraciones de todos los resultados, incluyendo todos los
argumentos necesarios para su comprensiéon al nivel de un estudiante del Grado en Matemati-
cas. A continuacién, el trabajo se centra en el estudio de los baricentros en el espacio de
Wasserstein. Replicando el desarrollo que aparece en [2], estudiamos sus principales propieda-
des y damos un algoritmo iterativo para el calculo en determinadas situaciones. Posteriormente
presentamos los k-baricentros como extensién natural de los baricentros. Debido a la comple-
jidad del desarrollo tedrico, en esta parte nos conformamos con mostrar algunos ejemplos de
calculo de los k-baricentros.

Seguidamente, mediante algunos ejemplos sencillos ilustramos diferentes aplicaciones de los
k-baricentros, que nos muestran el potencial presente en este tipo técnicas para tratar pro-
blemas del Analisis de Datos, sobre todo relacionados con el andlisis cluster. Por una parte,
tratamos el problema de la paralelizacién en el andlisis cluster: a partir de los k-baricentros
desarrollamos un método que nos permite llevar a cabo un anélisis cluster sobre un conjunto
de datos mediante los algoritmos clasicos conocidos, como son las k-medias, dividiendo la ta-
rea entre varios ordenadores. Este tipo de técnicas que nos permiten paralelizar el trabajo son
fundamentales en la actualidad, puesto que la mayoria de problemas que aparecen hoy en dia
involucran grandes cantidades de datos, y puede ser muy costoso tratarlos en un tnico sistema.
Por otra parte, de la misma forma que las k-medias nos permiten realizar una clasificacién
sobre un conjunto de datos, cuando tenemos un conjunto de probabilidades, podemos llevar a
cabo una clasificacién mediante los k-baricentros, logrando asi un método para llevar a cabo
un analisis cluster sobre un conjunto de probabilidades. Para ilustrar los dos métodos,
hemos utilizado el mismo conjunto de datos, que contiene informaciéon de cervezas artesana-
les de diferentes tipos. De esta forma, haremos visible la diferencia que existe entre hacer un
andlisis cluster sobre un conjunto de datos de R? (que serdn cada una de las cervezas) o de
probabilidades (que serdn cada una de las tipologias de cervezas).



Finalmente, mostramos la utilidad del baricentro para la eleccion de unas componentes
principales comunes que nos permitan estudiar un conjunto de datos en el cual aparecen
individuos de diferentes clases. Las componentes principales comunes buscan unas direcciones
en las que las estructuras de dispersion de todas las clases se expresen de forma sencilla. Este
problema ya habia sido tratado previamente, aunque en este trabajo proponemos un nuevo
método para hallar las componentes a partir de los baricentros. Para el ejemplo de esta seccién
utilizamos los datos de las Iris, presentes en multitud de trabajos, y que nos permiten ademéds
comparar nuestras componentes principales comunes con las obtenidas a partir de otros méto-
dos. A partir de este nuevo enfoque, presentamos las componentes principales grupales
como la extension natural de este concepto a partir de los k-baricentros. Consisten basicamente
en agrupar nuestras clases de datos, y hallar para cada grupo unas componentes principales
comunes en las que esas clases queden bien representadas. Esta técnica nos proporciona nue-
vamente un método para llevar a cabo un analisis cluster sobre un conjunto de probabilidades,
que ilustramos en un ejemplo mediante la clasificacion de diferentes estilos musicales.

Antes de comenzar, quiero mostrar mi agradecimiento al Departamento de Estadistica e
Investigacion Operativa de la Universidad de Valladolid, puesto que la generacién del software
necesario para los distintos ejemplos no habria sido posible sin los programas que me han
facilitado, que han sido desarrollados por los miembros de dicho departamento para trabajos
previos.



2. Distancia de Wasserstein

En esta seccién recurriremos repetidamente al estudio de probabilidades definidas en espacios
producto. Siempre que tengamos dos espacios medibles (21,01) y (€2,02), al considerar el
espacio producto €21 x 25, entenderemos que trabajamos en él con la g-algebra producto o1 ® o2,
definida como la minima o-algebra que contiene a todos los conjuntos A x B, con A € o1 y
B € 05. Como es habitual, denotaremos por (z,y) a los puntos de €1 x . En particular, en
el caso en que tengamos una funcién medible

fZQl><QQ—>R

y una probabilidad 7 en (7 x Q3), denotaremos a la integral de f respecto de 7 por:

/ fr / f(@,y)dn(x, )
01 %09 Q1 xQs

siempre que dicha integral exista, dependiendo si es necesario especificar las variables respecto
de las que integramos o no.

Estos comentarios se extienden al caso en que tenemos un ntimero finito de espacios proba-
bilisticos {(£2;,0;)}"_;. En este caso consideraremos también siempre sobre el espacio producto
Q1 X Qg x -+ x Q, la o-dlgebra producto 01 ® 03 ® - -+ ® o, que es la menor que contiene a
los conjuntos A; x Ay X -+ X Ay, con A; € 0;Vi = 1,...,n. Denotamos por (x1, 3, ..., ,) a los
puntos de € X Qg X --- X Q,, y si f es una funcién real medible y 7 una probabilidad en dicho
espacio producto, entonces denotaremos a la integral de f respecto de w siempre que exista por:

/ fdm o / flxy, @, oy my)dm (1, T2, .oy T
Q XQa X XQ2y, Q1 XQ2 X X0y,

De forma andloga se hard cuando estemos trabajando con una cantidad infinita numerable
de espacios probabilisticos {(€2;,0;)}$2, y consideremos el espacio producto [];-, €;, teniendo
en cuenta que en este caso la o-algebra producto es la menor de las que contienen a todos los
conjuntos Ay X -+ X A, x [] Q;,con A; €0, VneNi=1,...,n.

oo
i=n+1

2.1. Definiciones y conceptos basicos

Sea B un espacio de Banach separable con una norma ||-||. Sea 1 < p < co. Sea I'(B) el
conjunto de probabilidades v en 3, la o- algebra de Borel de B, tales que

/ lzlPdr(z) < oo
B

Esto es, si U es una variable aleatoria definida en algin espacio probabilistico (2, o, P) que indu-
ce la probabilidad v en B, se pide que U tenga momento finito de orden p, es decir E||U||P < co.

Definicién 1. Dados p,v € I'))(B) se define la p-distancia de Wasserstein por:

dy(p,v) = m{(EIlU = V|")V/? - Z(U) = p, L (V) = v} (1)



Es decir, el inferior se busca entre todas las variables aleatorias U, V cuyas leyes de pro-
babilidad inducidas sobre B son pu, v respectivamente. Ademads, para que U — V tenga sentido
como v.a., U, V han de estar definidas en un mismo espacio probabilistico (2, o, P), es decir:

o% B tal que  ZL(U)=p

Q% B tal que ZV)=v

Y podemos definir entonces la variable aleatoria:

0" gy tal que Z(U, V)=

Dado que las distribuciones marginales de U y de V no nos permiten conocer la distribucién del
vector aleatorio (U, V'), no conocemos la probabilidad 7 que induce el vector aleatorio (U, V') en
B x B. Como la distribucién de la variable aleatoria U — V' depende de la distribucién conjunta
de (U, V), si (U, V') es otro par de v.a. con las mismas propiedades, el hecho de que U =4 U’
y V =4 V', no implica que

U-V=2U -V’

En consecuencia, tampoco se tiene necesariamente que las v.a. ||[U — V||P y ||[U" — V'||P estén
igualmente distribuidas, y por tanto

E(lv=vI*) v E(U =V[]")

pueden tomar valores distintos.

Vamos a ver que no es necesario precisar en cada caso cudles son las v.a. U y V, ni fijarnos
en qué espacio probabilistico estan definidas. Sélo necesitaremos conocer la ley de probabilidad
conjunta que inducen en B x B. Para verlo, definimos las funciones coordenadas:

BxB25 B Ix(ab)=a

BxBX B Iy(ab)=b

= Sean U,V dos variables aleatorias definidas en un espacio probabilistico (2,0, P) tales
que .Z(U) = pu, . £(V) = v. Tenemos entonces un vector aleatorio:

0% By B con ley de probabilidad conjunta Z(U,V)=mx

7 es una probabilidad en B x B, que ademés verifica:
Tolly'(A) =m(Ax B)=P(U € A) = Py(A) = u(A) YVAepB =rolly =
moll,'(A)=n(Bx A)=P(VeA) =P, (A)=v(Ad) VAepB =nolly' =v

Es decir, cualquier par de variables aleatorias U,V definidas en un mismo espacio con
ZU) =p, Z(V) = v, se pueden relacionar con la probabilidad 7 que inducen en B x B,
que cumple que

7701_[)_(1 =L, 7701_[;1 =v



y ademas:

BV -VIP) = [ U -vipap= [ |ILc - Ty|rdn =
Q BxB

- / iz — ylPdn(z,y)
BxB

= Reciprocamente, dada una probabilidad m en B x B que cumple que 7 o H;(l =uy
mTo H{,l = v, tomando las v.a. U = IIx,V = Ily, tenemos dos v.a. definidas en un
mismo espacio probabilistico (B x B, 8 x 8, 7) y tales que

ZU)y=p, ZLV)=v

y ademas:

E(U - VIP) = [ U -vipap= [ iLc - Tiy|dn =
Q BxB

[ Jlo = slPan(a.n)
BxB

Por tanto, a partir de esta relaciéon, podemos escribir:

1/p
dp(p,v) :fnf{(/ ||£—y||pd7r(x,y)> :wprob. en B x B, mo ' = p, mo IIy* :u}
BxB

Esto nos permite relacionar la definicién de d, (@, ) con el concepto de emparejamiento. Las
definiciones y resultados de la préxima seccién aparecen en [10, cap. 1].

2.2. Emparajamientos probabilisticos

Definicién 2. Sean (1,01, 1) y (Q2,09,v) dos espacios probabilisticos. Emparejar pn y v sig-
nifica construir en un espacio probabilistico genérico (2,0, P) dos variables aleatorias

o%ao v o% o
tales que L (U) = p y ZL(V) =v. La pareja (U, V) se dice que es un emparejamiento de (fi,v).
Abusando de lenguage, la ley de probabilidad de (U,V') se llama también un emparejamiento de

U, V).

Si w es un emparejamiento de p y v,y ademds verifica que:

i) = ([ o= y||pdw<x,y>)l/p

entonces diremos que T es un emparejamiento optimo de p y v para el coste dado por la
p-distancia de Wasserstein.



Si iy v son las Unicas leyes del problema, generalmente se toma = 2 x 5. Emparejar p
y v significa encontrar una probabilidad 7 en §2; x Q5 tal que admite p y v como probabilidades
marginales sobre €)1 y )5 respectivamente. Es decir, si IIx, [Ty son las proyecciones sobre €27 y
QQZ
7TOH)_(1 = pu, WOH;,l =v

Esto equivale a que para todos los conjuntos medibles A C 1, B C o,
(A % Q2) = p(A) 7( x B) =v(B)
Lema 1. Siempre existen emparejamientos entre dos espacios probabilisticos (1,01, 1) y (Qa,09,v).

Demostracion. Basta recurrir al emparejamiento trivial en el que las variables U,V son inde-
pendientes. La construccién de dicho emparejamiento se hace a partir de las ideas presentes en
teoria de la medida, al tratar las medidas producto. El desarrollo béasico es el siguiente:

Consideramos el espacio producto 2 x €25. Denotemos por ¢ a la o-algebra producto en dicho
espacio. Para cada D € o y para cada x € Q1,y € €, consideramos las secciones

D,={yeQ:(z,y) € D} C Qs

Dy={zxecQ:(z,y) e D} C Y
Se puede comprobar que D, es medible en €9 para todo z € Q;, y D, es medible en ; para
todo y € Q. Se cumple ademds que si definimos las funciones ¢ : @ — [0,00] y ¢ : Q2 — [0, <]
por:

¢(x) =v(Da)  P(y) = p(Dy)
entonces ¢ es medible en €7 y v es medible en 5. Definimos entonces la probabilidad producto
de 1 y v como:

(x )= |

Q1

v(D.)dp(z) = / 1(Dy)dv(y)

Qo

que se puede comprobar que estd bien definida (ambas integrales dan el mismo valor para
cualquier D € o), es una probabilidad en Q; x Qs y ademés verifica que si A, B medibles con
A C Qq, B C Q9 entonces:

P(AxB):/

Q1

V(A X B),)du(z) = /A v(B)du(x) = p(A)v(B)

Luego tomando como U, V las proyecciones de 1 x {25 en €2y y (25 respectivamente, tenemos que
(U, V) forman un emparejamiento de (21,01, 1) y (Q2,09,7) y ademds son independientes. [
Presentamos ahora un concepto que tendrd importancia mas adelante.

Definicién 3. Un emparejamiento (U,V) se dice que es determinista si existe una funcion
medible T : Q1 — Qg tal que V =T(U).

Esto es equivalente a:

= (U, V) es un emparejamiento de p, v cuya ley m estd concentrada en el grafo de una funcién
medible T : Ql — QQ



» U tiene ley uy V = T(U) tiene ley poT-1 =v
. 7= po(Id,T)!

T usualmente se llama aplicacion de transporte. Informalmente, T transporta la masa represen-
tada por la probabilidad p a la masa representada por la probabilidad v. Los emparejamientos
deterministas no siempre existen. En el caso de que exista una aplicacién de transporte T que
lleve p en v, y que cumpla ademds que si U es una v.a. que induce probabilidad p en B, la
probabilidad 7 que induce (U, T(U)) en B x B sea un emparejamiento éptimo de (U, V) para
el coste dado por la p-distancia de Wasserstein, decimos que T es una aplicacion de transporte
optimo para el coste dado por la p-distancia de Wasserstein.

Vamos a probar ahora un lema que nos va a servir para asegurar la existencia de un tipo
de emparejamientos que tendran gran importancia més adelante. Para poder demostrarlo, se
utilizara el concepto de las probabilidades de transicién y su relacion con las probabilidades en
espacios producto. La explicacién de estos conceptos y los resultados de esta teoria que vamos
a utilizar estan desarrollados de forma precisa en el apéndice 7.1.

Lema 2. (del pegado) Sean (1,01, p1), (2,02, u2), (3,03, u3) tres espacios probabilisticos,
tales que Q1,83 sean ademds espacios métricos completos y separables. Supongamos que Pio es
una probabilidad en Q1 X Qg con marginales p1 y po, y que Pag es una probabilidad en Qo X Q3
con marginales o y p3. Entonces se puede construir una probabilidad P en £ X Qo X Q3 tal
que la distribucion marginal sobre Q1 X Qo sea Pio y la distribucion marginal sobre Q2o X Q3 sea
P23.

Demostracion. Como se detalla en el apéndice 7.1, como €21, €23 son espacios métricos completos
y separables, podemos descomponer las probabilidades Pis y Ps3 de la siguiente forma:

Py (H) = / V;(Hy)dug(y) vV H medible C Q7 x Q9
Q2

Py3(J) = / vi(Jy)dpuz(y)  V.Jmedible C Qy x Q3
Q2

donde para cada y € ), u; es una probabilidad de transicién en €27 y ug’ una probabilidad de
transicion en 23. Por tanto, para cada y € (), podemos considerar la probabilidad producto
vy = v, x vy definida en € x Qg por:

vy(D) = /Q vi(Dy)dv, (x) = /Q vy(D.)dvi(z) VD medible C Qy x Q3

Por lo visto sobre medidas producto, sabemos que v, estd bien definida. Ademds cumple que
para todo A € o1, C € o3:

vy(AxC)= V;(A)Z/S(C)
Por tanto, para cada y € {2, tenemos definida una probabilidad de transicién v, en €; x {2s.

Definimos entonces la probabilidad P en ©; x Q5 x Q3 por:

P = [ Bt = [ (/ 1 E) )1 @) ) duaty) =



_ /Q (/ﬂ y;((Ey)Z)duj(z)) dpz(y)

para todo E C Q1 x 25 x Q23 medible. Veamos que esta probabilidad cumple lo que queriamos.
Si H es medible en £2; x ()5, se tiene que:

Pt <) = [ (f 1 ) (0) ) dia(s) =

= /Qz (/Ql Iy, (x)du&(m)) dps(y) = /92 dvy (Hy)dpz(y) = Pra(H)

Por tanto, la probabilidad marginal de P sobre §2; x s coincide con Pj;. Andlogamente,
utilizando la otra representacién de P obtenemos que la probabilidad marginal de P sobre
Qo x Q3 es Pa3, tal y como queriamos. ]

Adaptando los correspondientes resultados a sus analogos cuando trabajamos con un nime-
ro finito o infinito numerable de probabilidades, podemos generalizar este resultado:

Lema 3. (del pegado, generalizacion)

= Para un numero finito de factores:
Sean (5,05, 145),5 =1,2,...,n, conn > 2, espacios probabilisticos, tales que Qa, s, ..., 1y,
sean ademds espacios métricos completos y separables.. Supongamos que Py es una pro-
babilidad en 1 x §; con marginales u1 y p; para cada j = 2,...,n. Entonces se puede
construir una probabilidad P en 1 X Qg X ... X Q,, tal que la distribucion marginal sobre
O x Q; sea Pij para todo j =2,...,n.

= Para un nimero infinito numerable de factores:
Sean (25,05, 145),J € N espacios probabilisticos, tales que {2,152, sean ademds espacios
métricos completos y separables.. Supongamos que Py; es una probabilidad en €21 x Q; con
marginales u1 y pj para cada j € N, j > 2. Entonces se puede construir una probabilidad P
en Hf; Q; tal que la distribucion marginal sobre 4 x Q; sea Pi; para todo j € N,j > 2.

2.3. Relacién con el problema de transporte 6ptimo

El problema de transporte 6ptimo es un problema clasico, que consiste en minimizar el coste
de llevar una distribuciéon de masa p en un espacio normado B a otra distribucién de masa v
en el mismo espacio B. Para que el problema tenga sentido, la masa inicial de la distribucion
1 ha de ser la misma que la masa final que hay en v. Podemos suponer por tanto que la masa
total es 1 y p, v son probabilidades en (B, o). Suponemos ademds que tenemos una funcién de
coste:
c(z,y) : Bx B—[0,+00)

que representa el coste de llevar una unidad de masa del punto x al punto y. En estas condicio-
nes, la formulacién de Kantorovich del problema de transporte éptimo es la siguiente:



Consideramos una probabilidad 7 en B x B. Para cada C € o, D € ¢ pensemos que 7(C x D)
representa la cantidad de masa transportada de C a D. Para que 7 sea un plan de transporte
vélido, la cantidad de masa que sale de C ha de ser u(C) y la cantidad de masa que llega a D
ha de ser v(D): es decir, se debe cumplir que:

m(C x B) =u(C), w(BxD)=v(D) VCe€o,Deo

Es decir, 7 ha de ser una probabilidad en B x B que tenga probabilidades marginales p, v respec-
tivamente. Denotamos el conjunto de todas estas probabilidades por II(u, v), que se corresponde
a todos los posibles planes de transporte. II(u, ) es no vacio, ya que p X v € II(u, v). Podemos
ahora definir el problema de transporte 6ptimo a partir de la formulacién de Kantorovich:

Definicién 4. Dadas p,v probabilidades en B y una funcion de coste ¢ : B x B — R medible,
el problema de transporte optimo consiste en hallar el minimo de

K(r) = /B  laain(a.)

entre todas las probabilidades m € II(p, v).

Por tanto, en el caso en que u, v sean probabilidades en B tales que

JltPdutz) <oo [lalPav(a) < oo

tomando la funcién de coste c¢(z,y) = ||z — y||P, la solucién del problema de transporte éptimo
coincide exactamente con el valor de dg(u, v). Ademsds, el inferior se alcanza para una probabili-
dad 7 en B x B que es un emparejamiento 6ptimo de p y v para el coste dado por la p-distancia
de Wasserstein.

2.4. Resultados principales

Todos los resultados de esta seccién se prueban en [14] en el caso general en que B es un
espacio de Banach separable con una norma ||-||. Aqui nos centraremos en el caso particular en
que B =R?, y denotaremos I', = I',(R?).

Proposicién 1. Con las definiciones introducidas antes:
1. El inferior en la definicion de d,(u,v) se alcanza
2. d, es una distancia en Iy,

Demostracion. Veamos en primer lugar que el inferior se alcanza:

Por los comentarios del principio, basta ver que existe una probabilidad 7 definida en R? x R%
tal que:

1. Las probabilidades que inducen las funciones coordenadas Iy y Iy son:

-1 _ -1 _
molly " =p wolly” =v

10



2. fRded”x — y||Pdr(z, y) sea minima.

Hemos visto en el lema [1] que siempre existen probabilidades en R4 x RY que cumplen 1).
Luego el inferior se toma en un conjunto no vacio. Ademads, sabemos que para 1 < p < oo existe
una constante c, tal que:

lz + 9" < cp(lal” + lyl”) Va,y € R

Por tanto:

0< / & = y[[Pdr(z,y) < / (ep(llll” + 1lylI7))dm(z, y) =
R4 xR4 Rd xRd

o [ lalPdre v [ lulPdray) -
Re xR4 xR

= ([ peteantor+ [ alpivta)) < o

Sabemos entonces que el inferior toma un valor finito, y por tanto existe una sucesién {m,}°2 ;
de probabilidades que cumplen que

wnOH;(lzu WnOH;IZV

y tal que:
1/p
( [ - y||pd7rn<x,y>) L dy(ur)
R4 x R4

Por tanto, si denotamos U,,V,, a las variables aleatorias formadas al considerar las funciones
coordenadas ITy, ITy sobre el espacio probabilistico (R? x R, 7,,), tenemos que:

L) =p LVa)=v (B(|Us—ValP)''? | dy(pv)

Para el razonamiento posterior, utilizamos los conceptos y resultados que se detallan en el
apéndice 7.2. Tenemos que:

ZLU,)=p YneN={U,}o2, ajustada
ZL(Vn)=v VneN={V,}>2, ajustada

Por tanto, la sucesion {(U,, V,,)}52, es ajustada por serlo sus coordenadas, luego { £ (Uy,, V3,) }52 1 ={mn }22
es ajustada. Del teorema de Helly [4] deducimos que existe una probabilidad 7 y una subsucesién
{mn, 132, tal que
k—o0

Ty ——d T
Si ahora denotamos U,V a las variables aleatorias formadas al considerar las funciones coor-
denadas sobre el espacio probabilistico (R¢ x R? ), por la continuidad de dichas funciones
tenemos que:

=T, o I3} k_)—oo>d7r01_[;(1 = ZU)=nolly =u
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v =mp, ol mdwof[;l = ZL(V)=nolly! =v
Y ademads, como T, —kﬁm 7, entonces por la continuidad de la funcién
f:RYxR? R
definida por f(z,y) = ||z — y||” sabemos que:

k—o0

1Un, = Vo IP —=a IU = VI

Por el teorema de Skorohod [6], sabemos ademé&s que existen variables aleatorias positivas
{Sk}72,, S definidas en algin espacio probabilistico € tales que

L) =L (1Une = Vo |I?) Z(S) =L ([U-VI?) y Sk S

Se tiene por tanto por el lema de Fatou que:

1/p
</ ll — yllpdﬂ(wvy)> = E(|U=V[]") = E(S) < lim E(S) = lm E(|[Un, =V, [))" =
RdXRd k—o0 k—oo

1/p
i ([ e wlPinten) =)
Rd x R4

k—o0

Como por definicién de d,(u,v) se tiene que dy(p,v) < (Jga,gallz — yl[Pdr(z,y))'/P, entonces
se tiene necesariamente que:

1/p
dy (1, V) = ( Lo - ynpdn(x,y))
X

Vamos a comprobar ahora que d, : I', x I, — R es una distancia:
» d(p,v) =d(v, ), por la simetria de la definicién.
- d(u,v) = mE{(B|U = V[[?)1/7 : L(U) = p, £(V) = v} > 0

s dp,v) =0 pu=v

Si d(p, v) = 0, entonces existen v.a. U,V con Z(U) = u, Z(V) = v tales que
E(JJU = V|P) =0, y por tanto:

U-V||P=0cs.=U=Ves.=2U=V=2>u=2U)=%V)=v

Sipu=w,siUesunav.acon Z(U)=u=v, entonces

0 < dy(p,v) < E(|U = U[PP)"/? = 0 = dy(p,v) = 0

12



= Desigualdad triangular

Sean u,v, A € I'y. Utilizando el apartado 1, sabemos que existen una probabilidad 7 en
R? x R? tal que si ITx, Iy son las funciones coordenadas entonces:

1/p
71'01_[;(1 = pu, 71'01_[;,1 =v, d(p,v)= (/]Rd RdHJC - y|pd7r(x,y)>
X

De la misma forma, si ahora denotamos Ily,Il; a las funciones coordenadas en otro
“plano” R? x R?, sabemos que existe una probabilidad 7/ en R? x R? tal que:

1/p
POl =y, Aol = A, dw>—</ ||y—zpd7r'<y,z>)
R

dwRd

Juntamos los dos planos sobre el eje Y para formar el espacio R¢ x R% x R?, y sean
IIx, Iy, II; las funciones coordenadas en este espacio. De acuerdo con el lema del pegado
[2], sabemos que existe una probabilidad 7* en R? x R? x R? que verifica las siguientes
propiedades:

e La probabilidad marginal de 7* sobre los dos primeros factores es m, es decir,
7o (My,My) t=n

e La probabilidad marginal de 7* sobre los dos tltimos factores es 7', es decir,
7o (Hy,Hz)71 =7

De aqui se deduce que:
o H;(l =1

* -1 _
mrolly” =v
* -1 _
m*oll,” = A

Utilizando estas propiedades, aplicando la desigualdad de Minkowski en LP(R¢ x R? x R?)
a las variables aleatorias I1x, Iy, Iz, obtenemos la siguiente cadena de desigualdades:

1/p
dy (1, < ( / Iy HZ||pd7T*> <
R2 xRd x R4

1/p 1/p
< </ ||Hx—HY||pd7T*> + </ |HY_HZ|pd7T*> =
R xR x R4 R xR x R4
1/p 1/p
= </ ||Hx—Hy||pd7T> + (/ ||Hy—HZpd7T/> =
R x R4 Rd x R4

1/p 1/p
:(/ ||x—y||pdw<m,y>) +</ ||y—z||ﬁdw'<y,z>) — A, v) + d(, )
R4 xR Rd xRd
O

13



En el caso en que B es la recta real, podemos calcular d;, de forma sencilla.

Proposicién 2. Si B es la recta real y p,v € T'p(R) vienen dadas por las funciones de distri-
bucién F,G, entonces considerando ||z|| = |z| y denotando por F~! y G=1 las correspondientes

funciones cuantiles:
1 1/p
- ([ 10 -6 wra)
0

Demostracion. La demostracién que damos para este resultado es una adaptacion de la que
aparece en [8, Teor. 8.1] para una situacién mds general. En primer lugar, se hace la demos-
tracion en el caso en que las probabilidades determinadas por F y G estan concentradas en un
conjunto finito X = {xg, z1, ..., 2, }. El conjunto de probabilidades 7 en X x X tales que las pro-
babilidades marginales sean p, v serd por tanto finito, y sabemos entonces que habra un niimero
finito de v.a. U,V tales que la distribucién de U — V sea distinta. Por tanto, sabemos que exis-
ten Uy, Vp tales que E(|Uy—Vp|P) sea minima. Denotamos entonces p(z,y) = P(Uy = 2,V = y) .

Podemos asumir la siguiente propiedad: para todo x; > x;, y; > y;, siendo x4, x;,y;,y; € X se
tiene que
minfp(z;,y;), p(x;,yi)] =0 (2)

Si no fuera asi, existirfa algin x; > x;,y; > y; tales que:
p= min[p(xivyj)ap(xj7yi)] >0

Definimos entonces Uy, V nuevas variables aleatorias con distribucién conjunta p que viene
dada por:

(i, yi) = p(xi, yi) +p
p(zj,y5) = plzj,y;) +p
p(xi,y;) = p(ziy;) —p
p(xj,yi) = p(j,yi) —p

ﬁ('ray) :p(l'7y) six 7é Zi,Tj OY 7é Yiy Yj

Se tiene por tanto que

S b y) = S playy) = ula) sic# i,

yeX yeX
Z p(xi,y) = ( Z p(zi,y)) + (p(zi, y:) +p) + (p(i,y5) —p) = Z p(xi,y) = p(i)
yeX Y#YirY; yeX
> bziy)=( Y plxsy) + (plag,v) —p) + ((5,5;) +p) = Y plaj,y) = p(z))
yeX Y7#Yir Y yeX

Ls distribucién marginal de Uy es p, Z(Uy) = i, y de forma andloga se ve que la distribucién
marginal de Vj es v, Z(Vp) = v.
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De las relaciones:
Tj—Yi ST —Y; ST — Y5, T Y ST — Y ST — Yy
(@i —yi) + (xj —y;) = (wi —y;) + (x5 — ¥i)
se deduce que existen Aj, Ag € [0, 1] tales que A\; + Ay = 1 y ademés:
zi—yi = (L= A)(zj —w) + M@ —yy) oz —yy = (1= X)(@; —wi) + Aalzi —y5)

La funcién f(x) = |z|P, siendo p > 1, es una funcién convexa. De las igualdades anteriores se
deduce que:

lzi = il” < (1= A)lzj — wil® + Ma|zs — yyP lzi = il” < (1= X2)|zj — wil” + Aa|ws — yyP
Sumando ambas desigualdades:
lzi — yal” + |25 — y; " < |lwi —yy|” + |25 — wal?
De aqui se deduce que:
E|Uo = VolP = E|Uo = Vol? = p (i — al” + |2 — y; [P — &s — yI” — |2 — 5:l") <0

= E|Us — Vol < E|Uy — Vol?

Por tanto, si la propiedad (2) que habfamos enunciado al principio no se cumple para Uy, Vo,
se sustituyen por [70,‘70. Si estas nuevas variables tampoco cumplen (2), podemos repetir el
proceso y en un numero finito de pasos obtendremos unas nuevas variables U*, V* que verifican
(2). Ademds, el minimo de las E|U — V[P cuando U,V varfan entre las variables aleatorias
construidas en cada paso se da para U*, V*.

Veamos que la relacién (2) determina completamente la distribucién conjunta de (U, V). Su-
pongamos que .Z(U) = p tiene soporte en zi, ..., Zm, con z; < zi41 y p(zi) > 0Vi=1,...,m,
y Z(V) = v tiene soporte en yi,...,Yp, con y; < Y41 y v(y;) > 0Vi =1,...,p. La distribucién
conjunta de (U, V) viene dada por la matriz:

P(Zh yl) P(Zh yz) T p(Zh yp)
p(z2,91)  p(z2,92) - plz2, yp)
PZm, Y1) P(Zmsy2) o P(ZmsYp)

Por la relacién (2) la matriz necesariamente es de la forma:

Z)(/?;]‘7 yl) .. p(z17 yjl ) 0 ... “ e . e ... 0
0 coop(zeyy) o p(22,y5,) O 0
0 ... .« .. .« .. ... O p(zm’ yj/'n’) ... I)(Z/rrl‘7 y‘]m)

conl <71 <jp<j3<...<Jm=p.
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» p(z1,y1) > 0. Si no fuera asi, p(z1,41) = 0, como u(z1) = >.5_, p(z1,4:;) > 0, existe
J €42,...,p} tal que p(z1,y;) > 0. Entonces:

min(p(z1,;),p(zk, 1)) =0 Vk=2,...,m=
= plze,y) =0 VE=1,2,...,m
Por tanto v(y1) = >, p(zk, y1) = 0, absurdo.

» Sip(z1,y;) > 0 con j > 2, entonces p(z1,yx) > 0 Yk = 2,...,5 — 1. Si no fuera asf,
razonando igual que antes se tendria que v(y;) = > 1w p(zi, yx) = 0, absurdo.

= Una vez que tenemos que la primera fila de la matriz es necesariamente de la forma

[P(Zhyl)'“]?(zl,yjl)o 0]

de la relacién min(p(z1,y;, ), p(zk, w1)) =0 Vi=1,..,j51 — 1,k = 2,...,m se deduce que
p(z,y) =0 Vi=1,...51—1Lk=2..m

= Para el resto de filas, hacemos un razonamiento andlogo al que hemos hecho para la
primera fila, y obtenemos el resultado.

Si sabemos que la matriz tiene esa forma, existe una tnica matriz que ademas cumple las
condiciones

v(ye) = > plziye) Vh=1,2,..p
=1
P

pzk) = p(zr,yi) Yh=1,2,...,m
=1

Por tanto, la propiedad (2) determina completamente la distribucién conjunta. Si vemos que la
transformacion cuantil verifica dicha propiedad, habremos probado el resultado para este caso
particular. Tenemos:

((0,1), Beo,1y, A) R ((0,1), Beo,1y, A) £R

F~! G~! son variables aleatorias con funciones de distribucién F y G respectivamente. Si
denotamos por 7 a la distribucién conjunta de (F~1, G™1) se tiene que:

m(2i,y) = P(F ' =2;,G ' =y;) = A\{w € (0,1) : F Y (w) = 2;, G w) = y;
m(zj,y:) = P(F ' =2;,G ' =y) = A{w € (0,1): F ' (w) = 2;,,G ' (w) =y
Supongamos que 7(z;,y;) > 0. Entonces se tiene que la medida del conjunto
{we (0,1): F ' (w)=2;,G ' (w) =y} =
={we(0,1): Flw) =z} n{we (0,1): G (w) =y;}
es positiva. Necesariamente es interseccién de dos conjuntos de medida no nula, que al ser una

probabilidad discreta sabemos que son intervalos de la forma (a;, b;]. Luego como la interseccién
tiene medida positiva:

{we(0,1): F 1 (w)=2;,G ' (w) =y;} =(a,b] 0<a<b<1

)

Veamos que entonces necesariamente m(z;,y;) = 0
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» w € (a,b
= FH(w)=2;,G ' (w) =y
swg{we (0,1): Fl(w) =2;,G (w) =y}

=w>b
= FYw)>F (b)) =2 >
swg{we(0,1): Flw) =

n w<a
=G w) <G =y <y
swé{we(0,1): Fl(w) =12;,G ' (w) =y}

= m(xj,y;) = \{w € (0,1) : F}(w) = 2j, G} (w) = y;}) = 0. Si suponemos que 7 (x;,y;) > 0,
un razonamiento andlogo nos lleva a que 7(z;,y;) = 0. La transformacién cuantil cumple por
tanto la propiedad (2).

Veamos que ocurre en el caso general en que p,v € I',(R), con funciones de distribucién F
y G respectivamente. En este caso, sabemos que existen variables aleatorias U,V que verifican:

& (p,v) = f{E|X = Y[P: L(X) = p, Z(Y) = v} = E[U = VP

Para cada n € N definimos las funciones ¢, : R™ — RT por:

n2"
k-1
On(@) =Y Ty /20 1720 (@) + 0l o)
k=1
vy ¥, : R — R por:
—¢pp(—x) si xz<O0
Yn(z) =
On(T) si x>0
Considerando entonces las variables U, = ¥, (U) vy V5, = ¥, (V), tenemos dos sucesiones de

variables aleatorias simples que verifican que:
Up —es. Uy ‘Un| T |U|CS

Vi =cs. V y ‘Vn| T |V| C.S.

Por tanto, para cada n € N se tiene que:
U = Val? <20 (|Un [P + |Va|?) < 2P (U + [VP)
y ademas |U,, — V,,|P —.s. |U — V|P. Por el teorema de la convergencia dominada:

ElU = V[P = lim E|U, = V,[?

Sean entonces para cada n € N, u,, = Z(U,) y v, = Z£(V,,), que son probabilidades discretas,
y sean F,,, G, respectivamente sus funciones de distribucién. Como U,, =, Uy V,, =cs V,
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entonces sabemos que p,, —q p y Vn —q v, y por el teorema de Skorohod [6] podemos afirmar
que:
I e Gt —es G

luego |F; 1 — G1P =5 |[F~1 — GYP, y entonces por el lema de Fatou:

1 1
/|F—1(t)—G—1(t)|Pdtgh’minf/ |F () — G ()Pt
0 0

n—oo

Ademaés, por lo que hemos probado en el caso discreto sabemos que:
JIE 0 = G 0 de = dy(a.n) < B, = Vil
Juntando todo lo que hemos visto tenemos la siguiente cadena de desigualdades:

/|F—1(t) — Gl ()Pt < h’minf/|Fn_1(t) — G ()Pt <
R R

n—oo
< liminf E|U, — V,|P = E|U - VP = db(u,v)
n—oo

La otra desigualdad es consecuencia de que F~1 G~ son variables aleatorias con
X(F_l) = Myg(G_l) = v, y por tanto:

dp(p,v) = mf{E|X -Y[P: Z(X) =p, L(Y)=v} <

< ElFl-Glp = /|F‘1(t) _ GNPt
R

O
Corolario 1. Si B es la recta real, ademds p=1 y pu,v probabilidades en R que vienen dadas
por las funciones de distribucion F,G, entonces considerando ||z| = |z|,
1 o)
d(ur) = [ 1F70) =G olde= [ |F(@) - Glalds
0 —0o0

Demostracion. La primera igualdad es consecuencia directa de la proposicién anterior. Para ver
la segunda igualdad, basta ver ambas integrales representan el drea entre los grafos de F y G.

F(t)

G(t)

'S
8
o
+
R 2
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» Tomando secciones verticales del conjunto de R? delimitado por las graficas de F y G,
para cada x € R la seccién es un intervalo de longitud |F(z) — G(z)], luego el drea es:

/jo |F(x) — G(x)|dx

» Tomando secciones horizontales, para cada t € (0, 1) se tiene que la medida de la seccién
horizontal es |[F~1(t) — G~1(t)|, excepto en un conjunto numerable y por tanto de medida
nula, correspondientes a las discontinuidades de F~, G~!. Por tanto, el 4rea es:

/ NP — ot
0

Proposicién 3. Sean piy, 1 € I'y. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

n— oo

a) dp(pin, ) == 0
b) i~ p débilmente y [||x]|Pdpn(x) == [||Pdu(x)

¢) pn =25 1 débilmente y ||z||P es uniformemente pu,-integrable
Demostracion. Veamos las equivalencias:

ma=0b
Supongamos que U, son v.a. con .Z(U,) = p, y U es una v.a. con .Z(U) = u, tales que

dy(pn, ) = E(|Un = U|P)!/?

La generalizacién del lema del pegado a un numero infinito numerable de factores nos
permite asegurar la existencia de dichas variables aleatorias. Con la notacién de dicho
lema, basta tomar como factores (R%, 3%, p,,) para todo n = 0,1,2,..., siendo po = p, y
probabilidades Py, que sean emparejamientos éptimos de p y p,. Sabemos entonces que
existe una probabilidad P en HZOZO R? tal que sus probabilidades marginales sobre los
factores 0 y n son Py, para todo n > 1. Tomando entonces como variable U la proyeccién
sobre el factor 0 y como variable U, la proyeccién sobre el factor n, para cadan > 1,y se
cumple lo que queriamos.

Por la segunda desigualdad triangular de la norma ||-||,:
lle1Pdun(@) > = [ alPau@)) s = |EQIRY P - E(U?) ) <

< E(|Un = UP)? = dy(j1n, 1) == 0

y por tanto, por la continuidad de la funcién f(z) = aP se tiene que:

JlelPduata) = 1 (flalPana) ) 222 1 (([latraua)) = [lairaua)

Veamos ahora que la sucesién {U, }52 ; es ajustada. Sea € > 0
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e Hemos visto que

E(UAIP) = [llelPdin(e) =% [JalPdu(z) = E(UI)
Por tanto, existe ng € N tal que
E(IUIP) <2 E(UI) < 0 ¥ > m

e Por la desigualdad de Markov,

p . p
< EAUIP) _ 2- E(UIP) aveo

- aP P

P([[Un]l > a) 0

e Por tanto, dado € > 0, existe R > 0 tal que
P(|U,|| > R) <€ Vn>ng
y por tanto la sucesion es ajustada.

Sea f una funcién Lipschiziana, |f(z) — f(y)| < K|z — y||. Se verifica que:
|/f(1?)dun(l’) - /f(l’)dﬂ(xﬂ = E(f(Un)) = E(f(U))| < E|f(Un) — f(U)| <

<K-E|U,-U|<K-(E|U,—U|P)"/» 2220

donde la tltima desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Jensen aplicada a la

funcién f(x) = aP. Si vemos que las funciones Lipschizianas son una clase separante,
. .oy ’ n—oo P .7

entonces por la proposicién [19] se tendrd que p,, —— g débilmente. Dada la funcién

1 st t<0
o(t) = 1—t si 0<t<1
0 st t>1

sabemos que el conjunto de funciones definidas por f(z) = ¢(Ld(z,C)), donde C es un
cerrado de R? y € > 0, forman una clase separante. Estas funciones son Lipschizianas, ya
que Vz,y € R? se puede probar que se cumple la desigualdad

£@) ~ f@)l < <~y

Por tanto las funciones Lipschizianas también forman una clase separante.

Para la siguiente equivalencia vamos a utilizar las equivalencias de la proposiciéon de
caracterizacién de la convergencia en los espacios L,(f2) [20] que aparece en el
apéndice 7.2.
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= b
En esta situacién, sabemos por el teorema de Skorohod [6] que existe un espacio proba-
bilistico (2, o, P) y variables aleatorias U y U, para cada n € N tales que

L(U,) = pn, L(U) = p y ademés U,, =25 U

La equivalencia se deduce entonces de las equivalencias 2) y 3) de la proposicién [20] y de
que:
- La convergencia c.s. implica la covergencia en probabilidad.

- La integrabilidad uniforme de la funcién ||z||P respecto de las probabilidades
es equivalente a la integrabilidad uniforme de la sucesién de variables aleatorias

{IURIP}oZs
- E|U|IP = [|zllPdpn(z) y E|U|P = [|2|Pdu(z)
= b=>aq

Recurriendo a la misma representacién que antes de las v.a. U y U,, estas variables
C.S. ’
cumplen que U,, —= U y ademas:

B0 = / P dyan () 225 / le|Pdpu(z) = E|U|?

Por la equivalencia entre las afirmaciones 1) y 2) de la proposicién [20], sabemos que:

U, 2 g~ (||, — UP)P 220

Por tanto:
(s 1) = E{(E]X = Y[P)7 0 L(X) = o, L(V) = i} <
< (E|U, - U|IP)"? 2250
O

Nota 1. La implicacién a = b también se puede hacer de forma sencilla a partir de la caracte-
rizacién de la convergencia en L,(Q2). Basta ver que las v.a. U,,U que se construyeron en ese
apartado cumplen que:
1
(B0, = U = dypin, 1) *= 0
Lp(Q) . . :
y por tanto U, —= U, y aplicar las equivalencias.
Corolario 2. Sean {U,}52, variables aleatorias definidas en (2,0, P) que toman valores en

R?, independientes e igualmente distribuidas con distribucion p € I'y. Sea py, la distribucion
empirica de las variables Uy, Us, ..., U, . Entonces:

n— oo

dp(pins 1) —— 0
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1
Demostracion. Denotamos para cada w € ) por u¥ a la probabilidad que da peso -~ a cada

valor Uj (w), Uz(w), ..., Up(w). La funcién de distribucién de esta probabilidad es:

1 n
Fy (@1, @2, %a) = — > I (—oo.a) (Ui(w))
=1

Las variables Irja  (_ o 41 (Ui(w)) son independientes e igualmente distribuidas. Por tanto, si F
9 ;
es la funcién de distribucién asociada a u, por la ley fuerte de los grandes ntimeros:

d

(a2, 0) "5 B (T ey @) = o [ [L(-00,25] | = Plan, 22, 00)
j=1

para casi todo w € Q. Sea (), el conjunto de probabilidad 1 en el que se cumple dicha

convergencia, que depende del valor de © = (z1,...,24) escogido. En particular, para cada

q=(q1,.-.,q4) € Q% existe un conjunto €, de probabilidad 1 tal que F¥(q) nzeo, F(q) para

cada w € Q4. Tomando ' = ﬂqu” 4, tenemos un conjunto de probabilidad 1 en el cual:
Fy(q) “== F¥(q) VqeQ!

Por tanto, para cada w € ' se tendra que:

Fo(x) 2= F¥(z) Vo e CO(F)

n

siendo C(F) el conjunto de puntos de continuidad de la funcién F, y por tanto p* —4 u para
todo w € €. Por otra parte, de nuevo por la ley fuerte de los grandes nidmeros:

_ N@IP + U ()P + - + [[Un(@)]”

JERTZE "% B|UP = [ olPdu(o)

para todo w en un conjunto Q" de probabilidad 1 en €, ya que las variables {||U,||P}5%; también
son independientes e igualmente distribuidas. Por tanto, si w esta en el conjunto de probabilidad
1 definido por ' N Q”, se cumple que;

N
i sany [llelPdis(e) = [ ol du(o)
Y por la equivalencia b = a de la proposicién anterior, podemos concluir que dp(pe, 1) — 0
para todo w € ' N Q. es decir, casi seguro. O

Definicién 5. En el caso en que tenemos dos variables aleatorias U, V que toman valores en
R?, definimos dp(U, V) como la distancia entre las leyes de Uy V, suponiendo que ambas estdn
enT',.

Proposicion 4. Se cumplen las siguientes propiedades:
1. Sia € R, entonces dy(aU,aV) = |ald,(U, V)
2. d,(LU,LV) < ||L||d,(U, V) para cualquier aplicacién lineal L : R — R?
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Demostracion. Veamos en primer lugar (1):
Sea Z(U) = u,Z(V) = v, y sea m una probabilidad en R? x R? tal que si IIx, Iy son las
funciones coordenadas en R¢ x R?, se cumple que:

-1 _ -1 _
molly =pu, molly,” =v

Se tiene entonces que si a # 0:

Por tanto:
dy(aU,aV) =

1/p
= inf (/ laIlx — aHY|pd7T> . prob. en R? x RY, 7o H;(l =, To H;,l =v,=
R4 xR

1/p
= inf{|a </Rd Rd”HX —Hy”pdﬂ') 7 prob. en RY x RY 7mollyt = p, molly! = 1/} =
X

= |a"dp(U’ V)
Si a =0 la igualdad es obvia. Veamos (2):

Al igual que antes, sea Z(U) = u,Z(V) = v, y sea 7 una probabilidad en R? x R? tal
que si IIx, IIy son las funciones coordenadas en R? x R?, se cumple que:

-1 _ -1 _
molly =pu, molly,” =v

Se tiene entonces que:

Por tanto:
dp(LU,LV) <

1/p
<1'nf{</ ||LHX—LHY||pd7T> ;7 prob. en R x R 7w ol = p, moTl! :1/}
R4 x R4

1/p
= {nf { (/ IL(MIx — Hy)”pdﬂ') : 7 prob. en R x R moTl! = p, mo Tl = 1/} <
Rd xR

1/p
< inf{||L|| (/Rd Rd”HX —HY||pd7r> . prob. en R% x R? on;(l = u, on;,l = 1/}
(R

= [ILlld,(U, V)
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En el siguiente resultado, utilizamos la notacién ||-|ge v ||||ger para referirnos a la norma

’ 4 . , . s
euclidea usual en en R? y R% respectivamente, y poder asi especificar en cada caso en qué
espacio estamos trabajando.

Proposicién 5. Sean d,d’ € N, y sea 1 < p,p’ < 0.
Supongamos que {U,}22, es una sucesion de v.a. con £ (U,) € T,(R?), y U es otra v.a. que
cumple lo mismo y tal que

dyp(U,, U) 22250

Supongamos que ® : R — R es una funcion continua tal que existe una constante K que
cumple

|2@)lf < K0+ [lzlf) Ve R
Entonces dy (®(U,), ®(U)) =20
Demostracion. Denotemos p, = L (Uy,),up =L U), v, =L (®U,)) y v =2Z(2U))

o d :
Por la proposicién 3 sabemos que como d,(U,, U) “—=2 0, entonces fi, — fi 'y ||| es uni-

formemente p,-integrable.

. 1 d _ ’
Como ® es continua, sabemos que v, = j, o ™1 = o ® ! = v. Veamos que ][} es
uniformemente v,-integrable. Sabemos que:

i (sup [ |x||pddun<x>>o
a—+00 (neN {zllga>a}

Por tanto:

1fm sup/ ||:c|p,,dun(ac)> = lim (sup/ ||<I)($)||p/,dun(x)> = [X]
a0 <neN all g >a} =00 \ neN J{jj@ (@), s >a} R

a?’ —1 a—oo

Si||@(2)llge > a= K1+ [[2llga) = |2(@)lge > a” = |lzllg. > = ——> 00

’

al —1
= [|2|lre > (——

1/p
K )

Entonces:

[X] < lim (sup/ o
@00 \ neN J{||z||pa>(2Lt)1/7}

— i (su [ K1+ 2ll5)dpn(@) | <
b=o0 \ neN J{|lz|la >0}

< 2K - lim sup/ |2 || padpn(z) | =0
b=00 \neN J{||zllza>b}

Aplicando la proposicién 3 de nuevo, podemos concluir que:

K(1+ lelﬁd)dun(z)> =

dy (2(U,), ®(U)) =250
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En general, d, (®(U,),®(U)) no se puede acotar por ninguna funcién de d,(U,,U). Si
tomamos d = d' = 1,p = 2,p' = 1, y ®(x) = 2%, entonces tomando las variables U, = u,, y
Vi = vy, siendo {uy, }22 4, {v, }52; sucesiones de nimeros reales con:

2 n—00 n—00

(Un = vn)* =0y Jup —vp| = 00

entonces se tiene que:
(X, Vo) =200y di(R(X), D(Ya)) = 00

Para conseguir una sucesion {u,}52 ¢, {vn}52,; que cumpla la condicién pedida, basta tomar
Tn =02y, =n?—1/n
1 2 1 o
R PR e LR
n
1 n— oo

1
|ufl—vfb|:|n4—(n4+2n+ﬁ)|=2n+ﬁ—>oo

Proposicién 6. Sean {U;}7", variables aleatorias independientes, lo mismo para {V;}7L,, y

supongamos que las leyes de todas las variables aleatorias estdn en I',. Entonces:

dpy (> UL V) Z (U;,V;)

Demostracion. Asumimos sin pérdida de generalidad que las parejas {(Uj, V;)}72; son inde-
pendientes y ademas:
dp(U;, Vj) = E(|U; = V5 |I")/7

Esto se puede hacer ya que:

= En primer lugar, al introducir el concepto de emparejamiento, vimos que dadas dos varia-
bles aleatorias U, V definidas en Q y Q' respectivamente, se pueden tomar (U, V) definida
en Q x Q' tal que U, V sean independientes. Estamos repitiendo este proceso para las
variables Wy = (U1, V1), Wa = (U2, Va), ..., Wy, = (U, Vi)

= En la demostracién de la proposicién 1 vimos que se pueden tomar Uj, V; tales que
1
dyp(Uy, V5) = E(|U; = V;[|P)!/7

Consideramos entonces la distribucién generada en R? x R? por:

m

(iUJ”zm:Vj): UJ?V

j=1  j=1 j=1

Cumple que las distribuciones marginales sobre R? son las generadas por ZT:l Uy ZT:l Vi,
siendo {U;}7L, y {V;}}J, variables independientes, ya que al ser {(Uj;, V;)}72, independientes,
también lo son las variables obtenidas al componer con las proyecciones.
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Hemos obtenido por tanto una distribucién concreta en R% x R? que cumple que las distri-
buciones marginales son Z;n:l Uy E;nzl V;. Por tanto, por la desigualdad de Minkowski:

1/p
O U VY <E[ID U =Y viIP| =
j=1 J=1 Jj=1 j=1
m 1/17 m m
=E(IN W -vilr | <3 ENU; - VIPNY =3 dy (U5, V)
j=1 j=1 j=1

2.5. 2-distancia de Wasserstein
Los resultados que expondremos a partir de ahora se centran en el caso mas importante, que

es cuando p=2. Las proposiciones 7, 8 y 9 aparecen en [14], en los lemas 8.7, 8.8 y 8.9.

El siguiente resultado es una mejora de la proposicién anterior en la que aprovechamos el
hecho de que la norma |[|-||2 en R? sea la norma asociada al producto escalar habitual <, >. De
hecho, las proposiciones 7 y 8 se pueden generalizar al caso en que B es un espacio de Hilbert
cualquiera (asf es como se enuncian en [14]).

Proposicién 7. Sean {U;}7., variables aleatorias independientes que toman valores en R, lo
mismo para {V]}g’“:l, y supongamos que las leyes de todas las variables aleatorias estdn en I's.
Supongamos ademds que E(U;) = E(V}) para todo j =1,...,m. Entonces:
m m m
(Y U, Y Vi) <D d3(U;, V)
, . =

j=1 j=1

Demostracion. Hacemos la misma construccién que hicimos en la proposiciéon anterior. Se tiene
que:

" Sik=

e E(<Uj = V;, Uy = Vi >) = E(|U; = V|?) = da(U;, V;)?
" Sik#j

E<U; =Vj,Uy, = Vi >) =
=E<U;,U;>—<U;,Vie > —<V;,Up >+ < V;,V >) =
=E(<U;,U,>)—E(<U;,Viy>)—E(< VU, >)+ E(<V;,V}, >) =
=< E(U,),E(Ux) > — < E(Uj), E(Vy) > = < E(V;), E(Uy) >+ < E(V;),E(V) >=
=< E(U;),E(Uy) > — < E(U;),E(Uy) > — < E(U;),E(Uy) >+ < E(U;),E(V) >=0
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Por tanto:

G UL Vi | <E(ID_U - Vil*) =
J=1 J=1 Jj=1 j=1
=E[<> U -V),d (U =Wa)>| = > E(<U=V;,Ug—Vi>) =
j=1 k=1 k=1,5=1
m m
=) BE(<U; =V;,U; = V; >) =Y d3(U;, V)
j=1 j=1

O

Proposicién 8. Sean U, V variables aleatorias que toman valores en R? vy tales que U,V € T'y.
FEntonces:

d3(U,V) = d3(U - E(U),V — E(V)) + ||[EU) - E(V)|]?
Demostracion. Sea a = E(U),b = E(V). Sabemos que podemos escoger las v.a. U,V tales que:
B(|U - V|?) =d3(U,V)
Se tiene entonces que:
E(|(U=a) = (V=b)I*) = E(I(U-V) = (a=b)|*) =

= B(|U=V|[*+]la=b|*~2 < U=V,a=b >) = B([U=V|*)+ E(lla=b|*)~2B(< U=V,a=b >) =
= BT =V)I*) = ll(a = b

ya que como a — b es constante, U — V' y a — b son independientes y por tanto:
E(<U~-V,a—b>)=<E(U —V),E(a—b) >=<a—b,a—b>=|a—b|?
Tenemos por tanto la desigualdad:
d3(U —a,V =b) < B(|(U —a) = (V= )|*) = d3(U, V) — |la — b]”

= d3(U,V) > d3(U - E(U),V —E(V)) +||la—b|?

Para ver la otra desigualdad, sean U, V tales que
E(|(U = a) = (V= b)) = d3(U — a,V —b)
Se tiene entonces que:
d3(U,V) < B(|U-V|*) = E(|(U=a)=(V=b)|*) +lla=d]|* = d3(U~E(U),V - E(V))+la—b|*

y tenemos por tanto la igualdad. O
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Proposicién 9. Denotemos a la 2- distancia de Wasserstein en R* por da i, para cada k > 1.
Sean Uy, Us, ...,U, wvariables aleatorias independientes e igualmente distribuidas en Lao(R), y
sea U = (Uy,Us,...,U,)T. Lo mismo para Vy,Va, ...V, y V = (V1,Vs,...,V,,)T. Supongamos
ademds que E(U;) = E(V;). Sea ahora A una matriz m x n de escalares. AU, AV son vectores
aleatorios en R™. Entonces:

d3 .. (AU, AV) < tr(AAT)d3 | (U, Vi)

Demostracion. Como hemos hecho habitualmente en las demostraciones anteriores, supongamos
que las parejas (U;, V;) son independientes y que

E(|U; — Vi|H)Y? = do 1 (Ui, V3)

Teniendo en cuenta que tr(C'D) = tr(DC) siempre que ambos productos tengan sentido, llega-
mos a:

d3 ., (AU, AV)? < E(|AU — AV |?) = E(|A[U - V)|*) =
= E(tr(A(U-V)(U-V)TAT)) = E(tr(U-V)({U-V)T AT A)) = tr(BE(U-V)(U-V)T AT A)) =
= te(BE((U - V)(U - V)")ATA) = [¥]

Se tiene ademas que:

B(U-V)U-V)")=

E(U; —W1)?) E((Ui —WVi)(Us = Va)) -+ E(Uy =V1)(Up —Va))
| E@-we-w)  E@-vp e B@- WO -V |
E(Un — V)T ~V2)) E((Un —Vi)(Us—Va)) - E((Un - Va)?)
431 (U, 1) 0 0

0 2, (Us, Vo) - 0 ,
. . . . = d271(U1aV1)In><n

0 0 e dil(Un, Vi)
ya que vimos en la demostracién de la proposicién [7] que bajo estas condiciones,

E(Ui = Vi*) = d3,(Us, Vi)?  si i=
E(U; =Vi)(U; = Vj)) =
0 st iF£ ]

y ademds Uy, Us, ..., Uy, estdn igualmente distribuidas y lo mismo V1, Va, ..., V4, luego do 1 (U;, V;) =
d21(U;,V;). Por tanto:

(K] = tr(d5 , (Ur, Vi) Inxn AT A) = d3 1 (U1, V1)tr(AT A)
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La siguiente proposicion es el producto final de muchos resultados parciales. La version
que incluimos de la proposicién aparece en [17, Teor. 2.12], y nos permite caracterizar los
emparejamientos éptimos y las aplicaciones de transporte 6ptimo para el coste dado por la
2-distancia de Wasserstein, a los que nos referiremos a partir de ahora simplemente como
emparejamientos éptimos y aplicaciones de transporte éptimo. En este resultado juega un papel
importante el andlisis convexo, y necesitamos introducir en primer lugar algunas definiciones
relacionadas con esta teoria. La primera generaliza el concepto de diferencial de una funcién en
un punto, cuando estamos trabajando con funciones convexas.

Definicién 6. Dada una funcién convera ¢ : R — R, se define su subdiferencial en el punto
T como
dp(x) = {y €R?: p(2) > p(a)+ <y,z — 2 >Vz e RY}

Si es diferenciable en el punto x, entonces Op(x) estd formado por un dnico punto que coincide
con V(x).

A partir de la definicién, podemos definir una aplicacién d¢ que envia a cada z € R? en el
conjunto d¢(x). A partir de ahora identificaremos a la aplicacién d¢ con el conjunto dado por
su grafo, que denotaremos Gr(dp) C RY x R%. Introducimos otro concepto que aparecers en la
proposicién:

Definicién 7. Dada una funcidn semicontinua inferior @, se define su funcion conjugada por:
* d
¢*(y) = sup{z -y — p(z) : x € R}
Estamos ya en condiciones de ver el resultado:

Proposicién 10. Sean p,v € I'y y sea w la distribucion conjunta de un par de variables
aleatorias (U, V) que toman valores en R? y tales que L(U) = p, L (V) = v.

(a) La distribucion de w es un emparejamiento dptimo de p y v si y sélo si existe una funcidn
convexa semicontinua inferior ¢ tal que V € 0p(U) c.s.

(b) Si asumimos que p es una probabilidad que desaparece en conjuntos de dimension d — 1,
entonces existe un unico emparejamiento optimo de p y v, que viene caracterizado por
una aplicacién de transporte éptimo T. Esto es, m = po (Id,T)™' (o V. =T(U) c.s. para
alguna v.a. U con L(U) = p) y ademds:

(1, v) = / e — T() |2 a(dr) =

= inf{/Hx — S(2)|*dp(x) : S cumple v = po S~}

Dicha aplicacion se caracteriza por T =N p— c.s., la inica p — c.s. funcion que lleva p en v
y que es el gradiente de una funcion semicontinua inferior . Ademds, si v tampoco da masa a
conjuntos de dimension d — 1, entonces para u — c.s. T, v — c.S. y, se tiene que:

Ve*oVp(r) =2  VeoVp'(y) =y

y ©* es la unica funcion v — c.s. de transporte dptimo que lleva v en u y que es el gradiente de
una funcidn convexa y semicontinua inferior.

29



La demostracion de la proposicion utiliza argumentos mateméticos que se salen del nivel de
este trabajo. En [10] aparecen varias formas de probar el resultado. Mientras que las primeras
se basan en teorema de dualidad de Kantorovich, la ultima demostracién que se hace utiliza
un enfoque geométrico del que es interesante comentar algin aspecto. Lo que se intenta en este
caso es generalizar la idea de que las funciones de transporte éptimo en R son exactamente las
funciones crecientes, a partir del siguiente concepto:

Definicién 8. Un subconjunto A C R? x R? es ciclicamente mondtono si cumple que para todo
m > 1 y para todos (x1,y1), -, (Tm, Ym) € A,

m m
Sl = will* <D e — gl
i=1 =1

fando la notacion yo = ym, .
La demostracién se basa entonces en probar que los dos siguientes resultados:

1. Si m es un emparejamiento 6ptimo de p y v para el coste dado por la 2-distancia de
Wasserstein, entonces el soporte de 7 es ciclicamente mondétono.

2. Un conjunto A C R% x R? es ciclicamente monétono si y sélo si estd incluido en el subdife-
rencial de una funcién convexa semicontinua inferior. De hecho, los conjuntos maximales
(para la relacién de inclusién) ciclicamente mondétonos son exactamente los subdiferencia-
les de funciones convexas semicontinuas inferiores.

De este razonamiento se pueden sacar ademas algunos hechos interesantes, que nos permiten
ver que existen aplicaciones que bajo ciertas condiciones siempre son transportes 6ptimos. Los
siguientes resultados aparecen en [1, cap. 2J:

= Entendiendo que una funcién 7 : R? — R? es ciclicamente monétona si lo es su grafo,
tenemos que si U € I'y(R%) y T es ciclicamente moné6tona, entonces (U, T(U)) es un
emparejamiento de Z(U) y .Z(T(U)) para el que existe una funcién convexa semicontinua
inferior ¢ que verifica T'(U) € d¢(U). Por tanto, (U, T(U)) es un emparejamiento éptimo
de Z(U) y L(T(U)), sea cual sea la variable aleatoria U € T's.

= Se puede ver entonces que si 7 : R? — R? es medible e inyectiva, y % definida positiva,
entonces (U,T(U)) es un emparejamiento 6ptimo de .Z(U) y .Z(T(U)) para cualquier
variable aleatoria U € I'y(R%) que tenga funcién de densidad.

= Se puede probar ademads que si T' es una aplicacion lineal con matriz A definida positiva,
entonces T es una aplicacién de transporte éptimo entre £ (U) y .Z(T(U)) para cualquier
UerTs.

Los siguientes corolarios también son consecuencia de la proposicién [10]:

Corolario 3. Sim; = Z(U,V;),j = 1,2,...,k son emparejamientos dptimos de [ y v;, para
Jj=1,2,...,k, entonces dados unos pesos \;,j = 1,2, ..., k, tales que Zle A;j =1, la probabilidad
k
m=2U> NV
j=1

es un emparejamiento ptimo de p y .Z(Z?:l AiVi).
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Demostracion. Por (a), para cada j = 1,2, ..., k, existe una funcién semicontinua inferior ¢; tal
que V; € 0¢;(U) c.s.. Tomando la funcién

k
e=> X
j=1

tenemos una funcién semicontinua inferior y tal que Z?Zl AV € 0p(U) c.s., y de nuevo por
(a), esto es equivalente a que m = Z(U, Z?=1 A;V;) sea un emparejamiento 6ptimo de p y

L5 V). O

Corolario 4. La optimalidad de una aplicacion es una caracteristica que no depende de las
medidas transportadas. En otras palabras, si T es una aplicacion de transporte optimo que lleva
wenv,yu, vt €y son tales que v* = p* o T~' y el soporte de p* estd contenido en el de p,
entonces T es también una aplicacion de transporte optimo de pu* a v*, es decir:

dalyt ) = ( [l - T(x)IIQdu*(x))l/z

Demostracion. Sabemos que T sera la tinica p—c.s. funcién que lleva p en v y que es el gradiente
de una funcién semicontinua inferior ¢. Como T lleva p* en v* y es gradiente de una funcion
semicontinua inferior ¢, sera la funcién de transporte éptimo de p* en v*. O

Este hecho nos permite calcular distancias de Wasserstein entre algunas probabilidades
cuando sabemos que estan relacionadas por alguna funcién de transporte 6ptimo.

Se puede ver que en general la composicién de funciones de transporte 6ptimo no preserva
la optimalidad: Si 77 es una aplicacién de transporte éptimo que lleva p1 en s, y Th es una
aplicacién de transporte éptimo que lleva ps en p3, entonces no tiene por qué ocurrir que To o7}
sea una aplicacién de transporte 6ptimo que lleva py en pg. Sin embargo, tanto las combina-
ciones lineales positivas como los limites puntuales de funciones 6ptimas si que conservan la
optimalidad. Esta ultima propiedad es sencilla de a partir del concepto de funcién ciclicamente
monénona, viendo que las aplicaciones de transporte 6ptimo son ciclicamente mondtonas y el
limite puntual de funciones ciclicamente mondtonas es ciclicamente mondétono, y por tanto es
una aplicacién de transporte éptimo.

La siguiente proposicién afirma que la distancia de Wasserstein entre dos probabilidades no
depende de la base en la que estamos expresando dichas probabilidades.

Proposicién 11. Sean p,v € T's. Si A es una matriz unitaria, y T es la transformacion lineal
dada por T'(x) = Az, se cumple que:

do(p,v) = da(po T HvoT™)

Demostracion. Sean U,V variables aleatorias definidas en un espacio probabilistico comin y
tales que:
LW)=p LV)=v y da(pv)=(E|U-V|*)
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Por las propiedades de las matrices unitarias,
d3(n,v) = E|U — V|2 = BJAU — AV[]? > d3(uo T~ v o T~

Andlogamente, existen U*,V* son variables aleatorias definidas en un espacio probabilistico
comun tales que:

LU =poT™ LV =voT tydoy(poT LvoT 1Y) = (E|U* - V*|?)/?
entonces L(A'U*)=poT 1oT=py L(AV*)=voT ! oT =v. Por tanto:
BuoT voT) = BIU* — V*| = BJAT* — AV*|? > d¥(u,)
O

Antes de enunciar el siguiente resultado, recordemos que si U = (Uy, Us, ..., Ug) es un vector
aleatorio con valores en R?, entonces su media es un vector m = (mq,ma,...,mg) € R? y su
matriz de covarianzas es una matriz ¥ de tamano d X d, que viene dada por:

Var(Uy)  Cov(Uy,Us) -+ Cou(Uy,Uy)
Cov(Uy,Us)  Var(Us) -+ Cov(Us,Uy)
Y=Var(U) = . . ) .
Cov(Uy,Uy) Cov(Us,Uy) --- Var(Uy)

Es una matriz simétrica, con todos los elementos de la diagonal no negativos, y que ademds
serd semidefinida positiva ya que si a € R, entonces a’ U es una variable aleatoria real que
cumple que

Var(a™U) = a"Var(U)a = a”¥a > 0

Esto lo utilizaremos en la demostracion del siguiente teorema, que es un caso particular del
teorema 2.1 en [7].

Teorema 1. Sean p,v probabilidades en I's con medias m,, m,, y matrices de covarianza
X, 2. 81 X, suponemos que es reqular, entonces:

d3(1,v) > |[my — my |2 + (S, + 2, — 2(2;/22yzt/2)1/2) (3)

Ademds, la igualdad se da si y sdlo st la aplicacion T'(x) = (m, —m,) + Az transporta p en v,
siendo A la matriz semidefinida positiva dada por

_y—1/2 1/2 1/2\1/2v—1/2
A=x V3 (2l2s, w2y

Demostracion. Hemos visto que si p* y v* son las probabilidades que quedan al centrar vy v,
entonces:
d5(p,v) = |lmy, — my ||* + d3 (", v*)

Podemos suponer entonces sin pérdida de generalidad m, = m, = 0.

A es una matriz simétrica y semidefinida positiva. Sabemos entonces que existe una base
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ortonormal {ej}?_, formada por autovectores de la matriz A. Sean {A\z}{_, los autovalores
asociados a dichos autovectores. En primer lugar, se tiene que:

d
tr ((25/22@3/2)1/2) = tr(ZY2A81/2) = tr(AT,) = Y el (A%,)e; =
=1
d d d
Z > Aez e; = Z/\i(Zuei)T cep = Z )\i(eZTZMei) (4)
=1 =1 =1

Sean U, V dos vectores aleatorios en R? tales que:
LU)=pn 2LV)=v y dy(uv)=EU-V|?
Si denotamos U; = UTe;, V; = V7Te; parai=1,2,...,d tenemos que:
d d
dy(n,v) =E|U-V|*=E <Z|Uz - Vi2> = ZElUi —Vi?
i=1 i=1
Para cada i = 1,2, ...,d sean U, V; variables aleatorias reales tales que:

Ui=aU; Vi=aVi y d3(ZU;),LWVi))=E|U; - V;|?

Si denotamos o(U;), o(V;) a las desviaciones tipicas de las variables U;, V;, entonces tenemos las
siguientes desigualdades:

d2(p, v ZE|U V|2>Zd2 Z(Vi) =Y _E|U; - Vi|* > (5)

d d ,
Z )2 = Z ((eiTEu@i)l/z - (EZEVei)l/Q> =

ﬂ
<.
[
5

Z ( (eI, e) + (el Sye;) — 2(e?§]uei)1/2(eg§lyei)l/2)

Se tiene ademas que AX, A =3, por tanto:
el'Y, e = e?AE#Aei = (Ae))TS,(Aey) = )\?(e?Euei)
Hemos probado entonces que:

d

d d
da(p, v Z el'S,e) Z(eiTEyei) — 22)\1(6?2%81) =

=1 i=1
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= tr(3, + tr(5,) — 2tr ((2}/22@%)1/2)

donde la dltima igualdad es consecuencia de la igualdad (4).

Veamos la segunda parte de la proposicién. Para ello, notemos que la primera desigualdad
en (5) es una igualdad si y sélo si

&L ), L) = E|U; = V;i|* Vie{1,2,..,d}

Es decir, si y sélo si podemos asumir que Uy=cs. Uiy Vi =c.s. Vi- La segunda desigualdad es
una igualdad si y sélo si U;, V; estan relacionadas linealmente: V; = o;U; para alguna constante
a; > 0. En ese caso,

Var(Y;) = Var(o,;U;) = a?Var(U;) = a2(el'S,e;)
Var(Y;) = el'S,e; = el A, Ae; = (Ae;)TS, (Ae;) = N2 (el' S ,e:)
Luego necesariamente a; = \; y por tanto si se dan las dos igualdades,
VT e, =Vi= U= NUT e, =UTA4e; Yi=1,2,...d

y se tiene por tanto que VT = UTA = V = AU, es decir, la aplicacién lineal de matriz A lleva
la probabilidad p en v.

Reciprocamente, si la aplicacién lineal de matriz A lleva la probabilidad p en v, si Z(U) = u
se tiene que tomando V = AU, entonces .Z (V) = v y se tiene que para cada i = 1, ..., n:

Vi =V%e, = (AU) e; = UT (Ae;) = \iU e; = \U;

Luego V;, U; estén relacionadas linealmente y la segunda desigualdad es por tanto una igualdad.
El hecho de que la primera desigualdad sea una igualdad es consecuencia de que los vectores
U, V=AU tienen la misma estructura de dependencia. Incidiremos sobre esto en la nota posterior
a la demostracion. O

Nota 2. De la demostracién del teorema anterior se pueden deducir los siguientes hechos: Si
U,V son dos vectores aleatorios en R? con distribucién p, v centradas y {ex}¢_, es una base
ortonormal de R? y U; = UT - ¢;,V; = VT - ¢;, se tienen las desigualdades

d d
d3(p,v) 2 Y d5(L(U), L (U) 2 > (o(Us) — 0(Vi))?
=1 =1

Por una parte, la cota que nos da la segunda desigualdad tan s6lo depende de las matrices de
covarianzas X,, y ¥,. El mejor valor para la segunda de las cotas se obtiene de hecho en el caso
en que como base {e,}¢_, se toma la base de autovectores de la matriz

—1/2 1/2 1/2\1/2—1/2
A=312(l2n, nl/H) s Y

yva que en ese caso se puede ver que la cota se alcanza. Si tenemos dos distribuciones Gaus-
sianas con matrices de covarianzas X, y X,, en ese caso la aplicacién T del teorema lleva una
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distribucién en la otra, y de la demostraciéon de esa proposicién se puede ver que en ese caso
todas las desigualdades seran igualdades.

Por otra parte, en [9, cap. 2| se prueba que la cota dada por la primera desigualdad:

(Z(U;), Z(U;))

VAN

d
d3(p,v) > d
i=1

es una igualdad si y sdélo si los vectores u, v tienen la misma estructura de dependencia. Esto
ocurre en particular en el caso en que estamos trabajando con distribuciones normales y {ek}ﬁzl
es una base ortonormal en la cual las matrices de covarianzas ¥,,, ¥, son diagonales. Si ademas
1, v son centradas, entonces se tiene que:

d3(U;, Vi) = (o(Us) — o(V7))?

ya que U;, V; son distribuciones normales centradas con varianzas o(U;)?, o(V;)?, y entonces sus
funciones cuantiles asociadas son

FH(t) =o(U)e (1)

G () =o(Vi)o~ (1)

siendo ¢~ ! la funcién cuantil asociada a una N(0,1). Por la caracterizacién que vimos de la
distancia de Wasserstein en el caso unidimensional,

d3(U;, V;) = /I(F_l(t) - GTH(t)%dt = /1(0(Uz‘) —a(Vi))?e~ (1)%dt =
0 0

1
— (o(U)) — o(Vi))? / o1 (1)2dt = (o(U3) — o (Vi))?

Resumiendo, si tenemos distribuciones normales y {ex}¢_, es una base ortonormal en la
cual las matrices de covarianzas ¥,,, 3, son diagonales, entonces

d d

d3(p,v) =Y _d3(L(U,), L (U0) =Y (0(Us) - o(Vi))?

i=1 =1

Nota 3. Con el mismo argumento de la demostracién, se puede probar que si descomponemos
el espacio R? como suma de dos subespacios ortogonales,

R'=HoH

entonces si denotamos Uy, Vi a las proyecciones de U y V sobre H, y Us, V5 a las proyecciones
de U y V sobre H+, entonces:

d3(p,v) 2 d3(Z(U1), 2 (V1)) + d3(Z (U2), £ (V2))
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Al igual que antes, sabemos que la desigualdad serd una igualdad en el caso en que p, v tengan
la misma estructura de dependencia. En particular, en el caso en que p, v son normales, si existe
una base ortonormal {ex}¢_, en la cual las matrices de covarianzas de p, v tienen la forma:

A0 T4 ]0
e e

con A; matriz de tamafio ! x I, B; matriz de tamafio (d — 1) x (d —1), I € {1,...,d}, enton-
ces tomando como H el subespacio generado por {ek}éczl, siguiendo la notacién del principio
tendremos que:

d3(p,v) = d3(Z (Uh), £ (V1)) + d3(Z (Uz), £ (V2))

3. Baricentros en espacios de Wasserstein

Comenzamos introduciendo el concepto de media Frechet. La idea de la media Frechet
consiste en dar un representante central de un conjunto de puntos de un espacio métrico. Mas
formalmente:

Definicién 9. Sea (M,d) un espacio métrico, y sean x1,%s,...,x, € M. Para cada p € M,
definimos:

D(p) = Zd2(p, ;)

Si existe algin m € M tal que ®(m) sea minimo, entonces decimos que:

n
m = argmin ®(p) = argmin Z d*(p, x;)
peM peM i—1

es una media Frechet (o un baricentro) de x1,%a, ..., Tp.

La media Frechet de un conjunto de puntos puede no ser tnica. Hay muchas medias Frechet
en distintos espacios métricos y con distintas distancias. Vamos a ver algtiin ejemplo:

1. Tomamos M = R con la norma euclidea usual: d(x,y) = |z — y|. Sean x1,xa, ...,x, € R.
La media Frechet sera entonces el minimo de la funcién:

n

B(p) =3 (0~ 2,)?

i=1
Hallamos el minimo de dicha funcién, que es C'*°.

n

'(p) = Z 2(p—xi) = Q(ZP - sz) = 2(np — Z%)
i=1 i=1 i=1

=1

3

'(p)=> 2=2n>0

i=1

n
i1 T4 so. .
= =i=L— es un minimo de ®(p), luego es una media Frechet de 1, z, ..., 2.
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2. Tomamos M = R? con la distancia habitual: d(x,y) = /(1 — y1)2 + ... + (zd — ya)2.
Sean X1,Xa, ..., X, € R? siendo x; = (7, ...,2¢). La media Frechet ser4 entonces el minimo

de la funcién:
n

o(p) =D (m—z})’+ .+ (pa— i)

i=1

Hallamos el minimo de dicha funcién, que es C'*°.

n n
22 #)) =203 pj— > =)
=1 =1

ap] =1
0P Sl
i =0 i=1"1
3pj (p) Pj
PO > a:g X1 4+ X9 + ... + X,
Vo(p)=0&p = =1t == =
(p) P ( - - "
Y ademés la matriz Hessiana en ese punto es:
2.0 --- 0
02 --- 0
Ho(p) = :
0 0 2

que es definida positiva, ya que todos los autovalores son positivos.

N X1+ X9+ ... +Xp,
n

es un minimo, es la media Frechet en este caso.

3. Cuando M = (0,00) y d(z,y) = |log(z) — log(y)|, obtenemos la denominada media
geométrica. Sean x1, xa, ..., x, € M. Buscamos p > 0 que minimice la funcién:

n

®(p) = > (log(p) — log(x))®

=1

Hallamos el minimo de dicha funcién:

- 1
2(log(p) — log(x; nlog log(z;))
-3 ()5 = 2tntootn) =3

Yiq log(zy)
(p) =0 p=eoIP) = ==T0 = (p129 - 2n) /"

Es un minimo ya que es tnico extremo relativo de ®, que es C*° y cumple que

lim ®(p) = lim ®(p) = o0

p—00 p—0

= /T1%2..-T,, es la media Frechet en este caso y se conoce como media geométrica.
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Definicién 10. Dadas probabilidades v1,vs...,v, € Ty, se dice que fi € I's es un baricentro de
dichas probabilidades si es una media Frechet de dichos puntos en el espacio I's utilizando la
distancia de Wasserstein ds.

Es decir, el baricentro de vy, ..., v, € T'g, si existe, serd una probabilidad i que cumpla
que:

k k
> d3(m,vi) = mf{y di(p, i) s p € Ta}
=1 =1

[I nos servira como “representante” de las probabilidades vy, vs..., ;. En muchos casos, diferentes
motivos daran lugar a que tenga sentido dar mas importancia a alguna probabilidad v; y menos a
alguna probabilidad v;. Para esto estudiamos el problemaenel quesi0 < A; < 1,7 € {1,2,....k}

y Zle A; = 1, queremos hallar i € I's que minimice:

k
V(,U,) = Z Aid%(:“’? Vi)v peTs
i=1

Es decir, buscamos i € I's que cumpla que:
V(i) = mf{V(n): p €L}

En este caso, si existe [i serd el baricentro de las probabilidades v, v5..., v, con pesos {)\i}é‘;l. Ge-
neralmente nos referiremos a él simplemente como baricentro de las probabilidades vy, vs..., Vg,
dando por hecho que estamos considerando en cada caso los pesos {\;}¥_, correspondientes.

En esta seccién vamos a estudiar propiedades de los baricentros, con el objetivo de dar un
método iterativo para aproximar el baricentro de un conjunto de probabilidades. Esto nos va
a permitir calcular el baricentro de forma sencilla cuando estamos trabajando con familias de
localizacion y escala. Todos los resultados de esta seccion relativos a los baricentros, junto con
sus correspondientes demostraciones, aparecen en [2].

Proposicion 12. Dadas probabilidades vy, vs...,v; € T's:
= Eriste un baricentro de dichas probabilidades.

= Si ademds alguna de las probabilidades vy, vs..., v, da probabilidad nula a los conjuntos de
dimension d — 1, entonces el baricentro es unico.

Demostracion. Dadas probabilidades vy, v,..., 14, € I'y y probabilidades conjuntas 7; en R x R4
tales que las marginales sean p y v;, por el lema del pegado sabemos que existe una probabilidad
7 en (R?)F*1 tal que la probabilidad marginal sobre los factores 1 y j+1 coincida con T, para
cada j = 1,2, ..., k. Tenemos asi que:

mf{V(p): pely}=
k

= inf / Zx\jHa: —z|Pdn(z, 21, oy 2r) 7w ETL( v, v, ey k)
R

d)k:+1 j=1
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siendo I1(-, vy, va, ..., 1) el conjunto de probabilidades en (R%)**! cuyas n tiltimas distribuciones

marginales son vy, Vs..., vg. Dados x1, zo, ..., z) fijos, se tiene la siguiente desigualdad para cada

z € R%:
k k
D Al =zl =) A llE - )
j=1 j=1

. _ k . - .
siendo =} 7, A\;x;. Para ver esta desigualdad, basta ver que en Z se alcanza un minimo de
dicha funcién. Esto significa que entre todas las funciones 7 con la misma distribucién marginal
sobre los k ultimos factores, la funcién f(Rd)k+1 > =1 Aille = z;||?d7(x, 21, ..., x)) se minimiza

_ . k o
cuando 7 se concentra en el conjunto {(z, 1,22, ...,xx) 1 @ = >, Ajz;}. Esto significa que:

mf{V(p): pela}=

k
= {nf / Z/\ngZ‘ — z;|Pdm (21, ey p) - T € (01, v, ey k)
(Rd)k j=1

siendo II(vy, v, ..., ) el conjunto de probabilidades en (R?)* cuyas distribuciones marginales
son vy, Vs..., V. El baricentro serda entonces la ley inducida por 7, un minimo en la segunda
parte de la igualdad, a través de la aplicacién

k
(T1,..., ) = T = Z/\jxj
j=1

Veamos que existe un minimo 7. Sea

k
V = inf / > Az = zjlPdm (e, xn) - 7 € (v, v, ey vk)
RH* 55
y supongamos que {m,}52; es una sucesién de elementos de II(vy, va, ..., 1) tal que:

k
SO NE = @y Pdma (@, ) 22V
(R)k

Jj=1

Como las probabilidades marginales de m, son (m,)1 = v1,(Tn)2 = Va,..., (Tp)r = Vi para
todo n € N, entonces sabemos que la sucesién {m,}2; es ajustada. Tomando subsucesiones
si fuera necesario, podemos suponer que {m,}2%; converge débilmente a & € II(v1, v, ..., Vi),
que tendrd probabilidades marginales (7)1 = v4, (T)2 = v, ..., (T)r = vk . Aplicando primero el
terorema de Skorohod [6] y luego el lema de Fatou, al igual que hicimos en la demostracién de
la proposicién [1], obtenemos que :

k k
||z — z;||2d7 < It Mz — 2 l12d Vv
/(Rd)k; iz = z;|)Pdr(x, ..., x) < nggo/Rd)k; iz — ;|| *dmp (21, .. k)
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Como 7 € TI(vy, va, ..., ) por definicién sabemos que V' < f(Rd)k Z;‘f:l Nl 2= |2 d7 (21, .. i)
y entonces necesariamente:

k
V:/ ||z — x| d7m(zq, ..., zk
[ N P )

k
Jj=1

La unicidad del baricentro se puede ver que se cumple en la situacion del enunciado, tal y
como se hace en [3, prop. 3.5.] trabajando con duales. Nosotros vamos a dar una idea de la
demostracién en el caso en que una de las distribuciones vy, vs, ..., v} tiene densidad:

Si v tiene densidad, entonces se puede probar que la funcién u — d3(u,v) es estrictamente
convexa. De aqui se deduce que si una de las distribuciones vy, v, ..., v} tiene densidad, enton-
ces la funcién V' (u) es estrictamente convexa. Esto nos da la unicidad del baricentro, ya que la
funcién solo podré tener un minimo.

O

3.1. Aproximacion de punto fijo al baricentro

El célculo del baricentro presenta en muchos casos grandes dificultades. En esta seccién va-
mos a tratar el problema de encontrar un el baricentro de un conjunto finito de probabilidades
V1,V2, oy Vg € T2 4c, siendo 'y 4 el conjunto de probabilidades sobre (R?, 3%) con momento de
orden 2 finito y absolutamente continuas.

La idea serd la siguiente: Se introducird un operador G sobre I'; ,c ¥ se probard que, bajo
condiciones muy generales, el baricentro serd un punto fijo de dicho operador. Finalmente, da-
remos un proceso iterativo para aproximar dicho baricentro. Esto nos proporcionard un método
de céalculo efectivo del baricentro en familias de localizacién y escala, como la familia de las
distribuciones Gaussianas.

Vamos a ver en primer lugar como definimos el operador:
G: I‘2,ac — F2,ac
De la proposicién [10], deducimos que si 1 € I'y 4, existen aplicaciones de transporte éptimo
T1,Ts, ..., Ty, tnicas p — c.s. y tales que Z(T;(U)) = v; para cada j = 1,2, ..., k, siendo U un
vector aleatorio tal que £(U) = u. Es decir, para cada j = 1,2, ..., k,
d3(p,vy) = E|lU = T;(U)|I?

Definimos entonces:

k
Gl =2 | S AT)

Tenemos entonces el siguiente resultado, que no vamos a demostrar:
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Proposicién 13. Siv; tiene densidad para cada j = 1,2, ..., k, entonces

s Gva de g4 en I'g g, es decir, lleva una probabilidad v absolutamente continua y con
momento de orden 2 finito en otra probabilidad G(u) con las mismas propiedades.

s G es una funcion continua para la distancia ds.

Nota 4. Si asumimos que vq,v9,...,0; € I's 4. ¥ al menos una de las distribuciones tiene
densidad acotada, entonces podemos afirmar los siguiente:

= Bajo estas condiciones hay un inico baricentro que tiene funcién de densidad acotada.

= La conclusién del teorema anterior puede mejorarse bajo estas condiciones. Si por ejemplo
v tiene densidad acotada fi, entonces G(u) tiene densidad acotada g que cumple:

lglloe < AT 1]l

Proposicién 14. Sip € I'y 40 entonces se tiene que:
V(p) > V(G(w) + d(p, G(p))

Como consecuencia, V(1) > V(G(u)), siendo la desigualdad estricta si p # G(p). En particular,
si p es un baricentro, entonces sabemos que

V(p) = mf{V(y') : ' € Taac} < V(G(W))
y por tanto se tiene necesariamente que p = G(u), es decir, p es un punto fijo del operador G.

s d . — k 3
Demostracion. Sean x1,xa,...,xx € R* y escribamos T = ijl Ajz;. Tenemos que:

k k
D Aille —al? =3 Nz —a)® + e -z VzeR? (6)

Jj=1

Veamos de donde viene dicha igualdad:

k k
Do Nle =zl =) Nl —2) + (@ —2))* =
j=1 j=1

k
:Z)\j (lz — 2>+ |z —zj|* +2<2z—Z,2—2; >) =
j=1

k
Z/\] ||J;—a:||2—|—Z)\ Hx—xj||2—|—2Z)\ <x-— —z; >= [X]
j=1 j=1 Jj=1

Sabemos que 2?21 Aj = 1. Ademds se tiene que:

dN<r—zT-a;>=» N(<r—2,T>-<z-Ta;>)=
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k k
Z)\] <T—-Z,T>— Z)\ <T—-Z,m; >=
Jj=1 Jj=1

k
=<T-ZB,T>-<z-T,) Na; >=<T-F,T>-<z-IL,Z>=0
j=1

Y por tanto de la igualdad de arriba se deduce que:

k
=Y Nz -z + [lz — 2|

j=1

Denotando entonces por T; la aplicacién de transporte éptimo que lleva p en v;, para cada
=12,k yT(z)= Z?Zl ;T (x) se tiene que:

ZA/Hx— o)du(a /ZAHx— D)lPdu(z) =

k: —
= [ ST - T@Pdua) + [1T@) - alPduta) g

donde el dltimo paso es consecuencia de la igualdad que hemos probado al principio.
Por el corolario 3, sabemos que T es una aplicacién de transporte éptimo que lleva p en G(u),
y por tanto:

/||T(:c) - | *du(x) = di(p, G(1)) (8)

Finalmente, si 7; es la probabilidad inducida por la aplicacién (T]-,T)7 Vemos que 7; es un
emparejamiento de v; y G(u) y por tanto:

k —
[ 3@ - Bl Pdute ZA J17@ - T, @) Pduta) =

k
Z 37, Glu) = V(G(w) (9)
Combinando (7),(8),(9) obtenemos lo que queriamos:

V(p) = V(G(p) + d3 (1, G(1))

Nota 5. La proposicién anterior sigue siendo cierta bajo condiciones mas generales:

Supongamos Unicamente que p, vy, ..., vy € I's. Asumamos que 7; es un emparejamiento éptimo
de p y v; para cada j = 1,2, ..., k. Por lo visto al hablar de emparejamientos, podemos asumir
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que existe existe algin espacio €2 en el que existan variables aleatorias U, V7, V4, ..., V}, tales que
m; = Z(U,V;) (La diferencia con el caso anterior es que ahora no podemos afirmar que existan
funciones de transporte éptimo T tales que V; = T;(U)).

En general, existen muchas distribuciones conjuntas de (U, Vi, Va, ..., V%) que son compatibles
y . . - k .
con la construccién anterior. Para cada una de ellas, consideramos V' =377, A;V;. La distri-

bucién de (U, V) seré por el corolario [3] un emparejamiento 6ptimo de py £ (V). Definiendo
ahora G(u) = £(V), podemos replicar el argumento de la demostracién anterior para obtener
la desigualdad:

V() 2 V(G(n) + d5(n, G(n))

Hay que notar que en este caso G (1) no estd definida de forma tnica, depende de la distribucién
conjunta de (U, Vi, Vo, ..., Vj).

Corolario 5. Sivy,...,v; € 'y qc y al menos una de ellas tiene densidad acotada, si i es el

dnico baricentro de vy, ..., vy, entonces G(i) = [i.

Demostracion. Es consecuencia directa de la proposicion anterior y de la nota 4, que asegura
que bajo estas condiciones el baricentro tiene densidad y por tanto pertenece a I's 4. O

Este corolario es la base sobre la que se asienta el siguiente algoritmo iterativo para el calculo
del baricentro. Comenzamos tomando po € I's 4 y consideramos la sucesién:

Hn41 = G(/Jn) n=0

Por la proposicién 13, sabemos que el algoritmo estd bien definido. Si p, € I'y q¢, entonces
tnt1 € I'2 qc. Veamos ahora la consistencia de la iteracion.

Proposicién 15. La sucesion {un 52, definida anteriormente es ajustada. Si ademds supo-
nemos que una de las probabilidades vy, ...,vy € 'y 40 tiene densidad acotada, entonces toda
subsucesion de {pn}52, que converje débilmente, converge en la distancia da a una probabili-
dad de I'y oc que es un punto fijo de G. Por tanto, bajo la misma suposicion que antes, si G
tiene un unico punto fijo i, entonces [ es el unico baricentro de vy, ...,vy y ademds

— n—roo

d2(pn, i) —— 0

Demostracion. Para cada n > 0, consideramos un vector aleatorio U,, con Z(U,) = pin, y
sea T}, ; la aplicacién de transporte 6ptimo que lleva u,, en v; para cada j = 1,2,...., k. Sea
Vij = Tn,j(Un)'

La sucesion {(V,,.1, Vo2, -, Vi k) 102 tiene las probabilidades marginales constantes, son vy, ..., V.
Podemos afirmar por lo tanto que es ajustada. Por continuidad, la sucesién {E?Zl AV,

es también ajustada. Se tiene que fip41 = X(Z;?:l AV i), luego {pn}o2 es una sucesion
ajustada.

El hecho de que las familias {||V}, ;]|*}52, sean uniformemente integrables, puesto que la ley
de todas ellas es v;, implica que también es uniformemente integrable la sucesién {|| Zl;:l AV il2 3%,
Por tanto se tiene que |z es uniformemente p,-integrable, y por la proposicién [3] sabemos
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entonces que cualquier subsucesién que converja débilmente converge en la distancia ds.

Si ademds suponemos que una de las probabilidades vy, ...,v; € I'y 4 tiene densidad acota-
da (podemos suponer que es v con densidad f7), entonces de la nota 4 tenemos que si u,, tiene
densidad g,

||9n||oc < )‘fd”fl”oo

Se tiene por tanto que si A € R¢ es medible, entonces:
o) = [ gufa)dn < [ X5 illcde < ATl 4)

siendo [4(A) la medida de Lebesgue de A en R?. Por tanto, si ji es el limite para la convergencia
débil de una subsucesion {p,,, }5°_, entonces

A(A) < Mminf i, (A) < A7 fi]lcola(A)
m— 00
De aqui deducimos que [i tiene densidad, ya que para cada z € RY,

al{z}) < A fillsola({z}) = AT fillc0 = 0

Ademss la densidad de i est4 acotada superiormente por A7 %/ f1]|s, ya que si no fuera asi, en
el conjunto B = {z € R? : densidad de fi en 2 > A\T%||f1ls } no se cumplirfa la desigualdad:

i(B) < A f1llsola(B)

a no ser que lg(B) = 0, en cuyo caso B serfa de medida nula y se podria asignar valor 0 a la
funcion en los puntos de B, y tendriamos una funcién igual c.s. a la funcién de densidad original
y que cumpliria lo dicho.

Como tenemos que da(pin,,, , i) 22 0, por la continuidad que vimos en la proposicién [13] de
la funcién G respecto de la distancia dy tenemos que:

dQ(G(,Unm)v G(ﬂ)) = dQ(Nnm+17 G(ﬂ)) m—>—oo> 0

Por otra parte, se tiene también que la funcién:
k
2
Vi) = Nds(pvy)
j=1

es una funcién continua respecto de la distancia d,. Esto se deduce por ejemplo de la desigualdad:

|V(M1)1/2 - V(Hz)l/z\ < da(p1, p2)

Para ver esta desigualdad, sea Q = {1, ...,n} y P una probabilidad en Q tal que P(k) = Ay para
k=1,..,n. Sean U,V dos v.a. definidas en Q tales que U(k) = do(p1, ), V(k) = dao(u2, k)
para k = 1,2, ...,n. Se tiene entonces que:

V(1) = V(p2)'?| = [E(U*)Y2 = B(VHY2 = ||Ul2 = V2| <
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1/2

<N =Vl = D Ajldalpr,v5) — da(pz, )|

Jj=1

IN

1/2
n
< Z Ajdé(m, 12) = da(p, p2)

j=1

Como consecuencia,
Vittn,) == V(@) y V() —— V(G(R))

Por la proposicion [14], {V (pn) }52 es una sucesién decreciente de ntimeros reales no negativos,
luego converge. Por tanto:

V(i) = lim V(n,) = 10 Vpn,,,) = V(G(R)

y de nuevo por la proposicién [14], tenemos que i = G(fi).

Por tanto hemos visto que bajo la suposicién de que una de las v; tiene densidad acotada,
el tnico baricentro fi es un punto fijo de G. Si G tiene un tnico punto fijo, entonces como
{pn}52 es ajustada, por el teorema de Helly [4] cualquier subsucesién de {p, }52, tiene otra
subsucesién que converge débilmente, y como debe hacerlo hacia un punto fijo, converge hacia
— . — 1. ’ — n—oo

fi. Por lo tanto p,, converge hacia fi débilmente y ademds da(pir, i) —— 0. O
Ejemplo. Vamos a ver mediante un ejemplo que el operador G puede tener mas de un punto
fijo. Consideramos el conjunto S = {A, B, C, D}, siendo

A=(0,1) B=(1,1) C=(1,0) D=(0,0)

Para s € S, sea v, la distribucién uniforme en los puntos de S\ {s}, y sea u; la distribucién
uniforme discreta con soporte en los 12 puntos P; siguientes alrededor del cuadrado unidad:

P: P: P:
A t i + B
(1/4,1) (1/2,1) (3/4,1)
P+ (03/4) (1.2/4) 4+ Ps
Pu £ (01/2) 112) + p,
Pu (0,1/4) e
(1/4,0) (1/2,0) (3/4,0)
; : : : :
Ps P: P:
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Las aplicaciones Ts,s € S descritas en la siguiente tabla son las tunicas aplicaciones de

transporte 6ptimo entre uy y vs,s € S. Representamos en cada caso los puntos yendo a cada
punto de S para cada una de las cuatro aplicaciones de transporte éptimo.

Aplicacion A B C D
Ta - P, P, P3, Py | P5,Ps,P7,Ps | Py, Pro, P11, P12
Tp P13, P, Py, P3 . Py, Ps, Ps, P | Pg, Py, Pro, P11
Tc Py, P2, P, Py | P3,Py, P5, P - P, P, Py, Pro
Tp Pio, P11, P12, Py | Po, P35, Py, Ps | Ps, Pr, P, Py -

Tabla 1: Aplicaciones de transporte 6ptimo entre pu y vs,s € S

Por ejemplo, si U es una variable aleatoria con .Z(U) = p1, el vector aleatorio (U,T4(U))
tendrd ley de probabilidad conjunta:

-
]
—
]
—
M‘)—‘ 1
-

| [\3"_‘ 1

TAQwm
1
1
'S"—"
'G"_"
|5‘>—A|
|5‘>—t|
1
1
1
1

Tabla 2: Distribucién conjunta de (U, T4 (U))

Claramente .Z(T4(U)) = va. Ademas, fijdndonos en el siguiente dibujo:

[

Pu o

»
b
»

46



se ve que basicamente lo que hace la aplicaciéon T4 es llevar la masa concentrada en los puntos
de probabilidad positiva de p1 en los vértices de S distintos de A mas cercanos a cada punto,
con lo que en este caso queda

E|U - T4(U)|I* = Z I1P; = B||2+Z I1P; = CII2+Z 1P - DJI?

Por tanto, esta distribucién minimiza el valor de E||U — V|2, luego Ta es una aplicacién de
transporte 6ptimo.

Dados § > 0,y > 0, consideramos la distribucién ug, uniforme en la unién de las tres bolas

de radio ¢ y centro en los puntos de S\ {s},s € S, y p] uniforme en la unién de las 12 bolas
de radio 7 y centros en los puntos P, Ps, ..., P12. Denotemos T3/ 4 ala aplicacién de transporte
6éptimo entre pu] y v?

Con la misma idea que en el dibujo de arriba se ve que si tomamos § > 0,7 > 0 suficien-
temente pequenos, entonces se tendrd que

TS’Y)(S(B(Ra’Y)) CB(TS(PZ),(;) Z:172aa12

También podemos tomar v > § de forma que para todo z € R?, la bola B(z,7) contiene al
cuadrado de centro x y de lado §. Consideramos entonces la aplicacion:

s TV (z ZT”’ = (t1,t2)
ses
Si tenemos por ejemplo que = € B(Py,~) entonces de acuerdo con la tabla 1, tendremos que :
T7°(x) € B(B,6)
T7%(x) € B(A,8) Vse S\ {A}

Tenemos asi que:
0,25 -0 <t <0,25+6

1-0<ta <146

En consecuencia, 77 (x) pertenece al cuadrado de lado § y centro P;, y por tanto:
T7°(B(P1,7)) € B(P1,7)
Esto mismo ocurre para el resto de puntos del soporte de u], y podemos concluir que:
T (B(P;,7)) C B(Pi,y) Yi=1,2,..,12

Podemos ademds iterar el procedimiento para definir uf como el limite (a través de una subsu-
cesién convergente) de la sucesién que se forma al tomar

/J';YL—i-l = Gs(u))
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siendo G5 el operador G que definimos anteriormente, asociado a la familia {v?,s € S} y con

pesos uniformes. Es decir: B
p3 = Gs(p]) = Z(T7°(U))

siendo U una v.a. con Z(U) = pu]. Por lo que hemos visto antes, sabemos que pJ serd una
probabilidad concentrada en la unién de las bolas de centro P; y radio 7, tal que:

ps(B(P;,v)) = 1 (B(Pi, 7)) Vi=1,2,..,12
Con un razonamiento inductivo, se puede ver que:
py 1 (B(Pi,)) = ph(B(Pi,y)) ¥YneN,i=1,2,..,12

y por tanto, si i es el limite a través de una subsucesién convergente de {p, 15, se tendrd
que:
Wi(B(Pi,7)) = W] (B(Pi7)) i=1.2,..,12

y ademds por la proposicién [15], uf € I's 4c y es un punto fijo de Gs.

Busquemos ahora otro punto fijo de la funcién Gs. Para ello, consideramos ps, la proba-
bilidad con soporte en los puntos Py, P, ..., P13 siendo Py, P, ..., P15 los mismos que antes y
P13 = (1/2,1/2). Sea | = 37/2  y sea:

p:%(l—l)2 =@ -1)(1-1) r=(-1)

y definimos:
p st 1=1,3,4,6,7,9,10,12

M2<P1> = q st 1= 27578a11
r st 1 =13
Se tiene que realmente define una probabilidad ya que:
Sp+dqg+r=401-0)*+420-1)A -1+ (2 -1)*=

=20 -D+ @21 -3 =2-2+2-1)*=1

Las funciones de transporte éptimo 77,s € S, entre ps y cada una de las probabilidades
vs,s € S, vienen descritas en la siguiente tabla:
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Aplicacién A B C D
T3 - P, P, P3, P, Ps, B, Pr, Pg, Pr3 Py, Pio, P11, P12
Th P13, P, P, P3 - Py, Ps, Ps, P; Pg, Py, P1o, P11, P13
T Py, P, P, P, Pi3 P, Py, P5, Ps - P, Py, Py, P
Th Py, P11, P12, Py Py, P3, Py, Ps, Pi3 Ps, P;, Py, Py -

Tabla 3: Aplicaciones de transporte 6ptimo entre pus y vs, s € S

Las sumas que estamos haciendo todo el tiempo son las siguientes:

Bp+a=3(3(1- D)+ @I- )0 - = (1= DGO -+ 1) =

= (-0 + 5D =3 +DI - = (1- )=
2p+2¢+r=(1-02+220-1)+ 2 -1 =((1-1)+ 2 -1)*=
:12:1
3

Luego efectivamente en cada caso la aplicacién 17 lleva po en vy, para cada s € S. Graficamen-
te, lo que hace por ejemplo T es:

Al igual que antes, se puede ver que si U es una variable aleatoria que sigue una distribucién
e, entonces (U, T%(U)) minimiza el valor de E||[U — V||? entre todas las variables U,V con
momento de orden 2 finito y tal que Z(U) = p2 y L (V) =va.

Se puede repetir un procedimiento analogo al que hicimos para hallar p}, para obtener a partir
de po y de unos valores adecuados de v, 4, una distribucién p3 absolutamente continua, que
verifica:

HZ(B(PZH'Y)):,UQ(B(Pia’Y)) i=1,2,...,13
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y que ademads es un punto fijo de Gs.

Tomando 6,y los valores mas bajos que hemos necesitado para que ambas construcciones fun-
cionen, obtenemos dos puntos fijos distintos para el operador Gs, ya que puj # us.

3.2. Baricentros en familias de localizacién y escala

Recordemos que si U = (Uy, Us, ...,Uy) es un vector aleatorio con valores en R?, con media
m = (my, ma,...,mq) € R y matriz de covarianzas ¥, entonces si Z = AU + p, donde A es una
matriz de tamafo d x d y p € R? | se cumplen las siguientes propiedades:

E(Z)=AE(U)+p Var(Z) = ALA"
Sea A jx 4 €l conjunto de las matrices reales, simétricas y definidas positivas de tamafo d x d.
Definicién 11. Sea Uy un vector aleatorio con ley de probabilidad ug € Fgﬂc(Rd). La familia
F (o) = {L(AUy+p) : A€ M, ,p R}

de leyes de probabilidad definidas por transformaciones definidas positivas de Uy se dice que es
una familia de localizacion y escala.

Por supuesto, una familia de localizacién y escala % (ug) se puede parametrizar mediante
los pardametros p y A. Notemos también que si mg y Ag son la media y la matriz de covarianzas
de Uy, entonces la familia puede definirse también a partir de la probabilidad

py = L(Ay " (Uy — mo))

que por los comentarios anteriores sabemos que tiene media 0 y matriz de covarianzas Id. Esto
nos permite parametrizar a la familia a través de la media y la matriz de covarianzas de las
distribuciones de la familia, algo que asumiremos a partir de ahora. Con esta suposicién, una
ley de probabilidad de la familia % (ug) se denotard en términos de su media m y su matriz de
covarianzas > por i, s

La aplicacién dada por T'(z) = (mg — mq) + Az, siendo
A= 2;1/2(21/22221/2)1/22;1/2
cumple que si U es un vector aleatorio con £ (U) = py, », entonces E(T(U)) = my y ademds:

T
Var(T(U)) = (371201252 2w V) oy (202 (21 2y ) 2 V2) =

= (2;1/2(21/2222}/2)1/2> (2;1/2212;1/2> ((21/22221/2)1/22;1/2> _

= A ) Py e 2 = s P s =

Por tanto, T transporta la probabilidad £ (U) = pm, 5, en la probabilidad Z(U) = pm, s,
luego por el teorema [1] sabemos que:

@Bt 05 mz 52) = 1 = mal|? + tr (Z1 + 3 - 2(2)/°53/)2) =
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= d3(N(m1,%1), N(ma,X»)) (10)

La ultima igualdad se deduce del hecho de que la distancia sélo depende de los vectores de
medias y las matrices de covarianzas de las distribuciones de la familia de localizacién y escala
en general, y de que sabemos que la familia de distribuciones normales d-dimensionales es un
caso particular de familia de localizacién y escala.

Vamos a tratar ahora el problema de calcular el baricentro de una familia de distribuciones
normales multivariantes no singulares, y por lo visto anteriormente, podremos generalizarlo
a familias de distribuciones pertenecientes a la misma familia de localizacién y escala. En
concreto, vamos a comenzar tratando el caso en que vq, vs, ..., V; son distribuciones normales
centradas y no degeneradas, v; = N(0,%;) para j = 1,2,...,k. Bajo estas condiciones,
sabemos que el baricentro es tunico. Por otra parte, tenemos la siguiente igualdad, que es un
caso particular de la igualdad (6), considerando = = 0,

k k
S oxllE = a2 =0 Allwsl* - (1)
j=1 =1

Ademas, vimos al hablar de la existencia del baricentro que para hallar el baricentro teniamos
que encontrar un minimo entre todos los vectores aleatorios (Uy, Us, ..., Uy) definidos en algiin
espacio probabilistico (2,0, P), con Z(U;) = N(0,X;) para todo j = 1,2, ..., k, del valor de:

k k
/Z/\jIIU*UjIIQdP:/Z/\jIIUjIIQdP*/HUllzdP: ]
Q it Q

Jj=1

siendo U = 2?21 A\;jUj, v en ese caso el baricentro serd i = £ (U). Por tanto, se trata de
encontrar un minimo de:

k
X =Y NE|U? = E|MUL+ .+ AU

Jj=1

Como el primer sumando es fijo, ya que solo depende de las distribuciones marginales de las
variables Uj, deducimos que el minimo de este valor se da cuando se alcanza el valor maximo
de
k
EIMUL + o+ MUR? =Y NEUP+2 Y NNEU; - U)
i=1 1<5<I<<k

De esta 1ltima expresién se ve que E|[A\ Uy + ... + A\ Ug||?

covarianzas del vector (k x d)-dimensional (U, Us, ..., Uy).

sélo depende de la estructura de

Dada cualquier estructura de covarianzas, se puede encontrar un vector aleatorio normal
centrado con dichas estructura de covarianzas. Asi, tenemos la existencia de un minimo para
el problema de encontrar una distribucién de (Uq, Us, ..., Uy) con Z(U;) = N(0,%;) para todo
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7 =1,2,...,k, y por tanto existe un baricentro para vy, vs, ..., Vx que serd una distribucién nor-
mal, ya que el baricentro es la ley de U = Zle A;jUj, y este vector aleatorio en R? es normal
por ser combinacién lineal de las componentes del vector aleatorio normal (k x d)-dimensional
(U1, Us, ...,Ug), debido a las propiedades de la normal multivariante. Ademds, la distribucién
serd centrada, por la linealidad de la esperanza, y no degenerada, ya que sabemos que tiene
funcién de densidad, y si fuera degenerada estaria concentrada en un conjunto de medida nula
de R%. Por tanto, el baricentro de una familia de distribuciones normales centradas no degene-
radas centradas sigue una distribucién normal que serd ademds no degenerada y centrada.

Con esto en mente, abusando de notacién escribimos V(X) para referirnos a V(N (0, X)). El
problema de hallar el baricentro consiste ahora en minimizar V(X). Habfamos visto que:

d%(ﬂml7zl,um2722) = d%(N(mla El)’N(mQa 22)) =

=|my — m2||2 + tr (21 e 2(21/22221/2)1/2)
Por tanto:

k

k
= Z)\j tr (2 +%; - 2(21/22j21/2)1/2) _

BN
Il
—

k k

j=1 j=1
Por los comentarios posteriores a las proposicién [10], la aplicacién biyectiva y definida positiva
dada por:

T(CL’) _ 271/2(21/22j21/2)1/2271/2:ﬂ

es la aplicacién de transporte 6ptimo entre N(0,%) y N(0,X;). Por tanto, si U es un vector
aleatorio con distribucién N(0,X) el operador G que definimos en la seccién anterior vendra
dado por:
k
GIN(0,%) =2 | O NZTV2(m!2n s/ 2e-1)y

j=1

Que sera una una normal centrada y con matriz de covarianzas dada por:

T
k k
Z)\jzfl/Q(21/22‘721/2)1/2271/2 b Z>\j271/2(21/22_7'21/2)1/2271/2
7j=1 j=1
k
271/2(2Aj(21/22j21/2)1/2)271/2 b 271/2(2 Aj(21/22j21/2)1/2)271/2
i=1 =1
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2
k
—~1/2 1/2 1/2\1/2 —~1/2
=V Z)\j(z/zjz/)/ n-1/
j=1
Denotemos entonces en esta seccién por G a la aplicacién que asocia a cada matriz de
covarianzas X la matriz de covarianzas de G(N(0,3)), es decir:
2

k
N 2—1/2 Z}\] (21/22j21/2)1/2 2—1/2

j=1
Proposiciéon 16. Con esta notacion, si 3 € ///;;d:
V(S) = VGE) = tr ((BV2(1d - H(z))*s/?)1?)

y para cualquier X' € M, ,:
VE)-VE)>tr ((Id—- HX)(Z-%")
donde H(S) = Y 5_| A £1/2(S1/25,51/2)1/25-1/2

De la primera desigualdad observamos que una condicién necesaria para que N (0, X) sea un
baricentro es que H(X) = Id, ya que sélo en este caso el lado derecho de la primera desigualdad
es 0.

De la segunda desigualdad, vemos ademds que la condicién H(X) = Id es suficiente para
que N(0,X) sea un baricentro, ya que si se cumple dicha condicién, entonces para cualquier
X' e M, se tiene que V(Z) < V()

Por tanto, como sabemos que el baricentro de normales no degeneradas existe, es tnico y
ademds es una normal no degenerada, entonces lo que acabamos de probar es que el baricentro
serd N(0,Y) siendo ¥ la tnica matriz solucién de H(S) = Id, que es equivalente a la ecuacién
matricial:

S = Z)‘j (51/22j51/2)1/2
j=1

Sin embargo, estamos lejos aun asi de conseguir un método efectivo para el calculo del
baricentro. A través de la iteracién introducida en la seccién anterior, vamos a poder obtener
un algoritmo consistente para aproximar el baricentro de distribuciones normales centradas,
que nos servird ademads para aproximar la solucién ¥ € .Z dJ; 4 de la ecuacion H(X) = Id. Antes
de ver esto vamos a probar un lema:

Lema 4.
n— 00 n—o0

B(N(mp, 20),N(m, %) =250 & |8, =2 =20 y |m,—m|] =30

Demostracion. Para la demostracion vamos a utilizar varios resultados conocidos:
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= Cuando estamos trabajando con variables aleatorias normales unidimensionales, si P,
sigue una distribucién N(m,,,c2) para cada n € N, y P es una distribucién N(m,o?),
entonces:

P, —)dP<i>mn%mycr72L%cr2

= Si {U,}22, son variables aleatorias para las que existe § > 0 tal que

sup E||U,[|**° < oo
neN

entonces {||U,]|>}52, es uniformemente integrable.

» {U,}22,, U son vectores aleatorios en R?, entonces:
Un —)dU<:>5\Un —)dS\U VS\ERd

Sean 15, P, distribuciones normales d-dimensionales con medias m y m,, y matrices de covarian-
zas %, %, para cada n € N, y sean U,,U v.a. con Z(U,) = P,, Z(U) = P. Se tiene entonces
que:

Si d3(P,, P) 2> 0, sabemos que U, —4 U. Por tanto:
AU, —qg AU VA eR?
y como S\Um AU son distribuciones normales con medias 5\7717“ A y varianzas S\TEnX S\TEX
se tiene que: ~ ~ ~ ~ o ~
My, — A ATS, = AZA VA e R?
y por tanto necesariamente
My — M Yo — 2

Reciprocamente, si m,, — m y ¥, — X, entonces
M, = Adm A, = AZA VA e RY

luego N, —q \U VA € RY y por tanto U, —4 U. Ademés, como {Mmn}2, v {Z,}52, son
convergentes, para cada § > 0 B

sup ||| < oo

neN

y entonces {||U, ]2}, es uniformemente integrable. Por las equivalencias de la proposicién [3]
s s n—oo
O

se tiene entonces que d3(P,, P) —— 0
Teorema 2. Supongamos que 31, Yo, ..., X son matrices simétricas, semidefinidas positivas de
tamano d X d y con alguna de ellas definida positiva. Consideramos alguna matriz Sy € //ljxd
y definimos:
2
k
S =572 (oSS | 50 o

Jj=1
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Si N(0,X0) es el baricentro de N(0,31), N(0,X2),..., N(0,Xg), entonces
d2(N (0, 5,), N(0, 59)) == 0
Ademds, la matriz de covarianzas del baricentro cumple que:

det(g)'/?? > ZA det(3;)1/%
j=1

En particular, g es definida positiva y es la unica solucion definida positiva de la ecuacion

k
S = Z)\] (51/22j51/2)1/2
j=1
y también cumple que:
k
tr(Sn) < tr(Snt1) < tr(So) < (%))
j=1
ddndose la igualdad en la ultima desigualdad si y solo si ¥ = Yo = ... = Xy,

Demostracion. Comencemos probando la desigualdad

det(S,,)"/?4 > Z)\ det(x;)1/24
j=1

que en particular nos da el hecho de que S;, no es singular para ningin n, ya que
Z Ajdet(2;)124 > 0

puesto que det(X;) > 0 para todo j = 1,2, ..., k, por ser todas las matrices definidas positivas,
y ademads para algtin j sabemos que la matriz 3J; es definida positiva y por tanto la desigualdad
es estricta. Por tanto, la secuencia estd bien definida. Esta desigualdad es una consecuencia
directa de la desigualdad de Minkowski para el determinante [6, Cor. 11.3.21], que afirma que
si A y B son matrices semidefinidas positivas, entonces:

(det(A + B))/™ > (det(A))" 4 (det(B))'/™

Por tanto, aplicando este resultado k veces obtenemos que
i 1/d

k
det(Y A (S)/2%,842)1/2) Z (det(s3/23; 51/2)1/2)

Jj=1
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Se tiene ademas que:

1/d
k /

1/d
det (D A (S1/25S2)12) | = (det(S3/28,18/)1%) T = (det(S)) 2 (det (S 11)) /2

j=1

k 1/2d k
>y (det(S122555/2)12) T = (det(8,))1/2 30 Adet((35)) /2
j=1 Jj=1

De estas igualdades y de la desigualdad de arriba se deduce lo que queriamos. Por otra parte, de
la proposicién [15] y de la relacién existente entre la funcién G definida en esa seccién y la defini-
cién de la aplicacién G que hemos dado en esta seccién, se deduce que la sucesién {N(0, S,,)}2
es ajustada, lo cual implica que {S,}52; estd acotada (lo estédn todas sus entradas). Tomamos

.7 n—00 . .
una subsucesién convergente S,, —— X. Por continuidad,

k
det(£)"/24 > " det(%;)"/** > 0
j=1

Esto muestra que X € ///jxw

La aplicaciéon V es continua en . jx 4 va que podemos escribir V(S) en términos de la tra-
za de S, luego
V(Sh,,) === V(%)

Sabemos que G es continua respecto de ds, y por el lema anterior es continua en .# dJ; 4 Por

tanto:
V(G(Sn,)) = V(Sn,41) 2 V(G(D))

Como {V(S,,)}52, es una sucesién no negativa y decreciente, sabemos que es convergente y por

tanto:
V() =V(G(X))

En vista de la primera desigualdad de la proposicién anterior, esto sélo puede ocurrir si
SY2(Id - H(E))?2Y2 =0= H(X) =1d

ya que X € ///d‘;d, luego ©1/2 € ///dJ;d y por tanto es invertible.

Como habfamos visto que la tinica solucién de H(S) = Id, S € .4, ,, era la matriz de covarian-
zas del baricentro de vy, va, ..., Vg, entonces ¥ = 3. De nuevo por la proposicién [15] tenemos
que:

d3(N(0,5,), N(0,%0)) “— 0

Por 1ltimo, veamos la cadena de desigualdades:

k
tr(Sh) < tr(Spp) < tr(8g) < D tr(%y)
j=1
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= Para la primera desigualdad, escribamos H, a la matriz de la aplicacién de transporte
6ptimo de N(0,S5,) a N(0,Sp41)-

Hn — S;l/Q(5711/257L+1S711/2)1/25’;1/2 _

k
=5,1/2 (Z A (5,3/22]-5;/2)1/2) 5.2

j=1
Se tiene que S, 1 = H, S, H, y en consecuencia:
(SY/28001SY/2) /2 = (SY/2H, 8, H,SY/2) 2 =
1/2

2
k
— (Z )\j (3711/22]571/2)1/2) ZA 51/22 51/2)1/2 S1/2H 51/2 (11)

Jj=1 j=1

De aqui concluimos que
d3(N(0,5,), N (0, Sp41)) = tr(Sn) + tr(Sp1) — 2tr((Sy/*Sps15,/%)1/?) =
= tr(Sp) + tr(Sni1) — 2tr(SY/2H, SY/?) = tr(S,) + tr(Sni1) — 2tr(Sp Hy)

por la conmutatividad de la traza. Por otra parte:

k k
V(Sn) =tr(Sn) + > Atr(5) — 2 A tr((Sh/28;80/2)H?) =

Jj=1

k k
= tr(Sn) + > A tr(55) — 2tr (Z A (5;/22js;/2)1/2> =
j=1

(Sn) + Y Ajtr(%;) — 2tr(Sn H,)

Luego se tiene que :

Sn n+1
k
= | tr(Sy) +Z/\j tr(%;) — 2tr(S, Hy) tr(Spa1 +Z>\ tr(X;) — 2tr(Sps1Hpy1) | =
j=1
= (tr(Sy) — 2tr(SpHy)) — (tr(Spy1) — 26r(Spt1Hpr1)) (12)

Combinando las igualdades (11) y (12) con la desigualdad de la proposicién [14] obtenemos
que:

tI‘(Sn) — Qtr(San) — tr(5n+1) + 2tr(5n+1Hn+1) = V(Sn) — V(Sn+1) Z

> d%(N(O, Sn)v N(O7 Sn-‘rl)) = tr(Sn) + tr(Sn-‘rl) - QtT(San)
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lo cual implica que 2(tr(Sp+1Hnt1) — tr(Sp41)) > 0, y por tanto
tr(Spy1) < tr(Spy1Hngr)
De aqui se deduce que:
0 < d5(N(0,Sn41), N(0, Sp2)) = (tr(Snt1) = tr(Sni1 Hpg1))+(tr(Snt2) = tr(Spi1Hnp1)) <

S tr(Sn+2) - tr(sn+lHn+1)
lo que implica que tr(Sy42) > tr(Sp+1Hnp+1) y por tanto:

tr(Spy1) < tr(Snt2)
Veamos ahora que tr(S,) < ZJ 1 Ajtr(X5). Notemos que:
0 < V(Sn+1) = (tr(Sn+1) — tr(Sn+1Hn+1 Z )\ tr — tr Sn+1Hn+1)
Como hemos probado que tr(Sy4+1) < tr(Sy4+1H,t1), entonces necesariamente:

k
tr(Sn) S tI‘( n+1Hn+1 S Z

La tdltima de las desigualdades que hay que probar se deduce por continuidad. También

se puede ver del hecho de que como ¥y = 25:1 Aj (Eé/QZjZ(l)/Q)lm, entonces

u 1/2 172\ /2
(o) = S ( 25 ))
Jj=1

y por tanto
- & 1/2@ wl/2,) /2
0< V(o) = tr(So) + > Ajtr(E)) — 2 (tr(ZO 2,5 )) -
j=1 j=1
k
= tr(S0) + > Ajtr(5;) — 2tr(To) Z Atr(5) — tr(Zo)

j=1

de donde deducimos que Z?Zl Ajtr(25) > tr(Xo) y ademas la igualdad se da tnicamente
si V(2g) = 0, es decir, si todas las distribuciones son iguales y por tanto:

i =%g=...=3
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Nota 6. En algunos casos, las iteraciones convergen en un unico paso al baricentro. Esto
ocurre por ejemplo cuando estamos en dimensién 1, donde ¥y € R es la tnica solucién de la
ecuacion:

k
So =Y Ai(By 78y )12

k
So =Y A%y s

=1

k 2
/% = Z)\ %7 = 5, <2Ai2}/2>
i=1

=1

Mas generalmente, si tenemos que ¥;%; = 3,;%; para todo 4,5 € {1,2,....,k}, entonces
¥; = UA;UT para alguna matriz ortogonal U y alguna matriz diagonal A;, para cadai = 1, ..., k.
Es este caso, se puede ver que la matriz del baricentro en la base dada por las filas de U es

2
A= (Zle /\Z-A;/2> y por tanto la matriz del baricentro en la base original es:

k 2 k k
S0 =UAUT =U (Z AiAj/z) UT =U (Z AiA§/2> UTu (Z m;”) uT
i=1 =1

i=1

k 2 k 2
= (Z /\iUA}/QUt> _ (Z /\Z,Ell/2>
i=1

i=1
En ambos casos, si comenzamos la iteracién con Sy = Id, en un paso tenemos que

2

Sy =Sy 1/2 Z)‘ 1/22 51/2)1/2 1/2 (ZA21/2> -5,

Por otra parte, el teorema [2] proporciona ademds una demostracion de que dadas X1, X, ..., X €
///jxd, existe una tnica solucién S € ///jxd tal que

_ k _ _ 1/2
S =3 (8122512

i=1

Esta ecuacién matricial esta estrechamente ligada al cdlculo del baricentro. Sin embargo, tam-
bién podemos aprovechar el algoritmo que hemos construido para aproximar el baricentro para
obtener aproximaciones de la tinica solucién en .# jx 4 de esta ecuacién.

La conclusién que obtenemos es que dada cualquier matriz Sy € A4 C;; 4+ 51 definimos una sucesién
de matrices {S,}52; como hicimos en el teorema [2], entonces

lim S, =5

n— oo
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Asi tenemos un método iterativo consistente para hallar la solucién de la ecuacién.

Veamos ahora a hallar el baricentro de distribuciones normales que no estan centra-
das y con matrices de covarianzas no singulares, N(mi,%1), ..., N(my, Xx). Por la proposicién
[8] sabemos que:

d3(N(m, %), N(m;, %)) = [|m —m;||* + d3 (N (0, 2), N(0,%;))

Deducimos por tanto que el baricentro en general es el baricentro de las correspondientes dis-
o k . L
tribuciones centradas desplazado por > =1 Ajm;, ya que el baricentro es el minimizador de:

k k
Z)‘jd%(N(Tm 2)7N<mj7 zj)) = Z)‘j (Hm - 7nj||2 + d%(N(Oa Z)’N(O7 Zj))) =
k k
= " Njllm = myl? + " A\d3(N(0,5), N(0,55))
j=1 j=1

y el minimo del sumando de la izquierda se alcanza cuando m = 2?21 A;my, y el del sumando
de la derecha se alcanza en el baricentro de las probabilidades centradas N(0,31), ..., N(0, ),
es decir, cuando X es la unica solucion definida positiva de la ecuacion:

S = Z)\j (Sl/szsl/2>l/2

j=1

Con todo esto en mente, vamos ahora a centrarnos en el problema de hallar el baricentro
V1, Vs, ..., Uk, siendo éstas probabilidades de una familia de localizaciéon y escala general.

Corolario 6. Si vj = iy, s, € F(uo),j = 1,2,...,k donde po tiene densidad, estd centrada
y su maltriz de covarianzas es Id, entonces el baricentro de vy, v, ..., v, con pesos {/\j}g?zl es

Himo, 5, Stendo my = Zj:1 Ajmy y Lo la dnica solucion definida positiva de la ecuacion

k
S = Z)\J(SI/QEJSJ/2)1/2

j=1
Ademds, si Sy € ///d‘;d y definimos S, por
2

k
Spyp1 = S;1? Z A (SYPE; SRR SR, n>0
j=1

entonces ||S, — Xo|| = 0 y se cumple que

k
det(ZO)l/Zd 2 Z /\jdet(Ej)l/Qd

j=1

60



k
tr(S,) < tr(Spp1) < tr(Xo) < Z

ddndose la igualdad en la ultima desigualdad si y solo si El =39 =..=2.

Demostracion. Para ver que el baricentro de iy, 5, s iy, 51 €S fhmg,5,, t€ENEMOs que ver que
para cada P € I's se cumple que:

k

Z)\jdg(P;,Ufmj, ] Z ﬂmoEovﬂm] ])

j=1 j=1

=

Supongamos que P € T's tiene media m y matriz de covarianzas 3. Teniendo en cuenta (10), la
desigualdad (3) del teorema [1] y que sabemos que N (mqg, X) es el baricentro de las probabili-
dades N(m1,%1), ..., N(mg, Xk) con pesos {)\j}é‘?:l, tenemos que:

k
D N3P, z,) 2 DN (Ilm —m|* + tr(S+ 55 — 2(2}/222;./2)1/2> -

j=1 j=1

e

k k
= 2 Ad3(N(m, ), N(my, %)) 2 3 Aid3(N(mo, o), N(m, %)) =

Hmo Sos Hm;, 2 J)

H'Mw

que es lo que querfamos ver. El resto del corolario es consecuencia directa del teorema [2]. [

Este corolario puede aplicarse por ejemplo al caso de distribuciones uniformes sobre elip-
soides. Es decir, el caso en que jg es la distribucién uniforme en B(0,v/d +2) C R?, que se
puede ver que sigue una distribucién centrada y con matriz de covarianzas Id. Ahora, pi,, 5 es
la distribucién uniforme sobre el elipsoide

Ey(m, %) ={z e R : (x —m)TS(x —m) <Vd + 2}

y el corolario anterior admite la siguiente interpretacién. En la familia de los conjuntos com-
pactos y convexos con interior no vacio de R¢, podemos considerar la métrica:

w(C, D) = d2(Uc,Up)

donde U¢s denota la distribucién uniforme en C. Dados C4, ..., Cj, en dicha familia, el baricentro
de dichos conjuntos serd el conjunto compacto y convexo de interior no vacio C que minimiza

k
ZAjw2(c, Cy)
j=1
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en el caso en que exista. En este contexto, el corolario anterior implica que el baricentro de una
familia de elipsoides Eq(mq,%1), Eq(ma, X2), ..., Eq(mg, Xi) es el elipsoide E4(mg,¥g) siendo
Lo = Zle Ajm; y 2o la tnica solucién definida positiva de la ecuacién:

S = Z )\j(Sl/22jS1/2)1/2

j=1

Ademass, el corolario nos da un procedimiento iterativo para el calculo de este baricentro de
elipsoides.

3.3. Ejemplos de calculo del baricentro

Veamos en primer lugar que cada distribucién Gaussiana se puede relacionar a partir de
su vector de medias y su matriz de covarianzas con un elipsoide. Sabemos que si una variable
sigue una distribucién multivariante en R? con vector de medias m y matriz de covarianzas 3,
entonces su funcién de densidad es:

1 Z2@—m) s (z—m

Definicién 12. Dada una distribucion en R?® con vector de medias jn y matriz de covarianzas
¥, se define la distancia de Mahalanobis de un punto x € R? al centro de la distribucién u
como:

dasp,2) = /& — myT 1 (x —m)

Esta distancia lo que hace es tener en cuenta la “estructura de dispersién”dada por ¥ que
tiene la distribucion. De la definicién de la funcién de densidad para la normal multivariante,
se deduce que cuanto mayor sea la distancia de Mahalanobis de un punto al centro de la
distribucién, menos valdra la funcién de densidad en ese punto. Ademads, los conjuntos de
equidensidad son los formados por aquellos puntos que tienen la misma distancia de Mahalanobis
al centro de la distribucion, es decir, son de la forma:

{z: (x —m) Sz —m) = cte}
que son elipsoides en R?.

Esto hace que al tomar una muestra aleatoria de una distribucién normal, los valores que
se observan tomen la forma de los elipsoides que definen su vector de medias y su matriz de
covarianzas. Por ejemplo, si tomamos en R? la distribucién normal centrada y con matriz de

covarianzas
4 2
2 4

y generamos una muestra aleatoria de 200 observaciones de esta distribucion, al representarla

junto al conjunto
-1

(o e®s @ (3 §) @n=3)
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nos queda el siguiente grafico:

2 4 6 8
|

-2
|
o

Veamos ahora un ejemplo de computacién del baricentro para distribuciones Gaussianas
centradas en R?, con matrices de covarianzas

42 10 50
me(ad) 2e(8) »-(00)

y con pesos uniformes. De acuerdo con la explicacién previa, vamos a representar cada distri-
bucién a partir de su elipsoide asociado. Vamos a aplicar el procedimiento iterativo que hemos
explicado en la seccién anterior hasta que la diferencia V' (S,1+1) — V(S,,) sea menor que una
cierta tolerancia, que hemos tomado igual a 10710, La grifica siguiente muestra los elipsoides
asociados a las distribuciones normales que aparecen. En azul, los correspondientes a 3.1, 3o, 33.
En rojo, los resultados que nos van dando las distintas iteraciones. Por tltimo, en negro queda
representado el elipsoide asociado al baricentro.

-1
I

-2
I

-3
I
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Al ejecutar el programa, se ve ademds que el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar el
baricentro en esta situacion tan sélo ha sido 7.

Veamos ahora un ejemplo de computacién del baricentro para distribuciones Gaussianas en
R2, con pesos uniformes, vectores de medias dados por:

= (3) e () = (i)

y con matrices de covarianzas:

4 2 2 -1 2 0
() == (55) =)

En este caso, tras 6 iteraciones el algoritmo llega al baricentro. La grafica muestra en azul
los elipsoides asociados a las tres distribuciones normales de las que partiamos, y en negro el
elipsoide asociado al baricentro.

4 2 0 2 4

4. k-baricentros y k-baricentros recortados en espacios de
Wasserstein

El baricentro de un conjunto de probabilidades v1, ..., v, € I's(R9) se ha definido como una
media Fréchet en dicho espacio y nos sirve como representante de las probabilidades vy, ..., v,.
La media Fréchet admite una generalizacién en muchas ocasiones que nos sirve para resolver
el problema de buscar k representantes en un conjunto de elementos de un espacio métrico. El
caso més sencillo es cuando tenemos un conjunto de puntos zi, s, ..., z, € R En ese caso se
definen las k-medias de z1,x2, ..., 2, como los k centros éptimos mj,...,m} que verifican:

n

{m7j,...,m} = arg minz “min ||z; — mj||2
mi,emy Sy Jj=1,....,n
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Se puede probar la existencia de estos k centros éptimos mj, ..., mj,. Aunque no existen condi-
ciones sencillas para garantizar la unicidad, se suele asumir que ésta se verifica.

Con las mismas ideas podemos generalizar el baricentro de un conjunto de probabilidades
V1, ...,Vn. El concepto de los k-baricentros nos va a permitir obtener k representantes de las
probabilidades v, ..., v,.

Definicién 13. Un k-baricentro de las probabilidades vy, ...,v, con pesos {\;}7, es cual-
quier conjunto de k probabilidades {ji1, ..., ix.} C T2(R?) que verifique que para cada conjunto

{Mh ~"7/J/k} - FQ(Rd)

n n
. 2 _ . 2

E Ao min dy(vi, i) < E Ao min  d5y(vi, pj)

‘ j=1,....k ‘ Jj=1,....k

=1 1=1

La existencia de los k-baricentros se puede probar bajo condiciones generales. Al igual que

ocurre para las k-medias, no hay condiciones sencillas disponibles para garantizar la unicidad,
pero se suele asumir que esta condiciéon se cumple.

El célculo de los k-baricentros en familias de localizacion y escala se puede llevar a cabo compu-
tacionalmente a partir del algoritmo que se desarrolla en [13]. El siguiente ejemplo muestra
el 4-baricentro que hemos obtenido a partir de un conjunto de 12 distribuciones normales 2-
dimensionales, en el que todas las distribuciones vienen representadas graficamente a partir de
sus elipsoides correspondientes.

15

10

-10

-15

En [13] se introduce ademés una extensién de este concepto mediante la consideracién de los k-
baricentros recortados. Estos siguen la misma idea que los k-baricentros, pero aqui mediante un
proceso de reasignacion de los pesos, se permite descartar una parte de los datos que tenemos.
La definicién formal es:
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Definicién 14. Un k-baricentro recortado de nivel o de las probabilidades vy, ..., v, con pesos
{Ai}i, es un conjunto de k probabilidades {fi1, ..., iy} C Ty(RY) para el que existen unos pesos
i}, € O{/\i}?:17 donde

by ~
Cinyr, = {{A:f};u F0< A < > A= 1}
=1

1—a’

tal que para cada conjunto {jy, ..., ux} C To(R?) y para cada {\:}1, € Ciayr, se verifica

n n
3 ’ 2 - * ’ 2
2N i Bl i) <3N i a0 )

Esta definicién generaliza el concepto de baricentro recortado que aparece en [18], que se
corresponderia con el caso k = 1, y no es mas que una extensién del baricentro en la que permi-
timos descartar una proporcién « de los datos. En [18] se estudian las principales propiedades
del baricentro recortado, y se da un algoritmo para su computacion.

El célculo de los k-baricentros recortados se hace mediante el algoritmo que aparece en
[13], que generaliza el anterior. La principal ventaja de los k-baricentros recortados frente a
los k-baricentros es que poseen una mayor estabilidad cuando aparecen valores atipicos. En la
seccién siguiente, cuando trabajemos con ejemplos de aplicacién de estas técnicas, veremos la
importancia que tiene esta estabilidad. De momento, vamos a comparar los resultados que se
obtienen cuando trabajamos con distintos niveles de «, teniendo en cuenta que el caso o = 0
coincide con los k-baricentros que ya habiamos definido antes. En la siguiente grafica, el elipsoide
rojo representa el 2-baricentro de las 20 gaussianas con pesos uniformes correspondientes a los
elipsoides grises, el azul el 2-baricentro recortado de nivel @ = 0,05 y el negro el 2-baricentro
recortado de nivel a = 0,1.

15

10

-10

-15
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Los resultados de la gréafica se corresponden a los siguientes hechos:

= Kl 2-baricentro no modifica los pesos, luego da pesos uniformes a todas las probabilida-
des. El resultado que nos queda son 2 baricentros, de los cuales el de la izquierda es el
baricentro con pesos uniformes de todas las probabilidades que aparecen a la izquierda
del eje de ordenadas y el de la derecha es el baricentro con pesos uniformes de todas
las probabilidades que aparecen a la derecha del eje de ordenadas. Esto hace que las 2
probabilidades que aparecen solas a la derecha desvien el baricentro de la derecha un poco
hacia la derecha del centro de los elipsoides sobre los que esta situado. Para el baricentro
de la izquierda, ocurre algo analogo.

= Al hacer el 2-baricentro recortado de nivel o = 0,05, el resultado del algoritmo da peso 0
a los probabilidades correspondientes a los elipsoides de arriba a la izquierda y de abajo
a la derecha, y uniforme al resto, y nos da los baricentros con pesos uniformes del resto
de elipsoides de la derecha y de la izquierda independientemente. Asi perdemos parte de
la desviacién de los baricentros sobre el centro de los elipsoides, pero no toda.

= Cuando hacemos el 2-baricentro recortado de nivel o = 0,1, el resultado del algoritmo da
peso 0 a las probabilidades correspondientes a los 4 elipsoides de las esquinas, y uniformes
al resto. Los dos baricentros que nos da son los baricentros de las probabilidades sobre las
que se encuentran cada uno de sus elipsoides. De esta forma, hemos perdido la desviacién
debida a las 4 probabilidades que estéan en las esquinas.

5. Aplicaciones: Analisis cluster

El anélisis cluster es un procedimiento multivariante que busca las clasificacién de n indivi-
duos en grupos (clusters), de forma que los individuos de cada grupo sean lo mas homogéneos
posibles entre si y lo mas diferentes posibles a los individuos de los otros grupos.

REO#& RS

La clasificacién es uno de los objetivos principales de la ciencia, y el andlisis cluster nos
proporciona un método efectivo para llevarla a cabo. Esto justifica la importancia de esta
técnica, que presenta aplicaciones practicas en numerosos campos:

= En taxonomia, para agrupar animales o plantas en diferentes especies.

= En medicina tiene multiples utilidades. Por ejemplo, para definir diferentes categorias de
tumores por sus propiedades, y poder aplicar posteriormente en cada caso el tratamiento
mas adecuado.
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= En astronomia, se utiliza para agrupar estrellas o galaxias atendiendo a sus propiedades.

= En fotografia, agrupando pixeles para buscar diferentes objetos en imagenes. Los repro-
ductores de video también utilizan anélisis cluster para buscar escenas en una pelicula.

= Las grandes empresas agrupan a clientes con patrones de consumo parecido.

Para llevar a cabo el anélisis cluster, partimos de un conjunto de n individuos de los que se
han medido d variables. Cada individuo puede verse como un punto de R¢. Los métodos que se
utilizan pueden dividirse en dos:

- Métodos jerarquicos: Dada una distancia d en R*, llamada indice de disimilaridad, se
calculan las distancias entre todos los individuos. En cada paso se van uniendo individuos, o
grupos, de acuerdo con un determinado criterio, que se llama indice de agregacién. Estos méto-
dos tienen la ventaja de que no nos exigen fijar el nimero de grupos a buscar. Sin embargo, su
elevado coste computacional hacen que sean poco tutiles cuando estamos con muestras de gran
tamarno.

- Métodos no jerarquicos: Fijado previamente un nimero k, estos métodos buscan agrupar
los individuos en k grupos optimizando algin criterio. Son mas eficientes computacionalmente,
y son los que ma&s se usan. Vamos a explicar algunos de los més importantes:

1. Método de las k-medias:
Vimos que este método nos permite obtener k centros éptimos mj,...,mj (que serdn los
k puntos centrales en las nubes de puntos de cada uno de los grupos) tales que:

n

{m7,...,m;} = arg minz ‘min ||z —my|?
MMy STy j=1,...,n

Los clusters se obtienen agrupando mediante criterios de proximidad con las k-medias:
cluster] = {x; : |lz; — m3|* < ||lws —m}|* Vj#J}
Es equivalente a buscar k centros my,...,my y una particién {Ry,..., R} de {1,...,n}

minimizando
k
Dol —myl

j=1i€R;

Este método se puede llevar a cabo mediante un algoritmo sencillo que nos permite obtener
las k-medias en pocas iteraciones. La principal desventaja de este método es que busca
clusters esféricos, y con dispersiones parecidas. En el siguiente ejemplo, aparecen dos
grupos que a simple vista estan bien diferenciados.
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Sin embargo, al hacer las k-medias con R a través de la orden kmeans, nos da una sepa-
racién en grupos distinta de la esperada:

< 2 °
. 2o a0 =
ogg) %@O,Q %gd‘ao ° oy
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o 4
[s]
o @, @ O
h % 8000 O%OQ, o,
By geo © o
T A Rl ) o
T T T T
-5 0 5 10

Si queremos tener mas libertad a la hora de hacer grupos con distintas formas, tenemos
que buscar otro tipo de métodos mas versatiles:

. Métodos basados en maximizar la verosimilitud de la clasificacion:
En este método se buscan k centros my, ..., my, k matrices de covarianzas Sy, ..., Sy y una
particién {Ry, ..., R} de {1, ...,n} maximizando

k
D0 blwimy, )
j=14€R;

donde ¢(z;;m;,S;5) es la densidad de una distribucién normal d-dimensional, con centro
m; y matriz de covarianzas S;. De esta forma permitimos que los grupos tengan estruc-
turas de dispersion distintas, que vienen dadas por las matrices de covarianzas St, ..., Sk.
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Las k-medias son un caso particular de estos métodos. Obtenemos las k-medias cuando
maximizamos la verosimilitud imponiendo S; = ... =S5, =s- I, con s € RT.

El programa tclust (ver [16] para méds detalles) en R nos permite llevar a cabo este pro-
cedimiento. El resultado que nos da para el conjunto de datos que teniamos antes ahora
si coincide con lo esperado:

o

~ cDO OOOOZCSOQ)%E) @%o i

o~ Ocp@ iocbc? c%’o‘% . ng:’% gg)%%)@o;oo °, =] R
o 4

o

<

La orden tclust nos permite ademas despreciar una proporcién « de los datos, con lo
que se mejora la estabilidad del método frente a los posibles valores atipicos que puedan
aparecer. Esto lo utilizaremos en los ejemplos de la préxima seccién.

5.1. Paralelizacidon en el analisis cluster

En la actualidad, muchos de los problemas presentes en la computaciéon involucran gran-
des cantidades de datos. Las limitaciones computacionales provocan que la resoluciéon de estos
problemas no se pueda llevar a cabo en un sélo ordenador en un tiempo razonable. Por ello es
muy importante encontrar métodos que nos permitan paralelizar estos problemas, para poder
encontrar su solucion trabajando con varios ordenadores a la vez.

El ejemplo mas sencillo de paralelizacién ocurre cuando estamos buscando la media de un
conjunto de n datos {x1,...,z,} C R%. Sea {Ry, ..., Ry} una particién de {1,...,n} en k grupos
tal que |R;| = nj, n1 + ... + ngy = n. Entonces si calculamos por separado la media de los
elementos de cada R;:

ZieRj Li

m; =
J .
5

entonces podemos calcular la media de {z1,...,x,} de forma sencilla:

n i€ERy 1ERy,
m = Zi:l Z; _ n1 ni +o g e N nimi + ... + npmg
n n n

Este método tiene ademads la ventaja de que si nos anaden otros p datos cuando ya hemos
calculado la media de los n datos, haciendo lo mismo que antes, podemos calcular la media de
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los n + p datos de forma sencilla.

Para llevar a cabo la paralelizacion en el anilisis cluster, nos gustaria hacer algo pareci-
do con las k-medias, o con las soluciones del modelo de maxima verosimilitud. Este razonamiento
sencillo que hemos utilizado para el caso de la media no lo vamos a poder reproducir. La solu-
cién que vamos a dar para este problema serd a partir de los k-baricentros.

Supongamos que tenemos un conjunto de n datos. Al aplicar la orden tclust para hallar
k grupos, nos devuelve k centros y k matrices de covarianzas, que son los maximizadores del
modelo de maxima verosimilitud. Es decir, nos da los pardmetros de k distribuciones normales
Py, ..., P;. Conociendo éstos, podemos llevar a cabo la particion en clusters del conjunto de
datos, relacionando cada punto con la distribucién para la cual la distancia de Mahalanobis del
punto al centro sea menor.

Si dividimos nuestros conjunto de datos en m grupos con n; individuos cada uno, podemos
aplicar la orden tclust en cada uno de ellos para hallar la particiéon de esos datos en k gru-
pos. Al igual que antes, tenemos asi k distribuciones normales asociadas a dicha particién,
P}, .. P, para cada j = 1,...,m. Si la particién de los datos es razonable, cada una de las
probabilidades representara uno de los grupos que habiamos hallado al principio, y por tanto
sera similar a una de las P, ..., P;. Nuestro objetivo ahora seria recuperar las distribuciones
Py, ..., Py a partir de las Py, ..., P}, para cada j = 1,...,m. Para ello, lo que haremos ser calcu-
lar el k-baricentro de dichas probabilidades con pesos ]%L para cada una de las probabilidades
Pij,z' =1,..,k, j = 1,...,m, obteniendo asi unas distribuciones Py, ..., P;;. La clasificacién en
grupos de nuestros datos se hara entonces a partir del minimo de las distancias de Mahalanobis
de cada uno de los datos a las distribuciones P, ..., P;.

Para una mayor estabilidad del método, lo que se hace generalmente es permitir a la orden
tclust despreciar una proporcién « de los datos en cada conjunto de datos de la particién,
y posteriormente calcular los k-baricentros recortados de nivel 5. Ademads, cuando hallamos
todas las distancias de Mahalanobis, podemos estudiar cudl es el porcentaje v que estd peor
representado por esos grupos. Estos seran los puntos para los que el minimo de las distancias
de Mahalanobis a los centros de las distribuciones Py, ..., P sea mayor, que los podemos dejar
sin clasificar. Asi es como procederemos en los ejemplos siguientes.

5.1.1. Ejemplo artificial de paralelizaciéon

Para entender mejor el método de paralelizacién en el andlisis cluster, vamos a llevarlo a
cabo en un ejemplo sencillo en dos dimensiones, para poder visualizarlo sobre el plano. Para ello,
consideramos una muestra de tamatio m = 25000, de los cuales un 33 % de los datos provienen
de una normal de media m; y matriz de covarianzas X1, un 33 % de los datos provienen de
una normal de media mo y matriz de covarianzas X5 y un 34 % de los datos provienen de una
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normal 2-dimensional de media ms y matriz de covarianzas X3, siendo:

mi = (274) mo = (874) mz = (570)

4 2 6 0 2 0
me( ) ==ls) »= ()

La muestra nos queda:

Buscaremos entonces separar la muestra en 3 grupos. Nuestro tamano de paralelizacion serd
u = 25. Es decir, tomaremos una particion de la muestra de m datos en 25 submuestras de
= 1000 datos, y en cada una de las paralelizaciones calcularemos el resultado de la orden tclust
sobre esa submuestra, permitiendo que se desprecie en cada caso una proporcién a = 0,05 de
los datos. Cada paralelizacion nos da como resultado 3 elipsoides, y al calcular el 3-baricentro
recortado de nivel 8 = 0,1 de los 3 - 25 = 75 elipsoides obtenemos las 3 probabilidades que
buscabamos:

-2
|
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Vemos que hay elipsoides que son significativamente diferentes que los del resto de grupos. En
las paralelizaciones asociadas a esos grupos, la submuestra asociada tendra una forma distinta
a la que tiene la muestra total. Esto es légico que ocurra, ya que las submuestras se han cogido
al azar, luego es razonable que alguna de ellas no sea un buen representante de la muestra
total. La ventaja de utilizar el k-baricentro recortado es que permite que los resultados de esas
paralelizaciones no influyan en el resultado final, obteniendo asi una mayor estabilidad.

Realizando la asignacién de cada uno de los datos de la muestra a cada grupo a partir de
las distancias de Mahalanobis a los 3-baricentros, y dejando el 2.5% peor representado sin
clasificar, nos quedan los siguientes grupos:

Comparando estos resultados con los que nos da la orden tclust al ejecutarla sobre la muestra
total, vemos que la separacién en grupos es muy similar
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Cruzando los grupos dados por cada uno de los métodos nos queda la tabla siguiente, en la que
la fila y la columna S.C. representan los elementos sin clasificar:

Grupo | S.C. 1 2 3
S.C. 589 0 17 19
a 30 | 8700 | 151 | 318
b 1 0 8838 | 41
c 5 0 1 6290

Es decir, tan sélo se clasifican de forma distinta el

19+17+30+318+1514+41+1+5+1
25000

-100% = 2,332 %

de los datos.

5.1.2. Ejemplo cervezas artesanales

Veamos un ejemplo real de la utilidad que pueden tener este tipo de técnicas para la solu-
cién de problemas reales, como el de la clasificacion de cervezas artesanales. En los ultimos anos
ha habido un incremento notable del interés por este tipo de cervezas, y en consecuencia han
aparecido muchos pequenos productores que han desarrollado su propia cerveza artesanal con
unas caracteristicas tnicas. La clasificaciéon de dichas cervezas es un problema complejo, y para
la gente no muy entendida en esta materia, es complicado distinguir entre los cientos de tipos
de cervezas artesanales existentes. Ademas, las clases de cerveza existentes se deben en muchos
casos a dos factores principales: el tipo de fermentacién, y la ciudad en que ha sido fabricada.
Generalmente, luego se agrupan en subclases atendiendo a sus principales propiedades: sabor,
composicion, graduacién alcohdlica y color.
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Nuestro objetivo ahora va a consistir en llevar a cabo una clasificacién en 5 grupos de las
cervezas artesanales, atendiendo tnicamente a su sabor, graduacién alcohdlica y color. Para
ello, supongamos que hemos realizado un estudio sobre 70865 cervezas artesanales, todas ellas
con una graduacién superior a 4°, de 176 variedades distintas de acuerdo a la clasificacién
formal existente de las cervezas artesanales. Supongamos también que el estudio se realiza
simultdneamente en 5 laboratorios. El total de las cervezas se reparte entre los laboratorios en
muestras de 12000, 13000, 14000, 16000 y 15865 cervezas artesanales distintas, que han sido
repartidas de forma totalmente aleatoria entre los 5 laboratorios, y de las cuales se miden las
siguientes 4 variables:

1. FG (Final Gravity) - Densidad relativa tras el proceso de fermentacién. Da una idea de
la cantidad de azicar que tiene la cerveza.

2. ABV (Alcohol by Volume) - Proporcién de alcohol que tiene la cerveza respecto a su
volumen total.

3. IBU (International Bitterness Unit) - Es una medida del amargor de la cerveza. Se mide
en una escala de 0 a 100, aunque hay cervezas que tienen valores superiores a 100. Sin
embargo, los valores superiores a 100 no somos capaces de distinguirlos.

4. Color - Color de la cerveza, medido en una escala de 0 a 100.

Tras haber centrado y escalado los datos obtenidos, para que todas las variables tengan la
misma importancia, cada laboratorio nos da como resultado de su experimento una clasifica-
cién en 5 grupos de las cervezas que ha evaluado. La clasificacién se hace mediante la orden
tclust, permitiendo despreciar o = 0,01 del total de los datos. Cada una de estas clasificaciones
tiene asociados 5 centros y 5 matrices de covarianzas. Para obtener entonces una clasificaciéon
global de todas las cervezas artesanales que se han medido en todos los laboratorios, hacemos el
5-baricentro recortado de nivel 8 = 0,2, que nos permite obtener una clasificacién en 5 grupos
de todas las cervezas artesanales medidas en los 5 laboratorios. Dejaremos el 1% de las cervezas
peor representado sin asignar a ningin grupo, ya que pueden ser cervezas mas raras que no se
parezcan a ninguno de los grupos.

El resultado que nos queda son 5 grupos, tales que el tamano de cada uno es

Grupo | N.C. 1 2 3 4 5
Tamano | 709 | 3212 | 6282 | 10077 | 11091 | 39494

sus dispersiones son muy similares en cuanto al tamano (los autovalores de sus matrices de
covarianza son parecidos), y sus centros vienen dados por:

Grupo FG ABV 1IBU Color

1 1.021791 | 9.223349 | 67.251830 | 43.063985
1.018206 | 8.869378 | 33.419762 | 13.321936
1.015562 | 7.203439 | 94.845669 | 8.633675
1.015475 | 5.908167 | 37.889226 | 33.841978
1.012431 | 5.564761 | 33.608852 | 7.688540

G | W N
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De esta forma hemos obtenido una clasificacion de las 70865 cervezas. Podemos sacar alguna
conclusién de los datos obtenidos.

= Cada uno de los centros obtenidos nos sirve como representante de los grupos de cervezas
obtenidos. Asi, una cerveza con FG=1.021, ABV=9.222, IBU=67.25, Color=43.06 es un
representante del primer grupo. Las cervezas que estén en este grupo serdan mas parecidas
a esta que a las cervezas con los parametros de el resto de centros. Por tanto, es posible
que si al probar entre las cervezas dadas por los 5 centros la que maés te guste sea la del
centro j, preferirds las cervezas del grupo j, que son més similares a esa.

= Por el tamano de los grupos, se deduce que la mayoria de cervezas se parecen a la del
centro del grupo 5, con pardametros: FG=1.012, ABV=5.562, IBU=33.61, Color=7.69. En
este grupo se incluirdn por tanto las cervezas mas normales. Veamos la distribucion en
los grupos que hemos creado de algunas de las cervezas més fabricadas y consumidas:

Grupo SC.|1|2 (3|4 5
German Pils 0 0| 1 |2]7] 188
German Pilsner (Pils) 0 119 |44/ 439
International Amber Lager 0 0] 0 0|3 179
Oktoberfest /Mérzen 2 |0[10]2]7]|335
Ordinary Bitter 0 0| 0 |4]5] 108

= Mediante la tabla que cruza los grupos creados con los 176 grupos iniciales, podemos
analizar la relacién que existe entre ambas clasificaciones. Por ejemplo, las cervezas tipo
“stout”se corresponden claramente con el grupo 1 que hemos creado:

Grupo S.C. 1 23| 4|5
Imperial Stout 14 618 | 5|0 | 35
Russian Imperial Stout | 24 | 88 | 9 | 2 | 33

o las cervezas tipo IPA maés generales se corresponden sobre todo con el grupo 3:

Grupo S.C. |1 2 3 4 |15

Double TPA 12 71139 683 | 2 | 19
Imperial TPA 22 | 64 | 187 | 1153 | 21 | 27
Specialty IPA: Belgian IPA 6 1] 29 | 133 | 3 | 47

= También existen otros tipos de cervezas menos especificos en los cudles es mas dificil
establecer una relacién con un determinado grupo:

Grupo SC.| 11|21 3|4 5
British Strong Ale 3 5 |49 | 17 | 34 | 86
Experimental Beer 5 21169 | 30 | 43 | 229

= Para realizar un andlisis mas detallado entre los grupos creados y los tipos de cerveza
conocidos, se podria realizar un andlisis de correspondencias simples.
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Nota 7. Los datos se han descargado de https://www.kaggle.com/jtrofe/beer-recipes,
donde aparecen datos de 23 variables para 75000 cervezas, la mayoria. Para llevar a cabo
el andlisis, hemos seleccionado la variable que nos da el tipo de cerveza y las variables FG,
ABV, IBU, Color. Ademés, nos hemos quedado sélo con cervezas con una graduacién alcohdlica
superior a 4°.

5.2. Anadlisis cluster sobre conjuntos de probabilidades

Hemos visto que las k-medias nos dan un método efectivo para llevar a cabo un andlisis
cluster sobre un conjunto de datos de R%. Del mismo modo, los k-baricentros nos van a permitir
realizar un andlisis cluster sobre un conjunto de probabilidades vy, ..., v, € I'y(R%). Este andlisis
se realiza de forma analoga al que haciamos con las k-medias:

= Hallando los k-baricentros con pesos uniformes, obtenemos k centros 6ptimos fi1, ..., fig

tales que:
n

{f1, .., i} = arg minz _min d3(vi, 1)
Byl 521 j=1,...,k

= Los clusters se obtienen luego agrupando mediante criterios de proximidad con los k-
baricentros:

clusterJ = {v; : d3(vi, i) < d3(vi, fi;) Vi #J}

= Si en vez de utilizar los k-baricentros llevamos a cabo los k-baricentros recortados de
nivel «a, lo que hacemos es despreciar una proporcién « de las probabilidades v, ..., v,,.
Trabajando asi podemos conseguir una mayor estabilidad en el método.

Veamos ahora algunos ejemplos de utilizacion de esta técnica:

5.2.1. Ejemplo artificial

En este ejemplo vamos realizar un andlisis cluster sobre el conjunto de 12 distribuciones
normales 2-dimensionales con distintos vectores de medias y matrices de covarianzas. Las 12
distribuciones estan representadas en el siguiente grafico a partir de sus elipsoides asociados:
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https://www.kaggle.com/jtrofe/beer-recipes

Vamos a buscar 3 grupos, y ademds vamos a tomar a = 0,1, permitiendo asi que se pueda
despreciar una de las distribuciones en el calculo de los 3-baricentros. El algoritmo nos da como
resultado que los 3-baricentros son son las distribuciones normales asociados a los elipsoides
rojos de la siguiente gréfica:

Realizamos ahora la asignacién en clusters de las probabilidades. La grafica siguiente muestra
en los colores rojo, azul y verde los clusters creados, y en negro queda el elipsoide asociado a la
distribucién normal que se ha despreciado en el calculo del 3-baricentro.

5.2.2. Ejemplo cervezas artesanales

Para este ejemplo vamos a utilizar de nuevo el conjunto de datos de cervezas artesanales
sobre el que habiamos desarrollado el ejemplo de paralelizacion en el anélisis cluster. Este con-
junto de datos estaba formado por observaciones de 70865 cervezas artesanales sobre 4 variables:
FG, ABV, IBU y Color, que hemos escalado para que todas tengan la misma importancia. Las
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cervezas se agrupaban originalmente en 176 grupos, atendiendo a la clasificacién habitual.

Recordemos que en el ejemplo de paralelizacion, nuestro objetivo habia sido lograr una cla-
sificacion de las 70865 cervezas atendiendo tnicamente a las propiedades medidas sobre ellas:
FG, ABV, IBU y Color. Ahora vamos a plantear un problema muy distinto, el objetivo ahora
va a ser realizar una clasificacién de los distintos tipos de cerveza conocidos. Para este ejemplo,
vamos a quedarnos solo con los 20 tipos para los que aparecen mas cervezas en el conjunto de
datos, para tener una muestra suficientemente representativa de cada uno de ellos. Estos son
los que vamos a estudiar:

American Amber Ale American Brown Ale American TPA
American Light Lager American Pale Ale American Stout
Blonde Ale California Common Beer Double IPA
Imperial TPA Irish Red Ale Kolsch
Oatmeal Stout Robust Porter Russian Imperial Stout
Saison Sweet Stout Weissbier
Weizen/Weissbier Witbier

Para cada tipo de cerveza i, tenemos datos de las 4 variables medidas sobre una cantidad n;
cervezas de ese tipo. Calculando la media m; y la matriz de covarianzas muestral 3; de esos
datos, podemos relacionar a cada uno de los tipos con una distribucién:

Vi = N(ml,El) ely

Podemos entonces realizar un analisis cluster sobre las probabilidades v;, a partir de los k-
baricentros. El resultado de este anédlisis nos dara una clasificacién de los diferentes tipos en k
grupos, agrupando a aquellos tipos en los que tanto sus centros como sus estructuras de disper-
sién (es decir, sus medias y matrices de covarianzas) sean més similares. Las siguientes tablas
muestran los distintos resultados obtenidos para distintos valores de k:

Para k = 2:
Grupo 1 Grupo 2
American Amber Ale American Stout
American Brown Ale Oatmeal Stout
American TPA Robust Porter
American Light Lager Russian Imperial Stout
American Pale Ale Sweet Stout
Blonde Ale
California Common Beer
Double IPA

Imperial TPA
Irish Red Ale
Kolsch
Saison
Weissbier
Weizen /Weissbier
Witbier
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Para k = 3:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
American Amber Ale American Stout American IPA
American Brown Ale Oatmeal Stout Double IPA

American Light Lager
American Pale Ale
California Common Beer

Robust Porter
Russian Imperial Stout
Sweet Stout

Imperial TPA

Irish Red Ale

Kolsch
Saison
Blonde Ale
Weissbier
Weizen/Weissbier
Witbier
Para k = 4:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
American Amber Ale American Stout Double TPA Blonde Ale
American Brown Ale Oatmeal Stout Imperial IPA Kolsch

American IPA Robust Porter Saison
American Light Lager Russian Imperial Stout Weissbier
American Pale Ale Sweet Stout Weizen /Weissbier
California Common Beer Witbier
Irish Red Ale

A la vista de las tablas, las clasificaciones que se van obteniendo para los distintos valores de
k parecen bastante razonables, ya que va agrupando en los distintos niveles los tipos de cerveza
que podriamos pensar que son mas parecidos, ya que forman parte de una clase comun. Por
ejemplo, se pueden observar los siguientes hechos:

= Para k = 2, la clasificacién obtenida crea un grupo con las cervezas de tipo “Stout”, y las
separa resto. Este grupo se mantiene sin cambios cuando k = 3,4, lo que nos hace pensar
que las distribuciones de este tipo de cervezas son muy similares entre si y se diferencian
muy bien del resto.

= El grupo creado para k = 2 que englobaba al resto de los tipos de cerveza, se divide en el
caso k = 3 en dos subgrupos, de forma que ahora separa a las tres cervezas de tipo IPA
del resto.

= Cuando hacemos k = 4, el grupo 1 obtenido en el caso k = 2 se divide esta vez en 3
subgrupos. En el primero, se agrupan la mayoria de los tipos de cerveza “American”. El
segundo estd formado por las de tipo IPA (excepto la American IPA, que pertenece ahora
al primer grupo). En el tercer grupo, la mayoria de los tipos de cervezas que aparecen
son de estilo europeo, generalmente de Alemania, y son de tipo Ale (Blonde Ale, Kolsch,
Saison) o de trigo (Weissbier, Weizen/Weissbier, Witbier).
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6. Aplicaciones: Componentes principales

El Analisis de Componentes Principales (ACP) es una técnica de descripcién estadistica
para la visualizacién de la informacién contenida en un conjunto de datos, formado por obser-
vaciones de d variables de una muestra de n individuos. Es decir, tenemos n puntos de R%. El
objetivo fundamental es reducir la dimensién del conjunto de datos, minimizando la pérdida de
informacién. Para ello, el ACP busca las direcciones que recojan la mayor cantidad de informa-
cién posible en términos de la cantidad de varianza que explica dicha direccién. En el siguiente
ejemplo, tenemos un conjunto de datos en dos dimensiones, que puede ser representado en una
dimensién a partir de la direccién uq sin mucha pérdida de informacion.

Técnicamente, el ACP busca construir nuevas variables, a partir de las existentes, en las cuales
se maximice la suma de distancias al cuadrado de las proyecciones sobre el subespacio generado
por las k primeras, y la proyeccion de la media de los datos sobre dicho subespacio, para cada
k=1,,..,d.Si% eslamatriz de covarianzas muestrales asociada al conjunto de datos, se puede
probar entonces que dichas direcciones son las correspondientes a los autovectores ortogonales
{ui}le de la matriz ¥ con autovalores asociados A1 > Ao > ... > Ay > 0, que sabemos que
existen en virtud del teorema de descomposicién en valores singulares. Ademas, se tiene que la
variabilidad explicada por las direcciones de {u; : i € S} para S C {1,...,d} es

e N
100 - Efis %
Zj:l Aj

Las principales ventajas de ACP son:

= Las primeras componentes principales son las que mejor expliquen la variabilidad en
los datos. Quedandonos con ellas, logramos reducir la dimensién del conjunto de datos
minimizando la pérdida de informacién, ya que nos estaremos quedando con el subespacio
de dimensién k que verifica que las proyecciones de los datos sobre ese subespacio tienen
la mayor variabilidad posible.
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= Las proyecciones de nuestros datos sobre el subespacio generado por las componentes
principales van a ser ortogonales, su matriz de covarianzas es diagonal. Esto hace que
toda la variabilidad del conjunto de datos se explique a partir de las varianzas de cada
una de las componentes, y por lo tanto la estructura de dispersion del conjunto de datos
queda representada de una forma mucho més sencilla.

Por otra parte, dado un conjunto de datos como el de antes, podemos modelizarlo y tratarlo
como si fueran muestras de una distribucién Gaussiana, cuya media es la media de todos los
individuos, y su matriz de covarianzas es la matriz de covarianzas muestral. Se cumple entonces
que las direcciones de los ejes principales del elipsoide asociado a dicha distribucién coinciden
con los autovectores de la matriz . Es decir, los ejes principales del elipsoide son exactamente
las componentes principales que habfamos hallado antes, como se ve en la siguiente imagen:

De esta forma podemos establecer una relaciéon entre las componentes principales de un
conjunto de datos y una determinada probabilidad, lo cual nos sera util mas adelante.

6.1. Componentes Principales Comunes

Supongamos ahora que existe una particion de nuestro conjunto de datos en k clases, de
forma que los individuos pertenecientes a cada clase toman valores parecidos en las variables.
Por ejemplo, si tenemos el conjunto de dos dimensiones centrado, dado por:
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En esta situaciéon, podemos plantearnos hallar por separado las componentes principales para
cada una de las k clases. De esta forma, para cada clase tenemos unas componentes principales
que nos permiten describir de forma sencilla la estructura de dispersién de dicha clase, es decir,
en las que su matriz de covarianzas es diagonal. En nuestro ejemplo anterior, las componentes
principales para cada uno de las clases quedarian:

20

10

-10

El objetivo de las componentes principales comunes (CPC) es hallar, cuando sea razona-
ble, unas nuevas componentes en las cuales las diferencias entre las estructuras de dispersion
de unas y otras clases se expliquen de forma sencilla. Si suponemos que las k clases tienen las
mismas componentes principales, aunque no necesariamente en el mismo orden (la direccién de
la i-ésima componente principal de una clase puede ser la direccion de la j-ésima componente
principal para otra, con j # i), entonces tomando como componentes principales comunes esas
componentes, logramos que las matrices de covarianzas de todos las clases en las nuevas varia-
bles creadas sean diagonales. En ese caso, la dispersién en cada una de las clases se va a poder
estudiar a partir de la varianza en cada una de las componentes, lo que nos va a permitir llevar
a cabo comparaciones sencillas entre unas clases y otras.
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En la practica, cuando trabajamos con datos de varias clases, las componentes principales
de todos ellos nunca van a coincidir exactamente. Aun asi, es razonable pensar que en muchas
situaciones van a existir relaciones entre las componentes de unas y otras clases. En ese caso, lo
que se busca mediante las componentes principales comunes es determinar si las componentes
principales de cada una de las clases son similares entre si, y en el caso de que lo sean, bus-
car unas direcciones en las cudles las matrices de covarianzas de cada una de las clases sean
practicamente diagonales. En esta situacion, la dispersion de cada clase puede explicarse en
gran medida a partir de las varianzas de estas nuevas componentes, y podremos comparar la
variabilidad de las clases fijaindonos solo en estos valores sin perder casi nada de informacién.

Nuestro objetivo a la hora de buscar unas CPC serd hallar una especie de media o represen-
tante de las componentes principales de cada una de las clases. El concepto de las componentes
principales comunes ha sido tratado anteriormente. Flury da una buena explicacién de este
concepto en [4], asi como un método para hallar unas CPC. En este trabajo se propone una
forma alternativa para escoger las componentes principales comunes, que consiste en tomar
las direcciones de los ejes principales del elipsoide asociado al baricentro de las distribuciones
Gaussianas asociadas a cada uno de los grupos. En el ejemplo sencillo que estdabamos tratando,
las componentes principales globales son las direcciones que aparecen en azul:
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Vemos que cada una de las direcciones que nos dan los ejes principales del baricentro son
similares a una componente principal de cada una de las clases (que no tiene por qué ser la
misma). Las CPC nos dan en este caso unas componentes similares a las componentes principales
que obtendriamos trabajando de forma individual con cada una de las clases. La eleccién de las
direcciones dadas por los ejes del elipsoide asociado al baricentro como CPC parece bastante
razonable. El siguiente resultado, que nos asegura que en el caso idéneo en que todos las
clases tengan las mismas componentes principales, el baricentro también tendra esas mismas
componentes, justifica esta eleccién de las CPC.

Teorema 3. Sean P, ..., P, probabilidades Gaussianas en R? con matrices de covarianzas
Y1, 50, y sea P el baricentro asociado a dichas probabilidades con pesos {\;}_y, que es

una distribucion Gaussiana con matriz de covarianzas . Entonces, si {ex}e_, es una base
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ortonormal en la cual las matrices de covarianzas de %1, ...,%, son diagonales, entonces la
matriz de covarianzas de P en esa base también es diagonal.

El resultado del teorema se puede apreciar en el siguiente grafico, donde el elipsoide rojo es el
asociado al baricentro de las otras 3 probabilidades:
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Por tanto, en el caso en que todas las clases tengan las mismas componentes principales,
las CPC nos van a dar una base de R? en la cual las matrices de covarianzas de todos los
grupos son diagonales. Cuando las componentes principales de todos los grupos son similares,
las propiedades geométricas de los baricentros van a hacer que las matrices de covarianza de
cada uno de los grupos en dichas componentes sean “casi diagonales”. Si nos fijamos en el
ejemplo sencillo que hemos estado tratando, las matrices de covariazas en las CPC halladas

Son:
s _ (8845 0,622 s (9971 —0542
1= 10,622 4,699 27 \-0,542 0,457

Aunque las matrices de covarianza parecen estar “cerca de la diagonalizacién”, esto no se
puede ver a simple vista. Necesitaremos justificar este hecho con maés precisién. Sin embargo,
vamos a suponer en este caso que la diagonalizacion obtenida es buena, para poder presentar
algunas utilidades de las CPC antes de comenzar con detalles técnicos relativos a la diagonali-
zacion de matrices.

La principal ventaja de tener matrices “casi diagonales” es que vamos a poder llevar a
cabo razonamientos para la reduccién de la dimensién del conjunto de datos sin fijarnos més
que en los elementos diagonales de las matrices de covarianzas. En situaciones como ésta, es
interesante notar que ya no estamos en disposicién de afirmar tal y como haciamos en ACP que
una componente principal comin sea mas importante que otra, ya que puede ocurrir que una
componente principal comin sea muy similar a la primera componente principal de una clase, y
a la ultima de otra. La eleccién de unas componentes u otras se hace dependiendo del propésito
que se persiga. Vamos a intentar ilustrar este hecho mediante la elecciéon de una componente
principal en nuestro ejemplo sencillo, atendiendo a distintos criterios:
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= Si buscamos la direccién que mas variabilidad recoge dentro de cada clase, la mejor opcién
serd tomar la componente en la cual las varianzas de ambas clases sean mayores. Tomamos
entonces la primera, para la cual la varianza es 8.845 para la primera clase y 9.971 para
la segunda. En este caso la proyeccion sobre esta componente quedara:

-20 -10 0 10 20

= Si buscamos la direccién en la cual la diferencia en la variabilidad entre una clase y otra se
haga més visible, la mejor opcidén sera tomar la segunda componente, en la cudl la varianza
para la primera clase es 4.699 y para la segunda 0.457 . En este caso, la proyeccién quedara:

-20 -10 0 10 20

En las proyecciones que hemos obtenido ahora, se ha tenido en cuenta tinicamente las dife-
rencias existentes entre la dispersién de una clase y otra. Sin embargo, a la hora de elegir las
componentes principales globales que méas nos interesan, también podemos hacerlo teniendo en
cuenta las diferencias que existen en la localizacién de ambas clases de datos:

= Supongamos que buscamos la componente principal comun que separa mejor la media
de cada una de las clases. Calculando las medias de cada clase sobre las componentes
principales globales, nos queda que son:

my = (8,286,14,495)  my = (—8,286, —14,495)

Por tanto la CPC que mejor separa las medias es claramente la segunda, tal y como se
deducia de los gréficos de las proyecciones de arriba.
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= Si nuestro objetivo va a ser buscar CPC adecuadas para realizar un andlisis discriminante
posteriormente, entonces esta claro que también vamos a tener en cuenta la localizacién
de las clases para elegir dichas CPC. El principal objetivo del andlisis discriminante es
buscar subespacios en los cuales la variabilidad entre grupos sea lo mayor posible, y dentro
de cada grupo lo menor posible. En este ejemplo sencillo, si buscamos la componente que
mejor discrimina entre las dos clases, nos interesard entonces que las medias estén lo mas
separadas posibles, y que la variabilidad de los datos de cada clase en dicha componente
sea la menor posible. La segunda CPC cumple ambas condiciones, luego nos quedariamos
con ella para realizar después un andlisis discriminante.

Generalmente, se pueden hacer razonamientos analogos cuando el conjunto de datos tiene di-
mension d > 2, y buscamos subespacios de dimensiéon 1 < [ < d siguiendo un determinado
criterio. Sin embargo, en ocasiones vamos a tener que recurrir a métodos més complejos para
la eleccién de las componentes principales comunes adecuadas. Por ejemplo, si buscamos subes-
pacios dimensién mayor que 2 para realizar un andlisis discriminante, necesitaremos criterios
que nos permitan comparar la eficacia del algoritmo de discriminacién que queremos aplicar en
cada uno de los subespacios posibles que nos dan las componentes principales comunes.

Por otra parte, en el caso en que en las CPC calculadas las matrices de covarianzas estén “lejos
de la diagonalizacion”, podemos quedarnos con un subespacio generado por algunas compo-
nentes principales comunes en las que estemos més proximos a dicha diagonalizacién, siempre
que sean suficientemente explicativas. De esta forma logramos también reducir la dimensién del
conjunto de datos, atendiendo al criterio de intentar lograr una explicacién sencilla de nuestros
datos en algunas componentes.

En el siguiente apartado, nos vamos a centrar en el estudio de diferentes formas de medir
lo cerca que estamos de la diagonalizacion en cada una de las clases tras elegir las CPC.

6.1.1. Medidas de diagonalizacion

Sean 1,3, ..., % las matrices de covarianzas asociadas a cada una de las clases, y sea &
la matriz de covarianzas del baricentro. Denotemos por Ci,Cs,...,Cr v C a las matrices de
covarianzas de cada una de las clases y del baricentro, escritas en la base dada por las CPC
halladas a partir del baricentro. Sabemos que en esa base C es diagonal. Queremos estudiar
entonces si Cp,Cy,...,Cy estan préximas a la diagonalizacién en dicha base. Sea para cada
1=1,2,...k:

CO :

L (o '

Ci = )
© (0)?

La diagonalizacién para cada matriz C; se puede estudiar atendiendo a distintos criterios:

1. Mediante el cociente de la suma de cuadrados de los elementos de la diagonal entre la
suma de cuadrados de todos los elementos de la matriz (la norma Frobenius al cuadrado
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Se cumple que 0 < m1(C;) < 1, siendo este valor igual a 1 si y sélo si C; es diagonal.

my(C;) =

2. Mediante la comparacién de los autovectores {u; ;l:l de la matriz X; con los autovectores
{1, };-l:l de £, que suponemos normalizados. Es decir, estamos comparando las compo-
nentes principales de ¥; con las del baricentro £. La comparacién se realiza estudiando
los cosenos que forman unos autovectores con otros, relacionando en cada paso los auto-
vectores u?, u; para los cuales

\cos(u§7ﬂ1)| =< ué,m >|

sea mayor, hasta tener asi todos los autovectores relacionados. Si f : {1,...,d} — {1,...,d}
es la biyeccién que nos da la relacién entre unos y otros, entonces definimos:

d
mao(Cs) = Z|< ul, gy >
j=1

Se cumple que 0 < mo(C;) < d, siendo este valor igual a d si y sélo los autovectores de
¥; son los mismos que los de X, es decir, si y solo si C; es diagonal.

3. La siguiente medida que introducimos es una simplificacién de la introducida por Flury
en [4]. En dicho trabajo, presenta la siguiente medida para la diagonalizacién de k grupos
simultdaneamente, en la que n; es el nimero de datos presentes el grupo i, para cada

i=1,2,.. k.
k .
3t (€01
i=1 Cil

siendo |- | el determinante de la matriz, y diag(C;) la matriz que queda al sustituir todos
los elementos no diagonales de C; por 0. Aqui vamos a simplificar esta medida al cdlculo
de la de una tnica matriz C;, sin aplicar el logaritmo y sin tener en cuenta el niimero n; de
datos presentes en cada grupo. De esta forma perdemos las propiedades de convergencia
que tiene las suma utilizada por Flury, pero seguimos teniendo que matrices cercanas a
la diagonalizacion para la suma anterior, también estaran cercanas a la diagonalizacién

para:
N |diag(C})|

Se cumple que m3(C;) > 1, y se da la igualdad si y sélo si C; es diagonal.
Vamos ahora a proponer una nueva medida para la diagonalizaciéon basada en la distancia
de Wasserstein y los conceptos que se han ido exponiendo en este trabajo. La idea para definir

esta medida se basa en las desigualdades vistas en la demostracién del teorema [1] y explicadas
en las notas posteriores. Presentamos ahora todo el razonamiento que hemos llevado a cabo
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hasta llegar a el resultado obtenido:

Sea P una matriz diagonal y definida positiva, es decir, una matriz diagonal con todos sus
elementos diagonales estrictamente mayores que 0, de la forma siguiente:

) 0 0

0 (192)2 0

P = . :
0 0 ()

Si denotamos d3(C;, P) = d3(N(0,C;), N(0, P)), por la nota 2 sabemos que si U = (Uy, ..., Uy)
y V= (V1,...,Vy) son dos vectores aleatorios con Z(U) = N(0,C;) y Z(V) = N(0,P)

d
B P) 2 S BE ) £0) = 3ol —p)

Sabemos ademds que en el caso en que la matriz C; sea diagonal, la estructura de dependencia
de ambas distribuciones hace que la desigualdad se convierta en una igualdad:

d
d2(C;, P) = Z —p')?

Tenemos por tanto que:

d j j
- d% (Cz; P) -
Es razonable pensar entonces que si C; estd proxima a la diagonalizacién, el cociente tomard
valores proximos a 1, sea cual sea la matriz P diagonal y definida positiva. Sin embargo, al

estudiar esta medida para ejemplos concretos, se han observado distintos comportamientos
dependiendo de la matriz P escogida.

= Cuando las matrices C; y P son practicamente iguales, los autovectores de C; son muy
similares a los de P. Sin embargo, los cocientes en esta situacién tienen una gran variabi-
lidad, y no estdn necesariamente cerca de 1. Esto hace que tomando P = C, si todas las
C; son muy similares, nos quedan resultados inestables.

= Cuando los autovalores de la matriz P son en médulo mucho mas grandes o mucho maés
pequenos que los de C;, el cociente toma valores muy préximos a 1, a pesar de que
los autovectores de la matriz C; sean muy distintos a los de P. Por este motivo, sera
interesante utilizar una P; distinta para cada ¢ = 1,2, ..., k, de forma que las diferencias
entre los autovalores de P; y C; no sean muy grandes. Ademds, parece l6gico buscar P;
que no dependa de la base en que esté escrita C;.

Para encontrar una medida de diagonalizacién mas adecuada, vamos a centrarnos en buscar
entre las matrices P isotropicas, es decir, diagonales y con todos los elementos de la diagonal
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iguales, de la forma,

p2 0 0
0 p*> -~ 0

P=1. . . .| =p*1d
0 0 - p?

Este tipo de matrices tienen la propiedad de que escritas en cualquier base, nos queda la misma
matriz. Si A es una matriz unitaria, la matriz P escrita en la base dada por las columnas de A
es:

A'PA=p? ATdA = p*A'A=p* . Id=P

Si A es la matriz unitaria cuyas columnas son los autovectores de las direcciones principales
dadas por el baricentro, entonces se tiene ademés que C; = A’Y; A. Por la proposicién [11], si
T es la aplicacién lineal de matriz A’, se tiene que:

do(N(0,%;), N(0,P)) = do(N(0,%;) o T, N(0,P) o T7!) =

=dy(N(0,A’S;A), N(0, A’ PA)) = da(N(0,C;), N(0, P)) (13)
Por tanto, el cociente
>i_y(o] = p)?
d3(C;, P)
tiene denominador constante para todas las bases ortonormales en las que expresamos la matriz
C;, y por tanto se maximiza para la base en la cual Z?Zl (O"Z —p)? sea méximo. Queremos ahora
buscar un valor de p adecuado. Para cada ¢ = 1,2, ..., k, vamos a utilizar p = 6; = 3 Z; 1 01,

siendo {6 j—1 las desviaciones tipicas de las componentes de X; escrita en la base en la que
dicha matriz diagonaliza, que no depende de la base en la que esta escrita C;. Ademads, por la
definicién de &;, es légico pensar que las diferencias entre los autovalores de C; y 62 no van a
ser muy grandes. Por estos motivos, es razonable pensar que la matriz:

gz 0 - 0

0 62 -~ 0
P = :

0 0 o7

va a funcionar bien cuando medimos la diagonalizacién de C; comparando con ella. De esta
forma, el cociente se maximiza en la base en la cual la suma:

d

3 ()’ =3 (o~ 23w

J=1 7j=1

sea maxima. Aunque no hemos logrado dar una justificacién tedrica que nos permita relacionar
directamente estas sumas con la diagonalizacién de una matriz, si hemos comprobado expe-
rimentalmente que este cociente no nos da los problemas que aparecian cuando utilizibamos
como matriz P el baricentro o la identidad. Ademads, podemos dar una caracterizacién de &;,
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que puede ayudar en futuros trabajos a estudiar con méas detalle estos cocientes. Bésicamente,
se puede probar que &; es el valor de p para el cual da(X;, p?Id) alcanza el minimo, ya que
escribiendo ¥; en la base en la que es diagonal, por (13) se tiene que:

M&

d mp2ld = J 7p

j=1
En resumen, en este trabajo utilizaremos :
d i - d
Zj:l(azj‘ —a;)? Z] 1(‘7 —4d 23 103 )

m4: =

d%(CﬁPZ) d%(clvPZ)

como medida de diagonalizacién, asumiendo que funciona bien.

6.1.2. Ejemplo artificial para la comparaciéon de medidas

Vamos a presentar ahora un ejemplo sencillo en dimensiéon 2 para poder ilustrar todos
los conceptos mencionados anteriormente, y poder llevar a cabo una comparacién de las 4
medidas de la diagonalizacién en un ejemplo sencillo. Para ello, supongamos que tenemos datos
procedentes de 5 clases distintas, con matrices de covarianzas:

o _ (359 297 . _ (645 413 o, _ (371 149
1= \2,97 823 27 \4,13 448 37 \1,49 4,09

5, 4,71 2,23 o 3,42 0,86
171223 3,29 571086 3,31
En el siguiente grafico, representamos cada una de las matrices con el elipsoide asociado a la

distribucién N(0,3;), en los colores rojo, verde, azul, cian y magenta para i=1,2,3,4,5 respec-
tivamente.

-1
|

2
|

-3
|
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Calculamos entonces el baricentro de dichas probabilidades. En el siguiente grafico aparece el
elipsoide asociado al baricentro en color negro. También aparecen los ejes principales asociados
al baricentro, que son las CPC que vamos a tomar.

Queremos dar una idea ahora de lo cerca que estamos de la diagonalizacién para cada una de
las matrices. Para ello, vamos a utilizar las medidas mi,ms, m3 y my4 de las secciéon anterior.
Los resultados obtenidos aparecen en la siguiente tabla. Para que sea mas visual, nos referimos
a cada una de las clases por el color del elipsoide asociado.

Rojo Verde Azul Cian Magenta
my | 0.9034291 | 0.9708986 | 0.9991391 | 0.9692874 | 0.9992556
meo | 1.906031 | 1.980173 | 1.998330 | 1.968751 | 1.997000
mg | 1.229587 | 1.117520 | 1.001161 | 1.062825 | 1.000850
my | 0.6407040 | 0.9032392 | 0.9930594 | 0.8682647 | 0.9878395

En este caso sencillo, se ve que todas las medidas dan resultados muy similares, que coinciden
con lo que visualmente podiamos esperar. Todas las medidas coinciden en que las clases aso-
ciadas a los elipsoides azul y magenta son las que mejor se representan en estas CPC, seguidas
de las clases asociadas a los elipsoides verde y cidn, y que la peor representada es la asociada al
elipsoide rojo. Sin embargo, para algunas medidas, el elipsoide azul estd mejor representado que
el magenta, y para otras ocurre lo contrario. Lo mismo pasa con el verde y el cian. Esto es l6gico
que ocurra a veces, ya que en cada caso el criterio para medir la diagonalizacion es distinto. Lo
importante es que se puede ver que en general todas las medidas nos dan criterios similares para
medir la diagonalizacién, que coinciden con la idea geométrica de las componentes principales
comunes que estamos buscando.
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En el resto de ejemplos que vamos a estudiar, vamos a tomar como medida de diagonaliza-
cién a la medida my. Ademads, cuando queramos medir la diagonalizacién de las matrices de
covarianzas de k grupos en unas CPC, si las matrices de covarianzas de esas k clases en la base
son C1,Cs, ..., Cy, siguiendo la notacién anterior utilizaremos como medida el valor de:

2

k d i =
1 1 Zj:l(ai — i)
Z ) — — E sz T 1
& i=1 m4(CZ) k i=1 d%(C’i,Pi) © [0’ ]

siendo este valor cercano a 1 cuando estamos cerca de la diagonalizacién en todos las clases.

6.1.3. Ejemplo con los datos de las iris

Vamos a aplicar el razonamiento anterior al conjunto de datos iris. Este conjunto esta
formado por observaciones tomadas para un total de 150 flores, de las cudles 50 son de la especie
setosa, 50 de la especie versicolor y 50 de la especie virginica. De cada una de las flores se tienen
datos de 4 variables, correspondientes a la medida del ancho y el largo de pétalos y sépalos. Una
vez centrados los datos, los podemos representar mediante el siguiente conjunto de graficas. Los
individuos correspondientes a la especie setosa aparecen en color rojo, los correspondientes a la
especie versicolor en color verde, y los de la especie virginica en color azul.
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Vamos ahora a calcular las componentes principales comunes para los tres grupos. Para
ello, calculamos las matrices de covarianzas muestrales asociadas a cada una de las especies,
a partir de los 50 datos que tenemos de cada una, y hallamos el baricentro asociado a las
distribuciones normales centradas y con las matrices de covarianzas calculadas. Calculamos los
ejes del elipsoide asociado al baricentro para utilizarlos como componentes principales comunes.
Represemos graficamente los datos sobre las CPC obtenidas:
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Las matrices de covarianzas de cada una de las especies en las CPC halladas son:

0,1739  0,0803 —0,0461 0,0104
c.. _ | 00803 00818 —0,0277 00135
setosa = | 00461 —0,0277 0,0404  0,0001

0,0104 0,0135 0,0001 0,0129

0,4798 —0,029 0,0478 —0,0149
o _|-00200 00622 00045 0,0054
versicolor = 10 0478 0,0045 0,0719  0,0024

~0,0149 0,0054 0,0024 0,0108

0,6725 —0,1117 0,0274  0,0035
oo -0,1117  0,1157  0,0071  —0,0227
vergemiea 00,0274 0,0071  0,0561  —0,0098
0,0035 —0,0227 —0,0098 0,0439
Vamos ahora a ver si la estamos cerca de la diagonalizaciéon en estas componentes. Para ello,

utilizamos la medida de diagonalizacion my4 para cada uno de los grupos. Nos quedan los
siguientes resultados.

Setosa Versicolor | Virginica
0.5770966 | 0.9550782 | 0.9040537

Fijandonos individualmente en cada una de las especies, podemos ver que la especie Setosa esté
mucho peor representada en estos ejes que las especies Virginica y Versicolor. Si queremos la
medida de diagonalizacién para los tres grupos a la vez, estudiamos el valor de:

k
1
3 > ma(Cy) = 0,812
=1
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No nos queda un valor muy alto, luego la diagonalizacién no es muy buena. Por tanto, si estu-
diamos las diferencias entre las estructuras de dispersién de las distintas especies inicamente a
partir de las varianzas en estas componentes principales comunes, estamos perdiendo bastante
informacion.

Sin embargo, estas componentes halladas son interesantes si nuestro objetivo va a ser reali-
zar después un analisis discriminante. Utilizando el grafico por pares, se ve que las variables 1 y
3 van a ser las que mas nos interesan, ya que se puede establecer una separacién de los grupos
mediante hiperplanos, salvo por dos puntos:
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que son el mismo nimero de puntos que no se pueden separar mediante hiperplanos cuando
utilizamos las direcciones que nos da el algoritmo de discriminacién lineal:
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Nuestro objetivo ahora va a ser intentar buscar un subespacio, formado por algunas de las CPC
halladas, en el que estemos mas cerca de la diagonalizacién.

= En primer lugar, buscamos el subespacio H de dimensién 3 generado por 3 de las CPC
en el cual estemos mds préximos a la diagonalizacién. Denotando C# a la matriz que se
obtiene al restringir C; a las filas y columnas de H, estudiamos los valores de

k
1
3 Z m4(CiH)
i=1

El valor més alto lo alcanza cuando H es el subespacio generado por las CPC primera,
tercera y cuarta, y este valor es 0.9854631.

= Podemos hacer el razonamiento andlogo para buscar un subespacio de 2 dimensiones.
En este caso, el valor més alto del cociente nos queda cuando H = {1,4}, y el valor es
0.9997832. Las matrices de los grupos las CPG 1 y 4 son:

s _ (01739 00104\ (04798 00149\  _ (06725 0,035
set = 10,0104 0,0129 vers =\ _0,0149  0,0108 virg =\ 0,0035  0,0439

En estas dos componentes, practicamente toda la variabilidad se explica a partir de la
varianza de cada componente. Si observamos la grafica que nos queda al representar la
grafica en estas dos dimensiones, vemos que las direcciones de crecimiento de la dispersién
de todas las especies son similares a los ejes. Es decir, las CPC que hemos hallado son
parecidas a las componentes principales de cada una de las especies.
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Si queremos reducir la dimensionalidad del conjunto, podriamos intentar buscar las CPC que
mejor expliquen las diferencias en la dispersion de las distintas variables. Para ello, denotemos
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~i 1 3 J . . J . ., ;. . . .
67 = 3> ;_,0; para j = 1,2,3,4, siendo o] la desviacién tipica de la componente principal j
en la especie i, y estudiamos las sumas: Ademds, estudiando las sumas

n

Y (ol -67)%, j=1,...d

i=1
nos quedan los siguientes valores:

CPC1| CPC2| CPC3 | CPC4
0.0848 | 0.0041 | 0.0022 | 0.0068

Por tanto, las componentes 1 y 4 seran en principio aquellas que expliquen mejor las diferencias
entre la dispersion de los diferentes grupos a través de las varianzas de las componentes. Como
ademds son las componentes en las que estamos mas cerca de la diagonalizacion, parece ade-
cuado representar nuestros datos sobre estas dos componentes si queremos ver las diferencias
existentes entre las estructuras de dispersién de los diferentes grupos.

La principal ventaja de este razonamiento es que se puede llevar a cabo de forma andloga
para conjuntos de dimensién arbitrariamente grande. En casos como el del ejemplo, en los que la
dimensioén no es muy alta, y el nimero de combinaciones posibles entre dos variables es pequeno,
podemos utilizar el grafico por pares para elegir cudles son las variables que més nos interesan
en cada situacién. En dimensiones altas, es necesario disponer de técnicas computacionales que
nos permitan elegir las CPC que mas nos interesan en cada caso.

Vamos ahora a comparar las CPC que hemos obtenido a partir del baricentro con las que
halla Flury en [4], para ver si hemos llegado a resultados parecidos. Las componentes principales
comunes en cada método, expresadas por columas, son las siguientes:

—0,7433  0,2018  0,6121  0,1791
—0,3701 —0,8786 —0,0742 —0,2921
—0,5342  0,3859 —0,6853 —0,3097
—0,1584 —0,1954 —0,3874 0,8868

0,7367 —0,1640 —0,6471 0,1804
0,2468 —0,8346 04645 —0,1607
0,6047 0,5221  0,5003 —0,3338
0,1753  0,0628  0,3382  0,9925

Comp. baricentro =

Comp. Flury =

Los angulos entre las componentes obtenidas por los dos métodos, comparandolas por orden,
son los siguientes:

CPC1]| CPC2 | CPC3 ] CPC4
8,20° | 27,19° | 25,24° | 8,90°

Por tanto, se obtiene dos componenetes principales comunes muy similares, la primera y la
cuarta, ya que los angulos entre ellas son menores que 10°. Para las otras dos, los dngulos son
mayores, aunque ninguno supera los 30°. Por tanto, las CPC nos dan una buena alternativa
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a las halladas por Flury, y ademés tienen la ventaja de ser computacionalmente mucho maés
eficientes.

Por dltimo, vamos a resaltar un hecho que nos va a servir de motivaciéon para la siguiente
seccién. Habifamos visto que los grupos Versicolor y Virginica se representaban mucho mejor
que el grupo Setosa en las CPC halladas. Podemos entonces preguntarnos si las componentes
principales de estas dos especies son similares entre si, y comprobar si podemos obtener unas
componentes en las que se expliquen bien las dispersiones de estas dos especies. Calculamos
entonces las CPC para todas las parejas posibles formadas por dos especies, y representamos
en la siguiente tabla la medida para la diagonalizacién de cada pareja de especies en las CPC
halladas para esa pareja:

Setosa/Versicolor | Setosa/Virginica | Versicolor/Virginica
0.8173 0.749326 0.9686

A las vista de los resultados, podemos afirmas que las especies Versicolor y Virginica tienen
componentes principales muy similares entre si, y significativamente distintas de las de la especie
setosa. En problemas como este, es razonable pensar en tomar varias componentes principales,
de forma que podamos explicar bien la dispersién de cada clase en una de dichas componentes.
Esto es lo que buscamos en la siguiente seccién.

6.2. Componentes Principales Grupales

En esta seccién, vamos a introducir las componentes principales grupales (CPG) como una
generalizacion de las componentes principales comunes. Supongamos al igual que antes que
tenemos una particion del conjunto de datos en k clases, y que ahora no parece existir una
relacion entre las componentes principales de cada una de las clases. Es decir, hemos calculado
las CPC y las medidas de diagonalizacién nos dicen que estamos lejos de la diagonalizacién de
todas las clases. Podemos entonces plantearnos hacer una subdivisién en m grupos de las k clases
de datos, de forma que podamos dar en cada grupo unas componentes en las cuales las matrices
de covarianzas de todas las clases estén proximas a la diagonalizacion. Al conjunto formado por
las m componentes halladas lo denominaremos componentes principales grupales. Vamos
a dar ahora un procedimiento para encontrar unas CPG adecuadas. Sean X1,%,, ..., % las
matrices de covarianzas de las k clases, y sean P; probabilidades normales centradas y con
matriz de covarianzas ¥; para i = 1,2, ..., k. Si buscamos m grupos:

= En primer lugar, tomamos las componentes principales asociadas a los m-baricentros
{P]O 74 con pesos uniformes de las probabilidades {P;}%_,, que nos dan una particién
del conjunto de indices {57, ..., S}, siendo 7 C {1, ..., m} el conjunto de indices asociados

al baricentro ]5]0.

= Asignamos cada clase ¢ a uno de los m-baricentros {Pjo};»”:l, estudiando el minimo de las
distancias 4
m4(Cf) j:l,...,m

donde CY es la matriz de covarianzas de la clase i escrita en la base de autovectores
dada por el baricentro PjO (si queremos medir la diagonalizacién con otro criterio, serd
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conveniente llevar a cabo la particién atendiendo a dicho criterio). Esto nos dard una
particién del conjunto de indices {S7, ..., S} }, siendo Sjl- C {1,...,m} el conjunto de indices
para los cuales se alcanza el minimo en el baricentro P?.

= Silos grupos {51, ..., Si } obtenidos coinciden con los dados por los m-baricentros, {SY, ..., Sp},
las componentes principales halladas para cada grupo {P;};c St j=1,2,...,m, coinciden
con las del baricentro de dichas probabilidades. Si no es asi, podemos tomar en cada gru-
po j las componentes principales asociadas al baricentro de {P;};c st obteniendo asi m

baricentros {le j=1 que nos dan m componentes principales nuevas.

= A partir de estas nuevas m componentes principales asignadas a los baricentros {pjl };”:1,

podemos asignar cada clase ¢ a uno de los m-baricentros estudiando el minimo de las
distancias
J P
ma(C) i=1,..,m

donde €Y es la matriz de covarianzas de la clase i escrita en la base de autovectores dada
por el baricentro P}. Esto nos dard una particién del conjunto de indices {S7, ..., S7},
siendo sz C {1,...,m} el conjunto de indices para los cuales se alcanza el minimo en el
baricentro P}.

= Sila particién {S7, ..., S7} es distinta a la particién {Sf, ..., S}, hallamos de nuevo los m
baricentros {Pj2 .4 asociados a cada grupo {Pi}iesf.aj =1,2,...,m, y obtenemos asi m

componentes principales nuevas que nos permiten hacer una nueva particion {Sf’, ey S,‘z’}

» Repetimos este proceso hasta llegar a un n € N que verifique que la particién {S7,...S¢}
sea la misma que {S{H'l, . S,’;H}. La particién en m grupos que tomaremos sera:

{(S1, ... Sk} = {87, ..., SP}

y las componentes principales grupales serdn las m componentes principales de los m
: pnm
baricentros { P} ;.

= Si para ningtiin n € N se de la igualdad de las particiones que habiamos mencionado
en el punto anterior, pararemos el proceso en la iteracion N, para N € N fijado. Las
componentes principales grupales halladas de esta forma pierden la propiedad de ser en
cada grupo el baricentro de las probabilidades asociadas a ese grupo, pero van a seguir
siendo una buena forma de elegir m componentes principales en las que las matrices de
covarianza de todos los grupos sean “lo mas diagonales posibles”.

Una vez hecho esto, ya tenemos la divisién de los grupos. Podemos ver si las direcciones de
crecimiento en cada divisién son similares estudiando las sumas:
1

5 2 ma(C) G=1msiS; #0
J

1€S;

Si el cociente esta préximo a 1 en todos los grupos, habremos conseguido que en cada S; las
matrices de covarianzas casi diagonalicen en las CPG dadas por P;. Sino, podemos probar a
refinar la particion, aumentando el valor de m.
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Otra posibilidad para el calculo de las componentes principales globales es permitir que
se desprecie unas proporciéon « de las probabilidades. Una forma de hacer esto es comenzar
calculando los m-baricentros recortados de nivel «, y despreciando la proporciéon a de las pro-
babilidades que nos indica el k-baricentro. De esta forma se logrard una mayor estabilidad del
método, y en muchas ocasiones evitaremos que aparezcan grupos formados por una unica clase.

6.2.1. Ejemplo artificial

Vamos a ilustrar mediante un ejemplo sencillo en dimensién 2 la utilizacién y el calculo de
las CPG. Para ello, supongamos que tenemos datos de 10 clases distintas, cuyas matrices de
covarianzas se corresponden con los siguientes elipsoides:

2
|

3
|

Si calculamos directamente las CPC, la medida de diagonalizacién de todas las clases, calculada
como la media de la medida de diagonalizacién m,4 en cada clase, nos queda un valor de 0.4821.
Estamos por tanto muy lejos de conseguir una diagonalizacién adecuada para todas las clases.

Vamos a intentar hallar unas componentes principales grupales en las que queden bien re-

presentadas todas las clases. Si buscamos 2 componentes principales, la asignacién en grupos
que nos queda es la siguiente:
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La medida de diagonalizacién en cada grupo es:

Grupo Rojo | Grupo Verde
0.8738 0.9203

Por tanto, utilizando las CPG que hemos hallado estamos cerca de la diagonalizacion en los dos
grupos que hemos creado, sobre todo en el verde. Podemos intentar mejorar la diagonalizacién
buscando separar las clases en 3 grupos mediante las CPG. En este caso, la separacién en grupos
que nos dan las clases es:

-1
1

”
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y la medida de diagonalizacién dentro de cada grupo es:

Grupo Cian | Grupo Morado | Grupo Amarillo
0.9203 0.9553 0.9968

Por tanto, hemos mejorado los resultados obtenidos cuando considerdbamos dos grupos, y
podria ser interesante considerar esta separacién en 3 grupos en vez de la separacion 2. Basi-
camente, lo que se ha hecho es dividir el grupo rojo en los grupos morado y amarillo, y hallar
unas nuevas componentes en las que cada subgrupo esté mas cerca de la diagonalizacién. El
grupo cian es el mismo que el verde que teniamos antes. La eleccién de una cantidad de grupos
u otra, dependerad en cada caso concreto del uso que vayamos a hacer de los datos, para ver
si es preferible tener menos grupos y perder un poco méas de informacion al representar las
dispersiones en términos de las varianzas de las componentes, o si es preferible aumentar el
nimero de grupos para representar mejor las dispersiones en términos de las varianzas.

6.2.2. Aplicacién a la clasificacion

Cuando tenemos problemas reales en los que medimos las mismas variables sobre distintos
individuos de distintas clases, aunque las matrices de covarianza varien entre unas clases y otras,
en ocasiones es razonable pensar que presentan una estructura basica comtn entre algunas de
las clases. Muchas veces esta estructura basica comtn se debe a que las variables que aparecen
en el problema tienen direcciones de crecimiento parecidas en dichas clases.

Estas relaciones aparecen habitualmente en taxonomia. Pensemos para ello en el caso mas sen-
cillo posible, cuando estamos midiendo la altura y el peso de individuos de distintas especies.
Si representamos la nube de puntos de los individuos de una determinada especie veremos una
clara direcciéon de crecimiento, correspondiente al aumento del peso de los individuos cuando
aumenta su altura.

PESO

W

ALTURA

La direcciéon de crecimiento que representa el aumento del peso cuando aumenta la altura
se corresponde con la primera componente principal del grupo. Sin embargo, aunque en todas
las especies vaya a aparecer esa direccion de crecimiento, puede cambiar significativamente de
unas especies a otras:
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= Por ejemplo, si la especie que estuviéramos tratando fueran hipopétamos, su complexién
fisica hard que el aumento del peso sea mucho mas significativo que el aumento de la
altura, y la direccién de crecimiento que estemos estudiando tenga mucha méas pendiente.

= Si estudiamos lo que ocurre con los humanos, sucederd al revés. El hecho de que caminemos
erguidos hace que tengamos una gran altura en relacién con el peso, y por tanto los
cambios en la altura seréan maés significativos que los cambios en el peso. La pendiente de
la direccién de crecimiento sera menor.

En esta situacién, se podria llevar a cabo una clasificacion de las diferentes especies en grupos,
pidiendo unicamente que en los grupos formados las direcciones de crecimiento sean parecidas.

En taxonomia, cuando trabajamos con variables méas complejas, es frecuente que sigan apa-
reciendo relaciones (que ya no vamos a poder adivinar a simple vista) entre las direcciones de
crecimiento de las variables en las distintas especies estudiadas, que nos permitan establecer
asociaciones entre ellos. Algunos ejemplos concretos de estas relaciones aparecen en [5], [4]. En
el ejemplo con el conjunto de datos Iris, también se podia observar una relacién fuerte entre
las direcciones de crecimiento de las especies Virginica y Versicolor. Este tipo de relaciones
pueden aparecer también en muchos otros campos, por ejemplo en la musica, como veremos a
continuacion.

La teoria que hemos tratado anteriormente sobre las componentes principales grupales, nos
permite desarrollar un método para estudiar dichas relaciones entre las direcciones de creci-
miento de las variables entre diferentes grupos, y posteriormente dar una clasificacion de los
grupos atendiendo a estas propiedades. En el ejemplo siguiente, vamos a dar una clasificacién
alternativa para datos de 10 géneros musicales, que nos va a permitir ver si existen relaciones
entre las componentes principales de unos géneros y otros.

6.2.3. Clasificacién de géneros de musica

En este ejemplo, el conjunto de datos a tratar contiene informacién sobre canciones de 10
estilos de musica distintos: blues, clasica, country, disco, hiphop, jazz, metal, pop, reggae y rock.
De cada uno de los géneros, se tienen datos medidos sobre un intervalos de 30 segundos de 100
canciones de ese género. Las variables que aparecen son:

= Tempo: Velocidad a la que se mide el paso de la misica.

= Beats: Unidad del ritmo en miisica.

= chroma stft: Transformada de Fourier de tiempo reducido.
= rmse: Raiz cuadrada del error cuadratico medio.

= spectral centroid: Indica el centro de masa del espectro.

= spectral bandwidth: Intervalo de longitud de onda en el cual la cantidad de espectro
radiado es mayor o igual que la mitad de su valor maximo.

= rolloff: Mide lo escarpado que es la funcién de transmisién con frecuencia.
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= zero crossing rate: Tasa a la que la senal cambia de positiva a negativa o al revés.

En primer lugar escalamos el conjunto de datos, para que todas las variables tengan la misma
importancia. Para cada género musical i tenemos datos de esas 8 variables medidas sobre 100
canciones. Calculando la matriz de covarianzas muestral ¥; de esos datos, podemos plantearnos
ahora el problema de hallar las componentes principales grupales para clasificar los 10 géneros
musicales. Hay que resaltar que para la clasificacién que vamos a dar ahora, lo 1inico que nos
va a importar son las direcciones de crecimiento de las variables en las matrices de covarianza
de cada uno de los géneros. La clasificacién se hace buscando en qué géneros musicales dichas
componentes son similares, es decir, agrupando a los géneros para los que existan unas CPG en
las cuales las matrices de covarianzas de todos ellos “casi diagonalicen”.

= En primer lugar, calculamos las componentes principales comunes asociadas al baricentro
de las 10 matrices de covarianzas. El cociente asociado nos queda 0.9436. Esto nos quiere
decir que las componentes principales de todos los géneros son similares, las variables
tienen direcciones de crecimiento parecidas en todos los géneros. Si nuestro objetivo fuera
encontrar unas componentes adecuadas en las que representar todos los géneros, utilizar
las CPC seria una buena eleccién. Sin embargo, como nuestro objetivo es llevar a cabo
una clasificacién, podemos calcular las CPG para m grupos e ir viendo qué géneros tienen
componentes mas parecidas.

Mostramos ahora los resultados que nos dan las CPG para distintos valores de m. En

cada caso mostramos la clasificacién obtenida, asi como el valor de la diagonalizacién en

cada grupo:

Para m=2:

Grupo | Medida diagonalizacién en el grupo Géneros que forman el grupo
Grupo 1 0.9655 blues, country,disco, jazz, pop, reggae
Grupo 2 0.9446 classical, hiphop, metal, rock

Para m=3:

Grupo | Medida diagonalizacién en el grupo Géneros que forman el grupo
Grupo 1 0.9655 blues, country, disco, jazz, pop, reggae
Grupo 2 1 classical
Grupo 3 0.9552 hiphop, metal, rock

Para m=4:

Grupo | Medida diagonalizacién en el grupo Géneros que forman el grupo
Grupo 1 0.9631 blues, country, jazz, pop, reggae
Grupo 2 1 classical
Grupo 3 0.9552 hiphop, metal, rock
Grupo 4 1 disco
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Comentamos los resultados obtenidos:

= Para m=2 agrupa a la musica clasica con estilos como el metal, el rock y el hiphop, en
contra de lo que cabia esperar. Sin embargo, la diagonalizacién en este grupo es peor que
en los anteriores, luego las direcciones de crecimiento de las variables en esos estilos no
tienen por qué ser tan similares entre si como en el otro grupo. De hecho, cuando hacemos
m=3 o m=4, el grupo se divide, dejando por un lado al metal, el rock y el hiphop y por
otra a la musica clasica, que forma un grupo ella sola. Esto es coherente con lo que cabia
esperar: la musica clasica es bastante distinta al resto de géneros.

= Casi todos los estilos que aparecen en el grupo 1 formado cuando m = 2, son estilos de
musica que parecen “més tranquilos”que el rock, el heavy y el hiphop, intuitivamente
hablando. El tnico estilo que no encaja del todo en esta descripcién de “musica tranqui-
la” podria ser la musica disco. Cuando hacemos m = 4, la clasificacién obtenida lo separa
del resto

Por tanto, lo que hemos podido apreciar es que detras los estilos de musica que muchas veces
nos suenan parecidos, tienen detras una estructura bastante similar en cuanto a las relaciones
y las direcciones de crecimiento existentes entre las variables que estamos estudiando.

Podemos intentar dar un enfoque distinto al problema, permitiendo un recorte de nivel a.
Si nos fijamos en los resultados obtenidos, basicamente se han formado dos grupos al hacer
m=2, y al aumentar el valor de m se han ido sacando de esos grupos a los estilos mas diferentes,
que han ido formando grupos con un unico género musical. En esta situacién, parece razonable
intentar buscar tnicamente 2 grupos, permitiendo que se desprecie una proporcién « de los
géneros musicales. Los resultados que obtenemos al trabajar de esta forma son:

Para a = 0,1:

Grupo | Medida diagonalizacion en el grupo Géneros que forman el grupo
Grupo 1 0.9655 blues, country, disco, jazz, pop, reggae
Grupo 2 0.9552 hiphop, metal, rock

Para a = 0,2:
Grupo | Medida diagonalizacién en el grupo Géneros que forman el grupo
Grupo 1 0.9631 blues, country, jazz, pop, reggae
Grupo 2 0.9552 hiphop, metal, rock

Llegamos a los mismos resultados que habiamos obtenido trabajando sin recortes. En ejem-
plos como este en los que no aparecen muchas probabilidades, los resultados son sencillos de
interpretar con cualquiera de los métodos que hemos utilizado. Sin embargo, en ejemplos mas
complejos en los que aparezcan muchas probabilidades, el uso de los k-baricentros recortados
va a ser mucho més recomendable, ya que simplemente despreciard las probabilidades que mas
difieran del resto.

Nota 8. Los datos han sido descargados de https://www.kaggle.com/insiyeah/musicfeatures.
De las 30 variables presentes en el conjunto de datos, para realizar el analisis nos hemos quedado
con el estilo musical y las 8 variables explicadas arriba.

105


https://www.kaggle.com/insiyeah/musicfeatures

7. Apéndice

7.1. Probabilidades de transicién

Comencemos explicando este concepto el caso discreto. Supongamos que tenemos un con-
junto de causas {c1, ..., c,} vy un conjunto de efectos {ey, ..., e, }. Cada causa ¢; tiene una pro-
babilidad p; > 0 y ademads tenemos unas probabilidades de transicién P., para cada ¢ =1,...,n,
definidas en {e1, ..., e, }, tal que P, (e;) nos da la probabilidad del efecto ¢; si sabemos que ha
ocurrido la causa ¢;. Queremos entonces definir una probabilidad en

{c1,..,en} x {e1, .. em}

que sea razonable, es decir, que la probabilidad marginal de la causa c; sea p;, y que la proba-
bilidad del efecto j condicionada a la causa i sea P, (e;). Definiendo P(c;,e;) = p; P, (e;), se
cumplen ambas propiedades:

P(c;) =Y Plciye;) =Y piPe,(e;) =p; Y _ Pe,(ej) = p;
Jj=1 Jj=1 j=1
Pleyfe) = Do) _plales) _ p ()

P(c;) Di

Queremos ahora extender estas ideas al caso de probabilidades no discretas. Los resul-
tados que vamos a exponer aparecen en [12; cap. 6]. Supongamos que tengamos dos espacios
medibles (21,01) y (€2, 02), una probabilidad p sobre (4,07) y para cada x € ; una proba-
bilidad de transicién v, sobre (Q2,02). Supongamos ademés que para cada B € o9, la funcién
2 + v;(B) es o1-medible. Se define entonces en (€21 x 23, 0), siendo o la minima o-dlgebra que
contiene a conjuntos A x B con A y B medibles, la siguiente probabilidad:

P(D) = /Q Vg (Dy)dp(z) VDeo (14)

Por el teorema de las medidas producto (ver [12, teor. 2.6.2]) sabemos que P es realmente una
probabilidad en Q1 x Qs, y ademads es la tinica que satisface:

P(Ax B) = / ve(B)du(z)
A
para todo A € o1,B € o03. De aqui se deduce que la probabilidad marginal de P sobre €
coincide con u:

P(Ax ) = [ 1(@a)du(e) = [ 1duta) = ()

A A
Denotemos (x,y) a los puntos de 7 X Q3. Si suponemos que para un cierto zo € €2y, se cumple
que u(xg) > 0, entonces la probabilidad de y condicionada a @ = x( coincide con la probabilidad

de transicién vg,:

P({zo} x B) _ f{xg} vy (B)dp(x) _ 1i(x0)Vay (B) = v,,(B)

Plye B/x =x9) = Pz = x0) w(xo) (o)
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para todo B € gs. De esta forma, las probabilidades de transicién se pueden entender como
una generalizacion de las probabilidades condicionadas de P, definidas para todos los = € €y,
incluso cuando p(x) = 0.

Nuestro objetivo ahora va a ser realizar este razonamiento en sentido contrario. Partiendo
de una probabilidad P sobre €27 x {05, queremos encontrar unas probabilidades de transiciéon que
cumplan la relacién (14). La existencia de dichas probabilidades no siempre estd garantizada,
necesitaremos imponer condiciones topologicas sobre (2o para asegurar su existencia. Nosotros
nos centraremos en demostrar que existen en el caso Qy = R, aunque se puede probar su
existencia en condiciones mas generales, cuando €25 es un espacio métrico completo y separable.

Proposicién 17. Sean (21,01) y (Q2,02) = (R%, 3%) dos espacios medibles, y P una probabi-
lidad definida en el espacio producto (Qq x Qa,0), siendo o la o-dlgebra producto. Denotemos
por p a la probabilidad marginal de P sobre Q). Entonces existen probabilidades de transicion
{Vs}zeq, en (Qa,02) tales que para cada D € o,

P(D) = / vo(Dy)dpi(z)

Demostracion. Para cada B € B¢ fijo, consideramos la medida:
Ap(A) = P(A x B)

Ap es una medida positiva y finita en €21, y ademas es absolutamente continua respecto a u, ya
que:
wA)=0=Ag(A)=P(Ax B) < P(Ax Q) =u(Ad)=0=Ag(A4)=0

Por el teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym, existe una funcién gp medible en (€21, 07) y tinica
pu-c.s. tal que:

/\B(A):P(AXB):/AQB(x)d,u(x) VAe€o

Sea entonces para cada q = (q1, ..., gq) € Q¢ fijo, el conjunto:

d
Iq = H(_OO7QI] S 6d
=1

Para simplificar la notacién, denotemos A\, = A;, ¥ g4 = g1, Sea entonces F.(q) = g4(x) para
cada z € Q1,9 € Q% Vamos a ver propiedades que nos van a permitir extender de forma
razonable F, a una funcién de distribucién de una probabilidad en (R?, 39) para casi todo
r € Q.

1. F.(q) > 0 para todo ¢ € Q¢ p-c.s.

Para cada q € Q¢, Aq es una medida positiva y por tanto g, > 0 p-c.s. Por tanto, para
cada ¢ € Q¢ existe un conjunto A4, con u(4,) = 1 tal que F,(q) = g4(x) > 0 para todo
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xr € Ay. Tomando A = Nyege Ay tenemos un conjunto de medida 1, por ser interseccién
numerable de conjuntos de medida 1, y en el que para todo = € A se verifica que:

F,(q) > 0 para todo ¢ € Q%

. F,(q) <1 para todo q € Q% p-c.s.

Veamos en primer lugar que dado ¢ € Q¢ el conjunto B, = {z € Q; : g,(x) < 1} tiene
probabilidad 1 en ;. Razonamos por reduccién al absurdo. Si no fuera asi, el conjunto

ch ={z e :gy(z)>1}
tendria probabilidad positiva, y por tanto se tendria que:

1(BS) = P(BS x RY) > P(BS x I,) =

- / 0a(@)dpu(z) > / dyu() = p(BE)
(2€01:94(2)>1} (2€01:94(2)>1}

y llegamos por tanto a un absurdo. Por tanto, u(By) = 1 y si tomamos B = Ny cqa By,
tenemos un conjunto de medida 1 en 7 por ser intersecciéon numerable de conjuntos de
medida 1, y en el que para todo = € B se verifica que:

F,(q) <1 para todo ¢ € Q%
CAGF, = ZyEV sign(y)Fy(y) > 0 para todos r = (r1,...,7q),5 = (81,...,84),€ Q%
con r < s (componente a componente) p-c.s., siendo V el conjunto de 2¢ vértices de

(r1,81) X oo X (rq,84] y sign(y) 1 o -1, segiin que el nimero de componentes de y que
coinciden con las de r es par o impar.

Dados r < s € Q%, veamos que el conjunto

Crs={z € : ) sign(y)Fuly) = 0} = {w € Q1 : Y sign(y)g,(z) = 0}
yev yev

cumple que p(Cy ) = 1. Si no fuera asi, el conjunto

C’TC:S ={xe: Z sign(y)gy(z) < 0}
yev

tendria probabilidad positiva, y por tanto se tendria que:

P(CF % ((r1,81] X oo X (ray 8a))) = Y sign(y) P(CE, x 1) =
yev

= Y sion(s) [ a@uta) = [ Y sign)a, @) | dua) <0

C C
yev Cr,s T8 yev
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Hemos llegado a un absurdo, luego ((C) ) = 1. Tomando entonces

C= () Cus

r,s€Qd:r<s

tenemos un conjunto de medida 1 en 21 y que cumple que para todo x € C:

A Fy = Z sign(y)Fe(y) >0 Vr,se€ Q% conr<s
yev

cimy, oo Fi(gn) = 1y limy, o0 Fr(q—yn) = 0 p-c.s., siendo g, = (n,n,...,n) € Q%

Consideramos el conjunto D1 = {x € Q4 : lim,, o Fr(¢n) = 1}. Veamos que pu(D;) = 1.
Si no fuera asi, entonces D = {x € Q; : lim,, o0 Fi(q,) # 1} tendria medida positiva.
Por los apartados anteriores, {F,(qn)}22, acotada por 1 c.s., y ademds es creciente c.s.
Esto es consecuencia de que para cada n € N, el conjunto

Ry ={x € Qi : Foqn) > Folqni1)} = {z € Q1 : Yqn (r) > gqn+1(x)}

es de medida nula, ya que si no fuera asi:

PR, x 1) = [ a0, @)dn@) > [ i @)dnte) = PR, x T, )

lo cudl no puede ocurrir ya que R, x I, C R, x I,
U2, Rn, que es de medida nula en €

Por tanto, para casi todo x € DY, la sucesion {F,(g,)}32, converge hacia algiin valor
I < 1,y se tiene entonces que si pu(D§) > 0:

n+1+ Lia sucesion es creciente fuera de

u(DY) = P(DS x BY) = lim P(DS x I,,) = lim | g, (2)du(x) =

- / (lim g, )(x)du(z) = / (lim Fy(g,))du(z) < p(DS)
D D

c n—o0 c Nn—oo
1 1

donde la peniltima igualdad es consecuencia del teorema de la convergencia dominada.
Hemos llegado a una contradiccién, y por tanto u(D$) =0 = u(D;) = 1.

De forma andloga se prueba que existe un conjunto Dy con u(D3) = 1 en el cual
lim,, 00 Fr(q—n) = 0 para todo & € Ds. Tomando D = D; N Dy tenemos un conjun-
to de medida 1 en €27 en el que para cada x € D se cumple que:

lim F,(g,) =1y lim F.(qg—n)=0

n—oo
im0 Fi(q + 5,) = Fy(q) para todo ¢ € Q% p-c.s., siendo s, = (%, e %) € Q.

Para cada g € Q¢, consideramos el conjunto:

Ey={ze: lm Fy(q+sn) = Fo(q)} = {z € Qu: lm gqps, (2) = gq(2)}
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Veamos que u(E,) = 1. Para ello veamos que lim,,_, o gg+s, (€) = gq(z) p-c.s. El limite
sabemos que existe c.s., puesto que es ¢.s una sucesién decreciente de funciones (razonando
igual que en el apartado anterior para ver que era creciente). Para cada K € oy se cumple
que:
P(K x1I;) = lim P(K x Is,,)= lim Ggts, (@)du(z) =
K

n—oo n—oo

:/ (Hm ggqs,)(@)dp(z)
K

n—oo

y por la unicidad c.s. de la funcién g, se tiene que lim, o0 gg+s, = gq p-c.s. Por tanto
tenemos que p(Ey) =1, y si tomamos

E= () E,

qeqQd

tenemos un conjunto de medida 1 en €1 y en el que si x € FE, entonces verifica que
lim,, 00 Fi(q + 8,) = Fy(q) para todo ¢ € Q%

Por tanto, tomando FF = AN BNCNDNE, conjunto de medida 1 en €y, para cada z € F
se cumplen las propiedades 1), 2), 3), 4) y 5). De las 4 primeras propiedades se deduce que
podemos definir para cada € F' una funcién de distribucién de la siguiente forma:

G.(y) = lim F,(q) VYyeR?

q—yt

Y de la propiedad 5) deducimos ademds que para cada r € Q% y para cada x € F se cumple
que
Gx(r) = lim F,(q) = Fy(r) = g-(x)
q—rt
Para cada x € F, sea v, la probabilidad definida por la funcién de distribuciéon G, y para cada
x ¢ F sea v, otra probabilidad cualquiera en R%. Consideramos la familia de conjuntos:

¢ ={Hecp: v,(H)=gu(z)cs.}
Para cada I, = (—00, 1] X ... X (=00, g4] con q¢ = (g1, ..., qa) € Q% se tiene que si z € F, entonces:

Vac(Iq) = Gac(‘]) = gq(x) =9I, ('T)

Se tiene por tanto que & = {I, : ¢ € Q?} C ¥, y veamos que de hecho también contiene a los
productos de intervalos (s1,71] X ... X (S4,74] con extremos racionales, que forman un dlgebra
de conjuntos. Para ver esto, basta ver que si K, H € € y ademés K C H, entonces H\ K € €.

Si vy(H) = gu(z) cs. y vu(K) = gr(x) c.s., entonces para casi todo x se verifican las dos
igualdades. Ademads se tiene que para todo J € o1:

P(Jx(I\K)) = P(JxL)—P(JxK) = /
J

ok (@)dp(z) = / (91 (&) g (@) du(z)

J

g (e)d(a) - |

J
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y por unicidad, gi\ g = gy — gk c.s. Por tanto se tienen c.s. las siguientes igualdades:
ve(H\ K) = v (H) — vz (K) = gu(z) — 9k () = g\ x ()
y por tanto H \ K € %.

Veamos que % es una clase mondtona. Sea {H;}32; una sucesién creciente de conjuntos de
%. En primer lugar, se tiene que para cada J € (y:

P(J x U2 H;) = lim P(J x Hj) = lim [ gu,(z)du(x) =
J

- j—o0 Jj—o0

- / (Mm gp, (z))dp(x)
J

J]—00

y por tanto por la unicidad, lim; ,o gu, = gus  H, C.S., puesto que el limite sabemos que
existe c.s. por ser gy, una sucesién creciente de funciones casi seguro (esto se ve igual que en
el apartado 4) y acotadas c.s. por 1. Luego se cumple p-c.s. que:

VI(U;.;lHj) = jlggo va(Hj) = jlgglo gu, (z) = guse  H; (2)

Por tanto U72; H; € €. Como ¢ es una clase mondtona que contiene al dlgebra formado por

los productos de intervalos con extremos racionales, entonces necesariamente contiene a 3%, y
por tanto hemos probado que:

Para todo H € 8% se cumple que v, (H) = g (z) c.s.

Veamos que las probabilidades cumplen lo que queriamos. Dados A € 01, B € 02, sabemos que
v;(B) = gp(z) fuera de un conjunto S con u(S) = 0. Por tanto:

zwanﬂmm:A%mwwzf g5 () du(x) =

A\S
— [ B = [ vaB)aue
A\S A
Si definimos ahora para cada D € o,
QD) = [ va(D.)duta)

sabemos que Q es una probabilidad en (€1 x Q9,0) y ademds coincide con P en los conjuntos
A X B con A € 01,B € 03, que sabemos que generan la o-dlgebra producto o. Por tanto
necesariamente coinciden en o, luego:

P(D) = /Q Ve (Dy)dpu(x) VDeo
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7.2. Convergencia débil: Definiciones y principales resultados.

A lo largo de todo el trabajo se utilizan argumentos relacionados con la convergencia débil
para la prueba de numerosos resultados. Todas esta teoria aparece desarrollada en [11]. En esta
parte, vamos a enunciar los conceptos y los resultados més importantes para todo el desarrollo
tedrico expuesto a lo largo del trabajo.

Definicién 15. Sean {1} y u probabilidades en (R, 3%), y sean respectivamente {F,,}5°_,
y F' sus funciones de distribucion asociadas. Se dice que {p,}22, converge débilmente hacia p
st se cumple que:

lim F,(z) = F(x) para todo punto de continuidad x de F

n— oo

Y en ese caso se representa Por [, —>q i

Si {U, Y2, y U son wvariables aleatorias que toman valores en RY (que pueden estar defini-

dos en diferentes espacios probabilisticos) se dice que U, converge débilmente hacia U si
Z(Uy) —a Z(U)

y en ese caso se representa por U, —4 U.

En primer lugar, vamos a relacionar la convergencia débil con los principales tipos de con-
vergencia de variables aleatorias. Si {U,}52; y U son variables aleatorias definidas en un mismo
espacio probabilistico (€2, o, P) que toman valores en R, entonces recordemos que:

= U, converge casi sequro hacia U si lim,,_, o, U, (w) = U(w) para casi todo w € Q. En ese
caso se escribe U,, —., U.

= U, converge en probabilidad hacia U si para todo € > 0, lim,,_,o, P(||U, — U|| > ¢) = 0.
En ese caso se escribe U, —, U.

Se tiene la siguiente relacién:

Proposicién 18. Sean {U,}22, y U son variables aleatorias definidas en un mismo espacio
probabilistico (2, o, P) que toman variables en R, Entonces:

1. SiUp =es. U = U, =, U
2. 85U, =, U = U,—=qU

Para la siguiente definicion utilizaremos el concepto de rectdngulo acotado. Un rectangulo
acotado es un conjunto A C R¢ tal que:

A=1; x Iy x -+ x I
siendo I;,j = 1,2,...,d intervalos acotados en R.

Definicién 16. Se dice que una sucesion de probabilidades {11, }2; en (R, B%) es ajustada si
para todo € > 0, existe un rectangulo acotado A tal que

un(A) >1—¢ paratodon €N

Si {U, Y22, son variables aleatorias que toman valores en RY, se dice que {U,}%; es ajustada
st lo es la sucesion { L (U,)}52 de sus leyes de probabilidad.
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El siguiente teorema es de gran importancia, ya que se utiliza para probar la mayoria de
resultados relacionados con la convergencia débil.

Teorema 4. (de Helly): Sea {1, }%°, es una sucesion de probabilidades en (R%, 3%). Entonces
{pn 352 es ajustada si y sdlo si para todo subsucesion {p,, }°_,, existe una nueva subsucesion
{unmk 129 | y una probabilidad p en (R?, 5%) tales que M, —>d P

Vamos ahora a estudiar algunas propiedades que nos permiten caracterizar la convergencia
débil. Para ello, definamos primero el concepto de clase separante. Un conjunto de funciones
n C € (RY) es una clase separante si dadas u, v probabilidades en (R%, 3%), la condicién:

x) = /Rd f(z)dv(z) paratoda fe€n

implica que p = v.

Proposicién 19. Si {1}, es una sucesion ajustada de probabilidades en (R?, 3%), y n es
una clase separante, entonces:

I —>q & h_)m f Ydpn (x / f(x)du(x) paratoda f €n

El siguiente teorema es de gran utilidad, ya que resume las principales equivalencias exis-
tentes entre la convergencia débil de una sucesion de probabilidades y otras convergencias de
integrales de funciones o de probabilidades de determinados conjuntos.

Teorema 5. (Portmanteau): Si {{1,}5%, y u son probabilidades en (R?, 3), son equivalentes
las siguientes condiciones:

L p —ap

2. 1My 00 fga f(2)dpn(z) = [pa f(z)dp(z)  para toda f € €(R)
3. limsup,,_, ., tn(4) < ,u(A) para todo A cerrado, A C R?

4. liminf, . pn(A) > p(B) para todo B abierto, B C R?
5

- im0 pn(A) = pu(A) para todo conjunto A de p-continuidad (A es de p-continuidad si
verifica que p(A\ A) =0)

El teorema que vamos a enunciar ahora nos permite relacionar la convergencia débil con la
convergencia casi seguro. La importancia de relacionar estos dos conceptos se encuentra prin-
cipalmente en que vamos a poder aplicar los teoremas de paso al limite ampliamente conocidos
para la convergencia casi seguro: el teorema de la convergencia mondtona, el teorema de la
convergencia dominada y el lema de Fatou.

Teorema 6. (de Skorohod): Si {11, }2>; y u son probabilidades en (R%, 3%), entonces ji, —a
si y sdlo si existe un espacio probabilistico (2, 0, P) y variables aleatorias U, y U definidas en
Q, con valores en R? y con L(Uy,) = pn¥n € N y L(U) = p, tales que fin —>c.s. i-

En el caso particular en que d = 1, si {F,}52, y F son las funciones de distribucidn aso-
ciadas a {pn 1521 y 1, se tiene que:

fin —a b Fy N (y) —es. FH(y)
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Por ultimo, vamos a explicar un resultado que nos permite relacionar la convergencia en los
espacios L,, con la convergencia en probabilidad, y que combinado con los resultados anteriores,
nos permite relacionar la convergencia en los espacios L, con la convergencia débil . Dado un
espacio probabilistico (€2, o, P), entendemos que el espacio LP(2), con 1 < p < oo, es el espacio
de los vectores aleatorios U : 2 — R? medibles y tales que ||U||? es integrable. Este espacio es
un espacio normado con las normas:

1/p Y
U], = ( / ||U||de) — B(JUjp)

Antes de dar el resultado, recordemos que una sucesién de variables aleatorias reales {U,,}22
se dice que es uniformemente integrable si

lim sup/ |Un|ldP | =0
a7 \neNJ{||Un |>a}

Se tiene entonces que:

Proposicién 20. (caracterizacion de la convergencia en los espacios L,(Q)). Si{U,}5>,
y U son v.a. en L,(Q), son equivalentes las siguientes afirmaciones:

v, 29

n—oo

2) Up —p U y E|Us||P — E|U|

3) Up —p U y {|Un|IP}22, es uniformemente integrable.
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