Universidad deValladolid

Facultad de Ciencias

TRABAJO FIN DE GRADO

GRADO EN MATEMATICAS

ALGUNAS FAMILIAS DE GRUPOS FINITOS NO
CONMUTATIVOS

Autor:
M Mar Grima Bermell

Tutor:

José Enrique Marcos Naveira

Julio 2021






Indice general

I iccion

. Teoremas de Sylow|

[3.1. p-subgrupos| . . . . ...

[3.2. Teoremas de Sylow| . . . . . . . ..

. Aplicaciones de los teoremas de Sylow|

[4.1. Aplicaciones| . . . . . . . .. e
[4.2. Ejemplos|. . . . . . . e e e

.

Grupos resolubles y supersolubles|

[>.2. Cuando un grupo es resoluble y otras propiedades| . . . . . . . . . ... ... ... ..

[>.3. Grupos metaciclicos y metabelianos| . . . . . . . ... ..o

[5.3.1. Algunos ejemplos| . . . . . . . . ...

. Producto semidirecto de grupos|

[6.1. Definicion de semiproducto directo] . . . . . . . . . . . ..

[6.2. Producto semidirecto de grupos ciclicos| . . . . . . . . . . ...

. Algunas familias de grupos metabelianos|

[7.1. Producto semidirecto de grupos conmutativos| . . . . . . . . .. ... ... ... ..

3

14
14
16

21
21
22

28
28
31

34
34
35
40
40

42
42
43

47



INDICE GENERAL

[7.2. Generalizacion del grupo diédrico| . . . . . . . ... ... Lo 55
[7.3. Familias de grupos metaciclicos| . . . . . . . ... ... ... oL Y
[7.3.1.  Generalizacion: grupo diciclico| . . . . . . . . . . . ..o 60
[7.3.2. Generalizaciones del grupo Zy, X Zg |. . . . . . . . ... L. 60




Introduccién

La Teoria de Grupos es una parte importante en el algebra abstracta, siendo una base para
esta. El dlgebra abstracta es la parte de las matematicas que se encarga del estudio de las estructuras
algebraicas. Y, dentro de la misma, la Teoria de Grupos estudia la estructura algebraica denominada

grupo; analizando, entre otras cosas, la clasificacion de los grupos y sus propiedades.

Elegi el tema de Familia de Grupos Finitos porque siempre me ha gustado el Algebra, y en
concreto los grupos, al ser estos el pilar para construir otras estructuras, como los anillos o cuerpos;

y he tenido interés muy a menudo por indagar mas y ampliar mi conocimiento sobre este tema.

La Teorfa de Grupos, cuyo origen esta ligado al estudio de la resolucion de ecuaciones alge-
braicas de grados arbitrarios, se aplica en la totalidad de las matematicas, e incluso en otras ciencias
como la Fisica. El objetivo de este trabajo es presentar una introducién a la Teoria de Grupos, pro-
fundizando mas de lo que se hizo en clase. Analizaremos los teoremas de Sylow y céomo aplicarlos a
la hora de estudiar y clasificar grupos finitos. También definiremos los conceptos de grupo resoluble
y supersoluble, y de series derivadas de un grupo. Asi mismo, expondremos los conceptos de grupo
metaciclico y metabeliano. Todos ellos serdn utilizados junto con el producto directo y, sobre todo,
el producto semidirecto para construir varias familias de grupos finitos no abelianos, de las cuales

estudiaremos sus propiedades detenidamente.

Este trabajo ha contribuido a refrescar y profundizar los conocimientos que estudié en la
asignatura de Estructuras Algebraicas hace ya dos anos. Elaborar este trabajo ha sido duro, por la
cantidad de horas que hay que invertir en su realizacion, pero a su vez ha sido diferente e interesante
por utilizar una metodologia de estudio distinta a la empleada en clase. Personalmente, los tipos de
grupos que considero mas interesantes son los grupos metaciclicos y los metabelianos, porque me
parece intrigante que un grupo pueda contener un subgrupo normal con cierta propiedad, y a la vez

el cociente del grupo por este subgrupo posee la misma propiedad.



6 INDICE GENERAL

Procedemos a describir con més detalle el contenido del trabajo. Comenzaremos introduciendo
algunas definiciones y conceptos fundamentales en la Teoria de Grupos. A continuacion estudiaremos
todo lo relacionado con acciones de grupos sobre conjuntos, dando varios resultados para caracterizar

grupos finitos de 6rdenes concretos.

Seguidamente presentaremos los Teoremas de Sylow. Estos resultados nos ayudaran a determi-
nar la cantidad y forma de los p-subgrupos de Sylow que contiene un grupo finito. Posteriormente
mostraremos algunas de las posibles aplicaciones de los Teoremas de Sylow, acompanando estas

reflexiones mediante varios ejemplos de estas aplicaciones.

Mas adelante, definiremos los grupos resolubles, supersolubles, metaciclicos y metabelianos,
estudiando sus principales propiedades. Inmediatamente después se analizara el producto semidirec-
to de grupos, con la intencion de presentar esta herramienta para su consiguiente uso en la creaciéon

de ciertos grupos finitos.

Finalmente, aplicando todo lo visto con anterioridad podremos generalizar varios grupos ya

conocidos y estudiar varias familias de grupos finitos, junto con sus propiedades mas notables.

Inicialmente teniamos objetivos mas ambiciosos: presentar mas familias de grupos y sus pro-

piedades. No obstante, circunstancias desfavorables y de salud lo han impedido.

El Trabajo Fin de Grado significa para mi el fin de una carrera de estudio totalmente voca-
cional, que por un lado me ha dado quebraderos de cabeza, y por otro me ha hecho disfrutar por

poderme dedicar a unos estudios que me gustan.

Por 1dltimo, me gustaria mostrar mi agradecimiento a mi tutor, el profesor José Enrique Marcos
Naveira, quien me ha guiado y apoyado a lo largo de este proceso, ayudandome a materializar este

trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo fijaremos algunas notaciones y algunos conceptos que usaremos a lo largo
de todo el trabajo. Introduciremos también algunos resultados basicos que siguen la linea de las

definiciones.

1.1. Definiciones

Si G es un grupo, denotamos por 1 el elemento neutro de G si consideramos G con la
multiplicaciéon, mientras que si lo consideramos con la suma denotamos el elemento neutro de G

como 0.

En primer lugar explicaremos algunos grupos importantes, posiblemente ya conocidos, que

usaremos a lo largo de todo el trabajo.
Veamos la definicién de grupo simétrico o de permutaciones.

Definicién 1. Sea X un conjunto, una biyeccion de X en él mismo es una permutacion en X . El conjunto
de permutaciones de X, que denotaremos S(X), bajo la composicion de funciones es un grupo. Si X
es un conjunto finito de n elementos, es decir |X| = n, entonces consideramos X como el conjunto
{1,2,...,n}, y denotamos S(X) como S(n). Un elemento m de S(n), tal que n(1) = a1, 7(2) = aq, ...

m(n) = a,, se representard de la siguiente manera:

ay ag ... QAp

Veamos ahora la definicion de grupo diédrico, el cual es un subgrupo del grupo simétrico.

Definicion 2. Llamamos grupo diédrico, denotado por D(n), al grupo de las simetrias de un poligono

7



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

regular de n lados, paran > 3. Su orden es 2n, es decir |D(n)| = 2n, y estd generado por un elemento

a de orden n y un elemento b de orden 2 tales que ba = a~'b.

D(n) ={a,b| a"=1=1V* ba=a"'b} (1.1)

A continuacién presentaremos la definicién de grupo cuaternio.

Definicion 3. Llamamos grupo cuaternio, denotado por ()s, al grupo generado por dos elementos, a y

b, de orden 4 tales que ba = a~'b y a® = b
Qs = (a,b| a*=1=10" a®> =0b% ba =a 'b)

Los elementos de Qs son de la forma a*b" donde k,n son enteros tales que 0 < k<3 y0<n<1,y

la multiplicacion de dos elementos es la siguiente:

a" " sin =0

ak—lbn+m

() (@'t =

,stn=1

Todo subgrupo propio de Q)5 es ciclico y se tiene que Qg es diciclico.

Veamos la definicién de producto directo, el cual es una herramienta muy util para crear

nuevos grupos a partir de otros mas simples como comprobaremos.

Definicion 4. Dados dos grupos G, H, se define su producto directo G x H como el conjunto de pares

(g9,h) tal que g € G y h € H, junto con la operacion de multiplicacién siguiente:

(91, P1) (g2, ha) = (g1 * g2, ha - h2)
donde g1,9o € G y hy,hy € H, *x es la operacion en G y - es la operacion en H.

Definicion 5. Sea G un grupo finito, G es simple si solo contiene dos subgrupos normales:

el subgrupo trivial {1}, y él mismo.

Definicién 6. Sea G un grupo y P, () dos subgrupos de G. Entonces P(Q) es el siguiente subgrupo de

8



1.2. ALGUNOS RESULTADOS BASICOS M. Mar Grima O

G:
PQ={g9€Glg=pgcon pePqeQ}

Definicion 7. Sea G un grupo y P, ) dos subgrupos de G. Entonces (P, Q) es el subgrupo resultado

de la interseccion de todos los subgrupos de G que contienen a P y a ().

1.2. Algunos resultados basicos

El primer resultado que vamos a mostrar esta relacionado con los elementos conjugados y su

orden.

Proposicién 1. Sea G un grupo, sea x € G, los elementos conjugados de x tienen el mismo orden

que x.

Demostracién: Para realizar esta demostracién veamos que (grg=1)" = ga"g~!. Veremos esto por
induccién sobre n. Para n = 1 es claro que es cierto. Supongamos que es cierto para n = k, obser-

vemos que también se cumple para k + 1:

1 1 1 l’k+1 -1

M= (( = gatrg™ = gz*tyg

(gzg™") grg ) grg ™ = (92" " )gzg™

Sea x de orden n, entonces
(grg™ )" =ga"g ' =g-1-g =g =1
por lo que el orden de (gzg~!)™ divide a n, y como

v =g""(grg ")y
se tiene que el orden de z, que es n, divide al orden de (gzg™!), y por tanto el orden de (gzg™') es
n. U

Proposicién 2. Sean xz,y € G tales que xy = yx. Entonces, Vk € Z, (zy)* = xFy*.

Demostracién: Vedmoslo por induccion sobre k. Para k = 0 es claro que se da la igualdad. Su-

pongamoslo cierto para k = n veamos que se cumple para k =n + 1.
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n, n—1 n, n—2 n, n—2 2

(zy) (zy)"(zy) = 2™y zy = 2™y Hyx)y = 2"y Hay)y = 2"y (yx)y® = a"y" (xy)y® =
2y ya)y = o= 2 (y)y” = 2t (ay)yt = 2y O

nt+l _ n n—l(

Proposiciéon 3. Sea GG un grupo. Si todo elemento de G es de orden 2, entonces G es abeliano.

Demostracién: Sean z, y € G cualesquiera, tenemos lo siguiente:

w(zy)y = a%y* = 1 = (xy)(zy) = 2(y2)y,
y por lo tanto xy = yx, por lo que G es abeliano. 0

A continuacién presentamos dos resultados bésicos de teoria de grupos, relacionados con

subgrupos normales.

Proposicién 4. Sea G un grupo. Si P, () son dos subgrupos normales de G entonces P() también lo

€s.

Demostracién: Sea y € PQ), x € (G, se tiene que y = pq, entonces

1 1

zyr~' = apgr" = (wpr~")(zqz")

y xpx~! es un elemento de P por ser P normal y lo mismo ocurre con zgz !, luego zyz=!' € PQ

por lo que es normal. O

Notacién. Si H es un subgrupo normal de G se denota H < G

Lema 1. Sea G un grupo, Q un subgrupo de G y P un subgrupo normal de G, P < G. Entonces
(P,Q) = PQ.

Demostracién: Es claro que (P, Q) contiene a PQ. Para demostrar la otra contencién solo hace
falta ver que PQ es un subgrupo de G y como P() contiene a los subgrupos P y @, el resultado es
consecuencia de la definicién de (P, Q). Es claro que 1 € PQ, y si ny,ny € Py hy, hy € @, entonces

(nlhl)(nghg) = nl(hlnghflhl)hg = nl(hlnghfl)(h1h2)7

10



1.2. ALGUNOS RESULTADOS BASICOS M. Mar Grima 11

y como P es un subgrupo normal hinoh;! es un elemento ng € Py entonces
(n1h1)(n2he) = (ning)(hihs) € PQ.
Ademsés
(nh)'=h"'n = (A 'nTR)RT € PQ
y por lo tanto PQ es un subgrupo de G y (P, Q) = PQ. O

Vamos a mostrar dos resultados sobre el producto directo, subgrupos normales, y grupos

abelianos.

Proposicién 5. Sea G un grupo, y H, K dos subgrupos normales de GG, tales que
HnNnK={e} v G=HK
Entonces G = H x K.
Demostracién: Veamos que hk = kh para todo h € H y para todo k € K.Tenemos que
hkh™' € hKh™' = K,
luego hkh~' = k' para algin k' € K. Por el mismo razonamiento,
khk™' € kHE " = H,

luego khk™' = h' para algin h' € H, luego deducimos que hk = k'h y que kh = h'k, y por tanto
K'h=hk, luego Kk™' =h'h™' € HN K = {e}, y tenemos que k' = (k™)' =k, h' = (") ' =h
por lo que hkh™ = k vy hk = kh, como queramos ver. Esto quiere decir que si hk = h'k’ con k,
k'€ Kyh h € H entoncesk=k yh="n'"

Observemos que la siguiente aplicacién es isomorfismo de grupos

FiHxK—G=HK
(h, k) —> hk

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Como G = HK entonces todo g € G es de la forma hk con h € H y k € K, y hemos visto
que si existieran otros k¥ € K y h' € H, entonces serfan iguales a k y a h, luego es biyectiva, y

su inversa es la aplicacién que a cada g € G lo manda en (h, k) tales que g = hk. Veamos que

f((hyk)(n,m)) = f((h,k))f((n,m)) para h,n € H y k,m € K. Tenemos que
f((h, k)(n,m)) = f((hn, km)) = hnkm
y por otro lado tenemos que
f((h, k) f((n,m)) = (hk)(nm) = hnkm
por lo que son iguales y tenemos el un isomorfismo. O

Proposicién 6. Sean G' y H dos grupos, G X H es abeliano si y solo si G 'y H son ambos abelianos.

Demostracién: Supongamos que G X H es abeliano, veamos que GG y H son abeliano: dados g1,

g2 € G tenemos que

(91927 1) = (gla 1)(927 1) = (927 1)(91, 1) = (92917 1)

y por lo tanto g1g2 = ¢g291 v queda reflejado que G es abeliano. Con el mismo razonamiento se pone
de manifiesto que H es abeliano.
Supongamos ahora que GG y H son abelianos, veamos que G x H es abeliano: dados ¢1, g2 € G, hy,

he € H, tenemos lo siguiente

(91, hl)(g% hz) = (9192; hlhz) = (92917 h2h1) = (92, h2)(917 hl)

con lo que queda demostrada la proposicion. O

Proposiciéon 7. Todo grupo de orden p, siendo p un nimero entero primo, es ciclico.

Demostracién: Sea (G un grupo de orden p, sea g un elemento de G. Como el orden de g divide al
orden de G, se tiene que g tiene orden o 1 o p. Si tiene orden 1, entonces es el elemento identidad;
si g no es el elemento identidad entonces g tiene orden p, y por lo tanto el grupo ciclico generado

por g, denotado por (g), es un subgrupo de G y tiene p elementos, y por lo tanto es igual a G. [

12



1.2. ALGUNOS RESULTADOS BASICOS M. Mar Grima 13

Proposicion 8. Cualquier subgrupo H de un grupo abeliano G es abeliano y es normal en G.

Demostracién: Sea (G un subgrupo abeliano, y H C G un subgrupo. Como gm = mg para cuales-
quiera g, m € G se tiene también que para todo h,k € H C G hk = kh, por lo que H es abeliano, y

1

dado g € G para cualquier h € H se tiene que ghg~! = gg~'h = h € H por lo que H es normal. [

La siguiente proposicion serd utilizada repetidamente a lo largo del documento.

Proposicién 9. Todo grupo ciclico es abeliano.

Demostracién: Sea G un grupo ciclico, esto quiere decir que existe un elemento z € G tal que
G = (x). Sean y,w € G dos elementos cualesquiera, como x genera G entonces existen n,m € N tal

que y = 2" y w = ™. Comprobemos que y, w conmutan.
yw=z"z" =x =z =z"x" = wy,

y por lo tanto G es abeliano, como queriamos demostrar. O

Proposiciéon 10. Los grupos ciclicos de orden primo son los tnicos grupos abelianos simples.

Demostracién: Veamos que un grupo ciclico de orden primo G es abeliano simple. Es abeliano pues,
por la proposicion [9.| todo grupo ciclico es abeliano. G no tiene subgrupos, pues al ser de orden
primo, éste no tiene divisores, y por lo tanto G no tiene subgrupos.

Veamos ahora que todo grupo abeliano simple es ciclico de orden primo (o isomorfo a uno ciclico
de orden primo). Un grupo finito que contiene un solo subgrupo maximal es ciclico de orden primo.
En un grupo abeliano G' todo subgrupo es normal, por lo que si adema&s es simple entonces G es

ciclico de orden primo. O

13



Capitulo 2

Acciones de grupos sobre conjuntos

En este capitulo recurriremos repetidamente al estudio de las acciones sobre grupos, asi como
al de la orbita y el estabilizador de las mismas. Estos conceptos seran utilizados después para definir
nuevos términos, como el centralizador, por ejemplo.

También estudiaremos lo que es el centro de un grupo, y algunos casos en los que un grupo es

abeliano.

2.1. Primeras definiciones

Definimos ahora qué es una acciéon de un grupo sobre un conjunto. Usaremos este concepto
en muchas de las definiciones posteriores, como en la de estabilizador de un elemento, o en la de la

orbita de un elemento.

Definicion 8. Se dice que un grupo G actua sobre un conjunto X si existe una aplicacion de G x X

en X definida por

GxX—X

(g, 2) =g
que cumple:
(a). Para todo x € X, se cumple que 1 - © = x, donde 1¢ es el neutro de G.
(b). Para todo g, y g2 en G y para todo x en X, (g192) - = g1 - (g2 - x).

Veamos ahora un homomorfismo de un grupo G en S(X), donde X es un conjunto sobre el

que actua el grupo G.

14



2.1. PRIMERAS DEFINICIONES M. Mar Grima 1D

Definiciéon 9. Para todo g € G la aplicacion g — ¢,, donde ¢, : X — X estd definida por ¢,(z) = g-x
para x € X, donde g - x es una accion de G sobre el elemento x, es un homomorfismo de grupos de G

en S(X).

Podemos definir, dada una accion de GG sobre X, el estabilizador de un elemento del conjunto

X como sigue:

Definicion 10. Dado un conjunto X y un grupo G con una accién sobre X, y dado x € X, el es-
tabilizador de x, que denotamos mediante GG, es el conjunto de elementos de G que dejan fijo x, es

decir,

G.={9€G:g-v=ux}

Es claro que G, estd contenido en GG, pero es que ademés de estar contenido en G, es un

subgrupo de GG, como vamos a ver a continuacion.

Proposicion 11. Para cualquier grupo GG, que actie sobre un conjunto X, y para cualquier elemento

x € X el estabilizador G, es un subgrupo de G.

Demostracisn: Por la propiedad [(a)] se tiene que el elemento 1 pertenece a G,. Sean g1, g» € G,

veamos que ¢;g2 pertenece a G,. Como ¢1,¢92 € G, se tiene que g - * = x = ¢, - x, luego, por la
propiedad @,
(9192) 2=g1-(g2-2) =g1 v =2

y por lo tanto g1g2 € G,. Ademas, si g € G, se tiene que

glr=g"(gra)y=(g"g) x=1g-z=x (2.1)

y por lo tanto, el inverso de g pretenece a G,. O

Podemos ahora definir la siguiente relacion, que serd una relacion de equivalencia, la cual nos

ayudara a definir la o6rbita de z € X.

15



16 CAPITULO 2. ACCIONES DE GRUPOS SOBRE CONJUNTOS

Definicion 11. Dado un grupo G, un conjunto X y una accion de G sobre X se define la relacion R
en X como sigue:

x estd relacionado con y, se denota xRy, si y solo si existe g € G tal que y = g - x.

Proposiciéon 12. La relacion R definida es, como adelantabamos, una relacion de equivalencia.

Demostracién: Como para todo z € X, se cumple que 1g - = z, se tiene que x Rx. Veamos que si

xRy entonces yRx: tenemos que y = ¢g - x para algin g € G y entonces

gly=g"(grr)=(g"g) =2
y por lo tanto x Ry. Notemos que es una acciéon transitiva, sean x,y, z € X tales que xRy y yRz, o

seay=g¢g-xryz=h-yyporlotanto z = hg-x por lo que xRz. 0

La clase de equivalencia de esta relacién es un conjunto que nos interesa, llamado 6rbita, y se

define como sigue.

Definicion 12. La clase de equivalencia de x dada por la relacion R se llama drbita de x y viene dada
por:

orb(z) =Gr={g-x:9¢€ G}

2.2. Relacion orbita-estabilizador

Dado un grupo G con una accién sobre un conjunto X, observemos qué relacién hay entre el
estabilizador de un elemento x € X, y su orbita a través del siguiente teorema.
En esta seccién también presentaremos algunas propiedades que implican el caracter abeliano de

un grupo,las cuales resultan tutiles para clasificar los grupos finitos.

Teorema 1. Relacién orbita-estabilizador
Sea G un grupo, X un conjunto y sea dada una accion de G sobre X. Entonces, para todo x en X se
cumple que:

|Gz| = |G : G,

Demostracién: Dado z € X definimos la aplicacién ¢ que va de la 6rbita de = al conjunto cociente

de G por el estabilizador de z,

16



2.2. RELACION ORBITA-ESTABILIZADOR M. Mar Grima 17

b Gr— {hG,: heGY = GG,
¢(9 ) J}) = 9G,

Veamos que esta aplicacion, que no es un homomorfismo pues G no es un grupo, esta bien
definida:
Supongamos que g-x = h-x y por lo tanto h~ g -2 = x, o sea h~'g € G, y por lo tanto hG, = gG,
y con esto hemos demostrado que no depende del representante que cojamos. Observemos que v es
inyectiva:
Sea ¢(g - x) = ¢¥(h - ), esto significa que gG, = hG, y por lo tanto h™'g € G,. Por la definicién de

G, esto implica que h~'g -z = z y multiplicando por h en ambos lados de la ecuacién se tiene que
hr=h-(htg-2)=(hh'g) - 2=g-x

y se tiene que v es inyectiva.Veamos que es sobreyectiva:
Dado hG, € G/G, se tiene que es imagen de ¥ (h - z) y por lo tanto es sobreyectiva, con lo que

queda demostrado que es una biyeccion. O

Contemplemos ahora el caso de una accién particular, la conjugacién de un elemento x € X

por un elemento g de G.

Proposicién 13. Sea G un grupo, X un subgrupo de G, la aplicacion de G x X en X dada por

1

(9,x) = g-x, cong-x = grg~" es una accion de G sobre X.

Demostracién: Sea e el elemento neutro de G, se tiene que ex = x y que xe”! = x y por lo

1

tanto exe™! = x. Sean g,h € G, se tiene entonces que g - (h-x) = g- (hah™') = g(hah™')g™! =

(gh)x(h=tg™) = (gh) - z, y por lo tanto s{ es una accién. O

Definicién 13. Sea G un grupo, y sea © € GG. Se define el centralizador de x en G como

Colz)={9€G:grg ' =2} ={g€G:gx=ug}

17



18 CAPITULO 2. ACCIONES DE GRUPOS SOBRE CONJUNTOS

Dado un elemento g € G, el estabilizador de = (ver definicién para la accién de conjugar

por g, g- = = grg ', es lo mismo que el centralizador de z en G.

Proposicién 14. Sea H un subgrupo de G. Entonces para cada x en X se tiene que Cy(x) 2
Og(l') NH.

Demostracién: Si g € Cg(z) y g € H se tiene que g € Cy(x) = {h € H : hzth™' = z}, por lo que se

tiene la contencién. O

Definiremos ahora un subconjunto interesante dentro de un grupo G, su centro, sobre el que

luego veremos varios resultados.

Definicion 14. Sea G un grupo, el centro de G se define por

Z(G)={z2€G:zx =22z VreG}.

Es claro que Z(G) es un grupo abeliano y normal en G, y si G es abeliano, este es igual a su

centro.

Definicion 15. Sea G un grupo y H un subgrupo de G, se define el centralizador de H por C¢(H) =
{9 € G:ghg™' = h para todo h € H}.

Podemos relacionar esta definicién con el centro de un grupo de la siguiente manera, se tiene

que Cq(G) = Z(G).

Definicién 16. Sea G un grupo y H un subgrupo de GG, se define el normalizador de H en G por
N(H)={9eG:gHg'=H}.
Cuando hay lugar a confusion sobre de que grupo es subgrupo H se denota Ng(H), siendo G el grupo

del que H es subgrupo.
A continuacién enunciaremos y demostraremos dos propiedades relacionadas con el centro de
un grupo.

Proposicién 15. Sea p € Z un ndmero primo, y G un grupo finito con p™ elementos. Entonces Z(G)

tiene mds de un elemento.

18
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Demostracién: Sean (7, (Y, ..., C, las clases de conjugacion de G, es decir, las clases de equivalencia
del espacio cociente de GG entre R, siendo R la relacién dada por la accién de conjugar ((g,x) —

grg~1). Estas clases de equivalencia son una particién de G, y por lo tanto
|G| = |Cy| +|Ca| + ... + |Cy| (2.2)

Numeramos las clases de forma que C; = {1}. Si z; es un elemento de Cj, por la relacién érbita-
estabilizador se tiene que |C;| = |G|/|Cq(x;)| dado que Gz; = C; y G, = Cg(z;), y por lo tanto
|C;| es una potencia de p, siendo 1 = p° si Cg(x;) = G, como ocurre en el caso i = 1. No es posible
que p divida a |C;| para 2 < i < r, porque si lo hiciera el lado derecho de la ecuacién seria = 1
(méd p) mientras que el lado izquierdo es divisible por p, lo cual es absurdo, y por lo tanto existe
i tal que 2 < i < r tal que Cg(z;) = G. En este caso gr; = z;9 para todo g € G, y por lo tanto

x; € Z(G), demostrando que Z(@G) tiene mas de un elemento. O

Proposicién 16. Sea G un grupo tal que G/Z(G) es ciclico, entonces G es abeliano.

Demostracién: Que G sea abeliano significa que G = Z(G).
Supongamos que G/Z(G) es ciclico generado por ©Z(G), entonces todo elemento de G esta en uno
de los siguientes conjuntos Z(G),xZ(G),x*Z(G), .... Sean z'z, x/w pertenecientes a G para algin

par i,j y para z,w en Z(G). Entonces
(2°2) (7 w) = 2" (207 )w = 2" (27 2)w = 2" 2w = 2wz = 27wz = (Pw)(2'2)
por lo que G es abeliano. O

El siguiente corolario se sigue de las dos proposiciones anteriores.

Corolario 1. Sea p un nimero entero primo. Cualquier grupo con p* elementos es abeliano.

Demostracién: Por la proposicién sabemos que Z(G) tiene mds de un elemento, y como G
tiene p? elementos, |Z(G)| tiene que dividir a p?, por lo que |Z(G)] es o bien p o p*. Si |Z(G)| = p?,
entonces Z(G) = G, y por lo tanto G es abeliano. Si |Z(G)| = p, entonces G/Z(G) tiene p elementos

y por lo tanto es ciclico, y por la proposiciéon anterior entonces G es abeliano. U
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20 CAPITULO 2. ACCIONES DE GRUPOS SOBRE CONJUNTOS

Observemos una propiedad que sirve para clasificar grupos finitos de cierto orden.

Corolario 2. Un grupo con p? elementos es, o bien ciclico, o bien isomorfo al grupo producto C,, x C,

donde C,, es el grupo ciclico de p elementos.

Demostracién: Si G tiene p? elementos, y uno de sus elementos tiene orden p?, entonces G es ciclico.
En otro caso podemos suponer que todo elemento distinto de la identidad de G tiene orden p. Sea x
un elemento de esta forma, entonces (z) tiene p elementos. Elegimos un elemento y de G que no esta
en (z). Como (x) N (y) = {1} y los dos tienen p elementos, entonces {z'y’ : 0 <i,7 < p— 1} tiene
p? elementos distintos, es decir, este conjunto es G, y la aplicacién 'y’ — (z°,’) es un isomorfismo

entre Gy el grupo producto de () y (y). O

Proposicién 17. Sea H un subgrupo de G. Entonces C;(H) es un subgrupo normal del grupo N¢(H)
y No(H)/Cs(H) es isomorfo a un subgrupo de Aut(H) (grupo de automorfismos de H).

Demostracién: Para cada © € Ng(H) definimos la aplicacién v, en H definida por v, (h) = xhax™".

Esta aplicacién es inyectica, pues si zha~! = xgx~! entonces h = g, y es sobreyectiva porque dado
k € H, v~ 'kz € H por estar z conetenido en Ng(H), y por lo tanto se tiene que k = v, (z ' kz)
con lo que se ve que es sobreyectiva. Ademds como v,(hg) = vhgr™' = zha tzgz™ = v, (h)v.(g)
se tiene que v, es un automorfismo y por lo tanto, la aplicacién que va de Ng(H) en Aut(H)
que lleva  en v, estd bien definida. Veamos que es un homomorfismo: v,v,(h) = v.(yhy™t) =
zyhy 't = (zy)h(zy) " = vgy(h) y como el nicleo de esta aplicacién es Cq(H), por el primer
teorema de isomorfia Ng(H)/Cq(H) es isomorfo a la imagen de esta aplicacién, que es un subgrupo

de Aut(H). O
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Capitulo 3

Teoremas de Sylow

Peter Ludwig Mejdell Sylow fue un matematico noruego que en 1872 formulé y demostro
una serie de teoremas ahora conocidos como teoremas de Sylow. Estos teoremas son una parte
fundamental de la teora de grupos finitos, que se usan para analizar con mayor profundidad la
estructura, y los p-subgrupos y los p-subgrupos de Sylow de un grupo.

En este capitulo los enunciaremos y probaremos.

3.1. p-subgrupos

En este capitulo p serd un ntimero entero positivo primo.

Primero veamos las definiciones de p-subgrupo y p-subgrupo de Sylow.

Definicion 17. Dado un nimero primo p € 7Z, un p-grupo es un grupo en el que cada elemento tiene

como orden una potencia de p.

Definicion 18. Dado un grupo G de orden p™k, con k € Z y p primo que no divide a k, un p-subgrupo
de Sylow de G' es un p-subgrupo maximal de G (maximal bajo la inclusion), es decir, un subgrupo con

p™ elementos.

Si p no divide el orden de un grupo G, el tinico p-subgrupo de Sylow de G es el constituido
unicamente por la unidad, es decir {1}, mientras que si G es un p-subgrupo, su tnico p-subgrupo

de Sylow sera el total, es decir G.

Ejemplo 1 Veamos cudles son los ordenes de los subgrupos de Sylow de un grupo de orden 1064800.

Como 1064800 = 2° x 52 x 113 se tiene que los subgrupos de Sylow tendran orden 32, 25, 1331.

Lema 2. Sean p,k € Z, p primo y k no divisible por p. El nimero de formas de seleccionar un

subconjunto con p™ elementos de un conjunto con p"k elementos es congruente con k médulo p.
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22 CAPITULO 3. TEOREMAS DE SYLOW

Demostracién: Sabemos que el nimero de formas de seleccionar un subconjunto con p" elementos
de un conjunto con p"k elementos es el coeficiente de z*" en (1 + z)?"* = ((1 + x)?")*.Adem4s,

tenemos que
(I+2)” =142 ( mdd p)

yva que todos los demas coeficientes de los demas monomios son divisibles por p. Por lo que el
coeficiente de 27" en (14 z)P"* es congruente médulo p con el coeficiente de xP” en (14 2P")¥, y por

lo tanto es congruente con £ maédulo p. U

3.2. Teoremas de Sylow

En esta seccion presentaremos todos los teoremas de Sylow y algunas propiedades de los p-
subgrupos. Estos resultados hablan sobre el nimero de p-subgrupos de Sylow, o sobre p-subgrupos

normales, entre otras cosas.

Veamos un primer enunciado. Esta primera parte de los teoremas de Sylow nos garantiza la

existencia de p-subgrupos de Sylow en grupos finitos de orden p"k.

Teorema 2. Primer teorema de Sylow
Sea p,k € 7 tales que p es primo y no divide a k, y G un grupo de orden p"k. Entonces G tiene al

menos un p-grupo de Sylow.

Demostracién: Sea X el conjunto de todos los subconjuntos de G con p" elementos, y por el lema
anterior el nimero de elementos de ¥ es congruente con k£ modulo p. Definimos una accién de G
sobre ¥ dada, parage Gy S € X, porg-S={gs : s€ S}

Sean S7, 5, ..., S, representantes de las érbitas de ¥ bajo esta accién. Como cada miembro de X

estd en la érbita de uno de estos conjuntos Si, Ss, ..., .S,, tenemos una uniéon disjunta
¥ = 0rb(S;) UOrb(S;) U...UOrb(S,).

Si el cardinal de cada dérbita es divisible por p entonces el niimero total de elementos de X es divisible
por p, y por el lema anterior, se deduce que debe de haber al menos una orbita tal que el niimero de

elementos de esta orbita, m, no es divisible por p. Sea esta érbita la érbita de S € 3. Por la relacién
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32 TEOREMAS DE SYLOW M. Mar Grima 23

érbita-estabilizador (teorema 10) el nimero de elementos en el estabilizador Gg es de la forma
kp"™/m, con m no divisible por p. Entonces |Gg| es de la forma tp™. Para cada g en Gg se tiene que
g-S =Sy por lo tanto para cualquier s € S, gs € S. Entonces |Gg| = |(Gs)s| < |S| =p". Y como
|Gs| es de la forma tp", y como mucho es p", deducimos que Gy tiene exactamente p" elementos, y
asi llegamos la existencia de un p-subgrupo de Sylow de (G, y hemos demostrado, ademas, que para

cualquier s € S, (Gg)s = 5, donde (Gg)s es la 6rbita de s por Gg . O

Veamos ahora que relacién tiene el nimero de p-subgrupos de Sylow con p

Teorema 3. Segundo teorema de Sylow

Sea G un grupo finito de cardinal kp", el nimero de p-subgrupos de Sylow G es congruente con 1 médulo

p.

Demostracién: Sea Y el conjunto de todos los subconjuntos de G con p™ elementos. Definimos una

accion de G sobre X dada, parage Gy S € X, por
g-S={gs : s€ S}

Como hemos visto en el teorema anterior, si la 6rbita de un conjunto S de ¥ tiene cardinal no

1

divisible por p entonces para todo s € S, (Gg)s = S y por lo tanto Gg = Ss™' es un p-subgrupos

de Sylow de G. Tenemos que s~!(Gg)s es un subgrupo de G con el mismo ntimero de elementos que
sHGs)s=s5"(Ss s =519

es un p-subgrupo de Sylow de la érbita en cuestion. Notamos que la orbita de este grupo tiene k
elementos ya que |Gg| = p™. Luego, si una érbita tiene cardinal no divisible por p, entonces contiene
un p-subgrupo de Sylow y el cardinal de la érbita es k.

Por otro lado, si una érbita contiene un p-subgrupo de Sylow de G, digamos P, y si g esta en el
estabilizador de Gp se tiene que gP = P. Como g = gl € P se tiene que Gp C P, y como P estd
contenido en Gp deducimos que Gp = P. Por lo tanto G p tiene cardinal p™ y la érbita de P tiene
cardinal no divisible por p (de hecho, tiene cardinal k).

Hemos visto que toda érbita que contiene un p-subgrupo de Sylow tiene cardinal k, y toda érbita
de cardinal no divisible por p contiene un p-subgrupo de Sylow.

Observemos que distintos p-subgrupos de Sylow estdn en érbitas distintas, pues si Py, P son p-
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24 CAPITULO 3. TEOREMAS DE SYLOW

subgrupos de Sylow en la misma orbita, P; es igual al conjunto por la izquierda gP», para algun
g € G, y entonces 1 € P, N gP,, y como dos clases laterales o son iguales o son disjuntos se tiene
P1 = gP2 = PQ.

Por lo tanto, si n, es el numero de p-subgrupos de Sylow de GG, por todo lo que acabamos de ver,
|X| = kn, (méd p)

Por el lema [2] tenemos que
k=kn, (mdd p)

por lo que el nimero de p-subgrupos de Sylow es congruente con 1 moédulo p. O

Proposicién 18. Si G es un p-grupo finito, el nimero de elementos de G es una potencia de p.

Reciprocamente, cualquier grupo finito cuyo orden es una potencia de p es un p-grupo.

En el siguiente enunciado hablaremos de p-subgrupos de Sylow dentro del normalizador de un

p-subgrupo de Sylow de un grupo dado G.

Proposicién 19. Sea P un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito G. Cualquier p-subgrupo de Ng(P)
estd contenido en P y P es el dnico p-subgrupo de Sylow de Ng(P).

Demostracién: Sea P un subgrupo de G de orden p”, y @ un p-subgrupo de Ng(P) de orden p™.
Como P es un subgrupo normal de Ng(P), se tiene que (P, Q) = PQ por el lema|l.| Como

1Pl

ST

tenemos que PQ es un subgrupo de G de orden p"*™~* donde |P N Q| = p*, y como p™ es la mayor
potencia de p que divide a |G|, esto sera posible solo si m < k, y al ser P N @ un subgrupo de
Q se tiene que £k < m y concluimos que m = ky que PN Q = @, por lo que se deduce que ()
estd contenido en P como queriamos ver. Y si ) es un p-subgrupo de Sylow de Ng(P) se tiene que

P=q. O
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32 TEOREMAS DE SYLOW M. Mar Grima 25

Veamos la relacién entre un p-subgrupo de Sylow y sus conjugados.

Teorema 4. Tercer teorema de Sylow
Si P es un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito G y () es un p-subgrupo de GG, entonces () esta

contenido en un conjugado de P.

Demostracién: Consideramos el conjunto Il de los distintos conjugados de P, es decir,
I1={gPg "' :g€G}

Consideramos las érbitas de Il bajo la conjugacién por elementos de P. Observamos que la érbita
de P es {P}. Veamos que P es el tnico elemento de II cuya érbita tiene cardinal 1. Si la 6rbita de

1

gPg~ contiene un unico elemento , se tiene que para todo x € P ocurre que

x(gPg " )a = gPg™"

luego para todo z € P tenemos que g~ 'xg es un elemento de Ng(P) y el orden de g~ 'xg es el mismo

1

que el orden de z. Se deduce que gPg~' es un p-subgrupo en Ng(P), de hecho, es un p-subgrupo

de Sylow ya que gPg~! tiene el mismo niimero de elementos que P. Por la proposicién anterior

1 = P y esto prueba que P es el tinico elemento de II cuya érbita tiene cardinal 1.

9Pg~
Por lo tanto, para cualquier g que no esté en P, el orden de la érbita de gPg~! bajo la conjugacién
por elementos de P es mayor que 1. Por la relacién orbita-estabilizador, estas érbitas tienen cardinal

congruente con 0 médulo p y deducimos que
=1 (mdd p).

Consideramos ahora las érbitas de Il bajo la conjugacion por elementos de ). Como todas
las orbitas tienen orden una potencia de p, lo que hemos visto antes nos muestra que hay al menos

una Orbita de cardinal 1, por lo que hay un elemento g tal que Vz € @,
2(gPg ")a™! = gPg™

Como antes deducimos que gQg~! estd en Ng(P), y por la proposicién anterior g~ 'Qg C P, o sea

que Q C gPg~!, que era lo que querdmos demostrar. ([l
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26 CAPITULO 3. TEOREMAS DE SYLOW

Tenemos el siguiente corolario, o cuarto teorema de Sylow.

Corolario 3. Cuarto teorema de Sylow

Todos los p-subgrupos de Sylow de un grupo finito son conjugados, asi que el nimero de p-subgrupos

de Sylow divide a |G]|.

Demostracién: Supongamos que Py () son p-subgrupos de Sylow de G. Por el teorema anterior ()
estd contenido en un conjugado de P. Como P y () tienen el mismo ntimero de elementos la tinica
posibilidad es que @) y el conjugado de P son iguales.

Por la relacién érbita-estabilizador, el nimero de conjugados de P es igual al indice de Ng(P), y

por el teorema de Lagrange, el niimero de p-subgrupos de Sylow divide a |G]. O

Algunos resultados relacionados con subgrupos normales:

Corolario 4. Sea G un grupo de orden kp™ con mcd(p, k) = 1. Si un p-subgrupo de Sylow es normal,

entonces es el dnico p-subgrupo de Sylow de G

Y tenemos también el contrarreciproco de esta propiedad.

Proposicién 20. Sea G un grupo de orden kp™ con mecd(p, k) = 1. Si hay un tnico p-subgrupo de

Sylow, este es un subgrupo normal.

Demostracién: Sea S el tinico subgrupo de orden p™. Para todo g € G se cumple |[¢~'Sg| = |S| = p",
y g~1Sg es un subgrupo de G, luego g~ 1Sg = S para todo g € G, pues S es el tnico subgrupo de

orden p", y con esto queda demostrado que S es normal. U

Proposicién 21. Sea G un grupo finito. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G y N un subgrupo normal
de GG.Entonces:

(a). PN N es un p-subgrupo de Sylow de N
(b). PN/N es es un p-subgrupo de Sylow de G/N
Demostracién:

(a). Primero observemos que un subgrupo H de un grupo G es un p-subgrupo de Sylow si H es

un p-subgrupo y el indice de H en G no es divisible por p. Como N es normal (P, N) = PN
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32 TEOREMAS DE SYLOW M. Mar Grima 27

demostrado en el lema [l.|y como P N N es un subgrupo de P su orden es una potencia de p.
Queremos ver que |N : PN N| no es divisible por p. Tenemos que |N: PN N| = |PN: P|y
|G : P|=|G: PN||PN: P|,oseaque |PN : P| divide a |G : P|, y por lo tanto |PN : P| no
es divisible por p, y P N N es un subgrupo de N de indice no divisible por p. Por lo tanto,
PN N es un p-subgrupo de Sylow de N.

. Como PN/N = P/(PNN), tenemos que PN/N es un subgrupo de G/N. Por la demostracion

en (a), |G : PN| no es divisible por p, y entonces PN/N es un p-subgrupo de Sylow de G/N.

O
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Capitulo 4

Aplicaciones de los teoremas de Sylow

En este capitulo aplicaremos lo enunciado en el capitulo anterior para estudiar la estructura
de varios grupos de diferentes ordenes, en particular para ver si poseen p-subgrupos de Sylow y
subgrupos normales. También trataremos cuando algunos grupos de un orden concreto son ciclicos

o isomorfos a otro tipo de grupo, como por ejemplo a un grupo diédrico.

4.1. Aplicaciones

Primero nos fijaremos en los grupos de orden pq con p, ¢ primos y p mayor que q.

Proposicién 22. Sean p,q € Z primos con p > q. Un grupo de orden pq tiene un p-subgrupo de Sylow

normal.

Demostracién: Por el segundo teorema de Sylow el nimero de p-subgrupos de Sylow es congruente
con 1 médulo p, y por el cuarto teorema el nimero de p-subgrupos de Sylow divide el cardinal del
grupo, que en este caso es pq.

Los divisores de pg son 1,q,p vy pq. De estos, p y pq tienen resto 0 al ser divididas por p, y ¢ tiene
resto ¢, ya que ¢ es menor que p, y por lo tanto solo puede haber un p-subgrupo de Sylow, pues 1

es el unico divisor de pq congruente con 1 modulo p. 0

Esta propiedad la usaremos mas adelante para ver el nimero de p-subgrupos de alguna familia

en concreto.
Dado n € Z, n > 3, el grupo diédrico D(n) es el dado por la siguiente relacién
D(n) = {a,b | a"=1= b2, ba = a_lb}, (41)

siendo 2n el orden de D(n).
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41 APLICACIONES M. Mar Grima 29

Proposicién 23. El grupo diédrico D(n) tiene al menos un 2-subgrupo de Sylow.

Demostracién: Por el primer teorema de Sylow, al ser |D(n)| = 2n, si n es impar se tiene que 2 es
primo y no divide a n por lo que hay al menos un 2-subgrupo de Sylow de orden 2, mientras que
si n es par, se tiene que |D(n)| = 2¥m para algtn k,m € Z y también, por el primer teorema de

Sylow, hay al menos un 2-subgrupo de Sylow pero de orden 2*. O

Veamos un resultado particular de la proposicién anterior, cuando ¢ = 2, util para clasificar

grupos de indice par.

Corolario 5. Grupos de orden 2p
Sea p un numero entero primo mayor que 2, y G un grupo con 2p elementos. Entonces G es o un grupo

ciclico o isomorfo al grupo diédrico D(p).

Demostracién: Por la proposicion hay un p-subgrupo de Sylow de G normal, P, como P tiene p
elementos es ciclico P = (z), luego = es un elemento de orden p. Por el teorema de Sylow, G tiene al
menos un 2-subgrupo de Sylow, por lo que hay un elemento y de orden 2. Por lo tanto los elementos
de G son {1,x,...,2P7 'y, yx,...,yxP~'} luego G es o un grupo ciclico o isomorfo al grupo diédrico

D(p). O
Veamos ahora algo acerca los subgrupos normales de un grupo de orden pq.

Proposicién 24. Sean p,q € Z primos distintos, entonces un grupo de orden p*q tiene un subgrupo

de Sylow normal.

Demostracién: El ntiimero de p-subgrupos de Sylow divide a p?q y no es multiplo de p, asi que es o
1og.

Si p > q, entonces ¢ no puede ser congruente con 1 modulo p por lo que el nimero de p-subgrupos
de Sylow es 1, que es lo que queriamos.

Si ¢ > p, puede haber g p-subgrupos de Sylow si ¢ = 1( mdd p). En este caso, el nimero de g-
subgrupos de Sylow divide a p?q y no es miltiplo de ¢, luego es 1, p o p?. Pero no puede ser p ya que
no es congruente con 1 médulo ¢. Si el nimero de g-subgrupos de Sylow es p? tenemos que p* = 1(
méd q), por lo que ¢ divide a (p—1)(p+1) y esto ocurre solo si g divide a (p—1) oa (p+ 1), como
q > p q no puede dividir a p — 1, la tnica posibilidad es que ¢ = p + 1, lo que implica que p y ¢
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son primos consecutivos, luego p = 2 v ¢ = 3, En este caso G tiene 12 elementos y el resultado se

concluye del ejemplo anterior. O

Proposicién 25. Todo grupo G de 15 elementos es ciclico.

Demostracién: El nimero de 3-subgrupos de Sylow divide a 15 y es congruente con 1 mddulo 3,
luego hay un solo 3-sugrupo de Sylow. A su vez el niimero de 5-subgrupos de Sylow divide a 15
y es congruente con 1 mddulo 5, luego también hay un solo 5-subgrupo de Sylow. Sea P el tnico
3-subgrupo y sea () el inico 5-subgrupo. Sea x un elemento de orden 3, luego (por la proposicion
4.11 de [Hump]) (z) tiene 3 elementos y por lo tanto es un 3-subgrupo de Sylow de G, luego (x) = P,
y x es uno de los dos elementos diferentes de la identidad de P. De igual forma, si y es un elemento
de orden 5, entonces (y) = @, y y es uno de los cuatro elementos diferentes de la identidad de Q. Por
tanto G tiene un elemento de orden 1 (la identidad), dos elementos de orden 3, y cuatro elementos
de orden 5. (por el corolario 5.12 de [Hump]|) el orden de cualquiera de los 8 elementos restantes
divide 15, o sea sera 1,3,5 o 15. Como ya hemos contado los elementos de orden 1,3 y 5, y no hay

mas, se tiene que estos 8 elementos restantes tienen orden 15, y por lo tanto G es ciclico. U

Veamos una clasificacién de los grupos de orden 30.

Proposicién 26. Sea G un grupo con 30 elementos, entonces G tiene un subgrupo ciclico normal de

15 elemetos.

Demostracién: Todos los grupos de 15 elementos son ciclicos, asi que solo tenemos que ver que tiene
un subgrupo normal de 15 elementos.

Por el segundo teorema de Sylow el nimero de 3-subgrupos y 5-subgrupos de Sylow es congruente
con 1 médulo 3 y congruente con 1 médulo 5 respectivamente, y por el cuarto teorema el nimero
de 3-subgrupos y 5-subgrupos de Sylow divide el cardinal del grupo, que en este caso es 30. Luego
hay uno o diez 3-subgrupos, y hay uno o seis 5-subgrupos.

Supongamos que solo hay un 3-subgrupo, P, y por lo tanto es normal, y podemos formar el espacio
cociente G/ P, que es tal que |G/P| = 10 = 2 - 5. Por la proposicién el grupo G/P tiene un
5-subgrupo normal de Sylow de G, sea este grupo denotado por N/P, por el teorema de correspon-
dencia, N es un subgrupo normal de G que contiene a H, y N tiene 15 elementos, y por lo tanto,
es ciclico.

Si suponemos que hay diez 3-subgrupos de Sylow, Py, Ps, ..., Pjg. Por el teorema de Lagrange, para
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i,j €{1,2,...,10} con i # j, el nimero de elementos en P, N P; divide a |P;| = 3. Como P; y P; son
distintos, se tiene que P, N P; = {1}. Como cada P; tiene dos elementos de orden 3 que no estd en
ninguno de los otros P;, significa que G tiene 20 elementos distintos de orden 3. Por lo tanto hay
30-(20+1)=9 elementos de G de orden diferente de 1 o 3. En este caso, si G tuviera seis 5-subgrupos
de Sylow, @1, ..., Qs, al ser estos diferentes se tiene que Q; N Q; = {1} y cada @), tiene 4 elementos
de orden 5, por lo que haria 24 elementos de orden 5, lo cual no es posible pues solo quedaban 9
elementos que no tuvieran orden 1 o 3. Por lo que si G tiene diez 3-subgrupos de Sylow, solo puede
tener un unico 5-subgrupos de Sylow, al que llamaremos ). El subgrupo @) resulta ser normal, y el
grupo cociente G/ tiene orden 6 = 2 -3 y por la proposicién el grupo G/Q tiene un subgrupo
normal N/@ de cardinal 3. Por el teorema de correspondencia N es un subgrupo normal de G que
contiene a @, y |N| = 15 luego es ciclico, y queda demostrado que G tiene un subgrupo ciclico

normal de 15 elementos en cualquier caso. U

Teorema 5. Un grupo de cardinal 30 es o ciclico o diédrico o isomorfo a uno de los dos siguientes

grupos (z,y : ¥ =1 =y* yzy™ ' =2 o (v,y: 2° =1 =92 yoy~! = z).

Demostracién: Por la proposicién anterior, un grupo G de orden 30 tiene un subgrupo ciclico normal
N de orden 15. Sea x el generador de dicho subgrupo N, y sea y el generador de un 2-subgrupo
de Sylow de G. Como N es normal, yzy~' = z° para algin i € {1,2,...,14} . Como y*> = 1

1= 2 por lo que i = 1( méd 15). Los tnicos i que cumplen

x=y’ry™? = y(yzy )y = ya'y”
esta congruencia son ¢ = 1, 4, 11 o0 14( méd 15). El caso i = 1( mdd 15) se da cuando G es ciclico,
el caso i = —1( mdéd 15) cuando G es un grupo diédrico, y los otros dos casos son cuando G es de

la forma (z,y: 2% =1 =9y yry ™' =2%) o (z,y : 2% =1 = 9? yay ! = 2). O

4.2. Ejemplos

En esta seccién mostraremos algunos ejemplos en los que aplicaremos los resultados que hemos

visto con anterioridad.

Ejemplo 2 Un grupo de 12 elementos o bien tiene un 2-subgrupo de Sylow normal o bien tiene un
3-subgrupo de Sylow normal.
Nétese que un 2-subgrupo de Sylow de un grupo de orden 12 tiene 4 elementos.

El nimemro de 3-subgrupos de Sylow es, o 1, o 4. Vleamos que si hay cuatro 3-subgrupo de Sylow el
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numero de 2-subgrupo de Sylow debe ser 1. Si G tiene cuatro 3-subgrupo de Sylow, Py, P, P;, Py,
cada interseccion P; N P; con © # j es un subgrupo propio de P;, donde P; es un grupo con 3 elementos.
Por lo que P, P; = {1} parai # j. Luego G contiene el elemento identidad junto con ocho elementos
de orden 3, cada dos de ellos en un 3-subgrupo de Sylow. Ademds de estos nueve elementos hay otros
tres elementos en el grupo GG, y por lo tanto GG tiene un tnico 2-subgrupo de Sylow compuesto por estos

tres elementos y la identidad.

Ejemplo 3 Sea G un grupo con 24 elementos, entonces GG tiene, o un subgrupo normal de 8 elementos,
o un subgrupo normal de 4 elementos.

El nimero de 2-subgrupos de Sylow es, o 1, o 3. Si el nimero es 1 el 2-subgrupo de Sylow es un subgrupo
normal de orden 8.

Si suponemos que G tiene tres 2-subgrupos de Sylow, Py, Py, P3, cada uno con 8 elementos. Como

AllBI
|AN B

[AB| =

, €l subconjunto P, P, tiene 2323/2T elementos, donde |P, N Py| = 2". Como P, P, es un subconjunto de
G, un grupo con 24 elementos, se tiene que 2323 < |G| - 2", o sea, 25 = 64 < 24 - 2". Entonces r > 2.
Y como P, N P, es un subgrupo propio de P, tiene, a lo sumo, 2% elementos y se deduce que si G tiene
tres 2-subgrupos de Sylow, la interseccion de cualquiera dos de ellos tiene orden 4.

SeaT = P, N Py,0seaT tiene 4 elementos. Como T’ es un subgrupo de Py de indice 2, T" es normal en
Py. De la misma forma T es un subgrupo normal de P,. Como ambos P, y P, son subgrupos de Ng(T),
entonces H = (Py, P,) es un subgrupo de N (T), y por lo tanto T' es un subgrupo normal de H. Como

H es un subgrupo contiene a P, P,. Hemos visto que P, P, tiene 2;33 = 26 / 22 = 16 elementos. Como el

tnico subgrupo de G que tiene al menos 16 elementos es él mismo, se tiene que H = G y por lo tanto

T es un subgrupo normal de GG de orden 4.

Ejemplo 4 Veamos que un grupo G de orden 45 es abeliano. Como 45 = 32 x 5, G tieneun 3-subgrupo
de Sylow, al que llamaremos H, de orden 9, y tiene un 5-subgrupo de Sylow, al que llamaremos K, de
orden 5. Sea n el nimero de conjugados de H. Entoncesn = 1+ 3r conr > 0, y n divide a 45, y como

los factores de 45 son 1, 3, 5, 9, 15, 45, es claro que n =1 y por lo tanto H es normal en GG. De manera
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42 EJEMPLOS M. Mar Grima 33

similar se ve que K es normal en GG. Tenemos que G = HK y como
|HK| = |HK||HN K| = |H||K|=45

y por lo tanto G es isomorfo al producto directo de H por K, y como H es abeliano por la proposicion

y como K es ciclico es por tanto abeliano, y por la proposicion
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Capitulo 5

Grupos resolubles y supersolubles

En este capitulo mostraremos varias definiciones, y proposiciones sobre la estructura de grupos
finitos, y algunos ejemplos sencillos. Por ejemplo, introduciremos el concepto de grupo resoluble y

estableceremos algunas de las propiedades basicas de estos grupos.

5.1. Definiciones

Primero presentaremos las definiciones de serie subnormal y serie normal, que luego utiliza-

remos en las definiciones de grupo resoluble.

Definicion 19. Una serie subnormal de un grupo G es una cadena finita de subgrupos {G;}!'_,, G; C G

tal que :
{1}=GyC G CG, C...CG, =G

donde para cadai =0,1,....n — 1 se cumple que G; es un subgrupo normal de G ;.
Los factores de la serie son los grupos cocientes G,;1/G;. La longitud de la serie es el nimero de
inclusiones estrictas, es decir, el nimero de factores no triviales.

Si ademas de esto cada GG; es normal en G, entonces se dice que es una serie normal.

Definicion 20. Un grupo G es resoluble si tiene una serie subnormal cuyos factores son grupos abelianos.

Es claro que todo grupo abeliano es resoluble, pues {1} C G y el conjunto {1} es normal en

G,yaqueg-1-gt € {1} y se tiene que G/{1} ~ G, que es abeliano.
Definicion 21. Un grupo G es supersoluble si tiene una serie normal cuyos factores son grupos ciclicos.
Ejemplo 5 Sea G = (x) el grupo ciclico de orden 6, entonces tenemos dos series normales:

G 2 (2%) 2 {1}
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G2 () 2 {1}

ya que cualquier subgrupo de un grupo abeliano es normal.
Ademds los factores son ciclicos, pues son (x?)/{1} = (x?), (x®)/{1} = (23), G/{(z?) = (23) y

G/(x?) = (x?), que son ciclicos.
El siguiente ejemplo es de un grupo no abeliano supersoluble.
Ejemplo 6 El grupo cuaternio (Qs, de orden 8 no abeliano, tiene a {1} y a {1,—1} como subgrupos
normales, {1} <{1,—1}<G , y dado que todo subgrupo de Qg es ciclico, se tiene que Qg es supersoluble.
Asociado al concepto de grupo resoluble viene el concepto de serie derivada.
Definicion 22. Sea G un grupo y x,y dos elementos cualesquiera de GG. El conmutador de x e vy,

denotado por |x,y] viene dado por [z,y| = zyx =y~

A la hora de analizar un grupo G para ver si es abeliano o no, lo que buscamos es ver si
dos elementos cualesquiera de este grupo conmutan o no; es decir, dados x,y € G queremos ver si

xy = yx o lo que es equivalente (zy)(x~'y~!) = 1, equivalente a su vez a que [z,y] = 1.

Definicion 23. El subgrupo derivado de GG, denotado por [G,G] o por G', es el subgrupo dado por

G, Gl =G = ([z,y] : 2,y €G)

Es claro que un grupo G serd abeliano si y solo si G’ = {1}.

Definicion 24. Dado un grupo GG, se define la serie derivada de G iterativamente por

GO =aG; ¢V =¢,; ¢% =&, q; ..GUY = [G", G

5.2. Cuando un grupo es resoluble y otras propiedades

Veamos varias formas equivalentes de saber si un grupo G es resoluble.
La primera proposicién que vamos a enunciar se deduce de las definiciones, ya que toda serie

normal es subnormal, y todo grupo ciclico es abeliano.
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36 CAPITULO 5. GRUPOS RESOLUBLES Y SUPERSOLUBLES

Proposiciéon 27. Todo grupo supersoluble es resoluble

Proposicién 28. Dado un grupo G, y N C G un subgrupo normal de GG, se tiene lo siguiente:
(a). G' es normal en G.
(b). G/N es abeliano si y solo si G' C N. En particular, G/G' es abeliano.

(c). G’ es la interseccion de todos los subgrupos N normales en G, N <G, tales que el grupo cociente

de GG por N es abeliano.
(d). Si S C G, entonces S" C G'.
Demostracidn:

(a). Sea x € G, y sea y € G', por definicién de G’ existen z,w € G tales que y = [z,w] =

1 1 1 1 1.,-1 1

1 =ZZWZ W X T = TZWXT 2 W l’il que es

2wz lw™!, v por lo tanto tenemos que zyz~

otro elemento de G', por lo que G’ es normal.

(b). G/N es abeliano si y sélo si tNyN = yNzN para todo z,y € G, y esto ocurre si y solo si
ryz~ly~'N = N para todo x,y € G, es decir, si y solo si [x,y]N = N lo cual ocurre si y solo

si [z,y] € N para todo z,y € G, si y solosi G' C N.
(¢). Es consecuencia directa de [(a)] y [(D)]

(d). Es claro por la definicién.

Proposicién 29. Cada G+ es un subgrupo normal de G,

Demostracién: Si n = 0 tenemos que G = G y el resultado es el apartado @ de la proposicién
Veamos que es cierto para n, es decir, GV es normal en G™. Sea g € G, tenemos que
Gt = [ G = ([z,y] : x,y € G™) y dado y € GV existen z,w € G™ tales que
y = [z,w] y por lo tanto gyg~ = g[z,w]g~! y razonando como en la proposicién el apartado @,
vemos que este elemento pertenece a [G(”), G(”)] = Gt con lo que se tendria lo que querfamos

probar. 0

Hay un resultado un poco més fuerte, que dice que cada G™ es un grupo normal de G.
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Veamos una nueva definiciéon de grupo resoluble, la cual en algunas circunstancias nos sera

mas util que la anterior definicién.

Proposicién 30. Un grupo G es resoluble si y solo si G =1 para algiin n € N,

Demostracién: Supongamos que G es resoluble, entonces tiene una serie subnormal {1} = G,, C
G,_1 C ...G1 C Gy = G, cuyos factores son abelianos. Por la proposicién apartado @ se tiene
que G C G}, y por lo tanto G™ =1 pues G™ C G,, = 1.

Por otro lado, si G™ = 1 tenemos que la serie derivada de G dada por

(=W cagrVc. .agVce®=¢g

es una serie normal con factores abelianos. O

Recordamos que todo grupo ciclico es abeliano. Es decir, todo grupo ciclico es, por lo tanto,
resoluble.

Otro resultado sobre grupos ciclicos de orden pq es el siguiente.

Y al ser ciclico es abeliano, y por lo tanto es resoluble.
A continuaciéon vamos a mostrar una proposicién que usaremos mas adelante para demostrar otras

proposiciones.

Proposicién 31. Sea G un grupo, H un subgrupo cualquiera de G y K un subgrupo normal de G,
K < G. Entonces HN K es un subgrupo normal de H, es decir, HN K < H.

Demostracién: Para cualquier x en H N K y para cualquier h € H se tiene que hah™! estd en H,
por ser H un subgrupo de G. Ademads, como K es normal en G y x también estd en K se tiene
que hah~! pertenece a K, y por lo tanto hah™! estd en H N K, por lo que es normal en H, como

queriamos ver. O

Un ejemplo de esta propiedad es el siguiente:

Ejemplo 7 Dado el grupo diédrico D(6), el subgrupo Z, es normal en D(6), Zo < D(6), y Zg es un
subgrupo de D(6). Entonces Zo N Zg = Zso es un subgrupo normal en Zg, Zo < Zg.

Proposicién 32. Sea G un grupo resoluble. Entonces:
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(a). Cualquier subgrupo H de G es resoluble.

(b). El grupo cociente G/ K es resoluble para cualquier subgrupo normal K de G.

Demostracién:

(a).

Como G es resoluble existe una cadena finita de subgrupos {G;}",, G; C G tal que {1} =
Go C Gy C ... C G, =G ylos grupos cocientes G;41/G; para i = 0,1,...,n — 1 son abelianos.
Consideramos la cadena finita {H N G}~ . Se cumple la condicién de normalidad por la
proposicién por lo que tenemos que ver que (H N Gy1)/(H N G;) es abeliano para i =

0,1,...,n — 1. Tenemos lo siguiente:
(HNGiw1)/(HNG;) = (HNGi)/(HNGi) NGy) =2 (HNGi1)Gi /G € Giga /Gy

hemos usado el segundo teorema de isomorfia. Y como los subgrupos de grupos abelianos son
abelianos se tiene que los grupos cocientes de la cadena finita considerada son abelianos, por

lo que H es resoluble. O

. Para ver que G/K es resoluble, consideremos la cadena finita de subgrupos {G;K/K}!" . Se

tiene que G;K/K es un subgrupo normal de G;1K /K, por lo que solo necesitamos ver que

los grupos cociente son abelianos.

usamos el segundo y tercer teorema de isomorfia, por lo que

Giy1/(Gipi NGK) = (Gia/Gi) [((GiNGia K) [ G))

Y como el grupo cociente de grupos abelianos es abeliano se tiene el resultado.

Vamos a ver un teorema de Feit y Thompson interesante sobre los grupos resolubles.

Teorema 6. de Feit-Thompson

Todo grupo finito de orden impar es resoluble.
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Esta propiedad fue demostrada por Feit y Thompson en [Feit|, siendo esta demostraciéon una de
gran extensién, cosa que era poco comun entre las que se realizaban en de Teoria de Grupos. Este

resultado es un resultado importante en clasificar los grupos simples finitos.

Veamos el “contrarreciproco” de la proposicion [32]

Proposicién 33. Un grupo G es resoluble si y solo si existe un subgrupo normal N de G, N < G, tal

que N y G/N son resolubles.

Demostracién: Una de las implicaciones nos la da la proposicién [32]
Veamos la otra. Sean G/N y N resolubles, esto quiere decir que existen una serie normal de G /N,

denotemosla {H;}7, con H; = M;/N, y una de N, denotada {N,}7", tales que
{1} = H1 <]H2 < ‘--Hn—l = Mn_l/NQHn = Mn/N = G/N

{1} = N1 < NQ < ...Nm_1 < Nm =N

Entonces tenemos la cadena
{1} :N1<1N2<1...Nm:N:M1<]M2<]...Mn =G

es serie normal de factores Ny 1/N; v M /M; = (M;y1/N)/(M;/N) = Hi1/H; , luego G es
resoluble. O

De esta proposicion se deduce el siguiente corolario.

Corolario 6. Sean H, K dos grupos resolubles. Entonces su producto directo H x K es resoluble.

Demostracién: Si consideramos el grupo dado por su producto directo G = H x K se tiene que H

es normal en G, H <G,y G/H = K y por la proposicién anterior se tiene el resultado. O

Teorema 7. Sea p un numero entero primo. Todo p-grupo finito es resoluble.

Demostracién: Ver el corolario 6.7 de [Milne].

Proposicién 34. Un grupo simple y resoluble es ciclico de orden primo.

Demostracién: Si es resoluble entonces es abeliano, y por ser simple y abeliano por la proposicién

se tiene que es ciclico de orden primo, como querfamos. O
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Se da también el reciproco, pues, de nuevo, por la proposicién todo grupo ciclico de orden

primo es abeliano simple, y todo grupo abeliano es resoluble.

5.3. Grupos metaciclicos y metabelianos

En esta secciéon expondremos los grupos metaciclicos y metabelianos, y a través de algunos

ejemplos analizaremos algunas de sus propiedades més notables.

Definicion 25. Un grupo G es metaciclico si contiene un subgrupo normal ciclico C' de manera que el

grupo cociente G /C' es ciclico

Mas adelante comprobaremos que el producto semidirecto de dos grupos ciclicos, tales que se

cumple cierta propiedad, es un grupo metacilico.

Definicion 26. Un grupo G es metabeliano si existe un subgrupo normal abeliano A, es decir A< G,

tal que el grupo cociente G /A es abeliano.

Un grupo diédrico es metabeliano, pues tiene un subgrupo normal de orden n, y el cociente

del grupo por este subgrupo es ciclico orden 2 y por lo tanto abeliano.

5.3.1. Algunos ejemplos

Veamos una propiedad importante de los grupos metaciclicos.

Proposicién 35. Todo grupo metaciclico G' es supersoluble y metabeliano.

Demostracién: Si (G es metaciclico entonces existe un subgrupo normal ciclico C' contenido en G tal
que el grupo cociente G/C' es célico, y entonces tenemos que 1<4C'<G una cadena finita de subgrupos
normales, tales que cada uno es normal en G y los grupos cocientes son ciclicos, pues C'/1 ~ C|, que
es ciclico por hipdtesis, y G/C también es ciclico por hipdtesis, luego G es supersoluble (y por lo

tanto también es resoluble).
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Por otro lado, todo grupo ciclico es abeliano, y por lo tanto se tiene que C' es abeliano y normal en

G, y también que G/C es abeliano, por lo que G es metabeliano. O

Proposiciéon 36. Todo grupo metabeliano es resoluble.

Demostracién: Sea GG un grupo metabeliano y sea A el subgrupo normal abeliano de G tal que el
grupo cociente G/A es abeiano. El subgrupo {1} es normal en cualquier subgrupo de G, y por lo
tanto es normal en A, y tenemos la serie {1} < A <G en la que los factores son abelianos, pues

A/{1} = A que es abeliano, y G/A es abeliano por hipétesis. O

Proposiciéon 37. El producto directo de dos grupos ciclicos es un grupo metaciclico.

Demostracién: Sean G y H dos grupos ciclicos. Se tiene que el producto directo G x H tiene un
subgrupo normal dado por {(g,1) / g € G } donde 1 es la unidad en H, y este subgrupo es ciclico,
pues es isomorfo a G, y el grupo cociente de G x H por este subgrupo es ciclico, pues es isomorfo

a H, y por lo tanto es metaciclico. U

Cualquier grupo ciclcico es metabeliano, pues dado un grupo G ciclico se tiene que G es
abeliano y que {1} es un subgrupo normal en G, también abeliano, y el grupo cociente G/{1} =2 G

es abeliano.

En los préximos capitulos presentaremos abundantes ejemplos no triviales de grupos metabe-

lianos y metaciclicos.
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Capitulo 6

Producto semidirecto de grupos

En este capitulo definiremos y analizaremos las caracteristicas del producto semidirecto, para

poder utilizarlo posteriormente en el estudio de familias de grupos finitos.

6.1. Definicion de semiproducto directo

Definicion 27. Dado un grupo G, el grupo de automorfismos de este grupo, denotado por Aut(G), es
el siguiente:

Aut(G) ={f : G — G : fes endomorfismo y biyectiva}

La operacion en Aut(G) es la composicion de automorfismos.

Definicion 28. Dados dos grupos H y K, y sea ¢ : H — Aut(K) un homomorfismo de grupos. a la
imagen de h € H por ¢ la denotaremos p(h) = ¢,. Entonces tenemos la siguiente accion del grupo H
en K:

KxH—K
(K, h) = bk = on(K)

Se denomina producto semidirecto de H y K respecto de p, y se denota H x K al grupo formado por
los pares
K xH={(k,h) : he H, ke K}

con la siguiente operacion, para hy,hs € H y ky, ks € K:
(K1, h1)(ka, ha) = (Kion, (2), hihs)

Proposicién 38. Dado el grupo K x H, se tiene que el subgrupo K x {e} es normal en K x H, donde
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e es el elemento neutro. Se cumple que el grupo cociente es isomorfo a H,

(K x H)/(K x {e}) = H.

6.2. Producto semidirecto de grupos ciclicos

En general si K, H son grupos ciclicos su producto semidirecto, K x H, es metaciclico, pues

(K x H)/(K x {e}) = H.

Para ver que el producto semidirecto de dos grupos ciclicos (tales que el orden de uno divide
el orden del otro menos una unidad) es un grupo metaciclico, veamos cual es el automorfismo que

usamos en el producto semidirecto.

Denotamos Z, = Z/(p) y Z, = Z/(q) con p y g numeros enteros primos, (es decir, Z, y Z, son
ciclicos) tales que ¢ < py g divide a p—1. Como Z,, es un cuerpo con la suma y muliplicacion médulo
p que tiene p elementos, el grupo multiplicativo de Z, tiene orden p — 1, y como hay elementos de
cualquier orden divisor de p—1, en particular hay de orden ¢. Sea a uno de estos elementos del grupo
multiplicativo de Z, de orden ¢. Dado el homomorfismo de grupos ¢ : Z, — Aut(Z,), denotando
(k) = ¢, para todo k € Z,, y dado h € Z,, tenemos la siguiente accién

Ly X Lg — Ly
() = g4(h)

donde @i (h) = oFh.

Notacién. El grupo multiplicativo de Z,, se denota por (Z;, -), y es un grupo ciclico con p—1

elementos.

Definicion 29. E/ producto semidirecto de Z, y 7, denotado Z,, x Z,, es el conjunto

{(a,b): a€Z, beZ,}
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junto con la siguiente operacion, ®, definida por :
(a,0) @ (c,d) = (a + a’e,b+d)

donde a,c € Z, y b,d € Zy, y a € Z;, de orden q, donde las operaciones en la primera componente se

realizan mdulo p y la suma en la segunda componente se hace mdulo q.

Lema 3. Sean p, q dos niimeros enteros primos tales que g < p y q divide a p—1, entonces (Z, X Z,, ®)

es un grupo no conmutativo de orden pq.

Demostracién: Veamos que su orden es pq. Esto es claro, pues el conjunto {(a,b) : a € H, b €
K } tiene cardinal pg precisamente. Veamos que no es conmutativo. Sea o un elemento del grupo
multiplicativo de Z,, diferente de la unidad, de orden ¢. Sean (1,1), (0,1) € Z, x Z,, se tiene que
(1,1)®(0,1) = (0+a'1,1+1) = (o, 2) mientras que (0,1)® (1,1) = (1+a'0,1+1) = (1,2) y este

es claramente diferente de (a,2) con lo que queda demostrado que no es conmutativo. O

Ejemplo 8 Veamos un ejemplo concreto en el que q|(p — 1). Paraq=3, p =7 el grupo es
Z7 X Zg = {(a,b) ‘ a <€ Z7,b€ Z3}

Un elemento del grupo multiplicativo (Z,-) de orden 3 es 2, ya que 2> =8 =1 (méd 7).

Luego la operacion es la siguiente:
(a,0) ® (c,d) = (a + 2°c, b+ d).
Este grupo tiene los siguientes elementos:
» £/ neutro (0,0) que es el dnico elemento de orden 1.
= Tiene 6 elementos de orden 7 de la forma (a,0) con a # 0.
= Contiene 14 elementos de orden 3, los cuales son (a,b) con b # 0.
Notemos que estos tltimos son de orden 3.

(a,b) @ (a,b) = (a + 2%a, 2b),
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(a,b) @ (a + 2°a,2b) = (a4 2°(a + 2°a), 3b) = (a(1 + 2° + 2%),0)

y1+2042%=0sib+#0:

A 142+ 2% sib=1
1+20+2% =
1+22 42" =14+4+16=21=0, sib=2

Hay 7 subgrupos de orden 3, uno en concreto es el subgrupo generado por (1, 1), es decir, el subgrupo

<(1> 1)> = {(17 1)’ (37 2)7 (07 O)}v

pues (1,1) & (1,1) = (1+2'1,1+1) = (3,2), y (3,2) @ (1,1) = (3+221,241) = (3+4,3) = (7,3) =
(0,0)

Proposicién 39. Sean p, q nimeros enteros primos, tales que p es mayor que q y q no divide a p — 1.

Entonces todo grupo de orden orden pq es ciclico.

Demostracién: Como ¢ no divide a p — 1, p primo, entonces ¢ no puede ser 2.

Sea G un grupo de orden pq. Sea n, el numero de p-subgrupos de Sylow de G y n, el nimero de
g-subgrupos de Sylow de G. Por la proposicion n, = 1, y ademas este subgrupo de orden p es
normal. En cuanto a ng, el nimero de g-subgrupos es congruente con 1 médulo ¢, y divide a pq,
luego es 1 0 p o ¢, pero ¢ no puede ser por no ser congruente con 1 médulo ¢, y si p es congruente
con 1 médulo ¢ entonces ¢ divide p — 1, y esto no ocurre por hipédtesis, luego n, = 1.

Sea H el subgrupo de Sylow de orden p de GG, y sea K el subgrupo de Sylow de orden ¢ de GG. Por la
proposicién tenemos que ambos son normales en GG, y por ser H de orden p, por la proposicion
todos sus elementos tienen orden p (salvo el elemento identidad) y por lo tanto no tiene ningin
elemento de orden ¢, razonando igual, en K no hay ningun elemento de orden p, y por lo tanto

HN K = {1}, donde 1 es el elemento identidad.Tenemos que

|HI K|

HK|= 121
HEK] |H N K]|

= |H||K| = pq

luego G = HK. Por la proposicién [5.| se tiene que G = HK ~ H x K.

Como H es ciclico de orden p, es isomorfo a %, H = (%, +), y como K es ciclico de orden ¢
K = (%,+), luego G = H x K = (% X (%—),—i-) =~ (%,4—), este 1ltimo paso por ser p y ¢ primos
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distintos, luego G es ciclico. ([l

Comparando el lema |3.| con la proposicion podemos apreciar la importancia de que p — 1

sea divisible por ¢ o no a la hora de comprobar si un grupo de orden pq es ciclico o no

Veamos qué subgrupos de Sylow tiene.

Proposicién 40. (Z, x Z,, &) tiene un p-subgrupo de Sylow y el nimero de q-subgrupos de Sylow es
p.

Demostracién: Sean n,, y n, el nimero de p-subgrupos y g-subgrupos respectivamente. Se tiene que
n, = 1 por la proposicién Ahora, el nimero de g-subgrupos es congruente con 1 modulo g y
divide a pq luego es 0 1 0 q o p, pero ¢ no puede ser porque no es congruente con 1 médulo ¢, y no
puede ser 1 porque si lo fuera, por la proposicién se tendria que Z, % Z; = 7, X Z4 €l cual

es conmutativo, pero en el lema [3]hemos visto que esto no pasa, luego tiene p g-subgrupos de Sylow.

O

Observacion:
El grupo Z, x Z, contiene al elemento neutro (0,0), a ¢ — 1 elementos de orden ¢, los cuales son
de la forma (h,0) con h € Z,, h # 0, y contiene g(p — 1) elementos de orden p, los cuales son de la
forma (h,k) con h € Zy y k € Z,, k # 0.

Proposicién 41. El grupo G' = 7, x Z, es un grupo metaciclico no conmutativo.

Demostracién: Tenemos que Z, x {0} es un subgrupo de G normal, y ciclico, pues Z, x {0} = Z,
y ademas el grupo cociente G/(Z, x {0}) = Z, es ciclico, con lo que se concluye que es un grupo

metaciclico. 0
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Capitulo 7

Algunas familias de grupos metabelianos

En este capitulo presentaremos algunas familias de grupos metabelianos, junto con sus pro-

piedades, usando todo lo visto hasta el momento.

Primero vamos a mostrar dos familias de grupos parecidas pero diferentes, no isomorfas, con
las que veremos que el producto semidirecto de dos grupos abelianos no tiene por qué ser abeliano,
al contrario de lo que pasa con el producto directo. Tras ello, veremos varios grupos metaciclicos

con sus propiedades, y como generalizar estos grupos.

7.1. Producto semidirecto de grupos conmutativos

En esta seccion veremos dos familias de grupos con las que comprobaremos que el producto

semidirecto de grupos conmutativos no tiene por qué ser conmutativo.

En esta seccién ¢ denota un nimero entero primo. Denotamos Z, = Z/(q). Consideramos el
grupo Z, X Z, con la suma componente a componente, es decir, (Z, X Z,, +); que es un grupo

abeliano de orden ¢ no ciclico.

Proposicién 42. El grupo (Z, x Z,, +) de orden ¢* tiene un elemento de orden 1, y ¢* — 1 elementos

de orden q.

Demostracién: Luego los elementos de este grupo tendran orden o 1, o ¢ o ¢2. El tinico elemento
que tiene orden 1 es el neutro (0,0), y ningtin elemento tiene orden ¢ porque, en ese caso serfa un

grupo ciclico, lo cual es falso, por lo que los ¢g? — 1 elementos restantes son de orden g. 0

Sea p un numero entero primo, menor que ¢, tal que p divide a ¢ — 1. Sea a un elemento del

grupo multiplicativo de Z, de orden p, es decir, o es diferente de 1, y o = 1.
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Vamos a definir el siguiente grupo, como producto semidirecto de este grupo Z, x Zy y Zy.

Definicién 30. Sea o € Z7, con orden multiplicativo p. Definimos el grupo (Zq x Zq) X Z,, como sigue:
(Zy x Zy) } Zyp ={(a,b,c) | a,b € Zy, c €Ly},

con la operacion & definida, para (a,b,c), (d,e, f) € (Z, x Z,) % Z,, de la siguiente forma:
(a,b,c) ® (d,e, f) = (a+ ad,b+ a‘e,c+ f),

donde la primera y segunda suma son modulo q, y la tercera suma es modulo p.

Este grupo no es conmutativo y es de orden ¢*p.

Proposicién 43. Los q-subgrupos de Sylow de este grupo son de orden ¢* y hay solamente 1, mientras

que los p-subgrupos de Sylow tienen orden p y hay ¢*.

Demostracién: El orden de los ¢g-subgrupos y de los p-subgrupos de Sylow se obtienen a través de la
definicién de p-subgrupo de Sylow. Tenemos que el niimero de ¢g-subgrupos de Sylow es congruente
con 1 médulo ¢, y que el nimero de g-subgrupos de Sylow divide el cardinal del grupo, que es ¢*p,
luego puede haber { 1, p, ¢, ¢*, pq }, vy de estos ¢ divide a { ¢, ¢%, pq }, luego estos no pueden ser
congruente con 1 médulo ¢, mientras que el nimero de g-subgrupos de Sylow no puede ser p, pues
p no es congruente con 1 moédulo ¢, por lo que solo hay un g-subgrupo.

Ahora bien, p divide a p y a pg, luego el ntimero de p-subgrupos de Sylow puede ser 1, ¢ o ¢%,y como
todos son congruentes con 1 modulo p el segundo teorema de Sylow no descarta ninguno. Veamos
que el nimero de p-subgrupos de Sylow es ¢2. Veamoslo primero para p = 3, y luego para un p
cualquiera se ve de forma similar. Sea o un elemento del grupo multiplicativo de Z, de orden 3, y

diferente de la unidad. Entonces a® = 1 es decir a® — 1 = 0 que es lo mismo que:
(a—1D(@®+a+1)=0 (7.1)

y como « # 1 tenemos que o + a+ 1 = 0.
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Por otro lado, veamos que el orden de (a, b, c) con ¢ # 0 es 3.
(a,b,c) ® (a,b,¢c) = (a+ aa, b+ ab,2c)

(a,b,¢) @ (a,b,c) ® (a,b,c) = (a+ a‘a,b+ ab,2c)  (a,b,c) = (a + a‘a + a*a,b+ a°b + a*b, 3c)

siendo ¢ € Zs, ¢ # 0 entonces ¢ € {1,2}, y al ser la tercera suma maédulo 3 se tiene que la tercera

componente es nula, y que

L4 4o l+a+a? sic=1
a + o =
1+a’+a* sic=2

y la primera expresion, cuando ¢ = 1 es igual a 0, debido a lo visto inmdiatamente después de la
ecuacion , y en la segunda ecuacién se tiene que a* = a, por lo que al final nos da la misma
expresion que antes, que es nula, por lo que se tiene que la suma (a, b, ¢)®(a, b, ¢)®(a, b, c) = (0,0,0),
de lo cual concluimos que (a, b, ¢) es de orden 3 si ¢ # 0.

Hay ¢*(p — 1) = ¢*2 elementos de orden 3, y en cada subgrupo de orden 3, que es ciclico y tiene 3
elementos, uno de ellos la unidad, tiene 2 elementos de orden 3, por lo que hay ¢*2/2 = ¢* subgrupos
de orden 3, con lo que se tiene el resultado.

Ahora, para un p cualquiera se tiene que a? = 1 es decir o — 1 = 0, por lo que
(a—1D(a" '+ a4+ .. +a+1)=0
Por otro lado, el orden de (a, b, c), con ¢ # 0, es p, lo cual se ve igual que hemos hecho antes:
(a,b,c) ® (a,b,c) = (a+ afa, b+ ab,2c)
Y la suma de (a, b, c) un total de p veces es
(a,b,¢) @ (a,b,¢) ® ... ® (a,b,¢) = (a + a®a+ ... + PV b+ ab+ ... + aP™V%%, nc)

siendo ¢ € Z, de orden p, ¢ # 0 entonces ¢ € {1,2,...,p — 1}, y al ser la dltima suma mdédulo p se
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tiene que la tercera componente es nula, y que

(1+a—i—...+oz(p_2)—|—oz(p_1), sic=1

14+ a2+ .. +a?P2) 4 o201 sic=2
1+ + ...+ a2 4 o 7e = ’

1+ '+ + aP~VE=2) 4 (e=De-D g e—p 1

y razonando de manera similar se llega a que (a, b, ¢) es de orden p. Y como hay ¢?(p— 1) elementos
de orden p, y dado un subgrupo de orden p este es ciclico por ser p primo, este grupo tiene p
elementos, de los cuales uno es el neutro, y el resto es de orden p, luego cada subgrupo de orden p
tiene p — 1 elementos de orden p, con lo que se deduce que hay ¢*(p —1)/(p — 1) = ¢* subgrupos de

orden p. Por lo tanto el nimero de p-subgrupos de Sylow es ¢2. 0

Observemos cuantos elementos hay en (Z, x Z,) X Z, de cada orden.

Proposicién 44. Este grupo tiene los siguientes elementos:
= Hay un elemento de orden 1, el neutro (0,0,0).
= Tiene ¢* —1 elementos de orden q, los cuales son de la forma (a,b,0) con a,b € Z,, (a,b) # (0,0).
» Ademds hay ¢*(p — 1) elementos de orden p, los cuales son de la forma (a,b,c) con a,b € Z, y

c € Ly, c#0.

Este grupo tiene varios subgrupos de orden pq, como por ejemplo el subgrupo generado por
los elementos (1,1,0) y (1,1,1). Estos elementos son de orden ¢ y p respectivamente y el sub-
grupo que generan, ((1,1,0),(1,1,1)) es de orden pg. Otro subgrupo de orden pq es el subgrupo
((1,0,0),(1,1,1)), por ejemplo.

Ejemplo 9 Por ejemplo para ¢ = 5 y p = 2 tenemos que la operacién en (Zs X Zs) X Zo, dado que

—1 =4 € Z} es de orden multiplicativo 2, es la que sigue

(a,b,c) ® (d,e, f) = (a+4°d, b+ 4%, c + f),
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y el subgrupo generado por (1,1,0) y (1,1, 1) es el siguiente:
((1,1,0),(1,1,1)) = {(0,0,0),(1,1,0), (2,2,0),(3,3,0), (4,4,0),(1,1,1),(2,2,1),(3,3,1), (4,4,1), (0,0, 1) }
Pues tenemos que

(1,1,0) ® (1,1,1) = (1 +4°1,1 +4°1,0 + 1) = (2,2, 1),
(2,2,0) @ (1,1,1) = (2 +4°1,2 +4°1,0 + 1) = (3,3, 1)

(4,4,0) ® (1,1,1) = (4 +4°1,4 +4°1,0 + 1) = (5,5,1) = (0,0, 1).

Se deja al lector comprobar que las sumas de cualesquiera dos elementos de este conjunto vuelve
a ser un elemento de este conjunto. Ademds se tiene que el inverso de (a,a,0) es (b,b,0) siendo b el
inverso de a en Zs, a,b # 0, es decir a+b = 0, y el inverso de (a,a, 1) es el mismo, paraa = 0,1, ..., 4.
Tenemos, por tanto, que ((1,1,0), (1,1,1)) es un subgrupo de orden pq = 2-5 = 10 de (Zs X Zs) X Zs.
Todos los elementos de este subgrupo son o bien de orden 5, y en este caso son de la forma (a,a,0) con

a # 0, o bien son de orden 2 y son de la forma (a,a,1), y el neutro.

Este grupo también contiene subgrupos de orden ¢2, por ejemplo el generado por los elementos
(1,0,0) y (0,1,0).
Proposicién 45. Sea G = (Z, X Z,) X Z,. Se tiene que Z, x L, = Z,; x Ly x {0} <G, y tenemos que

G
ZP
Lgq X Lg

1%

que es ciclico, y por lo tanto abeliano. Se tiene entonces que G es metabeliano, y por lo tanto es resoluble.

De forma analoga podemos definir el grupo (Z, x Z, X Z,) % Z,, que es de orden ¢*p, el cual

tiene el siguiente nimero de elementos de cada orden:

Proposicién 46. Tenemos los siguientes elementos:

= Hay un elemento de orden 1, que es el neutro (0,0,0,0).
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= Tiene ¢* — 1 elementos de orden q los cuales son de la forma (a,b,c,0), con (a,b,c) # (0,0,0).
= Hay ¢*(p — 1) elementos de orden p los cuales son de la forma (a,b, c,d), con d # 0.

Ademds hay un q-subgrupo de Sylow de orden ¢>.

Y podemos definir sucesivamente de esta forma grupos de orden ¢"p, con un elemento de orden 1,

(el neutro), ¢" — 1 elementos de orden q y ¢"(p — 1) elementos de orden p.

La segunda familia de grupos es la siguiente.

Sean p y ¢ nimeros enteros primos, con p < ¢ y tales que p divide a ¢ — 1. Consideramos el
grupo Z, x Z, con la suma componente a componente.
Este grupo es un grupo abeliano de orden p? que no es ciclico. Tiene un elemento de orden 1, el
neutro, y los p> — 1 elementos restantes son de orden p, pues al no ser ciclico no puede tener ele-

mentos de orden p2.

Definicion 31. Defino el producto semidirecto de Z, por este grupo como:
Ly % (Zy x Zp) = {(a,b,c) |a € Zy, b,c € Ly},
tal que dado o € ZF, con aw # 1, y oP = 1, la operacion esta definida por
(a,b,¢) D (d,e, f) = (a+a’d,b+e,c+ f),

donde la primera suma es modulo q y las otras dos son mddulo p.
Este grupo que acabamos de definir, Z, x (Z, x Z,), es un grupo no conmutativo de orden gp?.

El grupo Z, x (Z, x Z,) no es isomorfo al grupo (Z, x Z,) x Z, definido al principio del
capitulo.

Una razon por la que no son isomorfos es que tienen ordenes diferentes. Otra razéon que se
podria dar es que tienen diferente nimero de subgrupos de Sylow y de diferente orden, como vamos

a ver en la siguiente proposicion.
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Proposicién 47. Los g-subgrupos de Sylow de este grupo son de orden ¢, y hay 1, mientras que los

p-subgrupos de Sylow son de orden p?

Demostracién: El numero de g-subgrupos de Sylow divide a gp?, luego es un valor de {1, q, p, p*, qp, qp*},
y al ser congruente con 1 médulo ¢, se deduce que hay un g-subgrupo de Sylow.
Mientras que por un razonamiento similar al de la proposicion se llega a que el nimero de

p-subgrupos de Sylow es q. O
Observacién: En el grupo (Z, % (Z, x Z,),®) hay

Un elemento de orden 1, el elemento (0,0, 0).

q — 1 elementos de orden ¢, que son de la forma (a,0,0) con a # 0.

Hay (¢—1)(p—1) elementos de orden pq, los cuales son de la forma (a, b, —b) con a # 0, b # 0.

Hay (¢p + 1)(p — 1) elementos de orden p, que son de dos formas:

e (0,b,¢), con (b,c) # (0,0), de los que hay p* — 1.

e hay (¢ — 1)p(p — 1) elementos de orden p de la forma (a,b,c) con a # 0y b+ ¢ # 0.

No hay elementos de orden p?, o ¢p?.

Al igual que el anterior, este subgrupo tiene varios subgrupos de orden pq, y también tiene

subgrupos de orden p.

Lema 4. Este grupo tiene qp + 1 subgrupos de orden p.

Demostracién: Como hay (gp+ 1)(p — 1) elementos de orden p, y en cada subgrupo de orden p hay

p — 1 elementos de orden p diferentes del neutro, entonces el niimero de subgrupos de orden p es

(p+1)(p—1)
p—1

=qp+ 1.

Proposicion 48. Sea J = Z, x (Z, x Z,). Entonces J es metabeliano, y por lo tanto es resoluble.
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Demostracién: Se tiene que Z, = Z, x ({0} x {0}) que es normal en .J, y tenemos que

J o
Z:ZPXZP

q

que es abeliano por ser producto directo de grupos abelianos. U

De forma andloga a como hemos definido J definimos el grupo Z, x (Z, x Z, X Z,), que ser

de orden ¢p?, el cual tiene:

El elemento neutro (0,0,0,0), que es de orden 1.

Y ¢ — 1 elementos de orden ¢ de la forma (a,0,0,0) donde a # 0.

Los elementos de orden pg son de la forma (a,b,c,d), con a # 0, (b,c,d) # (0,0,0) y
b+c+d=0.

Los elementos de orden p de las dos formas siguientes:

e (0,b,¢,d), con (b,c,d) # (0,0,0)
e (a,b,c,d),cona#0yb+c+d#0.
Este grupo, al igual que los anteriores, tiene varios subgrupos de orden pq, por ejemplo el subgrupo

generado por los elementos (0,1,1,1) y (1,1,1,1). Tiene también subgrupos de orden p?, o p*. Un
ejemplo de subgrupo de orden p? es el subgrupo ((0,1,0,0), (0,0,1,0)).

Podemos definir sucesivamente de esta forma grupos de orden ¢p".

Y con estos ejemplos se observa que aunque los grupos de salida son conmutativos el producto
semidirecto no tiene porque serlo.
Con estas dos familias de grupos nos damos cuenta de la cantidad de grupos no conmutativos, que

se pueden construir usando un sencillo producto semidirecto.
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7.2. Generalizacion del grupo diédrico

En esta seccion presentaremos una generalizacién del grupo diédrico.

Ya vimos que un grupo diédrico es metabeliano, y es ademas metaciclico, lo cual pondremos

de manifiesto a continuacion.

Consideramos ahora el producto semidirecto de Z,, y Zo
L X Loy = {(a,b) | a € Z,, b € Zs}

con la siguiente operacion
(a,0) @ (¢,d) = (a+ (=1)’c,b+d)

Se tiene que |Z, X Zs| = 2n, y es un grupo no conmutativo para n > 3.
Ademads tiene un subgrupo ciclico de orden n, el subgrupo Z, x {0} = Z,, y como el cociente de

Zy, X Zs por este subgrupo es isomorfo a Z,, con lo que se tiene que Z,, X Zy es metaciclico.
Proposicién 49. Hay un isomorfismo de grupos dado por:

f: %y x Zy — D(n)
(h, k) — a"b"

donde a,b son los elementos que generan el grupo diédrico D(n).

Esto quiere decir que el grupo diédrico D(n) es metaciclico, al igual que Z,, X Zs.

Ahora vamos a mostrar un nuevo grupo que se obtiene de forma similar que este grupo

isomorfo al grupo diédrico que hemos visto.

Definicion 32. Vamos a definir el grupo al que llamaremos generalizacion del grupo diédrico como el

producto semidirecto de Z,, por Zo X 7y X ... X Lo que es el producto directo de Zs un total de k veces.

Loy X (ZQ X Ly X ... X Zg) = {(a, bl,b27...,bk) | a € Zn; b:1€ ZQ, 1= 1,2,]@’}
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Y este grupo tiene la siguiente operacion:

(a, by, by, ..., b)) @ (a, c1,Coy oy i) = (a4 (=102 Fkg by ey, by + e}

Este grupo, G = Zy, X (Zg X Zy X ... X Zy), tiene orden 2Fn.

Ademéds es metabeliano, pues tiene que Z, x ({0} x {0} x ... x {0}) = Z, es normal en G y es

abeliano, y se tiene que el cociente es > ><({O}><{%}><...><{O}) = 7o X Ly X ... X Zs, que es abeliano por

ser producto directo de grupos abelianos.
En el caso de que n sea un nimero primo impar el grupo G tiene n — 1 elementos de orden n.

Veamos un ejemplo de Z,, X (Zy X Zs) para n primo.

Ejemplo 10 Un ejemplo curioso que generaliza al grupo diedrico, con n = 5, es el grupo G = Zs5 %
(Zy X Zs), un grupo de 20 elementos, que en este caso es metabeliano.

La suma de dos elementos (a,b,c), (d,e, f) de G es
(a,b,0) @ (dye, f) = (a+ (—1)"d,b+ e,c+ f).

El grupo G contiene los siguientes elementos:
(a). Hay un elemento de orden 1, el neutro (0,0, 0).
(b). Hay 4 elementos de orden 5 de la forma (a,0,0) con a € Zs, a # 0.
(c). Tiene 11 elementos de orden 2, los cuales son (a, 1,0), (a,0,1) y (0,1,1) con a € Zs.
(d). Hay 4 elementos de orden 10 de la forma (a,1,1) con a € Zs, a # 0.

Veamos qué 5-subgrupos de Sylow y 2-subgrupos de Sylow tiene G.

Por el cuarto teorema de Sylow el niimero de 5-subgrupos de Sylow y 2-subgrupos de Sylow divide el
cardinal de GG, luego habrd o 1, 2, 4, 5, 10 o 20 subgrupos de cada tipo.

Por el segundo teorema de Sylow, el niimero de 5-subgrupos de Sylow es congruente con 1 médulo 5,

por lo que solo hay un 5-subgrupos de Sylow, y este es el siguiente:

{(0,0,0), (1,0,0), (2,0,0), (3,0,0), (4,0,0)}.
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Como el nidmero de 2-subgrupos de Sylow es congruente con 1 méddulo 2, luego puede haber 1 05, y
cada 2-subgrupo de Sylow tiene orden 4, es decir, tiene 4 elementos.

Tras unos calculos se llega a la conclusion de que el nimero de 2-subgrupos de Sylow es 5, y estos son:

{(0,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,1,1)}
{(0,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)}
{(0,0,0), (2,1,0), (2,0,1), (0,1,1)}
{(0,0,0), (3,1,0), (3,0,1), (0,1,1)}
{(0,0,0), (4,1,0), (4,0,1), (0,1,1)}

7.3. Familias de grupos metaciclicos

En esta seccién mostraremos varias familias de grupos metaciclicos y alguna generalizacion
de estas. Asimismo, estudiaremos el niimero de elementos de cierto orden de cada una y algunos

subgrupos suyos.
En esta seccion p denota un ntimero primo impar.
Dado p denotamos el grupo ciclico Z/(p) por Z, y Z/(4) por Z4. Sea el grupo G = Z,, X Zy,
G={(a,b) |a€Z, beZ},
con la operacién definida como sigue:
(a,0) ® (¢,d) = (a + (—1)°¢, b+ d),

donde la primera componente la suma es médulo p y en la segunda es moédulo 4.

Propiedades: Esta operacion tiene las siguientes propiedades:
(a). El neutro es el elemento (0, 0)

(b). El inverso de (a,b) es (—(—1)ba, —b). Esto se comprueba fcilmente haciendo la suma.
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(c). La operacién es asociativa.

Demostracién: Sean (a,b), (¢,d), (e, f) € G, tenemos que:
((CL, b) ©® <C> d)) ©® (67 f) = (CL + (_1)bca b+ d) ©® (6, f) = (CL + <_1>bc + (_1>b+d67 b+d+ f)
mientras que por otro lado tenemos lo siguiente:

(a,0) @ ((c,d) @ (e, f)) = (a,b) @ (c + (=D’e,d + f) = (a+ (=1)°(c+ (=1)%e),b+d + f) =
=(a+ (=) c+ (=1)°(=1D)%,b+d+ f)

con lo que vemos que es asociativo.

Se tiene que el orden del grupo G es 4p.

Proposicién 50. E/ grupo G tiene un tnico p-subgrupo de Sylow. Este p-subgrupo de Sylow es de
orden p. Ademas el total de 2-subgrupos de Sylow es p, y estos 2-subgrupos son de orden 4.

El tnico p-subgrupo de Sylow de G es el subgrupo Z, x {0}, que es isomorfo a Z,, luego es
ciclico. Se tiene ademas que el grupo cociente es G/Z, = Z,, luego es ciclico también, y por lo tanto
G es metaciclico.

De hecho se llama grupo diciclico porque es un ejemplo sencillo de grupo metaciclico.

Observemos el nimero de elementos de cada orden que contiene G.
Proposicién 51. E/ nidmero de elementos de cada orden es el siguiente:
(a). Hay un elemento de orden 1, el neutro (0,0).
(b). Hay p — 1 elementos de orden p de la forma (a,0) con a € Z,, a # 0.
(c). EL grupo G tiene 2p elementos de orden 4.
(d). El dnico elemento de orden 2 es (0, 2).
(e). Hay p — 1 elementos de orden 2p de la forma (a,2) con a € Z,, a # 0.
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Demostracién:

Se tiene que un subgrupo ciclico de orden 4 tiene dos elementos de orden 4, y en este caso se
cumple que todos los subgrupos de orden 4 son ciclicos. Como el nimero de 2-subgrupos de Sylow
es p entonces hay 2p elementos de orden 4, y estos son de la forma (a,1) y (a,3), con a € Z,, a # 0.
[(d)] Veamos que el elemento (0,2) es de orden 2. Tenemos que (0,2) & (0,2) = (04 (—1)%0,2+2) =
(0,4) = (0,0). Ademsés es el tinico elemento de orden 2, pues para (a,b) € G, (a,b) # (0,2), se tiene
que su suma es (a,b) ® (a,b) = (a + (—1)%a, b+ b), donde la segunda componente es nula si y solo
si b = 2, y en este caso la primera componente resulta ser 2a, el cual es diferente de 0 para todo
a € Zy, a#0.

Veamos que (a,2) tiene orden p. Tenemos que:

(a,2) ® (a,2) = (a + (=1)%a,2 + 2) = (2a,0)
(a,2) @ (a,2) ® (a,2) = (2a,0) @ (a,2) = (3a,2)

y la suma k veces de (a,2) es

ka7 2 5 si k£ esimpar
(¢,2) ®(a,2) @ ... ® (a,2) = (ka,2) p
(ka,0), si k es par

y ka = 0 solo si k£ es multiplo de p. Por ser p impar, el primer k£ tal que ka = 0 es k = 2p, luego

este es su orden. O

Los 2-subgrupos de Sylow de G son ((a,1)) = ((a,3)) = {(0,0),(a,1),(0,2),(a,3)}. Como

(0,2) es el tnico elemento de orden 2 entonces debe estar en cada subgrupo de orden 4.

El siguiente resultado lo hemos comentado anteriormente.

Proposiciéon 52. G es metaciclico.

Ademas del ejemplo que hemos puesto antes, otro subgrupo ciclico tal que el cociente de G por él

es ciclico también es el siguiente grupo:
J = <(1,2)> = Zp X {072} = Zp X Ly = ng.

Como es un subgrupo de indice 2 es un subgrupo normal en G, y se tiene que G/J = Cs, el grupo
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ciclico de orden 2.

7.3.1. Generalizacion: grupo diciclico

Vamos a definir primero el grupo diciclio.

Definicion 33. Definimos el grupo diciclico como sigue

Dic(n) = {a,b| a®* =1, a" =b* b lab=a""'}

Nétese que el orden del grupo diciclico es 4n, es decir, |Dic(n)| = 4n.

El grupo G, definido anteriormente, pero con n € N, en vez de n = p primo, es lo que hemos

llamado grupo diciclico, es decir, Dic(n) = Z,, x Z4, donde
Ly X074 ={(a,b) | a € Zy, b€ Ly},
y se tiene la misma operacién que antes

(a,b) @ (c,d) = (a + (=1)°c,b+ d).

7.3.2. Generalizaciones del grupo Z, x Z,

Tenemos la siguiente generalizacion del grupo Z, x Zj.

Para p primo impar consideramos el grupo (Z, X Z,) X Z4 con la operacién
(a,b,c) ® (d,e, f) = (a+ (—=1)d,b+ (—1)%, c+ f),
y asi sucesivamente.

Proposicién 53. Sip > 5 primo el grupo X = (Z, x Z,) X Z, tiene un tnico p-subgrupo de Sylow,

el cual es de orden p?.

Demostracién: Como el nimero de p-subgrupos de Sylow divide a p?22, luego el ntimero de

p-subgrupos de Sylow es o 1, 2, 4, p, 2p, 4p, p* o 2p? , pero como este nimero tiene que ser
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congruente médulo 1 con p solo puede haber 1, 2 0 4; si p > 5 entonces solo hay un tnico p-subgrupo

de Sylow. O
Conociendo los subgrupos es facil deducir los 6rdenes de los elementos.

El grupo X contiene:

Un elemento de orden 1, el neutro (0,0, 0).

Tiene p* — 1 elementos de orden p y son de la forma (a,b,0) con a,b € Z,, (a,b) # (0,0).

Tiene 2p? elementos de orden 4, los cuales son de la forma (a,b,1) y (a,b,3) con a,b € Z,,.

Contiene p* — 1 elementos de orden 2p de la forma (a,b,2) con a,b € Z,, (a,b) # (0,0).

Y contiene al elemento (0,0,2), que es el tnico de orden 2.

Proposicién 54. El grupo X es metabeliano.

Demostracién: X tiene un p-subgrupo de Sylow de orden p?. Sea H este p-subgrupo, H = (Z, x
Zy,) x {0} = (Z, x Z,), por lo que H es abeliano, y se tiene ademds que el grupo cociente G/ H es
abeliano, pues G/H = Zy. O

Se puede definir de esta forma un grupo (Z, X Z, % ... X Z,) x Z, de orden 4p*, siendo este
grupo el resultado del producto semidirecto de el grupo producto de Z, un total de ¢ veces y Z,.

Este grupo también es metabeliano.

Sea p primo impar. Otra generalizacién del grupo Z, x Z, es el siguiente grupo

K:ZPNZQ’n,

para n > 1, con la operacién
(a,0) @ (¢,d) = (a + (—=1)°c,b+d).

para a € Zy, b € Zon.

Proposiciéon 55. El grupo K tiene orden 2"p y es no conmutativo.
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Proposiciéon 56. E/ grupo K tiene un dnico p-subgrupo de Sylow, de orden p. El nimero de 2-

subgrupos de Sylow es p. Cada uno de estos 2-subgrupo de Sylow tiene orden 2" y es ciclico.

El p-subgrupo de Sylow es H = ((a,0)) con a € Z,, a # 0, y los 2-subgrupos son Hy = ((0,1)),
Hy = ((1,1)), Hy = ((2,1)),....Hp1 = ((p = 1,1)).

Proposicién 57. El grupo K es metaciclico.

Demostracién: Kl p-subgrupo de Sylow H es normal en K | y es ciclico por ser de orden p, pues
H = 7Z,,y se tiene que K/H = Zyn, que es ciclico, y por lo tanto K es metaciclico.
Veamos que H es normal. Sea (a,b) € K, y sea (h,0) € H, entonces, siendo (—(—1)a, —b) el inverso

de (a,b) tenemos que

(—(=1)’a, —b) @ (h,0) @ (a,b) = (—(=1)°a+ (—=1)""h, —b) @ (a,b) =
= (—(=D’a+ (=1)h + (=1)"%a, —b+b)

y esto es un elemento de la forma (¢, —b + b) = (¢,0), con ¢ = —(—1)%a + (—=1)"°h + (—1)"a, es

decir, ¢ € Z,, y por lo tanto es un elemento de H, con lo que H es normal. 0
Esta generalizacion se puede hacer también para un p € N, p no necesariamente primo.

Tras ver las familias de grupos no conmutativos aqui expuestas, queda de manifiesto las

multiples posibilidades en esta materia.
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