Universidad de Valladolid

Facultad de Ciencias

Grado en Matematicas

Semigrupos huméricos, codigos AG en un punto

y pesos de Hamming Generalizados

Autor: Jorge Angulo Rodriguez

Director: Diego Ruano Benito




Indice general

Mntroducciénl

[I Introduccién a semigrupos numéricos|

2 ldeales de semigrupos numéricos|

I3 Introduccion a coédigos correctores lineales|
3.1 Conceptos basicos|. . . . . . . . . .
3.2 Otros conceptos de codigos lineales| . . . . . ... ... .. ... ... ... ..
3.3 Sindromes y lideres| . . . . . . . . .
3.4 Algoritmo del lider|{ . . . . . . . . .. ... o
8.5 Decodificacion con sistemas lineales de ecuaciones . . . . . . . . . . .. ... ..
3.6 Coédigos de evaluacion| . . . . . . . . ..
3.7 Un ejemplo completo, codigos de Hamming| . . . . . . .. ... ... ... ...
[3.8  Pesos de Hamming Generalizados y “Wire-Tap Channel II”. . . . . . . .. . ..

4 Introducciéon a cédigos AG|

4.1 Curvas algebraicas| . . . . . . . . ...

4.3 Construccion de los Codigos| . . . . . . . . . . . .o o
{.4  Codigos Cqo(X) y decodificacion| . . . . . . . ... ..o

B

Cddigos algebraico-geométricos en un punto|

b.1 Conexién entre semigrupos y curvas algebraicas| . . . . . . . .. ... ... ...

b.2 Laoperacion @ y lasucesion v/f . . . . . . . . ... Lo

b.3 Coédigos en un punto| . . . . . . . ..

b.3.1  Construccion de los codigos| . . . . . . . . ..o

19

35
37
41
43
45
48
48
49
o3

57
o7
63
65
68

75
75
79
81
81
82
87

98



INDICE GENERAL



A Diego Ruano y José Ignacio Farran, por la direcciéon y consejos.
A Pedro A. Garcia-Sanchez, por mandarme su libro y ayudarme con la parte de GAP.
A Inés.



INDICE GENERAL



Introduccion

Abstract

En este Trabajo de Fin de Grado vamos a introducir los conceptos basicos sobre semi-
grupos numéricos y el concepto de ideal de un semigrupo. Veremos la relaciéon existente entre
semigrupos numéricos y codigos algebraico geométricos en un punto (en particular, a través
del semigrupo de Weierstrass). Los codigos AG en un punto son un tipo de codigos correctores
AG, por lo que introduciremos los conceptos fundamentales de la teoria de cédigos correctores
y la teoria de cédigos AG, asi como las nociones necesarias de geometria algebraica. Gene-
ralizaremos el concepto de peso de Hamming (propio de la teoria de codigos correctores) y

veremos cémo tiene aplicaciones a criptografia, en el problema de “wire-tap channel II”.

Introduciéon

El primer capitulo est4d dedicado a los semigrupo numéricos, uno de los principales ob-
jetos de estudio del trabajo, y a conceptos asociados, como género, lagunas, conductor, etc.
Un semigrupo numérico contiene, salvo un conjunto finito, todos los niimeros naturales. A
los elementos de dicho conjunto se los conoce como lagunas, y al cardinal del conjunto como
género. Una forma de expresar un semigrupo es mediante un conjunto finito de generadores,
A. En cuyo caso, todo elemento, z, del semigrupo se puede expresar como z = ZLi‘l n;a;, para
ciertos n; € NU{0}. Equivalentemente, si se conocen las lagunas, se conoce el semigrupo, pero
conocer las lagunas no es un problema sencillo. De hecho, dar una formula cerrada para la
mayor de las lagunas (el namero de Frobenius), en funcion de los generadores, es un problema
abierto (Problema Frébenius). Veremos que, para el caso especial, con dos generadores, es

posible dar solucién a este problema.

Existen otras alternativas, en base a otros conceptos que introduciremos (como la sucesion
v), que permiten caracterizar el semigrupo. En el Trabajo de Fin de Grado de informaética,
entro en méas detalle en estas caracterizaciones desde el punto de vista computacional [13],

implementando en GAP, como algoritmos, las caracterizaciones de un semigrupo a partir de la
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sucesiones v y 7, y la operacion @, siguiendo las descripciones de Maria Bras-Amords en |4]. El
objetivo final es expandir la libreria GAP, “NumericalSpgs” |7], con funciones implementadas

por mi.

El segundo capitulo esta dedicado al concepto de ideal, un concepto tipico de la teoria de
anillos, pero que se puede generalizar a los semigrupos numéricos. Distinguimos un tipo espe-
cial de ideal, que estudiaremos por separado, cuando un ideal esta estrictamente contenido en
el semigrupo, que denominamos ideal propio. El objetivo principal del capitulo es estudiar la
descomposicion en irreducibles (para ambos tipos de ideal). Asi, establecemos la base teorica,
para en el TFG de informatica poder implementar en GAP algoritmos de descomposicion en
irreducibles, que se incorporaran a la biblioteca “NumericalSpgs”. En el contexto del trabajo,
los conjuntos D(x), que son fundamentales en el estudio de ideales propios irreducibles, juga-
ran un papel importante en el estudio de c6digos en un punto, pues se usan para definir las
sucesiones v. En los textos de semigrupos los ideales no son tratados con frecuencia, pero re-
cientemente P.A. Garcia-Sanchez ha publicado un libro en el que dedica un capitulo al estudio

de ideales |2|. También me he basado en el articulo [3].

El tercer capitulo trata la teoria de cdédigos correctores, tanto para introducir los conceptos
necesarios para capitulos posteriores, como para estudiar los c6digos correctores como tal. Los
codigos correctores se estudian en el contexto de transmision de informacién, donde se plantea
una situacién de comunicacién entre emisor y receptor, a través de un canal con “ruido”. Esto
significa que, al transmitir informacién, se pueden producir errores, que pueden hacer que el
mensaje resulte ininteligible para el receptor. Si introducimos redundancia en el mensaje es
posible que, aunque sucedan errores, el receptor sea capaz de reconstruir el mensaje original
pese a los errores. Por ejemplo, en una conversaciéon, es posible no escuchar cierta palabra
en una frase, pero deducirla por el contexto. A grandes rasgos, esta es la idea detréas de los

codigos correctores; extender el mensaje, anadiendo redundancia, para poder corregir errores.

Las herramientas que estudiaremos para transmitir mensajes resistentes a errores son codi-
gos correctores lineales. El problema se plantea como uno de codificacién, donde consideramos
el mensaje como un vector, m, en un espacio vectorial de dimensién k, sobre un cuerpo finito,
[F,. Conceptualmete, puede pensarse en el mensaje como una secuencia de bits (aunque estu-
diamos el problema para ¢ arbitrario). Asi, codificar el mensaje m, consiste en multiplicarlo,
como vector, por una matriz, llamada matriz generatriz, que define el cdédigo. La imagen es un
vector, ¢, de longitud n > k (ocupando “més espacio”, pues se ha introducido redundancia).
Cuando hablamos de codigo lineal, nos referimos al conjunto de todas las posibles “palabras”
codificadas (vectores imagen), que constituye un subespacio vectorial de dimension k de Fy. Al

transmitir el mensaje codificado, c, si se producen errores, la informacién que llega al receptor
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esy € F, y # c. La diferencia entre el mensaje original y el modificado se denomina vector
de error, e. Asi, al receptor le llega y = m + e. Para recuperar el mensaje original, debera

realizar la tarea de decodificacién y correccion de errores.

Obtener un algoritmo de decodificacion eficiente, en general, no es sencillo, y es uno de los
motivos por los que se estudian familias particulares de co6digos correctores, donde se puede
usar la informacién adicional para obtener un algoritmo rapido. Es deseable poder corregir el
méaximo nimero posible de errores, que se pueda decodificar de forma eficiente y que el mensaje
codificado no tenga una longitud mucho mayor que el original, para tener baja redundancia.
Estudiaremos este tipo de caracteristicas en los codigos, asi como algoritmos de codificacion.
En general, es dificil dar un algoritmo eficiente. En el capitulo 3 veremos algoritmos genéri-
cos, aplicables a todos cédigo lineal, mientras que en los capitulos 4 y 5 veremos algoritmos

especificos a las familias de codigos estudiadas.

La distancia minima (denotada por d) es de particular interés, pues conocerla permite
saber la capacidad correctora de un codigo (el nimero méaximo de errores que el codigo puede
corregir), y viene dada por la expresion L%J Como veremos, conocer la distancia minima

puede no ser sencillo, y por ello se recurre a cotas inferiores.

Otra aplicacion de los codigos correctores es el problema “wire-tap channel II”[17] |1]. Nos
encontramos ante un problema de criptografia en el que, al mandar un mensaje, un espia
puede obtener informacién parcial del mismo, pudiendo leer cualesquiera p bits del mensaje.
Se plantea codificar el mensaje sin usar una clave, eligiendo una codificacion tal que el espia
tenga que tener acceso al mayor niimero posible de bits, u, para poder deducir informacién
util sobre el mensaje original. Se puede usar un c6digo lineal para este proposito, en cuyo caso,
a partir del concepto de peso de Hamming generalizado, podemos dar cotas sobre la cantidad
de informacién que, del mensaje original, el espia es capaz de deducir. El uso de un codigo

corrector para este propdésito permite proteger el mensaje frente a ruido y un espia a la vez.

Los dos ultimos capitulos se centran en el estudio en detalle de unas familias de codigos
lineales, codigos algebraico geométricos y codigos algebraico geométricos en un punto (un caso

especial de los primeros).

En el cuarto capitulo introduciremos los conceptos necesarios de geometria algebraica para
poder definir estos codigos, los codigos algebraico geométricos (o AG). Estos codigos surgen
como resultado de evaluar funciones racionales, con un nimero de polos y ceros acotados, en
un conjunto de puntos de una curva algebraica, de forma que dichas evaluaciones constituyan

un espacio vectorial. En este capitulo, estudiaremos la familia de cédigos AG, de forma ge-
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neral, y daremos resultados sobre la longitud y la distancia minima. Para los c6digos AG, no
es facil calcular la distancia minima, por lo que se trabaja a menudo con cotas inferiores, que
permiten estimar el minimo ntimero de errores que el codigo es capaz corregir. Estudiaremos
resultados que nos permitan obtener tales cotas. Asi mismo, describiremos un algoritmo de

decodificacién, basado en los conceptos de sindrome y funcién localizadora de errores.

Los cédigos en un punto resultan de particular interés por su relaciéon con los semigrupos
numeéricos, por ello seran el objeto principal de estudio del dltimo capitulo. Se definen a par-
tir de curvas que presentan polos en un tinico punto. Vemos que, dada una curva con esta
propiedad, es posible definir un semigrupo numérico, el semigrupo de Weierstrass. Esto nos
permite aplicar conceptos de semigrupos en el estudio. Uno de los resultados que veremos, que
ilustra esta conexién entre semigrupos y cédigos en un punto, es que, el género del semigrupo

de Weierstrass y el género de la curva que lo define, son el mismo.

Asociados al semigrupo de Weierstrass, introduciremos una serie de conceptos, como la su-
cesion v y la operacién @, que seran ttiles en el estudio de los cédigos en un punto. La primera
aplicacion de los mismo es a un algoritmo de decodificacién. El algoritmo que estudiaremos se
basa en un sistema de votacion (Berlekamp-Massey—Sakata [11]), en el cual, mediante dicho

sistema de votacion, se construye una funcién localizadora de errores.

Al igual que el capitulo 4, nos interesa el estudio de cotas para la distancia minima y, a
través del semigrupo de Weierstrass, es posible definir las distancias de Feng-Rao y de Feng-

Rao generalizadas, que son instrumentales para dar dichas cotas.

Veremos también que las distancias de Feng-Rao guardan relacionar con los pesos de Ham-
ming generalizados, y que podemos usarlas para acotarlos; obteniendo asi una aplicacién final
de estos conceptos al problema de “wire-tap channel II”. Estas distancias de Feng-Rao son

también objeto de estudio del TFG de informética.



Capitulo 1

Introducciéon a semigrupos numeéricos

Los semigrupos, en particular los semigrupos numéricos, son uno de los conceptos funda-
mentales de este trabajo, por ello en este capitulo realizaremos una introduccién de algunos

de los conceptos més béasicos sobre semigrupos.

Definicién 1.1: Sea Ny el conjunto delos niimeros naturales con el 0.

» Un semigrupo es un par (5, +), donde S es un conjunto y + es una operaciéon binaria
y asociativa en S.
Ademés, en este trabajo consideraremos que, siempre que no se especifique lo contra-
rio, dicha operaciéon es conmutativa. En general denotaremos por S a los semigrupos

conmutativos (omitiendo también la operacion en la notacion).

= Trataremos, principalmente, con los semigrupos numéricos, es decir, semigrupos cuyos
elementos son ntumeros naturales y donde la operacién “+ 7 es la suma habitual. Dicha
operacion tiene elemento unitario 0. Pediremos como requisito que el cero forme parte
del semigrupo. Consideramos ademés los semigrupos con la propiedad adicional de tener
complemento finito en Ny. Es decir, S C Ny es un semigrupo numeérico si:
1.0eS
2. SiVs,s' € S, entonces (s+ ') € S

3. |N0 \ S | < o0
Ejemplos 1.1:
» Los nimeros naturales con la suma habitual (N, +) son un semigrupo.

= También podemos ver un ejemplo usando la libreria "NumericalSgps'"para el sistema
GAP:



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION A SEMIGRUPOS NUMERICOS

gap> sl := NumericalSemigroup ("generators" ,7,11,15);
Numerical semigroup with 3 generators

gap> SmallElementsOfNumericalSemigroup (sl );
[0,7,11,14,15,18,21,22,25,26,28,29,30,32,33,35,36,37,39]

La funciéon "NumericalSemigroup ("generators ", 7, 11, 15)"define un objeto semigrupo

numérico generado por 7, 11 y 15.

SmallElementsOfNumericalSemigroup muestra los elementos del semigrupo menores igua-

les al conductor (definimos conductor mas adelante).

Es sencillo ver que la intersecciéon de semigrupos es también un semigrupo:

Si {S;}ier es una familia de semigrupos numéricos, a,b € N;crS; entonces (a + b) € N;erS;

Para indicar que en un semigrupo numérico S que todos los naturales a partir de un cierto
elemento «j, € S estan en el semigrupo, usaremos la notacion {a,...,an, —} por ejemplo:
{0,3,6,7,9,10,12,13,14, ...} = {0,3,6,7,9,10,12, —}.

En general podemos definir el semigrupo generado por un subconjunto como:

Definicion 1.2: Dado un semigrupo Sy A C S podemos definimos el semigrupo generado por
dicho subconjunto como (4) = {\a1+...+A\an | nENA,,...;. €N ¥y ay,...,a, €
A}. Dado S = (A), decimos que A es un sistema de generadores de S’; y que es un sistema
minimal si ningin subconjunto propio del mismo genera el semigrupo completo. Si se trata de

semigrupos numéricos, consideramos que el 0 esta incluido.

Ejemplo 1.2: Dado el conjunto A = {3, 7} obtenemos el semigrupo
S = (A) = {0,3,6,7,9,10,12,13,14, 15, 16, 17, .. .}.

Dado que Ng \ S = {1,2,4,5,8,11}, es finito, S es un semigrupo numérico.

Notemos que, cuando hablemos de semigrupos numeéricos, no todo conjunto de ntimeros
naturales genera un semigrupo. La tercera condicién en la definicién, excluye, por ejemplo,
el semigrupo generado por un solo elemento a > 1, ya que se su complemento en Ny no es
finito. La siguiente proposiciéon describe en que casos un conjunto de de enteros no negativos

engendra un semigrupo numérico:

Proposicion 1.1: Sea A un conjunto no vacio de Ny. Entonces, (A) es un semigrupo nu-

meérico, si, y solo si, m.c.d(A) = 1.
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Demostracion: Sea S = (A) un semigrupo numérico. Entonces, si d = m.c.d(A) y s € S,
se tiene que d|s (Pues d divide a todos los elementos de A). Por ser S un semigrupo nu-
meérico, Ny \ S es un conjunto finito; y existe cierto s € S tal que s + 1 € S, entonces

(d)s) A (d](s+ 1)) = d = 1.

Para demostrar el reciproco, basta probar que Ny \ (A), es finito. Como 1 = m.c.d(A), y
si A={a1,...,a,}, existirAn \,..., A\, € Z, tales que 1 = >""" | N\ja; (Identidad de Bézout).
Si pasamos los términos con indice ¢ en el conjunto I = {i € {1,2,...,n} | s < 0} a la
izquierda de la igualdad, obtenemos que —3) . ;Aja; +1 = Zz’e({l,z..,,n}\[) Aa; € S. Por
tanto s = —> .. Nia; € (A) verifica que s + 1 € (A4). Vamos a demostrar ahora que si
n > (s—1)s+ (s — 1), entonces n € (A). Sean ¢ y r enteros tales que n = gd + r con
0 < r < s (divisién entera de n entre s). Puesto que n = gd +r > (s — 1)s + (s — 1)
yr <
n=s(l@g—r+r)+r=(q—-r)s+(rs+r)=r(s+1)+(g—r)s € (A).

s, deducimos que ¢ > s —1 > r = (¢ —r) > 0. Juntandolo todo, tenemos que

g

Definicion 1.3: Dados dos semigrupos X, Y, un homomorfismo entre X y Y es una aplicacion

f: X — Y que verifica la siguiente propiedad:

fla+b)= f(a)+ f(b) Va,be X

Decimos que dicho homomorfismo es un isomorfismo si la aplicaciéon es biyectiva, mono-

morfismo si es inyectiva y epimorfismo si es sobreyectiva.

Definiciéon 1.4: Dado un semigrupo numérico S y un elemento n € S\ {0}, el conjunto

de Apéry asociado a un subconjunto se define como:

Ap(S,n)={se Sls—n ¢ S}

Ejemplo 1.3: Para el semigrupo anterior: S := (3,7), podemos calcular el conjunto de Apéry

usando la definicion:
= Ap(S,3) ={0,3,14}
» Ap(S,7)=10,3,7,13,16, 18,19}

Lema 1.1: Dado S un semigrupo y denotando S* = S\ {0}, entonces S*\ (S*+S5*) = {s €
S* | pa,y € S*:s=2x+y} es un sistema de generadores de S. De echo, todo sistema de

generadores contiene a este conjunto.
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Demostracion: Dado s € S*,si s ¢ S*\ (S* 4+ S*) entonces 3 z,y € S* tales que z +y = s.
Siz,y ¢ S*\ (S*+ 5*), podemos iterar el razonamiento sobre x e y y sobre los elementos en
los que se descomponen hasta que, en un ntmero finito de veces obtendremos una descompo-
sicibn s = s1 + ...+ s, donde s; € S*\ (S* + 5*), i € {1,...,n}. El proceso es finito, pues

r < s, y < s. Esto demuestra que S*\ (S* + S*) es un sistema de generadores.

Dado, un sistema de generadores A de S, si tomamos z € S*\ (S* 4+ S*), entonces existe
n € N\ {0} A1,...,\, € Ny ay,...,a, € A tales que z = A\ja1 + ... + A\pa,. Como z ¢
S(S* + S*), entonces existe i € {1,...,n} |z = a;.

g

Lema 1.2: Dado n un elemento distinto de cero del semigrupo S, podemos caracterizar el
conjunto de Apéry Ap(S,n) como {0 = w(0),w(1),...,w(n—1)}, donde w(i) = minges{a =
i(modn)} Vie{0,1,...,n—1}.

Demostracion: La demostracion sigue del hecho que, 3k € N tal que k-n+1i € S, Vi €
{0,1,...,n—1}

Del lema anterior, tenemos que el cardinal de Ap(S,n) es n

Lema 1.3: Dado un semigrupo numérico S'y n € S, tenemos que, para todo s € S, existe un

tnico par (k,w) € N x Ap(S,n) tal que:
s=k-n+w

Demostracion:
s = i(mod n) para cierto i € {0,1,...,n — 1}, luego s = w(i) + k - n para un cierto k € N y

donde w(i) es como en el lema anterior.

En particular, este lema dice que: (Ap(S,n) U{n}) =29

Teorema 1.2: Todo semigrupo admite un sistema minimal de generadores. Dicho siste-

ma minimal de generadores es finito.

Demostracion: Sigue de los lemas 1.1 y 1.3. El lema 1.1 nos dice que S* \ (S* + S*) es
un sistema minimal de generadores y el lema 1.3 que Vn € S*, S = (Ap(S,n) U {n}). Dado
que (Ap(S,n)U{n}) es finito, S* \ (S* + S*) también lo es.
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g

Definicién 1.5: Dado un semigrupo numérico S con el siguiente sistema minimal de genera-

dores: {n1 <mng < ... < n,}, definimos:
» n; como multiplicidad de S, que denotaremos por m(S)

» p como dimensién embebida del semigrupo S (en Inglés, "embedding dimension"). La

denotaremos por e(S)
Proposiciéon 1.3 Dado S un semigrupo numérico, tenemos que:
- m(S) = min(S\ {0})
» e(S) <m(9)

Demostracion: Por definiciéon la multiplicidad es el menor de los generadores. Dicho elemento
es el menor de los elementos distintos de 0 del semigrupo, pues no se puede poner como suma

de otros dos.

La segunda afirmacion viene del hecho de que {m(S)} U Ap(S,m(S)) \ {0} es un sistema
de generadores de S (dado por lema 1.3) y cuyo cardinal es m(S) (lema 1.2). Todo sistema

minimal de generadores debera, por tanto tener como mucho m(s) elementos.
O

Definicion 1.6: Dado un semigrupo numérico S, llamamos al mayor entero que no esta en .S
Nimero de Frobenius de Sy se denota por F(S). También se usa el concepto del conductor,
que es el menor entero C(S) tal que C(S) +n € S, Vn € N. El conducto es el namero de

Fobenius mas uno.

Definicién 1.7: Dado un semigrupo numérico S, denominamos lagunas o lagunas de S (gaps
en ingles) al conjunto G(S) = N\ S. La cardinalidad de dicho conjunto se llama género o

grado de singularidad de Sy se denota por g(.5).

La siguiente proposiciéon cubre el caso particular de semigrupos generados por dos ele-
mentos S = ({a,b}), pero es importante, pues cuando hablemos de curvas y semigrupos de

Weierstrass volvera a aparecer.

Proposicion 1.4 Sea S, el semigrupo numérico generado por los enteros a, b, co-primos entre
si (m.c.d(a,b) = 1)

» F({a,b)) =ab—a—0
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- g((a,b)) = abmettl)

Demostraciéon: Podemos escribir el semigrupo como la unién de la siguiente familia de se-

cuencias:

fo=1{040,0+b, 0+2b,0+3b,...} = {n b},
fi={a+0, a+b, a+2b,a+3b,...} ={a+n-b}2,
fa={2a+0, 2a +b, 2a +2b,2a + 3b,...} = {2a +n-b}2,

foo1={(b—=1)a+0, (b—1)a+b, (b—1)a+2b,(b—1)a+3b,...} ={(b—1)a+n-b}2,

S = {a,b) = Uz;llfk. Si s €S, s =na+ mb, por lo que pertenece a la secuencia f{zng (mod b)}-

La otra contencién es inmediata por como son los elementos de las secuencias.

Vamos a contar los elementos usando funciones generadoras, donde los exponentes de los
términos distintos de cero representan los elementos de las series. En el caso de fj, definimos
la funcion (0 <k <b—1):

oo ka
_ ka ka+b ka+nb _ T
fr(x) =a"" 4+ 2 +... 4z —i—...—éll_xb
1=

Dicha funcién tiene como monomios no nulos a aquellos que tienen términos de f por
exponente. Para la union de todas las series (y por tanto, tener en cuenta, todos los elementos

del semigrupo) consideramos la funciéon suma:

b—1
1 — g2
— _ 1 a 2a (b—1)ay _
f() k—ofk (1_$b)( +a2t 44 4z ) 21— )
La funcion generadora es para los enteros no negativos es g(z) = 1+z+z2+... = 1/(1—2).

Por tanto, la diferencia g — f, es la funcion generadora de las lagunas (Np \ 5):

o 1— (=21 —ab) — (1 —z)(1 —a%)

Mo)=9@) = 1@ = " A -a = Q-2 —29(1-)

» El exponente del elemento de mayor grado de h (es decir, el grado de h), es el mayor
entero no negativo que no esta en S. Vemos que deg(h) = (ab+1)—a—b—1=ab—a—b.
Por tanto F'({a,b)) = ab—a —b.

» Puesto que h(z) es la funcion generadora de las lagunas, debe tener una cantidad finita
de monomios. Bastaria pues con, sustituir z = 1 para conocer cuantos monomios hay, y
por tanor, lagunas. Debido a que h(z) no esta bien definida en z = 1, debemos tomar

el limite. Al aplicar la regla de 'Hopital, vemos que la tercera derivada de orden 3 del
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denominador no es cero. Luego,

9({a,b)) = Limg1h(z) =

Li (d?/da®)[(1 —a*)(1 —2’) — (1 —2)(1 —2*)] _
1Mr—1

(@?/dz?)[(1 = z)(1 — 2z)(1 — )]

3ab((a—1)+(b—-1)—ab—1) ab—a—-b+1
—6ab N 2 '

tal y como queriamos demostrar.
O

Ejemplos 1.4: Podemos calcular las lagunas, el grado de singularidad y el nimero de Fobenius
usando GAP:

gap> sl := NumericalSemigroup ("generators" ,3,5,7);
gap>Numerical semigroup with 3 generators>

gap> GapsOfNumericalSemigroup( sl );

[ 1, 2, 4 |

gap> FrobeniusNumber( sl );

4

gap> Genus(sl);

3

Aunque en general no se puede dar una formula para calcular el conjunto de lagunas o el
namero de Frobenius, si se conoce el conjunto de Apéry se pueden dar formulas en funciéon de

este para calcularlos:

Proposicion 1.5: Dado un semigrupo numeérico S y n € S* tenemos que:

» F(S) = (mazx Ap(S,n)) —n

1 —1

" g(S) = E(EweAp(S,n) w) B nT
Demostracion:
Queremos ver que si z > (max Ap(S,n))—n, z € S. Por definicion de Ap(S,n), (max Ap(S,n))—
n ¢ S. Dado x > (max Ap(S,n)) —n = x +n > (mazx Ap(S,n)). Por el lema 1.2, existe
w € Ap(S,n) tal que es congruente con x modulo n. Como w < z+n, existe un entero positivo

k tal que w+n-k = x+ny por tanto z —n =w + (k — 1) - n pertenece a S
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Para la segunda afirmacion, nos basamos en el lema 1.2 y la notacién alli usada. Sabemos
que para cada w € Ap(S,n) congruente con ¢ modulo n, con i € {0,1,...,n— 1}, Jk; € N tal

que w = k; - n + 4. Es decir, que:

Ap(S,n) ={w(0) =0,w(l) =k -n+1,...,w(E) =k -n+i,...,w(n—1)=k,—1 -n+n—1}

Cualquier entero x congruente con w(i) modulo n pertenece a S si y solo si w(i) < .
En otras palabras hay k; enteros no negativos congruentes con ¢ modulo n que no estan en el

semigrupo. Por tanto:

n—1

1 . n—1 1 n—1
9(5)2761—1—...4—1%71:52 (n ki +i) — 5 = E (w — 5 )

=1 weAp(S,n)

g

lema 1.4: Sea S un semigrupo numérico con conductor C'(S) y grado de singularidad g(S5),

entonces:

29(5) = C(9)
Demostracion: Supongamos que 2g(S) < C(S) es decir: a = (#{ng € S|ng < ¢}) > @
Podemos escribir F(S) = C(S)—1 como suma de dos enteros positivos de L%J < @ <

formas distintas:

2
F(S) - {QJ +(F(S) - [25)}) _

Por tanto, existen dos elementos del semigrupo a, b tales que F(S) = a+b € S, pero por
definicion F(S) ¢ S

O

La proposiciéon anterior establece, en cierto modo, el nimero minimo de lagunas que un
semigrupo puede tener en funciéon de su conductor. El minimo se da cuando hay igualdad:
C(S) = 2g. No en todos los semigrupos es cierto esto, pero en caso de que lo sea se les da un

nombre especial:
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Definiciéon 1.8: Decimos que un semigrupo numérico S con grado de singularidad g¢(S) y

conductor ¢ es simétrico si: C'(S) = 2¢(S)

Ejemplo 1.5: El grupo generado por {3, 5} es simétrico: S = ({0, 3,5}) = {0, 3,5,6,8,9,10,...} =
{3,5,6,8,—}. Por lo que tenemos que el conductor es ¢ = 8, y las lagunas son G(S) =
{1,2,4,7} = g(s) = |G(s)| = 4. Se verifica que 2¢g(S) = C(S), por lo que el semigrupo es

simétrico.

A continuacién tratamos sobre el concepto de irreducibilidad de semigrupos. El estudio de
irreducibilidad de ideales de semigrupos es uno de los objetivos de estudio centrales de este

trabajo y empezamos definiendo ese concepto para semigrupos:

Definicién 1.9: Decimos que un semigrupo numérico es irreducible si no puede ser expresado

como interseccion de dos semigrupos que lo contienen de forma propia.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A SEMIGRUPOS NUMERICOS



Capitulo 2
Ideales de semigrupos numeéricos

El concepto de ideal se puede extender a semigrupos, como veremos en este capitulo.
Estudiaremos los ideales de semigrupos, concepto que serd mas adelante necesario para tra-
tar codigos, pero también seran los ideales parte del objeto de este trabajo. He trabajado
para implementar funcionalidad relacionado con Ideales de semigrupos para libreria "Nume-

ricalSgps"para el sistema GAP, en particular en lo que respecta a irreducibilidad de ideales.

Definiciéon 2.1: Sea S un semigrupo numérico, decimos que FE C Z es un ideal relativo

de S si:
s S+E={s+e|seS, ecE}CE
» Existe se Stalque s+ E={s+e|lec E} CS

La primera condicién es similar a la condicién tradicional de ideal en teoria de anillos, si
bien en este caso no hay multiplicacién. La segunda condicién asegura que E tiene minimo que

denotaremos por m(FE) y llamaremos multiplicidad de E.

Para convencernos que esta condiciéon implica que F tiene minimo, supongamos que no es
asi. Entonces existe e < 0 con |e| > s (s como en la definicion) entonces s+e < 0= s+e ¢ S,
pues todos los elementos de S son positivos. Pero esto contradice la definicién de s.

Si E C S diremos que E es un ideal propio o simplemente ideal de S

Ejemplos 2.1:

= Un ejemplo de ideal propio es S, que claramente es ideal de si mismo.

= Dado un semigrupo numérico S, podemos definir ideales relativos de S tomando un con-
junto finito A C Z y definiendo E := A+S. Por ejemplo, dado S = {0, 3,6,7,9,10,12, —}

19
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y A={-1}; E := {-1} +{0,3,6,7,9,10,12} = {-1,2,5,6,8,9,11, —}. La segunda
condicion se verifica, pues si s = 12, s + E C S. La primera condicion se verifica, pues
Ve € E, ds1 € S, tal que e = —1 + s1. Entonces para cualquier sy € S tenemos
e+sgo=—14+s1+so=—-1+s€FE seSb.

» Veamos un ejemplo de ideal propio. Dado {0,3,6,7,9,10,12, —}S semigrupo numérico,
podemos definir D(12) :={y € S| 12—y € S} ={0,3,6,9, 12} (veremos mas sobre este
tipo de conjuntos mas adelante). Entonces S \ D(12) = {7,10,13,—} C S. Vemos que

verifica ambas condiciones.
Definicion 2.2: Algunos ideales relativos importantes son:
1. M = 5% =5\ {0}, ideal propio de S al que denotamos ideal mazimal.

2. El ideal conductor es: S —N={z€Z|z+NC S} ={C(S),—} = C(S) + N. Este es

el mayor ideal comtn a N y §.
3. El ideal candnico estindar se define como. K(S) ={zx € Z | F(S) —x ¢ S}.
Vemos que los ideales anteriores verifican la definiciéon de ideal relativo:
1. Que el ideal maximal es un ideal, es trivial.

2. El ideal conductor coincide con el semigrupo {C(S), —}, luego m({C(S),—}) = C(S5)
ya+beC(S)+N, ac{C(S),—}, beS

3. El ideal canonico esta acotado inferiormente, pues si x € Z y x < 0 entonces F(S) <
F(S)—z € S = z ¢ K(S). Por otro lado, dado k € K(S) y s € S, vemos que
k+ s € K(S): Si no fuera asi, a := F(S) — (k+s) € S, pero entonces o + s € S,

a+ s = F(S) — k, que no pertenece a S por definicion

Ejemplo 2.2: Vemos un ejemplo con GAP:

gap> s:=NumericalSemigroup (3 ,5,7);;
gap> k:=Canonicalldeal(s);

<Ideal of numerical semigroup>

gap> SmallElements (k);

[ 0, 2, 3, 5 |

gap> SmallElements(s);

[ 0, 3,5 |

gap> SmallElements (Maximalldeal(s));
[ 3, 5]

Se pueden definir operaciones béasicas entre ideales:
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Definiciéon 2.3: Dados dos ideales relativos £ y H de un semigrupo numérico S, defini-

mos:
» FE+H={e+h|hecH, ecFE}
» H-FE={z2€Z|z+EC H}
Ejemplo 2.3: Tomemos el semigrupo numérico S = (10, 13, 21, 22):
Consideremos los ideales F = {10,11}+ Sy H = {—1,2,3} +S. Operando (con ayuda de
GAP):
E+ H = {9,10,12,13, 14, 19, 20, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 20, —}

E — H ={21,31,34,38,41,42,43,44,47,48, 50, —}

Veamos que las operaciones entre dos ideales de .S resultan en un ideal de S.

Proposicion 1: Sean F y H ideales relativos cualquiera de un semigrupo numérico S. En-

tonces £+ H y H — E son también ideales relativos de S.

Demostracion 2.1:

1. Veamos que verifica la definicién de ideal. Sea x € E+ H, entonces existene € £, h € H
talesque x = e+ h. Paraunse S, x+s=e+h+se€ EF+ H puesh+se H.
Para verificar la segunda condicién de la definicién de ideal, sean sy, sg tales que sy +

HCSysg+ E CS sitomamos s = sy + sg entonces
s+(E+H)={s+e+h|lecE, he H={sg+h+sg+telecE,heH}CS
pues sgy+heSysp+FEe€Ss.

2. Verifiquemos que H — F también cumple la definicién. Dado z € H—FE, Ve € E, dh € H
tales que z + e = h. Para cualquier s € S, para cualquier e y para el h anterior tenemos
z+s+e=h+secH=(2+s)+HCE= (2+s)€ H—-E.

La segunda condicién, tomemos s = e + sg + sy € S, donde sy y sg son como en
apartado anterior. z € H —E = Ve€ E, 3h € H talque z+e=h =z = (h—e). Por
tanto z+s=(h—e)+s=(h—e)+sp+e+se =h+s,+se €9, verificandose asi la

segunda condicién.

Podemos probar algunas propiedades de estas operaciones:
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Proposicion 2.2: Sean F, G, H ideales relativos de un semigrupo numérico S y z cualquier

elemento de Z. Entonces tenemos que:
l.(x+FE)-H=2+(F—-—H) y E—(x+H)=—-z+(F—H)
2. E-(GUH)=(F-G)N(E-H)y(E-G)U(FE—H)CFE-(GNH)
3. SiGCHentonces FE—HCE-GyH-FECG-F
Demostracion: Las demostraciones son consecuencia de operar sobre las definiciones:

1. Para la primera proposicion, partimos de (z + E) — H.

Sea E =1+ E = {z +e|e € E}, primero computamos:
E-H={2€Z|2+HCE}={2€Z|Vhe H, Jec Etal que z+ h = e+ x}.
Usando la expresion completa:
r+(E-H)=z+{/€Z|/+HCE}=

x4+ {7 €Z|VheH ecE, Z+h=e¢}={x+2 |7 €Z heH ecE, 2 +h=c¢e}.

Llamando z = = + 2/ = 2/ = z — x obtenemos que el conjunto anterior es {z € Z | h €
H, e€ E, z—x+h = e}, por lo que la primera igualdad es cierta. La segunda igualdad

se demuestra de forma anéloga.

2. Para la primera:
(E-GN(E-H)={2€Z|2+GCE}nN{z€Z|z+HCFE}=

{z€Z|2+GCENz+HCE}={2€Z|2+(GUH) C E}

Para la segunda afirmacion, dado z € E' — G (respectivamente en E — H) entonces:

2€{/€Z|Z+GCE} = {{/€Z|Z/+(HNG) CE}=E—-(ENH)

3.Size H—FE={2€Z|z+ FE C G} entonces, como G C H tenemos que: z € {z €
Z|:+ECGCH)=G-H.
Para la contencién, dado z € F— H = z2+g€e FE=2€e E—-G

g

A continuacién, vemos que algunos conceptos de semigrupos pueden ser extendidos a idea-

les, como el de nimero Frobenius:
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Definiciéon 2.4: Dado un ideal relativo £ de un semigrupo numérico S, llamaremos ni-
mero de Frobenius de E a Max(Z \ E) y lo denotaremos por F(E).

El hecho que E este acotado inferiormente asegura que el méximo existe.

También podemos definir para ideales un sistema de generadores:

Ejemplo 2.4:

= Si consideramos a S como ideal de si mismo, vemos que la definiciéon de ntimero de
Frobenius coincide con la definiciéon para semigrupos:
SiS=1{3,6,7,9,10,12, —} entonces F(S) = maz(Z\ S) =11

» Para ideal E = S\ D(12) n (ver el primer ejemplo de este capitulo), FI(E) = 12.

Definicién 2.5: Dado un ideal relativo E del semigrupo numérico S decimos que un con-
junto {ei,...,en} C E es un sistema de generadores de E si podemos expresar un elemento

cualquiera e € F como e =¢; +s, s €S, i € {1,2,...,n}.

Vemos que todo ideal canénico tiene un sistema minimal de generadores:
Proposicion 2.3: Dado un ideal relativo E' de un semigrupo numérico, E \ (M + E) es un

sistema minimal de generadores de F.

Demostracion: La demostracion sigue un argumento similar a demostrar que S*\ (S* 4+ S%)

es un sistema de generadores de S:

Primero demostramos que es un sistema de generadores. Dado e € FE, si tenemos que
e¢ E\ (M + E) entonces existen x € Eey € M talesquee=x+y. Siz ¢ E\ (M + E).
Podemos repetir el argumento y volver a descomponerlo: 3z’ € E, y' € M | x = 2'+1v/'. De esta
forma, podemos continuar la descomposiciéon, llegando eventualmente a una descomposiciéon
finita de e:

e=e1+s1+e+so+...+ep+sm=€e1+ex+...4+e€n+Ss

Donde s€ Syei € E\(M+FE), Vi {1,2,...,m}. Esto es asi pues e > x, e > y y en
cada descomposicion obtenemos elementos de cardinal menor. Al al ser £ un ideal relativo,

tiene un minimo: m(E), por lo que el proceso de descomposicion es finito.

Para ver que todo sistema de generadores esta contenido en este, sea H = {hq,...,h,} un
sistema de generadores de E. Dado e € E \ (E + M), tenemos que existen h € H, s € S tales
quee=h+s,peroe¢ (E+M)yhe HCFE,luegos=0ye=h.
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g

Ejemplo 2.5: Veamos un ejemplo, dado S = {3,6,7,9,10,12, —}, computemos un sistema
de generadores de E = S\ D(12) = {7, 10, 13, —}. Como acabamos de ver, £\ (E'+ M) es un
sistema de generadores de S. £+ M = {10, 13,14, 16, —

E\ (E+ M) ={7,15}. Podemos comprobar que todos los elementos de E se pueden escribir
como suma de 7 6 15 méas un elemento de S:
7T=7+0,10=743,13=746,14=7T+715=15+0,

16=749,17=7+10, 18 =1543, 19=7+12, ...

Proposiciéon 2.4: Sea S un semigrupo numérico, £ un ideal relativo cualquiera y K ideal
canoénico, tenemos que: K — E={zx € Z | F(S) —x ¢ E}

Demostracion: Empezamos demostrando la primera contencién. Sea x € K — E, por la
definicion de resta de ideales, t + E C K = Ve € E, v +e€ K = F(S)—(x+e) ¢ S =
F(S)—xz¢ S+eCE.

Por otro lado, si tenemos que F(E)—x ¢ E entonces, Ve € E tenemos que F(S)—(z+e) ¢
S, pues de lo contrario: F(S) — (z +e)+e € E = F(S) —x € E que contradice la hipotesis.
Como F(S)— (r+e) ¢ S,Vec EentoncesVec E, r+e€c K =2+ ECK=2x€K—-F

g

Una consecuencia inmediata de esta proposiciéon es que K — K = S

Corolario 2.5: Sean S un semigrupo numeérico, K un ideal canoénico y H, E ideales rela-
tivos. Entonces se verifica la siguiente igualdad: K — (HNE) = (K —E)U (K — H)

Demostracion: En la proposicion 1 ya demostramos que (K — E)U(k— H) C K —(ENH)
Para la segunda contencion, dado z € K —(HNE) = {2z € Z|F(S)—z¢ (ENH)} ={z ¢
Z|(F(S)—z¢ FE)V (F(S)—2¢ H)} = {2€Z|F(S)—2¢FE}U{z€Z|F(S)—z2¢
H)} = (K- B)U (K H)

g

Definicion 2.6: Decimos que dos ideales relativos H y E de S son equivalentes si existe
re€Ztalque E = x + H={x+h|he H}

Esto significa que todo ideal relativo de S es equivalente a un ideal propio, pues basta con
trasladar E por m(F) para obtener un ideal principal: m(F)+E C S. Esto define una relacion

de equivalencia entre ideales relativos de un determinado semigrupo.
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En particular, dado un ideal E de S, podemos tomar E = E — F(E) 4+ F(S). Dicho ideal
relativo es un ideal propio de S equivalente a E y con el mismo nimero de Frébenius que S.

Usando esta notaciéon, podemos introducir el siguiente resultado:

Proposicion 2.7: Sea S un semigrupo numérico y K su ideal canénico estandar. Todo ideal
relativo de S es equivalente a un ideal relativo £ de modo que § — N = {C(S),—»} C EC K

Demostraciéon: La primera inclusiéon viene dada por el hecho que el niimero de Frobenius de

E es F(S), luego contiene al ideal conductor.

Para la segunda, supongamos que = € E, = ¢ K, esto significa que F(S) —z € S. Por
definicion de ideal, F(S) = (F(S) —z)+x € E, lo cual contradice que el ntimero de Frobenius
de E es F(S).

g

Vemos que el ideal candnico juega un papel importante en el estudio de los ideales de S.

Aparecera méas adelante cuando estudiemos la irreducibilidad de ideales.

Corolario 2.8: No existe ningtn ideal relativo de S que contenga propiamente al ideal cané-

nico estandar.

Demostracion: Dado E ideal relativo de Sy E = E 4 o (o = F(S) — F(E)). Si K C E,
entonces, dado B un sistema minimal de generadores de F y L, un sistema minimal de gene-
radores de K, |B| > |L|. Claramente B = B + « es un sistema minimal de generadores de E,

pero por la proposiciéon anterior, tenemos que E C K, lo cual contradice que |B| = |B| > |L]|.
U

Mostramos a continuaciéon un lema que necesitaremos mas adelante para tratar irreduci-
bilidad de ideales:
Lema 2.1: Sea K ideal canénico y H un ideal relativo de S. Entonces se verifica la siguiente
igualdad: K — (K — H) = H.

Demostracion: Por un lado, si z € K — (K — H) = k— A por la proposicion 2, F'(S) —z ¢ A
por tanto (usando el lema de nuevo): F(S) — (F(S)—z2)€ H=z € H.

Por otro lado, dado z € H = F(S) — (F(S)—2) e H= (F(S)—2)¢ A=>2ec K- A =
K- (K —-H)
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El lema anterior se puede extender a una doble implicacién, y en ese caso se conoce como
Teorema de Jéger. Ademés, como una consecuencia simple del lema anterior, tenemos que:

K-S={zcZ|F(S)—a¢gS}=K

Definicion 2.7: Dado un semigrupo numérico S, y £ un semigrupo numérico del mismo,
decimos que E es irreducible (Z — irreducible) en S, si no puede ser expresado como intersec-

cion finita de otros ideales relativos (distintos de E) de S que lo contienen.

Un ejemplo de un ideal irreducible es K, el ideal canonico. Como hemos visto, no hay
ningun ideal relativo de S que lo contenga de forma de propia. A continuacién veremos que se

trata del Gnico ideal Z-irreducible

Teorema 2.9: Sea S un semigrupo numeérico y E un ideal relativo del mismo. Sea {z1,...,xp}

un conjunto minimal de generadores del ideal K — E. Entonces:

E=(—-xn+K)n...N(—zp + K)

Ademaés esta descomposicion es no redundante y tnica. En particular, el ideal E es irre-

ducible si y solo si es canénico.

Demostracion: {zi,...,x,} es un sistema minimal de generadores de K — E, luego K — F =
Ut (x4 S)ya—a; ¢S, Vi3, 0,5 €{1,2,...,h} pues si fuera asf z; + (v; — x;) = 2; €

K — F, lo cual contradice que es minimal.

Podemos escribir:
E=K-(K—-FE)=(K-(@+9)NK—-(z2+95)N...N(K—(zp+9)) =

(—a1 + (K = 8) N (—z2+ (K — 8) N0 (—azp+ (K — 8)) = (—z1 + K)N...0 (—ap + K)

La primera igualdad viene del Lema 2.1, mientras que la segunda es una aplicaciéon de
las propiedades de las operaciones con ideales que vimos al principio del capitulo. La tercera
igualdad viene de la propiedad: K — (x; + H) = —x; + (F — H). La ultima igualdad viene del

hecho que K — S = K. Con esto demostramos la primera parte del teorema.

La descomposicién es no redundante, pues si hubiera un término de la intersecciéon que

pudiéramos eliminar, entonces [, ;,(—z; + K) € —z; + K, por la proposicién 1 y dada la
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anterior contencién se verifica que: K — (—; + K) € K — (1, 4;(—z; + K). Por otro lado, por
el corolario 1, K — (), ,;(—z; + K) = U; ,,(K — (—z; + K)). Juntdndolo todo:

xiELL’Z‘—i-S:CUi—i-(K—K):K IL’Z—FK UK a;j—i—K):U(:cj—i—S)
J#i J#i

La tltima igualdad viene dada por la proposicion 1y (K — K) = S. x; € U; ;(z; +5) =
ds € S,j # i tal que xj + s = z; contradiciendo asi que {z1,...,z)} sea un sistema minimal

de generadores.

Para demostrar que es dnico, supongamos que existen dos descomposiciones distintas:

E=(—x+K)n...N(—zp, + K) = (—pn+ K)N...0(—yn, + K). Dado que {z1,...,2p,} ¥y
{y1,-..,yn, } son ambos sistemas de generadores minimales de K — E tienen el mismo nimero
de elementos (hy = hg =: h). Al ser conjuntos de generadores distintos, existird un cierto

je{l,2,...,h} tal que z; & {y1,...,yn}

Como ﬂ?zl(—yi + K) C ﬂ?zl(—xi + K) C (—xj + K), en particular, existird un cierto
I € {1,2,...,h} de minimo cardinal tal que (,c;(—y;i+K) C (—z;+K) pues I = {1,2,...,h}
es una opcion valida; y con |I| > 1 al tenerse que x; ¢ {y1,...,ys}. Podemos usar el mismo
argumento que hemos utilizado con la no redundancia de la descomposicién para llegar a una

contradiccion:

vj€xj+S=aj+(K-K)=K—(—2;+K) C | JK - (-4 + K) = [ Jwi + 9)
el i€l

Esto significa que 3k € {1,...,h}, z; = yp +5 = yr = x; — s. Por tanto, dado y’ €
(—yp+K)= FHteKtalquey =—-yp+t=19y =—z;+(s+1t) € (—z; + K). Esto es una

contradiccién con la minimalidad de I, quedando asi demostrada la minimalidad.
O

Antes hemos visto que el ideal candnico es irreducible, pero de este teorema deducimos
que si F es Z-irreducible, entonces F = —x; + K para algin x; € Z. Sabiendo la forma que
toman los ideales Z-irreducibles y que la descomposicién del teorema anterior es tnica, pode-

mos definir una nocién de componente irreducible:

Definicion 2.8: Dado semigrupo numérico S y un ideal relativo del mismo F, a cada uno
de los ideales de la forma (—xz; + K) en los que segun el teorema anterior podemos descompo-

ner F los llamaremos componentes Z-irreducibles de F (la unicidad de la descomposicion
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asegura que existe un tunico conjunto de componentes irreducibles para un ideal dado)

Ejemplo 2.6: Veamos un ejemplo en GAP de la descomposiciéon descrita en el teorema.

Sea S = {3,4,5}, y consideremos el ideal I = {4,5} + S

gap> S:=NumericalSemigroup (3,5,7);;

gap> 1:=[4,5]+S;;

gap> K:=Canonicalldeal (S);;

gap> MinimalGenerators (K-1);

[ -2, 2 |

gap> MinimalGenerators(Intersection(—2+K,24+K));
[ 4,5 |

Por lo que {4,5}+S = (—2+ K)N(2+ K). Como vemos, este teorema nos da un algoritmo
para saber si un ideal es Z-irreducible y nos da una descomposicién en componentes irreduci-

bles del ideal. Como parte de este trabajo de fin de grado he implementado este algoritmo en

GAP.

Tratamos ahora la irreducibilidad de ideales propios.

Definiciéon 2.9: Sea S un semigrupo numérico y F un ideal propio de S. Decimos que
FE es irreducible si no puede ser expresado como interseccion finita de ideales propios de S

que contengan a E propiamente.

S es ideal irreducible de si mismo, por lo que asumiremos en adelante que 0 ¢ E
Queremos un teorema que nos permita obtener una descomposicion en elementos irreducibles
con el caso de Z-irreducibilidad, por lo que vamos a tener que introducir nuevos conceptos y

demostrar proposiciones basicas sobre los mismos:
Definicién 2.10: Sea S un semigrupo numérico:

= Dados dos enteros a,b € S, decimos que a <gbsib—a € S.

» Usando la notaciéon anterior, definimos para € S, D(z) = {s € S| s <g a2} = {s €

S |x—se€ S} Al conjunto D(z) lo denominaremos divisores de x en S.

» Diremos que un conjunto X C S es cerrado por divisores (en S) si tiene la siguiente

propiedad: Vx € X y para todo y € S que verifique que y <g = entonces y € X.

Ejemplo 2.7: En otros ejemplos hemos visto que para el semigrupo numérico S = {0,3,6,7,9,10,12, —
} tenemos el conjunto D(12) = {3,6,9,12}.
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Més adelante demostraremos que todos los conjuntos de este tipo son cerrados por diviso-

res, pero en este caso es sencillo computarlo manualmente.

Lema 2.2: Un subconjunto £ de un semigrupo numérico S es un ideal si y solo si su comple-

mentario en S (X = S\ E) es cerrado por divisores.

Demostraciéon: Por un lado, si E' es un ideal de S veamos que X = S\ E es cerrado
por divisores. Sea z € X,y € S con y <g x. Si y € E entonces y = = + s para algin
s € S =z € E, llegado asi a una contradicciéon. Por tanto, se verifica que y € X y entonces

es cerrado por divisores.

Por otro lado, si partimos de que X es cerrado por divisores, entonces veamos que £ = S\ E
es un ideal de S. Dadoe € Fy s € §, s+ e € E, pues de lo contrario s + e € X. Dado que
e€Syquee<ge+s (pues (e+s)—e=s € S) entonces aplicando la definicion de cerrado

por divisores sobre X, deducimos que e € X. Llegando asi a una contradiccion.

Proposicion 2.10: Sea S un semigrupo numérico y x,a,b,c € S.
» Sia<gbyb<gcentonces a <g c. Es decir, ( <g ) es una relacion transitiva.
» El conjunto D(x) es cerrado por divisores.
» El conjunto S\ D(z) es un ideal propio de S.

Demostracion:

= Para la primera afirmacion debemos demostrar que ¢ —a € S.
c—a=(c—b)+(b—a) =51+ s2. De a <gbdeducimos que ss =b—a € Sydeb<gc

que s1 =c—be S. Como S es un semigrupo sy +ss =c—a € S.

» Sizé€ D(x),ydadoy € S con y <g z entonces por la transitividad de ( <g ) tenemos
que y <g x y por definicion de D(x), y € D(x).

» Como D(z) es cerrado por divisores, podemos aplicar el lema 2.2 y concluir que S\ D(x)

es un ideal de S. Como S\ D(z) C S es un ideal propio.
U

Lema 2.3: Sea S un semigrupo numérico, y = € S. Entonces, para todo ideal propio F de S,

son equivalentes:

1.z ¢ E.
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2. EC (S\ D())

Demostracion:

(1) = (2):siz ¢ E, entonces, para todo s € E, tenemos que s £g , pues de ser asi tendrfamos
que z — s € S y por definicion de ideal z = (z — s) + s € E, lo cual es una contradiccion.
Como s £g = entonces s € S\ D(z), quedando esta parte demostrada.

(2) = (1) Es inmediata porque = € D(z)

Proposiciéon 2.11: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. E es irreducible
2. E =5\ D(x) para algin x € S

Demostracion: Empezamos demostrando (1) = (2). Recordemos que la definicion de que E
es irreducible es que no puede ser expresado como interseccién finita de ideales propios que lo
contienen estrictamente. Denotemos por H a la intersecciéon de todos los ideales propios que
contienen a F. Entonces E C H = Jx € H \ E. Como z ¢ E, podemos aplicar el lema 2.3 y
deducimos que E C S\ D(z). Si esta es una inclusion propia, entonces E C H C S\ D(z),

contradiciendo que x € H. Por tanto se da la igualdad.

(2) = (1) Basta con darnos cuenta que todo ideal propio que contiene a E, debe contener
a x. Si hubiera un ideal propio I tal que E C Iy x ¢ I, por el lema 2.3 1 C S\ D(z) = E,

que contradice que I contiene a F estrictamente.

Como todo ideal propio que contiene a E = S\ D(z) contiene a x, no podemos escribir
FE como interseccion finita de ideales propios que lo contienen estrictamente y, por tanto, es

irreducible.
O

De la proposiciéon anterior, podemos pensar que todo ideal irreducible es de la forma
S\ D(z) para un cierto x € S. La proposicién anterior y los lemas que vamos a ver aho-
ra apuntan en esa direccién, todo con el objetivo de llegar a un Teorema que nos proporcione

una descomposiciéon en componentes irreducibles.

Lema 2.4: Sea F un ideal propio de un semigrupo numeérico S. Entonces:
1. Todo ideal irreducible que contiene a F es de la forma S\ D(z) con x € S\ E

2. Todo ideal irreducible que contiene a F y minimal con respecto a inclusion es de la forma
S\ D(x) con x € Mazimales<,(S \ E)
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Demostracion:

1. La primera proposicion sigue de la pues si I es un ideal irreducible que
contiene a E, entonces por ser irreducible es de la forma S\ D(x), conxz € S\I C S\ E

2. Analizando la inclusion S\ D(y) C S\ D(x) <= D(z) C D(y), para ciertos x,y € S.
D(z) € D(y) supone que x € D(y) por lo que x <g y. De lo cual concluimos la

afirmacion.

Lema 2.5: Dados F y F ideales propios de S, el conjunto:
E—SF:{SES’S-FFQE}

es también un ideal propio de S.

Demostraciéon: Por como esta definido, £ —g F' es un subconjunto de S. Para ver que es
un ideal, podemos usar la misma demostraciéon que usamos para demostrar que E — F' es un

ideal, veamos que verifica las dos condiciones de la definicién de ideal.

La primera, que Vz € E —g F, y cualquier s € § s+ z € E —g F. Por definicién
VfeF, Jec Ftalquez+ f=e=z2+s+f=e+scE=z+secE—gF.

Para la segunda condicion, tenemos que ver que existe s € S tal que s+ (F —g F) C S.
Tomemos s = f + sp + sg € S (Donde sp y sp son elementos de S tales que sp + E C Sy
sp+FCS).Dadoze E—gF,V,VfeF,Jec Etalquez+f=e=z=(e—f)=z2+s=
(e—f)+se+f+sp=e+s.€8S.

O

Teorema 2.12: Sea S un semigrupo numérico, M (M = S* = S\ {0}) su ideal maximal y
sea F un ideal propio de S. Si (E —g¢ M)\ E = {z1,...,z,}. Entonces:

E=(S\D(z1))N...N(S\ D(x))

Y esta descomposicion de E en ideales de .S propios e irreducibles es tinica y no redundante.

Demostracién: Empezamos demostrando que E = (¢ (S \ D(2)).
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Por un lado, por el lema 2.3 tenemos que E C S\ D(z), Yz € S\ E. Por tanto
EC MNees\u(5\ D(@)).

Por otro lado, siy ¢ E' =y € D(y) = y & (1,e5 p(5\ D(2)). Podemos reducir la descom-
posicion anterior: tenemos que siempre se verifica que (e p(S\D(2)) € (zepmazimates< . (s\5) (5
=S
D(x).

De hecho, se da igualdad, pues usando el obtenemos que:
Vy € S\ E, 3z € Mazimales<,(S \ E) tal que S\ D(y) C S\ D(x), luego obtenemos la otra
contencion.

E= ] (S\ D))= M (5\ D()

zeS\E z€Mazimales< o (S\E)

Si demostramos ahora que (E —g M)\ E = Maximales<,{S\ E} habremos demostrado el
teorema. Por definicion de “—g” tenemos que z € (E—gM)\E <= Vy € M, z+y € S. Vemos

ahora que el lado izquierdo de la equivalencia es equivalente a que x € Maximales<4 (S \ E):

Por un lado, si existe y € M tal que z +y ¢ S entonces z:=zx+ye S\E=z—x=y €
S =z<gz=1x¢ Marimales<,(S\ E).

Por otro lado, si  no es méaximal, entonces 3y € S\ Ftal quey >g oz = 2z =y —x ¢

S=ux+z=1y¢ E, demostrando la equivalencia.

Poniendo todo lo que tenemos hasta ahora:

E= ()] (5\D(z)) = M (S\D@@)= () (S\D@)= [] (5\D(x)

z€S\FE z€Mazimales< o (S\E) ze(E—sM)\E xe{z1,....xn}

La minimalidad y la no redundancia son garantizadas porque cada uno de los ideales de
la forma S\ D(z), © € Mazimales<,(S \ E) es maximal con respecto a la contencion y es,

ademas, irreducible. A mayores, los ideales S\ D(x) son propios e irreducibles.

Veamos un ejemplo aplicando este teorema:

Ejemplo 2.8: Sean S = (3,5,7) e I = 10 + S . Vamos a usar el teorema anterior para

obtener una descomposiciéon en irreducibles:
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gap> S:=NumericalSemigroup (3,5,7);;

gap> [:=10+S;;

gap> Difference (Intersection (0+S,I-M),I);
[ 12, 14 |

La penultima linea calcula primero “Intersection(0+S,I-M)”, que nos da I —g M (la in-
terseccion reduce la resta a elementos de S). Después con la funcion “Diffence()” nos da que
(I —s M)\ I =1{12,14}. Por tanto:

I=(S\ D(12))N(S\ D(14))

Podemos obtener una expresion més explicita para la descomposicién:

Vamos usar “d:=x->DivisorsOfElementInNumericalSemigroup(x,S)” para definir una fun-

cion “d(x)” que devuelve los divisores de z en S.

“IdealByDivisorClosedSet(d(x),S)” nos devuelve el ideal S\ D(z). Usando “MinimalGene-

rators()” podemos obtener un sistema de generadores de este ideal:

gap> d:=x—>DivisorsOfElementInNumericalSemigroup (x,S);;
gap> MinimalGenerators (IdealByDivisorClosedSet (d(12),S));
[ 8, 10 |

gap> MinimalGenerators (IdealByDivisorClosedSet (d(14),S));
| 10, 12 |

Por tanto: I = ({8,10} +.5) N ({10;12} + 5).
Comprobamos que efectivamente, es cierto:

gap> Intersection (IdealByDivisorClosedSet (d(12),S),
IdealByDivisorClosedSet (d(14),S)) = I;

true
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Capitulo 3

Introduccion a coédigos correctores

lineales

En este capitulo dejamos los semigrupos numéricos por el momento para introducir las
nociones basicas de cdédigos correctores de errores. En concreto, codigos lineales. Mas adelante

aplicaremos estos conceptos al contexto de semigrupo numeéricos e ideales.

El objetivo de un c6digo corrector de errores es detectar y corregir errores que se producen
en el proceso de transmision de informacion. En el contexto de este capitulo y en adelante pen-
saremos que los codigos que vamos a estudiar forman parte de un proceso de comunicacion.
En dicho proceso hay un emisor, que manda un mensaje a un receptor a través de un canal
con “ruido”. El mensaje serd un vector x = (r1,...,x,) € Fy (en este capitulo y en adelante,
denotaremos por F, al tnico cuerpo finito de g elementos). Podemos pensar que el mensaje es
un ntmero binario con n-bits (aunque trabajaremos con cualquier cuerpo finito) transmitido
a través de un medio digital y que el “ruido” del medio indica que hay una cierta probabilidad

de que cualquier bit del mensaje pase de ser 0 a un 1 y viceversa.
Ejemplo 3.0.1:

El ejemplo mas sencillo de un cédigo corrector consiste en mandar varias copias del men-
saje. Pensando el caso de mandar un mensaje binario, el emisor puede mandar 3 copias del
mensaje original. El receptor solo tiene que comparar bit a bit las copias y si existe alguna
discrepancia entre las copias, asumird que las dos copias con el mismo valor en ese bit son
correctas y corregiré el bit discrepante. Por ejemplo, si el bit namero k € {1,...,n} toma valor
1 para las dos primeras copias, pero 0 en la tercera, asumiremos que 1 es el valor correcto:
El emisor manda tres copias del mensaje m € F§:3, m = {1,1,1} al receptor a través de un
canal con ruido, el cual recibe lo siguiente:

Copia 1: m; ={1,1,1}

35
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Copia 2: mg ={1,0,1}
Copia 3: ms = {1,1,1}

El emisor compara bit a bit las tres copias y observa una discrepancia en el bit namero 2.
Segun el protocolo que hemos descrito, el receptor asume que el valor correcto es 1, pues es el

que dos de las tres copias toman. Asi corrige el error y recupera el mensaje original.

Este ejemplo es una primera aproximacién al problema de correccién de errores. Notemos
que si dos de las copias son alteradas, el receptor llegara a una conclusion errénea. Todos los
codigos correctores tienen un limite de errores que pueden detectar y/o corregir, como veremos

més adelante.

También observamos que este protocolo es muy poco eficiente, requiriendo triplicar el ta-

mano de cada mensaje. Esto es algo que podemos mejorar considerablemente.

Ejemplo 3.0.2:

Otro ejemplo sencillo de un cédigo que permite detectar errores (si bien no corregirlos) es
un bit de paridad. Dado un mensaje binario de longitud n, el emisor puede sumar en Fo todos
los bits del mensaje y el resultado serd 1 si hay un nimero impar de bits con valor “uno” y 0

si hay un niimero impar.

El emisor quiere mandar el mensaje m € F3=8 m = {1,0,1,1,1,0,0,0}, luego computa la

suma de los digitos (modulo 2):

I+0+14+1+1+0+0+0=0 (mod 2)

Para el mensaje m decimos que el bit de paridad es 0. Al receptor le llegard un mensaje
codificado con nueve bits: ¢ = {1,0,1,1,1,0,0,0,0} donde los ocho primeros corresponden al
mensaje y el tltimo es el bit de paridad. Si la suma mddulo 2 de los 8 primeros bits no coincide

con el bit de paridad sabra que se ha producido al menos un error.

Este método requiere muy poco espacio extra, pero solo permite detectar si se han produ-

cido errores (no corregirlos) y solo si el numero de errores es impar.

En adelante, consideramos que el emisor manda un mensaje m € IF’; . Veremos en el contexto
de los codigos lineales lo que supone codificar el mensaje y como es el espacio de mensajes

codificados.
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3.1. Conceptos basicos

Vamos a introducir a continuacién las definiciones y conceptos basicos sobre codigos linea-

les. Empezamos dando la definiciéon de codigo lineal:

Definicion 3.1.1: Un codigo lineal C sobre F,; es un subespacio vectorial de Fy.

Ademés en referencia a un cédigo lineal C consideramos los parametros:

= Longitud si el codigo es subespacio de Fy entonces llamaremos a n longitud de C.

= k, la dimensidén del codigo como espacio vectorial.

Dado un codigo lineal, diremos que es de tipo [n,k] 6 [n,k,d] (donde d es la distancia
minima, que definiremos a continuaciéon) y diremos que la redundancia es r =n — k

Vamos a definir la distancia minima y la distancia de Hamming.

Definicién 3.1.2: Dados x, y € Fy, x = (z1,...,7%,) e y = (y1,.--,¥n), la distancia

de Hamming entre x,y es:

d(x, y) = |{i|zi £y, i €{1,2,...,n}}]

Proposicién 3.1.1: La distancia de Hamming es una distancia en Fy.

Demostracion:

1. Vemos que d es no negativa y que d(x, y) =0<=x = y:
La no negatividad sigue que d(x,y) se define como el cardinal de un conjunto, por lo
que no puede ser negativo.

Six = (x1,...,2n), ¥y = (Y1,---,Yn) y X =y entonces Vi € {1,2,...,n}, x; = y; =

d(x, y)=0.
Por otro lado, si 0 = d(x, y), entonces, por definicion de “d”, z; = y;, Vi € {1,2,...,n} =
y =X

2. Claramente, d(x, y) = d(y, x) pues la definicién es simétrica.

3. Finalmente, veamos que verifica la desigualdad triangular: d(x, y) + d(y, z) > d(x, z):
Denotemos I = {z | ©; # yi, 1 € {1,2,...,n}}, J = {z | vi # 2, 1 € {1,2,...,n}} y
K= {z | @i # 2, i€ {1,2,.. ,n}} Si¢ € K, por definicion x; # z;. Entonces no puede
ser que (i ¢ I) A (i ¢ J), pues si fuera asi entonces (z; = y;) A (y; = 2;) = x; = 2 = i #
K, lo cual es una contradiccién.

Entonces concluimos que

ieK=(Giel)Vv(ieK)=dly, x)=|K|<|I|+|J| =d(y, x)+d(y, z)
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Definicion 3.1.3: Usando la distancia de Hamming, podemos definir una norma en Fy'. Sea

0=(0,...,0), llamamos peso de Hamming de x a:
w(x) = d(x,0)

De forma analoga a la demostracién anterior, es facil ver que el peso de Hamming define

una norma en IE‘Z.

Definicion 3.1.4: Dado un cédigo lineal C.

= [lamaremos a d la distancia minima de C a:
d=min{d(x,y) | x, y €C, x #y}

» Llamaremos peso minimo de w(C) a:

w(C) = min{w(c) | c € C, ¢ # 0}

= Dado x = (z1,...,2,) € Fy, denominaremos soporte de x a:
sop(x) = {z ‘ x; #0, 1€ {1,2,...,n}}

La distancia minima, es una de las ideas centrales de los c6digos correctores lineales. Si
es d es la distancia minima de un cédigo C, y conocemos el conjunto de todos los mensajes
codificados, entonces tenemos, automaticamente, un algoritmo para decodificar cualquier

codigo lineal (si bien uno no muy eficiente):

1. Al recibir un mensaje codificado por un cédigo lineal, el receptor puede comparar el
mensaje recibido con el conjunto de mensajes posibles (todo C). Si el mensaje recibido

coincide con un elemento de C, asumiré que no se ha producido ningtn error.

2. Si no coincide, entonces el receptor computara la distancia entre el mensaje-codigo re-
cibido y cada uno de los codigos de C. Asumira que el que tenga la menor distancia al

c6digo recibido sera el mensaje original.

Este algoritmo no se puede usar en la practica salvo para cédigos con pocos elementos. Sin
embargo, nos da una idea de cual es la capacidad correctora de un codigo, pues esta basado en
la idea la idea de se producen, en general, pocos errores. Entonces, si recibimos una palabra
que no esta en el codigo, asumimos que la palabra del cédigo que mas se le asemeje es la
palabra original. Si el nimero de errores es pequeno, esto es cierto. Podemos formalizar esto

por medio de la idea de capacidad correctora:
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Usando el algoritmo anterior, podemos corregir t = L%J errores:

Proposicion 3.1.2: Un cddigo lineal C cuya distancia minima es d puede corregir t = L%J

errores. A este nimero lo llamaremos capacidad correctora del c6digo y lo denotamos por t.

Demostracion: Si el mensaje original m € C sufre ¢ o menos errores, llegard al receptor
como y € Fy. El receptor detectara que hay errores, pues dlyym)=s<t<d=y¢C. La
palabra de C que tiene la minima distancia de Hamming a y, es el mensaje original m (y no
hay otra palabra de C a la misma distancia, d(m,y) = s). De lo contrario, existiria z € C tal
que d(z,y) = s’ < s < t. Aplicando la desigualdad triangular, d(z, m) < d(z,y) + d(y, m) =

s’ +s < 2t < d, lo cual contradice la hipotesis que la distancia minima del codigo es d.

Por tanto, si se han cometido ¢ o menos errores, el algoritmo que hemos descrito nos permite
decodificar el mensaje, pues el mensaje original, m, serd aquel que esté a menor distancia de

Hamming del mensaje con errores y.
O

Es deseable que la distancia minima del c6digo sea lo mayor posible con el fin de que la
capacidad correctora sea lo mayor posible. También es deseable que n — k sea lo menor posible,

ya que asi el mensaje codificado ocupara lo menos posible.

Lema 3.1 Sea C un co6digo lineal, entonces su distancia minima es igual a su peso mini-

mo.

Demostraciéon: Como C es un espacio vectorial, esta propiedad es consecuencia de la igualdad
w(x—y) =d(x—y,0) = [{i|zi—y; #0, i € {1,2,...,n}}| = [{il; # yi, i € {1,2,...,n}}[ =
d(x,y).

0

En el contexto de la definicion anterior, podemos interpretar Fy como la imagen por una
aplicacion lineal f, del espacio vectorial IF"; alFy. f: F’; — Iy puede ser entendida como una
aplicacién que codifica un mensaje que pertenece al espacio origen. Con esta idea damos la

siguiente definicién:

Definiciéon 3.1.5: Llamaremos matriz generatriz del codigo C a la matriz de una apli-
cacion lineal inyectiva f : F’; — Fy. Ademas, dada G, una matriz generatriz k x n y un
mensaje m € IE"; diremos que ¢ = mG € Fy es el mensaje codificado (escribiendo los vecto-

res en forma de fila). ¢ es el mensaje que recibira el receptor.
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Como la matriz generatriz define una base de C, no es tinica. Dada G una matriz generatriz

de C, cualquier matriz semejante a GG es también matriz generatriz de C.

De la definicién anterior podemos deducir varias cosas. Por una lado, el requisito de in-
yectividad lleva a que, en casos no triviales, n > k. Es decir, que para que un coédigo tenga
capacidad correctora es necesario que el mensaje codificado ocupe més espacio del que el men-

saje original ocupa de por si.

Ademés, notamos que la matriz generatriz es una matriz k X n cuyas columnas forman una

base de C.

Ejemplo 3.1.3: Consideremos el cédigo lineal dado por la siguiente matriz generatriz (con

cuerpo Fs):
0 011
G=[1100
1 010

En este caso tenemos que G : F3 — T4, con longitud n = 4 y dimensiéon k& = 3. Hay
2F = 23 posibles mensajes o palabras que se pueden transmitir. Si consideramos la imagen de

G, obtenemos que:
¢ ={(0,0,1,1), (1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,1,1,1), (1,0,0,1), (0,1,1,0), (0,1,0,1), (0,0,0,0)}.

De lo anterior, podemos computar la distancia minima, tomando la minima distancia de las

distancias entre todos los posibles pares de vectores de C; en este caso es 2.

Dado el mensaje m = (1,0, 1), su codificacion es:

c=mxG = (1, 0, 1) x =(1,0,0,1)

_ = O
o = O
= o
oS O =

Con lo estudiado hasta este punto podemos entender los fundamentos bésicos de un cédigo
lineal y cémo se codifican mensajes. Lo que nos falta por ver es el proceso de decodificacion.
Existen algoritmos de decodificacion genéricos (ver algoritmo del lider), pero, en general, no
son practicos para situaciones reales. Por ello, se suele estudiar familias de c6digos lineales que
tienen un algoritmo de decodificacién propio. En nuestro caso, usaremos codigos algebraico-

geométricos.
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3.2. Otros conceptos de coéddigos lineales

Los conceptos anteriores nos valen para abordar los codigos AG, pero en esta secciéon va-
mos a explorar cddigos lineales en mas profundidad. En particular, vamos a analizar cémo

podemos usar un algoritmo genérico de decodificacion.

El primero es el de matriz de control. La matriz generatriz define el c6digo dando una

base, pero un espacio vectorial puede ser definido mediante ecuaciones implicitas.

Definiciéon 3.2.6: Diremos que la matriz H es matriz de control del codigo C si para

todo x € Fy se verifica que: x € C <= Hx!'=0

De esta definicion podemos inferir que una matriz de control es la matriz de coeficientes

de las ecuaciones implicitas que definen C como subespacio vectorial.

Ejemplo 3.2.4: Para el ejemplo que hemos visto antes, H = (1, 1, 1, 1) es una matriz

generatriz.

Proposicién 3.2.3: Dado un codigo lineal C definido en F, de tipo [n, k], entonces su matriz

de control, H, también estd definida en [F,. Ademas:
= H tiene rango n — k:
» H es una matriz (n — k) x n.

Demostracion:

» C es un subespacio de dimension k de Fy, luego esta determinado por n — k ecuaciones

implicitas y por tanto H debe tener n — k filas.

» H debe tener n columnas para que la multiplicacion por elementos de Fy sea posible.
O

Proposicién 3.2.4: Sea C un codigo lineal definido en Fj' y sean G y H su matriz generatriz
y su matriz de control respectivamente. Entonces: GH! = 0.
El reciproco también es cierto, dado un coédigo lineal C con matriz generatriz G y una matriz

H con la propiedad GH' = 0 entonces H es matriz de control de C.

Demostracién: Si partimos de (GH!)! = HG? entonces para todo x € IF’; =yl =Gixt ¢
C C Fy, por tanto, Hy' =0.
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En particular, dada una base B = {b1,...,byx} de ]F’; tenemos que Vb; € B, H G'b;' = 0.

Dado que H G! es una matriz (n — k) x k, la tinica opcion es que sea la matriz nula.

Para el reciproco, cualquier mensaje codificado ¢ € Fy es de la forma ¢ = mG con ¢ € F’q“.
Entonces He! = H(mG)! = HG'm' = 0 (HG! = 0 pues HG' = (GH")! = (0)!). Por tanto H

es matriz de control de C
O

Proposicion 3.2.5: Sea C un coédigo lineal cuya matriz de control es H y su distancia minima

es d. Entonces, d > r si y solo si r columnas cualquiera de H son linealmente independientes.
Demostracion: Si existen r columnas linealmente dependientes de H:

Sean c1,...,Cy € F;‘_k las columnas de H. Consideremos x = (z1,...,2,) € FZ]‘ un vector
tal que Y " (zici) =0y a; #0 <= i€ C{1,2,...,n},|I| = r. Es decir, nos da los coefi-
cientes para obtener una combinacién lineal de r columnas de H que sea igual a 0. Entonces,
Hx' = 0 y por tanto x € C. Por como hemos definido x, su peso es menor o igual que r y al

ser elemento del cédigo, la distancia minima, d, del cédigo debe ser menor o igual que 7.

Si partimos de la premisa que, r columnas cualesquiera de H son linealmente independien-
tes, usando la argumentacién anterior, no puede haber ningiin vector con peso menor o igual

que r que pertenezca al codigo C. Por tanto la distancia minima serd mayor que 7.
O

Corolario 3.2.6: Sea C un cédigo lineal y H su matriz de control. Entonces, la distancia

minima, d, de C es cardinal del menor conjunto de columnas de H linealmente dependientes.

Demostracién: Por la proposicién anterior sabemos que si r 4+ 1 es el cardinal del mayor
conjunto de columnas de H linealmente dependientes, entonces d > r. Ademas, la igualdad
d = r 4+ 1 se alcanza, pues el vector que nos proporciona un combinacién lineal igual a 0, de
r 4+ 1 columnas, debe tener r 4+ 1 coordenadas no nulas, por tanto su peso es r+ 1 y se alcanza

la igualdad d =7 + 1.
O

Corolario 3.2.7(Cota de Singleton): Si C es un codigo lineal de tipo [n,k,d] sobre Fy,
entonces, k+d <n+ 1.

Demostracion: Sea H la matriz de control del codigo C. Por el corolario anterior, la distancia
minima, d, coincide con el nimero de minimo columnas linealmente independientes de H. Pues-

to que H tiene rango n—k, el ntimero es a losumon—k+1,luegod < n—k+1=k+d <n+1
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g

Definicién 3.2.7: Los cédigos que alcanza la cota de Singleton se dice que son de maxima

distancia de separacioén o, para abreviar, MDS.

Que un codigo sea MDS es una propiedad deseable, pues para una elecciéon de los para-
metros [k, d], un codigo MDS maximiza el valor de la distancia minima y, en consecuencia, la

capacidad correctora del codigo.

Sea C un codigo lineal [n, k], con matriz generatriz G y matriz de control H. Existe una
dualidad entre matriz generatriz y matriz de control. La matriz generatriz es una matriz de
rango maximo (n — k), por tanto, define una aplicacion lineal H : Fg*k — [ v, en consecuen-

cia, su imagen es un subespacio vectorial y, es decir, un cédigo lineal.

Definicion 3.2.8: Dado C un cédigo lineal y H su matriz de control. Llamaremos co6di-

go dual de C, denotado por C* al codigo lineal cuya matriz generatriz es H.
Ademas, debido a que GH! = 0, entonces HG' = 0 y G es una matriz de control de C*.

Ambos codigos son subespacios vectoriales de Fy. De hecho, son espacios ortogonales.
Efectivamente, si ¢ € C y H es la matriz de control de C y G su matriz generatriz, entonces un
elemento del dual, ¢/, es siempre la imagen de un cierto m’ € Fg*k por la matriz generatriz
de Ct, H, es decir ¢/ = H(m’)!. Asi mismo, ¢ = Gm?, para cierto m € FI(;. Si consideramos el

producto escalar:
(c,c) = (Gm', Hm") = (mG)(H(m')") = m0(m’)" =0

Luego ambos espacios son ortogonales.

3.3. Sindromes y lideres

Los dltimos conceptos que introduciremos sobre cédigos lineales son los del de sindrome y
lider. Si el emisor manda un mensaje codificado ¢ € C C Fg a través de un canal con ruido

entonces se puede producir un error e € F (e puede ser 0) y el receptor recibird y = ¢ + e.

Definicién 3.3.9: Sea C C Fy un codigo lineal y H su matriz de control. Sea y el un men-
saje recibido por el receptor tal y como hemos descrito anteriormente. Entonces llamaremos

sindrome de y al vector:

s(y) = Hy' € IF:IL*’“
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Al recibir un mensaje, el receptor puede comprobar si el mensaje pertenece al codigo
computando el sindrome, pues Hx! = 0, Vx € C. Adem4s, por ser s(y) una aplicacion
lineal, tenemos que s(y) = s(m + e) = s(m) + s(e) = s(e), obtenido asi el sindrome del error

cometido (el receptor solo conoce y, € y m son desconocidos).

Proposiciéon 3.3.8: El sindrome de un vector y es una combinacién lineal de las colum-

nas de H a las combinaciones en las que han ocurrido errores.

Demostraciones: Las posiciones del vector de error, e = (ey,...,e,), que nos son cero
son en las cuales se ha producido un error. Sea I C {1,2,...,n} el conjunto de indices tales
que e; # 0, Vi € I. Sabemos que s(y) = s(e) = He', si denotamos por cy,..., ¢, a las

columnas de H, entonces:
n
s(y) = Zeici = Zeici
i=1 icl

0

Podemos combinar esta proposicion con la propiedad de la matriz de control (H) que vimos
anteriormente; por la cual si la distancia del cédigo lineal es d, d — 1 columnas cualesquiera
de H son linealmente independientes. Veamos un ejemplo sencillo de como el sindrome puede

ayudar con el proceso de decodificacion.

Ejemplo 3.3.5: Supongamos un codigo lineal C C Fy cuya distancia minima es al menos 3 y
emisor que manda un mensaje codificado ¢ € C a través de un canal con ruido y el receptor reci-
be y. Para este ejemplo, supongamos que se produce un tnico error e = (0,...,0,¢e; #0,...,0),
y = ¢ + e. Tenemos que si ¢; es la columna i-ésima de H, s(y) = He' = c;e;, basta ahora
resolver y obtener e; (y por tanto e). La proposiciéon anterior nos asegura que s(y) es combi-
nacion lineal de una, y solo una columna de H (c;); por lo que el sistema sera resoluble. El

mensaje original seri c =y — e.

Este concepto de sindrome, lo podemos usar para proporcionar un algoritmo de deco-
dificacién. Se trata de una versién més refinada y maés eficiente del describimos

anteriormente.

Definicion 3.3.10: Consideremos la relacién de equivalencia (~) para u,v € Fy, u ~
v & (u—w) € C. Si existe un unico representante de la case cuyo peso de Hamming es mini-

mo, lo denotaremos lider de la clase.

Notemos que (u—v) €C = s(u—v) = H(u—v)! =0 = s(u) = s(v). Es decir, todos los

representantes de la case tienen el mismo sindrome; y por tanto, si recibimos un mensaje y,
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al conocer s(y) = s(e) conocemos la clase a la que pertenece el error cometido e.
Es importante notar que, en general, no toda clase tiene lider, hay dos elementos con el peso

minimal, no existe lider. Pero si lo hay tenemos que:

Proposicion: 3.3.9 Cada clase de equivalencia de Fy /(~) posee un tinico elemento de peso
d—1

<t=|%1

Demostraciéon: Supongamos que existen dos elementos de la misma clase con peso menor

o igual a la capacidad correctora. Es decir, sean u,v € Fy talesque u—v €Cy w(u) < t,

w(v) < t. Entonces w(u — v) < w(u) + w(v) < 2t < d. Por definicién de distancia minima,

concluimos queu—v=0=u=v.

3.4. Algoritmo del lider

Vamos a dar un algoritmo de decodificacion, algo més refinado que el primero que vimos.
Se basa en los conceptos de sindrome y lider que acabamos de ver, asi como en otros dos
conceptos; que conocer el lider de una clase de equivalencia en Fy /(~) (si existe y su peso es
menor que t) es lo mismo que conocer el error y que una clase de equivalencia se identifica por

su sindrome (todos los elementos de la clase tienen el mismo sindrome).

Veamos lo primero. Siguiendo un razonamiento similar a cuando definimos la distancia de
Hamming y dimos el primer de decodificacion, decodificar consistira en encontrar
la palabra de C, méas proxima al vector recibido, y (solo se podréa decodificar si hay una tnica
palabra). Es decir, argminxec(d(y,x)) = argmingec(w(y — x)) =: 1, donde, 1 es, por defi-

nicion, el lider de la clase {y — x | x € C}. Si la clase tiene lider, y este tiene peso menor o

igual a la capacidad correctora del codigo, ¢, entonces la [proposicion anterior| nos garantiza

que es el tinico con esta propiedad. Trabajando sobre la idea de que no se han producido més
de t errores, concluimos que el lider de la clase (1 = y — x) es el error cometido, e (pues

¢’ =y +1€Cy esla palabra del codigo més cercana a y; a distancia menor o igual a t).

Que una clase se identifica por su sindrome es sencillo, pues sabemos que Vx € C, s(y—x) =
s(y) + 0. Luego el sindrome del mensaje recibido, y, coincide con el sindrome del lider de la

clase. Con estas dos ideas, describimos el siguiente algoritmo de decodificacién:

1. Fase inicial: preparamos una tabla de sindromes y lideres como se indica a continuacién.

Esta nos servira para todas las decodificaciones.

a) Creamos una tabla de dos columnas y tantas filas como clases de equivalencia en
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Fy/(~) (Es decir, q"F filas).
b) En la primera columna escribimos el sindrome de un elemento cualquiera de cada

una de las clases, en la segunda, escribimos el lider de la clase.

2. Con la tabla anterior guardada podemos decodificar cualquier mensaje. El emisor manda
un mensaje m € F’;, que codifica como ¢ € Fy, y el receptor recibe y € Fy.
a) El receptor calcula s(y) y lo busca en la columna de sindromes.
b) Si la clase no tiene lider, el algoritmo falla y finaliza el proceso.
¢) Si la clase tiene lider, e, se asume que e es el error cometido. Por tanto, la palabra

decodificada asumimos que es ¢’ =y — e.

Ejemplo 3.4.6: Consideremos el cd6digo binario con matriz generatriz
101 11100
G pu—
01011111

Donde C = {G((0,0)) = (0,0,0,0,0,0,0,0),G((1,0)) = (1,0,1,1,1,1,0,0),

G((0,1)) = (0,1,0,1,1,1,1,1), G((1,1)) = (1,1,1,0,0,0,1,1)}, y podemos computar la dis-

tancia minima, que es 5 y la capacidad correctora es t = L%J = 2. Una matriz de control

es:
10100000
11010000
11001000
H = ((c3,c4,...,c8)Idg) =
((c3, ¢4 8)"[1dg) L 1000100
01 00O0O0T1O0
01 00O0O0O01
Donde c; es la columna i-ésima de G. Al final del ejemplo est4 la tabla de lideres y sindro-
mes.

Consideremos 3 mensajes:
1. Al receptor le llega y = (1,1,0,1,1,0,1,1).

a) Computa s(y) = Hy' = (1,1,1,0,0,0).
b) Busca en la tabla de sindromes el lider de la clase, que es e = (1,0,0,0,0,1,0,0)
¢) Portantoc’ = y—e = (1,1,0,1,1,0,1,1)+(1,0,0,0,0,1,0,0) = (0,1,0,1,1,1,1,1) €

C, que es la palabra enviada. Como el lider tiene peso dos y ¢ = 2, entonces la co-

rreccion es correcta (si no ha habido méas de 2 errores).

2. Al receptor le llega y = (0,1,1,1,0,0,1,0).
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a) Computa s(y) = (1,0,1,1,0,1)".
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b) Busca en la tabla de sindromes el lider de la clase, que es e = (1,0,0,1,0,0,0,1).

¢) Portantoc¢’ =y—-e=(0,1,1,1,0,0,1,0)+(1,0,0,1,0,0,0,1) = (1,1,1,0,0,0,1,1) €

C, que es la palabra enviada. En este caso, el peso del lider es 3 (més que la ca-

pacidad correctora), pero atn asi podemos decodificarlo ([1,1,1,0,0,0,1,1] sigue

siendo el vector més cercano). Sabemos que se han producido al menos 3 errores.

3. Al receptor le llega y = (0,1,0,1,1,0,0,0).

a) Computa s(y) = (0,0,0,1,1,1)%.

b) Vemos que la clase no tiene lider, luego el algoritmo falla.

¢) Sabemos que, por tener el sindrome peso 3, se han producido al menos 3 errores.

’ sindrome ‘ lider ‘ ‘ sindrome lider ‘ ‘ sindrome lider ‘ ‘ sindrome lider
000000 00000000 001000 00001000 010000 00010000 011000 00011000
000001 00000001 001001 00001001 010001 00010001 011001
000010 00000010 001010 00001010 010010 00010010 011010
000011 00000011 001011 010011 011011 01000100
000100 00000100 001100 00001100 010100 00010100 011100 10100000
000101 00000101 001101 010101 011101 01000010
000110 00000110 001110 010110 011110 01000001
000111 001111 01010000 010111 00011000 011111 01000000
sindrome lider ‘ sindrome lider sindrome lider ‘ sindrome lider
100000 00100000 101000 00101000 110000 00110000 111000 10000100
100001 00100001 101001 00101001 110001 00110001 111001 10000101
100010 00100010 101010 00101010 110010 00110010 111010 10000110
110011 00100010 101011 11001000 110011 11010000 111011 01100100
100100 00100100 101100 10010000 110100 10001000 111100 10000000
100101 00100101 101101 10010001 110101 10001001 111101 10000001
100110 00100110 101110 10010010 110110 10001010 111110 10000010
100111 11000100 101111 01110000 110111 01101000 111111 01100000

El algoritmo del lider permite decodificar, tedéricamente, cualquier codigo lineal, pero su

utilidad, al igual que en el caso de primer algoritmo se limita a codigos de tamafio reducido;

pues el algoritmo requiere almacenar una tabla con los ¢

n—k

sindromes distintos. Esto hace
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que el problema sea exponencial en cuanto a los requisitos de memoria. Vemos que el concepto

de sindrome nos permite dar otra forma de decodificar.

3.5. Decodificacidén con sistemas lineales de ecuaciones

Sea C un codigo lineal de parametros [n, k, d| definido en F,;. Si el emisor codifica el mensaje
m € F'g, como ¢ € Fy, y este se transmite a través de un canal con ruido, de modo que el
receptor recibe el mensaje y = ¢ + e (donde e es el error que se ha producido). Entonces,
vemos que es suficiente con encontrar un conjunto I C {1,2,...,n}, con cardinal |I| < d, tal

que [sop(e) C I| Efectivamente, si planteamos el sistema de ecuaciones:
(3.1)

Vemos que e es un solucion, s(y) = s(c) + s(e) = 0+ s(e) y sop(e) C I. Ademas, si € es
otra solucion al sistema,(y —e), (y — €’) € C (pues su sindrome es cero). Pero, si consideramos
la distancia minima entre ambas palabras-codigo, d((y — e), (y — €')) = d(e,€’) < |I| < d.
Pero esto contradice que d sea la distancia minima del c6digo. Por tanto, e es la Gnica solucién

del sistema, y resolver el sistema no permite decodificar cualquier mensaje.

Esta es también una solucién genérica al problema decodificacién. Sin embargo, resolver un
sistema de ecuaciones nan tiene un coste O(n?) para algoritmos de eliminacién gausiana, y no
hay algoritmos que puedan dar una solucién con coste O(n?) o inferior. Este coste sigue siendo
alto, por lo que es comun estudiar familias particulares de c6digos que, por sus propiedades y

estructura, tienen un algoritmo de decodificaciéon més eficiente.

3.6. Codigos de evaluacion

El objetivo del capitulo siguiente, es introducir los cédigos AG. Hasta ahora hemos intro-
ducido conceptos bésicos de codigos lineales. Los codigos AG forman de un tipo mas amplio
de codigo llamado cédigos de evaluacion, los cuales introducimos ahora. Al final de esta

seccién veremos un ejemplo completo.
Definicion 3.6.11:

Sea X' una “objeto geométrico” (seremos mas especificos mas adelante), P = {Py,..., P,}
un conjunto de puntos de X y V' el espacio vectorial de funciones f : X — [F,. Llamaremos

evaluaciéon en P a la aplicacion:

evp: V — FL, evp(f) = (f(P)s.... f(Pa)-
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Si evp es una aplicacion lineal, su imagen es un subespacio vectorial de I} y, por tanto, un
cddigo lineal sobre [y con longitud n. Los mensajes codificados son de la forma evp(f), f € V.
Este tipo de codigo es un coédigo de evaluacion, pues lo hemos obtenido evaluando P en
las funciones de V. Para codigos algebraicos X es una curva algebraica, pero dependiendo del

tipo de objeto que sea X obtendremos diferentes familias de c6digos de evaluacion.

3.7. Un ejemplo completo, cé6digos de Hamming

Veamos un ejemplo con un tipo de codigo famoso: Coédigos de Hamming (Extendido)
[16, 11].

Cédigo de Hamming de forma intuitiva:

Los codigos de Hamming se basan en la misma idea del que vimos en el
ejemplo al principio del capitulo. Consideramos mensajes binarios de 11 bits, que codificaremos

como un mensaje-cédigo de 16 bits. Es decir, que la matriz generatriz sera 11 x 16. Sin embargo,
los c6digos de Hamming los podemos interpretar de una forma algo mas intuitiva. Supongamos
un mensaje m € FA m = (mq,...,m11) = (1,1,1,0,1,0,0,0,1,1,1). El mensaje codificado

tendra 16 bits, escribamos el mensaje en una tabla de tamano 4 x 4 del siguiente modo:

D D1 D2 my =1
P3 mo=1| mg=1 | my=20
j20 ms=1| mg=0 | my;=0
mg=0|mg=1|mpg=1]|mpn=1

Usamos las casillas sombreadas en azul a modo de bits de paridad, pero en vez de hacerlo
sobre todo el mensaje, lo haremos sobre partes de la tabla de forma que podamos encontrar

la posiciéon del bit en el cual se ha producido el error.

= El primer bit de paridad p; es el bit de paridad de la segunda y cuarta columna
I=1{1,2,4,5,7,9,11}. py = > ;c;m; (mod 2) = 1.

= El segundo bit de paridad ps es el bit de paridad de la mitad izquierda de la tabla, o de
de la tercera y cuarta columna. [ = {1,3,4,6,7,10,11} p2 = > ,.; m; (mod 2) = 0.

» El tercer bit de paridad ps es el bit de paridad de la segunda y cuarta fila I =
{2,3,4,8,9,10,11}. p1 = > ;. ;m; (mod 2) = 1.
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= El cuarto bit de paridad p4 es el bit de paridad de la mitad inferior de la tabla, o de de
la tercera y cuarta fila. I = {5,6,7,8,9,10,11} po = >, .; m; (mod 2) = 0.

= El bit p es un bit de paridad para toda la tabla, p = leil m; = 1.

De esta forma, si se produce un error, podremos detectarlo; pues el receptor computaré
los valores de p,p1,...,ps y observarid que hay alguna discrepancia respecto a los valores del

mensaje, ¢, recibido.

El mensaje codificado de la forma que acabamos de indicar se puede escribir como la

secuencia:

c= (p7p17p2> mi,p3,ma,ms,maq, psa, Mms, Mg, M7, Mg, Mg, M10, mll)-

Supongamos que esta secuencia es mandada a través de un canal con ruido y el receptor reci-
be la secuencia ¢ = (1,1,0,1,1,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,1). Dado que p = 1 # >_._, ¢; (mod 2) =
0.

Supongamos para este ejemplo que no hay més de un error (aunque este tipo de codigo
puede detectar hasta dos errores y corregir un error). El receptor colocar el mensaje en una

tabla y realizara las comprobaciones:

U S G SR G w—y
== O

1
0
0
1

— = =
—_ == O

1
0
0
1

OO = =
OO = =

Cuadro 3.1: Computemos los primeros bits de paridad: p; = 1 = 1, por lo que no hay error
en la segunda ni cuarta columna. Para el segundo, po = 1 # 0, es decir, hay un error en la

segunda mitad de la tabla. Deducimos que hay un error en la tercera columna.

tl1]ol1] |1]1lo]1
1{1]1]/0] |1/1/1]0
o/1l1]o] lol1]1]0
ol1|1|1| lol1]1]1

Cuadro 3.2: Computando p3 = 0 # 1 deducimos que hay un error en la segunda o la tercera
fila. Computando py = 0 = 0 deducimos que las dos ultimas filas son correctas. Por tanto, el

error se ha producido en la segunda fila.

Por todo esto, el receptor concluye que el error estd en la segunda fila y en la tercera
columna, es decir, hay un error en ms. El emisor realiza la correccién y recupera el codigo

original. Resaltemos ademéas que el codigo también detecta errores que se produzcan en los
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bits de paridad (aunque los que nos interesa proteger son los bits del mensaje).
Codigo de Hamming como c6digo lineal:

Los cédigos de Hamming son de hecho, un tipo de cédigo lineal. Podemos escribir lo que
hemos explicado de forma intuitiva anteriormente usando la notacién y conceptos que hemos

descrito previamente.

Partiendo del mismo mensaje original m € F', m = (mq,...,m11) = (1,1,1,0,1,0,0,0,1,1,1),
consideremos la codificacion ¢ = (my, ..., m1, p1, p2, p3, p4, p) € F1¢ donde p y p1,pe, p3, pa son
los bits de paridad definidos en el apartado anterior del ejemplo. Hemos reordenado los bits

por comodidad.

Vemos que para un codigo de Hamming (aunque es cierto para cualquier codigo lineal),
cualquier permutacién o reordenaciéon de los bits del mensaje codificado no altera significativa-
mente la tarea del receptor. Solo necesita saber que bits corresponden al mensaje y cuales son
bits de paridad. De hecho, la coordenada j-ésima depende tinicamente de la columna j-ésima

de la matriz generatriz: c; = Zle H; jm;. Consideramos por tanto la siguiente definicion:
Definicién 3.7.12: Diremos que dos codigos lineales C y C’ son equivalente si la matriz
generatriz de uno de ellos se puede obtener como resultado de una permutacién o de las co-

lumnas de la matriz generatriz del otro.

Volviendo al ejemplo anterior, consideremos la matriz C"

Q

|
_ O = O = O F Rk O R~k =
[ e R R e s R T e
= o=, O O O O = = = O
— = = R =R = O O O O

) S A A U S G T G 'y

Al multiplicar un mensaje por esta matriz obtendremos los bits de paridad:

mx C = (p17p27p37p4)p) (mOd 2)
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La matriz generatriz de codigo es G = (Idj1,C), y es de tipo [16, 11]. La matriz C no es mas

que la expresion en forma matricial de las definiciones que hemos dado en el apartado anterior.
Cédigo de Hamming como cédigo de evaluacion:

Finalmente, podemos verlo como un codigo de evaluaciéon. El cédigo de Hamming anterior
es el codigo extendido (con el bit de paridad, p, de los otros 15 bits). Consideremos el codigo
de Hamming normal, es decir, aquel cuya matriz generatriz es la matriz 11 x 15 que resulta
de eliminar la altima columna de la matriz G = (Id;1,C) del codigo extendido (indicada
en el apartado anterior del ejemplo). Formalmente, los codigos de Hamming se definen de la

siguiente manera:

Definiciéon 3.7.13: Los codigos de Hamming binarios de redundancia r = n — k, H(r),
desde el punto de vista de los cédigos lineales, se definen el tnico codigo cuya matriz de
control tiene por columnas los vectores no nulos de Fj (tnico salvo equivalencia, es decir,

permutacion de columnas de la matriz generatriz).

La matriz de control H, del cédigo,es una matriz 4 x 15. Las columnas de H son todos
los elementos de F3 \ {0}; pues tiene 15 columnas y |F3 \ {0}| = 2* — 1 = 15, no pueden
repetirse ninguna, de lo contrario podriamos coger un conjunto de dos columnas linealmente

dependientes (las dos columnas repetidas).

Consideremos X = y P =F3\ {0} C x.

P = {(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (1,1,0,0), (1,0, 1,0), (1,0,0, 1),
(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1),(1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1), (0, 1,1,1), (1,1,1, 1) }.

Sea V' = {polinomios de Fo[X7, X9, X3, X4] con grado 1}. Si consideramos:
evp 1 V. — T,

Por ejemplo, f = X14+Xy € Viyevp(f) = (f(P1),..., f(P15)) = (1,0,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,0)
Sea C = {evp(f) | f € V} = {evp(a1 X1 + a2 X2 + a3 X3 + asX4) | (a1,a2,a3,a4) € F3}. Eva-

luando sobre una base de V, (B = {X1, X2, X3, X4}) obtenemos la matriz generatriz:

H =

o = O O
_ o O O
S = = O
- o = O
_ = o O
S = =
= T
_ = O =
— = = O
— = = =

1
0
0
1

o O O =
o O = O
S O = =
S = O =

Por tanto obtenemos asi un cédigo de evaluaciéon C, que tiene matriz generatriz H'. Este

es un codigo de longitud 15 y dimension 4; es un codigo [15,4] y de hecho, veremos que es el
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codigo dual u ortogonal a C, el codigo de Hamming de los apartados anteriores (o equivalente

a uno que lo es)

Las columnas de H' son todos los elementos de F3 \ {0} y por tanto H’ es la tinica matriz

4x15 (salvo permutaciones de columnas) que es matriz de control del codigo de Hamming #(4).

Para convencernos que el codigo que hemos obtenido asi es el mismo (o equivalente) al

codigo de los apartados anteriores, consideremos el siguiente razonamiento:

Si C’ es la matriz C del apartado anterior pero eliminando la tltima columna, vemos que
C contiene todos los elementos de F3 \ {(0,0,0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0, 1,0),(0,0,0,1)}
y ya sabemos que las columnas de H’ contiene todos los elementos de F3 \ {0}. Por tanto
podemos reordenar las columnas de H' para que: H = ((C")! | Idy) € Myx15(F2). Obtenemos
asi un codigo equivalente a C, con matriz generatriz H. Ahora hagamos el producto por bloque

de las matrices:

!
GH! = (Idy1 | C") x o =1d;C" +C'Idy =C"+C" = 0 (mod 2
Id
4

Por tanto, H es, tras reordenar columnas, la matriz de control del cédigo C que hemos

visto antes.

3.8. Pesos de Hamming Generalizados y “Wire-Tap Channel IT”

La nocion de peso de Hamming se puede generalizar [12]|. Asi como los pesos de Hamming
son importantes en el contexto de codigos correctores, los pesos generalizados lo son para el

problema de “wiretap channel II” en criptografia.

Definiciéon 3.8.14: El peso de Hamming generalizado r-ésimo, del cédigo lineal C, se

define como:
d,(C) = min{|sop(D)| | D es un subcodigo lineal de C, dim(D) = r}

Donde sop(D) es el soporte del codigo, es decir, sop(D) = {i | ¢; = 0, para cierto (c1,---,ci) =
c € D}.

Notamos que, para r = 1, el peso de Hamming generalizado coincide con la distancia
minima del codigo (definicion [3.14). Efectivamente, para r = 1, dy = min{sop(D) | dim(D) =
1, D subcodigo de C}. Como dim(D) = 1, existe un cierto ¢ € C tal que D = (c). Por tanto,

sop(D) ={i|c;#0, (c],...,c) =c €{c)} ={i|c¢; #0, (c1,...,cx) = c} = sop(c).
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Puesto que w(c) = |sop(c)|, tenemos que, d; = min{w(c)|c € C}, es decir, el peso minimo

del codigo (que coincide con la distancia minima).

Proposicion 3.8.10 (monotonia): Sea C un codigo lineal de tipo [n, k|, con k& > 0. En-
tonces, tenemos que:

1<di(C) <dy(C) <---<dp(C)<n

Demostracion: Por definicion, d,(C) = min{|sop(D)| | D es un subcodigo lineal de C,dim(D) =
r}, luego siempre tenemos que d,_1(C) < d,(C). Veamos que la desigualdad es estricta.

Sea D un codigo lineal tal que d,(C) = |sop(D)|, y en consecuencia, dim(D) = r. Sea

i € sop(D). Si definimos D; := {x € D | x; = 0}, entonces, dim(D;) = r — 1. Luego
dr(C) < [sop(Dy)| < |sop(Di)| =1 < dp(C) — 1.

O

Podemos, dar un resultado que generaliza el que vimos en el corolario 3.2.6] Sea H, una
matriz de control de un codigo lineal C, de tipo [n, k|, y denotemos las columnas de dicha

matriz por los vectores h; € IFZ;_’“ .

Proposicion 3.8.11: Sea C un coddigo lineal, con matriz de control H. Entonces, tenemos
que:
d(C) =min{|I| | I C{1,2,...,n}, r < |I| — dim((h; | i € I))}

Demostracion: Primero, consideremos, para I C {1,2,...,n}:

S(I):=(h;|iel)
St(I):={xeC|z;=0parai¢l, inhi =0}
el
Por como esta definido S*(I), tenemos que,

dim(S*(I)) + dim(S(I)) = |1|.

Efectivamente, si £ = |I| — dim(S(I)), entonces hay ¢ vectores del conjunto {h;};cs lineal-
mente dependientes; y por tanto, existen ¢ vectores de coeficientes, x; = (z1;,... ,xmj), j €
{1,2,..., 4}, tales que Zije 7 2;h; = 0. Estas sumas, o combinaciones lineales, son linealmen-
te independientes y, por tanto, también lo son los vectores x;. En consecuencia, S+(I) tiene

dimensién /.

Denominemos d := min{|I| | I C {1,2,...,n}, r < |I| —dim((h; | i € I))} (la parte
derecha de la igualdad), demostremos que d,(C) < d. Sea I C {1,2,...,n} tal que |I| —

dim(S(I)) = r e |I| = d. Entonces, por la afirmacién inicial, dim(S+(I)) = r. Como subespacio
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vecotrial de Fy, S (1) es un subcodigo de C, y podemos aplicar la definicién de d,.(C) (definicion

3.8.14)), y obtenemos que:
d,(C) < |sop(S~(1)| = 1| = d.

Vemos que se da la igualdad |sop(S+(I))| = |I|. Para el caso, |I| = dim(S(I)), por defini-
cion SH(I) = {0} = |sop(S*+(I))| = 0. Reciprocamente, si 0 = |sop(S+(1))|, S+(I) = {0} =
|I| = dim(S(I)). En el resto de los caso, tenemos que, por un lado Vx € S*(I), 2; =0Vi ¢ I,
entonces |sop(S+(I))| < |I]. Por otro lado, como |dim(S(I))| < |I|, para cada j € I, h;
existe una combinacién lineal no trivial, h; = >, N}y Tihi, donde Vi ¢ I,x; = 0. Luego
(=1, —m2,...,1(),...,—xp) € S4(I) y no puede ser que Vx € S*+(I), z; = 0. Por tanto,
1] < sop(S™(1)|

Para la otra desigualdad, consideremos D, un subcddigo de C en el cual se alcanza el mini-
mo de la definicion de d,.(C), es decir, dim(D) = r y |sop(D)| = d,(C). Denotemos I = sop(D),
entonces por definicién de soporte, tenemos que, V¢ = (¢1,...,¢,) € D, ¢; = 0 Vi ¢ 1. Asi
mismo, aplicando la definiciéon de matriz de control, Ve = (¢1,...,¢,) € D C C se verifica que
Hce® =0y entonces, >_,.; ¢;h; = 0. Por tanto, D C S*(I) = |dim(D)| < dim(S*(1)) .

Pero por hipétesis, r = dim(D) y, aplicando la afirmacion inicial, dim(S(I)) = |I|—dim(S+(I)) <
|I| —r, luego |I| — dim(S(I)) > r.

Si suponemos que la desigualdad es estricta, dim(S+(I)) = |I| — dim(S(I)) = r' > r,
entonces, D # S+(I), y aplicando la definicion de peso de Hamming generalizado, d,/(C) <
|sop(S+(I))| = |I]. Usando hipétesis inicial, sop(D) = I = |I| = |sop(D)| = d,.(C), y tenemos
que d,/(C) < d,(C), con r < ', lo que contradice la proposicion anterior (3.8.10), llegando
asi a una contradiccion. Por tanto, |I| — dim(S(I)) = r. Con esto, y la definicion de d,
d < |I| —dim(S(I)) = r < d,(C) (la ultima desigualdad, dada por la proposicién anterior,
3.8.10).

g

Calcular la distancia minima de un c6digo corrector es un problema computacionalmente
intenso, y més atn es calcular los pesos de Hamming generalizados. Continuaremos con este
tema en el capitulo 5, donde usaremos la distancia de Feng-Rao para dar una cota inferior
para d,.(C).

El problema de “Wire-Tap Channel 11 ”:
Como hemos dicho, una de las principales aplicaciones de los pesos de Hamming gene-

ralizados es en el problema de “Wire-Tap Channel II”. Este es un problema de criptografia,

que planteamos de forma similar a como hemos planteado la comunicacién en el contexto de
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los codigos correctores. Un mensaje, representado por el vector m = (myq,...,my) € IF’; es
codificado como ¢ = (c1,...,¢,) € Fy, n > k. El mensaje es mandado por el emisor, a través
de un canal (con o sin ruido), al que un tercer actor tiene acceso. El espia, puede leer u < n
coordenadas del vector codificado, las que elija. Asumiendo que el receptor (y presumiblemen-
te, el espia) pueden reconstruir el mensaje original a partir de c, se quiere que con p posiciones

del mensaje (bits), esto no sea posible.

Es decir, codificar el mensaje de tal forma que se cause al espia el mayor grado posible de
incertidumbre, sin usar un cripto-sistema (y, por tanto, sin usar una clave). Es posible usar

codigos correctores para resolver este problema.
Ademas, tenemos, en lema 6 de |1], se demuestra que:

Proposiciéon 3.8.12: Si denotamos por A, a la informacién que puede obtener el espia (las

posiciones del mensaje original que deduce), tenemos que:
Ay =miny—p_p (dim{(h; | i€ I C{1,2,...,n})})

Con esto podemos dar el siguiente resultado:

Teorema 3.8.13: Sea C el codigo con matriz de control H. Denotemos, para cierto p, A = A,.

Entonces, tenemos la siguientes cotas:

dn—u—A(C) <n-— p < dn—u—A-‘rl(C)

Demostracion: Existe I tal que [I| =n—py A = dim((H; | i € I)). Por la proposicion
3.8.11, tenemos que dp—,—A(C) > |[I| =n — p.

Para la otra desigualdad, supongamos que n — p > dy—,1a+1(C). Por la proposicion
3.8.11, existe I, con |I| = dp—p—a+1(C) =n — p— €, para € > 0, y con dim((h; | i € I)) =
Il —(n—p—A+1)=A—-e—1< A -1 Por tanto, A, < Ayye < Ay —1, que es una

contradiccion.
O

Es decir, que para un cierto n, podemos elegir un A (nivel de informacioén a la cual es espia
tendra acceso), y obtener una cota inferior y superior para p (maximo ntimero de “bits” que

el espia puede conocer del mensaje codificado).

Por supuesto, esta cota requiere poder calcular los pesos de Hamming generalizados. Esto
puede hacerse (aunque sea costoso), pero en el capitulo 5, veremos dos cotas para los pesos de

Hamming generalizados, usando distancias de Feng-Rao.



Capitulo 4
Introduccién a codigos AG

Los codigos algebraico-geométricos pertenecen a una familia mas amplia de cédigos, los
codigos de evaluacion, vistos al final del capitulo anterior. Ademas necesitaremos algunas no-

ciones de geometria proyectiva y algebraica.

4.1. Curvas algebraicas

El objetivo de esta seccién es introducir los conceptos necesarios sobre curvas algebraicas
para poder trabajar con los cédigos AG. Si bien daremos las nociones esenciales, no pretende
ser un estudio auto-contenido de la materia. La materia que se cubre en esta seccién es con-

tenido de las asignaturas del grado; Algebra 2, Algebra Conmutativa y Geometria Algebraica.

En esta seccion trabajaremos sobre K, que serd la clausura algebraica de un cuerpo fini-
to. Denotamos P (K) al espacio proyectivo n-dimensional (esencialmente trabajaremos sobre
el plano proyectivo, n = 2). Recordemos que un punto del espacio proyectivo P es la cla-
se de equivalencia formada por todos los puntos afines, x, y € K"*!\ {0}, que satisfacen
x = Ay, A € K\ {0}; decimos que x e y son equivalentes (x ~ y, y esta relacion es de equi-
valencia). Dado x = (xg, x1,...,2,) # 0, pertenece a la clase de equivalencia P, formada por
todos los puntos afines equivalentes a x. Una expresion de P en coordenadas homogéneas
es P=(xg:21:...:x,) (las coordenadas homogéneas de un punto del espacio proyectivo no

son unicas, ya que pueden diferir en un factor escalar A € K).

4.1.1 Definicion:

» Un polinomio F' € K[Xy, X1,...,X,] es homogéneo de grado [ si cada uno de sus

o7
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monomios es de grado [. Es decir:

m n

F=> aX§oX{" . Xgn, Vie{l,2,...,m}, 1= e
i=0 §=0

En consecuencia, F(AXo, AX1,...,AX,) = A'F(Xo, X1,...,X,). Por tanto si F/(X) =0,

entonces F'(AX) = 0. Notemos ademas que el producto de polinomios homogéneos es

homogéneo (desarrollo binomial del producto).
= Diremos que un ideal es homogéneo, si esta generado por polinomios homogéneos.

» Sea F' € K[X,Y], un polinomio de grado [, la homogeneizacién de F' se define como:

XY
FY(X,Y,Z)=Z'F(=,=) e K[X,Y, Z]
AN
Claramente, F™*, es un polinomio homogéneo de grado [.

Ejemplo 4.1.1: Consideremos la hipérbola f = 22 —y? — 1, en K[z, %]. La homogeneizacion

de fes: F = X?—Y?— 72 polinomio homogéneo de grado 2.

Para la siguiente definicién, analizaremos lo que sucede cuando un polinomio se anula en un
punto del espacio proyectivo. Notemos que, para que esto tenga sentido, debemos restringirnos
a polinomios homogéneos, ya que un polinomio no homogéneo puede anularse en x € K"+!,
pero no en Ax, A € K (por ejemplo, f(z,y,z) = 22 —y?>—1, f(1,0,0) = 0, pero £(3,0,0) = 8).
Al restringirnos a polinomios homogéneos, los polinomios se anulan en todos los miembros de
la clase de equivalencia y, por tanto, tiene sentido decir que un polinomio se anula en un punto

del plano proyectivo de coordenadas (Xo: X :...: X,) = P.

A continuacién definiremos variedades algebraicas y proyectivas. Para el uso de este texto,
una variedad seré el conjunto de ceros de un ideal primo. Recordemos que un ideal, I C R,
es un ideal primo del anillo R, si fg € [ = (f € I)V (g € I). Los ideales primos tienen la
propiedad de que su conjunto de ceros no puede ser escrito como la unién propia de dos o
més conjuntos de ceros de otros ideales. En este sentido, diremos que la curva o la variedad es

irreducible.

Definicién 4.1.2: Dado un ideal homogéneo I del anillo de polinomios R := K[Xy, X1,..., X,]

entonces:

= Fl conjunto de ceros del ideal I se define como:

VII)={P=(zo:x1:...:2,) €eP" | F(P)=0, VF € I} CP"

» Dado I un ideal primo homogéneo de K[Xy, X1, ..., Xy,], el conjunto de ceros V(I) C

P™ lo llamaremos variedad proyectiva y lo denotaremos por A7 o simplemente X.
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» Dado F € K[Xy, Xi,..., Xy], un polinomio irreducible, denotaremos por Xr a la
variedad proyectiva dada por V((F)), donde (F') es el ideal generado por F. Como el

polinomio es irreducible, el ideal que genera es primo.

Ejemplo 4.1.2: Para el caso de la hipérbola que hemos mencionado antes. Partimos un
polinomio en dos variables que define la hipérbola f(x,y) = 2% — y? — 1 si lo homogeneiza-
mos en P?(Fy) obtenemos F(X,Y,Z) = X? —Y? - 72 = X2 + Y2 + Z? (mod 2). Entonces

Xr = V(<F>) = {(17 170)7 (1707 1)7 (07 1, 1)}

Definicion 4.1.3:

= Sea el polinomio F = 3" ajyi,..i, X' X{' -+ Xir € K[Xo,X1,...,Xy,]. Entonces Fy;, la
derivada parcial de F respecto de X; (0 < j <n) es definida como:

— E : .. yo 11 i1 g it i
FXj - Z]alozl.“ﬁn—XO "'Xj_l _X] X]+ Xnn
= Sea X’ una variedad en P". Dado P = (ag : a1 : ... : ap) un punto en la variedad, diremos

que es no singular o regular, si al menos una de las derivadas, Fx,, F'x,, ..., Fx,,, es

n?

distinta de cero en P. De lo contrario, diremos que P es un punto singular.

» Diremos que una variedad X es no singular, regular, lisa o suave (del inglés, smooth);

si todos sus puntos son no singulares.

» Si P=(xg:x1:...:2,) es un punto no singular de la variedad, definimos el operador
dp actuando sobre el polinomio F' como:

n

dp(F) = (Fx,(P)(Xi — z1))

i=0
El espacio tangente a la variedad X, definida por F = 0, es la variedad definida por

la ecuacion dp(F) =0

Ejemplo 4.1.3: Si consideramos la hipérbola de ecuacion F = X2 — Y2 — Z2 en P%(F,)
(g > 10, char(F,) > 10), vemos que P = (5,3,4) es no singular, pues:

Fx(P)=2X(P)=10, Fy(P)=-2Y(P) =6, Fz(P)=-2Z(P) =8.
Su recta tangente en P viene dada por la ecuacion 10(X —5) —6(Y —3) —8(Z —4) =0
Vamos a definir a continuacién el concepto de funcién racional sobre una variedad proyec-
tiva. Las funciones racionales son funciones definidas en puntos de la variedad, que son puntos

del plano, por tanto la definicién debe tener en cuenta las peculiaridades del espacio proyectivo

para que tenga sentido.
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Si Xr es la variedad proyectiva generada por el polinomio irreducible F'. Consideremos
el dominio de integridad R = K[Xo, Xi1,..., X,]/((F)) y su cuerpo de fracciones Qp. Al
evaluar fraccién % € QF en un punto proyectivo, es deseable que el resultado no dependa del
representante del punto. Para ello requerimos que G y H sean polinomios homogéneos y sean
ambos del mismo grado. De este modo, si deg(G) = deg(H) = d, y ambos son homogéneos:
GAP) = S(AXo: AX1:...: A Xy)) = 5%(Xo : X1 ¢ ... : X,;) = §(P). El cuerpo de
funciones de X seré el conjunto de elementos de @ que cumpla las propiedades anteriores.

Formalmente:

Definiciéon 4.1.4: Sea Xr una variedad proyectiva en P" definida por el ideal primo y
homogéneo I = (F), donde F es un polinomio irreducible en K[Xy, Xi,..., X,] definimos el

cuerpo de funciones de Xr como:

K(Xp) = { % ’ (% € Qr) N (Gy H son homogéneos) A (deg(G) =deg(H))N (G # 0)}

Es sencillo ver que se trata de un cuerpo, heredando las operaciones y la estructura de Qg
ademaés de comprobando que sus propiedades se preservan por producto y suma y que si una

fraccion pertenece también lo hace su inverso.

Si f € K(XF), diremos que es una funcién racional en la variedad.
Ademés, si una funcién racional con representacion f = % verifica que H(P) # 0, diremos
que es regular en Py f(P) = G(P)/H(P). El anillo de todas las funciones regulares en

P se denota por Op.

Notemos que si tenemos una variedad afin definida por el ideal primo I, X = V(I) = {x €
A" | F(x) = 0, YF € I}. Entonces, si denotamos por I* al ideal generado por {F*|F € I}
(donde F* es la homogeneizacion de F'), entonces I* es un ideal primo homogéneo que define
una variedad proyectiva X* en P". Si denotamos por Xj = {(zo : 1 :...: xy,) € X* | 29 # 0},
entonces, vemos que la aplicacion (x1,...,z,) — (1 : 2z : ... : z,) define un isomorfismo entre
X y &7. A los puntos de X* con g = 0 los llamamos puntos del infinito de la variedad.
Ademas los cuerpos de funciones K(X*) y K(X) son isomorfos, pues podemos considerar la
aplicacion

f x(()deg(g)—deg(f))f*

7H "
g g

Teorema 4.1.1: Sea P un punto de la curva proyectiva Xp:

» El anillo Op, es un anillo de local, cuyo ideal maximal es Mp = {f € Op | f(P) = 0},
que es ademas un ideal principal. Es decir, existe t € Mp tal que Mp = (t).
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» Existe t € Op tal que Vf € K(XF) \ {0} existe un tnico entero, vp(f) de modo que:
f= tor(f)y,

Donde u € Op, u(P) # 0. El valor de vp(f) depende tnicamente de X y P. Decimos

que t es un parametro local.

Demostracion:

= Ver que el ideal Mp es un ideal maximal, es sencillo, pues K/ = Op/Mp es un cuerpo.

Dado G/H € K'\ {0}, & # 0y G(P) # 0,H(P) # 0, por lo que £ € K’ esta bien

definido, y %ﬂ = 1, y todo elemento es invertible. Dados %, %, %% = ggl, € K.

Luego el ideal es maximal. Como Mp es el conjunto de elementos no invertibles del
anillo, Op se trata de un anillo local.

Ahora vemos que Mp es un ideal principal, es decir, generado por un unico elemen-
to. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que P = (A : B : C) | C # 0. Trans-
formamos el problema en uno afin, y que la definiciéon de Op, formado por polino-
mios nos permite reducir la demostraciéon al caso afin pues, como hemos visto antes,
K(V((Fx))) y K(V((F))) son cuerpos isomorfos (en este caso partimos del polinomio
homogéneo). Consideremos X la curva afin generada por la ecuacion f(z,y) = 0, donde
fle,y) = Flx = X/Z,y =Y/Z,1 = Z/Z) (la des-homogeneizaciéon de F', por la carta
afin ;). Sea P’ = ¢;}(P) = (a = A/C,b = B/C) un punto en la curva. El ideal

maximal, Mp, esta generado por (z — a) e (y — b). Consideremos la tangente en P:
Fx(P)(z —a)+ Fy(P)(y =) =0 (méd M?3)

Es decir, que (z — a), (z — b) no son linealmente independientes en el espacio vectorial
Mp/ M%, por tanto este espacio tiene dimension 1, y tiene un generador. Como conse-
cuencia del lema de Nakayama [6], [8], esto significa que M,, también esté generado por
un tnico generador. Ademas, el lema de Nakayama nos dice que si g genera Mp/ M%g,
entonces g genera Mp. A efectos précticos, esto significa que, podemos obtener un pa-

rametro local simplemente encontrando g tal que, K 5 ¢ # ¢g (méd M%)

» Usando la primera parte, existe t, tal que, Mp = (t), luego podemos escribir cualquier
elemento f € Op como una potencia de ¢t multiplicado por un elemento invertible, wu;

f = ut®. En este caso, denotaremos vp(f) := s. El valor depende de la curva y del punto.
O

Definicion 4.1.5:

» Sivp(f) =m >0, diremos que f tiene un cero de orden m en P.
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» Extendemos la funcion vp a todo K (X)), definiendo vp(f/g) = vp(f) — vp(g)

» Diremos que f presente un polo de orden m en P, si vp(f) =-—m <0

Ejemplo 4.1.4: Consideremos P!, la linea proyectiva sobre F,. Sea P = (1 : 0), entonces,

_ (y)2_a? _z?
€ Op, tenemos que f = (;) 211 donde w2+1 S5

y/x es un parametro local. Dado f =
invertible. Por tanto, vp(f) = 2.

y?
241

2 2

Si tomamos g = £ y}y =2 s5=L00? —y?) = vp(s) =0y t = (£)*(a?) = vp(t) = 2.

Por tanto, vp(g) = —2 y g tiene un polo de orden 2 en P.

Ejemplo 4.1.5 Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2. Sea C el circulo en A?
dado por la ecuacion X2 +Y?2 =1, y sea P = (1,0). Consideramos la funcién z = 1 — . Esta

funcion es cero en P, luego esté en el ideal Mp. Veamos que tiene orden 2.

En este caso, vemos que y es un parametro local, pues d(j o)(F) = 2(X — 1), e y no es
un miltiplo suyo, Mp = (y), yen X, 1 —z = y?>/(1 +z) (pues 1 —x = ?/(1 + ) <
(1-2)(1+2)=9y*<2?>—-1=19?) yla funcién 1/(1 + x) es una unidad en Op

Definicién 4.1.6: Sea una curva X definida por un con ecuaciones cuyos coeficientes pertene-

cen a IF;. Llamaremos puntos racionales a aquellos puntos de la curva con coordenadas en [F,.

El grado de una curva proyectiva es el niimero de puntos que hay en la intersecciéon de
la curva con un hiperplano que no contiene a la curva. En el caso de una curva en el plano
proyectivo, son los puntos en la intersecciéon de la curva con una recta proyectiva. Hay un
resultado, conocido como el teorema de Bézout (que no demostraremos, pero que se puede
encontrar en 16|, que afirma que el grado de una curva proyectiva coincide con el grado de la

ecuaciéon que lo define.

Definicion 4.1.7: Consideramos la intersecciéon de una curva proyectiva X', irreducible y
no singular, con una hypersuperficie ) definida por la ecuacién G = 0 y de grado m. Asumi-

remos que X ¢ ).

Sea P un punto de X N')Y, Sea H € KI[X,Y,Z] polinomio lineal homogéneo tal que
H(P) # 0. Sea h € K[X,Y,Z]/(I) su clase de equivalencia modulo el ideal que define
X = V() y glade G. Entonces la multiplicidad intersecciéon es vp(g/h"™) y la deno-
tamos por I(P; X,)).

Esta definicion no depende de la eleccion de H, pues h/h’ es una unidad en Op para cual-

quier otro polinomio lineal homogéneo H' que no sea cero en P.
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Enunciamos a continuacion el teorema de Bézout:

Teorema 4.1.2 (de Bézout): Dada X una curva algebraica de grado ¢ e ), una hiper-
superficie de grado m en P, tal que, X ¢ ). Entonces, las variedades se cortan exactamente

en ¢m puntos (contando multiplicidad). Es decir:

Im = Z I(P;X,Y)

Pexny
De aqui en adelante, trabajaremos sobre el plano proyectivo n = 2, P?(K), y diremos
que una variedad sobre el plano es una curva. Ademas, X, sera siempre una curva proyectiva
irreducible y suave. Si hablamos de la curva definida por un polinomio X, asumiremos que

F es irreducible.

4.2. Divisores

Los divisores son una pieza esencial para poder definir los c6digos algebraico-geométricos.

Definicién 4.2.8: Sea X una curva en P?(K) suave e irreducible.

» Un divisor de una curva &', es la suma formal D = ), x(npP),connp € Zy np =0

para todos salvo una cantidad finita de puntos P.

= El soporte del divisor es el conjunto de puntos P cuyo coeficiente np no es cero, y lo

denotaremos por sop(D).

El grado del divisor es la suma Y np.

= Si todos los coeficientes de un divisor son no negativos diremos que D > 0.

Definicién 4.2.9: Sean X e ) curvas proyectivas en P?(K) definidas, respectivamente, por

las ecuaciones F' =0y G = 0, entonces la divisiéon intersecciéon X - ) se define como:

X-y= Y IP;XVP

Pexny

donde I(P;X,)Y) es lamultiplicidad interseccion (Def 4.1.7)|

El teorema de Bézout, nos garantiza que X -) sea un divisor; pues el numero puntos donde
se cortan las curvas es finito. De hecho, afirma fm = ZP@my I(P; X,)), que es el grado del
divisor (donde ¢ es el grado de X', y m el grado de )).
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Definicién 4.2.10: Si f es una funcioén racional en K (X'), no idénticamente igual a 0, entonces

definimos un divisor de f como:

(f)=>_vp(f)P

PeXx
En cierto modo, un divisor de f nos dice donde estan los ceros y los polos de f y cuales
son sus ordenes y multiplicidad, ya que vp(f) # 0 precisamente si f(P) = 0 o P es un polo

de f. Las definiciones de grado, soporte y > son las mismas que para divisor de una curva
Teorema 4.2.3: El grado del divisor de una funcion racional, f € K(X) es cero.

Demostraciéon: Sea X una curva proyectiva de grado [. Sea f una funcién racional en
la curva X'. Entonces f = A/B, para ciertos polinomios homogéneos A, B del mismo grado
(deg(A) = deg(B) = m) y con clases de equivalencia a, b. Sean ) y Z las hipersuperfices
definidas por A = 0 y B = 0 respectivamente. Entonces, para un polinomio lineal homogéneo
H, H(P) # 0 y con representante h, tenemos:

ur(f) = vp() = ve(LIT)

Por tanto vp(f) = I(P; X,)) — I(P; X, Z) y en consecuencia:

) = vp(a/(h™)) —vp(b/(K™)) = I(P; X,Y) — [(P; X, Z)

(f)=D vp(HP =D (I(P;X,Y) - I(P;X,2))P=X-Y - X-Z.
Pex Pex
Luego (f) es un divisor, y su grado es 0, pues tanto X - ) como X - Z son de grado Im,y
entonces deg((f)) = deg(X - V) — deg(X - Z) =0

O

Ejemplo 4.2.6: Consideremos el circulo proyectivo X = V(Y2 + Z2 — X2) C P? y sobre esta
curva, la funcién racional f = Y/X — 1. Deshomogeneizamos a A = ! (P?) = A2, donde
tenemos mandamos X =1,y =Y/X, 2 = Z/X y obtenemos f|4(y,z) =y — 1. En este caso
P = (1,0) correspondiente al punto proyectivo (1:1:0) es un cero con multiplicidad 2, luego
v(1:1:0)(f) = 2. En el plano afin y — 2, f no tiene polos, por lo que estos deben estar en en
la recta X = 0, es decir, los puntos del circulo que son soluciones a la ecuacion Y? = Z2; es
decir, los puntos de la circunferencia las bisectrices del primer y segundo cuadrante (del plano
afin) (0:1:4) y (0:4:1). Ambos son polos de orden 1, luego v(y.1.5(f) = v(0:1:0)(f) = —1.
Estos son todos los polos y ceros de f, luego no hay més puntos donde vp(f) # 0. El divisor

(f)=21:1:0)—(0:1:49)—(0:4:1)

Observamos que por ser f una funcion racional, el grado de (f) es cero.
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Definiciéon 4.2.11: El divisor de una funcién racional se denomina divisor principal.
. o . / . . . . .
Diremos que dos divisores, D, D son equivalentes (o linealmente equivalentes) si y solo si

D — D’ es un divisor principal (D = D).

Definicion 4.2.12: El grado de singularidad o género de una curva Xr no singular se

define como:
(deg(F) —1)(deg(F) — 2)

2

4.3. Construcciéon de los Codigos

La idea es evaluar funciones racionales en puntos de la curva que no sean polos. Sea X’ una
curva proyectiva suave e irreducible, definida sobre F, (en adelante, diremos solo “una curva”).

Para cada divisor D de X, definimos el conjunto de funciones racionales:
L(D)={fe K(X)|(f)+ D= 0}u{0}

Este conjunto es un espacio vectorial en Fy, cuya dimension denotaremos por [(D).
Sea P = {P1,...,P,} un conjunto de puntos racionales distintos de X. Podemos construir el
divisor D = P; 4 ...+ P,. Sea G otro divisor racional de la curva tal que su soporte cumpla

sop(D) N sop(G) = 0. Podemos entonces, considerar la siguiente evaluacion:

evp: L(G) — FL,  evp(f) = (F(P);.... f(P)).

Como P; ¢ sop(G), entonces P; no puede ser un polo de f € L(G) (el que no esté en el
soporte supone que vp,(f) debe ser mayor o igual que 0). Por otro lado, f(FP;) € F,, puesto que
tanto P; como G son puntos racionales (puntos con coordenadas en Fy). Ademaés, es sencillo

ver que evp se trata de una aplicacion lineal entre espacios vectoriales.
Lema 4.1: Sea D un divisor de la curva X’ tal que deg(D) < 0, entonces, [(D) = 0.

Demostracion: Si deg(D) < 0, entonces para cualquier funciéon racional f € K(&X) \ {0}.
Usando el que vimos sobre divisores de funciones racionales, sabemos que,
deg(f) = 0. En consecuencia, deg((f) + D) < 0= f ¢ L(D)

g

Definicién 4.3.13: Dada una curva X', y D y GG divisores con las propiedades indicadas ante-
riormente. Un cddigo algebraico geomeétrico es el subespacio vectorial dado por la imagen

evp(L(G)); y lo denotaremos por Cz(D, G)

Teorema 4.3.4: El codigo Cz(D, G) es un codigo lineal de parametros [n, k, d].
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1. k=1(G)-1(G - D)
2. d>n—deg(G)

Demostracion: Recordando que, por como hemos construido los codigos, los divisores D, G

los podemos escribir como D = ZPiESOp(D) np, P = ZPiESOp(D) PyG= ZGiESOp(G) meg,Gi,
con sop(D) N sop(G) = . Consideremos el nticleo de evp :

Ker(evp) ={f € L(G) | f(P)=0,i€{0,1,...,n}} = L(G - D)

Examinemos la segunda igualdad, empezando por la contencion Ker(evp) 2 L(G — D).

Por hipotesis, sop(D) N sop(G) = 0, luego si (f) + (G — D) = 0, en particular, los coeficientes
correspondientes al soporte de D son positivos VP; € sop(D). El coeficiente del divisor (f) +
(G — D), en el punto P, es vp,(f) —np, > 0= vp,(f) —1 >0, eso implica que vp,(f) >0 =
f(P;) =0, VP; € sop(D) y por tanto f € Ker(evp).
Para la otra contencion, si f € L£(G) con f(P;) = 0 entonces su valoracion es positiva, vp,(f) >
0. Luego VP; € sop(D), vp,(f) —1 = vp,(f) — np, > 0. Para los puntos Q; ¢ sop(D), por
tener que f € L(G), tenemos coeficiente vg, (f) + mag, — np, = va,(f) + ma, > 0. Por tanto,
(f)+(G—D) =0= f € L(G — D). Demostrando asi la igualdad.

Con lo anterior, aplicando la férmula de las dimensiones al codigo:

k:=dim(Ce(D,G)) = dim(Img(evp)) = dim(L(G)) — dim(Ker(evp)) =
dim(L(G)) — dim(L(G — D)) =1(G) — (G — D).

Para la segunda afirmacion, si tenemos 0 # ¢ € Crg(D,G), es un elemento de peso
minimo, d. Entonces, por definiciéon de peso, f se anula en n — d puntos del soporte de
D , que denotaremos por F;_1, P;

29 .

mo lo hemos en el caso del nucleo, tenemos que f € L(G — (Z;:ld P;;)). Como f # 0,

dim(L(G — (Z;:ld P;;))) > 1. Esto dignifica que deg(G — (Z;L:_Id Pi;)) = 0, por el
Por tanto 0 < deg(G — (E?;ld Pi;)) = X cesop(cy Ma: — (n—d) = 0 < deg(G) — (n — d).

., P; _,. Por tanto, razonando de forma similar a co-

O

Vamos a enunciar un resultado importante, pero cuya demostracion esta fuera del alcance

de este trabajo:

Teorema 4.3.5 (de Riemann-Roch): Sea D un divisor de una curva proyectiva suave
con grado de singularidad g. Entonces, para cada divisor canénico W (ver |16], capitulo 2,

definicion 2.47), tenemos que:

(D) —l(W —D)=deg(D)—g+1
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Como consecuencia de esto, si W es divisor canénico, deg(W) = 2g — 2.

Corolario 4.3.6: Si deg(G) < n, entonces k = I[(G) y si 2g — 2 < deg(G) < n, enton-
ces k =deg(G)+1—g

Demostracion: Si deg(G) < n, tenemos que dado que deg(D = " | P;) = ny 0 =
sop(G) N sop(D), entonces deg(G — D) = deg(G) — deg(D) = deg(G) —n < 0. Usando el
tenemos que [(G — D) =0 y por tanto k = [(G) — (G — D) = l(G).

La segunda parte de la demostraciéon es consecuencia del teorema de Riemman-Roch, pero

trata con divisores canoénicos, que no hemos definido.
0

En genera, trataremos con codigos Cr (D, G) que verifican la segunda condicion del coro-
lario (29 — 2 < deg(G) < n) y se los denomina fuertemente algebraico-geométricos. En

adelante, trataremos solo con este tipo de codigos.

No existen en general condiciones sobre D y G que permitan dar una expresion exacta

sobre la distancia minima del c6digo, pero podemos tratar con una aproximacion:

Definiciéon 4.3.14: Llamaremos distancia disenada a d* := n — deg(G) a la aproximacion

de la distancia minima dada por la anterior expresion.
El siguiente resultado nos dice cuando d* coincide con la distancia minima:

Proposicion 4.3.7: Supongamos que deg(G) < n. Entonces, (d* = d) <= (existe un divisor D', D >
D' >0 tal que D = D).

Demostracién: En la demostracion vimos que la distancia minima es d si
y solo si existen n —d puntos, {F; };:f tales que [(G—PFP;, —---—DP;, _,) > 0. Si d* = d, enton-
cesn—d = deg(G) & deg(Z?:_ld Pi;) =n—d = deg(G). Es decir que deg(G — Z?:_ld P;;) =0.
Si consideramos el divisor B = G — z?:_fl P;; sean Q; = (Qix : Qiy : Qiz) los puntos donde
sus coeficientes no son cero; y ;1 (Q;) = (qix, ¢iy) su version afin (sin pérdida de generalidad,
asumimos Q;z # 0, podemos igualmente considerar ¢! o 0y hYB= > n;Q;. Vemos que es

el divisor de una funcién racional, g, con vg,(g) = nj, puesto que su grado es cero, y:

R g0 = 2)™ + Iy, 9500y = 43s)™

CH Hij (g)<0(95 — qja)" + Hij (g)<0(y — qjy)"%

g

Los polinomios R, H son de grado Zva(g)>0 vQ,(9) = Zij(g)<0 vQ,;(9) 9(Q;) (igual-

J

dad dada porque deg(B) = 0), y R(p;1(Q;)) = 0, VQj con vg,(g) > 0y H(cpz_l(Qj)) =
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0, YQ; con vg,(g) < 0. Si consideramos la homogeneizacion g* = R*/H* obtenemos un co-
ciente de polinomios homogéneos del mismo grado, luego g* € K(&X') es una funcién racional.
Ademas, los ceros y polos se preservan por la transformaciéon. Luego, los divisores son equiva-

lentes.
O

Como hemos dicho, nos limitamos a los codigos con deg(G) > 2g — 2. Juntando la

[sigleton (Corolario 3.2.7)|con el [corolario 4.3.5(del teorema de Riemann-Roch, obtenemos que:

n+l-g<k+d<n+1

Por tanto, los codigos AG, obtenidos de curvas de género cero son [MDS (definicion 3.2.7)|

y la cota empeora para curvas de género mayor.

Notemos que, con esto podemos caracterizar el cédigo, ya que podemos dar una matriz
generatriz. Supongamos que {fi, f2, ..., fx} es una base del espacio £(G), entonces, la matriz

generatriz del codigo Cr(D, G) es:

filP) fi(R) ... fi(P)
oo fo(P1) fo(P2) ... fa(Pn)

fe(Pr) fe(P2) oo fi(Pn)

En general, esta matriz generatriz sera dificil de obtener, pues obtener una base de £(G)

no es sencillo.

4.4. Codigos Co(X) y decodificacion

Vamos a introducir ahora el codigo dual de Cz (D, G). Este codigo se puede definir usando
formas diferenciales (ver |16], seccion 2.5 para una introduccion a formas diferenciales y [10]
capitulo 13, para ver la definicion de estos codigos con formas diferenciales), y demostrar que
ambos codigos son equivalentes pero, para propositos de este trabajo, lo introduciremos como

el codigo dual. Se trata también de un codigo algebraico geométrico, de evaluacion.

Definicién 4.4.15: Consideremos el codigo algebraico-geométrico C, (D, G). Entonces de-
notaremos Cq (D, G) a sulcodigo dual (definicion 3.2.8)|

Por tratarse del codigo dual, si Cr(G, D) es un codigo de pardametros [n, k|, entonces
Ca(D,G) es un codigo [n,n — k|. No podemos obtener informaciéon sobre la distancia mi-

nima sobre el dual a partir del cédigo dual, pero usando propiedades sobre la construcciéon
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del codigo podemos saber méas. Del mismo modo a como hicimos para, Cr(D,G), podemos
obtener una cota inferior sobre d. Como hemos dicho, no demostraremos estos resultados, pero

los enunciamos a continuacion.

Proposicion 4.4.8: Si el codigo Co(D,G) es un codigo lineal de parametros [n,k,d], en-

tonces presenta las siguientes propiedades.
» d>deg(G)—2g+2
» Si2g9—2<deg(G) <n, entonces k =n+g—1—deg(G).

Al igual que ocurre con Cz(G, D), no se puede dar una distancia minima de forma exacta,
y trataremos con aproximaciones. Llamaremos distancia disenada del codigo Co(D,G) a
d* = deg(G) —2g + 2.

Veamos ahora cémo podemos dar un algoritmo de decodificacién para este tipo de codigos.
Consideraremos D y G como en las secciones anteriores, y 2g — 2 < deg(G) < n. También
recordemos que, ya que la distancia minima del c6digo no es en general conocida, hablaremos

de distancia disenada d*.

Nos ponemos en la situacion del proceso de comunicacién que hemos descrito cuando intro-
dujimos los codigos correctores lineales. El emisor quiere mandar un mensaje m, que codifica
usando el codigo Co(D, G) como ¢ € Cq(D, G). El mensaje se manda a través de un canal con
ruido, y el receptor recibe la palabra y = ¢ 4+ e (donde e es el error que se ha producido).
Denotaremos por I := sop(e) al conjunto de indices correspondientes a posiciones donde se

producido un error (recordemos la notacion introducida en el capitulo anterior, cuando habla-

mos de decodificacion basada en [codigos lineales] en la seccion 3.5).

Definiciéon 4.4.16: Una funcién localizadora de errores, ¢, es una funcion tal que el
conjunto J(¢) = {i | ¢(P;) = 0}, verifica que sop(e) =1 C J(¢) y |J(¢)| < d*.

Como vimos en el capitulo anterior, conocer J(¢), nos permitirad plantear un sistema de
ecuaciones y asi calcular el vector de error. Para ello necesitamos introducir el concepto de
sindrome, pues si bien la definicién genérica sigue siendo valida, vamos a dar una especifica a
este tipo de codigos, ya que las matrices generatriz y de control son dificiles de obtener para

estos codigos.

Definicién 4.4.17: Dado x € Fy y f € £(G), llamaremos sindrome de x respecto a f

a:

s(x, f) = (x, evp(f)) = sz‘f(Pi)~
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Puesto que ambos codigos son duales (y en consecuencia, ortogonales), si x € Cq(D,G),
entonces s(x, f) = 0, Vf € L(G). Ademas, siy = ¢+ e, ¢ € Co(D,G), entonces s(yf) =
s(c, f) +s(e, f) =0+ s(e, f).

Sea t un entero positivo. Supongamos que existe F', un divisor racional sobre la curva X

con la cual hemos construido el cédigo, y cuerpo Iy, que satisface las siguientes condiciones:

sop(F) N sop(D) = 0.
deg(F) < deg(G) —2g+2—t=d" —t. (4.1)
I(F) >t

Asi mismo, fijamos las bases:
{fl, ceey fl} de ﬁ(F)

{9g:-- - gm} de L(G—F).

Lema 4.2: Si se verifican las condiciones impuestas sobre el divisor F' y el vector que le llega

al receptor y tiene como mucho ¢ errores, entonces, el sistema de ecuaciones homogéneas:

ZS(Y7fi9i):0, j=1,...,m

=1

Posee una solucién no nula.

Demostracion: Primero vemos que, efectivamente f;g; € L(G). Esto es cierto, pues f;g;

es una funcién racional y (f;g;) + G = 0, pues:

(figi) = > vp(fig)P = > vp(f)P+ Y _ vp(g)P = (fi) + (%)
Pex pPex Pex
Usando que vp(fg) = vp(f) + vp(g)) ver (|9], teorema 2.16). Ademas, como G = (G —
F)+ F, tenemos que: (figi) + G = ((gi) + G — F) + ((fi) + F'). Por definiciéon (f;) + F tiene
todos sus coeficientes positivos, y (g;) + G — F también. Su suma también los tendra, y por
tanto, (figi) + G = 0.
Si |I| = |sop(e)| < t, tenemos que, por la condicion 3 sobre F, [(F) > t:

0# L(F =Y P)<L(F)
il
Para ver esto, tenemos que {f € L(F) | f(P) = 0, Vi € I} = L(F — ) ;c; P).

Esto es cierto, porque podemos aplicar el mismo razonamiento que usamos para ver que

ker(evp) = L(G — D), tal y como vimos en la demostracion del Podemos
ver {f € L(F) | f(P;) = 0, Vi € I} como el nucleo de evp : L(F) — IF‘q”, evp(f) =
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(f(Pi)s---, [(Py;)), i5 € I. Puesto que I(F) >t > |I], existe f € L(F), tal que f € {f €
L(F)| f(P) =0, Viec I}, portanto, f € LIF =3 ,c; P) = I((F = ,c; P)) > L.

Podemos, considerar, h € L(F' — 3 ..; P;) \ {0}, con h(P;) = 0Vi € I. Es decir, para todo

punto en que e; # 0. Como h € L(F'), se puede expresar como:

l
i=1

Por el mismo motivo que f;g; € L(G), hg; € L(G)), Vj =1,2,...,m. Ademas, los sindro-

mes son funciones lineales, por lo que:

n

!
Z a;s(y, figi) = s(y, hgi) = s(e, hgi) = Zeih(Pi)gj(Pi) =0

i=1 =1

Luego (a1, ...,qa;) es una solucion no trivial del sistema (pues h # 0).

Con la notacién de la demostracion anterior, definimos:

!
¢ = aif; € L(F)
i=1

Proposiciéon 4.4.9: Si un F verifica las tres condiciones que hemos descrito, y el niimero de

errores es menor o igual que ¢, entonces ¢ es una funcién localizadora de errores de y

Demostraciéon: Debemos probar que I C J(¢) y que |J(¢)| < d*. La segunda condicion
es consecuencia de que ¢ € L(F =3 ,c ;45 Fi) \ {0} (que es cierto por el mismo argumento
que dimos para ver L(F — ) ,.; P;) # 0 en el lema anterior). Por tanto [(F =", ; ;) > 1 =

deg(F — > ;cr Pi) > 0 (ver lema.

Usando F — EiGJ(qﬁ) y que el soporte de F'y D es disjunto, tenemos que 0 < deg(F —
>icr Bi) = deg(F) — deg(}oic; Pi) = deg(F) > deg(}_ic; Bi) = Xier1 = [J(9)|. Usando
la segunda condicion sobre el divisor F', tenemos deg(F) < d* —t < d*. Juntandolo todo,
J(¢)| = deg(F) < d*.

Para la segunda condicion, probaremos que todos los puntos P; € sop(D), con e; # 0, son

ceros de ¢. Razonamos por reducciéon al absurdo. Si uno de los puntos P;, no verifica esta

10
condicién, entonces, por la segunda condicién del divisor F', tenemos que.

deg(G — F — ZR) > deg(G) — deg(F) > 2g — 2
el
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Y por el teorema de Riemann-Roch| (ver corolario 2.58 del teorema de Riemann-Roch en

|16]), tenemos la primera y ultima igualdad de la siguiente expresion:

G-F-Y P)=deg(G-F-Y_ P)—g+1 <deg(G-F— Y  P)-g+1=1G-F- > P)
icl icl iel\{io} ie(I\{io})

La desigualdad central es aritmética, al calcular el grado del divisor. Existe, por tanto,
una funciéon z € L(G — F') con ceros en todos los puntos excepto en P;, (pues podemos tomar
0#2€L(G—F =3 icr—qion Pi) \L(G = F =3, Py)). Por tanto:

n

s(y,¢2) = s(e,¢2) = Y _ eid(P)2(P;) = e;,2(Pyy)2(Ps) # 0

i=1
Si bien, para cada g; € L(G — F), el lema anterior nos dice que (v, ..., a;) es solucion del

sistema de ecuaciones homogéneo:

ZS(Y7figi):0, j=1....m

=1
Y por definicion de ¢, s(y,¢z) = 22:1 s(y, figi). Como z pertenece a L(G — F), z =
>t Aigi. Si consideramos el sindrome:

m

s(y,02) = Y _ Nis(y, ¢gi) =0

i=1

Pero hemos visto antes que s(y, ¢z) # 0, llegando asi a una contradiccion.
O

Con esta proposiciéon hemos completado la descripcién del proceso de decodificacion. Re-

capitulando, hemos de:

1. Encontrar un divisor F' que cumpla las [condiciones descritas (4.1)]

2. Calcular una solucion (ayq,. .., ) al sistema homogéneo planteado en el lema 4.2] para
lo cual debemos conocer las bases de L(F') o L(G — F') o, al menos, los coeficientes del

sistema dados por los sindromes s(y, f;g:).

3. Con dicha soluciéon, podemos definir [la funcion localizadora de errores (definicion 4.4.16)|

y calcular el conjunto J(¢), evaluando ¢ en cada uno de los puntos, P;, del divisor D.

Anotamos los indices de los puntos donde es cero dicha funcion.

4. Con esto, podemos plantear y resolver el sistema de ecuaciones:

(4.2)

Como vimos en el [la seccion 3.5| del capitulo anterior, este sistema tiene a e, el vector

de errores, como tnica solucién.
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5. Finalmente, podemos recuperar c =y — e.

Para evaluar la capacidad correctora de este método, es necesario saber para qué valores es
posible. En [10] se muestra que este método no permite corregir los | (d* —1)/2]) que a priori
parecian posibles, pero si 0 <t < (d* — 1 — g)/2, se puede encontrar un divisor racional (con
todas las coordenadas en Fy), F', de modo que el algoritmo corrige | (d* —1— g)/2] errores. De
hecho, si existe un punto racional P sobre X’ que no pertenezca al soporte de D, F' = (g+1t)P

es un divisor que cumple las condiciones.
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Capitulo 5

Codigos algebraico-geométricos en un

punto

En este capitulo vamos a tratar un caso especial de codigos algebraico-geométricos, los

llamados “one-point-algebraic codes”, o cdédigos en un punto.

5.1. Conexién entre semigrupos y curvas algebraicas

Consideremos el espacio L(mP) = {f € K(X) | (f) + mP > 0}, donde m es un entero
positivo y P es un punto en la curva proyectiva X'. Observamos que dicho [Fy-espacio vectorial
se trata del espacio de funciones racionales que poseen tnicamente un polo, en el punto P,y
dicho polo es de grado menor o igual que m. Para la dimensién de dicho espacio, denotada

por, [(mP) := dimg,(L(mP)), tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 5.1.1:

» [(mP)=1((m—1)P)+1, siy solo si existe una funcién racional f € K(X) con un tnico

polo en el punto P y tal que vp(f) = —m.

» Uno de los dos siguientes casos es cierto, o se cumple que [(mP) = I((m — 1)P), o se
cumple que [(mP) =1((m —1)P) + 1. Ademas, el primer caso se da g veces (siendo g el

género de la curva).
Demostracion:

» Supongamos que [(mP) =1((m — 1)P) + 1, entonces, la dimension del espacio cociente
V = ((L(mP))/(L((m — 1)P)), es 1. Por lo que 3f € V, f € L(mP), tal que f solo
tiene polos en P (como todas las funciones de L((m — 1)P) y L(mP)). Ademés, como
f ¢ L((m—1)P), dicho polo es de grado m = vp(f) = —m.

75
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Por otro lado, si 3f € K(X) tal que f tiene un unico polo de grado m en P, entonces, por
el grado del polo f € L(mP), ademas 0 # f € V = (L(mP)/L((m —1)P)) = dim(V) >
1 = I(mP) > l((m — 1)P). Entonces, basta con que veamos que dimg (V) =1. Si Z es
una base de L(mP), entonces, para un cierto I C Ny, |I| < oo y a; € K, tenemos que

f= Z aiz = f = Z a;Z; + Z a;zi =0+ Z a;iZ

iel, zeZ iel, zeZ, icl, zEeZ, iel, zeZ,
vp(zi)>—m vp(zi)=—m vp(zi)=—m

Donde a € K. Usando el tenemos que z; | vp(z;) = —m, a;z; = ut™™,

donde ¢ es un parametro local de Pp en P, y u es una unidad de K(&X'). Entonces,

f

(w4 u 4. u)) = bt

Con b € K. Luego V = (t~™) es un K-espacio vectorial de dimension 1.

Consideremos el [corolario al teorema de Riemann-Roch] que vimos en la seccién anterior.

Sideg(mP) =m > 2g—1 > 2g—2, podemos aplicar el|corolario 4.3.6{a L(mP), ademas,

deg((m —1)P) =m —1 > 2g — 2, por lo que también podemos aplicar el [corolario 4.3.6
a L((m — 1)P). Tenemos pues:

I(mP)=m—-g+1=((m—-1)—g+1)+1=1({(m—-1)P)+1.

Consideramos m = 2g—1, el primer valor para el que no se verifica la hipotesis m > 2g—1.
Entonces, por el corolario 4.3.6, tenemos que I(mP) = 2g—1—g+1 = g. Ademas, puesto
que para dos enteros positivos n,m con n < m, tenemos que, L(nP) C L(mP) =

[(nP) < l(mP), podemos escribir la siguiente cadena de desigualdades de longitud 2g:

g=1((2g— 1)P) > (29— 2)P) > ... > I(P) > 1(0) = 1

Luego al menos, hay g valores de 0 > m > 2g—1, en los cuales se da l{(mP) = [((m—1)P).
Vemos que este ntimero no es mayor que g. Si fuera asi, como la cadena de desigualdades
tiene 2¢g elementos, habria como mucho g — 1 desigualdades estrictas; de tipo {(mP) >
[((m —1)P). Esto implicaria que, para cierto 0 > m > 2¢g — 1, {(mP) > I[((m —1)P) — 2,
lo cual es absurdo.

Si asi fuera, entonces, 3f € L(mP) \ L((m — 1)P) que presenta un tnico polo de grado
m en P. Usando el primer apartado, tenemos que I{(mP) = [((m — 1)P) + 1, llegando a

una contradiccion.

O

Definicién 5.1.1: Sea P un punto de la curva con las propiedades descritas anteriormente.

Definimos A(P) := Up,>0L(mP). Si no hay confusién sobre P, lo denotaremos simplemente
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por A.

Veamos que A se trata del conjunto de funciones racionales teniendo un tnico polo, en
el punto P. De esta propiedad deducimos que se trata de un anillo, pues suma y producto
preservan la propiedad, y si 0 # f € A, entonces —f también. El cero y el uno pertenecen,
por ser funciones constantes (con un polo de grado cero en Py sin polos de grado mayor que

cero en otros puntos).

Definicién 5.1.2: Sea P un punto de la curva X', definimos el conjunto

A={—-vp(f)| feAP)\{0}}

Claramente, A es un conjunto de enteros no negativos. Tenemos ademés:

Proposicion 5.1.2: El conjunto A, es un semigrupo numérico. Es decir, satisface:
1.0eA
2.m+m' €A sim,m €A
3. Np \ A tiene una cantidad finita de elementos. Ademas, |No \ A| =g¢
Demostracion:

1. Las funciones constantes f = a no tienen polos, luego vp(a) = 0 para cualquier P € X.
Por tanto, 0 € A.

/

2. Si m,m’ € A, entonces, existen f,g € A(P), tales que vp(f) = —m y vp(g) = —m/.
Sabemos que fg € A (pues fg solo puede tener polos en P, porque f y g solo tienen
polos en P) entonces, vp(fg) = vp(f) +vp(g) = —(m +m’), luego (m +m') € A.

3. Para todos los enteros positivos, m € Ny tenemos dos opciones, segiin la proposiciéon
anterior (5.1.1). Si I{(mP) = I((m — 1)P) + 1, entonces, existe f € K(&X) con vp(f) =
—-m=m e A.

Si l(mP) = 1((m — 1)P), entonces no existe f € K(X) tal que vp(f) = —m y entonces
m ¢ A. Puesto que hemos visto que este tltimo caso se da solo para g enteros positivos,
mi,...,mg, entonces, {m1,...,my} = Ng \ A es un conjunto finito; y su cardinal (el

género del semigrupo) es g, que coincide con el género de la curva.
O

El semigrupo numérico A, lo llamamos, semigrupo de Weierstrass de la curva X en

el punto P. Este resultado, no solo nos permite definir un semigrupo asociado a una curva
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algebraica, si no que establece la conexiéon entre género de la curva |y del semigrupol

Ejemplo 5.1.1 (Curva Hermitica):

Consideramos que trabajamos en F,, ¢ potencia de un ntimero primo. La curva Hermitica,

esta definida por las ecuaciones:
29! = 4?4y (Ecuacion afin), F(X,Y,Z)=X%"1-Y%Z Y 7% =0 ( Ecuacion proyectiva)
Es decir, Hq := V((F')). Las derivadas parciales son:
Fx=(q+1)X?=X9, Fy=—qV9'Z-29=0-2% Fz=-Y!—qYZ9"'=-Y1

Con lo cual vemos que no hay ningtin punto singular (P = (a : b : ¢) € P? tal que
Fx(P) = Fy(P) = Fz(P) = 0), luego es una curva suave. El punto P,,c = (0 : 1 : 0) es
el tnico punto de la recta del infinito, Z = 0, que pertenece a H,. Queremos conocer un

parametro local de la curva en Py, por lo que examinamos la tangente:
dp F = Fx(Poo)X + Fy(Px)Y + Fz(Px)Z=0-X+0-Y+—-1-Z=—-Z

Como X/Y no es multiplo constante de la tangente, es un parametro local en Ps.
Consideremos las funciones racionales X/Z e Y/Z sobre H,, como Py es el tinico punto en
Z = 0 de la curva, tenemos que ambas funciones son regulares en todos los puntos de la cur-
va, excepto en Py. En consecuencia, ambas funciones pertenecen a A(Ps) = Up>0L(mPx);
vamos a calcular vp,(X/Z) y vp (Y/Z).

Si consideramos F(p; (X : Y : 2)) = F(X/Y,1 = Y/Y,Z/Y) = (X/Y)*! — (Z/Y) —
(Z)Y)4, es decir, (Z/Y) + (Z)Y)? = t7! y entonces vp_((Z/Y) + (Z/Y)?) = g+ 1. Usando
las propiedades de vp,_, tenemos que:

q+1=0vp ((Z2/Y)"+(2/Y)) = min{vp, (Z/Y),vp, (Z/Y)"} =
min{vp, (Z/Y),q-vp (Z]Y)} =vp (Z]Y)

Puesvp (Z/Y) #vp ((Z/Y)9) = qup,(Z]Y). Por tantovp, (Z/Y) = q+1 = vp (Y/Z) =

—(q+1).

Usando un razonamiento similar, podemos obtener vp_(X/Z), tomando la carta ¢!,
obtenemos (X/Z)4 = (Y/Z)? + (Y/Z), y por tanto:

(¢+Dvp, (X/2) = min{vp, (Y/Z),vp, (Y/Z2)")} = vp (Y/2)?) = ¢-—(q+1) = vp (X/Z) = —q

Por tanto, ¢ — 1,¢ € A, tenemos que, (¢,q + 1) C A. El género de la curva H, es
(deg(F)—1)2(deg(F)—2) _ ‘1(‘12—1)

g= , que coincide con el género calculado segin la |proposici()n 1.4l
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En consecuencia, puesto que un semigrupo esta contenido en otro, y tienen el mismo ntimero

de lagunas, deben coincidir; (g,q + 1) = A.

5.2. La operaciéon @ y la sucesién v

Podemos dar una aplicacién biyectiva que nos permita indexar o enumerar los elementos

del semigrupo. Dicha aplicacién se denomina enumeraciéon:

Definicion 5.2.3: Sea S un semigrupo numérico, S = {0 = sg,s1,...,5;,...}, tal que
Vi € No, s; < sij+1. La aplicacion X : Ng — S, A\(i) = s; es la enumeracion del semigrupo S.

Usaremos la notacion \; = A(4)

La aplicacion anterior es claramente una biyeccion, y es creciente (s; 11 = A(i+1) > A(i) =

s; = s). Es por tanto la tnica aplicaciéon con estas propiedades.

Definicion 5.2.4: Definimos la operacién @©g : Ny x Ng — Np, asociada al semigrupo S,

como:

i®sj =2+ )

Para cualquier i, j € Ng. A1 es la inversa de la enumeracion de S. Si A, — \; = Aj €A,

entonces decimos que k ©gi = A" (\, — Aj)=17J

Ejemplo 5.2.2: Consideremos el semigrupo (3,5) = {0,3,5,6,8, —} y su correspondiente
enumeraciéon, X. Entonces 142 = A1 (3+5) = A71(8) =5y 3@2 = A"1(6+5) = A71(11) = 8.

Veamos un ejemplo usando GAP (donde los indices comienzan en 1):

gap> S:=NumericalSemigroup (3 ,5);;
gap> Oplus(2,3,8);

5)

gap> S[2]; S[3]; S[5];

3

)

8

La operacion @ es conmutativa y asociativa, pues ij = A7 (A +X;) = A1\ +\) = jdi
(v similarmente para la asociatividad). El cero es su elemento unidad, 0 @i = A" (\g + ;) =
A71(0 4+ A;) = j. Sin embargo, por lo general no hay inverso (si A — \; ¢ S entonces k Og i

no esta definida).
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La operacion también es compatible con la relacion de orden del semigrupo. Es decir, si a <
b, a,b € Ny, entonces a®c < bdc. Efectivamente bdc—a®c = A" H(Ae+Xp) = AL (Ae+Ag) > 0,

pues la enumeracién es monétona creciente, luego también lo es la inversa, y A\p > A,.

Definicion 5.2.5: Sea S un semigrupo numérico y @g la suma de indices asociada a S.

Entonces definimos:
» El orden parcial en los naturales asociado a S, (Ng, =g) de forma que:
Jrsie A —NES
O, equivalentemente, existe k € Ny, tal que i &g k = j.

= El conjunto:
D) ={jeNolizjt={jeNo|Xi—X €S}
Al cardinal de dicho conjunto, lo denotaremos por v; = |D(\;)|.

= Denotaremos v a la sucesion {v;}32,

Ejemplo 5.2.3 Para el caso trivial S = Ny, tenemos que D()\;) = {j € Ny | i —j € No} =
{jeNg|j<i}=vi=1+1i Luegorv=1,23,...

Usando la funcién que he implementado en GAP, podemos calcular la sucesiéon v de un
semigrupo numérico. Esta funcién nos da la primera parte de la sucesion, pues a partir de un

ndimero crece en incrementos de 1 |4].

gap> S:=NumericalSemigroup (3,5);
<Numerical semigroup with 2 generators>
gap> NuSequence(S);

[ 1, 2, 2, 3, 4, 4, 3,6, 5, 6, 8, 8 |

Proposicion 5.2.3: Sea S un semigrupo numeérico, y v su correspondiente sucesion v. Tene-
mos que para todo 7 € Ny:

vi={(j,k) eNg | j ® k = i}|

Demostracién: Denotamos al conjunto {(j,k) € N2 | j @ k = i} como B, y definimos la
aplicacion f : D()\;) — B como indicamos a continuacion. Si j € D(\;) = A — A € § =
'3k € Ny [Ai — Aj = Ai. Por tanto, podemos definir f(j) = (j, k). Efectivamente, j & k =
AL\ 4+ Ak) = A7H(\) = i. La aplicacién es inyectiva, pues f(j1) = f(j2) & (j1,k1) =
(ji2, k2) € j1 = jo. Es también sobreyectiva, pues dado (j, k) € B, j&k =1 = A\"1(\;+ ;) =
i= AN+ =AN=2N A= NeA= e D)

O
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5.3. (Cobdigos en un punto

5.3.1. Construccién de los cédigos

Los cédigos en un punto siguen una construccién muy similar a la que vimos en el capitu-
lo anterior. El nombre viene dado porque estan definidos en un divisor formado por un solo
punto; es decir, el espacio de partida para definir la funcién evp(f) es un espacio de la forma
L(mP). Necesitamos un concepto nuevo, el de orden de una funcion, que ha motivado en parte

la introduccién de los semigrupos de Weierstrass en la secciéon anterior.

Definicién 5.3.1.6: Dada X, una curva suave e irreducible definida sobre el cuerpo F,.
Si A = {0 = Ao, A\1,...} es el semigrupo de Weierstrass de la curva en el punto racional P,
donde los elementos del semigrupo estan enumerados en orden creciente (A; > A; si i > j).
Entonces, podemos definir una aplicacion p : A — Ny U {—1}, de forma que, si f € A\ {0}
y vp(f) = —As, definimos p(f) = s; y si f = 0, establecemos p(0) = —1. Llamaremos a p(f)

orden de la funciéon f.

Lema 5.1: Con las hipétesis y notaciéon de la definicién anterior, podemos encontrar una
base infinita, Z = {2, z1,...,2i,...}, de A(P), tal que Vi € Ny, vp(z;) = —\;, o equivalente-
mente, Vi € Ny, p(z) = 1.

Demostracion: Si \; € A C Ny, entonces, por definicion del semigrupo de Weierstrass,
f € A tal que vp(f) = —\; Veamos que, dada una base Z = {z, z1,..., 2,...} de A, hay

un elemento z; de la base tal que vp(z;) = —\;.

Podemos expresar f = ,.;a;2;, a; € K, (|I| < 00). Claramente, vp(a;z;) = 0 +vp(z;) #

0+ vp(zj) = vp(ajz;), Vi # j (Para ver que si i # j, vp(2) # vp(zj), ver demostracion de

la [proposicion 5.1.1) donde vimos que dim(L(mP) \ L((m —1)P))) < 1, luego dos elementos,

f1, fo € Atales que vp(f1) = vp(f2) = —m son linealmente dependientes). Entonces vp(f) =
vp( ey @izi) = miner{vp(z;)} (segunda igualdad, por las propiedades de vp(f + g), ver
teorema 2.16 en [16]). Por tanto el minimo se alcanza para un cierto z;, tal que A; = vp(f) =

vp(zi).

0

Con esto podemos definir los codigos en un punto. Recordemos la |definicion de evp(f)|

dada en el capitulo anterior (Seccion 4.3).

Definicion 5.3.1.7: Sea P, un punto racional de la curva suave e irreducible X, y D =
P, + P, + ...+ P, un divisor racional, con P; # P, Vi € {0,1,...,n} y Z una base de A(P),
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con las propiedades descritas por el lema anterior. Entonces, para cada subconjunto W € Ny,

definimos el cédigo en un punto asociado a W como:
Cw = <€UP(ZZ‘) | 1€ VV)L = <(ZZ'(P1),ZZ'(P2), ... ,Zl(Pn)) | 1€ VV>l
Donde L denota el codigo dual. En este caso la funcién de evaluacion va del espacio vec-

torial de partida V' = ({w; }iew) a Fy.

Al conjunto W lo denominaremos conjunto de comprobaciones de pariedad de Cyy.
Para el caso particular en que W = {1,2,...,k}, hablamos de c6digo en un punto clasicos, y

usaremos la notacion C.

Notamos que, si hablamos del caso de codigos clasicos, V = ({#;}*,) = L(mP), entonces,

tenemos que Cy, = evp(L(mP))t = Cq(D, mP) (ver definicion [4.4.15).

Podemos dar la matriz de control si conocemos z;, Vi € W = {wy,we, ..., wr} C Np:
zwy (P1) 2wy (P2) -+ 2w (Pn)
Rwa (Pl) Zwgy (P2) T Rws (P'n)
H = . . . .
2w (P1) 2w (P2) o0 2wy ()

Y en base la matriz de control, podemos usar algebra lineal para calcular la matriz gene-
ratriz, usando la relacion GH”' = 0 dada por la proposicion

5.3.2. Decodificacion

En esta seccién daremos las nociones fundamentales sobre como decodificar este tipo de
codigos. En particular, estudiar las condiciones para las cuales es posible obtener una deco-
dificacion. Supongamos que el emisor transmite un mensaje codificado, ¢ € Cyy, que llega al
receptor como y = ¢ + e. Denotemos t’ al nimero de posiciones no nulas del vector e. Defini-

mos el sindrome como:

Definicion 5.3.2.8: El Sindrome de 6rdenes i, j de e = (e1,€9,...,6,) es:

Definimos también:
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Asi definidos, los sindromes definen una matriz, S™ = (sij), 0<i<r, 0<j<r de
dimensiones (r 4+ 1) x (r’ + 1). Vemos por la definicién, que s;; = s;;, por tanto, si 7 =1/, es

una matriz simétrica. Tenemos que Hy' = Hc! + He! = 0+ (s1, 52, . .., sx)!, que coincide con

el sindrome tal como lo definimos en la seccion 3 (definicion 3.3.9)).

Lema 5.1: Si z;,2; € Cw, y kK = i @ j, entonces el sindrome s;; se puede expresar como

combinacion lineal de sindromes sy, 0 < ¢ < k:
Sij = Sk + Qp—15k—1 + ... + apso (5.1)
Para los coeficientes a1, az,...,a; € K tales que z;z; = agpzp + ... + ap2o.
Demostracion: Sii®j = k (recordando la|definicion 5.2.3)), z;, z; € Cy (recordemos que elegi-
mos la base do modo que vp(z;) = —\;) entonces z;z; € Cy, con vp(zzj) = vp(z;)+vp(z;) =

—Ai —Aj = =\ Por tanto, z;z; se puede expresar como combinacién lineal de elementos de

. k 1e .
orden no superior a k; z;z; = Y, a;z. Entonces, podemos escribir los sindromes como:

n n

k
Sij = Z%(PE)Z] (Pp)es = Z Z%Zs (Pp)ey) ZakZZZ (Pp)es = Zaksk

(=1 (=1 s=0 s=0 (=1

Los sindromes dependen del vector de error e, que es a priori desconocido.

Vamos a trabajar, al igual que hicimos en el capitulo anterior, con funciones localizadoras

de errores |(ver definicion 4.4.16)|

Proposiciéon 5.3.2.4: Sea f = 2z, + ar_120—1 + ... + ag, para ciertos a; € K, z, € Z, y
sea S™" la matriz de sindromes del codigo. Entonces, si f es una funcion localizadora de erro-
res, entonces, (ag,ar, ... ,ar)S”’/ = 0, para todo 7’ > 0. Como reciproco, se tiene que existe
M, tal que si (ag,aq, ... ,ar)S”/ = 0 para todo 1’ con r @ r’ < M, entones, f es una funcion

localizadora de errores.

Demostracién: Empezamos por la primera afirmacion, es decir, bajo la hipétesis que,
f = zr+ar_12,—1+...4+ap es una funcion localizadora de errores, es decir, e, # 0 = f(Py) = 0.

Computando el producto (ag,ay,...,a,)S™ =

T n s

T T T
O aisio, Y aisi, . Y aisir) = (O ai Y z(P)zo(Pe)ers -, > ai y zi(Pe)ze (Pr)er) =
rar A ar ;

7,:0 =1 i=0 k=1

3

T

(Z (P ekzazzz Py), Zzw Pper Y a;zi(Pr)) Zzo Pyerf(Pr), Zz Pylerf(Pr)) =
k=1 1=0 i

=0 = =
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Pues si e, # 0, por ser f funcion correctora de errores, f(Py) = 0. Y si f(Py) # 0, entonces

er = 0. Una demostracion del reciproco puede encontrarse en [11].
O

Por tanto, buscamos pares de valores de r y r’ suficientemente grandes como para que el sis-
/ ., .. . 1"
tema (zg, ..., z,—1,1)S™ = 0 tenga una solucion no trivial. Notemos que, si (zg, ..., z,—1,1)S™" =
0, entonces,

v <o’ (woy ..., e, 1)STT/ =0.

Atn asi, la matriz de sindromes no es conocida o, al menos, no todas sus entradas. Vamos
a describir un proceso iterativo para calcular los sindromes s; a partir de sindromes de 6rdenes

inferiores. Explicamos, a continuacién, como vamos a proceder:

Calculo de los sindromes, sistema de votacion:

Vamos trabajar, de iterada, sobre los elementos de A, en orden creciente. Supondremos
conocidos los sindromes para valores pequenos, los s;; con 7 @ j < k. Queremos calcular los
sij con 1 @ j = k. Usando la ecuacion vemos que esto es equivalente a calcular s; (ya que

50, 81, -+ -, Sk—1 los conocemos, por hipotesis).

= Kl caso més sencillo es en el cual £k € W. Escribiendo e = y — ¢, y usando que, por
definicion de Cyy, c es ortogonal a (zx(P1), zk(P2), ..., 2k(Pn)), k€ W:

3

sk=>_ (P =Y zu(Pye— > ze(Po)ee =Y zk(Po)yuo,
=1

Como es y es conocido, podemos determinar en este caso el valor de sj.

» Para determinar s, en el caso que k ¢ W, usamos un sistema de votacion.

Definicion 5.3.2.9: Los elementos i tales que k =5 4 (definicion 1.2.12)) y para los

cuales, los siguientes sistemas de ecuaciones,
i,(kOi)—1 _
($0,$1,...,$i_1,1)5 ( ) =0

N (5.2)
(y07 Y1y« Ykois 1)Sk917(1—1) —0

tienen soluciones no triviales, son los votantes.

Lema 5.2: Sea i, i < k, un votante, consideramos el valor:
Sikoi = —((S0kcis S1kGI: - -+ » Sim1kei)s (T0, T1, -+, Tio1))
Entonces, el valor anterior coincide con

Sikei = — (8105 Sits - - 5 8i(j=1))s (Y0, - - s Y(hoi)—1))-
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Ademas, si s; koi = 5; kei, entonces, (xo, 21, ..., Ti—1, 1)SHkS = 0 y
(Y0, Y15 - - Yo (i-1)s 1)S*Si = 0. Si no se da la igualad, no hay funciones correctoras de erro-

res de orden ¢ ni j.

Demostracién: Vemos primero que, las dos definiciones de 3; ro;, son equivalentes. Denote-
mos j = k©i. Si se verifican los sistemas de ecuaciones 5.2, tenemos que (zg, 1, ..., T;_1,1)S% "1 =
0 implica que (s, Si1, - - -, Si(j—1)) = —(Z0,- - - ,2;—1)S* 71771 (colocando a la derecha del s.e
los términos en x y a la izquierda los términos independientes). Similarmente, obtenemos de

(yo, Yiy-- -, yj: 1)Sj’(i71) = 0, que (30j7 81]‘, ceey S(ifl)j) = —(y(), e ,yj_l)Siil’jil. Entonces,

=35 = (504,514 -+»Si—1,5)s (T, X1, ..., Ti-1))
= (—(Yo,- -, yj—1)S" 7 (o, 21, ..., 2i-1))
= —(W0,---,yj—1)S" I Nwo, w1,y wi)"
= —(x0, 21, -, i)V (yo, -,y 1)

- <—(CC07 L1y )xi—l)Sj_l’i_la (yOa “e ayj—l)>

= ((si0, 511, - - - 75i(j—1))7 (Yo, - - - ’yjfl»

La igualdad central viene dada porque s;; = s;;.

Si para cierto i se da la igualdad s; kei = 5 ke, veamos que (2o, 1, ..., Ti—1, 1)SHkSt = 0,
Puesto que,
i, (koi)—1 i—1,(koi)—1
0= (3}‘0,...,1}171,1)51’( i) = (mo,...,xi,l,l)SZ (kei) + (So,jasl,jw"?si*l,j)
entonces:
. 1 Si,k@i _
(1‘0,%‘1,...,{[}171, ) =
i—1,(koi)—1
((1’0, Llyeony :L‘i,I)SZ ( 91) +(50,j7 817]', e 73i71,j)7 <(l’0, Llyeony 33‘1;1), (SiO, Silye ey 5i(j—1))>+5ij)

= (0, —gij + Sij) =0.

Del mismo modo, y teniendo en cuenta que s;; = s;;, obtenemos que (yo, . . . , Yi—1, l)Skei’1 =

En caso que s;; # 5;;, entonces tenemos que
(@0, 21, 2i-1, )S O =0y (40,91, - Yho(i-1), 1S = 0

no tienen soluciones no triviales. Por la proposicion [5.2.2.3] eso significa no hay funciones

localizadoras de errores e orden ¢ ni j.
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Definicién 5.3.2.10: Podemos usar los lemas[5.1]y [[ema 5.2 para describir un candidato, 3y,

a Sk, COMO §; koi = AkSp+ak—15k—1+. . .+aoag (con ag, . . ., aj tales que zjzpe; = arzk+. . . ap20)
83 kOi—0k—1Sk—1—---+a00a0
ag :

Por tanto, §; =

Vemos que para diferentes valores de i, obtenemos, potencialmente, diferentes valores de
Sk. En este caso, decimos que ¢ vota al candidato ;. El siguiente resultado nos da garantias

sobre el proceso de votacion.

Lema 5.3

» Sii e D(\) (definicion [1.2.12)), y i ¢ Ae := No \ {p(f) | f es localizadora de errores},

Jj:=k©o1i¢ Ae, entonces i es un votante, y su voto coincide con s.
» Siun votante i vota a un candidato incorrecto, S, para si, entonces i, j € Ae (j := kO1).

» Siyg > 2|D(\;) N Ael, entonces, la mayoria de los votantes votan al candidato correcto

Sk. (v definida en [1.2.12))

Demostraciéon: Como dijimos antes, asumiremos que Vi, j | i @ j < k, conocemos s;;.

» Siid,j ¢ Ae, entonces, existen funciones localizadoras de errores fi = z; + xi—12i—1 +
oot w020y fo = Zj +Yj—1%2j—1 + ... + Yozo- Por la proposicion tenemos que
(mo,xl,...,xi_l,l)Si’T/ =0, V' > 0, y que (yo,yl,...,yj_l,l)Sj”'/ =0, Vr' > 0.
En concreto, se verifican los sistemas de ecuaciones 5.2, que, junto con que k > 1,
nos lleva a concluir que i es un votante. Ademas, por el lema 5.2, al haber funciones
correctoras de errores de orden p(fi) = iy p(f2) = j, no puede darse que s;; # §;;.

Luego s;j = 5ij = 5 = Sj.

= Si s # 5, = si; # 5i5. Entonces, por el lema 5.2, no hay funciones correctoras de errores

de ordenes ¢ ni j, es decir, i,j € Ae

= Consideremos los conjuntos:

A={ie D) |ikoic A}
B={ieD(\)|icAe,kSi¢ Ae}
C={ieDN)|i¢Ae,kOic A}
D={ieDN)|ikoid¢A}

Por un lado, tenemos que, debido al segundo apartado, hay como mucho |A| votos
erroneos (de los | A| votantes que se equivocan). Por otro lado, debido al primer apartado,
los votos correctos son al menos |D|.

Puesto que v, = |[D(\)|, y 4, B, C, D forman una particion disjunta de D();), tenemos
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que v, = |A| + |B| 4+ |C| + |D|. Ademas, |D(X\;) N Ae| = |A| + |B| = |A| + |C| (la ultima
igualdad por simetria de i y j = k ©4). Que la mayoria de los votos sean correctos

significa que |D| — |A] > 0 (mé&s votos correctos que incorrectos), deducimos que esto

ocurre si, 0 < |D| — |A| = vy, — |B| — |C] = 2|A] = 2 — | D(\) N Ae| & [D(X) N Ag| <
O

Como conclusiéon, tenemos que:

Teorema 5.3.2.5: Si v; > 2|D()\;) N Ae|, para todo i ¢ W, entonces e es corregible, en
el codigo Cyy.

Demostracion: Por el lema anterior, si v; > 2|D()\;) N Ae|, para todo i ¢ W, entonces
es posible calcular, por el método de votaciéon que hemos descrito, los sindromes sg, y cons-
truir la matriz de sindromes S™" para cualesquiera 7,7 > 0. Buscamos un par (r,7") tal que
r@r' es suficientemente grande para que (ag, . . . ,ar)S”/ = 0 tenga una solucién no trivial, ya
que, la solucion de este sistema nos proporciona una funcion localizadora de errores, f, para e
(y ahora lo podemos resolver, pues conocemos el valor de S”’/). Con la funcién f, conocemos
el conjunto J(f) = {i € N | f(P;)} = 0, finito, pues f no puede tener una cantidad infinita

de ceros (salvo f = 0). Podemos plantear el sistema en x, que discutimos en el apartado

s(x) = Hx! = s(e)

(5.3)

Luego se puede obtener, e y recuperar c =y — e.

g

5.4. Cotas inferiores para la distancia minima y pesos de Ham-
ming

En esta seccién trataremos de dar una cota inferir para la para distancia minima de los
codigos en un punto. En particular, tratamos con codigos clasicos, de la forma Cy,, (definicion
. Una de las cotas mas conocidas es la llamada cota de Goppa. Para el codigo Cp,,
tenemos que:

d(Cm) >m+2—2g

Esta cota resulta de aplicar la proposicion al codigo C,,. Como indicamos en el
capitulo 4, no se conoce una expresion para distancia minima, pero podemos dar una inferior
que se ajuste més. Vamos a usar el concepto de distancia de Feng-Rao con este fin. Asi mismo,

veremos como también se puede usar como una cota inferior para las pesos de Hamming
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generalizados. Por tantp, la distancia de Feng-Rao sera tutil tanto en el estudio de codigos,

como al problema de “wire-tap channel I1”.

Distancia de Feng-Rao generalizada y nimeros de Feng-Rao

Empezamos definiendo la distancia de Feng-Rao que, como veremos, es una mejora sobre

la cota anterior para la distancia minima.

Definiciéon 5.4.11: Sea A un semigrupo numérico (no necesariamente el semigrupo de Wiers-

trass asociado a una curva en un punto) y sea m € Ny. Entonces,
5FR(m) = min,,iey{yi | Ai > A, A € A}

se denomina distancia de Feng-Rao del semigrupo.

En algunos textos se usa la definicion dpr(m) = min,c, {vi | i > Am, A\i € A}, en cuyo

caso los resultados que vamos a discutir a continuacién son ligeramente diferentes.

Proposicion 5.4.6: Sea A un semigrupo numérico y m € Ny. Consideremos el conjunto,

F,,, asociado al semigrupo A (no confundir con D(};), descrito en definicion [1.2.12)),
Fp = {(z,y) € N2 | z,y son lagunas de A y = +y = A\, }.

Sea 0pr(m) la distancia de Feng-Rao del semigrupo. Denotamos ademaés, por g(\;), i € Ny
al namero de lagunas menores que \; (Donde si A; > ¢ — 1, entonces g(\;) = g). Tenemos el

siguiente resultado:

» Para todo m € Ny, v, = Ay + 1 — 29(\y,) + Fiy. En caso que A, > ¢, (siendo ¢ el
conductor del semigrupo), tenemos que vy, = Ay, + 1 — 29 + Fp,.

» También tenemos que v, = m+ 1 — g(A\p) + | Finl-

» dpr(m) > A + 1 — 2g (equivalentemente, dpr(m) > m + 1 — g), para todo A\, > c.
Ademas, la igualdad se da cuando A, > 2¢ — 2.

Demostracion:

= Consideremos los siguientes conjuntos,

A =A{(z,y) €No |2 +y = An}

B, = {(z,y) € Ay, |  es una laguna de A}
Crm = {(z,y) € Ay | y es una laguna de A}
Dy ={(z,y) € A* |2 +y € A}
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Claramente, F,,, = By, N Cy, v Ay, = Dy, U By, U Cy, (Notemos, con la definicion m
IDOm)| = {s € A| A — s € A} = [{(s1,52) € A?| 51+ 52 = A }| = | D). Ademis,
Dy, N (B, UCyy,) = (0. Por tanto,

Vm = |D(Am)| = |Dim| = |Am| — |Bm U Cp| =
|Am| = |Bm| = |Cm| + |Bm N Ca| = |Am| — | Bm| — [Cn| + [Fin|.

Hay A, +1 pares (z,y) € Ny tales que, x +y = Ay, luego |A,,| = A, + 1. La simetria en
la definicion de By, y Cy, conlleva que |By,| = |Cy,|. Ademas, si x < )\, es una laguna
de A, entonces y = A —x € Ny = (z,y) € B,,. Reciprocamente, si (z,y) € B,,, entonces
x es una laguna, con < \,,,. Puesto que hay g()\;,) lagunas menores o iguales que A,
(por hipétesis, A, > ¢), tenemos que, |By| = g(Ap). Luego vy, = A +1—29(Ap) + | Finl-
Y como hemos dicho, si Ay, > ¢, g(Am) = g.

» Vemos que A\, = m + g(\,). Efectivamente, A, es el elemento m + 1 del semigrupo y,
en los naturales, contando las g(\,,) lagunas, es el elemento m + 1 4 g(7) elemento de
Ny, es decir, A\;,, = m + g(A,). Por tanto, usando el apartado anterior, v, = A\, +1 —
20 Am) + Fn=m+gA\n) +1—29(\p) + En = m+1— g(\n) + Fon.

» SiAy > vy =AM+ 1—29+4 |Fn| > A+ 1 — 2g, por el apartado anterior. Por tanto,
dpr(m) = miny, s, {vi} > miny,si, {Ni+1-2g} = miny,>y, {Ni}—29+1 > A\ +1-2¢.
Ademas, para A\, > 2c— 2, supongamos que existen, x,y, lagunas tales que, z +y = A,.
Entonces, x +y = A, > 2¢ — 2, pero ¢ — 1 es la mayor de las lagunas de S, luego no

existen tales x, y. Usando el segundo apartado, tenemos le resultado dpr(m) > m+1—g.
O

Como dijimos en al capitulo 4, es habitual trabajar con cédigos AG que verifican que
m = deg(G) > 2g — 2, o equivalentemente, m > ¢ = A\, > 2¢— 2, luego podremos aplicar este

resultado.

Como consecuencia de la proposicion, tenemos que:
dpr(m+1)>(m+1)—g+1>m—2g+2.

Ademas, en el teorema 2.5 de [14], demuestra que, para todo m € Ny, d(C),) > dpR(m),
luego tenemos:
d(Cm) = 6rr(m +1) > m —2g + 2.

Con la cota que acabamos de ver para dpr(m) ya tenemos una para la distancia mini-
ma, mas ajustada que la dada por la proposicion Ademés, si conocemos una forma de

computar la distancia de Feng-Rao, podemos dar una aproximaciéon més refinada. Aqui, vamos
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a generalizar dpr(m), que nos da una mejor cota inferior, no solo para la distancia minima

del c6digo, pero también para el peso de Hamming generalizado:

Definicion 5.4.12: Sea A un semigrupo, y Ap,, 1, 82,...,5- € A, entonces:

» Definimos D(s1, 2, ..., ) = D(s1)UD(s2)U...UD(s,) = {s € A | s;—s € A para algin i =
1,2,...,7r}.

» Y, en base a lo anterior, definimos vs, 5, = [D(s1,...,5)|.

» La distancia r-ésima de Feng-Rao se define como:

O0pr(m) =min{ve, o | Am <51 <...< 8y, 8 € A}
Vemos que, para r = 1, §Lp(m) = dpg(m).

A continuacién, veremos como podemos obtener resultados similares a los de la proposicién
para acotar la distancia minima.

Teorema 5.4.7: Sea A un semigrupo numeérico, con género g y conductor c. Sea también
r > 2, entonces existe una constante E, = E(A,r) tal que para todo A, > 2¢ — 2 tenemos

que:

Spr(m)=m+1-g+E;

Demostracion Sea A 5 s1 > A\, ysea k; > 0parai=1,2,....,r —1 tal qué A 3 s;41 =
si + ki, Vie{1,2,...,7 —1}. Denotamos k = (ki, ko, ..., ky—1). Para h € {1,2,...,r — 1},
definimos (para k fijo):

j
= [{p €N\ A‘P+Zki€Aparaciertoj:1,2...,r—1}‘
i—1

J
e = HZE [Lth *leZk:iEAparaciertoj:h,thl,...,r—l}’
i=h

Vemos que v, no depende de s1, ademas, tenemos las siguientes afirmaciones:

» Para s > 2c¢ — 1, es el numero de enteros en el intervalo [0, s1] que no pertenecen a

D(s1), pero pertenecen a D(s;) para j > 2.

= Por otro lado, si s1 > ¢, entonces ,uﬁ es el namero de elementos de D(sy,s2...,s,) en el

intervalo [sp + 1, sp41].

Demostremos lo anterior:
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= Demostremos la primera afirmaciéon. Denotamos 7y al conjunto para el cual hemos defi-
nido v, como su cardinal.
Sea s € [0, s1] tal que existe j > 2 tal que s € D(s;) y s ¢ D(s1). Entonces, para dicho
Jj, 85 —s €N = s —l—zgzlki —s € A Como s ¢ D(s1) y s1 —s > 0 tenemos que
p:=s1 —s ¢ A. Por tanto, p € 7.
Reciprocamente, si p € 7y, definimos s := s; — p € [0,s1], ya que, por hipdtesis,
s1 > 2c—1,y pes una laguna (es decir, p < g < ¢). En particular, si g > 1, tenemos que
s1—p>2c—1—g>c luego s —p €A (sig=0=0). Existe j € {1,2,...,r — 1}
tal que p + Zgzl k; € A. Para dicho j:

J J
sj+1—s:sl+2ki—81+p=p+2kiEA
=1 =1

Luego s € D(sj11). Pero s1 —s=s1—s1+p=p ¢ A= s ¢ D(s1). Por tanto, tenemos
una biyeccion entre i y los enteros en el intervalo [0, s1] que no pertenecen a D(s1),
pero pertenecen a D(s;) para j > 2, y por tanto el cardinal de ambos conjuntos es el

mismo.

= Veamos la segunda afirmacion. Denotemos /Tl’i al conjunto del cual ,u,ﬁ es el cardinal:

Por un lado, consideremos s € [s, + 1, sp41] tal que s € D(sq1,$9,...,5,). Entonces,
consideremos | := s — sp,. Tenemos que | € [sp, + 1 — sp, Sp+1 — sp] = [1, kp)]. Ademas,
como s € D(s1,5s2,...,5), existe s; tal que s; —s € A, donde s; > s. Por lo tanto, para
dicho j,

J J
—l-i—Zkz‘:Sh—S—i-Zki:Sj—SEA
i=h i=h

Luego | € ;ﬁ Reciprocamente, tenemos que sil € /Tﬁ, s:=1l+sp € [sp+1,sp41], v para
clerto h < j <r—1 tenemos que —l + Y 7_, k; € A. Para dicho j, s; —s =s; —l —s5, =
Sh+ >0y ki—l—sp=—l+%1_, ki € A. Por tanto, s € D(s;) = s € D(s1,82,...,5).
Por tanto, hay una biyeccién entre ,LTﬁ y los elementos de D(s1,s2...,s;) en el intervalo
[sp, + 1, sp11], dada por fr(l) = sp, + I. Luego ambos conjuntos tienen el mismo ntimero

de elementos.

Por tanto, si s1 > A, > 2¢— 1:
1. 22;11 uﬁ es el namero de elementos de D(sy,...,s,) en [s; + 1, s,]
2. 7k es el namero de elementos de D(s1,...,s,) \ D(s1) en [0,s1 + 1)

3. vs—1 es el namero de elementos de D(s1) en [0, s + 1)
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Juntando lo anterior:
r—1

h
Vsq,82,8p = Vs; T 7k + E 259
h=1

Y, por tanto, dado que ni v, depende de k, ni v + 22;11 ,uﬁ depende de mq, para calcular
la distancia de Feng-Rao generalizada es suficiente con calcular, de forma independiente, el
minimo de ambas cantidades. Por tanto (aplicando la proposicion [5.3.5)), obtenemos que:

r—1

Opr(m) = min{vs, s} = min{vs,} +min{nc+ Y pi} =m+1—g+ E(A,r),
h=1

Donde E(A,r) = min{y + S p_y ul | k; > 0, Vi}
O

Definicién 5.4.13: Para r > 2, denominaremos nimero de Feng-Rao r-ésimo del semi-

grupo A a la constante FE, (A, ), que hemos tratado en el teorema anterior.

Proposicion 5.4.8: Sea A un semigrupo de género g > 0, y sea r > 2. Entonces:
T S E(A,’l“) S )\rfl

Ademas, si r > ¢, entonces E(A,r) = 1 =1+ g— 1.

Demostraciéon: La primera desigualdad es consecuencia de que hay al menos r elementos
(0, 82,83, ...,8:) en D(s1,...,8.)\ D(s1) en el intervalo [0, s,.]. Por tanto (recordado la demos-
tracion del teorema anterior) min{y + S5_% ul | k; > 0, Vi} > 7.

Demostremos la otra desigualdad. Primero, veamos que, para ¢ = 0,1,...,r — 1 tenemos
que DA + Ar—1 — X)) € DAy + Ar—1). Por definicion z € DAy, + A1 — Nj) = a =
Am + A1 — AN —x € Aportanto, a+ N\, EA = A+ A1 —2 €A =2 € DAy + A1)
Aplicando lo anterior, tenemos que DAy, + Ar — Aoy, A + A — A1) € D( A + Ar1).
Aplicando la definicién, tenemos que si A, > ¢, entonces 6 p(m) < vy, 41,_,; donde, por la
proposiciéon Up4dr_1 = Am + Ar—1 + 1 — 2g cuando A, + Ap—1 > 2¢ — 1. Aplicando el

teorema [5.3.6
5;’R(m) =m+1- 29+E(Aa’r) < /\m +>\r71 +1-— 29 = E(A,T) < )\rfl)-
Finalmente, si 7 > ¢, entonces Vp € Ny \ A y Vk € N{; tenemos que, p + Z::_ll k; >

p+ (r—1)>r € A luego todas las lagunas pertenecen a 7 = 7y, = g. Concluimos que:

r—1
E(A,r):g—l—min{z,uﬁ ’ ki >0, Vi} =g+r—1,
h=1

Pues en este caso, se alcanza el minimo cuando 1 = k; = kg =--- = k;_1.
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g

Notas:

1.

Dado que E(A,r) = \.—1 =7+ g — 1, para r > ¢, implica que, para valore altos de r, el
valor del nimero de Feng-Rao r-ésimo solo depende de las lagunas del semigrupo, y no

de su distribucion.

. En general, para la cota E(A,r) < \._1, no se da la igualdad.

. Es posible calcular, en tiempo finito el valor de la constante E(A,r). Al trabajar con

codigos codigos correctores, se trabaja con r < k (donde k es la dimension del codigo).

. De hecho, puesto que D(\,,) € D(\,, + s Vs € A, tenemos que, para {s:}’"_, con
, P q 3 que, p 1Ji=1

1 < ki <\i, 8j,, = s;+ ki, entonces D(s},...,s;.) € D(s1,...,s:). En cuyo caso, hay

rer

A1 en el conjunto {7y + Z;;ll pl | k; > 0, Vi}, del cual hay que calcular el minimo
(ver “remark 6” de |5]).

. Par el caso particular r = 2, la formula queda simplificada:

E(A,2) = min{y, +pp |1 <k < A\i}
Donde vy ={p ¢ A|lp+ke A}y ur=|AN[0,k—1]] =1 (con k < A1). Por tanto:

EAN2)=14+min{y |1 <k <)\}

Ejemplo 5.4.4:

Consideremos A, el semigrupo (2, 3), (llamado eliptico). Entonces, E(A,2) = 1+min{y; | 1 <
k < 2}, con,

n=HpgAlp+1eA}=[{1}[=1 m=[{pgAlp+2eA}=[{1}[=1

Por tanto, E(A,2) =2,y 6%5(m) = A + 3 — 2g para Ay, > 2¢ — 1.

Teorema 5.4.9: Sea A un semigrupo con género g y conductor c. Sea r > 2. Entonces,

para todo A, > ¢, tenemos que:

Spr(m) > Am +1—-2g9+ E(A, 1)

Demostracién: El teorema trata el caso A, > 2¢ — 1, donde vimos que se da la

igualad. Para el caso ¢ < A, < 2¢ — 1, usamos el mismo método para contar que usamos en

la demostracion de dicho teorema, excepto que debemos considerar:

j
Ye(s1)=[{s€S5]|s1—s¢S5, pero sl—s—i—Zki€Sparaciertoj:1,2,...,7”—1}‘.

i=1
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Vemos que, por como esta definido 74 (s1), es el nimero de elementos del conjunto D(s, s2, . . .

D(s1) en el intervalo [0, s1].

Asi mismo, y puesto que v1 > ¢, tenemos que vs, = $1+1—2g+F(s1) (Por la proposicion [5.3.5)).

Denotemos por 7{( al conjunto para le cual hemos definido 7 como su cardinal. Si p es un
elemento de 7, pero tal que s :== s1—p ¢ %, entonces (recordando la demostracion del teorema
, tiene que suceder que s ¢ S (ya que, como vimos, s1—s ¢ Sy s1 —S—G—Zgzl k; € S para
cierto j, si s — p > 0, p € 7). Por tanto, s; = p+ s, donde p y s son lagunas y, asi, tenemos

que, (s,p) € F(s1). Por tanto, F(s1) + v, > 7x. Juntando todo lo anterior, concluimos,

r—1 r—1
Vspsorose = S1H1 =20+ F(s1) + 1+ > _pe > s1+1 =29+ + Y e
h=1 h=1

Aplicando la definicion de 0%z(m), y calculando los minimos de forma separada (como
hicimos en el teorema |5.3.6)) obtenemos el resultado.

Pesos de Hamming Generalizados:

Recordamos, que en la seccion [3.8.14] introdujimos el concepto de peso de Hamming ge-
neralizado. En esta seccion, vamos a discutir cotas inferiores para dicho peso, basadas en la
distancia de Feng-Rao, y la distancia de Feng-Rao generalizada. Aunque el calculo de las ante-
riores no es trivial, es en general, mas sencillo que el calculo del peso de Hamming generalizado,

cuyo coste computacional es alto.

Lema 5.4 Si C' es un subcodigo lineal de C, y tiene a lo sumo, co-dimension v en C, en-
tonces dy+,(C) > dy(C).

Demostracion: Sea D un codigo, subespacio vectorial de C, de dimensiéon w + v; tal que
|sop(D)| = dy+v(C) (es decir, en D se alcanza el minimo de la definicion de d,). Sea D' :=
D N, entonces, dim(D') > wu, al tener C' a lo sumo, co-dimension v en C. Por tanto,
|sop(D’)| > dy(C"). Como el soporte de D’ esta contenido en el soporte de D, tenemos que,
dusolC) > d,(C).

0

Teorema 5.5.10: Sea C, el codigo AG clasico en un punto, P (ver definicion |5.2.1.4)), tenemos
que d,(Cs) > 0pr(r + s — 1), para todo r, s € Nyg.

Demostracion: Sea C = Cs y ¢’ = Cri5-1, entonces, C' es un subcodigo de C, y tiene

,Sr)\
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co-dimensién a lo sumo r — 1 en C. Aplicando el lema 5.4, con v =1y v = r — 1, obtenemos
que:
dr(cs) Z dl (Cerrfl),

Y como indicamos en los comentarios, tras la proposicion d1(Csqr—1) = d(Csqr—1) >
drpr(r+s—1).

g

Obtenemos asi, una relacién entre la distancia de Feng-Rao y los pesos de Hamming ge-
neralizados. El siguiente resultado, que no demostraremos (ver teorema 3.14 |15]), nos da una

cota basada en la distancia generalizada.

Teorema 5.5.11: Sea C,, un cédigo clasico en un punto. Entonces:

dr(Cm) = 6pp(m)

Asi, con las dos ultimas proposiciones, hemos obtenido dos cotas inferiores, que nos per-
miten aproximar los valores de los pesos de Hamming generalizados. Como hemos tratado en
la seccion 3.8, esto tiene aplicaciones directas al problema “Wire-Tap Channel II”. En virtud
del teorema podemos, para un nivel de informacion seleccionado (A), saber la canti-
dad de bits a los que el espia debe tener acceso para obtener ese nivel de informacién. Dicha
estimacion requiere poder calcular los valores de pesos de Hamming generalizados. Si esto no

fuera posible, es posible usar la cota dada por los teoremas 5.5.11 y 5.5.10.
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