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Resumen

El proyecto hara una presentacién unificada de la teoria sobre la aproxi-
macién polindémica minimax continua y discreta, y la soluciéon minimax de
sistemas lineales: condiciéon de Haar, algoritmo del intercambio y algoritmo
de Remez. Parte del proyecto es la implementacion efectiva en Matlab de los
distintos algoritmos para la computacién de aproximaciones éptimas en la
norma infinito.

El trabajo consta de tres partes:

I

II

III

En el primer capitulo se repasan nociones fundamentales de teoria de la
aproximacion. Entre ellas se encuentran definiciones elementales como
son la convexidad o envolvente convexa y ciertos teoremas de convexi-
dad como el de Helly o el de Carathéodory, que posteriormente seran
utilizados. También, ciertos resultados que garantizan la existencia y la
unicidad de las mejores aproximaciones en espacios normados, algunos
estudiados en el Grado.

En el segundo capitulo se consideran los problemas de aproximacion
asociados a la solucién de sistemas lineales de ecuaciones sobredeter-
minados. Cuando se trata de aproximaciones en la norma infinito, se
enuncian teoremas de caracterizacion de la solucién; se analiza el caso
particular de hallar la solucion minimax de un sistema de n+1 ecuacio-
nes con n incégnitas. Para conseguir resolver los problemas, se estudian
dos algoritmos: el ascendente y el descendente. Ambos estan analizados
y programados con el lenguaje de programacién MATLAB.

En el tercer y ultimo capitulo se trata el problema general de la apro-
ximacién de una funcién continua en un intervalo compacto mediante
un polinomio. Se habla también de un problema méas general en que
los polinomios seran reemplazados por otras funciones continuas. Se
estudiara la teoria minimax, exponiendo el teorema de caracterizacion
y ciertos teoremas que garantizan la unicidad y que acotan el error
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en dicha teoria. Ademads, se explicara el algoritmo de intercambio de
Remez, el cual se implementarda en MATLAB.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Conceptos basicos

Para comenzar, se definiran y enunciaran algunos resultados necesarios
sobre convexidad, ttiles en el desarrollo del trabajo.

Muchos problemas de teoria de la aproximacion se formulan en el marco
de un espacio vectorial normado. Suponemos que el lector estd familiarizado
ya con las propiedades fundamentales de un espacio normado y, en particular,
las propiedades de la norma. Para fijar el lenguaje, en lo sucesivo (E, || - || g)
denota un espacio vectorial normado (real o complejo) E dotado de la norma
Il
Definicién 1.1.1 (Convexidad). Un conjunto C' C R™ es convexo si para
todo par de puntos a,b € C' el segmento que los une

la,b) ={x=(1—t)a+tb |Vt € [0,1]}
estd contenido en C.

De hecho, se puede verificar facilmente que si fi,..., fr € C,y b4,...,04
son escalares no negativos con Zle 0, = 1, entonces Zle 0.fi € C.

Definicién 1.1.2 (Envolvente convexa). La envolvente convexa de un sub-
conjunto de puntos A de un espacio vectorial es la interseccién de todos
los conjuntos convexos que contienen a A. Denotaremos a este conjunto por

H(A).

Dado A en un espacio vectorial, la envolvente convexa de A viene propor-
cionada por el conjunto de los puntos g que se escriben como combinaciones
lineales convexas de elementos de A; es decir, el conjunto de puntos

k k
H(A)={g=> 0:fi:ficA ;R 6;>0, > 0;=1}
=1 i=1

1
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El siguiente teorema expone que si el espacio vectorial es de dimension n,
cada punto g perteneciente a la envolvente convexa de A se puede expresar
como una combinacién lineal convexa de cierto subconjunto de a lo sumo
n + 1 puntos de A.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Carathéodory). Sea A un subconjunto de un
espacio vectorial de dimension n. Sea x un punto cualquiera perteneciente a la
envolvente convexa de A, entonces x se puede expresar como una combinacion
lineal convera de n+ 1 (o0 menos) elementos de A.

Demostracion. Sea x un punto de J#(A), entonces existen escalares no ne-
gativos 01,...,0, y puntos de A, fi,..., fr, tales que = se puede expresar
como r = Zle O.f; v Zle 6; = 1. Supongamos que k es el minimo nimero
natural tal que x puede ser expresado de esta forma. Asi todos los puntos f;
son distintos dos a dos y #; > 0, para todoi=1,...,k.

Supongamos por reduccién al absurdo que k > n+1, entonces {f1, ..., fix}
es un conjunto de mas de n puntos en un espacio de dimensién n y por lo
tanto, son puntos afinmente dependientes. Es decir, existen Ay,..., Az € R,
no todos nulos, tales que A\ifi + ...+ A fr =0y A1+ ...+ X = 0. Como la
suma de todos los A; es igual a 0, y no todos ellos son nulos, habrd positivos y
negativos. Ademas, como los #; son positivos, existird ¢ > 0 tal que 6;+t\; > 0
para todo ¢ = 1,...,k, con al menos uno de ellos, en que se alcanza la
igualdad a cero. Asi, x = Zle(ﬁi +t\;) f; y se consigue expresar T como una
combinacion lineal convexa de k—1 puntos de A a lo sumo, una vez eliminados
los términos con coeficiente igual a 0. Sin embargo, se habia supuesto que k
era el minimo natural para el que existia una combinacién lineal convexa. Por
lo que llegamos a una contradiccién. Asi pues, tendremos que k < n+1. [J

Formulamos sin prueba, por ser un resultado estudiado en el grado, el
teorema de existencia de un elemento de norma minima en un conjunto con-
vexo, cerrado y no vacio de un espacio de dimensién finita euclideo (o un
espacio de Hilbert).

Teorema 1.1.4. Todo subconjunto cerrado convexo de un espacio Euclideo
de dimension n posee un unico punto de norma minima.

El siguiente teorema sera fundamental para la caracterizacion maés ade-
lante de ciertas soluciones éptimas.

Teorema 1.1.5 (Teorema de las desigualdades lineales). Sea U un conjunto
cerrado y convero de R"™. El sistema de desigualdades lineales (u,z) > 0
(u € U) es inconsistente si y solo si 0 € (U ).
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Demostracion. Para la suficiencia, se supone 0 € #°(U). Esto implica que
0 = Zle O;u; con 6; > 0, Zle 0; = 1y u; € U. Entonces, para todo z,
0= Zle 0; (u;, z). Esta ecuacién no se cumplird si (u;,z) > 0 para todo
i =1,...,k. Para la condicién necesaria asumimos que 0 ¢ 5 (U). Existe
un punto z € J(U) tal que ||z|| es minimo. Sea w arbitrario en U. Por
convexidad, Qu + (1 — 0)z € S (U) cuando 0 < 0 < 1, y como consecuencia
0 < ||0u+(1—0)z]2—||z||* = 6?||lu—z]|*+26 (u — 2, 2) . Pero esta desigualdad
no puede ser valida para un pequeno positivo 6, a no ser que (u — z,z) > 0.
Esto es (u, z) > (z,2) > 0, mostrando que z es solucién de las desigualdades.

]

Probaremos ahora el teorema de Helly, el cual establece condiciones para
que una familia de conjuntos convexos en el espacio euclideo tenga intersec-
cién no vacia.

Teorema 1.1.6 (Teorema de Helly). Sea {K;}," una coleccion de conjuntos
compactos y converos en R™. Para que (-, K; sea no vacta, es necesario y
suficiente que todas las subfamilias de n + 1 conjuntos de {K;} tengan un
punto en comin.

Demostracion. Si (-, K; es no vacio, es claro que cualquier elemento en
esa interseccién estara en la interseccién de cualquier subfamilia de n + 1
subconjuntos de (-, K;.

Para probar la suficiencia, sea f(z) = méx; dist(z, K;). Esta funcion es
continua por ser el maximo de un nimero finito de funciones continuas; las
definidas por © — d(z, K;), i = 0,...,m. Como cada K; es compacto, y por
tanto acotado, se tiene que d(z, K;) tiende a infinito cuando ||z| — oc.

Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que (), K; es vacio.
Puesto que f(z) — oo si ||z|| — oo, el infimo de f se alcanzara en algin
punto y, y por ser [ K; = &, necesariamente debemos tener p = f(y) > 0.
Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que y = 0, ya que, si no se
cumpliera, bastaria una traslacién para trasladar el origen de coordenadas
al punto y. Tomemos para cada ¢ un z; € K; tal que ||z;|| = dist(y, K;) =
dist(0, K;) y, por tanto, tal que p = maxj<i<n, ||z;||. La igualdad se alcanza
en varios de esos puntos, y sin pérdida de generalidad puedo suponer que la
igualdad ocurre en los primeros puntos xy, ..., Z,, mientras que en el resto
de los puntos se tiene |z;|| < p, i = ¢+ 1,...,m. S1 0 ¢ & {xo,..., .},
entonces f(y) puede decrecer moviéndose ligeramente hacia 5 {xo, ..., z,}.
En consecuencia, 0 € J# {xy,...,x,}. Por el teorema de Carathéodory, se
puede escribir 0 = Z?:Ol \;Z; con Z?:Ol Ai=1, N\ >0.
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Sea z arbitrario, entonces

n+1 n+1 n+1
0=1(0,z) = <Z Am,z> = Niw2) =D Al
=0 =0 =0

que contradice que p > 0y A, ||z;]] > 0 Vi. Se obtiene por tanto que el
sistema (z,z;) > 0 (i = 0,...,q) es inconsistente. Pero cada punto de K,
(1 =1,...,q) satisface (z,x;) > p*. Por tanto, N_, K; = @. O

1.2. Existencia y unicidad de aproximaciones
optimas

El problema general que se propone es determinar un punto o puntos
de un subconjunto dado S de un espacio métrico, que esté a una distancia
minima de un punto fijo dado. En general, estos puntos més préximos podrian
no existir. Unicamente afiadiendo hipotesis adicionales sobre el subconjunto .S
o el espacio métrico, se puede establecer un teorema de existencia. En general
la existencia se derivara de alguna condicién de compacidad del conjunto
de aproximantes, mientras que la unicidad estard asociada a propiedades de
convexidad del espacio. La atencion en esta seccion se centrara en los espacios
normados. El siguiente teorema establece la compacidad de los cerrados y
acotados que se incluyen en subespacios de dimensién finita de un espacio
normado.

Teorema 1.2.1. Todo subconjunto cerrado, acotado de un subespacio de di-
mension finita en un espacio vectorial normado es compacto.

Demostracion. Sea F un conjunto cerrado, acotado y de dimension finita
contenido en un espacio normado £. Entonces existe un conjunto linealmente
independiente {g1,...,¢g,} con la propiedad de que cada elemento f € F se
puede expresar de forma tnica de la siguiente manera: f = > \;g;. Sea T la
aplicacién lineal de R™ — E que aplica A = (Aq,...,\,) — f. Dotamos a R"
con la norma ||A|| = max |)\;|, entonces T' es continua, debido a

ITAlz = 1) dgll < Yo Ihal < Y Inl gl
i=1 i=1 i=1

< (mlax|/\,|) Zng” = ||/\||ooZ||9z||
=1 =1

El conjunto F es la imagen bajo la aplicacion T', del conjunto

M=T"F)={A=,....\) : TA€ F}
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Si se demostrara que M es compacto, se obtendria que F' también lo es. Para
ver que M es compacto, basta probar que es un conjunto cerrado y acotado de
R™, en virtud del teorema de Bolzano-Weierstrass. Si {A\*)} es una sucesién
de elementos de M y A\*) — X cuando k — oo, entonces TA € F porque T\ =
limy_,oo T\ € F, v F' es cerrado, por tanto, A € M. Esto muestra que M es

cerrado. Falta probar que es acotado. Como el conjunto {\: [[A]| =1} € R®
es compacto y T es continuo, el infimo, «, de ||T'\|| se alcanza en ese conjunto.
Debido a que {g1, ..., g} es linealmente independiente, o > 0. Por ello, para
cualquier A # 0, ||TA|| = ||T <ﬁ> | - [IAll = «||A]]. Por tanto, ||[T'Al| esta
acotado en M y ||| estd acotada en M. O

Enunciamos primero un teorema de existencia para espacios métricos ge-
nerales.

Teorema 1.2.2 (Teorema de existencia de la mejor aproximacién en un
espacio métrico). Sea K un conjunto compacto en un espacio métrico E. Para
cada punto p perteneciente al espacio E existe al menos un punto x € K a
distancia minima de p; es decir, tal que d(p, ) = d(p, K) = infycx d(p, y).

Demostracion. El resultado es consecuencia inmediata del teorema de Weiers-
trass, por el que el inferior de una funcién continua definida en un compac-
to siempre se alcanza en el compacto. Aqui la funcién que se considera es

fly) =d(p,y), cony € K. 0

En el caso particular en que S es un subespacio vectorial de dimensién
finita de un espacio normado, se tiene:

Teorema 1.2.3 (Teorema de la existencia). Sea M un subespacio vectorial
con dimension finita de un espacio vectorial normado E. Entonces, fijado un
punto g € E, se puede encontrar, al menos, un punto f € M a distancia
minima de g.

Demostracion. Sea M tal subespacio y sea g el punto dado. Sea fy un punto
arbitrario de M. Entonces el punto buscado pertenece al conjunto:

K={f:feM |f=gll <Ifo—gll}

Este conjunto es cerrado y acotado en M, de dimensién finita, y por el
teorema 1.2.1, debe ser compacto. Entonces el teorema 1.2.2 da la existencia
de un punto de K a distancia minima de g, como se queria probar. ]

La hipétesis de la finitud del espacio es necesaria y se vera con un contra-
ejemplo. El ejemplo servira para mostrar que la hipétesis de dimension finita
no puede ser omitida en el teorema anterior.
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Ejemplo 1.2.4. Sea (¢g) el espacio de sucesiones infinitas f = (&1, &, .. .)
tales que &, — 0 y con la norma || f|| = méax |,|. Se considera el subespacio
M contenido en (cp), de puntos f para los cuales Y, 27%¢, = 0. Probar
que este subespacio M no contiene un punto mas cercano a ningin punto
g € (o) externo de M.

Sea g = (1,72, ...) cualquier punto de (¢p) que no se encuentra en M.
Entonces, el nimero A =Y 77, 27Fn,, es distinto de cero. Se prueba primero
que la distancia desde g a M no es mayor que |A|. De hecho, los siguientes
puntos pertenecen a M:

2
fl = _I()\70707)+g
4
f2 = _§(>‘7)\70707)+g
8
f3 = _?()‘a)VAvOaO?)—i_g
Si se continuase, se obtendrfa: ||f, — g|| = 72— |A| — |A|. Faltarfa por

probar que no hay ningin punto de M con distancia |A\| o menor desde g.
Si se toma f = (&,&,...) arbitrario en M, se puede seleccionar n tal que
€ — k| < 3]A] con k > n. Esto es posible debido a que los elementos de (co)
son sucesiones que convergen a cero. Suponiendo ||g — f|| < |\|, entonces

> 27 > 27 e — &)
k=1 k=1

1
< W22t <y

k<n k>n

<D 2 Hp - &l <
k=1

I\

Lo que nos lleva a una contradiccién.

Damos ahora un teorema de existencia y unicidad de mejores aproxima-
ciones que requiere de varias propiedades de convexidad. Empezamos enun-
ciando la definicién de espacio uniformemente convexo.

Definicién 1.2.5. Un espacio vectorial normado E es uniformemente con-
vexo si para cada € > 0 le corresponde un § > 0 tal que ||f — g|| < € cuando

£ =llgll =1y I5(f + )l > 1—4.

Geométricamente, la definicién dice que para todo segmento con extre-
mos en la esfera unidad si su punto medio tiene magnitud suficientemente
cerca de la unidad entonces los extremos del segmento estan arbitrariamente
proximos.
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Teorema 1.2.6. Sea K conjunto cerrado y convexo en un espacio unifor-
memente convexo de Banach E. Fijado un punto g, el conjunto K posee un
unico punto cercano al punto dado.

Demostracion. Sea K un conjunto cerrado y convexo en un espacio unifor-
memente convexo de Banach E y sea g un punto arbitrario. Haciendo el
cambio de variable: f — f — g se puede asumir, sin pérdida de generalidad,
que g = 0. Denotemos con D = infsef || f—g||. Si D = 0, como K es cerrado,
g € K y, por tanto, la conclusiéon es obvia. En caso de que D # 0, haciendo
el cambio de variable f — D~'f se puede asumir D = 1. Seleccionemos
entonces f, € K tal que lim,,_, || fn]| = 1. Sea € > 0, y tomemos 0 como en
la definicién 1.2.5. Se selecciona N para que se cumpla || f,|| —1 < ¢ siempre
que n > N. Sean n,m > N, y para simplificar la notacién, sea A, = || f.| '
Entonces, usando la desigualdad triangular y la convexidad de K, se obtiene:

It Mfull = St fon = (1= Ao (1= A o
1 1 1

> 1-—9,

donde hemos utilizado en la tdltima desigualdad que 1/2f,, + fu|| > 1 por
ser un elemento de K.

Por la convexidad uniforme, ||\, fr,—Am fin|| < €, y por tanto {\,, f,,} es una
sucesion de Cauchy. Por ser E un espacio completo, A\, f, — f para alguna f.
Como an - f” < an - /\nan + H/\nfn - f” < ||fn||(1 - /\n> + ||>‘nfn - f||7 s€
tiene que f, — f, vaque || fu||—1y A\ufn— f|| pueden hacerse arbitrariamente
pequenos sin mas que tomar n suficientemente grande. Por ser K cerrado,
f € K,y como || A, fnl| = 1, se tiene también que ||f]| = 1, es decir, f € K
esta a distancia minima de g.

Para ver la unicidad, se usa la reduccién al absurdo. Sean dos puntos f, h

ambos pertenecientes a K y que verifican ||g — f|| = ||lg — h|| = A, siendo A
la distancia minima. Usando la ley del paralelogramo:
I =2 alg = (F5 ) 1B =207 = gl + 200 - gl = 43
Como figh € K se obtiene:
lo= (557 ) 12

que contradice el que E es un espacio uniformemente convexo. O]
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El teorema que sigue nos garantiza la unicidad de la mejor aproximacion
en subespacios cuando el espacio normado es estrictamente convexo.

Teorema 1.2.7 (Teorema de la unicidad). Dado un punto cualquiera g en
un espacio vectorial normado estrictamente convexo, existe un unico punto
f perteneciente a un subespacio M de dimension finita y tal que f es el mas
cercano a g.

Demostracion. La existencia ya ha sido probada en el teorema 1.2.3. Para
ver la unicidad razonaremos mediante el método del absurdo. Sean f y f’ dos
puntos del subespacio M con minima distancia A al punto inicial ¢g. Entonces,

1 1 1
IS+ 1) =gl <51 =gl + 51 =gl =A

Por ser M un subespacio vectorial, %( f+ f') € M,y en consecuencia, se
obtiene que 1||f — g|| + ||/ — gl > A. Si A =0, es obvio que f = f' = g. Si
A # 0, entonces los vectores (f — g)/A, (f' — g)/A y sus puntos medios son
todos de norma 1, y por ser estrictamente convexo, se obtiene, f = f/. [

Teorema 1.2.8. Sea K un conjunto compacto en un espacio métrico X. Si
para cada punto x en X hay un unico punto que es el mas cercano Jx en K,
entonces J es un operador continuo.

Demostracion. SiJ es discontinuo en xg, entonces existe € > 0 y una sucesion
T, — o tal que d(Jx,, Jzo) > €. Pasando a una subsucesion, si es necesario,
podemos asumir que Jz,, converge a un punto z # Jxg. Ahora, d(x,Jzx) es
una funcién continua de x, como se puede ver en la siguiente desigualdad:

d(z,Jz) < d(z,Jy) < d(z,y) + d(y, Jy)
En consecuencia, si se pasa al limite en la desigualdad,
d(xm Z) S d($07 xn) + d(mn73xn) + d(ﬁl’m Z)

se obtiene d(xg, z) < d(zg, Jo), lo cual contradice la unicidad de Jxo. O



Capitulo 2

Solucion minimax de sistemas
de ecuaciones lineales

En este capitulo se considerardn los problemas de aproximaciéon minimax
que surgen de los sistemas de ecuaciones lineales sobredeterminados:

Y Alwy=b; (i=1,...,m) (2.1)
j=1
Los datos A; y b; vienen dados por el problema y las incégnitas son las x;,
j=1,...,n. Un sistema como el (2.1) se puede reinterpretar de la siguiente
forma: si se ve el primer miembro de (2.1) como una combinacién lineal de
las columnas A; = [Ajl-, AJQ-, o ,A;”]T, j=1,...,n, de la matriz
Ai A% e Ai
A2 A2 ... A2
A _ '1 .2 . 'n

el problema de aproximacién que se plantea es determinar los coeficientes
T
x = [z1,...,2,]" tal que la norma

b—> " Azl
j=1

sea minima, siendo b = [by,...,b,]T. Este sistema de ecuaciones puede no
tener solucién (sistemas incompatibles), puede tener exactamente una so-
lucién (sistemas compatibles determinados) o puede tener varias soluciones
(sistemas compatibles indeterminados). Introducimos también una notacién
especifica para los vectores fila de la matriz A: A = [AY ... A ] i=1,...,n.
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Este capitulo versa sobre el célculo de una solucién aproximada a (2.1)
cuando el sistema es incompatible. Para resolver nuestro problema se debe
intentar que el vector » 7, Ajz; — b sea lo mds préximo a cero, o en otros
términos, se intenta encontrar el elemento del subespacio de R™ generado
por las columnas de A que esta a minima distancia en la norma infinito del
vector b.

Ya vimos en el teorema de existencia 1.2.3 que para cualquier norma
definida en R™ existe solucién para este problema. Distintas normas dan
origen a distintos problemas de aproximacion. En este capitulo se hablara
sobre el problema asociado con la norma:

I¥lloc = méx [yl

A esta norma se la llama del maximo, norma uniforme o norma Chebyshev,
en honor del matematico que inici6 el estudio de este problema de aproxima-
cién en torno a 1850. Cuando se utiliza la norma infinito, la solucién mejor
aproximacién de (2.1) es cualquiera que minimice la expresion:

n

A(r) = max Az —b; 2.2

() = i |'S" Aje; — by (22
i=1

Debido a ello, x es llamada una solucion minimazx del sistema. También es

posible considerar otro problema similar y, en vez de minimizar la expresion

(2.2), se puede minimizar la siguiente:

i(z) = ml;ix {i Az; — bz} (2.3)

El problema de Tchebycheff estd incluido en esta nueva formulacién (en la
que no aparecen los valores absolutos) de la siguiente manera. Se duplica el
numero de datos poniendo:

AN = — ATy b = —b;

Si ademas se pone r; = 2?21 Abx;—b;, entonces iy, = —7; Y MAX1 <i<m 73] =
maxj<ij<om7i-

2.1. Caracterizacion de la solucion

El objetivo de este apartado es desarrollar métodos para localizar los
puntos minimos de la funcién é(x) introducida al final de la seccién anterior.
Se va a enunciar una serie de propiedades que distinguen a la solucién de
cualquier otro punto.
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Teorema 2.1.1 (Teorema de caracterizacion). Un punto z es un punto mini-
mo de la funcion 6 si y solo si el origen de coordenadas en R™ pertenece a la
envolvente convexa del conjunto de vectores fila {A": r;i(2) = §(2)}.

Demostracion. Supongamos que z no es un punto minimo de 9. Entonces,
existe algin vector h tal que §(z — h) < 0(2). Sea M = {i: ri(z) = 0(2)}.
Entonces, parai € M, se tiene r;(z—h) < §(z—h) < §(z) = r;(2) y, por tanto,
<Ai, z— h> —b; < <Ai, z> —b;. Por lo que, resolviendo la inecuacion anterior,
se obtiene que <Ai, h> > 0 (i € M). Por el teorema de las desigualdades
lineales 1.1.5, el origen no pertenece a la envolvente convexa del conjunto
{Ai P 1€ M}

Para ver la otra implicacién, suponiendo que 0 no pertenece a la en-
volvente convexa {Ai c1eM }, se obtiene de nuevo por el teorema de las
desigualdades lineales que existe h tal que <Ai, h> > () para ¢ € M por lo que
existe un nimero « tal que a = min;ey, <Ai, h> con « positivo. Los residuos
ri(z), para i € M, decrecen en la direccion —h debido a que para todo A
positivo,

ri(z = Ah) = r;i(2) = A(AL h) < 8(2) — Aa

luego z no es minimo. Los residuos r;(z), para ¢ ¢ M, son menores estric-
tamente que §(z), y por la continuidad permanecen asi en un entorno de z.
Por lo tanto, hay puntos cercanos a z cuyos residuos toman valores menores
que §. Sea 8 = méx;en 75(2) vy ¥ = minj<i<,, (AY, h). Entonces para i ¢ M,

ri(z — Ah) =ri(2) — A <Ai, h> <pB -y

Se pueden hacer los residuos menores que ¢ = %[ﬁ + d(z)], seleccionando
A > 0 de tal manera que

f—Ay<cy dz)—Ada<c
con lo que z no puede ser minimo de §. [

Para la funcién A se obtiene un teorema similar con demostracion analoga
en el que se debe usar la funciéon sgn, definida como:

-1 siz <0,
sgn(x) =¢0  sixz =0,
1 si x > 0.

Teorema 2.1.2 (Teorema de caracterizacién). Dado un punto z € R", sea
o = sgn ri(z) y M = {i: |ri(2)|=A(2)}. El punto z minimiza A si
y solo si, el origen de R™ pertenece a la envolvente convexa del conjunto
{o:A": i € M}.
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Los siguientes teoremas seran esenciales en la busqueda de la soluciéon
minimax.

Teorema 2.1.3. St x es un punto minimo de la funcion

0(z) = méx ri(z),

entonces z es un punto minimo de max;eyr;(x) donde J es un subconjunto
de {1,...,m} que consta de al menos n + 1 indices.

Demostracion. Por el teorema de caracterizacion 2.1.1 sabemos que el origen
de R™ permanece en la envolvente convexa del conjunto {A®: 4 € M}, donde
M = {i:r;(z) =0(2)}. Si M contiene n+1 o menos elementos, consideramos
J = M. En el caso en que M tenga mas de n 4+ 1 elementos, utilizando el
teorema de Caratheodory, seleccionamos un subconjunto J de M que tenga
un méximo de n+ 1 elementos y tal que 0 € J# {A’: i € J}. Por el teorema
de caracterizacion, z es también un punto minimo de méax;e; r;(x). O

Tendriamos también el siguiente resultado andlogo para la funcién A.
Teorema 2.1.4. Cada solucion minimaz del sistema Y ", Alx; = b; (i =
1,...,m > n) es una solucién minimaz de un cierto subsistema que tiene
n+1 ecuaciones.

Una vez que se encuentra tal subsistema apropiado, es sencillo encontrar

su solucién minimax. En diversos métodos, el encontrar este subsistema es
lo mas complejo.

2.2. El caso especial, m = n + 1

En esta seccién se hablara del problema de hallar la solucién minimax de
un sistema de n + 1 ecuaciones con n incognitas.

j=1

Hay distintos métodos para resolver tal sistema. El primero que vamos a
exponer es el método de La Vallée Poussin.
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2.2.1. El método de La Vallée Poussin

Supongamos que se es capaz de descubrir un punto z, signos o; = +1, y
un nimero € tal que:

ri(z) =0, (i=1,...,n+1) (2.4)

0e A {nA", .. o A"} (2.5)

Afirmamos entonces que x es una solucion minimax del sistema. De hecho,
por (2.4) se obtiene que |r;(x)| = |e|. Y, por el teorema de caracterizacién
2.1.2 y por la propiedad (2.5), x es la solucién buscada.

Primero, se debe encontrar una solucién no trivial del sistema de ecuacio-
nes lineales Z?:Jrll MiA? = 0. Esto es posible debido a que los n + 1 vectores
Al ... A" son necesariamente linealmente dependientes por ser elementos
del espacio de dimensién n. Si se define o; = 1 cuando \; > 0y o; = —1
cuando ); < 0, la condicién (2.5) se cumple debido a 0 = > (0;\;)(0;A").

Supongamos ahora que la matriz es de rango n. Aunque algin subcon-
junto de n filas pueda ser linealmente dependiente, se pueden renumerar las
filas y tomar el conjunto {A',..., A"} como el formado por n filas indepen-
dientes. Si se cumple la condicién (2.4), entonces

<Ai,ar> —b; = eo;.

Multiplicando esta ecuacién por \; y sumando i =1,...,n+ 1

n+1 n+1 n+1
i=1 =1 i=1

A la vista de lo que se sabe, la ecuacién anterior se reduce a — > \;b; =
€Y |\, v esta ecuacién se puede tomar como la definicién de e ya que
> A > 0.

Faltaria por ver que con esta definicién de €, la ecuacion (2.4) es con-
sistente. Si no se usa la ecuacion que corresponde a i = n + 1, el sistema
restante se puede resolver para una tnica x, debido a la suposicién de que el

conjunto {Al,..., A"} es linealmente independiente. Por tanto, se tiene que
ri(x) = o;e parai = 1,...,n. Como ya se ha visto,
n+1 n+1

Z Airi(z) =€ Z Aioi(x).
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Por tanto, A, 17p41(2) = €0pp1Ani1- Si A1 = 0, entonces la ecuacién
ST AAT = 0 representaria una dependencia lineal entre Ay, ..., A, lo cual
estd descartado por hipdtesis. Por tanto, A\,11 # 0y rp1(x) = €041

Una observacién importante es que para un sistema de ecuaciones (n+1) x
n de rango n, una vez que los signos o; son conocidos, la soluciéon minimax
se puede obtener resolviendo un conjunto consistente de n 4+ 1 ecuaciones
lineales de n + 1 incognitas. En problemas de este tipo provenientes de la
aproximacién de funciones continuas en un intervalo, los signos pueden de-
terminarse facilmente sin resolver ninguna ecuacién lineal. En el caso general
del que se habla aqui, sin embargo, es necesario determinar los signos o; de
manera diferenciada de las z; o de e.

2.2.2. Meétodo usando los cofactores

Este segundo método es en teoria el mismo que el descrito previamente,
solo difiere en que se intenta realizar menos operaciones. Seguimos conside-
rando A como la matriz dada (n+1) xn de rango n y b serd la matriz columna

de n 4+ 1 elementos. Recordemos que lo que buscamos son los x1, o, ..., x,,
tales que
n
m?x]ZA}wj —bi| =0 (2.6)
j=1
donde ¢ es el valor minimo entre todas las posibles elecciones de z1, ..., z,.

Denotaremos por % a la matriz cuadrada formada anadiendo la (n + 1)-
ésima columna a A.

Al AL oAl 4l

A A2 oA oA
02/: 1 2 n n+1
AP AR e AT AT

con Ay = sgn %y, (i = 1,2,...,n+ 1) donde %, es el cofactor de
A} 1y sgn es su signo. Para empezar, suponemos que las primeras n filas de
A son linealmente independientes. Se debe tener en cuenta que inicialmente,
1 2 n+1 .

no se conocen los valores de A, |, A; ,,..., A} v calcularlos mediante su
definicién requeriria de un calculo costoso.

Usando un procedimiento similar a una eliminaciéon Gaussiana, la matriz
% puede ser transformada mediante operaciones elementales en las columnas
(o bien intercambidndolas o bien sumando un miltiplo de una columna a
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otra) hasta adquirir la siguiente forma:
[(d, 0 - 0 Al]
0 dy --- 0 Ai 1
oo | =T (2.7)
0 0 dn A
le1 e en ANty

Aqui, se cumple que dy, ds, ..., d, son no nulos y T} es el producto de trans-
formaciones elementales de Gauss en las columnas.

A lo largo de todo el proceso, los elementos de la (n+1)-ésima columna de
% permanecen sin determinar pero invariables. Una operacion elemental en
la que se suma un multiplo de una columna a otra, no modifica ninguno de los
cofactores %!, ;, mientras que si se intercambia alguna columna, el signo de
cada uno de los cofactores cambia. Por lo tanto, resolver el problema minimax
implica conocer los A%, en términos de la nueva matriz % T; calculada. Si
denotamos D; el cofactor de A% 41 en T, entonces, Dy = dids -+ - dy,.

dy 0 0
0 dy O
. 0 di—;y O .
D; = (—1)"tHt 0 dieqy O i=1,2,...,n.
0 digo
. . 0
0 0 dy
€1 €2 €i—1 €; €41 €n—1 €n

La expresion para D; puede escribirse usando los menores de la i-ésima co-
lumna, lo que resulta:

Di = (—1)n+i+1(—1)n+i€id1d2 ce di—ldi-H tee dn.

Debido a que d; # 0 podemos resumir los resultados, de forma que:

Dn+1 =
D =

dydy - - -d,

Dy rei/d; (i=1,...

).
Usando ahora la regla de Cramer y conociendo los valores de D;, podremos

resolver §:
_|biDy + b Dy + - A b1 Dy

5=
|D1| 4 [Daf + -+ 4 [ Dy 1]
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Sustituyendo, obtenemos:

_ |bn+1Dn+1 — Dy Zi-;l biei/di’
| D] + [ Dpsa| 327 leil/|dil

5 s = S0 be/d

L4320 lesl/1dil
Se debe notar que, en la féormula, los niimeros e; y d; aparecen tnicamente
con la relacién e;/d;, por lo que podemos permitir la operacién de dividir
cada elemento de una columna entre una constante distinta de cero, y asi
reducir la forma de la matriz %7 a una en la que d; = 1. Obteniendo:

J

1 0 -+ 0 A’;““
o 1 --- 0 A7,
why=|: &+ . : (2.8)
o 0 --- 1 A,
er ey - en AZE
n+l1 __
A = L,
AL = —sgne;
RN vy
1+ Z?:l [
Por lo que aunque § sea una funcién que depende de A} 15 A? FRP ,A;‘ﬂ,

hallarlo requiere aproximadamente la misma cantidad de calculos que si estas
cantidades se conocieran de antemano. Si las primeras r < n filas de A fuesen
linealmente independientes y las primeras r+ 1 son linealmente dependientes,
no serfa posible reducir % a la forma de la matriz (2.8) mediante operaciones
elementales. Pese a ello, podriamos encontrar 7T tal que

1 0 . . . 0 A71L+1
0 1 . . . 0 A721+1
0 o - 1 0 --- 0 A
%Tl = t71“+1 t72"+1 R e 0 Ar:f—_::li ) (Z =1,2,. 7n)
e A
A
(2.9)

Al asumir que A tiene rango n, se tiene que la matriz (t;) donde r 4+ 2 <
1 <n+1,r+1<j <n,no debe ser singular, por lo que, mediante el uso
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de operaciones elementales en las columnas, podemos obtener de la matriz
previa la siguiente:

10 0 00 0 AL
0o 1 0 00 0 A2,
: : w0 00 . :
o 0 -~ 1 00 0 A,
A A o I 0 Al (2.10)
0 0 0 10 -+ 0 A3
o 0 -+ 0 01 .- 0 A3
L0 0 -+ 0 00 - 1 Ar]

Ahora si podemos calcular el conjunto de valores A ;. Un conjunto de va-
lores que se pueden usar, esta dado por:

A/?L"L-‘rl = Sgnti—&—l (Z = ]-7 cee ,T)
At =
Al = 0 (i=r+2,...,n+1)

Cuando tenemos (2.10), el valor de ¢ puede ser hallado inmediatamente re-
solviendo A
5= [bri1 — D i b Sgn tr

(RIDY Y [y

Si se desea una solucién completa zi,xo,...,x,,0 hay dos maneras en las
que se puede hallar. La primera, al conocer los A% +1, podremos volver al
sistema lineal original y resolver mediante los métodos convencionales. La
segunda, el producto de las transformaciones elementales de las columnas que
modificaban % hasta convertirla en la forma (2.8) o de la forma (2.10) se debe
acumular. Los valores A’ | se insertan y se vuelven a realizar operaciones
elementales en las columnas, hasta llegar a la matriz identidad. El producto
acumulado de todas estas transformaciones en las columnas, nos dara la
inversa de %, con lo que podremos resolver x = % ~1b.

Al reducir % a las formas (2.8) o (2.10) puede ser posible alcanzar una
gran precision si en cada paso seleccionamos como pivote el elemento maximo.
Esto puede hacerse mediante intercambios correctos de filas. El intercambio
de los primeros n elementos de dos filas de % y sus correspondientes elemen-
tos en b, es equivalente a intercambiar las ecuaciones correspondientes en el
sistema de ecuaciones lineales original.

Suponiendo que el sistema (2.6) se resuelve en el sentido de Chebyshev y
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junto con el requisito de que se cumpla la ecuacion:
n
ZA}SCJ'—@:U (i=r...,n+1;r>2)
j=1

es necesario definir A, =0 (i =r,...,n+ 1) y resolver (2.7) como hemos
explicado a lo largo del apartado. Asumiendo que las primeras n filas de A
son linealmente independientes, obtenemos que la formula para hallar 6 es

o b — 0 b
- -1
S e

2.2.3. Teoria en el hiperplano

Cuando m = n+ 1, veremos que los signos de los residuos son los mismos
tanto para la solucién minimax como para la solucién minimos cuadrados.
Este resultado se extiende también a otras normas distintas de la euclidea.
Para poder demostrar estas afirmaciones, debemos hacer uso de la nocién del
hiperplano.

Definicién 2.2.1. Un hiperplano en un espacio normado E es un conjunto
de puntos de la forma H = {z € E: f(z) = ¢}, donde ¢ es una constante
y f es una forma lineal de valores reales distinta de cero (en el caso de un
espacio de Banach se requerira que sea ademds continua).

En el espacio R"*! un hiperplano consistird en todas las (n + 1)-uplas u
para las cuales (u, f) = ¢, siendo f una (n + 1)-upla fija y ¢ una constante.
Ahora, cuando se resuelva aproximadamente un sistema de ecuaciones:

d Alay=b (i=1,....n+1)
j=1

se intenta hacer el vector:

r= zn:xjAj —b
j=1

tan pequeno como sea posible en la norma elegida. Los puntos de forma r
permanecen en el hiperplano.

Lema 2.2.2. Si el conjunto de vectores columna {Aq,..., An} es linealmente
independiente en R™™! y b es un elemento fijo de R"*1, entonces el conjunto

de puntos
H= {2 eR" | 2= Z:BjAj —b: x; real}

j=1
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es un hiperplano.

Definicién 2.2.3. Se dice que una norma es mondétona en R"™ si tiene la
propiedad de que ||x|| < |ly||, siempre que los vectores x = [z1,...,2,] e y=
[Y1,...,yn] cumplan la desigualdad |z;| < |y;| parai=1,... n.

Todas las normas de la forma: ||x||p = /> |z;[? (1 < p < 00) tienen
esta propiedad.

Teorema 2.2.4. Sea H un hiperplano en R™. Los puntos de H que minimi-
zan dos normas monotonas distintas tienen componentes que coinciden en el
signo (o pueden elegirse asi en el caso de no unicidad.)

Demostracion. Si 0 € H, el teorema es trivial. Si 0 ¢ H, tomamos H =
{z € R": (x,u) = c}. Si fuese necesario cambiar u por —u, se puede asumir
que ¢ > 0. Sea x un punto de H que minimiza una norma mondtona ||z||.
Denotamos 2 = |z;| sgn(u;), se obtiene un punto x’ cuyas componentes
coinciden en signo con aquellas de u. Por tanto, (', u) > (z,u) = ¢ >0,y
el nimero 6 = ¢/ (2',u) permanece en el intervalo (0,1]. Por ser la norma
mondétona, se obtiene [|0z'| < ||2'|| < ||z||. Por (#z',u) = ¢, 62’ permanece
en H y minimiza la norma. ]

Por el teorema precedente, se obtiene que los signos o; necesarios para
resolver el problema minimax de n + 1 ecuaciones con n incégnitas pueden
ser obtenidos a partir de su solucién minimos cuadrados, usando para o; el
signo del residuo i-ésimo de dicha solucién. Ademas, podremos determinar
también el nimero € de (2.4). El siguiente teorema resume lo hallado.

Teorema 2.2.5. Sea y la solucion de minimos cuadrados de un sistema lineal
de n+1 ecuaciones con n incégnitas, ri(z) = 0,1 =1,...,n+1. Se asume que
el sistema es de rango n. Entonces la solucion minimax es la solucion exacta
del sistema 1;(x) = o€, donde o; = sgn ri(y) y e = > r(y)/ > Iri(y)].

Demostracion. Del lema anterior, los puntos r(z) = ) z;A; — b rellenan un
hiperplano H = {z: (z,7(y)) = (r(y),7(y))} en R™"'. Si se define el punto
z con componentes z; = 0;€, entonces z € H, ya que:

(r) =D zmiy) =€> orily) =eY_ |y =>_riy)

Por otro lado, ningin punto de H estd mas cerca de 0 que z en la norma
de Chebyshev. Para ver que z es la unica solucién, supongamos que existe
otra solucion u mas pequena que z, si ||t < ||2]/co, entonces, (u,r(y)) =
>owiri(y) < (méx fug]) 30 [ri(y)| < méx |z| 3o [ri(y)| = €3 Iri(y)] = Xori(y),

por lo que uw no pertenece a H. O
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El siguiente ejemplo ilustra el resultado anterior.

Ejemplo 2.2.6. Se considera el sistema:

1 — T2 =7
21’1 +3$2 =5
31’1—{—152 =-1

Para conseguir la solucion por minimos cuadrados, se debe minimizar la
funcion:

P(x1,29) = (11 — 29 — 7)? + (201 + 329 — 5)* + (3w + 29 + 1)?
Igualando las derivadas parciales de ¢ a cero, se obtiene:

].41]1 + 81’2 =14
ri+1lzy =7

Por lo que: z; = % y To = —4—75. El vector de residuos correspondiente a esta
soluciéon de minimos cuadrados es (—22 118 185 :

. 7
= — i 45)- Bl nimero € es . La
solucién minimax del sistema es, por tanto, la solucién exacta del sistema:

Ty — T — 7 :—%
2[E1+3ZL’2—5 :—%
3.T1+5L’2+1 :%7
37 _ 37 37

Do
|
ool
N—

El vector de residuos es (—=F, — ). La solucién minimax serd (

87 878 ’

2.3. Algoritmo del ascenso

Para que los cédlculos sean mas faciles, vamos a asumir que en la matriz
(Aj) sus vectores fila satisfacen un requisito denominado la condicién de
Haar.

Definicién 2.3.1. Un conjunto de vectores en un espacio de dimension n
se dice que satisface la condicién de Haar si cada conjunto de n de ellos
es linealmente independiente. Expresado de otra forma, cada seleccién de n
vectores de tal conjunto es una base del n-espacio.

El teorema que se expone a continuacién sera el fundamento de un algo-
ritmo para la solucién minimax de un sistema lineal de ecuaciones. A partir
de un conjunto de vectores que satisfacen la condicion de Haar, es posible
intercambiar un vector por otro y que se siga cumpliendo la condicion-
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Teorema 2.3.2 (Teorema del intercambio). Sea {A°, ..., A®*1} un conjunto
de vectores en un espacio de dimensionn y que satisface la condicion de Haar.
Si 0 pertenece a la envolvente convexa de {A°, ..., A™}, entonces existe un
indice 1 < j < n tal que esta condicion sigue siendo cierta cuando A3 se
sustituye por APT1,

Demostracion. Por hipdtesis, existen constantes 6; > 0 tales que cumplen
0=>r,0A"y Y" 6, = 1. La condicién de Haar serfa transgredida si

cualquier 60; fuera cero; por ello, §; > 0, ¢ = 0,...,n. Si resolvemos es esta

. , . —6; .

ecuacién en AJ; en principio con j arbitrario, obtenemos AJ = > L 7 Al
i#] Uj

para cualquier 1 < j < n. Debido a que {A?, ..., A"} genera un espacio de
dimensién n, es posible escribir ademds A" = Y M\ A! para ciertos ;.
Luego,

0 = An+1 . i )\iAi
i=0
=AM \AT - Xn: AMAT

i=0
i#]

= A\ i _ef Al - i NA!
1=0 =0

i#] i#]
WA .
= A" 4 <“—)\i)A‘
; b
i#]

Ahora, si j se selecciona para que X\;60;/0; — X\, > 0,7 =0,...,n, i # j,
entonces la ecuacion final expresa 0 como una combinacion lineal no negativa
de A°, ..., A™*1 en la que AJ no aparece, lo que es suficiente para probar que
0 se encuentra en la envolvente convexa de estos puntos. El requisito en j es
que \;/6; > X\;/0;, i # j; en otras palabras, se debe seleccionar j para que
A;/8; sea la mayor de las ratios \;/6;. El indice j serd tnico, ya que, si hubiera
dos A;/0; donde se alcanza el méaximo, entonces uno de los coeficientes de la
ecuacion superior desapareceria, contradiciendo la condicién de Haar. [

Primero, se va a describir como funciona el algoritmo en un sistema de
ecuaciones con una unica incognita para familiarizarse con el proceso. Se
debera resolver el problema Tchebycheff asociado al sistema de ecuaciones
a;x =b; (i =1,...,m). En cada paso de este algoritmo, se tiene un punto
zo y un par de indices j y k tales que rj(xg) = ri(z0), a;j < 0 < ag, y
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a; # ai. Bajo estas circunstancias, es ficil ver que zy es un punto minimo de
la funcién max {r;(x), rx(z)}. Se selecciona i tal que 1;(xg) = d(z). Sia; < 0,
se procede a la interseccion de r; y r. Si a; > 0, se procede a la interseccion
de r; y ;. Si a; = 0, se procede a la interseccién de r; con r; o con 7y con
tal de que tengan coeficiente de x, a; o ax, no nulo. En el primero de los tres
casos, por ejemplo, se reemplaza o por el punto nuevo x = (b, —b;)/(ar —a;).
Se reemplazaria también j por ¢ y se empezaria de nuevo.

La descripcién del algoritmo para una dimension cualquiera es la siguien-
te. Hay que buscar un punto donde la funcién

A(z) = méx |r; (z)] = méx |[(A",z) — b
1<i<m 1<i<m

alcance su valor minimo. Se asume que la condicién de Haar se satisface por
el conjunto de vectores { A, ..., A™}. La idea bésica del algoritmo es calcular
la solucién minimax de una sucesion de subsistemas, cada uno de los cuales se
compone de n + 1 ecuaciones. Por el teorema 2.1.4, la soluciéon de uno de los
subsistemas es el punto deseado. Por otro lado, s6lo puede haber un nimero
finito de estos subsistemas y esta observacién es la base para la prueba de
que el algoritmo termina en un ntmero finito de pasos.

En cada ciclo de la computacion, tendremos un conjunto de n + 1 indices

J ={ig,...,i,} y un vector de signos o = {0y, ...,0,}, tal que

0 € {opA", ... 0,A"} (2.11)
Se resuelve el siguiente sistema de n + 1 ecuaciones lineales para determinar
el vector y = (y1,...,¥n) ¥y un nimero e:

oiri, (y) =e (j=0,...,n) (2.12)

Sin pérdida de generalidad, podemos asegurar que e > 0, pues en caso con-
trario se pueden cambiar los signos de todos o; sin perder la propiedad de
que 0 esté en la envolvente convexa 7 {O'OAiO, e ,anAi“}. Las condiciones
(2.11) y (2.12) implican que y es la solucién minimax del sistema:

<Aij7y>:bij (]ZO,,TZ)

Si e = A(y), entonces por el teorema 2.1.2, y es una solucién minimax
del sistema original de m ecuaciones. En caso contrario, existe al menos,
un indice a (que no se encuentra en J) tal que |r,(y)| = A(y), (basta sin
embargo elegir o para que |r,(y)| > e.). Ahora, sea . = sgn r,(y). Usando el
teorema de intercambio, se reemplaza uno de los vectores opA®, ... o Al
por A% de tal manera que el origen sigue estando en la envolvente convexa
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del nuevo conjunto; esto es gracias a la propiedad (2.11). Nos encontramos
en la misma situacion que al inicio del ciclo y se repite el procedimiento de
la misma forma.

La necesidad de calcular y y e implica hacer algunas conjeturas sobre los
datos dados, una conveniente sobre la matriz

op Al ... AW
on Al .. Al

es que debe ser no singular.

Los célculos del algoritmo parardn solo cuando e = A(y), y esto implica
que y es una solucion. Solo existe un ntimero finito de conjuntos J. Faltaria
demostrar que los calculos no son “ciclicos”, es decir, que no devuelven infi-
nitamente muchas veces el mismo subconjunto J. Bastara demostrar que el
nimero e es una funcién de J que aumenta estrictamente en cada iteracién.

Para tal fin, suponemos para simplificar la notacién que en un cierto
paso J es el conjunto de indices {1,...,n+ 1} y que « es el indice n + 2.
Suponemos, ademés, que en el siguiente paso J serd J' = {2,...,n+2}.
Sean y’ y €’ los valores de y y e que corresponden al nuevo conjunto J'. Por
eleccion de «, |r2(y)| < |rns2(y)|, mientras |ro(y')| = |rni2(y’)]. Por tanto,
y —y # 0. Puesto que <aiAi,y — y’> = ori(y) — ori(y)) = e — € para
i=2,...,n+ 1, la condicién de Haar implica que e — ¢’ # 0. Ahora,

<0n+2An+27 Y —Y') = OntaTni2(y) — Ontalns2(y’) >e—¢€.

Sie—e¢' >0, entonces (0;Al,y —y’) > 0,i=2,...,n+2, contradiciendo que
0e 7 {O’Z-Ai 2<i<n+ 2}. Por tanto, e — ¢/ < 0, que prueba el caracter
estrictamente creciente de la magnitud del error e.

El conjunto inicial J puede ser tomado arbitrariamente, y se debe encon-
trar entonces una solucién no trivial del sistema

i einj — 0,
7=0

y se toma o; = sgn 0;.

Un método para organizar los calculos es el siguiente. Por la propiedad
(2.12): e = o1y, (y) = o [(Aii,y> —bij}, Jj=20,...,n, puede reescribirse
como el sistema lineal de ecuaciones -oje + <A‘J’,y> = b;;, que en forma
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matricial se expresa:

—€
, } big
op AP .- AW Y1 '
P =1 (2.13)
on At .. Al .
. b
[ Yn ]

Si asumimos que la matriz A; de este sistema tiene una inversa C' = (C’;),
entonces se puede escribir:

e
bi,
1 cy ... CY
cy - cy :
. b
[ Yn ]
Ya que C es la inversa de Ay, se tiene que:
Cg e C’g O:O 14.10 e Aﬂ(,) O 1 0
:n DY :n : :’L ... :Z — E O
o - Cnf lon AT - AR 0 - 1

De aquf es evidente obtener que » 7 ,0;C7 = 1y > % (CJAY = 0. Por
lo tanto, los nimeros cer’jQ son los coeficientes necesarios para expresar el
hecho de que 0 permanece a la envolvente convexa de los puntos o;A%. Estos
coeficientes entran en los calculos relacionados con el teorema de intercambio
2.3.2. De la prueba del teorema, se observa que se debe expresar A como
una combinacién lineal de ogA®, .- o,Al». Si se fija AY = Z;:o NAL
entonces los coeficientes \; pueden ser obtenidos resolviendo el sistema lineal

op Al ... A
Moy s An) | S : = (, AY, -+ A%)
on Aln o Al
La soluciéon viene dada por
o Y

(>\07"' 7)\71):(#’/4?’ 7A0t)
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Como pA* = 37 (nos);) (05A1), los indices que deben ser calculados en
el teorema de intercambio 2.3.2 son po;A;/0;CY = pX;/CY. El nimero £ es
elegido como el mayor indice que cumple lo anterior.

Es conveniente observar que en el proceso de cambio de un ciclo al si-
guiente la matriz A; s6lo cambia en una fila. El efecto de este cambio en el
cdlculo de la inversa C' = A" se describe en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.3. Sea A una matriz no singularnxn y C,--- ,C, las colum-
nas de su inversa A~ = [Cy,...,C,]. Sea A la matriz obtenida reemplazando
la fila B de A por un vector v. Si A = (v,Cs) # 0, entonces A es no singu-
lar, y las columnas de su inversa estan dadas por las formula C’B =A1Csy

Cj=C; — (v,C;) Cs, para j # 5.

Demostracion. Para verificar que AC' = I, es necesario calcular el producto
interno de A°, esto es, la i-ésima fila de A, con C;. Hay cuatro casos. En el

caso 1, i = 3, por consiguiente, <1215, C’ﬁ> = (v, \1Cs) = A {v,Cp) = 1.
En el caso 2,1 # 8y j = 3. Luego, <fll, C’g> = (AL, NT1C0B) = ATH(AY Cp) =
0.

En el caso 3.7 = 3y j # 3. Por lo tanto, </1’, C']> = <U,Cj — (v, C}) (~35> =
(v,C}) = (v,C;)) X" (v, C) = 0.

En el caso 4,7 # 8y j # 5. Asi pues, <AZ,C']> = <Ai,C’j —(v,Cy) A5> =

(A1, Cj) = (v,Cj) ATHA, Cp) = (A, Cj) = 6y. =
En el algoritmo, se debe reemplazar la fila (o4, Alf L AR ) por una nueva,
fila (u, A, ..., AY). Es necesario el nimero A que es el producto interior de la

nueva fila con la $-ésima columna de C; en concreto, uC? + > =1 AC3, pero
este es el nimero \g previamente computado. En el programa se simplificara
la notacién denotando con g, el nimero —e.

2.3.1. Cdbdigo en MATLAB

function [x, iter] = algoritmoascendente2( A, b, J)

% Queremos que mos de la aprorimacidn que es T

% Pedimos :

% A es la matriz de coeficientes

% b es Ax=B

% J filas que queremos

% No tememos que comprobar la condicidn de Haar. Se
supone que nos dan la

9 % matriz bien

0 N O ks W N
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10

11 % Creamos una matriz A con las filas que mos han dado
con J

12 [m,n] = size(A);

13 A_J = zeros(length(J) ,n);

14 b_J = zeros(length(J) ,1);

15 AJ =AT(:) ,0);

16 b_J b(J(:) ,:);

17
18 % Debemos resolver el sumatorio

19 S [A_J ones(n+1,1)];

20 ¢ = [zeros(n,1);1];

21 theta = ¢’/S;

22 if any(isnan(theta))

23 error ( 'Theta_tiene _componentes_NaN’)

24 end

25

26 % Vemos los signos de theta

27 sgn = sign(theta);

28

20 % Pasamos al paso /4

30 C=inv([sgn’,AJ]);

31

32 % elegimos los b correspondientes y resolvemos el
sumatorio

33 y = Cxb_J;

34

35 % queremos hallar los restos

36 e =y(l);

37 y = y(2:length(J));

38 R = Axy—b;

39 [amax, alpha] = max(abs(R)); % seleccionamos el wvalor
maximo y el indice donde se encuentra

40 disp (y)

41 disp (R)

42 disp (J)

43 disp (alpha)

44

45 iter = 1;

46

a7 while abs(amax — abs(e)) > 2"—30

48

49 % pasamos al caso en que a es distinto de y_0

50 % cogemos el signo de alpha y le denominamos mu

51 mu = sign(R(alpha));

52

53 % buscamos ahora los lambdas

54 lambda = muxC(1,:) + A(alpha,:)*C(2:length(J) ,:);

55
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56 % seleccionamos beta para que sea mazimo

57 [bmax,beta] = max(muxlambda./C(1,:));

58

59 % paso /

60 C(:,beta) = C(:,beta)/lambda(beta);

61

62 for i = l:length(J)

63 if i "= beta

64 C(:,i) = C(:,1)—lambda(i)*C(:,beta);

65 end

66 end

67 J(beta) = alpha;

68

69 % renuevo b y A

70 b_.J = b(J(:));

71 AJ =AJ(:) ,:);

72

73 % aqui es igual que antes

74 y = Csb_J;

75

76 % queremos hallar los restos

7 e =y(1);

78 y = y(2:length(J));

79 R = Axy—b;

80 [amax, alpha] = max(abs(R)); % seleccionamos el wvalor
mazimo y el indice donde se encuentra

81 disp(y)

82 disp (R)

83 disp (J)

84 disp (alpha)

85 iter = iter+1;

86 end

87 X =y;

88 end

2.3.2. Meétodo ascendente con descomposicion LU

Este algoritmo consiste en empezar con un subsistema de referencia y
modificar en cada paso una ecuacién. Cada modificacién se llevara a cabo de
la siguiente forma:

Podemos asumir que Ay, ..., A, es el conjunto de la referencia. Sea x
= (z1,...,x,) una solucién de Chebyshev del correspondiente subsistema de
referencia, por lo que tenemos €, A\, ..., A\,+1 que satisfacen:

£ Y NA=0

m o=/ Z;L: A
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wri(z) =0, i=1,....n+1 o0,=sgn (\)

Si x no es una solucién de Chebyshev para el sistema completo, existira
un « € [n+ 2,...,m| para el que |[ro(x)| > |€|. Sean py, ..., p,i1 escalares
para los cuales

n+1

Aa=) i
i=1

Imponemos las siguientes condiciones:

s Condicion 1. \; # 0 para todo ¢ =1,...,n+ 1. Si se cumple esto, sea
gel,...,n+1] tal que

0a0cPp mAx 0a0cpi
/\5 1<i<n+1 /\Z
donde o, = sgn (ro(z)), y 0. = sgn ().
» Condicion 2. Aq,...,Ag_1,AB41,...,Ant1, A, es un conjunto de re-
ferencias.
Resolvemos para poder obtener una solucién Chebyshev x' = (z1,..., )
para el susbsistema de referencia:
A1 -Zl- bl
Ag_a| |- bs—1
Apia | = | bs
An+1 ‘ bn+1
| A, | L#nd | o |
generando €', Aj, ..., Ny 1, N g, Al 4 g, Ay, tales que

o ST NAG+ M AL =0
1#B
S Ajbi + Aba
I ___i#B
Aol + 22550 ||
J#B

w () =0le, i=1,....,6—-1,8+1,...,n+1,ay con g, = sgn(\))

]
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Asi que obtenemos,

)\QZUGA;Ai |:piaa - pg\aa:|7 Z:]_,,TL+]_,Z7£5
B )

Ademds, si K = |\ | + ZE;:Q% Ny c= %, se puede ver que

€] = clra(@)[ + (1 = c)lel.

Es importante notar que si la condicion 1 se satisface en el segundo conjunto
de referencia (esto es, \; # 0, parai=1,...,6—1,6+1,n+ 1, ), entonces
¢ > 0. Porlo tanto, |¢/| > |€| ya que |r,(z)| > |€|. La desigualdad estricta |¢/| >
le| implica, por un simple argumento de contradiccién, que, si se elige una
referencia inicial y se modifica como arriba mediante intercambio sucesivo de
filas de la matriz A por filas del conjunto de referencia, y, si se mantienen las
condiciones 1 y 2, entonces el proceso converge a una solucién de Chebyshev.

Se va a llevar a cabo la eliminacién de Jordan, esto es, dados indices

{i1,...,in} € {1,...,m}, nimeros \i,..., A,11, se cumple:
n+1
S h-
k=1
n+1
> MAr=0.
k=1
Fijando oy = sgn (Ax) para k = 1,...,n+ 1, se forma la siguiente matriz
mediante n 4+ 1 operaciones con pivotes:
T T 71-1
o [Ail - Aml]
01+ Optl

Cada paso en que se intercambia una fila, se lleva a cabo la siguiente opera-
cion:

[Il, C. ,.Z'n,G] = [diU e ,din+1]c
Calculamos
n+1 4
T = ZAfcxk —d; para todo j # i1, ..., 041,
k=1

seleccionamos « tal que |r,| = max formando

(P10 pus1] = [AY, AS, ... A sgn (r,)]CT
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La dltima columna de C es de la forma:

A /G
\o/G

)\n—i-l/G

donde G = Zzg | Ak|. B es seleccionado como el indice para el que se cumple
que sgn (rq)sgn(e)pg/C” 41 €s méaximo. Una elecciéon adecuada del pivote de
C, terminaria con el paso del intercambio.

Mientras que los intercambios de filas y columnas pueden permitirse du-
rante la secuencia inicial de pasos de eliminacion de Jordan que forman C,
de modo que se puedan seleccionar los elementos pivote de mayor magni-
tud posible, no es posible la eleccion del pivote durante las actualizaciones
posteriores de C.

Para la resolucién del método es necesario llevar a cabo una descomposi-
cién LU.

Empezando desde cualquier subsistema de referencia de uno de los dados
por el sistema, el método de intercambio produce un nuevo subsistema de
referencia con el coste de resolver tres conjuntos de n + 1 ecuaciones lineales.
Estos son:

2. Py = ¢
3. Pp=gqs

Si los tres sistemas de ecuaciones previos fuesen dados de manera aislada,
el método general para resolverlos seria hacer una descomposicion LU ade-
cuada de P, usando la eliminaciéon gaussiana. Sin embargo, con el algoritmo
de Stiefel, lo que se intenta es que, como la matriz P’ proviene de la matriz
P con un cambio en la columna [(-ésima, la descomposicién LU de P’ es
idéntica en ciertas partes a la descomposicion LU de P.

Procedemos a explicar cémo se llevaria a cabo esta descomposicion LU.

1. Seseleccionan n+1 indices {i1, ..., 0,21} C {1,...,m} tal que la matriz
A dy AT ... AT
P = con PT = |: I 1n+1:|
A d di1 T Tn+1

ing1 Tn+1
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no es singular. Si esto no se puede llevar a cabo, el programa acabaria
con una indicaciéon. El usuario deberia luego comprobar si el sistema
Ax = b se puede resolver de manera exacta.

2. Selleva a cabo la eliminacién gaussiana en PT hasta obtener un produc-
to de una matriz triangular inferior L. y una matriz triangular superior
U. En cada columna, el elemento de mayor magnitud va a ser usado
como pivote. Si la descomposicién LU de una matriz difiere de P7 en
unicamente la columna [(-ésima, el programa puede ser mas eficiente
puesto que podremos ahorrar el calcular las primeras § — 1 columnas.
Si el rango de PT < n + 1, se termina.

3. Resolvemos

A1 A 0

PT1 i | =LU| : | = 0
Ant1 Ant1 1
para que asi, \; satisfaga Zi;rll AiA; = 0y se cumpla Eﬁ:f b, = —1.

1
Si cualquiera de los A; es igual a 0, se termina.

4. Fijamos € = 1/ 3" |\]. Si € es menor que cualquier valor de ¢ pre-
viamente calculado, pasamos directamente al paso 9.

5. Resolvemos

Ty sgn (A1)
P : =€ :
Tnt sgn (An+1)
ZTne1 resultard siendo —1.

6. Calculamos r;(x) = Yp_, Alay — b; para cada j ¢ [i1, ... ,4,.1]. Sea
el indice en que |r,(x)| es maximo. Si |r,(x)| < €, entonces (z1, ..., x,)
es candidato a ser solucién de Chebyshev de Ax = b, pasarfamos al
paso 10.

7. Resolvemos "

Pl = [AO‘} .
ba

8. Encontramos 8 € {1,...,n+ 1} tal que (ug/Ag)sgn (ro(z)) es maximo.
Reemplazamos el conjunto de indices {iy, ..., 4,11} por

{ins o sig1, dgga, - inga )
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T
Reemplazamos la B-ésima columna de PT por {ba} . Volvemos al paso
(0%
2.
. Recuperamos el conjunto anterior de indices {iy,...,7,11} y también

recuperamos la descomposiciéon LU anterior.

Iterativamente, perfeccionamos la solucion del sistema

) sgn (A1)
Pl ... | =€ :
Tnt1 sgn (Ant1)
Comprobamos los residuos r;j(x) para j ¢ {i1,...,in41}. Si|ra(z)| =
max; |rj(xz)| < e, entonces, tendremos (z1,...,x,) como la solucién

Chebyshev. Si esta comprobacién de los residuos no se cumpliera, pero
se hubiera llevado a cabo todo el proceso y el iltimo valor de € es mayor
que el actual valor de €, volvemos a los valores anteriores de z1,...,x,
como una solucién dudosa. Si no, se vuelve al paso 7.

2.3.3. Cobdigo en MATLAB

ot

© o N O

11
12

13
14
15
16
17
18
19
20

function [x, refset, epsilon, iter] = alg_bargold( A, b

)

% algoritmo de ascenso descrito por Bartels y Golub

% algoritmo que resuelve en sentido Chebyshev un sistema
de ecuaciones

% linecales Ax = b

% Pardmetros de la funcidn:

%A : matriz m x n de coeficientes

%b : wector columna m z 1

%x : wector solucidn del sistema n z 1

% refset : nimeros de las ecuaciones en la referencia
final

% epsilon : norma infinito del residuo en la solucidn

% iter : mimero de iteraciones

%m : numero de ecuaciones
%n : numero de incdgnitas

% Inicializacion de arrays auziliares
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21
22

23

24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

34

35
36

37

38

39
40
41
42
43

44
45

46

47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

33

[m,n] = size(A);

r = [1:n+1]; % permutacidn de filas

ix = [1:m] ; %permutacidn de columnas. Las primeras n
+1 columnas tras

% la eliminacidn fijan la referencia inicial

lambda = zeros(n+1,1);

w = zeros(n+1,1);

x = zeros(n,l);

sv = zeros(n+1,1); sv(n+l) = —1.0d0;

lasteps = —1.0; %dltima norma calculada del residuo
iter = 0;

xr = zeros(n+1,1);

% Se debe determinar una referencia inicial
subconjunto de n+1

% ecuaciones de A que determinan la soucidn minimaz del
problema.

% La referencia incial del subsistema es elegida
haciendo una copia de

% la transpuesta de A y en la wltima fila poniendo el
vector b y

% llevando a cabo una eliminacidn gaussiana con
intercambios de filas

%y columnas para seleccionar el mayor pivote posible.

TAB = [A’; b’];

% Iniciamos la eliminacidn gaussiana en TAB con pivotaje
total.

for k = 1:n+1 % etapas de la eliminacion gaussiana (

por columnas)
apiv = 0.0d0; %mddulo del elemento en TAB(k:n+1,k:m)
de mayor médulo
for i = k:n+1
[amax ,jmax| = max(abs(TAB(r(i),ix(k:m))));
if (amax > apiv)
apiv = amax; % valor mdximo
imax = i; % fila del wvalor mdximo
ipivot = r(imax); jpivot = ix(k+jmax—1);
pivot = TAB(ipivot ,jpivot);
end
end

if (apiv < eps)

refset = ix;

error ( 'Matriz_singular._Rango_insuficiente.’)
end
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61

62 iaux = r(imax);

63 r(imax) = r(k);

64 r(k) = iaux;

65 ipivot = iaux;

66

67 jaux = ix (k+jmax—1);

68 ix (k+jmax—1) = ix (k) ;

69 ix (k) = jaux;

70 jpivot = jaux;

71

72 % Eliminacion columna a columna

73

74 for j = k+1 : m

75 jeol = ix(j);

76 mult = TAB(ipivot ,jcol)/pivot; % multiplicadores.
cocientes fila

77 TAB(ipivot ,jcol) = mult; % pivotal entre pivot

78 for i = k+1 : n+l1

79 irow = r(i);

80 TAB(irow ,jcol) = TAB(irow , jcol) — TAB(irow ,jpivot)smult;

81 end

82 end

83 end

84

85 % Fin de la eliminacidn gaussiana

86

87 %P es la matriz del subsistema de A asociado a cada
referencia (matriz

88 % ampliada del subsistema (n+1)x(n+1) de Ax = b cuyos 7
ndices de fila

89 % estdan definidos por el array iz (:)).

90

91 refset = ix(l:n+1);

92 P = [A(ix(1:n+1), :), b(ix(1l:n+1))];

93

94 done = false;

95 bb = 1; %se factoriza por columnas P, iniciando la
factorizacion con

96 al = 1; % la primera columna como columna
pivotal.

97

08 while (" done)

99

100 % el siguiente apartado del programa lleva a cabo una
reduccion

101 % gaussiana mediante operaciones en las columnas de la

matriz asociada
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102

104

105

106

107

109

110

111

112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129

131
132
133
134

136
137
138
139
140

141

% con las ecuaciones de la referencia, formando una
matriz triangular

% superior e inferior. Cada elemento de la diagonal de
la matriz

% inferior serd 1. Debemos intercambiar las filas para
que el mayor

% pivote de cad columna se use. Se asume que las b—1
columnas ya han

% sido calculadas. Si la matriz no tiene rango mdximo,
se deja a

% decisidn del usuario determinar si el sistema dado
puede ser resuelto

% de manera ezacta .

% FACTORIZACION P°T. Etapa factorizacidn por columnas (
desde columna
% bb) Cuando se entra con bb>1 se evita la recomputacidn
de la
% factorizacion para columnas 1, 2, ..., bb—1.

for kK = bb : n+1

ele = ix(k);
if (k = bb)
jstart = 1;
else

jstart = bb;
end

for j = jstart : n+l
if (j < k)
imax = j—1;
else

imax = k—1;
end

if (imax < 1)

if (r(j) = n+1)

ng,r(j)) = b(ele);

P(k,r(j)) = A(ele ,r(j));

end

else

it (r(j) — n+l)

ng,r(j)) = b(ele);

P(Eﬂ“(i)) = A(ele,x(j));

P(kssgj)) =P(k,r(j)) — dot(P(k,r(l:imax)), P(1l:imax,r (]
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142 end

143 apiv = 0.0d0;

144 for j =k : n+tl

145 t = P(k,r(j));

146 if (apiv < abs(t))

147 apiv = abs(t); pivot = t; jpivot = j;

148 end

149 end

150 if (apiv < eps)

151 refset = ix;

152 error ( 'Rango_insuficiente._.Matriz_singular.’);

153 end

154 if (k < n—|—1)

155 ij = r(jpivot); r(jpivot) = r(k); r(k) = jj;

156 P(k,r(k+1:n+1)) = P(k, r(k+1:n+1))/pivot;

157 end

158 end

159

160 % Solucion subsistema P’ lambda = —e_{n+1}

161

162 for j = bb : n+l % sustitucion progresiva

163 if (r(j) = n+1)

164 sv(j) = —1.0d0;

165 else

166 sv(j) = 0.0d0;

167 end

168 sv(j) =sv(j) — dot(sv(1l:j—1), P(1:5—-1, r(j)));

169 end

170 lambda (n+1) = sv(n+1)/P(n+1,r (n+1));

171 for j =n : —1 : 1 % sustitucion regresiva

172 lambda(j) = (sv(j)—dot(lambda(j+1:n+1),P(j+1mn+1,r(j))))
P (i));

173 end

174

175 % Calcular epsilon para minimaz con la referencia actual

176

177 epsilon = 1.0d0/sum(abs(lambda));

178 if (epsilon > lasteps)

179 lasteps = epsilon;

180

181 % Solucidn del sistema Px = epsilonxsign (lambda)

182 xr = sign(lambda)xepsilon ;

183

184 % Sustitucion progresiva

185 w(l) = xr(1)/P(1,r(1));

186 for i =2 : n+l

187 w(i) = (xr(i) — dot(w(1l:i—1), P(i,r(1:i—1))))/P(i,r(i));

188 end

189
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190
191
192
193
194
195
196

198
199
200
201
202
203
204
205

207
208
209
210
211
212
213
214

215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232

234

235

% Sustitucion regresiva
x(r(n+1)) = w(n+1);
for i =n : —1 : 1
x(r(i)) =w(i) — dot(x(r(i+lin+1)), P(i,r(i+1n+1)));
end

% Para purificar la solucidn, se toma x(n+1) igual a —1

% Calculo de los residuos de z en las ecuaciones que no
son las

% de la referencia

ref = —x(n+1);

x = x/ref; epsilon = epsilon/ref;

ref = —1;

for j = n+2 : m

irow = ix(j);

t = —b(irow) + dot(x(1l:n), A(irow,1l:n));
if (abs(t) > ref)

ref = abs(t); al = j; s = sign(t);

end

end

if (ref <= epsilon)
done = true;

else

% Determino el indice de la ecuacion entrante del
subsistema

k = ix(al); %indice de ecuacion entrante

% Para determinar la ecuacion saliente resuelvo

%P mu=A(k,r(i));

if (r(1) = n+1) % sustitucion progresiva
w(l) = b(k);

else

w(l) = A(k,r(1));
end

for i =2 : n+l
if (r(i) = n+1)
w(i) = b(k);

else

w(i) = Alk,r(i));
end

w(i) = (w(i) — dot(w(1l:i—1), P(l:i—1,r(i))));

end

w(n+1) = w(n+1)/P(n+1,r(n+1)); % sustitucion regresiva
for i =n : —1 : 1 % sustitucion regresiva
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w(i) = (w(i) — dot(w(i+1lm+1), P(i+1lm+1,r(i))))/P(i,r(i

% s es el signo del residuo de mayor valor absoluto

% Encontrar indice con mdzima ratio w(k)/lambda(k) * s (
S

% alguna componente de lambda es cero salir con mensaje
de

% interrupcion por lambda cero)

ref = lambda(n+1); bb = n+1;

if (abs(ref) < eps) % test si lambda es cero
refset = ix;

error (’Interrupcion:._lambda._cero’)

end

ref = w(n+1)/refx*s;
for j =1 : n
t = lambda(j);

if (abs(t) < eps) % test si lambda es cero
refset = ix;

error (’Interrupcion:._lambda._cero’)

end

t = w(j)/t*s;

if (t > ref)

bb = j; ref = t;

end

end

x(al) = ix(bb); ix(bb) = k; al

done = false;

end

else % restaura la referencia anterior, y
procede a recomputar

epsilon = lasteps; al = 2;

jj = ix(al); ix(al) = ix(bb); ix(bb) = jj;

ref = —1;

for J =n

ii = ix (]

t b(ii

1f (abs (t

ref = abs

end

end

end

iter = iter+1;

end

refset = ix;

end

|
—

2 :m

dot ( (1:n), A(ii,1l:n));
ref
t

+
)
) +
) >
(t);

b
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2.3.4.
2.3.4.1.

Ejemplos
Ejemplo 1

A modo de ilustracién del algoritmo, consideramos como primer test la

solucién minimax del sistema lineal

11 -8 —6] [—68]
0 —-15 —12 —54
—-13 -3 10 11
7 8 2 3
0 -7 9 | [T |64
0 -5 5 | |77 |19
7 10 9 | LB 13
—15 0 15 30
-5 3 =15 72
2 5 14 | -5 |
tomado de [7].
La solucién es x = [—3, 4, —1]7, con un residuo cuya norma infinito viene
dada por |r||lc = 6,0. La solucién se alcanza en tres iteraciones, con la

referencia final (componentes del residuo donde se alcanza la norma infinito)
formada por las ecuaciones que corresponden a las filas 2,3,4 y 6 de la matriz

A.

2.3.4.2. Ejemplo 2

Para considerar un problema mads exigente tomamos como matriz A una
matriz aleatoria, de tamano 100 x 30, con sus elementos distribuidos de forma
uniforme en el intervalo [0, 1]. Para definir b, determinamos un vector x alea-
torio, con componentes distribuidas de forma uniforme en [0, 1], y definimos

b = A% x+ tol * rand(100,1).

En un ejemplo de este tipo de problema (con tol = 0,01), la solucién se
alcanzé en 60 iteraciones, con una soluciéon cuyos residuos maximos sélo se
diferenciaban en unas pocas unidades en la ultima cifra significativa de la
aritmética coma flotante de Matlab.

Este mismo ejemplo se ha llevado a cabo 50 veces gracias a la siguiente
funcion auxiliar.

function [itertotal , epsxtotal] =
2 for i = 1:n

3 A = rand(100,30);

ejemplo (n)
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4 x = rand (30,1);

5 b = Axx + 0.0lxrand(100,1);

6 [x, refset, epsilon, iter] = alg_bargol( A, b );
7 epsxtotal (i) = epsilon;

8 itertotal (i) = iter;

9 end

end

Debido a esta funcién hemos hallado el promedio de las iteraciones totales
este es: 70 y la desviacién promedio minimax 0,003829844133061.

Realizando este mismo ejemplo comparando el algoritmo ascendente y
el algoritmo ascendente con descomposicion LU, se obtiene que el primero
lo hace en una media de 73 iteraciones, mientras que el segundo alcanza la
solucion minimax en 70 operaciones. De esta manera llegamos a la conclusion
de que el algoritmo con descomposicién LU es més eficiente.

2.4. Algoritmo del descenso

En esta seccion se considera el método general descendente. Se debe mi-

nimizar la siguiente funcién:
0 (x) = 1I£z'é§}r(n {<A‘,x> — bi} )

Al igual que en el algoritmo ascendente, primero se va a describir el algoritmo
para un sistema de ecuaciones con una unica incégnita. Empezando con un
punto zo cualquiera, se define M = {i: r;(z9) = d(x0)}. Si M contiene dos
indices a;ar < 0, entonces zy es la solucién. Al no importar si x aumenta
o disminuye, uno de los rj(x) y 74(x) se incrementard, esto hace que J(x)
aumente. Por otro lado, un minimo local es necesariamente un minimo global
al ser una funcién convexa. Si xy no es la solucién, se selecciona j € M para el
que |a;| es minimo. Para que §(x) decrezca, es necesario y suficiente que 7;(x)
decrezca. La direccion en que esto se puede conseguir es hacia la derecha si
a; < 0y hacia la izquierda si a; > 0. Se selecciona j de tal manera que se
asegure que 7;(x) y 6(x) son idénticas a lo largo del segmento que une x
con el siguiente punto. Este se encontrard entre los puntos y; definido por
las ecuaciones r;(y;) = ri(y;), vy es el primero que se encuentra a derecha o
izquierda de xg, dependiendo del signo de a;.

La idea general del método es proceder de manera descendente de vértice
a vértice en la hipersuperficie en un espacio de dimensién n+ 1 cuya ecuacién
es

z = 0(x)




2.4. ALGORITMO DEL DESCENSO 41

Sea x¢ cualquier vector inicial. Renumerando los residuos segiin convenga, se
asume:

) (xo) =r (XO) =1y (XO) =...=7} (XO) > T (XO) (1>1)
Se busca la direccién en la que se debe mover desde x° en la cual los residuos
r1,...,7, disminuyan a la misma velocidad. Se sigue en esta direccion hasta

que una funcién residual (k + 1)-ésima alcance el primer k. Reaplicando esta
técnica se llega en un maximo de n pasos a un vértice, donde hay n + 1
residuos maximos iguales. Ahora, la velocidad de cambio en r; mientras se
mueve desde x° en direccién y es <Ai, y>. De hecho,

d d . .
—r; (xo + )\y) = [<A‘,x0 + /\y> — bi} = <A‘,y>

Por lo que una direccién y en la que los residuos 1, ..., 7, permanecen igua-
les decreciendo a una velocidad comin puede determinarse resolviendo las
ecuaciones:

(Aly)=-1 (i=1,...,k) (2.14)

Asumiendo que cada conjunto de n vectores Al es independiente, es decir, que
se cumple la condicién de Haar, entonces esta condicién sobre y se cumple
facilmente mientras k& < n. De hecho, se puede tomar y para que sea de la
forma:

k
Y= GA
j=1

las ecuaciones entonces seran
k

d g (ALAY=-1 (i=1,... k)

Jj=1

Es claro que la matriz de Gram no es singular. Habiendo determinado el
vector y con la propiedad (2.14), el préximo punto debe ser de la forma
x! = x° + \y donde ) es el coeficiente méas pequenio positivo en el que se
tienen k + 1 residuos maximos iguales. Asumimos ahora que se conoce un

punto x° donde se producen n + 1 residuos maximos iguales,

5 (XO) =T (XO) = ... =Tnt (XO) > T'n+ti (XO) (Z > ]_)
Puede ocurrir que x° sea solucién. Esto serd el caso si y solo si el sistema de

desigualdades lineales:

(Ally) <0 (i=1,....,n+1)
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es inconsistente. Si este sistema es consistente, entonces por el teorema de des-
igualdades lineales (teorema 1.1.5) no se encuentra en la envolvente convexa
de {A',... A®™} En consecuencia, si se resuelven las siguientes ecuaciones
para 61,...,0,.1,

n+1 n+1

dhAI=0 D Hi=1
=1 i=1

entonces al menos un coeficiente 6; sera negativo. Ahora, saliendo desde el
vértice asociado con el punto x° hay ciertos “bordes” que son variedades
lineales unidimensionales, a lo largo de las cuales, n residuos permanecen
iguales entre si. No todos estos bordes estan realmente en la superficie z =
d(x). Para cada conjunto de n indices seleccionados desde {1,...,n + 1}, hay
un borde a lo largo del cual estos n residuos son iguales. El residuo restante,
digamos r;, cambiard a un ritmo diferente. La direccién de este borde serd
la obtenida resolviendo un sistema como el siguiente para el vector y:

(Alyy=—-1 (i=1,....n+1;i#j)

En la direccién ¢/, el residuo r; cambiard a un ritmo <Aj, yj>, y esto puede ser
mayor o menor que —1. Si <Aj, yj> < —1, entonces el borde correspondiente
permanece en la superficie. Para calcular <Aj, yj> :

n+1 n+1

0=(0.7) = 0:(ALy") =) ~0i+0; (A y))
i=1 i=1
Gl

Por lo tanto

Uno de estos ritmos serd menor que —1, ya que al menos uno de los 6;
es negativo. Si j es un indice, el siguiente punto es de la forma x° + \yJ,
donde tomamos A\ para que sea el coeficiente més pequeno donde hay n + 1
residuos maximos iguales. Desde aqui para seguir calculando se podra utilizar
el teorema 2.3.3, puesto que debemos de volver a calcular C' inicamente
modificando la fila que hemos cambiado.

2.4.1. Cobdigo en MATLAB
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31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

42
43

% Algoritmo descendente

function [x, iter] = alg_descenso(A,b,x)
A=[A;—A];

b=[b;—b];

[m,n] = size(A);

resto = zeros(m,1);

% seleccionamos M, es el conjunto de indices que tiene

resto = delta
resto = Axx — b;
[delta, M] = max(resto);

M = find (resto==delta);
k = length (M) ;

MM = setdiff ([1:m] ,M); % conjunto de filas donde no se
alcanza el delta

iter = 1;

while (k — 1) < n

kones = — omnes(k,1);
Gram = AM,:) = A(M, :) ’;
coeff = kones’/Gram;

y = coeffxA(M,:) ;

lambda = (delta — restoMM))./( AMM,:)*y’ + 1);

posit = find (lambda > 0); %me encuentra las posiciones
de los positivos
[ratlam , pos] = min(lambda(posit));

J =MM(posit(pos)); %tengo que coger el indice de MM
que tenga lambda minimo

M = union (M, J);

X = X 4+ ratlamxy’;

resto = Axx — b;

k = length (M) ;

% hay que quitar el indice que hemos cogido de J

MM = setdiff ([1:m], M);

delta = delta — ratlam;

iter = iter—+1;

end

resto = Axx—b; % wvector de residuos con al menos n+l
residuos iguales a delta(z)

% caso de que SI
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44 C = inv([ones(k,1), AM,:)]);

45

46 while (min(C(1,:)) < 0.0)

a7 %p donde C(1,:) sea minimo

48 [cmin, p] = min(C(1,:));

49

50 %En la fila donde se encuentre el minimo C_p "0, dividir
cada

51 % elemento de la columna por el minimo

52 y = C(2:end,p)/cmin;

53

54 t = (delta — resto(MM))./(1 + AMM,:) xy);

55

56 % busco el indice del ratio positivo mds pequeno

57 posit = find (t>0); %me encuentra las posiciones de
los positivos

58 if (isempty(posit))

59 error( 'no_existe_t_positivo’);

60 end

61 [tmin, alpha] = min(t(posit));

62

63 X = X + tminxy;

64 AA = [ones (1), AMM(posit (alpha)) ,:)];

65 lambda = AA x C;

66

67 % seleccionamos beta para que sea mazimo

68 [bmax, beta] = max(lambda./C(1,:));

69

70 % mismo que algoritmo ascendente.

71 C(:,beta) = C(:,beta)/lambda(beta);

72

73 for i =1 : n+l

74 if i "= beta

75 C(:,i) = C(:,1)—lambda(i)*C(:,beta);

76 end

7 end

78

79 M(beta) = MM( posit (alpha));

80 MM = setdiff ([1:m], M);

81 iter = iter+1;

82 resto = Axx — b;

83 delta = delta — tmin;

84 end

85 disp (x);

86 disp(delta);

87 disp(resto);

88 disp (M) ;

89 end
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2.4.1.1. Problemas test
2.4.1.2. Ejemplo 1
Consideramos de nuevo el problema test de [7]
(11 -8 —6] [—68]
0 —15 —12 —b4
-13 -3 10 11
7 8 2 . 3
0 -7 9 | —64
0 =5 5|2 -19
710 9 ’ 13
—-15 0 15 30
-15 3 =15 72
| 2 5 14 | | =5 |
Con una aproximacién inicial igual a xo = [1,—1,1]7, se obtiene la so-

lucién minimax [—3,4, —1]7 en 15 iteraciones. El ntimero de iteraciones de
descenso (cada iteracion requiere la solucién de dos sistemas lineales) es con
diferencia bastante mayor que el nimero de iteraciones requeridas por el algo-
ritmo de ascenso. Una razén posible es la falta de optimalidad en la eleccién
de las direcciones de descenso que toma el algoritmo.
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Capitulo 3

Aproximacion Chebyshev por
polinomios y otras familias de
funciones lineales

En este capitulo se considerara el problema de aproximar una funcion
continua f definida en un intervalo [a, b] por un polinomio de grado menor o
igual que n, P € &,,. Se desea minimizar expresiones con la siguiente forma:

i, |f(2) — P(a) (3.)

0
e |5 — Pl 32
donde X = {xo,...,x,} es un subconjunto finito de abscisas prefijadas en

[a, b], distintas dos a dos.

Se hablard de un problema de aproximacién mas general en el que los
monomios 1, x, 22, ..., 2" serdn reemplazados por otras familias de funciones
continuas go, g1, - - ., gn. Nos referiremos a funciones de la forma . ¢;g;
con el nombre de polinomios generalizados de grado n. Notemos que, en
particular, cuando en la expresién (3.2) el numero de abscisas se toma igual
an+1 (la dimensién del espacio &2, o el espacio de polinomios generalizados),
el problema se reformula como uno de interpolaciéon de Lagrange.

Si X es solamente un conjunto finito de puntos, entonces el problema se
reduce a encontrar los coeficientes del aproximante

P(z)=cy+cax+ -+ cpa”

mediante la solucién minimax del sistema sobredeterminado de ecuaciones
lineales

Vic=b

47
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donde ¢ = [cy, ..., c,]T, b= [f(z0),..., f(x,)]" vy V es la matriz de Vander-
monde asociada a las abscisas xg, ..., Z,.

3.1. Familias lineares generales

Pese a que el algoritmo que vamos a desarrollar va a ser para polinomios,
vamos a exponer en esta secciéon distintos teoremas que se cumplen para
cualquier subespacio generado por una familia finita de funciones. Se debe
generalizar el concepto de polinomio para incluir combinaciones lineales de
otras funciones continuas como, g1, g2, .- ., gn-

Tales funciones son continuas en un espacio métrico compacto fijado X
(que generalmente serd un intervalo [a, b]) y, como ya se ha dicho, sus com-
binaciones lineales Y | ¢;g; se llaman polinomios generalizados. Con el si-
guiente teorema se garantizard que para cada f € C[X] existe al menos un
polinomio generalizado de mejor aproximacion a f.

Teorema 3.1.1 (Teorema de la existencia). Un subespacio vectorial de di-
mension finita de un espacio vectorial normado contiene, al menos, un punto
con distancia minima desde un punto fijado.

Demostracion. Sea M dicho subespacio y ¢ el punto fijado. Sea fy un punto
arbitrario de M. Entonces el punto buscado se encuentra en el conjunto:

{f-feMlf—gll<lfo—gl}-

Por ser un subconjunto cerrado y acotado de un subespacio de dimensién
finita es compacto. Por lo tanto, contiene un punto de distancia minima
desde g. O]

Teorema 3.1.2 (Teorema de caracterizacién). Para que los coeficientes que
denotamos cy, . . ., c, hagan que la norma uniforme del errorr := Yc;g;,— f sea
minima, es necesario y suficiente que el origen del espacio R™ permanezca en
la envolvente conveza del conjunto de puntos {r(x)x : |r(x)| = ||r|lw}, donde
x denota la n-upla {g1(x),...,g.(x)}.

Demostracion. Se va a demostrar haciendo uso de la reduccién al absur-
do. Se supone que ||r||o no es minimo. Entonces, existe algin vector d =

[dy, ..., d,]", que cumple | d(c; —di)gi — f oo < || Y. cigi — f ||oo- Ahora,
sea Xog={x € X :|r(x)] =||r||~}. Para z € Xy se tiene:

r(@) =Y digi(x)* < [r(@)]
{7‘2@) — 2r(x) Zdigi(x) + <Z dz-gi(x)>2} < [r(2))?
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de donde se obtiene el siguiente sistema de desigualdades lineales, que debe
satisfacerse:

(@)Y digi(z) =r(x)(d,X) >0 (z € Xy). (3.3)

Por el teorema de las desigualdades lineales (teorema 1.1.5) se sabe que 0
permanece fuera de la envolvente convexa de {r(z)z : x € Xo}.

Para ver la otra implicacion, se supone que 0 permanece fuera de la en-
volvente convexa de {r(z)x:z € Xy}. Por el teorema de las desigualdades
lineales, sabemos que existe un vector d tal que la desigualdad (3.3) es cierta
para z € X,. Como X, es compacto, el nimero ¢ = min,ex, r(z) (d,X) es
positivo. Sea X; = {z € X : r(x) (d,%) < ¢/2}. X; es un conjunto cerrado
que no contiene puntos de Xj. Esto se da debido a que |r(x)| alcanza su
extremo superior E en X; y F < [|r]|«- Se prueba que para algin A > 0,
Ir— A digilloe < .

Se toma x € X suponiendo que 0 < A < (||7]|ec —E) /|| D_ d;gi||. Entonces,

(@) = A digi(@)] < [r(@)] + A S digi(@)| < E+ A digill < 7]

Siz ¢ X; yseasume que 0 < A < ¢/| Y d;g:||*. Entonces

r@) A dg@)] = F@P - 2v(@) (%) + X Y dae)] <
< P+ AM=e + A1 DY digl®) < i1
[

Este teorema es la version continua del teorema 2.1.2. Para algunos ti-
pos de polinomios generalizados, la caracterizacion de la mejor aproximacion
puede estar dada de una manera mucho mas conveniente y, para ella, seré
necesaria la propiedad de la condicion de Haar.

Definicién 3.1.3. Se dice que un sistema de funciones {gy, ..., g, } satisface
la condicion de Haar, si cada g; es continua y si cada conjunto de n vectores de
la forma x = [g1(x), ..., gn(x)] es independiente. Se puede expresar también
como que cada determinante:

gi(z1) - gn(21)

91(®n) o gulTn)

asociado a n puntos distintos x1,...,z, del dominio de definicion de las g;,
es distinto de cero.
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Notese que, cuando las funciones g;,7 = 1,...,n son las funciones base
{1,z,2% ..., 2"} de Z2,, entonces la condicién de Haar se satisface automédti-
camente en cualquier intervalo y para cualquier n. Ello es consecuencia de
que entonces el determinante D[z, ..., x,] no es otro que el determinante de
la matriz de Vandermonde asociada a las abscisas xg, . . ., Z,.

Noétese que {g1,...,9,} satisface la condicién de Haar si 0 es la tnica
funcién de la forma )" | ¢;g; que tiene n o mds ceros en el intervalo [a, b).
Los siguientes teoremas se cumplen para cualquier familia lineal generalizada
(g1, ---,9n) y simplemente los enunciaremos, dejando su demostracién para
cuando nos centremos en el espacio de polinomios de grado maximo n, &,.

Lema 3.1.4. Sea {g1,...,gn} un sistema de elementos de Cla,b] que satis-
face la condicion de Haar. Sea a < xop < ... < x, < b, y sean Ag,..., \n
constantes distintas de cero. Para que 0 permanezca en la envolvente con-
vexa de las n-uplas \oZo, - .., AT, €S necesario y suficiente que los A vayan
alternandose en el signo, es decir, \X\i_1 < 0 parai=1,...,n.

Teorema 3.1.5 (Teorema de alternancia). Sea {g1,...,g,} un conjunto de
elementos de Cla,b] que satisface la condicion de Haar, y sea X cualquier
subconjunto cerrado de |a,b]. Para que un polinomio generalizado P =", ¢;g;
sea la mejor aproximacion en X de una funcion dada f € C[X], es necesario
y suficiente que la funcion de errorr = f— P presente en X, al menos, n+1
cambios de signo: v(x;) = —r@;—1) = £||r|jeo, con xo < ... <z yx; € X.
Se denota ||r||oc = max,ex |7(2)].

Si se conociera la localizacion de n + 1 puntos extremos de la curva de
error, es facil obtener la aproximacion polinomial (generalizada) éptima re-
solviendo el sistema de ecuaciones lineales

Flw) = exgi(w:) = £Ir]|oo-
k=1

Sin embargo, la localizacién de estos extremos la mayor parte de las veces
requiere de la solucion de sistemas de ecuaciones no linales.

Como aplicacién del teorema de alternancia se puede probar un teorema
de no existencia. Antes definimos lo que se entiende por un sistema de Markoff
de funciones generalizadas.

Definicién 3.1.6. Un sistema ordenado finito o infinito de funciones con-
tinuas {g¢1, go, ...}, en un intervalo [a, b], se denomina sistema de Markoff si
cada segmento inicial {g1, ..., g,} satisface la condicién de Haar.

Por ejemplo, los monomios 1, z,z?, ... forman un sistema de Markoff en
cualquier intervalo.
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Teorema 3.1.7. Sea {g1, g2,...} un sistema infinito de Markoff en |a,b].
Sea M el subespacio vectorial cerrado de Cla,b] generado por los elementos
gi. Entonces, ningin punto de Cla,b| que no pertenezca a M tiene una mejor
aproximacion en M.

Demostracion. Razonamos mediante reduccion al absurdo. Sea f ¢ M y
supongamos que existe un punto g perteneciente al subespacio vectorial M
que es el més cercano a f, y supongamos ||f — g|| = ¢ > 0. Entonces, 0 es el
punto mas cercano de M a f — g. Sea M, el subespacio de dimension finita
generado por {¢i, ..., g,}. Entonces, 0 es el punto de M,, més cercano a f—g.
Por el teorema de alternancia, f — g debe tener al menos n + 1 oscilaciones
de amplitud e. Debido a que esto es cierto para todo n, f — g no puede ser
continua. O

Otra aplicacién del teorema de alternancia puede ser tomando X como
cualquier conjunto de n + 2 puntos de la linea real. Se tiene entonces el
siguiente caso:

Teorema 3.1.8. Sean polinomios cualesquiera P y Q) de grado < n+1 que
cumplen las siguientes condiciones: P(x;) = f(x;) y Q(z;) = (=1)!, donde
Ty < ... < Tpy1. Entonces, la polinomial de grado < n que mejor aprorima
f en{z;} es P — A\Q, donde X\ es elegido para que la polinomial resultante
sea de grado < n. El error de aproximacion es |A|.

En el siguiente teorema se tiene un sistema de funciones continuas que
denotamos {g1,...,9,} satisfaciendo la condicién de Haar. Se denota por
E(f) el infimo de || P— f|| como P varfa en todos los polinomios generalizados,

P = Z CiGi-

Teorema 3.1.9 (Teorema de La Vallée Poussin). Si P es un polinomio ge-
neralizado tal que f — P asume valores alternados positivos y negativos en
n+ 1 puntos consecutivos xz; de [a,b], entonces E(f) > min; | f(z;) — P(x;)].

Demostracion. Si la conclusién fuera falsa, existiria un polinomio generali-
zado Py tal que ||f — By|| < min; |f(z;) — P(z;)|. Entonces, el polinomio
generalizado Py — P = (f — P) — (f — Fy) es alternativamente positivo y
negativo en los puntos x; y consecuentemente, desaparece en n puntos. Pero
esto no es posible. O
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3.2. La teoria de la aproximacién minimax

Hemos visto ya que la aproximaciéon minimax en un conjunto </ a una
funcién f en € [a, b] es el elemento de &/ que minimiza la siguiente expresion:

If = pllee = méx [f(z) —p(x)], pe . (3.4)

a<x<b

En esta seccién se veran las condiciones que se deben satisfacer para que
haya una mejor aproximacién cuando .27 es un espacio vectorial de dimension
finita. Pese a que existen teorias en las que .« puede ser cualquier espacio
vectorial, en este apartado nos vamos a centrar en el espacio &2, es decir, el
espacio de polinomios de grado maximo n. Sin embargo, estos resultados se
generalizan a todo subespacio A de dimension finita que cumpla la condicion
de Haar, una condicién que generaliza la introducida en el capitulo anterior
y que introduciremos mas adelante

Veremos ademads una serie de propiedades que se cumplen cuando se tiene
la condicion de Haar, incluyendo el resultado importante de que la mejor
aproximacién en la norma uniforme es tnica. La condicién de Haar, nos
garantizara también un método, denominado el algoritmo de intercambio,
para poder calcular la mejor aproximacion.

Supongamos que se tiene una aproximacién inicial p* de & a f. Si qui-
siéramos reducir el error maximo de la aproximacion inicial, deberiamos po-
der encontrar un elemento p en 27, no nulo, tal que la desigualdad

1f =@ +6p) lloo < If =P"llo0 (3.5)

se satisfaciera para algin valor del parametro 6.

3.2.1. Reduccién del error en una aproximacion de prue-
ba

Sea p* una aproximacion en &/ a una funcién f € % [a,b]. Queremos
mejorar la aproximacion determinando p € A y un nimero real 6, tal que se
satisfaga la condicion (3.5). Denotemos con %), el conjunto de puntos en los
que la funcion error, definida como

e(x) = f(z) —p*(z), a<z<b (3.6)
alcanza sus extremos. Este conjunto esta caracterizado por la condicion

le*(z)| = ||€*]|ey VX € P
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Supongamos que p* no es éptimo. Sea (p* + 0p) la mejor aproximacién. En-
tonces, los puntos en 2, deben satisfacer la desigualdad

le*(z) — Op(x)| < |e*(x)|, =€ Zu.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 6 es positivo. Por la desigualdad
anterior, si x pertenece a %, entonces necesariamente e*(x) tiene el mismo
signo que p(z). Se deriva entonces que p* es la aproximacién minimax en &7
a f, si no existe una funcién p en &/ que satisfaga la condicién

[f(x) = p*(2)lp(z) >0, x€ Z. (3.7)

El resto de la seccién establece el reciproco de este resultado: es decir, si
se verifica la desigualdad (3.7) para algin p € A, entonces existe un valor
positivo de 6, tal que produce la reduccion (3.5).

Generalizamos el problema de minimizar ||f — p||« en un intervalo [a, b]
al problema de minimizar la expresion

méx |f(z) —p(z)], pe (3.8)

donde Z es cualquier subconjunto cerrado de [a, b]. Este conjunto 2 puede
ser el propio [a,b], pero también puede ser un subconjunto finito de [a, b].
Esta ultima circunstancia sera la caracteristica de los problemas minimax
en cada iteracion del algoritmo del intercambio. Por tanto, los teoremas que
siguen se aplican a ambas situaciones.

Teorema 3.2.1. Sea &/ un subespacio vectorial de €[a,b], sea f una funcion
cualquiera en €la,b], sea Z cualquier subconjunto cerrado de |a,b|, sea p*
cualquier elemento de o7 , y sea %y el subconjunto de puntos de Z en el
cual el error {|f(z) — p*(z)| : x € Z} toma sus valores mdzimos. Entonces,
p* es un elemento de </ que minimiza méx,cx |f(x) — p(z)| si y solo si no
existe una funcion p en o/ que satisfaga la condicion [f(x) — p*(z)|p(z) > 0,
para todo x € Zy;.

Demostracion. La primera implicaciéon esta clara por como se ha ido desa-
rrollando en los parrafos previos a este teorema, pero la prueba se extiende
sin dificultad a cuando [a,b] se reemplaza por 2, un subconjunto cerrado
del intervalo [a, b].

Por lo tanto, falta demostrar que, si se tiene la condicién [f(z) —p*(x)|p(z) >
0 para todo ¢ € Z);, entonces podemos reducir el error de modo que la des-
igualdad

e’ ()]

z * _ 8 ’
max |e*(z) — Op(w)| < miéx
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se satisface para algunos valores de 6, donde e* es la funcién de error descrita
anteriormente.

Sea 0 positivo y se asume, sin pérdida de generalidad, [p(z)| < 1 con
a < x < b. Debemos tener un cuidado especial con las abscisas x para las
cuales los signos de e*(x) y p(x) son opuestos. Por lo tanto, definimos el
conjunto %, formado por los elementos x € Z que satisfacen la condicion
p(z)e*(xz) < 0. Como este conjunto es cerrado y, como 2y y £ no tienen
puntos en comun, el nimero

d = max [¢*
méx " (1)

satisface d < max,ey |e*(z)|. Si 2 fuera vacio, pondriamos d igual a cero.
La desigualdad buscada se obtiene cuando # toma el valor positivo § =
+[méx,e» |e*(x)| — d]. Como el conjunto £ es cerrado, sea & un elemento de
Z que satisfaga la ecuacion:

|€*(€) — Op(§)| = max [e”(x) — Op(x)]

€Y

Si £ pertenece a Z, se obtiene

méx |e”(x) — Op(z)] = [e"(E)] +[0p(E)] < d+0
En esta ultima expresion, el ultimo término depende de los limites de d men-
cionados previamente sin olvidar que |p(z)| < 1. Por lo tanto, la desigualdad
buscada se consigue gracias a la desigualdad de d < méx,c# [e*(z)] y la
ecuacion que definia a 6.
Alternativamente, si £ no pertenece a 2, los signos de los términos e*(§)
y p(€) son los mismos, lo que lleva a la siguiente desigualdad estricta:

|€7(€) = Op(&)| < max[[e*(E)], [Op(E)]],

que prueba la desigualdad buscada. O

Este teorema muestra que, para ver si una aproximacion es éptima, solo
se necesitan considerar los valores extremos de la funcion de error. Especifi-
camente, hay que ver si la condicion

[f(z) —p*(z)]p(x) >0, € Zy (3.9)

se cumple para alguna funcién p en 7.



3.3. CARACTERIZACION Y CONDICION DE HAAR 55

3.3. Teorema de caracterizacion y la condi-
ciéon de Haar

Si el conjunto o7 de las funciones aproximantes es el espacio de polinomios
de grado como méaximo n, es facil verificar si se cumple la condicién (3.9).
Se puede hacer uso del hecho de que una funcién en &, tiene como maximo
n cambios de signos. Consecuentemente, si la funcién de error [f(x) — p*(z)]
cambia de signo més de n veces mientras x oscila a lo largo de 2, entonces
p* es la mejor aproximacion. Por el contrario, si el nimero de cambios de
signo no excede n, entonces podremos elegir los ceros de un cierto polinomio
en &, para que se cumpla la condicién (3.9). Este resultado es el llamado
teorema de caracterizacion.

Hay ciertas propiedades de los polinomios que conviene recordar, puesto
que van a ser utiles en la demostracion del teorema, estas son:

1. Si un elemento de &, tiene més de n ceros, entonces es idénticamente
cero.

2. Sea {¢;: j=1,2,...,k} un conjunto cualquiera de puntos en el in-
tervalo abierto (a,b), donde k < n. Entonces, existe un elemento de
&, que cambia de signo en estos puntos y que no tiene otros ceros.
Ademds, existe una funcién en &, que no tiene ceros en [a, b].

3. Si una funcién definida en &, que no es idénticamente nula tiene j
ceros, y si k de esos ceros son puntos interiores de [a,b] en los que la
funcién no cambia de signo, entonces el nimero (j + k) no es mayor

que n.
4. Sea {¢;: j=0,1,...,n} un conjunto cualquiera de puntos en el in-
tervalo [a,b] y sea {¢;: j=0,1,...,n} una base cualquiera de &,.

Entonces, la matriz (n + 1) x (n + 1) cuyos elementos tiene los valores
{¢i(&;): i=0,1,...,n; 7=0,1,...,n} no es singular.

Definicién 3.3.1. Un subespacio vectorial <7 de dimensién n+ 1 de €’[a, b
se dice que cumple la condicién de Haar si las cuatro propiedades anteriores
son ciertas, cuando &, es reemplazado por el conjunto <. Equivalentemente,
cualquier base de & es llamada conjunto de Chebyshev.

Como las propiedades 1, 3 y 4 son equivalentes e implican la propiedad
2, es usual definir la condicién de Haar, inicamente mediante la primera. Es
decir, o7 satisface la condicién de Haar si y solo si, para cada p en .« no nulo,
el nimero de raices de la ecuacién {p(z) =0: a < x < b} es menor que la
dimensiéon de 7.
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Teorema 3.3.2 (Teorema de la Vallée Poussin). Sea f € €[a,b] y p* € Z,.
Suponiendo que existen n + 2 puntos ro < ... < Tny1 en el intervalo |a,bl,
tales que f(x;) — p*(x;) y f(xiy1) — p*(wir1) tiene signos contrarios para
1=0,1,...,n. Entonces,

, - > ’. . _ k . .
min [If = qlloo = min |f () = p"()]

—Vadyee

Demostracion. La condicién de los signos de f(z;) — p*(x;) se expresa nor-
malmente diciendo que f — p* tiene los signos alternados en los puntos z;,
1=0,1,...,n+1. Denotemos la expresion a la derecha de la desigualdad con
p. Claramente, p > 0: cuando g = 0, lo expuesto en el teorema es trivial,
asi que asumimos que g > 0. Por reduccién al absurdo, supongamos que la
desigualdad es falsa; entonces, para toda aproximaciéon minimax r, € &, a
la funcion f, se obtiene lo siguiente:

IS = ralleo = min I = gllso < s
Por lo tanto,
ru(@i) — fla)| < Ip"(2:) — fl@)l, i=0,1,...,n+1.
Ahora,
p*(x:) = ra(xs) = [p"(2:) — f(@a)] = [rul@s) — f(zs)], i=0,1,....n+1.

Ya que el primer término a la derecha siempre excede el segundo término en
valor absoluto, se obtiene que p*(x;) — r,(x;) y p*(x;) — f(z;) tiene el mismo

signo para ¢ = 0,1,...,n + 1. Por tanto, p* — r,, es un polinomio de grado
n y que cambia n + 1 veces de signo, lo que es absurdo. Y la demostracion
queda acabada. O

Este ultimo teorema nos da una pista para formular una caracterizacion
constructiva del polinomio minimax; de hecho, debemos demostrar que, si las
cantidades | f(z;) —p*(x;)], i = 0,1,...,n+1 del teorema anterior son iguales
a ||f —p*|le, entonces p* € &, es un polinomio minimax de grado n para la
funcién f en el intervalo [a, b]. Este resultado se conoce formalmente como el
teorema de caracterizacion de la aproximacion minimax, como formularemos
a continuacion.

De facto, si la funcién error [f(x) — p*(x)] cambia de signo n + 1 o més
veces cuando x recorre Zj;, entonces p* es una aproximacion minimax de
f. Reciprocamente, si el nimero de cambios de signo es menor o igual que
n, entonces podemos elegir las abscisas donde se producen estos cambios de
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signo como los ceros de un polinomio p(x) de grado menor o igual que n
que satisface la condicién (3.9). La misma prueba vale para un subespacio
A de dimensién n + 1 que satisfaga la condicién de Haar. En el argumento
anterior es esencial la propiedad 2 enumerada en esta misma seccién. La
prueba que aportaremos, sin embargo, parte de primeros principios utilizando
propiedades que son bien conocidas de los polinomios.

Teorema 3.3.3 (Teorema de caracterizacién). Sea f una funcion en €[a,b).
Entonces, p* € P, es la aproximacion minimazx a f en P,, si y solo si
existen n + 2 puntos {&: i=0,1,2,...,n+ 1} que cumplan las siguientes
condiciones:

I.a<§ <& <...<6,<0
2. 1f(&) = E)N=If =plloes i=0,1,...,n+1
8 f(&) — v (&) = = [f(§) —p*(§)], i=0,1,...,n.

Demostracion. Si f € Z2,, entonces el resultado es cierto, con p* = [y
cualquier sucesion de n + 2 puntos distintos x;, 2 = 0,1,...,n+ 1 contenidos
en [a, b].

Nos falta probar, entonces, el caso en que f ¢ £, esto significa que no
existe ningin polinomio p € &, que restringido en [a, b] sea idénticamente
igual a f. Para ver la suficiencia de la condicién, suponemos que existe la
secuencia de puntos z;,7 = 0,1,...,n+ 1, con las propiedades dadas. Defini-
mos,

L=|f-p E.(f) = min ||f — qllcc.
If =#"lleo y Ea(f) = min |1/ = qlloc

Por el teorema de La Vallée - Poussin, se tiene que F,,(f) > L. Por definicién
de E,(f), obtenemos que E,(f) < ||f — p*|lc = L. Con lo que llegamos a
E,.(f) = L y el polinomio dado p* es un polinomio minimax.

Para la condicién necesaria, suponemos que el polinomio dado p* € &,
es un polinomio minimax para f en [a,b]. Como x — |f(x) — p*(z)| es una
funcién continua en un intervalo cerrado y acotado [a, b, existe un punto en
[a,b] en el que |f(z) — p*(x)| alcanza su méximo valor, L > 0; sea

o =min{x € [a,b] : |f(z) — p*(x)| = L}.

Ahora, ¢y = b implicaria que |f(z) —p*(x)| = L para todo x € [a,b]. Como f
es continua en [a, b], podremos decir que f es de las dos maneras siguientes: o
bien f(z) = p*(z) + L para todo = € [a,b] o bien f(x) = p*(z) — L para todo
x € [a, b]. En cualesquiera de los casos encontrarfamos que f € &2, pero esto
no puede ser, puesto que habiamos elegido f ¢ &2,,. Por lo tanto, si z € [a, b),
y podemos asumir sin pérdida de generalidad que f(zg) — p*(z9) = L > 0.



58 CAPITULO 3. APROXIMACION CHEBYSHEV POR POLINOMIOS

Ahora, debemos probar la existencia del siguiente punto critico, x; €
(xo,b], tal que f(x1) — r(x1) = —L. Suponemos de otro modo, por contra-
diccion que —L < f(x) — p*(x) > L para todo = € [a,b]. Entonces, por la
continuidad de f, existe un 6 € (0, L) tal que —L+6 < f(z) —r(x) < L para
todo x € [a, b]. Definimos entonces r* € &, mediante

ri(@)p*(z) + ¢,
donde 0 < ¢ < min {4, L} = §. Entonces, para todo = € [a, b,

flx)=r*(z)= f(z)—p"(zr) —e>—-L+d—ec>—L

flx) =r*(z) = f(z) —p*(x) —e < L—e < L.

Las desigualdades anteriores significan que

1 =7 lloo < K = If = 7lloo-

Por lo tanto, r* € &2, es una aproximacion a f en [a, b] mejor que p* € Z2,,.
Esto, sin embargo, contradice nuestra hipdtesis de que p* es un polinomio de
mejor aproximacion de f en [a,b], lo que implica la existencia de

xy = inf{z € (x,b] : f(x) —p"(x)=—L}.

En consecuencia, f(z1) — p*(z1) = —L y 21 € (x0,b], como se estaba bus-
cando. Acabamos de probar para n = 0. Ahora, haciendo uso del método
de induccion, suponemos que n > 1 y sucesivamente definiremos los puntos
criticos como:

z; = nf {z € (z;.1,b] : f(z) —p*(x) = (-1)'L}, i=1,...,m.

Esto continuard hasta que x,, = b o hasta que encontremos un z,, < b, tal
que | f(z) —p*(x)| < L para todo x € (x,, b]. Ahora, o bien m > n+1y, por
tanto, acabariamos con la demostracion ya que habriamos encontrado n + 2
puntos criticos, o bien 1 < m < n.

Para acabar la demostracién del teorema, tendremos que probar que la
segunda opcion, es decir, 1 < m < n lleva a contradiccion y, por tanto, no es
posible. Supongamos que 1 < m < n y sea 1y = a. Debido a la definicién de
los puntos x;, t =0,1,...,m,

i € (i1, @) Vo € [y, @) | f(x) —p™(@)| < L, i=1,....m

y definimos 7,11 = b.
Se sigue de la eleccién de n;, ¢ = 0,1,...,m + 1, que se mantienen las
siguientes propiedades:
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1. |f(z) — p*(x)| < L para todo = € [1;,1;4+1] y para todo i = 0,1,...,m.

2. para cada i = 0,1,...,m existe x; € [n;, n;11] tal que f(x;) — p*(z;) =
(—=1)L.

3. no existe un indice i = 0,1,...,my x € [1;,m;i11] tal que f(z) —p*(x) =
(—1)i+1L.
4. |f(m:) —p*(n;) < L paratodoi=1,...,m

Ahora, sea

y definimos
r*(z) = r(z) +ev(x)

donde € > 0 es un nimero fijo real. Por la hipdtesis 1 < m < n, se sigue que
r* € &,. Vamos a considerar el comportamiento de la diferencia:

f(@) =r*(z) = f(z) — p’(z) — ev(z)

en cada uno de los intervalos [n;,n;4+1], ¢ = 0,1,...,m, cuya unién es |a, b].
Debemos probar que para € > 0 lo suficientemente pequeno,

F(X) = @) < L= =Pl

para todo x en [n;,m;11] con i =0,1,...,m, estoes, ||f —r*|loc < ||f —P*|c0s
lo que contradice el hecho de que p* € &2, es un polinomio minimax para f
en [a, b], lo que refuta la hipétesis de que 1 < m < n.

Tomamos por ejemplo el intervalo [ng, 71]. Para cada = en [ng, n1) se tiene
que v(z) > 0y, en consecuencia, por la definicién de 7*(z) y la propiedad (1)
de arriba, se tiene:

flz)—=r*(z) < L—cev(z) <L, € [ny,m).
Ademads, como v(n;) = 0, se sigue de la propiedad (4) que

fm) —r*(m) = f(m) —r(m) < L.

Por tanto, f(z) — r*(z) < L para cada = en [ny,m] y existe §; € (0, L)
tal que f(z) — p*(z) > —L + 0; para todo x en [ny,m]. Por lo que para
0 <e<min{L,d, e}, donde

01

0 ) [0()

g1 =
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tenemos que
f(x) —r*(z) > =L+ —elv(z)] > —L

Ademaés, por la propiedad (4) anterior,

fm) =r*(m) = f(m) —p*(m) > —L.

Por ello, f(x)—r*(z) > —L para todo x € [ny, ], con 0 < ¢ < min{L, d;,e1}.
Combinando los limites superior e inferior en f(z) — r*(z), deducimos que

[f (@) =r* (@) < L= = pllee;, = € [0, m].

Argumentando de la misma manera en cada uno de los otros intervalos
[Ui,T]iJrl], 1= 1, ...,Mm con 0<e< Hll/n{L,éﬂ,l,éTH,l}, 1= 1, ee,myy 5@'+1 y
g;+1 definidos analogamente a 0, y €, concluimos que

[f(z) =r* (@) <L=|f =pllees @ € [mismiga], ©=0,1,...,m
y, por ello, para 0 < e <min{L,d1,€1,...,,0m+1,Ems1}s
If =7 lle <L =1f =7l

Como r* estd en &, la iltima desigualdad contradice nuestra suposicién de
que p* es un polinomio de la mejor aproximacion a f en [a,b] desde &,. La
contradiccion descarta la posibilidad de que 1 < m < n. Ya que m > 1, se
sigue que m > n + 1 y la demostracion se acaba. O

En este teorema se ha supuesto, sin pérdida de generalidad, que f(x¢) —
p*(z9) = L > 0, donde L = ||f — p*||oc. Cuando f(x¢) — p*(x9) = =L < 0
la prueba es andloga, excepto cuando definimos r* = p* — ¢ para probar la
existencia del punto critico x; € (zo, b] y en la discusién del caso 1 < m < n,
permitimos

(@) = p*(x) — ev()

con v(z) y € > 0 definido como antes.

Una aplicaciéon importante de este problema es para los polinomios de
Chebyshev. El polinomio de Chebyshev, que denotaremos 7T;,, es un polinomio
de grado n definido en el intervalo [—1, 1] por la ecuacién:

T.(z) = cos(nh), x=cosf, 0<6<m.

Pese a su forma, 7T,, es un polinomio de grado exactamente n. Se tiene
que To(z) = 1, Ty(z) = x para todo = € [—1,1]. Recordando la identidad
trigonométrica

cos(n + 1) + cos(n — 1)0 = 2 cos cosnb
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1

y fijando 6 = cos™' z, cos = € [—1, 1] obtenemos la relacién de recurrencia:

Toii(x) = 22T, (z) — Th—1(x), n=1,2,3,..., xze€[-1,1].
Se deduce que T), es un polinomio de grado n en [—1,1].

Teorema 3.3.4. Sea x definido en el intervalo [—1,1], y sea n cualquier

L. . . n—1 . .
entero positivo. El polinomio (%) T, pertenece a &2, y su norma infinito
es la menor, bajo la condicion de que el coeficiente de x™ sea igual a uno, es

decir, que el polinomio de Chebyshev sea monico.

Demostracion. Una manera de identificar el polinomio buscado es encontran-
do los valores de los coeficientes {c¢; : i =0,1,...,n — 1} que minimizan la
siguiente expresion:
n—1
"+ c;xt
i=0

max
_i<z<1

Esto es equivalente a buscar la mejor aproximacion de &2, ; a la funcién

{z": —1 <z < 1}. Por el teorema de caracterizacién previo, se obtiene que
(%)n_l T, es el polinomio buscado, si el coeficiente de ™ es uno y si existen
puntos {&: i =0,1,...,n} en [—1, 1], ordenados de manera ascendente, de

tal modo que se cumpla la siguiente ecuacién:
T.&) = (=" "Tullee, i=0,1,...,n. (3.10)
La relacién de recurrencia de los polinomios de Chebyshev:
Toi1(x) = 22T, (z) — T—1 ()

implica que el coeficiente de x™ es el buscado, 1. Ademas por la definicion
T, (z) = cos(nf) muestra que la ecuacién (3.10) se satisface si permitimos a

cada &; tener el valor cos (@) ]

La principal razén por la que se permite a 2 un subconjunto cerrado de
€'la, b es por la necesidad en el algoritmo de intercambio de que Z contenga
unicamente n + 2 puntos. En la descripcion del algoritmo llamaremos a es-
tos puntos una referencia. Se permite que {&; : i =0,1,...,n+ 1} sean los
puntos de la referencia. Asumiremos siempre que estos puntos cumplen:

a<§<§ <. <& S0
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Teorema 3.3.5. Sea &7 un subespacio vectorial de €'|a, b] de dimension n+1
que satisface la condicion de Haar, sea {& :1=0,1,...,n+ 1} una referen-
cia, y sea f una funcion cualquiera en €la,b]. Entonces, p* es la funcion en
A que minimiza la expresion

max [f(&) —p* (&), peF (3.11)

i=0,1,...,n+1

sty solo si se cumple la siguiente ecuacion

f(Gi1) =P (&) = =[f(&) =P (&)],  i=0,1,...,n. (3.12)

Demostracion. Este teorema es una aplicacién directa del teorema de carac-
terizacién. Exceptuando el hecho de que permitimos a 2 ser el conjunto de
puntos {& :i=0,1,...,n+ 1}, en vez del intervalo |a, b]. ]

La funcién p* que minimiza la primera expresién del teorema, es de-
cir, max;—o 1, n+1|f(&) — p(&)| puede ser calculada gracias a las ecuaciones
f&1) —p*(&1) = =[f(&) — p*(&)]. Normalmente se denomina h al valor
[f(&) —p*(&)], y una vez elegida una base de .7, {¢; : j =0,1,...,n}. Los
coeficientes de la funcion

pi(z) = Zquﬁj(x), a<z<b
=0

satisfacen las ecuaciones:

FE&) =Y Nei(&) = (-1)h, i=0,1,...,n+1
7=0

Estas son un sistema lineal con las incdégnitas {\;: j=0,1,...,n} y h.
Por el teorema previo, obtenemos que estas ecuaciones tienen una solucién
para todas las funciones f en %[a,b], la matriz del sistema es no singular.
Por lo tanto, inicamente existe un elemento de .7 que minimice la expresién
max;—o 1, n+1 |f(&)—p(&)]. Un método mas general para probar la unicidad
se dara en la siguiente seccion.

3.4. Unicidad y cotas del error minimax

Durante toda esta seccion vamos a considerar que las condiciones del
eorema de caracterizacion se cumplen; recordandolas son:

La<§<é<...<§ 1 <b
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2. |f&) =) =If = p*lls, i=0,1,...,n4+1
3. f(&) —p (&) = — (&) —p (&), i=0,1,...,n

Sean ademas p* y ¢* las mejores aproximaciones de o/ a f y tales que se
cumplen las condiciones anteriores para ambas. Sea r* la funcién (¢* — p*),
consideramos:

r(&) = [F(&) —p ()] = [f(&) =" (&), i=0,1,...,n+1

Como ||f — ¢*|lec ¥ |If — 7*[|c son iguales, se obtiene por la condicién
(2) del teorema de caracterizacion que o bien 7*(&F) es cero, o bien su signo
es el mismo que [f(&) — p*(&)]. Gracias a la condicién (3) del teorema
de caracterizacion, se obtiene informacién sobre los signos de los términos
de la secuencia {r*(¢): ¢ =0,1,...,n+ 1}. De esto se deduce que * es
idénticamente cero. Por lo tanto, la proximacién de & a f es unica.

Teorema 3.4.1. Sea r una funcion en €|a, b, y sea {&: i=0,1,....,n+ 1}
una referencia, tal que se satisfacen las condiciones

(=1)'r(&) >0, i=0,1,...,n+1 (3.13)

Entonces r tiene al menos (n+1) ceros en [a,b] contando cada cero doble dos
veces, donde un cero doble es un cero que se encuentra estrictamente dentro
de la,b] y donde r no cambia de signo.

Demostracion. Sean Z y J los conjuntos definidos como:
Z={i: r(&) #0, i=0,1,...,n+1}

J={j:r¢&)=0, j=0,1,....,n+1}

y sean n(Z) y n(J) el numero de elementos en cada conjunto.

El teorema es trivial si n(Z) es cero o uno.

En caso contrario, se considera el niimero de ceros en el intervalo [&, &]
donde k y [ se encuentran ambos en Z, y ningin otro elementos de Z esta
en [k,l]. La condicién (—1)'r(&;) > 0 implica que los nimeros 7(&;) y r(&)
tienen el mismo signo si (I — k) es par, y tienen el signo contrario si (I — k)
es impar. Por lo tanto, el nimero de ceros de r en el intervalo [&,&] es, al
menos, uno mas que el nimero de puntos del conjunto {¢; : j € J} que se
encuentra en este intervalo, lo que prueba que cualquier doble cero se cuenta
dos veces, ya que el nimero de parejas [£, §] que tienen esta propiedad es
n(Z) — 1. Se deduce que el nimero total de ceros de r en [a,b] es al menos

n(Z)+n(J) — 1. O
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Teorema 3.4.2. Sea o/ un subespacio vectorial en €[a,b] que satisface la
condicion de Haar. Entonces, para cualquier f en €[a,b|, la mejor aproxi-
macion de </ a f existe y es unica.

Demostracion. Supongamos que existen dos mejores aproximaciones que de-
notaremos como p* y ¢*, entonces la funcién (p* — ¢*) tendrd al menos n + 1
ceros en [a, b], siempre contando los ceros dobles dos veces. Recordando la
propiedad de los polinomios, que se cumple siempre y cuando se tenga la
condicion de Haar en que, si una funcién de &,, que no es idénticamente cero
tiene j ceros y k de los cuales son puntos interiores de [a,b] en los que la
funcién no cambia de signo, entonces el nimero (j + k) no puede ser mayor
que n. Debido a ella, las funciones p* y ¢* son las mismas. O

Teorema 3.4.3. Si se mantienen las condiciones del teorema de caracteri-
zacidn, sea p* cualquier elemento de <7 y sea {&: i =0,1,...,n+ 1} una
referencia, que satisface la siguiente condicion.:

sign[f(&iv1) — 0" (§ir1)] = —sign[f(&) —p™(&)], i=0,1,...,n.

Entonces se cumplen las siguientes desigualdades:

i &) —p(&)l = min max (&) —p(&)] - (3.14)
< min|[f = plle (3.15)

pE.
< |f = plls (3.16)

Ademds, la primera desigualdad es estricta a no ser que todos los nimeros
{1f(&) —p*(&)|: i=0,1,...,n+ 1} sean iguales.

Demostracion. Para ver la primera desigualdad, suponemos que existe una
funcién ¢* en &/ que satisface la condicion:

min [f(&) —p"(&)] = _ méx [f(&) = ¢ (&)

1=0,1,...,n i=0,1,...,n

Si g* es igual a p*, entonces la expresion muestra que los nimeros

{lf(gz)_p*(gz” izO,l,...,n+1}

son todos iguales. Y se seguiria cumpliendo la desigualdad. Ahora, suponga-
mos que p* no es igual a ¢*, pero que se satisfaga la condicion

min [f(&) —p" (&) = _ médx [f(&) = ¢ (&)

i=0,1,...,n i=0,1,...n
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Denotemos a r* como la funcién (¢* — p*). Por la condicién anterior, se tiene
que los nttmeros (&) = [£(&) —p*(€))] — [£() — ¢*(€})] ticnen las mismas
propiedades del signo que antes. Por el teorema 3.4.1 y por la condicién de
Haar, se obtiene que las funciones p* y ¢* deben ser las mismas, con lo que
obtenemos una contradiccién y la primera desigualdad queda probada. La
segunda desigualdad se cumple porque la referencia es un subconjunto de
[a,b]. La tercera desigualdad de la expresién se mantiene debido a que p*
pertenece a 7. O

Se debe notar, que si p* es la mejor aproximacion minimax de .« a f y si
la referencia en el ultimo teorema son los puntos {£ : i =0,1,...,n+ 1} que
se dan con las condiciones del teorema de caracterizacién, entonces, todas las
desigualdades del teorema anterior se satisfacen como ecuaciones.

3.5. Algoritmos

La computacién de una mejor aproximacién en un intervalo ( o en cual-
quier otro espacio métrico compacto ) puede ser llevada a cabo mediante su-
cesiones de las mejores aproximaciones en conjuntos cada vez mas finos. Para
estos problemas discretos son ttiles los algoritmos explicados en el capitu-
lo anterior. Para buscar una aproximacién Z?Zl c;g; de una funcién f en
un conjunto X, se debe seleccionar un conjunto finito Y = {xy,...,z,} v
minimizar la funcion

Aler, ... ¢p) = max |chgj($i) — f(zi)]
j=1

1<i<m

Esto es lo mismo que resolver en sentido minimax los siguientes sistemas de
ecuaciones lineales:

chgj(xi) = f(z) (i=1,...,m).

Para el algoritmo se requiere inicamente que las funciones {f, g1,...,09n}
sean continuas en el espacio métrico compacto X . El problema es determinar
un vector de coeficientes x = (¢y, ..., ¢,) para el que

n n

Ae) = || E ¢igi — fll = max| E cigi — f|
zeX

i=1 i=1

sea minimo. Si el conjunto {gi, . .., g, } no es independiente, se podra reempla-

zar por un conjunto mas pequeno que si lo sea, sin incrementar p = inf A(c).
Se definen las funciones de residuo como 7(c,x) = Y ¢;g:(x) — f(x).
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3.5.1. El algoritmo de intercambio
3.5.1.1. Resumen del algoritmo de intercambio

Sea f una funcién definida en €[a,b] y sea un subespacio vectorial de
dimensién n+1 &7 de €’|a, b] que satisface la condicién de Haar. El algoritmo
de intercambio calcula el elemento de .&7 que minimiza el maximo error, es
decir,

15 = pll = mis [f(0) = p(a)l, pe . (3.17)
En vez de intentar reducir el error en cada intento de aproximacion, el algorit-
mo configura una referencia {§; :4=0,1,...,n+ 1}, con la que se converge
em un conjunto de puntos {£ :7=0,1,...,n + 1} que satisface las siguien-
tes condiciones del teorema de caracterizacién, que recordemos son:

S aSE<E < <E, <h
S =P EN = =P lloes i=0,1,...,n+1
o J(E0) — P (En) = — [FE) —p7 (€], i=0,1,...,n.

Las distintas modificaciones de la referencia se llevaran a cabo mediante un
proceso iterativo.

Para empezar los calculos, primero se debe elegir una referencia inicial.
Puede ser cualquier conjunto de puntos que garanticen la condicién

a§§0<§1<...<§n+1§b,

una eleccion particular que es adecuada cuando .7 es un espacio " se dard
mas adelante. Al principio de cada iteracion se tendra una referencia distinta
a todas las referencias de las iteraciones anteriores. Los cdlculos seran los
siguientes.

Consideramos {§; : i =1,...,n+ 1} la referencia en cada empiece de ite-
racién. Primero, se debe calcular la funcion p en &/ que minimice la expresion

méx | 17(6) ~pl&)l, pe

i=0,1,...,n

Hemos visto, en la seccién anterior que los coeficientes de p pueden ser cal-
culados al resolver el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

f&) —p&) = (=1, i=0,1,....,n+1

Se satisfacen los siguientes limites, donde p* es la mejor aproximacién de o7
a f
W <Nf =Pl < I1f = Plls
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Usando estos limites y utilizando el limite de la derecha, para poder obtener
un cambio adecuado para la referencia, se considera la siguiente funcién de
error:

e(x)=f(z) —p(x), a<z<b

Distintos métodos eficaces se basan en encontrar puntos que encajen con la
funcion de error de manera cuadratica, pero se asume que las abscisas de
los extremos se pueden encontrar de manera exacta. Sea 1 un punto que
satisfaga la ecuacion

[f(n) —p()| = If = Pl

Los calculos acabaran si la diferencia

6 = |f(n) —p(n)| — [n]

es suficientemente pequena, ya que por una desigualdad vista anterior-
mente, se tiene

If = plloo < If =p7[ + 0.

Si no se cumpliera, la referencia se cambiaria para poder empezar otra itera-
cién. La propiedad més importante del cambio de referencia es que la canti-
dad |h|, llamada la referencia de error nivelada, debe crecer mondtonamente
de una iteracion a otra.

Al pensar en la referencia de error nivelada como una funcién de referen-
cia, se usa la siguiente notacién: h(&o, &1, ..., &nr1) = |h|. Es 1til saber que el
propésito del cambio de referencia es aumentar el valor de h(&, &1, ..., Enrt)-
La expresion de 6 se hace pequena solo si la referencia de error nivelada es
cercana a || f — p*||o0, por lo que el algoritmo de intercambio serd un método
para resolver el problema de maximizacién, donde las variables son los puntos
de la referencia.

3.5.1.2. Ajustes en la referencia

Vamos a considerar una iteracion del algoritmo de intercambio que calcula
una funcién p de &7, resolviendo las ecuaciones:

&) —p&) = (=1)'h, i=0,1,...,n+1.

Esto cambia la referencia {¢; :i=1,...,n+ 1} por {ﬁj e=1,...,n+ 1}.
El método de elegir una nueva referencia depende del teorema 3.4.3, ya que
implica el crecimiento:

h(f;,ff, sy 7J1F+1) > h(€07€17 s 7€n+1)-
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El teorema muestra que es suficiente si se satisfacen las condiciones:

Sign[f( zJ—r&-l) —p( ;1)] = —szgn[f(ff) —p(ff)] t=0,1,...,n+1 (3'18)

f&T) =& = A, i=0,1,....n+1. (3.19)
Esto nos muestra que, al menos, uno de los niimeros

{IA(E&) =pED):i=0,1,....n+1}

es mayor que |h|.

Un método para obtener crecimiento en la referencia de error nivelada es
permitir que cada punto de la nueva referencia sea un extremo de la funcién
de error. Los métodos que cambian todos los puntos de la referencia son
normalmente mas eficientes que aquellos en los que solo se cambia un punto,
ya que se requieren menos iteraciones para llegar a la tolerancia buscada.

3.5.1.3. Aplicaciones de los polinomios de Chebyshev en aproxi-
macién minimax

Una propiedad del algoritmo de intercambio es que, si la condicién de
Haar se mantiene, la convergencia puede ser obtenida desde cualquier refe-
rencia inicial. Algunas referencias iniciales son mejores que otras, puesto que
se puede evitar el calculo de aproximaciones con errores mayores de lo nece-
sario. Cuando .7 es el espacio &, una referencia inicial efectiva, puede ser
obtenida gracias a las propiedades de los polinomios de Chebyshev. Especifi-
camente si x pertenece al intervalo [—1, 1], los puntos de la referencia inicial
se toman de la siguiente manera:

1—i
&zcos(%), 1=0,1,...,n+1 (3.20)

ya que esta eleccion nos asegura la siguiente propiedad.

Teorema 3.5.1. Sean f € €[—1,1] yp € &, con p la aproximacion de f
calculada con el algoritmo de intercambio, y con la referencia conteniendo
los puntos definidos como en (3.20). Si f es un polinomio de grado n + 1,
entonces p es la mejor aproximacion minimax de &, a f.

Demostracion. La manera en la que estan definidos los puntos de la referencia
y la definicién del polinomio de Chebyshev T}, implican los valores:

T (&) = ()" i=0,1,...,n+1.

Como (f — p) pertenece a &, 1, se sigue de la ecuacién f(&;) — p(&) =
(—1)%h que el error de la funcién (f — p) es un multiplo de 75, 1, por lo tanto,
por el teorema de caracterizacién, p es la mejor aproximacién de &2, a f. [
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Este teorema es util, no solo para cuando f pertenece a &, 1, sino tam-
bién cuando f es infinitamente diferenciable y su serie de Taylor:

oS j '
f@) =2 90, i=01,.n+1
j=0 7"

converge rapidamente. En este caso, a menudo, ocurre que el error de la mejor

xn+1f(n+l)(0)
(n+1)!

El teorema previo muestra que la referencia (3.20) ayuda a que el error sea

lo méas pequeno posible.
La referencia de puntos (3.20) es apropiada unicamente para el intervalo
[—1,1]. Para el intervalo general [a,b] se debe tomar la siguiente referencia:

aproximaciéon de &, a f estd dominado por el error del término

(n+1—d)m

(n+1)

1 1
fizﬁ(a—i-b)—i-ﬁ(b—a)cos(

),i:Qann+L

3.5.2. Primer algoritmo de Remez

El algoritmo de Remez fue publicado por E. Y. Remez en 1934. Se trata
de un algoritmo iterativo usado para encontrar aproximaciones minimax.
Para inicializar el algoritmo, se necesita un conjunto de n + 2 puntos en el
intervalo [a, b]. Se pueden elegir de distintas formas, pero la méds comuin es
los nodos de Chebyshev. Esto es debido a que estos nodos evitan el fenémeno
de Runge y minimizan el error de interpolaciéon. Por tanto, el polinomio que
pasa a través de los nodos de Chebyshev es una buen punto de inicio para el
polinomio minimax. Consideremos que el polinomio P, (z) que pasa por los
nodos de Chebysev es:

Po(z) = by + byt + ... + bya"

donde by, by, ..., b, son los coeficientes. Ahora, queremos forzar el criterio
de oscilacion, es decir, que el error entre el polinomio y la funcién f oscilen
alternativamente en los nodos Chebyshev. Para ello, escribimos el siguiente
sistema de ecuaciones:

bo+bixy +...+ b2l + (=1)'E = f(z;) i=0,1,2,...,n+1.

Se puede escribir esto de forma matricial como:

1 =z xf - ay E bo f(zo)
1 oz a2 - al -E b1 f(z1)
1 @y a3 - b E by | = | flx2) (3.21)

I zpq x721+1 JJ?L+1 (_1)n+1E bny1 f(xn—i-l)
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Podemos resolver este sistema (n + 2)(n + 2) para encontrar los coeficientes
bo, b1, ...,b,, E. Hemos impuesto el criterio de oscilacion, pero se debe notar
que el error E no es necesariamente el extremo de la funcién de error. Por
esta razén, debemos encontrar un nuevo conjunto de puntos. Esto nos lleva
al segundo paso del algoritmo, denominado el paso del intercambio.

Lo que tenemos hasta ahora es una funcién de error que alterna el signo
en los n+2 puntos. Haciendo uso del teorema del valor intermedio, se obtiene
que la funcién tiene n+ 1 raices. Hallamos las raices usando cualquier método
numérico y considerando los n + 2 intervalos siguientes:

la, z0], [20, 21], [21, 22], - - -, [2n—1, Zn), [2n, O]

donde zg, z1, ..., 2, son las n 4 1 raices. Para cada intervalo de los definidos
arriba, encontramos el punto en que la funcién de error alcance su valor maxi-
mo o minimo. Podemos hallarlo derivando la funcién de error y localizando el
minimo o el maximo en cada intervalo. Si sucede que el minimo o el maximo
no existen, calculamos el valor del error en los dos extremos del intervalo y
tomamos aquel que tenga el mayor valor absoluto. Esto nos aporta un nuevo
conjunto de puntos
L0, L5 Tpp

Este nuevo conjunto de puntos sera usado en la segunda etapa de la iteracion.
Seguimos con la iteracién hasta que se alcance el criterio de parada.

Al final de cada iteracion, obtenemos un nuevo conjunto de puntos en los
que evaluamos el error. Sea FE,, = min,; |E;| y Ey = méx; |E;|. Con el paso
de las iteraciones, el algoritmo converge y se acerca al polinomio minimax,
asi pues la diferencia entre la antigua y la nueva referencia de puntos se
va minimizando. Un criterio de parada razonable seria para las iteraciones
cuando Fy; = aF),, donde a es alguna constante cercana a 1.

En resumen, los pasos mas importantes serian:

1. Para una funcién dada f(z) en un intervalo [a, b], se especifica el grado
del polinomio de interpolacion.

2. Se calculan los n + 2 nodos de Chebyshev.

3. Imponiendo el criterio de oscilacién, se resuelve el sistema de ecuaciones
(n+2) x (n+ 2) para obtener by, b, ..., b,, E.

4. Formamos un nuevo polinomio P, con los coeficientes hallados P,(z) =
bo + bzt + ...+ by

5. Calculamos los extremos de la funcién de error P,(z) — f(x) y esto nos
Z 3 * * *
dard una nueva refenrencia xj, z,..., 25, .
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6. Si se alcanza el criterio de parada, se paran los calculos, si no, se usa
la nueva referencia y se repite a partir del paso (3).

3.6. Cdbdigo en MATLAB

En la implementacién del algoritmo utilizaremos la funcién Matlab fzero
para determinar indistintamente los ceros de la funcién error

en el intervalo [a,b], y los ceros de la derivada €'(x), que determinarén los
extremos de la funcion, que constituiran la nueva referencia para iniciar una
nueva iteracion.

El programa Matlab que sigue esta compuesto de una rutina principal

function[iter,y, B] = remez(fun, fun der, a, b, orden)

a la que se da como argumentos la funciéon fun que se desea aproximar, su
derivada fun_der, el intervalo [a,b], y el grado del polinomio de aproxima-
cién. Esta rutina llama internamente a una funcién que sirve para evaluar
indistintamente en un array x la funcién error e(x) = f(x) — P,(x), o su
derivada €'(z) = f'(x) — P/ (x). Nétese que el polinomio P,(x) se expresa en

la base formada por las sucesivas potencias (x — a)*, k= 0,...,n.

1 % Algoritmo de Remez

2

3 function [iter ,y, Bl]=remez(fun,fun_der ,a,b,orden)

4

5 % fun: funcidn de la que buscamos su aprorimacidn

6 % fun_der: derivada de la funcidn

7 % a: extremo inferior del intervalo

8 %b: extremo superior del intervalo

9 % orden: grado del polinomio

10

11 format long

12 options = optimset(’TolX’,1.0e—9,’TolFun’,1.0e—9);

13 tol = 1.0e—9;

14 maxiter = 1000;

15

16 potencia = ones(orden+2,1)*([0:orden]); % se trata de
una matriz de potencias repetidas en filas (order +2)
veces

17 coeff E = (—1)."[1l:orden+2]’; % se colocan los

coeficientes de E como un vector columna
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18 t = (l:orden)’; % las potencias del polinomio colocadas
en una columna
19

20 % llevamos a cabo la primera eleccidn de las abscisas
mediante chebyshev

21 % para que sea mds eficiente

22 k = 1l:orden+2;

23 y = (1/2)*(at+b) —(1/2)*(b — a)*cos((2xk—1)*pi/(2x(orden
+2))); %elegidos en el intervalo

24

25 errormax = 10; % wvalor aleatorio para que entre en el
bucle

26 iter = 0;

27 disp(y);

28

29 while (errormax > tolxmax(abs(a),abs(b)) && (iter <

maxiter))
30

31 y =vy(:); %ponemos en una columna las abscisas

32 % creamos la matriz

33 h = (y — a)*ones (1, orden + 1); % repetimos los puntos
menos el principio del intervalo

34 % (order +1) wveces

35

36 coeff_h = h.” potencia; % eleva la matriz h a la
potencias

37 M = [coeff_h coeff_E|; % matriz del sistema lineal de

ecuaciones
38

39 F = feval(fun.,y); %wvector de los f(xz)

40

41 B =MPF; %solucidn del sistema lineal de ecuaciones,
primero hay (orden+1) elementos

42 % que son los coeficientes del polinomio. FEl tdltimo
elemento es

43 % el valor del error en esos puntos

44

45 Bl = B(l:end—1); % Cogemos solo los coeficientes

46 B_der = B(2:end—1).x%t; % coeficientes de la derivada

47

48 % Vamos ahora a ir elegiendo los orden+2 intervalos

49

50 z(1) =a; %z(1) es el punto de inicio del intervalo

51 z(orden+3) = b; % z(orden+8) es el punto final del
intervalo

52 % entre medio se rellenan con las raices de la funcidn
error.

53 for k = 1: orden+l1

54 z(k+1) = fzero(@Q(x) err(x,fun,Bl,a), [y(k), y(k+1)],
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55
56
57

58
59

60

61

62
63

64

65
66
67
68

69
70

71

72
73
74

75
76

7

78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89

73

options);
end

% entre cada dos puntos del array z, se debe buscar el
punto que

% mazimice la magnitud de la funcidn de error.

% Si hay un extremo (maximo local o minimo local) entre
los dos puntos

% del array z, entonces la derivada de la funcidn serd
cero en este

% extremo. Se debe buscar los puntos extremos mirando
las raices de la

% derivada de la funcidn de error entre los dos puntos.

% Si el extremo mo existe, entonces comprobaremos el
valor de la

% funcidn de error en los dos puntos acuales de z y
eligiremos aquel

% con mayor magnitud.

for k = 1:orden+2

% si cambia de signo, buscamos el extremo y el wvalor del
la funcidn

% error en ese punto

if sign(err(z(k),fun_der ,B_der,a )) =sign(err(z(k+1),
fun_der ,B_der ,a))

yl(k) = fzero(@Q(x) err(x, fun_der, B_der, a) ,[z(k),z(k
+1)] ,options);

v(k) = abs(err(yl(k),fun,Bl,a));

else

% si no hay cambio de signo, quiere decir que no hay
extremo y

% comparamos los puntos del intervalo

vl = abs(err(z(k),fun,Bl,a)); % magnitud de la funcidn
de error al principio del subintervalo

v2 = abs(err(z(k+1),fun,Bl,a)); % magnitud de la funcidn
de error al final del subintervalo

% elegimos el que sea mayor

if vl > v2
yl(k) = z(k);
v(k) = v1;

else

v1(K) = 2(k+1);
v(k) = v2;

end

end

end

% buscamos el punto en el array de extremos que tenga la
mayor magnitud
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90

91

92
93
94
95
96
97
98
99

101

% de la funcidn de error. Si la diferencia entre este

punto y el
% correspondiente en el antiguo array es menor que una
cierta

% tolerancia , salimos del bucle
errormax = max(abs(y—yl’));

% reemplazamos la referencia
y = vl

disp (y);

iter = iter+1;

end

end

-

W N o U s W N

10
11
12

13
14
15
16

17

18
19
20
21
22
23
24

26

27

function e = err(x,fun,A a)

% funcidén del error

% x: punto donde vamos a calcular el error

% fun : la funcidn de la que queremos sacar el error
%A: los coeficientes del polinomio de aproximacidn
% a: primer elemento de los nodos

% los coeficientes del polinomio les colocamos en una
columna
A=A(:);

x = x(:);

% el orden del polinomio es igual al numero de
coeficientes menos uno

order = length(A)—1;

% las potencias colocadas en una fila y repetidas para
cada argumento para

% formar una matriz, por ejemplo si tenemos 8 elementos
en x, entonces

% [0 1 2]
% potencias = [0 1 2]
% [0 1 2]
potencias = ones(length(x),1)*[0:order];

% cada argumento se repite un nimero de veces igual al n
umero de

% coeficientes que forman una fila entonces cada
elemento de la fila

% resultante se alcanza con la correspondiente potencia
en la matriz de

% potencias.
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28

29 temp =((x—a)=xones(1,order+1))." potencias;

30

31 % multiplicando la matriz resultante con la tabla de
coeficientes para

32 % obtener un wvector columna. Cada elemento del wvector
resultante es igual al

33 % polinomio evaluado en la distancia entre los
coerrespondientes argumentos

34 %y el principio del intervalo

35

36 temp = temp#*A;

37

38 % el wvector error esta entonces dado como la diferencia
entre la funcidn

39 % evaluada en el punto dadp y el polinomio evaluado en

ese mismo punto
40
11 e = feval (fun,x)—temp;

3.6.1. Problemas test

[lustramos la efectividad del algoritmo de Remez con varios ejemplos, en
los que el criterio de parada impone que el maximo de la diferencia entre dos
referencias consecutivas debe ser mayor que una cierta tolerancia.

3.6.1.1. Ejemplo 1

Consideramos la aproximaciéon minimax por polinomios cuadraticos de la
funcién f(z) = sin(x), en el intervalo [0,7/2]. La convergencia se alcanza
después de cinco iteraciones y se ilustra en la tabla siguiente, que muestra
las sucesivas referencias computadas por el algoritmo.

Y1 Y2 Y3 Yy

0.059784875362591  0.484839298455275

0

o O OO

0.396351057488408
0.361226116017639
0.361145036766295
0.361145396685376
0.361145396685357

1.085957028339621
1.115913622125215
1.134168420088915
1.133338703212475
1.133338825666037
1.133338825665943

1.511011451432306
1.570796326794897
1.570796326794897
1.570796326794897
1.570796326794897
1.570796326794897

Cuadro 3.1: tabla de referencias
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La convergencia cuadratica se manifiesta en la aparente duplicacién del
numero de cifras coincidentes entre iterantes sucesivos.
El polinomio de aproximacion sera:

By + z(By +2Bs) = —0,013864950803157
+2(1,174881001423768 — x - 0,331429235303895)

La figura 3.1. muestra el aproximante minimax.

Aproximante minimax a sin(x) de grado 2

0.8

>
~ 0.6
o
>
[
£ 04

0.2

Figura 3.1

3.6.1.2. Ejemplo 2

Consideramos ahora la aproximaciéon minimax por polinomios de grado
5 de la funcién f(x) = sin(x), en el intervalo [r/4,37/4]. La eleccién del
intervalo de aproximacion esta motivada para que la funcién a aproximar no
sea mondtona en dicho intervalo.
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El polinomio de aproximacion sera:

Bi+(z—a) (By+(x—a) - (Bs+(x—a) - (Bs+(xr—a)- (Bs+ (r—a)- Bg))))

con

0,707116746231351
0,706651699860735
—0,350189052216190
—0,126915743807098
0,040398535966168
—0,000000000000000

La convergencia se alcanza después de cinco iteraciones, y se ilustra en
la tabla siguiente, que muestra las sucesivas referencias computadas por el

algoritmo.

hn

Y2

Ys

Yy

0.805089735122384
0.785398163397448
0.785398163397448
0.785398163397448
0.785398163397448
0.785398163397448

0.956747316378202
0.908558340961649
0.890966241638338
0.890934960191418
0.890935679822311
0.890935679822204

1.230024834963949
1.195411379819388
1.179628735311344
1.178640007112258
1.178640418135171
1.178640418132814

1.570796326794897
1.570796326794717
1.570796326795282
1.570796326794944
1.570796326794979
1.570796326794754

Cuadro 3.2: tabla con las referencias y; yo 3 Y4

Ys

Yo

Y7

1.911567818625844
1.946181273770409
1.961963918278460
1.962952646477683
1.962952235455103
1.962952235457192

2.184845337211591
2.233034312628262
2.250626411951306
2.250657693397972
2.250656973767282
2.250656973767686

2.336502918467410
2.356194490192345
2.356194490192345
2.356194490192345
2.356194490192345
2.356194490192345

Cuadro 3.3: tabla con las referencias ys ys y7

La figura 3.2 muestra el aproximante minimax.

El nimero de iteraciones necesarias para la convergencia es muy sensible
al grado del aproximante que se busca. Con grados altos, no se puede espe-
rar la estabilizacion de mas de cinco cifras decimales significativas de cada
punto de la referencia (aunque la tolerancia en el criterio de parada se fije
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| Aproximante minimax a sin(x) de grado 5

1.05

0.95

0.9

sin(x)/P (x)

0.85

0.8

0.75

Figura 3.2

en aproximadamente 1,0e — 9). Ello causa que la iteracién entre en un ciclo
infinito, para el que una salvaguarda posible seria fijar también un méaximo
para el nimero de iteraciones admisibles (por ejemplo, maxiter = 500).
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