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Introduccion

En los dltimos anos, las ideas y modelos matematicos han ido cobran-
do cada vez més importancia dentro de la comunidad bioldgica y quimica,
ya que se ha hecho evidente su utilidad a la hora de comprender procesos
fisiologicos y bioquimicos complejos, asi como para analizar gran cantidad
de datos con el fin de poder identificar, actuar y predecir comportamientos
desde un nivel atémico hasta un nivel industrial.

Si observamos con curiosidad nuestro entorno, rapidamente podemos
apreciar que la vida tal y como la conocemos seria imposible sin cambios.
Esta es la razén que impulsa la gran utilidad de las ecuaciones diferenciales
(debido a que relacionan los valores de una funcién con los de sus derivadas)
en el tratamiento matematico de cualquier fenémeno dinamico, esto es, que
involucre magnitudes que cambian con el tiempo (u otra magnitud). Por
ello, no es de extranar que dichas ecuaciones estén presentes en numerosas
disciplinas, entre las cuales destacamos la Biologia y la Quimica, que forman
parte de esta memoria.

Por otro lado, todos los objetos y seres estamos formados por dtomos
que se unen entre ellos utilizando diferentes tipos de enlaces quimicos dando
lugar a moléculas. Es precisamente en estas uniones donde encontramos la
clave de cualquier reaccién quimica, fenémeno en el cual los enlaces entre
atomos se rompen y reorganizan, transformandose en sustancias diferentes
denominadas productos. Si observamos de nuevo a nuestro alrededor, nota-
remos que este tipo de reacciones estdn ocurriendo constantemente. Sin ir
mas lejos, cuando respiramos o nos alimentamos proveemos a nuestras célu-
las de elementos quimicos que ellas transforman en energia y otros elementos
mediante una reaccién bioquimica.

El objetivo fundamental de este trabajo es proporcionar, mediante las
citadas ecuaciones diferenciales, la base matemdtica subyacente a cada mo-



delo de reaccién bioquimica. Entre ellos incluiremos la hidrolisis del ATP,
asi como el andlisis de la cinética de Goldbeter-Koshland, las oscilaciones
glucoliticas, la cinética enzimética y los impactos que tienen en ella diversos
inhibidores, entre otros. Para lograr lo mencionado, haremos uso de resulta-
dos matematicos no estudiados en el grado de Matemadticas, como el teorema
de Hartman-Grobman y la teoria de la bifurcacién local, en especial, las bi-
furcaciones de Hopf, conceptos y resultados que definiremos y expondremos
en el presente Trabajo Fin de Grado, apoyados por graficas de mapas de
fase que justifican e ilustran cada modelo estudiado.

A lo largo de este trabajo se utilizaran conceptos y resultados estudia-
dos principalmente en las asignaturas de “Ecuaciones Diferenciales” y “Ma-
tematicas Aplicadas a las Ciencias Naturales y Sociales”, aunque también
haremos uso de conceptos adquiridos en las asignaturas “Algebra y Geo-
metria Lineales 1”7, “Célculo Infinitesimal”, “Anélisis Matemético” y “To-
pologia”. Los métodos matematicos que se utilizan en el capitulo 2 sobre
las reacciones bioquimicas, incluirfan también el “andlisis dimensional” y el
“escalado”, vistos en la asignatura “Matematicas Aplicadas a las Ciencias
Naturales y Sociales”, motivo por el cual no los anadimos en esta memoria.

En el primer capitulo se exponen los resultados matematicos necesarios
para abordar, posteriormente, el estudio de sus aplicaciones en el campo de
las reacciones bioquimicas. A su vez, dividimos el capitulo en dos secciones:
la primera de ellas relativa al teorema de Hartman-Grobman, resultado de
gran importancia en la teoria cualitativa local de ecuaciones diferenciales
ordinarias; y la segunda relativa a las bifurcaciones locales, esto es, aquellas
que pueden ser analizadas completamente mediante cambios en las propieda-
des de la estabilidad local (bien sean éstas de puntos de equilibrio u 6rbitas
periédicas a medida que los parametros atraviesan umbrales criticos. Una
de las bifurcaciones locales con mas relevancia es la bifurcacién de Hopf, la
cual exponemos al final de este capitulo. En cuanto al estudio de las bifurca-
ciones locales que aqui mostramos esta organizado yendo de menor a mayor
complejidad en funcién del tipo de punto fijo. Para ello, comenzamos con-
siderando poblemas en una dimension; posteriormente, en dos dimensiones,
describimos la técnica para reducir los sistemas con un pardmetro a forma
normal en el caso en el que los dos autovalores resultantes de la linealizacién
en torno a un equilibrio son imaginarios puros. Analizando dicha forma nor-
mal, justificamos hasta cierto punto el teorema de Poincaré-Andronov-Hopf.



En el segundo capitulo, centramos nuestra atencién en aplicar los con-
ceptos y resultados vistos en el capitulo precedente, junto con el andlisis
dimensional, escalado y estudio de mapas de fases, a diversas reacciones
bioquimicas. Uno de dichos ejemplos es la hidrélisis de ATP, reaccién fun-
damental para diversos procesos vitales por ser la mayor fuente de energia
para la sintesis de macromoléculas complejas como el ADN, ARN o las pro-
tefnas. Para ello, cabe destacar que la ley que sustenta la mayoria de dichas
reacciones es la ley de acciéon de masas, enunciada en 1864 por los cientificos
noruegos Cato Maximilian Guldberg y Peter Waage. Desafortunadamente,
esta ley no se puede utilizar en todas las situaciones ya que algunas proceden
de mecanismos complejos que constan de varias reacciones elementales a me-
nudo desconocidas, motivo por el cual se ha decidido anadir en la memoria
el estudio de las reacciones catalizadas por enzimas, ya que no siguen direc-
tamente esta ley. Para ello utilizamos el modelo propuesto por el bioquimico
aleman Leonor Michaelis y la médica canadiense Maud Menten con el fin de
explicar la desviacién de la ley de acciéon de masas, ademés de estudiar los
modelos que surgen cuando entran en accion distintos tipos de inhibidores
enzimaticos. Concluimos este capitulo con el modelo matematico propuesto
por Sel’kov para describir las oscilaciones glucoliticas, donde aplicaremos el
teorema de Hartman-Grobman y el de Poincaré-Andronov-Hopf para anali-
zar su comportamiento.

En el apéndice que sigue a la teoria se incluyen las funciones implemen-
tadas en MATLAB que utilizamos a lo largo de este trabajo para obtener
las gréaficas que aparecen en la memoria con el fin de dar respuesta visual a
los distintos casos tratados, ejemplos, y en definitiva, a la teoria estudiada
en el mismo.

Por 1ltimo, me gustaria agradecer a mi tutora, Begona Cano, su tiempo,
sus valiosas aportaciones y su dedicacién mostrados durante la elaboracion
de este TFG, sin olvidar la influencia del resto de profesores que he tenido
a lo largo de estos anos, y a las personas que me han acompafniado en todo
este recorrido.






Capitulo 1

Resultados matematicos
previos

A lo largo de este capitulo haremos uso de conceptos y resultados pre-
sentes principalmente en [15] y en [17].
1.1. Teorema de Hartman-Grobman

El teorema de Hartman-Grobman es un importante resultado en la teoria
cualitativa local de ecuaciones diferenciales ordinarias. El teorema muestra
que cerca de un punto de equilibrio hiperbélico! z, el sistema no lineal

&= f(z) (1.1)
tiene la misma estructura cualitativa que el sistema lineal
i = Az, (1.2)

donde A es la matriz jacobiana de f evaluada en el punto de equilibrio,

(A= Df(xo))-

Nota: A lo largo de este capitulo asumiremos que el punto de equilibrio
xg se ha trasladado al origen.

'Recordamos que un punto de equilibrio es hiperbélico si todos los autovalores de la
matriz asociada al sistema tienen parte real no nula.



Definicion 1.1 Se dice que dos sistemas autonomos de ecuaciones diferen-
ciales como (1.1) y (1.2) son topoldgicamente equivalentes en un entorno del
origen o que tienen la misma estructura cualitativa cerca del origen si hay
un homeomorfismo H que lleva un abierto U que contiene el origen en un
abierto V' que también contiene el origen que lleva las trayectorias de (1.1)
en U sobre las trayectorias de (1.2) en V' y conserva su orientacion en el
tiempo en el sentido de que si una trayectoria va de x1 a x2 en U, entonces
su imagen va de H(x1) a H(x2) en V. Si el homeomorfismo H conserva la
parametrizacion en funcion del tiempo, se dice que los sistemas (1.1) y (1.2)
son topolégicamente conjugados en un entorno del origen.

Antes de enunciar el teorema de Hartman-Grobman, consideramos un
ejemplo simple de dos sistemas lineales conjugados topoldgicamente.

Ejemplo 1.2
Consideremos los sistemas lineales © = Ax e §y = By con
A=[Z ] v B=[§ 4l
Sea H(x) = Rz, donde
1 - -1

R=sl 3y R =500

Ocurre que B = RAR™! y siendo y = H(z) = Rz o x = R~ 'y, obtenemos
y = RAR 'y = By.

El tinico punto de equilibrio de ambos sistemas es el (0,0), y puesto que los
autovalores de A y de B son reales y de signo contrario, estamos ante dos
puntos de silla.

Si x(t) = eMxg es la solucién del primer sistema asociada a x¢, entonces
y(t) = H(z(t)) = Rx(t) = ReMzg = eP'Rag es la solucién del segundo
sistema asociada a Rzg; es decir, H lleva las trayectorias del primer sistema
en las trayectorias del segundo sistema y conserva la parametrizaciéon ya que

HeAl = Bty

La funcién H(x) = Rx es simplemente una rotacién de 45° en el sentido
contrario a las agujas del reloj y es claramente un homeomorfismo. Los ma-
pas de fase de estos dos sistemas se muestran en la figura 1.1.
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Figura 1.1: Mapas de fase asociados a los sistemas del ejemplo 1.2.

Teorema 1.3 (Teorema de Hartman-Grobman). Sea E un subconjunto abier-
to de R"™ que contiene al origen, sea f € CY(E) y sea ¢ el flujo del sistema
no lineal (1.1). Supongamos que f(0) = 0 y que la matriz A = Df(0) no
tiene ningun autovalor con parte real nula. Entonces existe un homeomorfis-
mo H de un abierto U que contiene al origen en un abierto V' que contiene
al origen tal que para cada xg € U, hay un intervalo abierto Iy C R que
contiene al cero tal que para todo xog € U yt € Iy,

H o ¢i(z0) = eAtHa:O;

es decir, H lleva trayectorias de (1.1) prézimas al origen en trayectorias de
(1.2) prézimas al origen y ademds conserva la parametrizacion en funcion
del tiempo.

1.2. La teoria de la bifurcaciéon local

1.2.1. Introduccién

En algunas ocasiones, la estructura cualitativa del flujo de un campo
vectorial puede cambiar al variar algin pardmetro: en particular, puntos fi-
jos pueden ser creados o destruidos, o su estabilidad puede verse alterada.
Estos cambios cualitativos en la dinamica es a lo que denominamos bifurca-
ctones, y los valores de los parametros en los que se producen constituyen
los llamados puntos de bifurcacion.



Sea el campo vectorial parametrizado

= f(x,pn), zeR", pelRP, (1.3)

donde f es una funcién C" en algtin conjunto abierto de R™ x RP. El grado de
diferenciabilidad vendra determinado por el orden del desarrollo de Taylor
que se necesite. Normalmente, C5 ser4 suficiente. Supongamos que (1.3) tiene
un punto fijo en (z, u) = (o, o), es decir,

f(zo, o) = 0.

Inmediatamente surgen dos preguntas.

1. ;El punto fijo es estable o inestable?
2. {Cémo se ve afectada la estabilidad o inestabilidad al variar u?

Para responder a la pregunta 1, podemos, en primer lugar, examinar el
campo vectorial lineal obtenido al linealizar (1.3) sobre el punto fijo (x, 1) =
(20, 10)- Este campo vectorial lineal estd dado por

£ = Dy f(zo, p0)€, €€ R™ (1.4)

Si el punto fijo es hiperbdlico (es decir, ninguno de los valores propios
de D, f(xo, ;o) se encuentra en el eje imaginario), sabemos que la estabili-
dad de (xg, po) en (1.3) estd determinada por la ecuacién lineal (1.4). Esto
también nos permite responder a la pregunta 2, ya que como los puntos fijos
hiperbdlicos son estructuralmente estables, el hecho de variar u ligeramente
no cambia la naturaleza de la estabilidad del punto fijo. Aunque podria ser
claro intuitivamente, vamos a profundizar un poco més en ello.

Sabemos que
f($07 MO) - 07

v que
Dxf($07 /'LO)

no tiene autovalores en el eje imaginario. Por lo tanto, D, f(zo, to) es inver-
tible. Por el teorema de la funcién implicita, existe una tnica funcién C",
x(u), tal que



flz(u),pm) =0

para u suficientemente cerca de pg con

x(po) = xo.

Ahora, por la continuidad de los autovalores con respecto a los pardme-
tros, para p suficientemente cercano a o,

Dy f(x(p), 1)

no tiene autovalores en el eje imaginario. Por lo tanto, para u suficiente-
mente cerca de pg, el punto fijo hiperbdlico (xg, pg) de (1.3) se mantiene y
su tipo de estabilidad permanece invariable. En resumen, en un entorno de
o, un punto fijo aislado de (1.3) se conserva y ademds mantiene siempre el
mismo tipo de estabilidad.

La verdadera diversién comienza cuando el punto fijo (o, o) de (1.3)
no es hiperbdlico, es decir, cuando D, f (o, po) tiene algunos autovalores en
el eje imaginario. En este caso, para y muy préximo a pg (y para x cercano
a xp), puede ocurrir un comportamiento dindmico radicalmente nuevo. Por
ejemplo, se pueden crear o destruir puntos fijos y se pueden crear comporta-
mientos dependientes del tiempo, como dindmicas periddicas, cuasiperiédi-
cas o incluso cadticas. En cierto sentido, cuantos mas autovalores haya en el
eje imaginario, mas extraordinaria podra ser la dinamica.

En este trabajo nos ceniremos a casos muy simples. Abordaremos pri-
mero algin ejemplo en una dimensién, donde para que el equilibrio sea no
hiperbdlico necesariamente el tnico autovalor que aparece es el nulo. Se-
guidamente, consideramos el caso bidimensional, donde los autovalores sean
imaginarios puros complejos conjugados no nulos.

1.2.2. Bifurcaciones en una dimension

Supongamos que el campo es unidimensional (n = 1) y que se cumple,
para un equilibrio xg asociado a un cierto pardmetro py que D, f(xg, 10) = 0,

&= flx,p), xR € RP. (1.5)



Sin pérdida de generalidad se puede suponer que po = 0 ya que, en otro
caso, considerando i = pu — po v f(x, i) = f(x, i + po), f cumpliria las
condiciones que se escriben a continuacién

£(0,0) =0, (1.6)
gi(o,o) = 0. (1.7)

La ecuacién (1.6) es simplemente la condicién de punto fijo y (1.7) es la
condicién de autovalor nulo. Observamos ademéas que f es C" si y solo si
f es C". Comencemos por estudiar algunos ejemplos especificos, en los que
asumiremos que

e RL

Ejemplo 1.4

Consideremos el campo vectorial
&= flx,p)=p—2° weR', peRl (1.8)

Es facil comprobar que se cumple (1.6) y (1.7), pero en este ejemplo podemos
determinar mucho mas. El conjunto de todos los puntos fijos de (1.8) estd
dado por

w— 2=0

p= x>
Esto representa una parabola en el plano formado por p y x, como se mues-
tra en la figura 1.2.

En la figura, las flechas a lo largo de las lineas verticales representan el
flujo generado por (1.8) a lo largo de la direccién x. Por tanto, para p < 0,
(1.8) no tiene puntos fijos, y el campo vectorial es decreciente en z. Para
wu >0, (1.8) tiene dos puntos fijos y, como muestra la figura, = crece dentro
de la parabola y decrece fuera. Esto muestra que uno de los puntos fijos es
estable (representado por la rama verde con trazo continuo de la parébola)
y el otro punto fijo es inestable (representado por la rama roja con trazo
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discontinuo de la pardbola).

Este es un ejemplo de bifurcacién. Nos referiremos a (x, ) = (0,0) como
un punto de bifurcacion, al valor del parametro p = 0 como un walor de
bifurcacion y a la figura 1.2 como diagrama de bifurcacion.

Este tipo particular de bifurcacién (donde en un lado del valor de un
pardametro no hay puntos fijos y en el otro lado hay dos puntos fijos) se
denomina bifurcacion de nodo de silla.

2
oy y o
156 ¥ s x4
] | L
By i /t/' A7
oy /(/’ A
o5 Y ] A1
¥ ¥ A A |
= ok Y AT
by ., A
o5fF Y "o, A
¥ U] " A
IR O T T T N T T T —
oy L Z00 TR T T IR JNN JNN SN Rt
45f ¥ L :l
i v v L ' \
i | I
2 1.5 1 0.5 0 05 1 15 2

Figura 1.2: Gréfica asociada al ejemplo 1.4. (Bifurcacién de nodo de silla).

Ejemplo 1.5

Consideremos el campo vectorial

dT:f(xaﬂ):MSU—ﬂ?,

2

r e R,

pneRL

(1.9)

Es facil comprobar que de nuevo se cumple (1.6) y (1.7). Ademds, los puntos

fijos de (1.9) estdn dados por

Yy por

z=0

T = p,

11



los cuales representamos en la figura 1.3. Por tanto, para p < 0, hay dos
puntos fijos; x = 0 es estable y x = p es inestable. Estos dos puntos fijos se
fusionan en p = 0y, para g > 0, x = 0 es inestable y x = u es estable. Por
tanto, se ha producido un intercambio de estabilidad en p = 0. Este tipo de
bifurcacion se denomina bifurcacion transcritica.

2 T
Py l //:
156 Y / A1
f Y ‘/ A 1
1L ¥ 4 P A 4
f Y v / A 1
osf Y / A7

rooy
= DJ N |
A A Fy |
05k A ¥4
A . ¥y ooy
W

R - v ooy

1F A +
LA = y ooy
15k '.0" L 4 y A
- L Yooy

A

_zl‘ \L L 5 W N
2 15 1 0.5 0 05 1 15 2

Figura 1.3: Grafica asociada al ejemplo 1.5. (Bifurcacién transcritica).

Ejemplo 1.6
Consideremos el campo vectorial
i=f(z,p) =pr—2° xeR'Y peR.L (1.10)

Esté claro que de nuevo se cumple (1.6) y (1.7). Ademads, los puntos fijos de
(1.10) estan dados por
z =0,

2 _
=M,

y estan dibujados en la figura 1.4. Por tanto, para p < 0, hay un punto fijo,
x = 0, que es estable. Para p > 0, x = 0 sigue siendo un punto fijo, pero se
han creado dos nuevos puntos fijos en u = 0 y estdn dados por z? = u. En

12



el proceso, = 0 se ha vuelto inestable para u > 0, con los otros dos puntos
fijos estables. Este tipo de bifurcacién se llama bifurcacion en horquilla.

2
oy L2 A A vy v oy l L
15 Y ¥ L2 A L T l [
oy ¥ L2 A Vv vy ¥
A YOy Y Y ¥ ¥y oy X ) S
by vy Yoy vy v XA | O
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A5F A A AA A A I S S T AX 3
boA A A A A A AA A A AA
-2 T
2 15 -1 05 0 0s 1 15 2

N

Figura 1.4: Gréfica asociada al ejemplo 1.6. (Bifurcacién en horquilla).

Ejemplo 1.7

Consideremos el campo vectorial
&=fle,p)=p—2° zeR', peR. (1.11)

Es trivial comprobar de nuevo (1.6) y (1.7). Ademds, todos los puntos fijos

de (1.11) vienen dados por
3

p=a>
los cuales mostramos en la figura 1.5. Sin embargo, en este ejemplo, a pesar
de tener (1.6) y (1.7), la dindmica de (1.11) es cualitativamente la misma
para p > 0 que para p < 0. Es decir, (1.11) posee un tinico punto fijo estable.

Veremos ahora en qué consiste una “bifurcacion de un punto fijo”. El

término bifurcacion es extremadamente general, pero empezaremos a ver
las utilidades que tiene en sistemas dindmicos, a medida que veamos cémo
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Figura 1.5: Grafica asociada al ejemplo 1.7.

usarlo para describir la estructura de la érbita cerca de puntos fijos no hi-
perbdlicos.

Volviendo a los ejemplos anteriores, nos damos cuenta de que a pesar de
que en los cuatro se cumplia (1.6) y (1.7), la estructura de la 6rbita cerca
de p = 0 fue diferente en los cuatro casos. Por lo tanto, saber que un punto
fijo tiene un autovalor nulo en su linealizacién para p = 0 no es suficiente
para determinar la estructura de las 6rbitas del sistema para p cerca de cero.
Consideremos cada ejemplo individualmente.

» (Ejemplo 1.4, Fig 1.2). En este ejemplo, una curva tnica (o rama)
de puntos fijos pasé por el origen. Ademas, la curva estaba completa-
mente a un lado de g = 0 en el plano p-x.

» (Ejemplo 1.5, Fig 1.3). En este ejemplo, dos curvas de puntos fijos
se intersecaron en el origen en el plano p-z. Ambas curvas existian a
ambos lados de p = 0. Sin embargo, la estabilidad del punto fijo a lo
largo de una curva dada cambiaba al pasar por p = 0.

» (Ejemplo 1.6, Fig 1.4). En este ejemplo, dos curvas de puntos fijos
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se intersecaron en el origen en el plano p-x. Sélo existia una curva
(z = 0) a ambos lados de p = 0; sin embargo, su estabilidad cambié al
pasar por u = 0. La otra curva de puntos fijos estaba completamente
a un lado de p = 0 y tenia un tipo de estabilidad opuesto a = 0 para
w>0.

» (Ejemplo 1.7, Fig 1.5). Este ejemplo tenia una curva tnica de pun-
tos fijos que pasaban por el origen en el plano p-x y existian en ambos
lados de = 0. Ademsds, todos los puntos fijos a lo largo de la curva
tenian el mismo tipo de estabilidad. Por lo tanto, a pesar del hecho de
que el punto fijo (z, ) = (0,0) no era hiperbdlico, la estructura de la
Orbita era cualitativamente la misma para todos los p.

Queremos aplicar el término bifurcacion a los ejemplos 1.4, 1.5 y 1.6,
pero no al ejemplo 1.7. Para ello, enunciemos la siguiente definicion.

Definicién 1.8 (Bifurcacion de un punto fijo). Se dice que un punto fijo
(x,p1) = (0,0) de una familia uniparamétrica de campos vectoriales unidi-
mensionales experimenta una bifurcacion en p = 0 si el flujo para p cerca
de cero y para x cerca de cero no es siempre cualitativamente igual que el
flugo cerca de x =0 en pu = 0.

1.2.3. Formas normales para campos vectoriales en R? con
un parametro

Consideremos el campo vectorial

= f(x,n), zeR?® pelcCR, (1.12)

donde I es un intervalo abierto en Ry f es C" en cada variable. Supongamos?

que

£(0,0) = 0.

*No hay pérdida de generalidad al suponer que el punto fijo estd ubicado en (z, ) =
(0,0).
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En lugar de desarrollar la teoria general sobre formas normales, ilustra-
remos la idea con un ejemplo especifico.

Ejemplo 1.9

Supongamos que en el caso anterior D, f(0,0) tiene dos autovalores ima-
ginarios puros no nulos, es decir, A(0) = £iw(0) con w(0) # 0. Consideremos
ahora los siguientes pasos para escribir el sistema en lo que se denomina for-
ma normal:

a)

Notemos en primer lugar que, como D, f(0,0) es invertible, se pue-
de aplicar el teorema de la funcién implicita a f(z, ) = 0 cerca de
(z, ) = (0,0), despejando asi los equilibrios © = z(u) para p suficien-
temente pequeno, de forma que z(0) = 0. En general, f(x(u),n) =0.

Para p fijo, haciendo el cambio de coordenadas y = z — x(u), tenemos
y=i=[f(z,p) = fly+x(p),p). (1.13)

Considerando entonces

fQy, ) = fly +z(p), 1),

se tiene que, para p cercano a 0,

con

F0, 1) = fla(p), 1) = 0. (1.15)
Dyf(0, 1) = Dy f(z(n), 1)

Por tanto, el origen es un equilibrio para el campo (1.14) para todo u
cercano a 0.
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c¢) Considerando la transformacion lineal genérica
z = Py,
derivandola y haciendo uso de (1.14), tenemos que
i=Pj=Pf(y,pu) = PF(P "2 p) = f(z,p).
Por (1.15) se tiene que

f(onu’) =0.

D.f(0, 1) = PD,f(0,))P~" = PD, f (a(u), u)P~".

Por tanto, se puede elegir P de tal forma que

D00 = (731 i) (116)

donde A(u), A(u) sean los autovalores de D f(z(u), ).

En definitiva, tras una transformacién lineal en x, escribiendo

Re A(p) = |A(p)] cos(2m0(u)),

Im A(p) = |A(u)] sin(270(), (1.17)

y sustituyendo (1.17) en (1.16) tenemos que

~ _ cos(2m0(p)) —sin(2mO(p))
D2 f(0, 1) = [A(w)] <sin(27r0(Z)) cos(27r9(,u/;) ) '

En conclusion, tras las transformaciones explicitadas en a), b) y ¢), se
puede escribir el sistema original (1.12) en la siguiente forma, més facil de
analizar,

(5) = g (gnlamtlooy = snfemtly) () | (o)
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con (x1,72) € R2, y donde las f* son no lineales en 1 y a9 y resultan de
considerar el resto tras la linealizacién del campo. (Con frecuencia omitire-
mos la dependencia explicita de los parametros de A, 8 y posiblemente de
otros valores en aras de una notacién menos engorrosa).

Al tratar con las partes lineales de campos vectoriales con autovalores
complejos, suele ser mas facil calcular la forma normal usando coordenadas
polares. Ilustramos a continuaciéon dicho procedimiento para este ejemplo.

Consideremos la siguiente transformacion lineal

@)= G0 0656

para obtener
z e 0 z Fl(z, z; p)
(£ -0 (0 ) Q)+ (C20) o

donde

Fl(z,2;0) = fH(21(2, 2), w2(2, 2) ) + if* (21(2, 2), 22(2, 2); ),

F?(z,2;1) = fH(21(2, 2), w2(2, 2); 1) — if*(21(2, 2), 22(2, 2); ).

Por lo tanto, todo lo que realmente necesitamos estudiar es

5= |Ne* 2 + FY(z, z; ), (1.19)

ya que la segunda componente de (1.18) es simplemente el conjugado com-
plejo de la primera componente. Por lo tanto, escribiremos (1.19) en forma
normal teniendo en cuenta que luego habra que deshacer el cambio de va-
riable para obtener z; y x2. Expandiendo (1.19) en una serie de Taylor
tenemos

S = N2y 4+ By 4 By + .+ Foy + O(2]", |2]), (1.20)

donde los F; son polinomios homogéneos en z y z de orden j cuyos coefi-
cientes dependen de u.
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Simplificaciéon de los términos de segundo orden

Hacemos la transformacién
y— z=y+ha(y,9), (1.21)

donde ha(y, y) es de segundo orden en y y en g con coeficientes que dependen
de u. (No mostraremos la dependencia explicita de p). Derivando (1.21) y
sustituyendo en (1.20), tenemos

. Ohy.  Ohy. _
A A Ay + ha) + Fa(y,5) + O(3), (1.22)
luego
) dhy\ Ohy . _
=(1+=2 2254+ F . 1.2
i=(1452) e - Givmwa o). 0

Por otro lado, de

= Ne Tz Fy+ Fy+ ...+ Fooy + O(2]", |2]"),

tenemos -
y= g+ 0(2), (1.24)

y para y y y suficientemente pequenos, utilizando la férmula del desarrollo
de Taylor tenemos que

—1
<1+8h2> = 1—%};2+O(2). (1.25)

Por lo tanto, de (1.24) y (1.25) tenemos que (1.23) se convierte en

ohy - Oh
J= ANy — A2y — A2+ Mg + F + O(3),
0y 0y

por lo que podemos eliminar todos los términos de segundo orden si

Ohy - Ohsy
ho — —_— —_— F>=0. 1.2
Ao (Aayy+)\agy)+ b =0 (1.26)
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La aplicacion

Ohy  ~0Ohg _
9% y> (1.27)

hy — Ahg — <)\y+ A
Ay

es una funcion lineal del espacio de polinomios homogéneos en y y en ¥y de
grado 2 en si mismo. Si denotamos a este espacio por Hs, entonces

Hy = span{y®, yy.5°}.

F, también puede verse como un elemento en este espacio, por lo que
resolver (1.26) resulta ser un problema de Algebra Lineal.

Igualando hy a cada uno de los elementos que forman la base de Hy y
sustituyéndolos en la funcién lineal (1.27) obtenemos

= para hy(y, ) = y*:

0 - (0
2 0 9 9 2\ | _ 2
g [A <6yy >y“ <ayy M M

» para ha(y,y) = yy:

0 - (0 - < _
My — (M =yy |y+ X =yy | 7] = =My,
dy 0y

= para ha(y, ) =y

(o3 ()] -

Por tanto, (1.27) es diagonal en esta base y su representacién matricial
viene dada por

“Alp) 0 0
0 —=Aw) 0
0 0 A(w) —2A(w)
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Notemos que para g = 0, tenemos que A(0) # 0 y A(0) = —A(0). Por
tanto para p suficientemente pequefio, A() # 0 v A(u) — 2A(i) # 0 y la
aplicacién (1.27) es invertible. De aqui se deduce que, para p suficientemente
pequeno, todos los términos de segundo orden pueden eliminarse de (1.20)
considerando una transformacién (1.21) adecuada que cumpla (1.26).

Simplificacién de los términos de tercer orden

Una vez que tenemos
y=Ay+ F3+ 0(4),

considerando una nueva transformacién tal que v — y = v+hs(v, v), donde
hs(v,v) sea de tercer orden en v y en ¥ con coeficientes que dependan de p,
obtenemos

-1
0= (l—l—%) [)\v— %5+)\h3+Fs(v,T})+O(4)

ov o0
B Ohs < Ohs_

Podremos eliminar todos los términos de tercer orden si

Ahs — )\%v - Xa—h_?’@ + F;=0.
ov o0v

Definiendo H3 de forma similar a como hicimos con Hs, tenemos
Hs = span{v®,v?0,v0°,5°}.

Igualando h3 a cada uno de los elementos que forman la base de H3 y
sustituyéndolos en la funcién lineal

(1.28)

Ohs ~Ohs _
Ov 0 ’

h3 — )\h3 — [)\’U + A—7
v

obtenemos:
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3.

para hs(v,0) =v

s — [)\ (5{)@3) v+ <88vv3) 17] = —2)\05,

2

para hs(v,v) = v°v:

M5 — [A (av(v%)> v+ A (i(u%)) v} = —(A + \v?o,

2.

para hs(v,v) = v

\v? — [/\ (;:)(UUQ)) v+ A <§)(v02)> v] = —2Xyv?,

3.

para hg(v,v) =0

o — [A <§UU3> v+ A (8(1@3) z] = (A —3)\)7°.

Por lo tanto, la representacién matricial para la aplicacién (1.28) viene
dada por

—2\(p) 0 0 0
0 =) +Aw) 0 0
0 0 —2X(p) 0 (1.29)
0 0 0 Ap) —3A(w)

Ahora, en u =0,
A(0) + A(0) = 0;
sin embargo, ninguna de las columnas restantes de (1.29) es idénticamente
nula en p = 0. Luego para p suficientemente pequeno, los términos de tercer
orden en F3 que no tienen la forma

0217,
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pueden ser eliminados.

Por lo tanto, la forma normal hasta el tercer orden viene dada por
O = v+ c(p)vo + O(4),

donde ¢(u) es una constante que depende de p.

Simplificacién de los términos de cuarto orden

A continuacién simplificamos los términos de cuarto orden. Notemos que,
en cada orden, la simplificacién depende de si

on - oh\
Ah — ()\waw + Aw%> =0 (1.30)

para algunos h = w"w™, donde m + n es el orden del término que queremos
simplificar. Sustituyendo esto en (1.30), obtenemos

A" 0™ — (nAw" 0™ + mAw" ™) = 0,

(A —nA — mA)w" ™ = 0.
En =0, A = —X\; por lo que no debemos tener
1+m—n=0,
si queremos que todos los términos de orden m + n desaparezcan.

Se ve facilmente que esto nunca puede suceder si m + n es par, es decir,
m +n = 2k, ya que entonces

l+m—-—n=1+m—(2k—m)=1+2m —2k

serfa impar, y en consecuencia, no podria ser 0. Por lo tanto, todos los
términos de orden par se pueden eliminar y la forma normal vendria dada
por

W = Aw + c(p)wo + O(5), (1.31)

para p préoximos a p = 0.
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Escrito en coordenadas cartesianas tendriamos:

T = axy — wrg + (azy — bxo)(x? + 23) + O(5),
To = wry + axg + (bry + axe) (23 + 23) + O(5),
donde A(p) = o) + iw(p) y c(p) = alp) +ib(u).

Y en coordenadas polares podriamos expresarlo como

= ar + ar® + vO(r°),
0=w+br?+ o(rh).
Nota: Con respecto a la diferenciabilidad, es importante destacar que

para obtener la forma normal (1.31), el campo vectorial debe ser al menos
Co.

1.2.4. Teorema de Poincaré-Andronov-Hopf en dos dimen-
siones y con dos autovalores imaginarios puros

Consideremos aqui la ecuacién (1.3), pero en lugar de con n = 1 como
en la seccién 1.2.2, ahora con n = 2. Supongamos también que p = 1, es
decir,

= f(z,u), zeR?® peR, (1.32)

en la cual f es C"(r > 5) en algin conjunto abierto suficientemente grande
que contiene al punto fijo de interés. Denotamos al punto fijo por (z,u) =
(x0, 110), es decir,

0 = f(zo, to)- (1.33)

Estamos interesados en ver como cambia la estructura de la érbita cerca
de ¢ a medida que varia u. Para ello, lo primero que debemos examinar es
la linealizacion del campo vectorial con respecto al punto fijo, la cual viene
dada por

¢ = Dy f (w0, o), ¢ € R

Supongamos, como en la seccién 1.2.3, que los dos autovalores de D,, f (o, 10)
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son imaginarios puros y no nulos. Sabemos que, dado que el punto fijo no
es hiperbdlico, la estructura de la orbita del campo vectorial linealizado
cerca de (z,u) = (g, o) puede tener poca relevancia sobre la naturaleza
de la estructura de la érbita del campo vectorial no lineal (1.32) cerca de

(z, 1) = (w0, po)-

Como se vié en el ejemplo 1.9 de la seccién anterior, tras una transfor-
macién lineal en el mapa de fases, se puede conseguir que el campo vectorial
(1.32) tome la siguiente forma

()= (s ) () + ()
(21,72, 1) € RIxR'xR?, (1.34)

donde f1 y fo son no lineales en 1 e x2 y (1), A(12) son los autovalores del
campo vectorial linealizado alrededor del punto fijo en el origen.

Segiin se vié en la seccién anterior, el sistema (1.34) puede ser escrito
tras otra serie de transformaciones y utilizando coordenadas polares como

7= a(p)r+ a(p)r’ + O(r°),

. 1.35
0 = w(p) + b(p)r* + O>rh), ( )

donde A(p) = ap) + iw(p) y ocurre que a(0) = 0y w(0) # 0.

Puesto que nuestro interés en este momento esté centrado en la dindmica
cerca de p = 0, resulta natural expandir por Taylor los coeficientes de (1.35)
alrededor de p = 0. Por lo tanto, la ecuacién (1.35) se convierte en

7= o/ (0)ur + a(0)r® + O(pr, pr,r?),

0 = w(0) +w/(0)ﬂ+b(0)7“2 +O(M2,MT2,T4), (1.36)

donde “’” denota la derivada con respecto a u. Nuestro objetivo es com-
prender la dindmica de (1.36) para r pequeno y p pequeno, hecho que se
logra en dos pasos.

Paso 1. Ignorar los términos de orden superior de (1.36) y estudiamos la
forma normal “truncada” resultante.
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Paso 2. Demostrar que la dindmica resultante de la forma normal trun-
cada no cambia cualitativamente cuando se tiene en cuenta la influencia de
los términos de orden superior que previamente no habiamos considerado.

» Paso 1: Ignorando los términos de orden superior en (1.36) tenemos

= dur + ar®,
R ) (1.37)
0 =w+cu+bre,

donde, para facilitar la notacién, hemos definido

Al analizar la dindmica de los campos vectoriales siempre se suele co-
menzar encontrando los puntos fijos y estudiando la naturaleza de su
estabilidad. Con respecto a (1.37), sin embargo, procedemos de manera
ligeramente diferente debido a la naturaleza del sistema de coordena-
das polares. Para ser precisos, los valores de r > 0 y p para los cuales
7 =0, pero 0 # 0, corresponden a Orbitas periédicas de (1.37). Desta-
camos esto en el siguiente lema.

pd . ~
Lema 1.10 Para —oo < £= <0 y u suficientemente pequerio

(r(),0(1)) = ( e [w i <c - ’f) 4 t+90) (1.38)

es una orbita periodica para (1.37).

Demostracién. Es inmediato comprobar que (1.38) satisface (1.37).
Para interpretar (1.38) como una 6rbita periédica, solo necesitamos
asegurarnos de que 6 sea no nulo. Dado que w es una constante no
nula, independiente de u, esto se sigue inmediatamente tomando pu lo
suficientemente pequeno. m

Abordamos la cuestién de la estabilidad en el siguiente lema.
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Lema 1.11 La orbita periddica es

i) asintdticamente estable para a < 0;
ii) inestable para a > 0.

Demostracién. Lo podemos probar directamente viendo si 7(¢) > 0
o < 0. Simplemente escribiendo

d
f:ar<r2+'u>,
a

se tiene que fuera de la 6érbita, 72 > —du/a. Luego si a < 0, 7 < 0. Por
otro lado, dentro de la 6rbita, 72 < —du/a. Por lo que si a < 0, 7 > 0.

Con respecto a los casos en los que a > 0, haciendo una comprobacion
similar vemos que sucede al revés. m

Observamos que, dado que debemos tener r > 0, la tnica érbita pe-
riédica posible para (1.37) es (1.38). Por tanto, para u # 0 cumpliendo
—o00 < 2ud/a < 0, (1.37) posee una unica érbita periédica con ampli-
tud (’)(\/m ). Con respecto a los detalles de la estabilidad de la érbita
periddica y su existencia para p > 0 o pu < 0, es facil concluir de (1.38)
que hay cuatro posibilidades:

1.d>0,a>0;
2.d>0,a<0;
3.d<0,a>0;
4.d<0,a<0.

Examinamos a continuacién cada caso individualmente. Notemos que
en todos los casos el origen es un punto fijo estable en u = 0 para
a < 0, e inestable en p = 0 para a > 0.

e Caso 1: d > 0, a > 0. En este caso, el origen es un punto fijo ines-
table para p > 0 y asintoticamente estable para p < 0, con una
érbita periédica inestable para p < 0; ver figura 1.6.3

3Si el origen es estable para u < 0, entonces la érbita periédica deberfa ser inestable.
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e Caso 2: d > 0, a < 0. En este caso el origen es un punto fijo asintoti-
camente estable para g < 0 y un punto fijo inestable para u > 0,
con una Orbita peridédica asintéticamente estable para p > 0; ver
figura 1.7.

e Caso 3: d <0, a > 0. En este caso el origen es un punto fijo ines-
table para p < 0 y asintoticamente estable para p > 0, con una
orbita periddica inestable para p > 0; ver figura 1.8.

e Caso 4: d < 0, a < 0. En este caso el origen es un punto fijo asintoti-
camente estable para g > 0 y un punto fijo inestable para p < 0,
con una Orbita peridédica asintéticamente estable para p < 0; ver
figura 1.9.

n=0 =0 =0

Figura 1.6: Gréfica asociada al Caso 1: d > 0, a > 0.
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Figura 1.7: Gréfica asociada al Caso 2: d > 0, a < 0.
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Figura 1.8: Grafica asociada al Caso 3: d < 0, a > 0.
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Figura 1.9: Gréfica asociada al Caso 4: d < 0, a < 0.

Hagamos algunas observaciones generales a raiz de los cuatro casos
anteriores.

Observacion 1. Para a < 0 es posible que exista una érbita periédica
para > 0 (caso 2) o u < 0 (caso 4); en ambos casos, la érbita pe-
riédica resultante es asintéticamente estable. De manera similar, para
a > 0 es posible que exista la érbita periédica para p > 0 (caso 3) o
i < 0 (caso 1); en ambas situaciones tenemos que la érbita periédica
es inestable. Por lo tanto, el valor a nos indica si la érbita periddica
en la bifurcacién es estable (a < 0) o inestable (a > 0). El caso a < 0
se denomina bifurcacion supercritica, y el caso a > 0 se denomina bi-
furcacion subcritica.

Observacion 2. Recordemos que

4= (RN o
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Por lo tanto, para d > 0, los autovalores se cruzan desde el semiplano
izquierdo al semiplano derecho a medida que p aumenta desde valores
negativos a valores positivos entorno a 0 y, para d < 0, los autovalores
se cruzan desde el semiplano derecho al semiplano izquierdo a medida
que aumenta p . Para d > 0, se deduce que el origen es asintéticamente
estable para p < 0 e inestable para p > 0. De manera similar, para
d < 0, el origen es inestable para p < 0 y asintéticamente estable para
w>0.

= Paso 2: Llegados a este punto tenemos un analisis bastante completo
sobre la estructura de la érbita de la forma normal truncada cerca de
(r,p) = (0,0). Ahora se deberia considerar el Paso 2 en el anélisis de
la forma normal (1.36); es decir, ;la dindmica obtenida con la forma
normal truncada cambia cuando se consideran los efectos del término
de orden superior que no tuvimos en cuenta? Afortunadamente, la res-
puesta a esta pregunta es no y es el contenido del siguiente teorema,
cuya demostracién se excede a los objetivos de este trabajo.

Teorema 1.12 (Teorema de Poincaré-Andronov-Hopf) Considerando la for-
ma normal completa (1.36), entonces, para u suficientemente pequeno, el
Caso 1, el Caso 2, el Caso 3y el Caso 4 descritos anteriormente permane-
cen inalterados.

Nota: A los casos descritos anteriormente se les denomina generalmente
bifurcaciones de Hopf.
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Capitulo 2

Reacciones bioquimicas

A lo largo de este capitulo haremos uso de conceptos y resultados pre-
sentes principalmente en [2], [8], [13] y [14].

2.1. Fundamentos de Cinética Quimica

En primer lugar, por simplicidad, supondremos que se tiene una reaccion
elemental en la que dos sustancias quimicas A y B reaccionan entre si para
dar lugar a otra sustancia quimica C, proceso que, por ahora, representare-
mos por

aA+BB—" 0 a,Becq. (2.1)

Dicha relacién estequiométrica indica que o moles de A se mezclan con
B moles de B para producir un mol de C. La velocidad de esta reaccién
es la velocidad de acumulacién de producto, luego podemos denotarla por
d[C]/dt, donde [C] representa la concentracién molar de la sustancia C. Esta
velocidad! es, basdndonos en la teorfa de colisiones, el producto del nimero
de colisiones entre los dos reactivos por unidad de tiempo y la probabilidad
de que una colisién sea suficientemente energética para superar la energia
libre de variacién de la reaccién. Puesto que el nimero de colisiones por uni-
dad de tiempo se considera proporcional al producto de las concentraciones
de A y B, la combinacién de estos factores da

1 d[A] 1d[B] d[C]

-_—— = L == - = a B
adt B odt  dt = k[A]"[B] a, B € Q. (2.2)

'Los signos “—” de (2.2) evidencian el hecho de que la velocidad de cada uno de los
reactivos, esto es, su concentracién molar dividida por unidad tiempo, va disminuyendo a
medida que se van consumiendo los reactivos A y B conforme avanza la reaccién (2.1).
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Trabajamos por ahora suponiendo que tanto o como 3 son iguales a 1.
Al factor de proporcionalidad k se le denomina constante de velocidad?, la
cual depende de las formas geométricas y tamanos de las moléculas de reac-
tivo y de la temperatura a la que se lleva a cabo la reaccién.?

La identificacién de (2.1) con (2.2) es lo que formaliza la ley de accién
de masas. Si bien es cierto que aunque la conozcamos como ley, no es una
ley en el sentido de que sea inquebrantable, sino de que es un modelo Ttil,
al igual que la ley de Ohm o la ley de enfriamiento de Newton. Por tan-
to, como modelo, hay situaciones en las que no es vélida. Por ejemplo, a
altas concentraciones, duplicar la concentracién de un reactivo no implica
necesariamente duplicar la velocidad de reaccién total, y en concentraciones
extremadamente bajas, puede que no sea apropiado representar la concen-
tracién como una variable continua.

Ahora bien, por razones termodinamicas, todas las reacciones se pueden
ver como reacciones reversibles (también llamadas bidireccionales). Es por
ello que el esquema (2.1) podriamos haberlo escrito de la forma

ke
A+B=C, (2.3)
ke

donde ky y k_ denotan, respectivamente, las constantes de velocidad de las

reacciones directa e inversa?.

Si la reaccion inversa es lenta en comparacién con la reaccién directa, a
menudo es ignorada, y solo se muestra la direccién principal. Dado que la
cantidad A se consume por la reaccién directa y se produce por la reaccién
inversa, la velocidad de cambio de [A] para esta reaccién bidireccional es

d[A]

dt

En estado de equilibrio, las concentraciones no varian, de modo que
vy =v_, donde vy = ky[Aley[Bleq v v— = k_[Cleq

ke o [Aleg[Bleg
= Keg = R (2.4)

— k_[C] - k4 [A][B].

2Profundizaremos sobre ella en la seccién 2.2.
3También depende de la presién, pero en menor medida.
4También es usual encontrarlas en la literatura denotadas por kq y ki, respectivamente.
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En esta situacién, las concentraciones de las especies implicadas vienen de-
terminadas por la citada ley de accion de masas, la cual establece que para
una reaccién quimica reversible, en equilibrio a una temperatura constan-
te, debe existir una relacion constante entre concentraciones de reactivos y
productos.

La relacion k_/ky , denotada por K4, es lo que denominamos constante
de equilibrio de la reaccién. Si K4 es pequena, entonces en el equilibrio, la
mayor parte de A y B se combinan para dar C.

Si no hay otras reacciones que involucren a A y a C, entonces [A] + [C]
es constante y cuando la concentracién inicial de C' es nula, es igual a la
concentracién inicial de A, que denominamos Ag. Si la reaccién estd en
equilibrio, despejando en (2.4) obtenemos

[Bleg
Keq+ [Bleg’

K

[Cleg = A /P B
¢ "Keq + [Bleg

[Aleg =

Por tanto, cuando [Ble; = K¢q, la mitad de la concentracién inicial de
A esté ligada al estado de equilibrio.

Ahora supongamos que la reaccién implica la dimerizacién® de dos monéme-
ros de la misma especie A para producir la especie C,

k.
A+ A=C.
k_
Por cada mol de C' que se produce, se utilizan dos de A, y cada vez que
C se degrada, se obtienen dos copias de A. Como resultado, la velocidad de
reacciéon de A es
d[A]

— =2k - 2k, (A%

Sin embargo, la velocidad de produccién de C es la mitad que la de A

diC] _ _1d[A]

dt 2 dt’

5Proceso en el que dos subunidades estructuralmente similares, mondmeros, se unen
por enlaces para dar lugar a otro compuesto quimico diferente, llamado dimero.
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y la cantidad [A] 4 2[C] se mantiene constante (siempre que no haya otras
reacciones).

De manera similar, en una reaccién trimolecular®, la velocidad a la que
la reaccién tiene lugar es proporcional al producto de tres concentraciones,
y tres moléculas son consumidas en el proceso o liberadas en la degradacién
del producto. En la vida real, practicamente no existen reacciones propia-
mente trimoleculares ya que la probabilidad de que 3 moléculas colisionen a
la vez es bajisima. Sin embargo, hay sistemas en los que la reaccién se puede
modelar de manera efectiva como una trimolecular.

2.2. Termodinamica y constante de velocidad

La Termodinamica proviene de dos disciplinas separadas hasta el s.XIX,
la Termologia y la Mecdnica. La primera se encargaba de los fenémenos
exclusivamente térmicos y la segunda trataba el movimiento, la fuerza y el
trabajo. Actualmente, consideramos la Termodindmica como la parte de la
Fisica que estudia las transferencias de calor, la conversién de la energia y
la capacidad de los sistemas para producir trabajo.

Existe una estrecha relacién entre la constante de velocidad de una reac-
cion y la termodindamica.

El concepto fundamental es el de potencial quimico”, p;, que es la deri-
vada parcial de la energia libre de Gibbs® respecto de la cantidad de moles
de la sustancia ¢, n;, en condiciones de temperatura, presion constantes, y
donde la cantidad de moles de las sustancias distintas de ¢ también perma-
nece invariable. Formalmente viene expresado por

La molecularidad en una reaccién elemental es el nimero de moléculas (o dtomos)
que reaccionan en ella. El prefijo ¢ri- hace referencia a que este nimero es 3, pudiendo ser
dichas moléculas iguales o distintas.

"El potencial quimico puede coincidir con la energfa libre de Gibbs si se dan ciertas
condiciones, por ejemplo, en sustancias puras, G; = n,ui, luego sin; = 1, entonces G; = p;.

8En un sistema dado, es la energfa disponible para realizar un trabajo, en nuestro caso,
para producir una reaccién quimica.
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= (29)
' anl T,P,TLj#i '

Para una mezcla de gases ideales?, X;, el potencial quimico del gas i es
una funcién que depende de la temperatura, la presiéon y la concentracion,

i = M?(T, P) + RT In(x;),

donde z; es la fraccién molar de X;, R es la constante universal de los gases
ideales, T es la temperatura absoluta y P es la presién del gas. La cantidad
pd(T, P) es la energfa libre por mol de gas ideal puro, es decir, cuando
x; = 1. Por otro lado, puesto que x; < 1, la energia libre de un gas ideal en
la mezcla es siempre menor que la del gas ideal puro. La energia libre de
Gibbs teniendo en cuenta la totalidad de la mezcla es

G = Z g
i
donde n; es el nimero de moles de gas i.

Este tratamiento que hemos hecho en gases ideales, puede extenderse a
soluciones ideales diluidas. Si redefinimos la energia libre de Gibbs estdndar,
GP, para que sea la energfa libre con una concentracién de 1 M, es decir, 1
mol por litro, obtenemos

G = G° 4 RTIn(c), (2.5)

donde la concentracién c estd en unidades de moles por litro y G° se obtiene
midiendo la energia libre para una solucién diluida y luego extrapolandola a
c =1 M. En aplicaciones bioquimicas, se ignora la dependencia de la energia
libre en la presién y se suponen condiciones estdndar de presién (1 bar o 10°
Pa) y temperatura (25°C).

Otra situacion que se nos puede presentar es aquella en la que tenemos
soluciones no ideales, como las de las células. En ese caso, sustituiremos en
(2.5) la concentracién ¢ por la actividad quimica, a'?, del soluto.

9Un gas ideal es un gas tedrico en el que sus particulas, con desplazamiento aleatorio,
no interactiian entre si, es decir, no intercambian energia.

0Fn realidad, la actividad de la sustancia i es a; = y;m; = ~ic;, donde m; es la
molalidad (ndmero de moles por unidad de masa) de 7 y ; es el coeficiente de actividad
de i, el cual se puede aproximar a 1 en concentraciones diluidas, hecho que se da en la
mayoria de reacciones quimicas.
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Como la energia libre es un potencial, nos indica la preferencia de un
estado en comparacion con otro.

Consideremos, por ejemplo, la siguiente reacciéon simple
A — B. (2.6)

La variacién de energfa libre, AG', se define como la diferencia entre
la energia libre para el estado B (el producto), denotado por G, y la del
estado A (el reactivo), denotado por G4, lo que viene a ser

AG=Gp—Ga

= G% — GY% + RTIn([B)]) — RT In([A]) (2.7)

B
= AG" 4+ RTIn GAD = AG"+ RTInQ,
donde @ = [B]/[A] se denomina cociente de reaccidn, el cual se convierte en
la constante de equilibrio K, cuando AG = 0.

El signo de AG tiene su importancia ya que es el que nos indica que el
sentido de la reaccién en cuestion es efectivamente el que se muestra en (2.6),
aunque sabemos por la seccién 2.1 que también ocurre la reaccién inversa.

Si AG < 0, entonces se prefiere el estado B al estado A, y la reaccién
tiende a convertir A en B (proceso esponténeo en sentido directo), mientras
que, si AG > 0, se prefiere el estado A al estado B y la reaccién tiende
a convertir B en A (proceso no espontdneo'? en sentido directo). Cuando
AG = 0, tenemos lo que se denomina proceso reversible, que despejando en
(2.7), resulta ser

Al _ 5
B (2.8)

Expresando esta reaccién en términos de velocidades de reaccién hacia
delante y hacia atras,

k-
A& B,
k

1T as condiciones estdndar en una reaccién, apenas duran un instante. A medida que la
reaccién evoluciona, las concentraciones de los reactivos van cambiando y por consiguiente,
AG° deja de ser la estandar y pasa a ser solo AG, con otras condiciones distintas.

12Fs decir, requiere un aporte energético constante para que la reaccién se lleve a cabo.
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encontramos que en estado de equilibrio, k4 [A]eq = k_[Bleq, de modo que

=7 =K.

Combinando esto con (2.8), observamos que

e
Keq = € RT .

En otras palabras, cuanto méas negativa sea la variaciéon de energia libre
estandar, mayor serd la propensién a que la reaccién tenga lugar de izquier-
da a derecha y menor serd K.

Cuando la reaccion tiene miltiples componentes, se mantienen relaciones
similares. Consideramos la siguiente reaccién mas compleja

aA+ BB =~C +6D.

El cambio de energia libre para esta reaccion se define como

AG = ’ch +6Gp —aGy — BGp

[D]°
=G+ 6G) — aGy — BGE + RTIn ([C] ) >

[A]~[B)#
Cp[D)°
= AG"+ RTIn <[ :
[A]*[B]A
y en equilibrio,
C|2,[D)?
AG’ = —RTIn (W) = —RT'In(K,),
[A]2,[Bleq
[C]24[D)2
donde Keq = M]gtjﬁ]f:'

Un ejemplo importante de tal reaccién es la hidrélisis de trifosfato de
adenosina (ATP)!3, que da lugar a difosfato de adenosina (ADP) y fosfato
inorganico F;, representada por

ATP — ADP + P, (2.9)

13Molécula descubierta por el bioquimico alemén Karl Lohmann en 1929, aunque no se
tuvo constancia de su funcionamiento e importancia en los distintos procesos de transfe-
rencia energética de la célula hasta 1941, gracias a los estudios del bioquimico germano-
estadounidense Fritz Albert Lipmann, ganador del Premio Nobel en 1953, junto con Krebs.
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La variacion de energia libre estandar para esta reaccién es
AG® = GYpp + G — GYpp = —31,0kJmol ™,

dato a partir del cual podriamos calcular la constante de equilibrio para esta
reaccién. Sin embargo, en este caso, la importancia no reside en el tamano
de la constante de equilibrio, sino més bien en el hecho de que el ATP tie-
ne energia libre que puede utilizarse para impulsar otras reacciones menos
favorables. Por ejemplo, en todas las células vivas, el ATP se utiliza para
bombear iones de una zona de baja concentracién a una de alta concentra-
cién del ion, proceso llamado transduccion de energia libre. De hecho, si se
logra alcanzar la constante de equilibrio de esta reaccién, entonces podemos
afirmar con seguridad que el sistema estd muerto, ya que en los sistemas
vivos, la relacién entre [ATP] y [ADP] [P;] se mantiene muy por encima del
valor de equilibrio.

2.3. Equilibrio detallado

Supongamos que un conjunto de reacciones forman un ciclo, como se
muestra en la figura 2.1.

Se plantean las ecuaciones cinéticas para cada sustancia

dc[;‘] — Fa[B] + ko[C] — (k1 + ko)A, (2.10)
dgf] — k1 [A] + K3[C] — (k1 + k_3)[B], (2.11)
d&? = ko[A] + k_3[B] — (k3 + k-2)[C].

Estableciendo estas derivadas en cero, debido al hecho de haber alcanza-
do una situacién de equilibrio o reversibilidad, se tiene que las variables
que definen el comportamiento del sistema respecto del tiempo, permane-
cen invariantes, luego se pueden encontrar las concentraciones en estado de
equilibrio de A, B y C. Sin embargo, para que el sistema esté en equili-
brio termodinamico, debe cumplirse una condiciéon més fuerte. El equilibrio
termodinamico requiere que la energia libre de cada estado sea la misma,
para que cada reaccion individual esté en equilibrio. En otras palabras, en
el equilibrio no solo no hay cambios netos en [B], sino que tampoco hay
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A

k_1 k_o

=
k_3

Figura 2.1: Ciclo de reacciones.

conversién neta de B en C' o B en A. Esta condicién significa que, en el
equilibrio, kl [B] = k_l[A], kQ[A] = k_Q[C] y kg[C] = k_g[B].

Por tanto se debe cumplir que

kikoks = k_1k_ok_3,

K1 Ko K3 = 1,

donde K; = k_;/k;. Dado que esta condicién no depende de las concentracio-
nes de A, B o C, entonces debe mantenerse en general, no solo en equilibrio.
Para una reaccién ciclica més general, el principio de equilibrio detallado
requiere que el producto de las velocidades del ciclo en una direccién sea
igual al producto de las velocidades en la direccién contraria. Si alguna de
las velocidades depende de las concentraciones de otras sustancias quimicas,
dichas concentraciones también deben incluirse.

2.4. Cinética enzimatica

La cinética enzimatica estudia la velocidad de las reacciones quimicas
que son catalizadas enzimaticamente. Las enzimas son moléculas organi-
cas, generalmente de naturaleza proteica que aceleran la conversiéon de unas
moléculas (sustratos) en productos, ya que al producirse la unién enzima-
sustrato, la reaccién pasa a tener una AG® mas pequefia. Esta reaccién se
lleva a cabo en el sitio activo (ver figura 2.2), que es el conjunto de residuos

41



de aminodcidos de la enzima que se unen a la molécula que va a transfor-
marse.

La enzima cambia su forma
Sustrato cuando se une &l sustrato

f -/S;rt’icl activa |
= =

‘Frnducwl
x [

2

El sustrato accede Complejo Complejo Los productos salen
al sitio activo de la enzima  enzimalsustrato enzimalproductos del sitio activo

Figura 2.2: Sitio activo.

Las enzimas son, por tanto, catalizadores con la capacidad de manipular
sustratos, sin ser alteradas por la reaccién. Entre sus caracteristicas mas im-

portantes destacan el poder catalitico'®, la especificidad!® y la regulacién'®.

Por otro lado, las reacciones enzimaticas no siguen directamente la ley
de acciéon de masas puesto que, a medida que aumenta la concentracion
de sustrato (59), la velocidad de la reaccién aumenta solo hasta cierto pun-
to, alcanzando una velocidad de reaccién médxima a altas concentraciones
de sustrato. Esto contradice la ley de accién de masas debido a que, si lo
aplicamos a la reaccién de S con la enzima F

S+FE—P+FE,

deberiamos obtener que la velocidad de reaccién aumenta linealmente a me-
dida que aumenta [S], hecho que, como acabamos de comentar, no se cumple.

14 Aceleran las reacciones biolégicas, lo que aumenta la velocidad hasta 10 millones de
veces 0 mas.

15Normalmente catalizan la reaccién de un solo sustrato particular o sustratos estrecha-
mente relacionados.

16Syelen estar regulados por un conjunto enormemente complicado de retroalimentacio-
nes positivas y negativas, lo que permite un control preciso sobre la velocidad de reaccién.
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Fue en 1913 cuando el bioquimico aleman Leonor Michaelis y la médica
canadiense Maud Menten propusieron por primera vez un modelo para ex-
plicar la desviacion de la ley de accién de masas. En su esquema de reaccién,
la enzima FE convierte el sustrato S en el producto P mediante un proceso
en dos pasos. Primero F se combina con S para formar un complejo enzima-
sustrato, C, que luego se descompone en el producto P liberando E en el
proceso. Esquemaéticamente estéd representado por

k k
S+E=C=P+E. (2.12)

k_q1 k_g

Aunque todas las reacciones deben ser reversibles, como se muestra aqui, las
velocidades de reaccién se miden normalmente en condiciones en las que P
se elimina continuamente, lo que evita que se produzca la reaccién inversa de
manera efectiva. Es por esto que a menudo es suficiente con asumir que no
se produce una reaccién inversa y como consecuencia, la reaccién se suele!”
escribir como

k
S+E=Cc3pt+E

k1

Hay dos formas similares, pero no idénticas, de analizar esta ecuacién:
cuando ey K sg, donde eq y sg son las cantidades totales de enzima y sustra-
to, respectivamente, disponibles inicialmente, y cuando ko < k_1. Ambas
aproximaciones dan resultados similares, por lo que es facil confundirlos.
Comenzamos por definir s = [S], ¢ = [C], e = [E] y p = [P]. La ley de ac-
cién de masas aplicada a este mecanismo de reaccién da cuatro ecuaciones
diferenciales para los cambios de velocidades de s, ¢, e y p,

ds

pri k_ic— kyse, (2.13)
d

£ = (k_1 + k‘g)c — kyse,

d

£ = kise — (k‘g + k‘_l)C, (2.14)
dp

— = koc.

at e

Por integracion directa podemos hallar p y puesto que % + % =0, en-
tonces e 4 ¢ = eg.

I7TE] caso reversible se considera en la seccién 2.4.5.
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Por lo general, hay varias formas de expresar un sistema de ecuaciones
diferenciales utilizando variables adimensionales. Esta falta de unicidad a
menudo genera confusién, ya que normalmente no es obvio qué elecciéon de
variables y pardametros adimensionales es la “mejor”.

Veremos dos posibilidades distintas en las siguientes subsecciones.

2.4.1. Aproximacion suponiendo ky < k_;

Michaelis y Menten supusieron en primer lugar que k_; es bastante mas
grande que ks, con lo cual a partir del complejo C' se vuelve a formar sus-
trato a bastante mayor velocidad que producto.

Si adimensionalizamos las ecuaciones (2.13) y (2.14), teniendo en cuenta
que:

= e=¢y—C

= las magnitudes fundamentales a considerar son longitud, cantidad de
sustancia y tiempo,

= las unidades de cualquier concentracién molar y de su velocidad son,
respectivamente, mol /m3 y mol/(m3s), por lo que de (2.14) obtenemos
que

(k1] = m3mol~ts™t,  [ky]=s"1 y  [k_i]=s1,

para que las ecuaciones sean consistentes,

tenemos que, en virtud del teorema Pi de Buckingham, las variables adi-
mensionales que obtenemos son las siguientes:

S C €0
O=—5 X= T:th) a = —, /8: y =
S0 €0 S0 K1 kZ,1

50 ko

donde K7 = k_1/k1 se denomina constante de Michaelis-Menten.

Derivando o y x respecto de 7 y sustituyendo (2.13) y (2.14) en ellas, se
llega a que
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do lds1 1 1

2 Tk e—k =

dr S0 dt ]432 So( 1e 156)
_ koaxeo — kioso(eo — xeo)  ax —aoB(l—x)

Sokg €

I

d ldel 1 1
OX _ 2000 (kg + ke)e + kise)—

dr - €0 dt k‘z - €0 k2
_ —(k—1 + k2)xeo + ki1oso(eo — xeo) _ Bo(l—x)—x(1+¢€)
60k2 € '
De aqui,
d
e% =ax —aocfB(1l - x), (2.16)
d
d’T‘ = Bo(1—x) — x(1+e). (2.17)

De la primera ecuacion se deduce que, cuando € es pequeno, o varia muy
rapidamente con respecto a 7 cuando se esta lejos de la variedad

o= X _ (2.18)

Bl=x)’
que es la que anularfa el término de la derecha en (2.16). Es mds, si se co-
mienza en un punto del espacio de fases (x, o) por encima de esa variedad, o
disminuye rapidamente, mientras que si se comienza por debajo, o aumenta
rapidamente hasta llegar cerca de esa variedad. Por otro lado, la ecuacién
en x cerca de esa variedad es aproximadamente

dx _

dr

con lo que x disminuye cerca de la misma. Como alli, tanto x como ¢ varian

lentamente, a dicha variedad se le llama wvariedad lenta. Un esquema del
mapa de fases aparece en la figura 2.3.
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Figura 2.3: Variedad lenta (rojo) y solucién de la aproximacién cuando ke < k_1,
con =15 a=0,5,¢=0,05y condicién inicial o = 1, x = 0 en el campo vectorial
asociado al sistema formado por (2.16) y (2.17).

Puesto que la mayoria del tiempo las soluciones estarédn cerca de la va-
riedad lenta, se puede suponer que se cumple mayoritariamente (2.18), que
en términos de las variables originales ¢ y s y despejando ¢, se escribe como

_ €0S
Ky +s

(2.19)

C

Por tanto, la velocidad, V, de la reaccién, que indica el nimero de moléculas
de sustrato que se convierten en producto por segundo, viene dada por

dp koegs VinazS

V= L — koc = - 2.20

dt 7K 1+s Ki+s’ (2.20)

donde Vi,q. = koeg es la velocidad méaxima de reaccién, alcanzada cuando
la cantidad de sustrato es infinita.

A pequetias concentraciones de sustrato, la velocidad de reaccién es li-
neal, a una velocidad proporcional a la cantidad de enzima ey disponible.
Sin embargo, a grandes concentraciones, la velocidad de reaccion se satura
a Vinaz, de modo que la velocidad maxima de reaccion esta limitada por
la cantidad de enzima presente inicialmente y la velocidad de disociacion
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constante ko, como se puede apreciar en la figura 2.4.1%

[S]

Figura 2.4: Diagrama de velocidad de reaccién y constante de Michaelis-Menten
(K7).

Por esta razén, se dice que la reaccién de disociacién C' b2, p + E limita
la velocidad de esta reaccién. Un dato relevante es que la igualdad (2.19)
no puede ser cierta en todo momento; si lo fuera, entonces de acuerdo con
(2.13) el sustrato no se consumiria y el producto no se formaria. Esto refleja
el hecho de que (2.19) es una aproximacién y nunca una solucién exacta del
sistema. Veamos ahora cémo varia el sustrato cerca de esa variedad lenta.
Sumando (2.13) y (2.14), obtenemos

ds dc
24— ke 2.21
i + I 2C ( )

Al utilizar que

egs

crR ———
Ki+s’

obtenemos

8Como la concentracién de sustrato que daria V4. €s siempre infinita, una manera de
caracterizar las enzimas es considerar la concentracién de sustrato a la cual la velocidad de
reaccién es la mitad de la velocidad méaxima. Notemos que esta concentracion de sustrato
coincide con la constante de Michaelis-Menten, s = K.
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d eos eos
— ~ —k
dt<S+K1+s> Ki+s’

y por tanto

ds eo K1 €os
Sl (5 It S PO 2
dt( +(K1+5)2> Ki+s’

que especifica la velocidad a la que se consume s.

2.4.2. Aproximacion suponiendo ey < s

En 1925, Briggs y Haldane [4] propusieron un anélisis alternativo de una
reaccién enzimatica, asumiendo que las velocidades de formacién y descom-
posicién del complejo eran esencialmente iguales en todo momento, excepto
quizas al comienzo de la reaccién ya que es cuando las dos partes del com-
plejo se estan ensamblando. Por tanto, de/dt deberia ser aproximadamente
cero. Con el fin de dar a esta aproximacién una base matematica, introdu-
cimos las siguientes variables adimensionales,

s c k_1+ ko eo k_q

= — = — = kiept = —— = — = . (2.22
7 so’ X ey’ ’ Leot, 1 k1so > € o’ “ k150 (2:22)

Notemos que o y x corresponden a las mismas variables adimensionales
de la seccién anterior, y que lo que cambia es el escalado en tiempo 7, asi
como los nuevos parametros €, K y a.

La notable eficacia de las enzimas como catalizadores de reacciones bio-
quimicas se refleja en las pequenas concentraciones que se necesitan en com-
paracién con las concentraciones de los sustratos. En este modelo, € suele
estar entre 1072 y 107 7.

Aplicando, como en el caso anterior, la regla de la cadena, (2.13), (2.14),
vy que e + ¢ = eg, se tiene que

do_ Ldsdt 10 o o1
dr N S0 dt dr - S0 -t ! k160 N k16030 €0S0

=ax — o +oy, (2.23)

k_ic  oso(eo —¢)
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dx ldedt 1 1 oleg —¢) KX
— = ———=—(k1se — (k2 + k— = - =
dr " epdtdr e 1se T (kaEo)e)
0 — 00X — KX
-
luego tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales siguiente

kleo N €ep €

d
A — x(o + a), (2.24)
dr
d

X — 5 x(o + k). (2.25)
dr

0.7

06

05}

04r

0.3}

02F

01}

Figura 2.5: Solucién de la aproximacién cuando ey < g, en el plano de fases de
(2.24) y (2.25) con k = 1,5, « = 0,5 y € = 0,05.

De manera anédloga a la subseccién anterior, |dy/dr| es grande siempre,
excepto cuando o — x(o + k) es pequeno, de aproximadamente el mismo
tamano que e. Por otro lado, o — x(0 + k) = 0 define una curva (variedad
lenta) en el plano de fases de o y x (ver figura 2.5). Si la solucién comienza
lejos de la variedad lenta, |dx/d7| es inicialmente grande y la solucién se
mueve rapidamente aproximandose a la variedad lenta. La solucién luego
se mueve cerca de la variedad lenta en la direccién definida por la ecuacion
para o; notemos que, cerca de la variedad lenta,

do o ola— k) qo

dr U+J+H(J+a) o+ K o+ kK ( )
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donde ¢ = Kk — o = ka/(k150). Por tanto, o es decreciente, por lo que la
solucién se mueve hacia la izquierda a lo largo de la variedad lenta.

La ecuacién (2.26) describe la velocidad de absorcién del sustrato y se
denomina ley de Michaelis-Menten. En términos de las variables originales,

_dg__@_ kaegs o Vinaz$
Cdt dt s+ K, s+Ky

(2.27)

donde la segunda igualdad viene de (2.25) y de que dc/dt ~ 0 por lo que
de (2.21) tenemos koc = —ds/dt y la tercera igualdad se obtiene de (2.26)
deshaciendo el cambio de variable y llamando K, a

k_1+ ko

N (2.28)

Comparando (2.20) con (2.27), vemos que la dnica diferencia aparente
es que la aproximacion suponiendo ko < k_; usa Kj, mientras que la apro-
ximacién suponiendo ey < sg usa K,,'?. Sin embargo, los dos resultados
se basan en aproximaciones diferentes: la primera aproximacién del equili-
brio supone que k_1 > ks mientras que la segunda aproximacién supone que
ep < sg. Por otro lado, si k_1 > ko, entonces K,,, =~ K, de modo que las dos
aproximaciones dan resultados similares. Como ocurre con la ley de accién
de masas, la ley de Michaelis-Menten (2.27) no es de aplicacién universal,
pero es una aproximacién 1til y puede ser aplicable incluso si € = eg/sp no
es pequeno.

A pesar de que las constantes de velocidad individuales son dificiles de
medir experimentalmente, la relacién K, es relativamente facil de medir
debido a que (2.27) se puede escribir de la forma

1 1 K, 1

— = —. 2.2
V Vinaz - Vinaz 8 ( 9)

En otras palabras, 1/V es una funcién lineal de 1/s. Los graficos de esta
curva reciproca doble se denominan grdficos de Lineweaver-Burk y, a par-
tir de dichos graficos (determinados experimentalmente), se pueden estimar
Vinaz ¥ Km (ver figura 2.6).

19E] valor K,, caracteriza a cada enzima puesto que constituye una medida de afinidad
de la enzima por el sustrato: valores bajos de K, indican una alta afinidad mientras que
valores altos representan una baja afinidad.
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Figura 2.6: Diagrama de Lineweaver-Burk.

2.4.3. Inhibicién enzimatica

Un inhibidor enzimdtico es una sustancia que inhibe la accién catalitica
de la enzima. Por ejemplo, los inhibidores irreversibles o venenos cataliticos
como el cianuro y muchos gases nerviosos, reducen la actividad de la enzima
a Ccero.

Centremos nuestra atenciéon ahora en los inhibidores competitivos y los
inhibidores alostéricos. Se cree que la especificidad de la enzima es una pro-
piedad estérica?” ya que gracias a la forma tridimensional que tiene, le per-
mite encajar en forma de “cerradura y llave” con una molécula de sustrato
determinada. El dilema viene cuando la forma de otra molécula es lo su-
ficientemente similar a la de la molécula de sustrato como para conseguir
encajar también en el sitio activo, evitando asi la uniéon de una molécula de
sustrato e inhibiendo, por tanto, la reacciéon. Puesto que el inhibidor com-
pite con la molécula de sustrato por el sitio activo, éste recibe el nombre de
inhibidor competitivo (ver figura 2.7).

Sin embargo, puesto que la molécula de enzima es relativamente grande,

20Es decir, relacionada con la configuracién espacial de los 4tomos, iones o moléculas de
los elementos.
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Sustrato

Inhibidor

Sitio activo

=

Enzima

El inhibidor_se El inhibidor compite
une a la enzima con el sustrato

Figura 2.7: Inhibidor competitivo.

suele tener también otros sitios de unién estructuralmente diferentes a los

sitios activos cataliticos, denominados sitios alostéricos®!.

El ligando®? que se une al sitio alostérico?® se llama efector o modifica-
dor, puesto que al unirse afecta a la actividad de la enzima en el sitio activo.
Si aumenta la actividad de la enzima se denomina activador alostérico, y si
la disminuye, inhibidor alostérico.

2.4.3.1. Inhibicién competitiva

Incluso en el ejemplo mas simple de un inhibidor competitivo, la reaccién
se detiene en cuanto el inhibidor se une al sitio activo de la enzima. Asi, las
reacciones serian

k
S+E=C 3 P+E,

k_1

k3
E+ 120y,

k_3

21La unién de una molécula en un sitio alostérico modifica o regula las condiciones de
union de otra molécula en el sitio activo. Es por ello que también se les denomina sitios
requladores

22Cualquier molécula que se une a un sitio especifico de una proteina. Del latin ligare,
unir.

238e presume que el efecto alostérico surge debido a un cambio conformacional de la en-
zima, es decir, un cambio en el plegamiento de la cadena polipeptidica, llamado transicion
alostérica.
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donde I representa al inhibidor y C's representa al complejo enzima-inhibidor
(el resto de la nomenclatura es la que utilizamos en (2.12)). Usando la ley
de accién de masas obtenemos

d

d—i = —kise + k_1cy,

Ji

d—z = —ksie + k_zco,
d
% = kise — (k_1 + ko)c1,
d
% = kgie — k_gcg,

dp

Pk

i 2C1,

de .
= (k—1 + ko)c1 — kyse — ksei + k_sca,

donde s = [S], ¢; = [C1] y c2 = [C4].

Como en cada molécula de enzima se forma o bien el complejo C; o el
Cy o permanece como estd, se tiene que e 4+ ¢; + co = ¢y, donde eg es la
cantidad total de enzima disponible inicialmente.

Introduciendo variables adimensionales e identificando aquellas reaccio-
nes que son rapidas y se equilibran rapidamente, cuando ey < sg, tenemos

C1 Co - )
1 = —, €2 = —, 1= —
€0 €0 S0

y o, T, Kk, € y a son las de la seccién anterior, por lo que

d 1ds 1 1 1
g = 7737 = (—klse + k_lcl)—

E S0 dt k160 N S0 k160
—kise+ k_ic
= TP (e +a — 1) + aa,
klegs()
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di 1di 1 1
= —— = —(—k3t k_
dr  sodt kieg 30( gie+ 302)]{5160

_ —kgleo —c1 —ea)i | kg

klsoeg k‘l S0

k31 k_3 co
= 71 —_ =
7-121( + 21+ x2) + kL es?

dxy Ldey 1 kise—(k_1+k2)er

dr - %E kleo N e%kl
. 8(60—01—02) B k‘_l—{—/{gﬂ
6% k‘l €0
_ 8(1 =21 — x2) — sokx1 :U(l—acl—xg)—/m:l7 (2.30)
eo €
dxo 1dey 1 ksie — k_3co ks i( ) k_3 xo
—_—=—— = = sol(eg — c1 — c2) — ——
dr eq dt kieg k‘leg kle% 070 ! 2 k1 eg
~ ks~ k_3 2o
k3 1 k_3 x2 ;?1(1 — 1 —3) — T so
L S _I2 e _ M L0 (231
kl 6( e 1‘2) kl €S0 € ( )

Observamos que, cuando € es pequeno, las ecuaciones de x1 y x2 son rapi-
das siempre que el numerador de (2.30) y (2.31) no sea demasiado pequefio.
Igual que en el apartado anterior, si consideramos edd% = (, obtenemos la
variedad lenta

o — 00X

= —. 2.32
o o+ K ( )

Por otro lado, si consideramos e(dzy/dr) = 0, obtenemos

k_3 xo
=(1- - 2.33
m=(1—w) - o2 (2.33)
De aqui, igualando (2.32) y (2.33), se tiene que

o 1 o k_3

g — 3
o+ kK o+ K k3sol



de donde despejando x2

Kk
o+K
K k_z -~
o+kK k3sol

To =

Por 1ltimo, deshaciendo el cambio de variable (c2 = x2eq), tenemos

Km
:
c UJF%:)” 0 Kpeo
Rk s+ K)o + 5
o—+?6n Sol1
_ Keot
Ko + Kis + KK,

donde K; = k_3/ks y K, estaba definida en (2.28).

Procediendo de forma similar, tras despejar xs en términos de x; de
(2.32) y (2.33) obtenemos

O’+/€+1 1—:131
) T2 = )
1+ 5

To = —X1

respectivamente. Igualando ambas expresiones y despejando z1 tenemos
Kis
(i + K;)s + K (1 + K;) — is’

luego deshaciendo el cambio de variable (¢; = x1¢p), obtenemos

r1 =

B Keps

C Kis+ Kpi+ K K’

con lo que podemos concluir que la velocidad de la reaccién o velocidad de
formacion del producto es

&1

k‘g eosKi Vmaxs

V:kc: - - NS
T Kni + Kis+ KnKi s+ Kp(1+ 1)

con Vinax = koeg, al igual que en las subsecciones anteriores.

95



Vemos que el efecto que causa el inhibidor con respecto a la féormula
(2.27) es un aumento de la constante de equilibrio efectivo de la enzima por
el factor 1+ i/K;, es decir, de K, a K,,(1 4+ i/K;), disminuyendo asi la
velocidad de reaccion, pero dejando la velocidad méaxima inalterada.

2.4.3.2. Inhibicién alostérica

Si el inhibidor puede unirse a un sitio alostérico, entonces podemos con-
templar la posibilidad de que la enzima se una al inhibidor y al sustrato
simultdneamente. En este caso existen cuatro posibles estados para la enzi-
ma dependiendo de las uniones que se lleven a cabo en ella: enzima sola (E),
enzima con sustrato (ES), enzima con inhibidor (EI) y enzima con inhibidor
y sustrato (EIS). El andlisis méas simple de este esquema de reaccién es el
analisis de equilibrio para cada una de las reacciones que aparecen en la
figura 2.8, excepto para la reaccién de formacién del producto P, que no se
tiene en cuenta por considerarse ko despreciable.

k1s

E =" ES—2sp+p

El - EIS
-1

Figura 2.8: Diagrama de los posibles estados de una enzima con un sitio de unién
alostérico y otro catalitico.

Definimos entonces Ky = k_1/k1, K; = k_3/ks, y sean x, y y z, respecti-
vamente, las concentraciones de ES, EI y EIS. Entonces, se sigue de la ley de
accién de masas, que en el equilibrio mencionado proporciona las ecuaciones
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(e —z—y—2)s — Ksx =0, (2.34)

(e —z —y— 2)i — Ky =0, (2.35)
ys — Kz =0, (2.36)
xi — K;z =0,

donde eg = e+ = + y + 2z es la cantidad total de enzima.

Como se puede ver, estamos ante un sistema de ecuaciones lineales para
x, ¥y v z. Aunque hay cuatro ecuaciones, una es una combinacién lineal de
las otras tres ya que

es— Ksxr = 0 x 1% T = %i
ei— Ky = 0 Yy = % Yy = %

= ) = g . 237
ys—Ksz = 0 y = KSSZ K,K;z = eis ( )
zw—K;z = 0 r = XKz KK,z = eis

.

Puesto que el sistema es de rango tres, podemos determinar =, y y z
como funciones de i y s. Notemos que de (2.36) y (2.37),

(ep —x—y—2)is ys
= = 2.38
® K,K; K, (2:38)
de donde

(ep—x—y—2)i
K; ’

De la ultima igualdad, despejando y de nuevo,

(o —x—2)i (eo—x—4)i

El
)

Ki+i K;+i

de donde volviendo a despejar vy,

(e — x)iK,

. 2.
KsKi—f—Ksi-l-Si) ( 39)

Y
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Por otro lado, de (2.34), de la tercera igualdad de (2.37), de (2.38) y de
(2.39), tenemos

(eo—r—y—2)s Kiz Kys K;si(e, — x) K,
K, i Kg KG(K K + Kgi + si)’

con lo que, simplificando términos en la ultima fraccién y despejando =,
obtenemos
eoK,; S
T = .
K, +1Ks+s

De ello se deduce que la velocidad de reaccion, V' = kez, viene dada por

Vinaz S

V =
14+i/K; Ks+ s’

donde Viqz = koeg. Por tanto, en comparacién con (2.27) y a diferencia del
inhibidor competitivo, el inhibidor alostérico disminuye la velocidad maxima
de la reaccién, mientras que deja la constante de equilibrio K (que coincide
con K, cuando ko = 0) inalterada.

2.4.4. Cooperatividad

La cooperatividad?* es un fenémeno biolégico bastante comin y que pue-
de llegar a ser crucial en la regulacién de la respuesta enziméatica a cambios
en la concentracion de sustrato. Estd producido por enzimas o receptores
que presentan diversos sitios de unién, aunque también se da cooperativi-
dad en moléculas con largas cadenas formadas por subunidades idénticas
o casi idénticas (ADN, proteinas, fosfolipidos,...) cuando dichas moléculas
sufren cambios de fase (al desplegarse las cadenas, por ejemplo). Esto es a
lo que se conoce por subunidad cooperativa.

Para muchas enzimas, la velocidad de reaccién no es una simple curva hi-
perbdlica como predice el modelo de Michaelis-Menten, pero a menudo tiene
un caracter sigmoidal. Esto puede ser consecuencia de efectos cooperativos
en los que la enzima puede unirse a mas de una molécula de sustrato, pero
en los que la unién de una molécula de sustrato repercute en la unién de las
siguientes. Cuando un sustrato se une a una subunidad enzimatica, el resto

Z4También llamada unién cooperativa.
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de las subunidades son estimuladas y se activan. Los ligandos pueden tener
cooperatividad positiva, cooperatividad negativa o no cooperatividad.

La cooperatividad positiva se da cuando la primera molécula de sustra-
to se une lentamente a la enzima, pero una vez unida ésta, la unién de la
siguiente es rapida. Un ejemplo es la unién del oxigeno con la hemoglobi-
na. Una molécula de oxigeno se puede unir con el i6n ferroso en el anillo
porfirinico de una molécula hemo en cada una de las cuatro cadenas de la
molécula de hemoglobina. La desoxihemoglobina tiene una relativa baja afi-
nidad para el oxigeno, pero cuando una molécula se une a un unico hemo,
crece la afinidad por el oxigeno, permitiendo que la segunda molécula se
una mas facilmente, y la tercera y cuarta ain mas facilmente. La afinidad
del oxigeno con la 3-oxi-hemoglobina es aproximadamente unas trescientas
veces mayor que con la desoxihemoglobina. Este comportamiento conduce
la curva de afinidad de la hemoglobina a ser una curva sigmoidea, mas que
una hiperbdlica como pasa con la mioglobina monomérica. Por el mismo
proceso, la habilidad de la hemoglobina para perder oxigeno crece cuantas
menos moléculas estén unidas [1].

La cooperatividad negativa [9] causa el efecto contrario, ya que la unién
de la primera molécula de sustrato disminuye la velocidad de unién posterior.
Un ejemplo de esto ocurre con la relacién entre el gliceraldehido-3-fosfato y
la enzima gliceraldehido-3-fosfato deshidrogenasa.

Supongamos ahora que una enzima tiene la posibilidad de unirse a dos
moléculas de sustrato. Entonces, la podemos encontrar en uno de estos tres
estados: como una molécula F libre, como un complejo con un sitio de unién
ocupado, C1, y como un complejo con dos sitios de uniéon ocupados, Cs. El
mecanismo de reaccién seria

k

S+E=C 3Py B, (2.40)
k_1
k

S+C01 = CMP Yo (2.41)
k_3

Usando la ley de accién de masas, se pueden escribir las ecuaciones de
variacién en funcién del tiempo para las 5 concentraciones [S], [E], [C1],
[C2] y [P]. Sin embargo, debido a que la cantidad de producto [P] se puede
determinar por cuadratura, y debido a que la cantidad total de molécula de
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enzima se conserva, solo necesitamos tres ecuaciones para las tres cantidades
[S], [C1] ¥ [C2]. Estas son

d

i = —kise+ k_1c1 — kgsc1 + k_3c¢9,

dCl

E = k1se — (k‘_l + k:g)cl — ksscr + (k4 + k_g)CQ,
% = k‘gscl — (1{24 —+ k;g)CQ,

donde s = [S], ¢1 = [C1], ca = [Ca] y e+ ¢1 + c2 = ep.

Procediendo de manera andloga a la seccién 2.4.2, méas concretamente,
suponiendo que las concentraciones de C y Cs estén en equilibrio, (dey /dt =
dca/dt = 0), obtenemos

kise — (k_1 + ko)er — kgser + (ks + k_g)ea = 0 } , (2.42)

kssci — (k4 + k_g)CQ =0

que implica, sumando ambas ecuaciones, que

k1s(eg —c1 — ) — (k=1 + ka2)eg = 0.

Despejando ¢y de esta ecuacion y de la segunda ecuacién de (2.42), res-
pectivamente se obtiene que

(k_l + ko + k13)01 — k1seg o — ksscq
’ >kt kg

Cy =
—kls

Igualando ambas expresiones, resulta

(k=1 + ko + k1) (ks + k_3) + ksskis|c1 = (ki1seo)(ka + k—3),

luego despejando c; y co v dividiendo posteriormente por kjks numerador y
denominador, obtenemos
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- Koeps
- KK + Kps + 52’
6082

- KKy + Kas + 52’

donde K7 = (k_1 + k2)/k1 y Ko = (ks + k_3)/ks, que son las constantes
de equilibrio de cada una de las reacciones (2.40) y (2.41), por lo que la
velocidad de reaccién o velocidad de generacion del producto viene dada
por

C1

C2

(k21(2-+-k48)608
K1Ky + Kos + s2°

V = kacy + kyca =

Veamos a continuacién tres casos extremos.

= En primer lugar, si los sitios de unién actian de forma independiente
e idéntica, entonces k; = 2ks = 2k, 2k_1 = k_3 = 2k_ y 2ky = ky,
donde k4 y k_ son las velocidades de reacciéon hacia adelante y hacia
atrds para los sitios de unién individuales. El hecho de que algunos
factores contengan un 2 se debe a que en la reaccion estan involucrados
dos sitios de unién idénticos duplicando la cantidad de reactivo, es
decir, la reacciéon va el doble de rapido que si solo tuviese un sitio.
(Para la desunién sucede lo mismo, al doble de velocidad). En este
caso,

_ 2kseq(K +s)s 5 koegs

- K242Ks+s2 "K+s’
donde K = (k_+k2)/k4 es la constante de equilibrio del sitio de unién
individual. Como era de esperar, la velocidad de reaccién o de gene-
racién del producto es exactamente el doble que la del sitio de unién
individual.

= Por el contrario, la cooperatividad positiva se puede modelar dejando
k3 — ooy k1 — 0 (segundo enlace répido y primer enlace lento),
mientras se mantiene constante kiks, en cuyo caso Ko - 0y K7 — o0
mientras K1 K5 es constante. En este limite, la velocidad de la reaccién
es
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V_ kieos? _ VinazS?
K2 452 K2 +s%

donde K2, = K1K2 ¥ Vynaz = kaeo.

En general, si n moléculas de sustrato pueden unirse a la enzima,
existen n constantes de equilibrio, de K7 a K,. Cuando K, — 0y
K7 — oo manteniéndose fijo K1 K,, la velocidad de reaccion es

Vimazs"

y = mazs_
K1+ s™’

(2.43)
donde K, = [[;-, K;. Esta ecuacién de velocidad se conoce como
ecuacion de Hill. Por lo general, la ecuacién de Hill se usa para reac-
ciones cuyos pasos intermedios detallados no se conocen pero para los
que se sospecha un comportamiento cooperativo. El exponente n y los
parametros Vi,q: v K, se determinan normalmente a partir de datos
experimentales. Observemos que, de (2.43),

VK] 4+ (V = Viaz)s" =0,
con lo que

nlns=nln K,, +1n (Vma:c — V) ,

de modo que una grafica de In(V/(Vipez — V') con respecto a In s (1la-
mada gréfica de Hill) es una linea recta de pendiente n, como se aprecia
en la figura 2.9. Aunque el exponente n sugiere un proceso de n pasos
(con n sitios de unién), en la practica no es raro que el mejor ajuste
para n sea no entero.

= Por ltimo, un proceso de cooperatividad negativa se puede modelar
disminuyendo k3 (segundo enlace més lento que el primero).

En la figura 2.10 se puede ver la velocidad de reaccién con respecto a la
concentracion de sustrato para los casos con sitios de unién independientes
(sin cooperatividad), cooperatividad positiva (ecuacién de Hill) y coopera-
tividad negativa.
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In{V/(Vmax-V))
=

0.0 0,5 35

- In{s)

Figura 2.9: Gréfica de Hill.
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Concentracion de sustrato (s)

Figura 2.10: Cooperatividad positiva (linea continua) con K; = 1000 y Ky =
0,001; sin cooperatividad (linea punteada) con K; = 0,5 y Ky = 2; y cooperativi-
dad negativa (linea segmentada) con K7 = 0,5 y K3 = 100. El resto de pardmetros
son eg = 1, ko = 1, k4 = 2. Las unidades de concentracion y tiempo son arbitrarias.
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En esta figura se puede ver que con cooperatividad positiva, la velocidad
de reaccién o de formacién del producto es una funcién sigmoidal de la con-
centracion de sustrato, mientras que la cooperatividad negativa disminuye
dicha velocidad de reaccion.

2.4.5. Reacciones enzimaticas reversibles

Dado que todas las reacciones enzimaticas son reversibles, una compren-
sién general de la cinética enzimatica debe tener en cuenta esta reversibili-
dad. En este caso, el esquema de reaccion es

k k
S+E=C=P+E. (2.44)
k_1  k_o

Procediendo como de costumbre, siendo e + ¢ = ey y suponiendo que
ep < Sg, tenemos la adimensionalizacién siguiente,

s c k_14 ko
oO=—5 X= T:kleotu KR =
50 €o k1so
€0 k_4 ko _ p
=N 4= sg=""2 5="L 2.45
= T b W P (2.45)

donde las 6 primeras variables adimensionales son las obtenidas en (2.22),
d es consecuencia de introducir k_g en la reaccién (2.44), y la consideracién
ahora de una variable adimensional, p, que involucre a p = [P], viene moti-
vada por el uso que tendra a continuacion esta tultima.

Notemos que, de (2.44), obtenemos que

dc

o = kas(eo — ¢) = (k-1 + ka)e + k-2p(eo — ¢),
d

dit) = koc — k_ope,

con lo que, tras la adimensionalizacién, aparte de la ecuacién (2.23), se tiene

dx _ (04 0p)(1 = x) = kx

dr €
dp
dr

= (k= a)x = p(1 = x).
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Por tanto, para € pequeno, la variable x es rdapida y las soluciones tienden
a estar en la variedad lenta, correspondiente a dc/dt = 0, es decir,

kiseo + k_opeg = (k1s + k_op + k_1 + k2)c,

0 equivalentemente
eo(k1s + k_op)

€= kis+k op+k_1+ky

La velocidad de reaccién, V = dp/dt = koc — k_gpe se puede calcular
entonces teniendo en cuenta que

e=ey—c=e ko1t ks
0 0k18+/€72p+k71+k‘2’
como
kikos — k_1k_
1% 1925 7 Po1R-2p (2.46)

- 60/618 + k_zp—i- k.1 + /{2.

Cuando p es pequeno (por ejemplo, si el producto se elimina continua-
mente), la reaccién inversa es insignificante y obtenemos la respuesta an-
terior (2.27). Al igual que con el caso irreversible, los supuestos de que
ko, k_o < k_1 y de eg < sg para la cinética enzimatica reversible dan res-
puestas ligeramente diferentes.

Para el caso k_9 < k_1, (con k_ no demasiado grande frente a ks),
introducimos las siguientes variables adimensionales,

S C €
oO=—5 X= T:tha a:707
S0 €0 S0
s k sok—
B:i7 62727 6: 0 27ﬁ:£7
K k_1 k_1 S0

donde las 6 primeras variables adimensionales son las obtenidas en (2.15),
de nuevo 4 es consecuencia de introducir k_s en la reaccién (2.44) y p vuelve
a ser la misma que obtuvimos en (2.45).

Notemos que, en nuestro supuesto, tanto € como ¢ son pequenos. Aparte
de la ecuacién en o (2.23), se tiene entonces que
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dx _ (Bo+0p)(1—x) = x(1+¢)
dr € ’
%=ax—(%)ﬁ(l—x)-

También notemos que, bajo nuestros supuestos, d/€ no es grande ain
cuando 0 y € sean pequenos. Ademads, bajo estas dltimas hipétesis, o varia
réapidamente cuando se estd lejos de la variedad lenta (2.18), como en el caso
irreversible. Ademads, por ser § pequeno, también ocurre que, cerca de dicha
variedad, dx/dr ~ —x.

Si consideramos la variedad lenta resultante de hacer dc/dt = 0, des-
preciando k2 y k_o, es decir, se desprecia la segunda reaccion de (2.44), se
obtiene

kis(eg — ¢) = k_1c,

de lo que se sigue que ¢ = kyseg/(k—1 + ski), y por tanto,

klkgs — k_1k_2p

Vi=hae —kapleo — ) = eo—

Comparando esto con (2.46), vemos que el supuesto de ey < sg da
términos adicionales en el denominador que involucran al producto p. Estas
diferencias resultan del supuesto de que k_; es sustancialmente mas grande
que k_o y ko. El hecho de que una aproximacion sea mejor que otra depen-
dera de los detalles de la reaccién.

2.4.6. Cinética de Goldbeter-Koshland

La cinética de Goldbeter-Koshland describe una solucién para el estado
estacionario de un sistema biolégico con dos estados en el que la conversién
entre ellos la realizan dos enzimas con efecto opuesto.

Aparte de lo visto en la subseccién 2.4.4, la cooperatividad es un fac-
tor importante en la construccién de interruptores bioquimicos ?°. Segin el

25La importancia de los interruptores bioquimicos reside en que son en muchos casos los
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modelo de reaccién propuesto en 1981 por Albert Goldbeter y Daniel Kosh-
land, un sustrato puede estar en una de dos formas, digamos W y W*, y
transferido del estado W al W* por una enzima Ei, y del estado W* al W
por otra enzima Fs. Por ejemplo, W* podria ser un estado fosforilado de
alguna enzima, F; podria ser la quinasa que fosforila W y FEs la fosfatasa
que desfosforila W*. Esquematicamente tendriamos

k1

W+E1<:>013E1+W*,

k_1

k
W*—I-EQZSCQE)EQ—FW

k_3

Si suponemos que las reacciones enzimaticas tienen lugar a velocidades
de Michaelis-Menten, la reaccion se simplifica a

W= W
r_1
donde, por (2.27),
U1W UQW*
T = — T_ = ———
1 Kl + W7 1 KQ + W*)

para ciertas velocidades maximas vy y v9, y donde la concentracion de W se
rige por la ecuacién diferencial

aw

dt
siendo W + W* = W;. En un supuesto estado estacionario, las velocidades
de reaccién (1 y r—1) hacia adelante y hacia atras son las mismas, luego

=r_ (W = W) —nrW,

nWw o Ki+W
v W* - KQ“‘W*‘

Esto se puede reescribir como

v (1—y)(Ki+y)

v2 y(Ko+1-y)

)

responsables de la salud que tenemos. Un ejemplo de ellos es el receptor de melanocortina 4,
MC/, presente en el hipotdlamo y protagonista de la noticia del 15/04/2021 al descubrirse
el secreto del interruptor del hambre en el cerebro [7].
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donde y = W/W; y K; = K;/W;, para i = 1,2. Las gréficas de y en funcién
de la relacién vy /vy se consiguen trazando vi/ve en funcién de y y luego
invirtiendo los ejes tal y como se muestra en la figura 2.11. Como se puede
observar, la funciéon toma valores entre 0 y 1 y tiene un comportamiento
sigmoidal invertido. Cuanto més pequenos son los pardmetros K y Ko, més
pronunciada se vuelve la funcién y més se observa un comportamiento simi-
lar al de un interruptor.

1."1:'“#"2

Figura 2.11: Gréfica de y en funcién de v; /v, para Igl =0,1, Iig = 0,05 (linea

continua); K7 = 1,1 , K = 1,2 (linea punteada); y K3 = 0,1 , Ko = 1,2 (linea
segmentada).

2.5. Glucdlisis y oscilaciones glucoliticas

El metabolismo es el conjunto de reacciones bioquimicas y procesos fisi-
coquimicos que ocurren en la célula y en el organismo. Por otro lado, una
ruta metabdlica es una sucesién de reacciones quimicas donde un sustrato
inicial se transforma y da lugar a productos finales a través de una serie
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de metabolitos?® intermedios. Un ejemplo de ruta metabdlica es el de la

glucdlisis, que veremos en esta subseccion, englobada dentro de las rutas

catabdlicas?”.

energia
liberada

CGHQO(, + 6 02 6 H20 + 6 COZ

glucosa oxigeno agua dioxido de
carbono

Figura 2.12: Reaccién quimica general de la oxidacién de la glucosa con liberacién
de energia en forma de ATP.

La principal fuente de energia en la célula es el nucleétido adenosin tri-
fosfato (ATP)?%. El ATP se forma mediante la adicién de un grupo fosfato
al adenosin difosfato (ADP), o mediante la adicién de dos grupos fosfato
al adenosin monofosfato (AMP). El proceso de agregar un grupo fosfato a
una molécula se llama fosforilacién?®. Dado que los tres grupos fosfato en
el ATP tienen cargas negativas, se requiere una energia considerable para
superar la repulsién natural de los fosfatos con cargas similares a medida
que se agregan grupos adicionales al AMP.

Por tanto, la hidrdlisis (escisién de un enlace por medio de agua) de
ATP a ADP libera grandes cantidades de energia. La energia para realizar
el trabajo quimico se pone a disposicién de la célula mediante la oxidacién3®

26Cualquier molécula utilizada o producida durante el metabolismo. El primer metabo-
lito es el sustrato.

2TRutas en las cuales los nutrientes orgdnicos se degradan oxidativamente en productos
finales simples con el propdsito de obtener energia quimica y poder reductor para ser
transformadas en otras formas de energia ttil para la célula. La glucdlisis consiste en
oxidar la glucosa para obtener energia para la célula.

28Ge sintetiza a través de la respiracién celular, proceso que se lleva a cabo en las
mitocondrias de la célula

29Es el mecanismo bésico de transporte de energia desde los lugares donde se produce
hasta los lugares donde se necesita. Ademads, es uno de los principales mecanismos de
regulacién de la actividad de proteinas en general y de las enzimas en particular

39La oxidacién de la glucosa se asocia con una gran energia libre negativa, AG° =
—2878,41kJ/mol, parte de la cual se disipa como calor. Sin embargo, en las células vivas,
gran parte de esta energia libre se almacena en ATP, y una molécula de glucosa produce
38 moléculas de ATP.
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de la glucosa a diéxido de carbono y agua, con una liberacién neta de energia
(ver figura 2.1231).

El proceso de respiracion celular se puede dividir en tres etapas: la
glucdlisis (via previa que solo es requerida cuando la célula utiliza glucosa
como combustible), el ciclo de Krebs y la cadena transportadora de electro-
nes (o citocromo).

xp

Piruvato

Piruvato quinasa N 5 o o X Fosfoglucosa
b N isomerasa
" N Glucosa % M \ &)
ADP' AN ADP - Glucosa 6-fosfato % © <
W Eno\‘a'sa So R N
® <~ e Fructosa -fosfato %% @
_ S S
Fosfoenolpiruvato H,0 :‘ﬁ S~
H,0 [ . # D ©
2-fosfoglicerato /h . ) - R P

Leyendas |

o

Fructosa 1,6-bisfosfato é‘h‘é“

kX

Fosfogliceratoquinasa Fructosa bisfosfato aldolasa

w  Hidrogeno *Admsma o™ Gliceraldehido 3-fosfato
® Carbono PSS trfosfato @ @
2 * Gliceraldehido fosfato
@ Oxigeno - . deshidroenasa o " ©
enosina A -

1, PO, Fosfato inorganico

it i Reaccion ireversible ADP -

Mg**  16n magnesio (cofactor) (muy exergonica) R N o

NAD" Dinucletido de nicotinamida . » O p VorH o 3‘
adenina 1,3-bisfosfatoglicerato @

Hexoquinasa Enzima ~E> Reaccion reversible Dihidroxiacetona fosfato

Figura 2.13: Pasos de la glucdlisis.

La glucdlisis es la principal via metabdlica para la obtencion de energia
de los seres vivos a partir de la glucosa y se lleva a cabo en el citoplasma
de la célula. Consiste en la oxidacion de glucosa hasta la obtencién de dos
moléculas de piruvato que posteriormente podra ser utilizado en otras rutas
metabdlicas como el ciclo de Krebs e implica 11 pasos de reaccion elemen-
tales, cada uno de los cuales es una reaccién enzimadtica. Los pasos de la
glucdlisis se pueden ver en la figura 2.13. Los tres primeros son

1. Fosforilacién de glucosa a glucosa 6-fosfato3?;

31 Aunque la glucosa es el sustrato por excelencia de esta reaccién, las protefnas y los
gases también pueden ser oxidados para dar ATP. Cada uno de estos nutrientes provenien-
tes de la alimentacién del individuo tienen rutas metabdlicas distintas, pero convergen en
un metabolito comun, el acetil-CoA, que da inicio al ciclo de Krebs.

32La reaccién directa de glucosa con fosfato para formar glucosa 6-fosfato tiene un
cambio de energfa libre estdndar positivo relativamente grande (AG® = 14,3kJ/mol) y
por lo tanto no ocurre significativamente en condiciones fisioldgicas.
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2. Isomerizacion de glucosa 6-fosfato a fructosa 6-fosfato; y
3. Fosforilacién de fructosa 6-fosfato a fructosa 1,6 bisfosfato.

= En el primer paso se produce la fosforilacion de la glucosa mediante
la enzima hexoquinasa, que cataliza®® la hidrélisis de ATP a ADP y
transfiere un grupo fosfato de una molécula de ATP a la molécula
de glucosa, convirtiendo la glucosa en la molécula glucosa-6-fosfato

(G6P).

De este modo, tenemos una molécula de glucosa activada, mucho mas
activa para participar en el resto de reacciones e incapaz de atravesar
la membrana celular. De esta forma, se asegura que toda la reaccién
de glucolisis se produzca dentro de la célula.

= En el segundo paso, la molécula de G6P se isomeriza en una molécula
de fructosa-6-fosfato mediante la enzima glucosa-6-fosfato isomerasa
(G6P isomerasa)®*.

= En el tercer paso se vuelve a consumir una molécula de ATP, ya que
la fructosa-6-fosfato recibe un fosfato en su carbono 1 a través de la
enzima fosfofructoquinasa-1 (PFK-1)3? convirtiéndose en la fructosa-
1,6-bifosfato’S.

33Este hecho produce en este paso un cambio de energfa libre estdndar negativo neto y
hace que la reaccién sea fuertemente espontanea.

34En este paso se tiene un cambio de energfa libre estandar positivo relativamente pe-
queno (AG0 = 1,7kJ/mol), con una constante de equilibrio de 0,5. Esto significa que se
forman cantidades significativas de producto en condiciones normales.

35La PFK-1 es un ejemplo de enzima, alostérica ya que es inhibida alostéricamente por
ATP. El ATP es tanto un sustrato de PFK-1, que se une a un sitio catalitico, como
un inhibidor alostérico, que se une a un sitio regulador. La inhibicién debida a ATP es
eliminada por AMP y, por tanto, la actividad de PFK-1 aumenta a medida que disminuye
la proporcién de ATP a AMP. Esta retroalimentacién permite que PFK-1 regule la tasa de
glucdlisis en funcién de la disponibilidad de ATP. Si los niveles de ATP caen, la actividad
de PFK-1 aumenta, lo que aumenta la tasa de producciéon de ATP, mientras que, si los
niveles de ATP se vuelven altos, la actividad de PFK-1 disminuye y detiene la produccién
de ATP.

36E] tercer paso es, como el primer paso, energéticamente desfavorable, si no se combina
con la hidrélisis de ATP. Sin embargo, el cambio de energfa libre estdndar neto (AG® =
—14,2kJ/mol) significa que esta reaccién no solo se ve fuertemente favorecida, sino que
también aumenta la reaccién en el segundo paso al agotar el producto del segundo paso.
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Este paso es fundamental e irreversible y es el punto de control de la
glucdlisis. Este control se produce en esta fase ya que la glucélisis puede
producirse no sélo a partir de glucosa, y, sin embargo, la fructosa-1,6-
bifosfato es un intermediario que se obtiene siempre en esta via. 37

A medida que PFK-1 fosforila la fructosa 6-P, el ATP se convierte en
ADP. El ADP, a su vez, se convierte de nuevo en ATP y AMP por la
reacciéon

2ADP = ATP+ AMP

que es catalizada por la enzima adenilato quinasa. Dado que normal-
mente hay poco AMP en las células, la conversion de ADP en ATP
y AMP sirve para disminuir significativamente la relacion ATP/AMP,
activando asi PFK-1. Este es un ejemplo de un ciclo de retroalimen-
tacion positiva; cuanto mayor es la actividad de PFK-1, menor es la
relaciéon ATP/AMP, lo que aumenta ain mas la actividad de PFK-1.

En determinadas condiciones, se sabe que la velocidad de la glucélisis es
oscilatoria o incluso cadtica [12]. Este oscilador bioquimico se conoce y se
estudia experimentalmente desde hace algtin tiempo. Por ejemplo, en 1973,
Hess y Boiteux idearon un reactor de flujo que contenia células de levadura
al que se anadia continuamente una cantidad controlada de sustrato (glucosa
o fructosa). Midieron el pH y la fluorescencia de los reactivos, monitoreando
asi la actividad glucolitica, y encontraron rangos de entrada continua bajo
los cuales la glucélisis era periédica®.

La retroalimentacién sobre PFK-1 es uno, pero no el tnico, mecanismo
que se ha propuesto como causante de oscilaciones glucoliticas. Por ejem-
plo, la cinética de transporte de hexosa y la autocatalisis de ATP se han
propuesto como posibles mecanismos [11], mientras que algunos autores han
afirmado que las oscilaciones surgen como parte de toda la red de reacciones,
sin que ninguna retroalimentacién sea de suma importancia [3],[16]. Aqui nos

37La PFK-1 tiene centros alostéricos de regulacién que son sensibles a la concentracién
de citrato y de 4cidos grasos que son intermediarios de otras reacciones y que pueden
regular la produccién o no de piruvato a través de la glucdlisis.

38 Curiosamente, el comportamiento oscilatorio es diferente en las células de levadura
intactas y en los extractos de levadura. En las células intactas, las oscilaciones son de
forma sinusoidal y existe una fuerte evidencia de que ocurren cerca de una bifurcacién de
Hopf [6]. En el extracto de levadura, las oscilaciones son de tipo relajacién, con escalas de
tiempo muy diferentes [11].
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centraremos solo en la regulacién PFK-1 como el mecanismo oscilatorio.

En 1968, Sel’kov propuso un modelo matematico para describir las osci-
laciones glucoliticas, que fue modificado cuatro anos después por Goldbeter
y Lefever. Esta disenado para capturar solo la retroalimentacién positiva de
ADP sobre la actividad de PFK-1. En el modelo de Sel’kov, PFK-1 estd
inactivo en su estado libre, pero se activa al unirse con varias moléculas de
ADP. Por simplicidad, el modelo no tiene en cuenta la conversién de ADP
a AMP y ATP, pero asume que ADP activa PFK-1 directamente, ya que el
efecto general es similar.

En el estado activo, la enzima cataliza la produccién de ADP a partir
de ATP a medida que se fosforila la fructosa-6-P. El esquema de reaccién de
Sel’kov para este proceso es el siguiente: PFK-1 (denotado por E) se activa
o desactiva al unirse o desunirse con v moléculas de ADP (denotado por S)

k3
vSe+ E = ES;,
k_3
y el ATP (denominado S7) puede unirse con la forma activada de la enzima
para producir una molécula de ADP. Ademsds, se supone que hay una velo-
cidad constante de suministro de S7, mientras que el producto S5 se elimina
de forma irreversible. Por lo tanto,

= S,

k
Si+ES] = S$iES] 3 ES] + S, (2.47)

k_1
Sy 3.

La ecuacién (2.47) es una reaccién enzimatica en la forma exacta de
Michaelis Menten, por lo que deberiamos esperar una reduccién similar de
las ecuaciones dominantes. Aplicando la ley de accién de masas al esque-
ma cinético de Sel’kov, encontramos cinco ecuaciones diferenciales para la
produccién de las cinco especies s1 = [S1], s2 = [S2], e = [E], z1 = [ES;],
Xro = [SlES; ]:

73



dsy
dt
dsa
dt
dzy
dt
dzz
dt

= v — k15171 + k_179,
= koxo — vkssye + vk_zx1 — v2s2,
= —kis1z1 + (k—1 + k2)z2 + kssge — k_zx,

= ki1s1x1 — (k‘fl + k‘Q)ZEQ.

La quinta ecuacién diferencial (en e) no es necesaria, porque la enzima
total disponible se conserva,

e+ x1+ x2 = ep. (2.48)

Introduciendo ahora variables adimensionales

k181 ( k}3 )l T ) 60](11/?2
g1 = —_, g9 = vS s Ul = —, Uo = —_—, T = —M8M8M8M8M8 y
! ko +k_1 2 k_3 2 ! €0 2 ) ko +k_q
tenemos

dal . dSl 1 . v — k‘181$1 + k_ll‘g
dr  dt eoks eoko
ko + k_ k_

=v — Lulal + 7111,2, (2.49)

ko ko

1
doy (ks/k—_3)7 (ko + k_1) v
dr = €0k1/€2 (k2$2 ’)/k3826 + ’Yk_gxl ’1}282)

k_
7k2303(1 —Uur — UQ) +

)

ul] — nNoa, (2.50)

= afug —
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dul (kﬁg —+ kfl)((kfl + kz)ﬂ?g — klsll‘l + k?38’2y€ — kLgZCl)

dr e%lﬁkjg
. } T2 k1s1z1 i k‘,g[%sg(EO — 1 — x2) - ‘%‘1]
€ leo eo(ka+k_1) (k2 + k_1)eg
- [w — ovur + b’ifﬂ[a;u —up — ug) — ul]] , (2.51)

duy (kg +k1)[k1s1m1 — (k-1 + ko)

dr 6%]{71]@
- lklsl:rl - (k_l + kz)xg 1

= = — - 2.52
€ (/{2 + k_1)€0 € [0-12“ U2]’ ( )
donde
eoki1ks U1 'UQ(kQ + k_l) ko+k_1,6 kg .1
= 71 11 2 V=7, N=—7 7 azi( )’Y'
(]{72 + k_l) kge() klkgeo kl ]{7_3

Si asumimos que € es un numero pequeno, entonces tanto u; como us
son variables rapidas y podemos hallar su valor cuando las concentraciones
de x1 y 2 estédn en equilibrio, es decir, cuando duy/dr = 0y dus/dr = 0,
que es equivalente a

k_
o1u;r —uy = 0

o lo que es lo mismo,

0;(1 — U1 — O’1’LL1) —Uu = 0
o1ur = U2 '
Por tanto,
_ o3
oyjo1+og+1’
Y
010

Uy = ——2—— = f(01,02), (2.53)

agal—f—ag—i—l B
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y sustituyendo estos valores en las ecuaciones (2.49) y (2.50), el comporta-
miento de o1 y o9 viene dado por

d ko + k_ —k_
% =v- ( 2 13{22 = :U_f(01702)7 (2'54)
d k_
92 _ o lug+ 2 3 (=07 + 0Jur + oJuior + ur) | —noy
dr ko

. vk—3 vy 04 2

= afuy+ (=03 +ui(og + 0501 +1))| —nog

2
= ozf(al, 02) — nNoa. (2.55)

El objetivo del siguiente analisis es demostrar que este sistema de ecua-
ciones tiene soluciones oscilatorias para algin rango de la velocidad de su-
ministro v.

En primer lugar, notemos que la funcién f(o1, 02) esta acotada por 1, lo
cual concuerda, por (2.53), con el hecho de que ug < 1 por definicién, ya que
x2 < eg por (2.48). Por lo tanto, si v > 1, por (2.54), o1 no estaria acotada.
Por esta razén, consideramos solo 0 < v < 1. Por otro lado, igualando a 0
las derivadas de 01 y de o9 con respecto a 7, se obtiene respectivamente

001 _
oyo1+ o) +1

;
010,
__ 919 | -0
a[ozowo%J 7=

i

de donde despejando o7 tenemos que las isoclinas nulas del flujo estdan dadas
por las ecuaciones

v 1+0] doy

= 1y 2.56

R oy < dr > ’ (2:56)
1+o0y do

o1 =~ <d2 = 0) ; (2.57)
oy (p—o02) T
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Figura 2.14: Espacio de fases del modelo de glucdlisis de Sel’kov con v = 0,0285,
n =01, a =10y vy = 2. Curva punteada: do;/dr = 0. Curva segmentada:
doa/dr = 0. La solucién dibujada corresponde a la condicién inicial (0.4,0.4).

donde p = a/n. Dichas isoclinas nulas se muestran representadas como cur-
vas punteada y segmentada, respectivamente, en la figura 2.14 para ciertos
valores de los pardmetros v, 1, a 'y 7.

La solucién en estado de equilibrio es unica. Igualando (2.56) y (2.57) se

deduce que
v 09

l1—v p—oy’

de donde despejando o9 y sustituyendo en o7 tenemos que dicha solucién
satisface

02 = pv,
v(1+ pTv7)
o] = .
0= oo
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Es de esperar que localmente (cerca del punto fijo), el comportamien-
to asintético del sistema formado por (2.54) y (2.55) sea parecido al de su
sistema linealizado. Este parecido es el que precisa el teorema de Hartman-
Grobman visto en el primer capitulo. Veamos si aplicindolo podemos deducir
la estabilidad de la solucién en el equilibrio.

El sistema linealizado tiene la forma

% = —fi01 — f202, (2.58)
do - -
d—2 = afio1 + (afo — n)oe, (2.59)
-
donde
0
YT 00, (0o + oy +1)2
15) opo] !
p=at

~ Ooy  (0gor + oy +1)%

que, evaluadas en el equilibrio (o7, @)z(%, pv), resultan ser

(P v* +p707)(1 — v)?

fl(ala 02) - (p’Yv‘Y + 1)2 ’ (2'60)
faloy, o2) = m, (2.61)

y donde &; denota la desviacion del valor de o; en estado de equilibrio.

Nota: A partir de aqui escribiremos f1 y fs, haciendo abuso de notacion,
para referirnos a (2.60) y a (2.61). Observemos que ambas son positivas ya
que p, v y v son valores positivos y ademds este tltimo es siempre estricta-
mente menor que 1.

Calculando

—fi—A - f2 _0
afi afo—n—A ’
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tenemos que la ecuacién caracteristica para los autovalores A del sistema
lineal formado por (2.58) y (2.59) es

N —(afo—n—fi)A+ fin =0.

Dado que fi, fa, @ y n son siempre positivos, la estabilidad del sistema
lineal estd determinada por el signo de

H=afy—n- fi, (2.62)

siendo estable si H < 0 e inestable si H > 0, lo que se transfiere al sistema no
lineal por poder aplicarse en ambos casos el teorema de Hartman-Grobman.
Los cambios de estabilidad, si existen, ocurren en H = 0, y dan lugar a las
bifurcaciones de Hopf descritas en la seccién 1.2.4 del capitulo 1.

Teniendo en cuenta (2.62) y las expresiones de f1 y f2 en (2.60) y (2.61),
podemos escribir H en funcién de v como

(1 =) (PP 0?7 4 p707)(1 — v)?

p“/-‘rlU”Y +p o (p')"U'Y + 1)2

(1 -w)
- (1+y)(777+(v—1)y)—77,

H(v) =

siendo
y = (pv).

Claramente, H(0) = n(y — 1), H(1) = —n, por lo que para v > 1, de-
be haber al menos un valor de bifurcacién v* correspondiente a autovalores
imaginarios puros no nulos, como los estudiados en la seccién 1.2.4 en el
capitulo 1 y en el que ocurre que H'(v*) < 0. Puesto que H(v) es la suma
de los autovalores de la matriz asociada a (2.58)-(2.59), con la notacién de
la seccién 1.2.4 se tiene que d = o' (v*) < 0. Esto implica, por el teorema de
Poincaré-Andronov-Hopf, que deberiamos estar para ese valor de bifurcacion
en el caso 3 o el 4. El hecho de que numéricamente se observe que existe
un ciclo limite estable en cierto rango de valores de v, y que para valores
mayores de ese rango, ese ciclo desaparece y el equilibrio se convierte en
estable significa que el caso que se estd dando realmente es el caso 4, que
corresponde a una bifurcacién de Hopf supercritica.
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En la figura 2.14 se mostré un ejemplo de equilibrio inestable con coefi-
cientes v = 0,0285, n = 0,1, @« = 1,0 y v = 2. Notemos que esto concuerda
con lo visto anteriormente puesto que

1—-0,0285
1+ 0,2852
=0,07899 > 0.

H(0,0285) = (0,2 + (0,0285 — 1)0,0285%) — 0,1

Las érbitas alrededor de dicho equilibrio tienden a un ciclo limite estable,
como se corresponde con el caso 4 de la seccién 2.4.1. En la figura 2.15 se
muestra la evolucion de o1 y o9 en funcién del tiempo.

Por otro lado, en las figuras 2.16 y 2.17 se puede apreciar la variacién
en el comportamiento de las oscilaciones con tan solo disminuir y aumentar
v, respectivamente, 15 diezmilésimas (valores para los cuales H se mantiene
positiva). Para v=0.0270, deja de apreciarse el comportamiento periédico
mientras que para v=0.0300, si se sigue observando, pero con una amplitud
de oscilacién menor, como es légico atendiendo a la figura 1.9 de la seccién
1.2.4. Por otro lado, en la figura 2.18 se observa el comportamiento con
v = 0,880, valor para el cual H < 0 y el equilibrio es, por tanto, estable. Al
tomar condiciones inciales cerca del equilbirio, la solucién correspondiente
tiende hacia él.

El ciclo limite existe solo en una regién muy pequena del espacio de
parametros, expandiéndose rapidamente hasta que se vuelve infinitamen-
te grande en amplitud a medida que v se aleja a la izquierda del valor
de bifurcacion. Para valores a la derecha del punto de bifurcacién, no hay
trayectorias estables. Esta informacién se resume en la figura 2.19, donde
observamos que el equilibrio permanece practicamente constante al dibujar
o1 en funciéon de v. La linea discontinua etiquetada como FE.e.inestable es
la curva de la parte o1 de los estados estacionarios inestables en funcién de
v, mientras que la linea continua etiquetada como F.e.estable es la curva de
la parte o1 de los estados estacionarios estables en funcién de v. Como es
tipico en tales diagramas de bifurcacion, también se incluye el maximo de
la oscilacién (cuando existe) en funcién de v. Igualmente se podria haber
optado por trazar el minimo de la oscilacién (o tanto el maximo como el
minimo). Dado que la oscilacién es estable, el maximo de la oscilacién se
traza con una linea continua.
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Figura 2.15: Evolucién de o; (linea punteada azul) y oo (linea continua naranja)
para el modelo de glucdlisis de Sel’kov hacia una solucién periddica, con H > 0
(equilibrio inestable). Los pardmetros son los mismos que en la figura 2.14.
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Figura 2.16: Evolucién de o1 (linea punteada azul) y o9 (linea continua naranja)
para el modelo de glucdlisis de Sel’kov hacia una solucién periédica, con H > 0
(equilibrio inestable). Los pardmetros son los mismos que en la figura 2.15, pero en
este caso con v = 0,0270.
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Figura 2.17: Evolucién de o1 (linea punteada azul) y oo (linea continua naran-

ja) para el modelo de glucdlisis de Sel’kov con H > 0 (equilibrio inestable). Los
parametros son los mismos que en la figura 2.15, pero en este caso con v = 0,0300.
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Figura 2.18: Evolucién de o; (linea punteada azul) y o2 (linea continua naran-
ja) para el modelo de glucélisis de Sel’kov con H < 0 (equilibrio estable). Los
pardmetros son los mismos que en la figura 2.15, pero en este caso con v = 0,880.
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Figura 2.19: Diagrama de bifurcacién para el modelo de glucélisis de Sel’kov.

Cabe destacar que a pesar de que el modelo de Sel’kov tiene ciertas ca-
racteristicas que son cualitativamente correctas, no concuerda con los resul-
tados experimentales en varios puntos. En 1973, Hess y Boiteux informaron
de que para altas y bajas velocidades de administracién de sustrato, existe
una solucién estable en estado de equilibrio. Hay dos puntos de bifurcacion
de Hopf, uno asociado a la velocidad de flujo de 20 mM /h y otro a la de
160 mM /h. El periodo de oscilacién asociado a la velocidad de flujo baja es
de aproximadamente 8 minutos y disminuye en funcién de la velocidad de
flujo a aproximadamente 3 minutos en el punto mas alto de bifurcacién de
Hopf?. Sin embargo, el modelo de Sel’kov tiene un tnico punto de bifurca-
cién de Hopf.

3%En 1972, Goldbeter y Lefever propusieron un modelo de tipo Monod-Wyman-
Changeux que proporcioné una descripciéon mas precisa de las oscilaciones. Més reciente-
mente, al ajustar un modelo més simple a los datos experimentales sobre la cinética de
PFK-1 en el misculo esquelético, Smolen (1995) ha demostrado que este nivel de com-
plejidad no es necesario. Este modelo supone que PFK-1 consta de cuatro subunidades
idénticas e independientes y reproduce bien las oscilaciones observadas.
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Apéndice A
Programas en MATLAB

Cddigo 2.1: FuncionSistema.m

%Este programa toma la cadena de caracteres de las funciones y la pasa a
%'ntimeros'

function F=FuncionSistema(t,X)

global funcionf funciong

sigma=X(1);

chi=X(2);

F=leval(funcionf); eval(funciong)];

Cédigo 2.2: CampoVectorial.m (figura 2.3)

%Dibuja el campo vectorial asociado al sistema auténomo

%plano dsigma/dt = f(sigma,chi) dchi/dt= g(sigma,chi) y sus soluciones.

%Modificar las lineas 15, 16 y 35 dependiendo del sistema en cuestion.

clear

global funcionf funciong

clf reset

puntos=16;

sigmaMin = 0; sigmaMax = 1; chiMin = 0; chiMax = 1;

%los valores que pueden tomar tanto sigma como chi estdn siempre entre 0 y

%1

incrsigma = (sigmaMax—sigmaMin)/puntos; incrchi = (chiMax—chiMin)/puntos;

[sigma,chi] = meshgrid(sigmaMin:incrsigma:sigmaMax, chiMin:incrchi:chiMax); %rejilla <—
— de puntos para dibujar los vectores tangentes a las curvas solucién que pasan <
— por dichos puntos

[n,m]=size(sigma);

%definimos el sistema en cuestién

funcionf ='(0.5%chi—0.5%1.5.xsigma.*(1—chi))./0.05'; %valor de los pardmetros: alpha<+
— =0.5, beta=1.5, eps=0.05

funciong ='(1.5%sigma.*(1—chi)—chi.x(140.05))./0.05";

Heading = ['\n\n\n', 'Pardmetros para el sistema auténomo \n\n',' dsigma/dt =",...
funcionf, ' dchi/dt = ', funciong,'\n\n'];
fprintf(Heading)

fprintf('\n sigmaMin = %g sigmaMax = %g chiMin = %g chiMax = %g \n',...
sigmaMin, sigmaMax, chiMin, chiMax)
fprintf("\n incrsigma = %g incrchi = %g \n\n', incrsigma, incrchi)
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evalf=eval(funcionf);

evalg=eval(funciong);

L=sqrt(evalf.”2+4evalg."2);

%Dibuja el campo vectorial

quiver(sigma, chi, evalf./L,evalg./L,0.8)
axis([sigmaMin,sigmaMax,chiMin,chiMax])

grid on

xlabel("\sigma')

ylabel('\chi')

hold

hold on %Definimos y dibujamos la variedad lenta
y1=chiMin:1/200:chiMax;

x1=y1l./(1.5.%(1—y1));

plot(x1,y1,'r")

%Dibuja, si se requiere, soluciones seleccionando la condicién inicial
Y%pinchando con el ratén en el mapa de fases o introduciendola por teclado.

preg(1)="s';

while preg(1l) == 's'
preg(2)=input(';Dibujo una solucién con el ratén? (s/n)', 's');
while preg(2) == 's'

fprintf("\n Localice con el ratén la condicién inicial en la ventana \n')
[inicialsigma,inicialchi]=ginput(1);

[tiempo,sol]=odel5s('FuncionSistema',[0,200], [inicialsigma,inicialchi]);
hold on %EIl comando odel5s resuelve la ecuacién diferencial para t=0.30 y en <
< ese punto inicial
plot(sol(:,1),s0l(:,2), 'k','LineWidth',1.5)
[tiempo,sol|=o0del5s('FuncionSistema',[0,—200], [inicialsigma,inicialchi]);
hold on
plot(sol(:,1),s0l(:,2), 'k','LineWidth',1.5)
preg(2) = input(';Dibujo otra solucién con ratén? ', 's');
end
preg(3)=input(';Dibujo una solucién con valor inicial por teclado? (s/n)', 's');
while preg(3) =='s'
fprintf("\n Coordenada sigma inicial en la ventana \n')
inicialsigma=input('sigma_0 = ');
fprintf("\n Coordenada chi inicial en la ventana \n')
inicialchi=input('chi_0 = ");

[tiempo,sol|=odel5s('FuncionSistema',[0,200], [inicialsigma,inicialchi]);
hold on
plot(sol(:,1),s0l(:,2), 'k','LineWidth',1.5)
[tiempo,sol|=odel5s('FuncionSistema',[0,—200], [inicialsigma,inicialchi]);
hold on
plot(sol(:,1),s0l(:,2), 'k','LineWidth',1.5)
preg(3) = input(';Dibujo otra solucién con teclado? ', 's');

end

preg(1) = input(';Quieres dibujar mds soluciones? ', 's');

end

Cédigo 2.3: CampoVectorial.m (figura 1.1)

%Para obtener los mapas de fase de la figura 1.1, cambiar la linea 7 por
puntos=12;
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%la linea 8 por
sigmaMin = —1; sigmaMax = 1; chiMin = —1; chiMax = 1;
%las lineas 15 y 16 por

funcionf ='—3.xchi—sigma';
funciong ='—chi—3.xsigma'; %en la figura de la izquierda y por
funcionf ='—4.xsigma';

funciong ='2.xchi'; %en la figura de la derecha
%las lineas 30 y 31 por

xlabel("\x-1")

ylabel("\x-2") %y

xlabel("\y_1")

ylabel('\y-2') %respectivamente

%la linea 27 de la figura de la derecha por
quiver(chi, sigma, evalg./L,evalf./L,0.8)

%las lineas 48, 51, 63 y 66 en la figura derecha por
plot(sol(:,2),sol(:,1), 'k','LineWidth',1.5)

%y suprimir las lineas 33, 34, 35 y 36 para ambas figuras.

Cédigo 2.4: CampoVectorial.m (figuras de la seccién 1.2.2)

%Cambiar hasta la linea 37 de CampoVectorial.m por lo siguiente
xMin = —2; xMax = 2; muMin = —2; muMax = 2;

incrx = (xMax—xMin)/puntos; incrchi = (muMax—muMin)/puntos;
[x,mu] = meshgrid(xMin:incrx:xMax, muMin:incrchi:muMax);
f='mu—x."2"; %para la figura 1.2

f="mu.xx—x."2"; %para la figura 1.3

f="mu.*x—x."3'; %para la figura 1.4

f='mu—x."3'"; %para la figura 1.5
%|x,mu]=meshgrid(—1:0.2:1,—1:0.2:1);

dx=eval(f); %primera componente del vector tangente
dmu=zeros(size(mu)); %segunda componente del vector tangente
L=sqrt(dx."24+dmu."2);

q=quiver(mu,x,dmu./L,dx./L,0.8)
axis([xMin,xMax,muMin,muMax])

xlabel("\mu'")

ylabel('x")

hold

%Para la figura 1.2:

%Definimos y dibujamos los puntos fijos estables
hold on

x1=0:1/200:xMax;

yl=x1."2;

pl=plot(ylxl,'g")

pl(1).LineWidth = 2.3;

%A continuacién definimos y dibujamos los puntos fijos inestables
hold on

y1=xMin:1/200:0;

x1=y1."2;

pl=plot(x1,y1,'r:")

p1(1).LineWidth = 2.3;
plot(sol(:,2),sol(:,1),'k",'LineWidth',1.3)
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%Para la figura 1.3:

%Definimos y dibujamos los puntos fijos inestables

hold on

P1=[0 0]; P2=[2 0];

pl=plot([P1(1) P2(1)], [P1(2) P2(2)],'r:") %para la recta del eje x
pl(1).LineWidth = 2.3;

hold on

y1=xMin:1/200:0;

x1l=yl;

pl=plot(x1,y1,'r:")

p1(1).LineWidth = 2.3;

%Definimos y dibujamos los puntos fijos estables

hold on

P1=[-2 0]; P2=[0 0];

pl=plot([P1(1) P2(1)], [P1(2) P2(2)],'s') %para la recta del eje x
pl(1).LineWidth = 2.3;

hold on

y1=0:1/200:xMax;

x1l=yl;

pl=plot(x1,yl1,'s")

pl(1).LineWidth = 2.3;

%Para la figura 1.4:

%Definimos y dibujamos los puntos fijos inestables

hold on

P1=[0 0]; P2=[2 0];

pl=plot([P1(1) P2(1)], [P1(2) P2(2)],'r:") %para la recta del eje x
pl(1).LineWidth = 2.3;

%Definimos y dibujamos los puntos fijos estables
hold on

P1=[-2 0]; P2=[0 0];

pl=plot([P1(1) P2(1)], [P1(2) P2(2)],'s') %para la recta del eje x
p1(1).LineWidth = 2.3;

hold on

y1=xMin:1/200:0;

x1=xMin:1/200:xMax;

yl=x1."2;

pl=plot(yl,xl,'s")

p1(1).LineWidth = 2.3;

%Para la figura 1.5:

%Definimos y dibujamos los puntos fijos estables
hold on

y1=xMin:1/200:0;

x1=xMin:1/200:xMax;

yl=x1."3;

pl=plot(ylxl,'g")

pl(1).LineWidth = 2.3;
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Cédigo 2.5: CampoVectorial.m (figura 2.5)

%Para obtener el mapa de fase de la figura 2.5, cambiar la linea 7 por

puntos=18;

%la linea 8 por

sigmaMin = 0; sigmaMax = 1.2; chiMin = 0; chiMax = 0.7,

%las lineas 15 y 16 por

funcionf ='—sigma-+chi.x(sigma+0.5)'; %valor de los pardmetros: alpha=0.5, kappa<—
— =1.5, eps=0.05

funciong ='(sigma-—chi.*(sigma+1.5))./0.05";

%las lineas 30 y 31 por

xlabel('\sigma')

ylabel("\chi")

%y las lineas 34 y 35 por

x1=sigmaMin:1/200:sigmaMax;

yl=x1./(x1+1.5).

Cédigo 2.6: CampoVectorial.m (figura 2.14)

%Para obtener la figura 2.14, cambiar las lineas 15 y 16 por:

funcionf ='0.0285—(sigma.x*chi.”2)./(chi."2.xsigma+chi."2+1)'; %valor de los pard<—
— metros: v=0.0285, mu=0.1, alfa=1.0 y gamma=2.

funciong ='(sigma.*chi.”2)./(chi.”2.xsigma-chi.”2+41)—0.1.%chi";

%y la linea 35 por:

x1=(0.0285%(1+y1.°2))./((1—0.0285)xy1.°2);

pl=plot(x1,y1,"")

p1(1).LineWidth = 2;

x2=(14y1.72)./(y1.x(10—y1));

hold on

p2=plot(x2,y1,'——"')

p2(1).LineWidth = 2;

Cédigo 2.7: SelkovPeriodica.m

%Modelo de Sel'kov hacia una solucién periédica

%Para obtener las graficas con v=0.0270, v=0.0300 y v=0.88, cambiar este dato en la li+>
— nea 10, ademas de cambiar tf=400 en la linea 6

clear all

% Condiciones iniciales

x0=[0.3,0.3];

tf=800; % Tiempo final

%Definimos f a partir de las ecuaciones del sistema formado por

Y%dsigmal/dtau y dsigma2/dtau y sustituyendo en ellas los valores

%v=0.0285, eta=0.1, alfa=1.0 y gamma=2

f=Q(t,x) [0.0285—(x(1)*x(2)"2)/(x(2)"2*x(1)+x(2)"2+1);1.0%(x(1)*x(2)"2) /(x(2) " 2xx<>
— (1)+x(2)"241)—0.1xx(2)]; %x(1) corresponde a sigmal y x(2) a sigma2

[t,x]=0del5s(f,[0,tf],x0);

pl=plot (t,x(:,1),'b:") %dibuja la evolucién de sigmal

p1(1).LineWidth = 1.5;

hold on

p2=plot (t,x(:,2)) %dibuja la evolucién de sigma2
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p2(1).LineWidth = 1.5;
axis ([0 t 0.0 1.4])

grid on

xlabel ('Tiempo')

ylabel ('Concentracién');

Coédigo 2.8: SelkovBifurcacion.m

%Gréfica de sigmal en funcién de v (modelo de glucdlisis de Sel'kov)
hold on

x = linspace(0.027,0.031,30);

y = (14100.%x.72)./(100.%x—100.%x."2);

p=plot(x,y,'b:")

p(1).LineWidth = 1.5;

axis ([0.027 0.031 0.0 0.8])

xlabel('v');

ylabel("\sigma_1");
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