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Introduccién

1. Introducciéon

El teorema de la curva de Jordan y el teorema de triangulacion de superficies
son resultados centrales y bésicos en asignaturas de Topologia Geométrica o
de iniciacion a la Topologia Algebraica. Sus enunciados forman parte de la
cultura matemaética general que tenemos todos los alumnos, pues se comen-
tan y usan a lo largo del grado de matematicas, pero sus demostraciones, o
el esquema de los pasos y argumentos principales para ellas, no suele estar
en los contenidos del grado. Se pretende en este trabajo abordar pruebas
elementales de tales resultados, usando sélo los contenidos basicos de la to-
pologia general.

Vamos a comenzar dando unas nociones béasicas y recordando los concep-
tos necesarios para poder abordar los teoremas que se van a desarrollar. Asi,
daremos un repaso de la topologia de variedades, ya vista a lo largo del grado,
e introduciremos por primera vez el concepto de complejo simplicial.

Posteriormente, vamos a prepararnos para la demostraciéon del teorema de
la curva de Jordan estudiandolo en el caso de curvas poligonales, es decir,
en vez de curvas diferenciables, hablaremos de poligonos. Seguidamente, se
hara lo mismo con el teorema de Schonflies, donde probaremos que dados
dos poligonos cualesquiera, estos son homeomorfos. Esto nos permitira dar
una primera aproximacion del problema de la curva de Jordan que expon-
dremos mas adelante. Ademas, esta seccion seré de utilidad para poder dar
un primer uso de los conceptos de simplice y complejo simplicial, que tanto
se utilizaran en la seccion referente a la triangulacion.

En tercer lugar, demostraremos el Teorema de la curva de Jordan. Este
resultado fue propuesto por primera vez en 1887 por el matematico francés
Camille Jordan. Este teorema resultdé enganosamente dificil de verificar al
matemaético. De hecho, la demostracién de Jordan resulto ser defectuosa, y
la primera prueba valida la dio el matematico estadounidense Oswald Veblen
en 1905. Una complicaciéon para probar el teorema implicaba la existencia de
curvas continuas pero no diferenciables en ninguna parte, como puede ser por
ejemplo el copo de nueve de Koch descrito por el sueco Niels Fabian Helge
von Koch en 1906.

Dicho teorema, de enunciado aparentemente sencillo y facil de visualizar gra-
ficamente, requiere una costosa y detallada demostracion. Para abordarlo,
se han elegido dos demostraciones. La primera, de Edward Moise (1977) es
probablemente la mas ’intuitiva’ del mismo, pues hace uso de resultados ba-
sicos de la topologia general y el analisis. La segunda, de Maehara, utiliza
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como resultado base el teorema del punto fijo de Brouwer, que demues-
tra a partir del Lema de Sperner, asi como el teorema de extension de
Tietze, cuya prueba hace uso del Lema de Uryshon. Los contenidos de estos
teoremas, aunque no se ven en el grado, son clasicos en topologia, y consi-
guen hacer un planteamiento mucho méas breve de la prueba del Teorema de
la curva de Jordan. El contenido de esta seccion se amplia en el Apéndice
I, con el teorema de Jordan-Schonflies y cuya generalizacion se expone
brevemente en el Apéndice III.

Seguidamente, se aborda el Teorema de triangulacién de superficies,
formulado por primera vez por el mateméatico hungaro Tibor Radé en 1925
y que ayudo a completar la demostracion del teorema de clasificacion de su-
perficies. A pesar de que la mayoria de demostraciones del mismo utilicen el
teorema de Jordan-Schonflies, como por ejemplo la de Doyle and D. A. Mo-
ran, nosotros vamos a seguir, al igual que en el teorema de la curva de Jordan,
la prueba que presenta Moise, pues tras haber revisado otras demostraciones,
la de Moise, aunque siendo méas extensa, introduce definiciones de utilidad
sobre complejos y homeomorfismos lineales a trozos que complementan el
trabajo en ese sentido. Ademés, la prueba esta orientada a justificar el teore-
ma de triangulaciéon en variedades de dimension tres, lo que posibilita hacer
un estudio mas elaborado, aunque sin entrar en detalle, de lo que sucede en
dimensiones mayores. Moise aborda el problema de la manera mas intuitiva
posible, pues esencialmente ataca el problema con una induccién en la que
va triangulando la superficie. No obstante, a pesar de ser un planteamiento
tan simple, para poder desarrollarla se necesitan, como hemos dicho, no solo
las definiciones bésicas de complejos euclideos simpliciales, sino otras nuevas
que faciliten la prueba, lo que es de interés.

A continuacion, al igual que antes, se va a explicar en el Apéndice III qué
sucede en dimensiones mayores, sin entrar en detalles. Ademas, todas las de-
mostraciones precedentes nos permiten empezar a hablar del teorema de
clasificacion de superficies, cuyo contenido y pautas para su demostracion
vienen reflejados en el apéndice II.

IT



Variedades topologicas Nociones previas

2. Nociones previas

Esta seccion pretende dar un repaso de los conceptos y definiciones que van
a ser claves en el trabajo. Muchos de los resultados y demostraciones que se
exponen ya han sido probados a lo largo del grado, con lo que simplemente
se mencionaran.

La seccion se divide en dos partes principales. La primera busca recordar
la definiciéon de variedad topoldgica, mientras que la segunda introduce el
concepto de mayor interés en este apartado: las nociones de simplice y com-
plejo simplicial, cuyo contenido, a pesar de sencillo, nunca se ha visto en la
carrera. Estas definiciones supondran un primer acercamiento a la teoria de
triangulacion que se expondra més adelante.

2.1. Variedades topologicas

Vamos a recordar el concepto de variedad n-dimensional. Este generaliza la
nocion intuitiva de curva (variedad de dimension 1) y de superficie (variedad
de dimension 2) a cualquier dimensiéon y sobre cuerpos arbitrarios.

Recordemos primeramente que un espacio topologico M se dice que es local-
mente euclideo de dimensioén n si cada punto ¢ € M tiene un entorno
que es homeomorfo a un subconjunto abierto de R™. Tal entorno se llama
entorno euclideo de q. Esto es equivalente a decir que cada punto ¢ € M
tiene un entorno homeomorfo a una bola abierta de R”, o bien directamente
un entorno homeomorfo a R".

Recordemos igualmente que un espacio topologico X es un espacio de Haus-
dorff si para cada par de puntos distintos ¢, g2 € X existen entornos abiertos
disjuntos U; de q; y U de gs.

Por otra parte, para introducir el concepto de variedad es necesario hablar
de los axiomas de numerabilidad. Decimos que un espacio topoldgico verifica
el segundo axioma de numerabilidad si admite una base numerable (re-
cordemos que una base de una topologia es una colecciéon de abiertos tal que
todo abierto de la topologia es unién de elementos de la base). Cuando un
espacio verifica este axioma decimos que el espacio es N2. Ahora ya podemos
dar la definicion de variedad.

Definicion 2.1 Una wvariedad topoldgica n-dimensional es un espacio
Hausdorff N2 que es localmente euclideo de dimension n.
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Definiciéon 2.2 Una wvariedad n-dimensional con borde es un espacio
Hausdorff N2 en el que cada punto tiene un entorno homeomorfo a un sub-
conjunto abierto de H" = {(xy,...,z,) € R"|x, > 0}.

St M es una variedad con borde, un punto que esté en la imagen inversa de
OH"™ = {(z1,...,2,) € R"|x, = 0} por dicho homeomorfismo es un punto
del borde de M.

El borde de una varidad n-dimensional con borde es otra variedad de dimen-
sion n — 1. El cilindro finito es un ejemplo de variedad con borde, este esté
formado por las dos circunferencias que lo delimitan.

Si denotamos por S™ a la esfera n-dimensional unitaria y por B" a la bola
n-dimensional unitaria, se tiene que el borde de B? es S%. Decimos que un
conjunto es una n-esfera si es homeomorfo a S™.

Es facil ver que un intervalo abierto I no es homeomorfo a la circunferen-
cia S1. Paral ello, supongamos que existe un homeomorfismo f entre I y S?.
Si tomamos un punto P € I, este punto divide a I en dos componentes co-
nexas. La imagen de un punto por homeomorfismo f es otro punto, digamos
Q € S'. No obstante, es imposible que un punto divida a S' en dos compo-
nentes conexas, por lo que I no es homeomorfo a S*.

Sin embargo, esto no resulta tan sencillo si queremos demostrar que la es-
fera unidad no es homeomorfa a la circunferencia. Para ello enunciamos el
siguiente teorema, que no vamos a demostrar.

Teorema de la invariancia de dominio Sea U un subconjunto abierto
deR"y f: U — R" una aplicacién inyectiva y continua. Entonces V' = f(U)
es un abierto de R"” y f es un homeomorfismo entre U y V.

Una consecuencia directa de este teorema es que R™ no puede ser homeo-
morfo a R™ si n # m. De hecho, no existe ningtin abierto no vacio de R que
sea homeomorfo a todo abierto de R™, si n # m. Veamos entonces que la
esfera no es homeomorfa a la circunferencia. Sabemos que R? es homeomorfo
a la esfera menos un punto y que R es homeomorfo a la circunferencia menos
un punto. Por el teorema, R y R? no son homeomorfos, luego la esfera menos
un punto y la circunferencia menos otro punto tampoco.

2.2. Simplices y complejos simpliciales

En este apartado vamos a introducir las definiciones de lo que comunmente
denominamos triangulo, pero en una dimension arbitraria. Para ello, recorde-
mos que la envolvente convexa de un conjunto X C R™ es el menor conjunto
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convexo de R™ que contiene a X.

Se dice que un conjunto de n+1 puntos 1,-..,Pn estan colocados en
0 ) )

posicion general si al tomar k puntos cualesquiera, estos no se encuentran en

una variedad lineal de dimensiéon k-2, para k = 2,...,n+2. En este caso tam-

bién se dice que los puntos son afinmente independientes. Una manera
de ver que n+1 puntos son afinmente independientes es ver que los vectores
P1— Pos P2 — Po, - - -, Pn — Po son linealmente independientes.

Definiciéon 2.3 Sea V. = {wvg,v1,...,0,} un conjunto de n+1 puntos co-
locados en posicion general en R™ con n < m. Entonces el simplice n-
dimensional euclideo, o n-simplice

o = [’UOv’Ul?'“ avn]

es la envolvente convexa de V.
Los puntos de V se denominan los vértices de o™. Sea W C V un sub-

conjunto no vacio, entonces la envolvente convera de W se llama cara de

o".

Dado un conjunto de puntos afinmente independientes {pg, p1,-..,Pn}, PO-
demos escribir el n-simplice de R™ que forman como

A={peR"p= itipiaiti =1,t; > 0}
i=0 i=0

Definiciéon 2.4 Se dice que (t1, ... ,t,) son las coordenadas baricéntricas
del punto p.

Un subsimplice 7 de un simplice o es un simplice tal que 7 C ¢. Notemos
que todo simplice es conexo por caminos por ser convexo.
2.2.1. Complejos simpliciales euclideos

Definicion 2.5 Un complejo simplicial euclideo es una coleccion K de sim-
plices en un espacio R™, tal que se verifica

» (K,1) K contiene todas las caras de todos los elementos de K.

» (K2) Sio,re K, yont#0, entonces o N7 es una cara tanto de o
como de T.
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Los vértices de los elementos de K se llamardn vértices de K.

Si K es un complejo simplicial, entonces | K| denota la union de los elementos
de K, con la topologia inducida del subespacio heredada de la topologia de R™.
|K| se denomina poliedro y se dice que K es una triangulacion de |K]|.

<
T

Figura 1: Poliedro (es decir, lo vemos como una unién) del complejo simplicial K con
17 puntos (0-simplice), 22 aristas (1-simplice), 8 tridngulos (2-simplice) y 1 tetraedro (3-
simplice).

Definicion 2.6 Sea K un complejo simplicial. Un subcomplejo K, de K es
una coleccion de simplices o € K, junto con todas sus caras T C o. Dicho de
otra forma, es un conjunto K1 C K que verifica K.1 y K.2.

Vo Vo

Figura 2: Notemos que no es lo mismo el complejo K = {[vg, v1], [v1, va2], [v2,v0]} de la
izquierda que el complejo L = {[vg, v1,v2]} de la derecha, de hecho se tiene que L C K.
En esta figura, Ky = {[vg, v1], [v1,v2]} es un subcomplejo tanto de L como de K.

Sean L y K complejos simpliciales, si todo elemento de L es un subconjunto
de algin elemento de K, entonces L es un refinamiento de K.

Definicion 2.7 Sean K y L complejos. Si L es un refinamiento de K, y
|L| = | K|, entonces L es una subdivision de K, y escribimos L < K.
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Figura 3: El complejo simplicial L (derecha) es una subdivisién del complejo simplicial
K (izquierda).

Vamos a denotar por K* el i-esqueleto de K, es decir, el conjunto de sim-
plices de K que tienen dimensién menor o igual que i.

Definicion 2.8 Un isomorfismo ¢ entre dos complejos simpliciales K y L
es una biyeccion ¢ : K° — L° tal que siv € K y o' = ¢(v), se tiene que
[Vo, ... vn] € K si, y solo si [vg,...,v,] € L.

a) T b)

Figura 4: El caso a) representa un isomorfismo entre complejos simpliciales mientras que
b) no lo es.

Definicién 2.9 Sean K y L dos complejos. Se dice que K y L son combi-
natoriamente equivalentes si tienen subdivisiones K’, L’ respectivamente,
que son isomorfas.
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Definicion 2.10 Una celda n-dimensional es un espacio homeomorfo a
un simplice n-dimensional. Una celda n-combinatoria es un complejo com-
binatoriamente equivalente a un n-simplice.

Definicion 2.11 Sea K un complejo simplicial. Sea v un vértice de K. Lla-
mamos estrella de v y denotamos por Stv al complejo simplicial que consta
de todos los simplices que contienen a v, junto con todas sus caras. Fs decir

Stv={7|resunacaradecyv € o e K}

Figura 5: St v marcado en rojo

Notemos que dado un complejo simplicial K, |K| puede verse como una va-
riedad. Con esto damos la siguiente definicion.

Definiciéon 2.12 Sea K un complejo simplicial. Se dice que K es una va-
riedad n-combinatoria (con borde) si [K/| es una variedad n-dimensional
(con borde) donde cada complejo Stv es una n-celda combinatoria.

Una vez conocidas las definiciones bésicas de complejos simpliciales, vamos
a dar los primeros resultados.

El siguiente resultado hace alusiéon a la conexion que presenta un complejo
K. Se dice que un complejo K es conexo (recordemos que K es visto como una
familia de simplices) si no es la uniéon de dos complejos disjuntos y no vacios.
En cuanto al poliedro |K]|, utilizamos la definicion habitual de conexion. En
el siguiente resultado demostramos que todas estas son equivalentes.
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Teorema 2.1 Sea K un complejo simplicial. Son equivalentes:
1. K es conezo.
2. |K] es conexo por caminos.

3. |K]| es conexo.

Demostracion.
Demostremos las equivalencias en orden.

(1)=(2)

Sea vy € K, es decir, un punto (O-simplice) del complejo simplicial K. De-
mostraremos que para cada v € K° existe un camino en |K!| (unién de los
puntos y los segmentos de K) de vy a v. Sea V' el conjunto de todos los
vértices v € K que tienen esta propiedad, y sea K el conjunto de todos los
simplices de K cuyos vértices se encuentran en V. Hay que ver que V = K
y que K1 = K.

K es un subcomplejo de K, y ninguna arista de K interseca |K*|N(K°—V).
Por lo tanto ningtn simplice de K interseca |[K'|N(K°—V). Sea Ky = K—Kj.
Entonces K, es un subcomplejo de K, y K; N Ky = (). Como K es conexo,
Ky =0. Por lo tanto K; = K,y V = K°.

Tomemos ahora v € ¢ € K, w € 7 € K. Tomemos un camino en o des-
de v hasta un vértice vy de o (podemos hacerlo pues todo simplice es conexo
por caminos), luego un camino en |K*'| desde vy a un vértice v; de 7 (pode-
mos hacerlo pues vy,v; € K° = V), y finalmente un camino en 7 desde v,
hasta w. La caracterizacion de los tres caminos permite dar un camino de v
aw.

(2)=(3)

Es general, ya que todo conjunto conexo por caminos es conexo.

(3)=(1)
Supongamos, finalmente, que (1) es falso, de modo que K = K; U K5, donde
K, y K5 son complejos simpliciales disjuntos y no vacios. Hay que ver que
| K| no es conexo. Tenemos que |K| = |K;| U |K;|. Hay que ver que |Ki|y
| K5| son disjuntos, pues |K;| y |K2| son ambos cerrados. Supongamos que
existe v € |K1| N |K3| y, por definicién, existen caras o € Ky y 7 € K, tales
que v € (6 N 7). Pero esto es absurdo pues K; y K, son disjuntos. Luego K
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no es conexo y se tiene (3)=-(1). O

Una funcién f : o — 7 entre simplices euclideos se dice que es lineal si las
coordenadas de un punto f(P) son funciones lineales de las coordenadas de
P.

Definicion 2.13 Sean o y 7 dos simplices. Se dice que el homeomorfismo
[ o — 1 es simplicial si es lineal y envia vértices en vértices.

Dados dos simplices 0" = [vg, vy, - ,v,] ¥ ™" = [wo, w1, -+ ,w,] en R", si
definimos la aplicacion f que envia vértices en vértices dada por

f: o — "
V=D (i D G

entonces esta aplicacion es un homeomorfismo simplicial.

2.2.2. Complejos abstractos

Hasta ahora, hemos tratado solo complejos simpliciales euclideos definidos en
un espacio métrico R”, pero la nociéon de complejo simplicial puede ir mucho
més alla.

Empecemos con la definicion de complejo abstracto.

Definicion 2.14 Un complejo abstracto es una coleccion ® que satisface
1. ® es una coleccion de conjuntos finitos y no vacios.
2. Sipe Dy C o entonces ¢ € P.
3. Todo conjunto de ® interseca con un numero finito de elementos de P.
4. La union de los elementos de ® es numerable.

Si ademds se cumple lo siguiente (5), se dice que ® es un complejo abstracto
de dimension n.

5. Existe un entero n tal que todo elemento de ® tiene a lo sumo n+1
elementos.
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Si¢p e @,y ¢ posee k+1 elementos, entonces se dice que ¢ es un simplice k-
abstracto, y decimos que la dimensién de ¢ es k. Si ¢ € @ y ¢’ C ¢ entonces
¢’ es una cara de ¢. El i-esqueleto ®* de ® es el conjunto de los i-simplices de
@, junto con todas sus caras. Luego denotamos por ®° al conjunto de vértices

de ®.

Un isomorfismo entre dos complejos abstractos ® y ¥ es una biyeccion
f: @ — WO tal que ¢ € @ si, y solo si, f(¢) € V.

Existe una relacion entre complejos simpliciales euclideos y complejos abs-
tractos.

Definicion 2.15 Sea K un complejo simplicial euclideo en R™, se llama dia-
grama de K al conjunto

(I):(I)(K):{{Uo,...,’l)k}‘[Uo,...,’l)k]GK}

Proposicion 2.2 Dado un complejo simplicial finito K en R™. El dia-
grama ® = ®(K) de K es un complejo abstracto finito, es decir, satisface

(1)-(5).

Demostracion.

1. Es trivial ya que por definicion K es una coleccion no vacia de conjuntos
finitos y no vacios.

2. Sea ¢ = {vg,..., v} € ®.Sea ¢’ = {v,...,v;,} C ¢. Como [vy,,...,v;] €
K pues es una cara de [vg, ..., v;] € K, se tiene que ¢’ € ®.

3. Pues de lo contrario K tendria un nimero infinito de elementos.

4. Si recubrimos los vértices v € K por una coleccién {U,} de abiertos
disjuntos. La interseccion Q™ N U, # 0. Si K° fuera no numerable,
entonces {U, } seria no numerable, luego Q" seria no numerable, lo que
es falso.

5. Basta tomar n = m.
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Lema 2.3 Euxiste un conjunto numerable V.= {vy,vq,...} de puntos de
R con v; # vj para i # j tales que

1. V esta en posicion general.

2. La sucesion {v;} no tiene limite.

Demostracion.
Para cada v € R?""! sea x(v) la primera coordenada de v. Sea v; un
punto tal que x1(v;) > 1. Supongamos ahora que hemos dado vy,..., v,

en posicion general tal que z1(v;) > i para i < m. Sea G el conjunto de
hiperplanos H* de dimensiéon k en R*"*! con k < 2n que contienen k + 1
puntos v;. G es finito pues dado un conjunto de k puntos en posiciéon general,
existe un tnico hiperplano que los contiene. Puesto que ningtn hiperplano
de G contiene un conjunto abierto, se tiene que la unién G* de los elementos
de G tampoco.

Sea v, € R*™ — G* tal que 71(v,y1) = m + 1, entonces el conjunto
{v1,...,Ums1} estd en posicion general. Recursivamente vamos obteniendo
V, que no tiene punto limite pues hemos tomado z1(v;) = i. O

Teorema 2.4 Sea ® un complejo abstracto de dimension n. Entonces
existe un complejo simplicial euclideo K en R**1 tal que ®(K) es iso-
morfo a ®. En este caso K se llama realizacion euclidea de ®.

Demostracion.
Sea V el conjunto definido en el lema 2.3. Tomemos una biyeccién (cual-
quiera)
f: =WV

Para cada ¢ € @, f(¢) es un conjunto de vértices de un simplice o,. Notemos
que dados ¢, 1 € &, pU1 tiene a lo sumo 2n + 2 puntos, luego f(¢pU) es el
conjunto de vértices de un simplice euclideo 7 (estamos en R?**!). Entonces
si oy Noy # 0, 05N oy es asu vez una cara de o4 y de oy (por K.2).

Tomamos entonces K = {04 ¢ € ®} (que satisface las condiciones de un
complejo euclideo) y @ y ®(K) son isomorfos (el isomorfismo es f). O

2.2.3. Complejos lineales a trozos

Vamos ahora a definir un complejo simplicial en un espacio topolégico (X, 6).

10
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Definiciéon 2.16 Sea (X,0) un espacio topoldgico. Sea o, = [vg, vy, ..., Vg
un simplice euclideo y sea h : o, — X un homeomorfismo. Sea h(oy) = |hl.
Llamamos aplicacion de coordenadas al homeomorfismo

h:op,—|hlCX

Este nombre viene dado porque h se puede utilizar para definir un sistema
de coordenadas baricéntricas: si tenemos

UZZ%W € [vo, ..., v = oy

Entonces podemos ver la imagen w = h(v) como la suma

w = Zaiwia w; = h(v;)

Ahora vamos a definir una relaciéon entre dos aplicaciones de coordenadas
g y h. Supongamos que |h| = |g| y que, ademas, h™* o g : o, — 04, es un
homeomorfismo simplicial. Entonces las aplicaciones de coordenadas g y h
son equivalentes y escribimos g ~ h.

Al conjunto de todas las aplicaciones de coordenadas en el espacio X lo
denotamos por C(X).

Proposicion 2.5 ~ es una relacion de equivalencia en C(X).

Demostracion.
Sea h,g € C(X)

» h ~hpues h™toh =id: o, — o, es obviamente un homeomorfismo
simplicial.

» Supongamos h ~ g. Hay que ver que g~ oh : 0, — 0, es un homeo-
morfismo simplicial. La aplicaciéon es obviamente lineal, hay que ver
que envia vértices en vértices. Sea v un vértice de o,. Como h ~ g, se
tiene que existe w vértice de oy, tal que h™! o g(v) = w. Luego se tiene
gloh(w)=glohoh™tog(v)=v.

» Supongamos h ~ gy g ~ f. La aplicaciéon h=! o f es lineal. Sea v; un
vértice de la aplicacion i € {h,g, f}. Se tiene que h™' o g(v,) = vy y
g to f(vy) =v,. Luego h™'o f(vy) =h togogto f(us) = vp.

11
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0
Sea h € C'(X), denotamos por [h] a la clase de equivalencia de h, es decir

[h] = {9 € C(X)lg ~ h}

Definicion 2.17 Dado h € C(X), la clase de equivalencia [h] se denomina
simplice lineal a trozos.

El soporte |[h]| de [h] es |h|. Si T es una cara de oy, entonces [h|T] es una
cara de [h], y se dice que h(T) forma una cara de [h]. La dimension de [h] es
la de oy,.

Definiciéon 2.18 Un complejo lineal a trozos en (X,0) es una coleccion
numerable IC de simplices lineales a trozos en (X, 0) que satisfacen las con-
diciones siquientes

» (K,1) Si[h] € K, entonces cada cara de [h] pertenece a K.

» (K,2) Sea[g],[h] € K y suponga que |[g]|N|[h]| =S # 0. Entonces hay
caras T, de o4 y 7y, de oy, tales que g(1,) = S = h(m) y [g|Ty] = [h|Th].

» (K,3) Todo conjunto |[h]| ([h] € K) tiene un entorno que interseca sdlo
a un nimero finito de conjuntos |[g]| ([9] € K).

Si ademds se verifica lo siguiente (K.4), se dice que K es un complejo lineal
a trozos de dimension n.

» (K,4) La mayor dimension de los simplices lineales a trozos de K es n.

La unién de los conjuntos |[h]| ([h] € K) se denota por |K|. El i-esqueleto K
es el conjunto de los elementos de IC que tienen dimension < 1.

Sea K un complejo simplicial euclideo y K un complejo PL. Sea f : |K| — |K|.

Si f envia linealmente cada o € K en un conjunto |[h]| entonces f es lineal.
Si los vértices se envian en vértices entonces f es simplicial.

12
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Teorema 2.6 Sea K un complejo PL de dimension finita. Entonces hay
un complejo simplicial euclideo K y un homeomorfismo simplicial f tales
que tenemos la biyeccion

[ K=K

Y para esos K y f tenemos

K={lf[,)lo €K}

Demostracion.

Para cada [h] € K, sea ¢, el conjunto de todos los vértices de [h], y sea
O(K) = U{¢n}. Entonces ®(K) es un complejo abstracto de dimension finita.
Notemos que ®(K)°? = K por construccion.

Por el Teorema 2.4 hay un complejo simplicial euclideo K tal que ®(K) y
®(K) son isomorfos. Sea f : ®(K)? = K° — ®(K)® = K° un isomorfismo
entre ellos. Ahora se extiende f simplicialmente a cada simplice de K para
obtener f: |K| — |K|.

Dado tal homeomorfismo simplicial f, puesto que f envia ¢ simplicialmente
en |[h]|, entonces f|o_ ~ h (pues \fu =f(o)=1|h|yhto f‘a envia vértices
de o en vértices de |h| en vértices de oy, y es lineal) que implica [f| ] = [h].
Luego K = {[f}a]| o € K} y tenemos el resultado. O

3. Preparacion: teorema de Jordan-Schonflies
poligonal

El objetivo de esta seccion es de prepararnos para la demostracion del teore-
ma de la curva de Jordan, pues vamos a demostrarlo para curvas poligonales.
Asi, los resultados que se exponen a continuacion seréan de utilidad para dar
una primera aproximacion al problema.

Definicién 3.1 Una curva poligonal en R? es la union de una serie de seg-
mentos (1-simplices) del plano I; = [p;, pit1] tales que LNIL; =0 sij #i+1
(los segmentos no consecutivos no intersecan entre si). Llamamos poligono
en R? a una curva poligonal cerrada en el plano. Es decir, un poligono J es
una union \J;_, I; con po = ppi1.

Los segmentos I; que conforman el poligono se llaman aristas y los extremos
p; de los segmentos, vértices.

13



Teorema de Jordan para curvas poligonales Preparacion

3.1. Teorema de Jordan para curvas poligonales

Comencemos dando algunas propiedades de separacién poligonos en R2. Al
igual que en el teorema de la curva de Jordan, que estudiaremos mas adelante,
vamos a ver que un poligono J divide el espacio en dos componentes conexas.

Teorema 3.1 Sea J un poligono en R* entonces R? — J tiene exacta-
mente dos componentes.

Demostracion.

Vamos a tomar un entorno N de J formado por la unién de entornos con-
vexos de los vértices y segmentos que componen J. Méas concretamente, si
denotamos por p; a los vértices de J y por I; = [p;, pisr1] a las aristas, sea
di = min d(p;, I;), sea r un nimero real tal que r < d;, entonces defini-

i, i#g+1
mos

N={PeR?*|d(P,J) <1}

Figura 6: Teorema 3.1: N

Demostremos los dos siguientes lemas.

Lema 3.2 R? — J tiene como mucho dos componentes.

Demostracion.

Localmente, F'r N esta formada por segmentos paralelos a los lados de J
y por trozos de circunferencia centrados en vértices, asi que N — J tiene a
lo sumo dos componentes conexas: si tomamos un punto P € (N — J). Sea
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dy = d(P,J). Si seguimos una trayectoria paralela a J (es decir una trayec-
toria tal que la distancia entre los puntos de la misma y J sea d5), entonces
llegaremos o bien a P (de nuevo), o bien a P*, siendo P* el punto simétrico
de P respecto de J.

Ahora sea Q € R? — J, veamos que este siempre puede unirse mediante
un segmento a un punto P € N — J, y habremos acabado. Si € N no
hay nada que probar. Si Q € N, sea ' € J el punto méas cercano a ) (que
existe pues J es cerrado), sea Q@' el segmento que une Q y Q. Sea P el
primer punto de Q@) que interseca con N (en el sentido de @ a @)'). Entonces
P € N — J. Basta entonces considerar el segmento que conecta Py Q.

OJ

Lema 3.3 R? — J tiene como poco dos componentes.

Demostracion.

Elegimos los ejes del plano de tal manera que ninguna recta horizontal
pase por mas de un vértice de J. Esto lo podemos hacer pues las direcciones
a evitar son finitas.

Para cada punto P € R?, sea Lp la recta horizontal que pasa por P.
El indice Ind P de un punto P de R? — J se define como sigue:

1. Si Lp no contiene ningtn vértice de J, entonces Ind P es el nimero de
puntos modulo 2 de L, N J que se encuentran a la izquierda de P. Por
lo tanto, Ind P es 0 o 1.

2. Si Lp contiene un vértice de J, entonces Ind P es el nimero de puntos
modulo 2 de L' N J, que se encuentran a la izquierda de P, donde I’
es una recta horizontal que se encuentra ’ligeramente por encima’ o
'ligeramente por debajo’ de Lp.

Definamos entonces la funcién f:
f:R*—J—{0,1}

P~ IndP

El conjunto f~!(0) es no vacio, veamos esto. Sea

M,y :max{pg €R| P = (pl,pg) S J}
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A 4

N/

x 0

Figura 7: Funcién indice

Todo punto @ = (q1,q2) € R? con ¢ > M, (los puntos 'por encima’ de J)
pertenece a f~1(0).

Demostremos ahora que f~*(1) es no vacio, sea @ = (¢1, ¢2) un punto de J tal
que Lg no contiene ningin vértice de J. Sea P, el punto mas a la izquierda
de J en Ly (maticemos esto). Sea

my =min{p1 € R|P = (p1,p2) € (J N Lq)}

Luego tomamos P; = (my,q2) € Lg. Sea P un punto de L), ligeramente a
la derecha de P, de tal manera que P ¢ J, y ningin punto entre P, y P
pertenezca a J. Entonces Ind P = 1.

Ademéas f~1(0) y f~!(1) son abiertos, pues si Ind P = i con i € {0,1},
entonces Ind P’ =i cuando P’ esta suficientemente cerca de P.

Por lo tanto, R? — .J no es conexo, pues es la unién de los conjuntos abiertos,
disjuntos y no vacios f~1(0) y f~1(1). O

Se podria demostrar que, dada una curva diferenciable (suave), siempre existe
un homeomorfismo de todo el plano que la transforma en una curva poligo-
nal. Asi, podriamos extender el teorema de la curva de Jordan para curvas
poligonales a estas curvas suaves.

Ahora ya sabemos que un poligono divide el plano en dos componentes co-
nexas: la interior (la componente acotada) y la exterior (la componente no
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acotada). Gracias a esto, podemos dar el siguiente resultado, que permite
relacionar la nociéon de complejo simplicial con la de poligono.

Teorema 3.4 Sea I el interior de un poligono J en R?. Entonces I es
un poliedro finito (es decir, existe un complejo simplicial finito K tal que

JK|=I).

Demostracion.

Sean Ly, Lo, ..., L, las rectas que contienen las aristas de J. Estas rectas
son finitas en ntimero, y el conjunto L; N (U;x;L;) es finito (pues el nimero de
rectas es finito y si hubiera dos coincidentes esta se consideraria como una).
Cada linea L; descompone R? en dos semiplanos cerrados H; y H/; y cualquier
interseccion finita de semiplanos cerrados es cerrada y convexa (pues por
definicion la interseccion de cerrados es cerrada e intersecciéon de convexos es
convexa). Por lo tanto | J L; descompone R? en una coleccién finita de regiones
cerradas y convexas Ry, Rs, ..., R, que corresponden a hacer la interseccion
de los semiplanos, tal que para cada j tenemos F'r R; C |J L;, pues son los L;
los que delimitan estas regiones. Entonces como JUJ L; y FrR; = R;NJ L;,
se tiene R;NJ C F'r R; para cada j. Entonces, puesto que I = JUI, se tienen
dos posibles casos: para cada j tenemos o bien R; N I C J o bien R; C 1.
Por lo tanto, I es la unién de los conjuntos R; que se encuentran en 1. Todos
estos pasos se indican en la figura 8 a continuaciéon

Figura 8: Teorema 3.4
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Podemos escribir entonces
k
I=[JR,
j=1

Para cada j < k, F'r R; es la unién de un numero finito de 1-simplices, pues
dicha frontera la forman rectas delimitadas por J. Ahora lo tnico que falta
es triangular cada R; y considerar la unién de todas estas triangulaciones.
Para cada j, elegimos un punto w; de R; — Fr R; y para cada 1-simplice vt
de Fr R; formamos el 2-simplices w;vv’, lo que nos da una triangulacion de
R;. La union de estos es una triangulacion de 1. 0

oy

Rs

Figura 9: Teorema 3.4: triangulacion de Rj

3.2. Teorema de Schonflies para curvas poligonales

El objetivo de esta seccion es probar lo siguiente, que hemos bautizado como
teorema de Schonflies para curvas poligonales.

Teorema 3.5 Sean J y J’ dos poligonos en R%. Entonces existe un ho-
meomorfismo
h: R* - R?
J—J

Recordemos que en la seccion 2 hemos construido un homeomorfismo simpli-
cial entre dos complejos simpliciales euclideos 7" y ¢” en R™ (ver 2.13) dado
por

f: o" — 7"
n n
V=D e Y
Veamos que podemos extender este homeomorfismo a todo R™.
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Proposicion 3.6 Sean 0" = [vg, vy, , v, y 7" = [wo, wy, -+ ,w,| dos
simplices en R™. Existe un homeomorfismo g : R® — R"™ tal que g}gn :
o™ — 1" es un homeomorfismo simplicial.

Demostracion.

La aplicacion v — v —vg es un homeomorfismo A : R™ — R™, y si ¢" es un
simplice de R", h|0n es simplicial. La composicién de dos de estas aplicaciones
tiene las mismas propiedades (pues la composicion es de la forma v — v —
vg — v1). Por lo tanto, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que v, es
el origen en R" (basta tomar v; = —vp). De manera similar para wg. De esto
deducimos que {v1,...,v,} vy {wq,...,w,} son linealmente independientes,
luego podemos escribir cada punto v € R™ de la siguiente manera

n
V= Z a;v; € R?
i=1
definimos entonces .
g(v) = Zaiwi eR"
i=1
y se tiene que g‘an es f. O

Definicion 3.2 Sea J un poligono de interior I y sea K una triangulacion
de I. Se dice que un 2-simplice 0 € K es libre si 0N J consiste tinicamente
en 1 0 2 aristas (caras de dimension 1) de o>.

Figura 10: Complejo simplicial L. donde los simplice 1,3,4,7 son libres. 6 no es libre pues
a pesar de tener una arista en J, también tiene un punto (0-simplice) en J que no forma
parte de una arista en J.
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Proposicién 3.7 Sea J un poligono en R?. Sea I el interior de J y K
una triangulacion de I. Si K tiene mds de un 2-simplice, entonces K
tiene al menos un 2-simplice libre.

Demostracion.

Supongamos que K tiene mas de un 2-simplice. Vamos a probar que K tiene
al menos dos 2-simplices libres. Vamos a suponer que la hipotesis es cierta
para complejos L que triangulan I y tienen menos simplices que K. Existen
al menos dos 2-simplices 0,7 € K que tienen una arista en Fr |K]| (sino K
estaria formado por un tunico 2-simplice). Si los dos son libres no hay nada
que probar. Supongamos entonces que o no es libre, con o = [vg, vy, v9] € K
y [vo,v1] C Fr K. Luego ni [vg, vo] ni [v1, v5] esta en la frontera de |K| (pues
si un segmento de esos estuviera, o seria libre, y si los dos estuvieran, J no
serfa un poligono o K estaria formado por un tnico 2-simplice). Entonces los
puntos vy y ve descomponen J en dos curvas poligonales C; y Cy (ver figura
11).

o
&
0

Vo

Figura 11: Proposicion 3.7

Sean I e I los interiores de los poligonos C U [vg, vo] ¥ Co U [vg, vo] respecti-
vamente. Sea L, el complejo formado por los 2-simplices que se encuentran en
I, junto con o y sus caras. Sea Ly el complejo formado por los 2-simplices que
se encuentran en I,. Por la hipotesis, cada L; tiene al menos dos 2-simplices
libres, luego cada L; tiene al menos un 2-simplice libre o; # o y o; es libre
en K con lo que se concluye la prueba. Il
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Teorema 3.8 Sea J un poligono en R?. Entonces hay un homeomorfis-
mo h: R* — R?, tal que h(J) es la frontera de un 2-simplice.

Una consecuencia directa de este teorema es que todo poligono de
R? es frontera de una celda de dimension 2.

Demostracion.

Sea I el interior de J y K una triangulacion de I (que sabemos que existe
por el teorema 3.4). Cualquier simplice libre de dimension 2 en K puede
eliminarse mediante un homeomorfismo h : R? — R2. Veamos esto.

Caso 1 Supongamos que [vg, v, 0] es libre, con [vg,vq,ve] N Fr |K| =
[vo, v2]. Se toma vs, vy y vs como en la figura 12, de modo que tanto ellos
como vy son colineales. Ademés, vs y vy estan "muy cerca'"de vy y vs respec-
tivamente, de modo que toda la figura interseca F'r |K| solo en [vg, va].

Figura 12: Caso 1

Luego definimos h de tal manera que quedan fijos vy, v, v3, v4. Ahora defina
h(vs) = vy y extiéndase h simplicialmente (proposicion 3.6) a cada uno de
los simplices [vg, v40,5], [va, V4, V5], [vo, Vs, v3] ¥ [V, vs,v3]. El efecto de h es
reducir en 1 el namero de simplices de K.
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’
Emmmmm -

\

%

N

Figura 13: Caso 1

Caso 2 Supongamos que [vg, v1, Vs] es libre en K, con [vg, vy, v N Fr | K| =
[vo, v1] U [v1, ve]. Utilizamos la inversa de la aplicacion h que definimos en el
Caso 1.

Figura 14: Caso 2

De esta manera h(v;) = vs y los demés puntos siguen quedando fijos.
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Figura 15: Caso 2

Sea n el nimero de simplices libres de la triangulacién de I.

Sin = 0 entonces hemos acabado, pues hemos visto en la proposiciéon 3.7 que
en este caso solo es posible que la triangulacién posea un tnico 2-simplice.
Supongamos que tenemos n simplices libres. Notemos que tras eliminar uno
de la triangulacion, pueden aparecer mas. Si es asi, seguimos eliminando, y
este proceso acaba pues solo hay una cantidad finita de 2-simplices en la
triangulacién. Por la proposicion 3.7, llegara un momento en el que tenga-
mos n = 0, pues de lo contrario, se tendria al menos n = 2, y entonces se
eliminarian (ya hemos explicado que este proceso acaba). O

Vamos ahora con la demostraciéon del teorema 3.5.

Demostracion.

Por el teorema 3.8, existen dos 2-simplices o2 y 72 tal que podemos llevar
mediante un homeomorfismo los poligonos J y J’ a los 2-simplices o2 y 72
respectivamente.

hi: R? — R? hy : R? — R?

J—> Fro? J — Frr?

Por la proposicién 3.6 existe un homeomorfismo que lleva o2 en 72

hs: R? — R?

0_2 7_2
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Podemos entonces tomar h = hy 'hsh;. 0J

Hemos demostrado que dados dos poligonos J y J’, estos son homeomor-
fos. Luego todo poligono J es homeomorfo a la frontera de un 2-simplice.
Podemos demostrar ademés que la frontera de un 2-simplice es homeomorfa
a S' con lo que habrfamos demostrado ademas que todo poligono J es topo-
logicamente una 1-esfera.

El homeomorfismo que envia un 2-simplice en S*, sin entrar en detalle, con-
siste en inscribir dicho simplice en una circunferencia, y enviar cada lado al
correspondiente arco de la circunferencia que delimta cada segmento.
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4. Teorema de la curva de Jordan

En el apartado anterior hemos probado el teorema de la curva de Jordan pa-
ra curvas poligonales. Esto se podria extender a curvas digamos ’suaves’, es
decir, diferenciables de clase C*°. No obstante, la demostracion es mas dificil
cuando tenemos curvas continuas simplemente, como puede ser el copo de
nieve de Koch, que es una curva que no es diferenciable en ningin punto.

El objetivo de este apartado es probar el teorema de la curva de Jordan
siguiendo dos demostraciones distintas: la primera y més intuitiva, del li-
bro de E. Moise que hace uso conocidos resultados acerca de conectividad,
y la segunda, de Machara, més complicada en lo que respecta a herramien-
tas utilizadas, aunque mas breve. Esta utiliza el teorema del punto fijo de
Brouwer, que junto con el teorema de extension de Tietze llegan al resultado.

Una vez probado, se invita al lector a consultar el apéndice I donde se ex-
pone brevemente el teorema de Jordan-Schonflies. Asimismo, es de interés
para este apartado complementar la informaciéon con el Apéndice III, donde
se dan unas pinceladas sobre lo que sucede con el teorema en dimensiones
mayores.

4.1. Enunciado

Decimos que S es una n-esfera topologica si es homeomorfa a S™.

Teorema de la curva de Jordan I. Sea J una l-esfera topolégica en
R?, entonces R? — J es la unién de dos conjuntos conexos y disjuntos I y E
tales que J = Fr I = Fr E. Ademés, una de estas componentes conexas esté
acotada (interior), y la otra no (exterior).

También es posible formular el teorema en términos de la esfera S2.

Teorema de la curva de Jordan II. Sea C una l-esfera topologica en
S? entonces S? — J es la union de dos conjuntos conexos y disjuntos I y E
tales que C' = Fr I = Fr FE.

No obstante, en este caso no podemos distinguir cual de ellas es la compo-
nente acotada, pues ambas lo estan. Estos dos enunciados son equivalentes,
basta considerar la proyeccion estereografica para enviar la curva C en S? a
la curva J en R?, y la esfera en el plano. Puesto que ambos enunciados son
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equivalentes, basta demostrar uno de ellos. En ambas demostraciones vamos
a demostrar el primero de ellos.

4.2. Demostraciéon segiin Moise
4.2.1. Existencia de al menos dos componentes conexas

Vamos a dar varios resultados que concluiran con el Teorema de la curva de
Jordan.
A partir de ahora, si tenemos un camino entre dos puntos P y Q, para facilitar

la notacion, vamos a denotar por /P@ al camino entre dichos puntos P y
Q y por PQ al segmento que conecta P y Q.

Lema 4.1 Sea U un conjunto abierto en R™, y sean P,QQ € U. Si Py
Q) estdn en componentes distintas de U, entonces U es la union de dos
conjuntos abiertos disjuntos que contienen a P y () respectivamente.

Demostracion.

Cada componente conexa de U es abierta pues U es localmente conexo por
caminos. Puesto que la unién de abiertos es abierta, la union de componentes
de U también lo es. Sea C), la componente de U que contiene a P. Entonces U
= C,U (U —C,), donde U — C,, es abierto y contiene a Q (pues por hipotesis
P y Q estan en componentes distintas). O

Teorema 4.2 Sea I el interior de un poligono J en R?, y sean P, Q, R
y S puntos de J, ordenados en sentido horario. Sea A un camino de P a
R, que se encuentra en I, tal que AN.J = {P,R}. Entonces I — A es la
union de dos conjuntos abiertos disjuntos Ug y Ug, que contienen a Q) y
S en sus fronteras.

Demostracion.

Notese que, puesto que dos poligonos son homeomorfos (esto lo hemos visto
en la seccion Teorema de Schonflies poligonal), no hay pérdida de generalidad
en considerar I como una regién rectangular.

Sean Q" y S’ puntos de I, muy proximos a Q y S, como en la figura 16,
de tal manera que exista un segmento de Q a Q’ y otro de S a S’, ambos
contenidos en I, tales que no corten a A. Si Q' y S’ estuviesen en la misma
componente de I — A, entonces existiria una curva poligonal de Q’ a S’ en
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I— A. Por lo tanto, hay una curva poligonal B, de Q a S (uniendo los caminos

mencionados Q@ , QS , 'S'S ), que se encuentra en I — A (pues
Q y S se encuentran en J) e interseca J solo en Q y S. (Ver figura 16).

Figura 16: Teorema 4.2

Por otro lado, P y R se encuentran en la misma componente de I — B ,
porque A C I — B (como consecuencia de ser B C I — A) y A es un camino
que conecta P y R. Veamos que esto es absurdo.

Sean Bi, B y Bj las dos curvas poligonales de (Q a S que se encuentran en J
tales que J = By U By y sea M = B; U B, U B. Esta claro que P,R € I — B,
veamos que podemos dividir I — B en dos componentes conexas [; U Int B;
y I U Int By (donde I; es el interior del poligono B U B;) de tal manera que
Pe hUIntByyQ € I,U Int By y tendriamos la contradiccion (pues hemos
visto que P v R se encuentran en la misma componente de I — B).

Sea E la componente exterior de J. Las componentes acotadas de R? — M se
encuentran en 7, y cada una de estas componentes tiene un poligono conte-
nido en M como frontera. Consideremos un entorno del punto Q. Sean A; y
Ajg los sectores delimitados por M como en la figura 17.
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Figura 17: Teorema 4.2

Los sectores A; y Ay se encuentran en componentes distintas de R? — M,
luego ninguna componente de R? — M tiene B; U By como su frontera, luego
las tinicas fronteras posibles de las componentes de R? — M son o bien BU B;
o bien BU Bsy, lo que nos da las componentes acotadas Iy e I,. Luego [ = I1U
LUBYy I = UL, de donde se obtiene que [—B = (I[,UInt B))U(I,UInt By).
O

Teorema 4.3 Sea J una I-esfera topoldgica en R%. Entonces R? — J no
es conexo.

Demostracion.

Vamos a ’enmarcar’ J en un poligono. Para ello, sea I una celda de dimen-
sién 2 que contiene a J (ver definicion 2.10, como antes, no hay pérdida de
generalidad en considerar I como una regién rectangular), tal que J N F'r [
contiene exactamente a dos puntos P y R, estos puntos son, respectivamente,
los puntos situados més a la izquierda y mas a la derecha de J en el eje de
abscisas. En el caso de no ser tnicos, bastaria con hacer un giro de J en el
plano, y sabemos que al menos hay un giro tal que J N F'r I contiene exac-
tamente dos puntos, pues, de lo contrario, J estaria formado por dos aristas
paralelas, lo que es imposible.

Entonces se tiene que J es la uniéon de dos arcos A; y As, de P a R. Sean S
y Q dos puntos de la celda como en el teorema 4.2. Tomamos un camino B,
de SaQ,en I tal que BNFrI=1{S,Q}. SeaT el primer punto de B (en el
sentido de S a Q) que interseca J. Sea A; el arco de P a R en J que contiene
a T. Sea A el otro arco de P a R en J. Sea X el tltimo punto de B que se
encuentra en Aj, en el sentido de S a Q (ver figura 18).
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S

Figura 18: Teorema 4.3

Probemos los dos siguientes lemas.

Lema 4.4 FEuxiste un punto en BN Ay que estd después de X en el sentido
de S a Q.

Demostracion.
Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que no existe tal punto.

Sea B; el camino de S a T en B. Sea B, el camino TX en Ay, y sea B3

el camino /X_Q\ en B. Entonces B; U By U Bs es un camino de S a QQ, en
1— A, (pues hemos supuesto que no existe interseccion con As).

Por lo tanto, S y Q se encuentran en la frontera de la misma componente de
I — A, (pues existe un camino que los une), lo que contradice el teorema 4.2,
O

Una vez sabemos de la existencia de al menos un punto B N Ay que esté
después de X en el sentido de S a ), vamos a llamar Y € B N Ay al primer

punto en el sentido de S a Q que las verifica. Sea 7Z cualquier punto entre X
e Y en B.
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Figura 19: Lema 4.4

Lema 4.5 Z se encuentra en una componente acotada de R?* — J.

Demostracion.

Supongamos que no. Entonces hay un camino C', desde Z hasta un punto
W (W #£ P, W # R) de Fr I, con C C R?> — J (pues si C estuviera en una
componente acotada, solo podria llegar a P o a R). Podemos suponer que
CNFrI=W,yaque de lo contrario, bastaria con coger el trozo de camino
entre Z y la primera intersecciéon con Fr I.

Vamos a distinguir dos casos. Consideramos primero el caso en el que W
y S se encuentran en la misma componente de F'r I —{P, R}. (Ver figura 20)

B contiene un camino By, de Z a Q, que no interseca A; (pues Z esta entre
XeY,y Xes el ultimo punto de B que interseca A;). De ello se deduce que
Wy Q estan en la frontera de la misma componente de I — A; (basta unir
C' con By, que conecta W y Q), lo que contradice el teorema 4.2.
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S

Figura 20: Lema 4.5

En segundo lugar, supongamos que W y Q se encuentran en la misma com-
ponente de Fr I — {P, R}. (Ver Figura 21)

Recordemos que T es el primer punto de B que interseca A; en el sentido de
S a Q. Formese la unién de los caminos C' (que conecta W y Z y recordemos

no intersecaban ni a A; ni a A, por encontrarse en R? —J), ZX C B,

XT C A (al estar en A; no interseca Ay) y TS C B. De ello se
deduce que W y S se encuentran en la frontera de la misma componente de
I — A, vy esto contradice el teorema 4.2, al igual que antes.

El lema 4.5 prueba el Teorema 4.3, pues no existe un camino que conecte 7

con Qo S. U

s

Figura 21: Lema 4.5
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4.2.2. Condiciones frontera

Definicion 4.1 Una descomposicion de ladrillos del plano es una colec-
cion G = {g;} de celdas de dimension 2 (poligonos) tales que:

L Uty =R?

2. Si dos conjuntos g; y g; se cortan, entonces su interseccion es un seg-
mento que se encuentra en la frontera de cada uno de ellos.

3. Cada punto tiene un entorno que interseca como mdximo tres de los
conjuntos g;.

Una forma de obtener tal coleccion es cortar el plano por lineas horizontales
y segmentos verticales para obtener una especie de pared de ladrillos.

Evidentemente, podemos construir una descomposicion de ladrillos G de R?
de tamano tan pequeno como nos plazca. En cualquier caso, la unién de
cualquier subcoleccion de G es una variedad de dimensién 2 con borde.

Teorema 4.6 Sea I, P, (), R, y S definidas como en el teorema 4.2,
y sean Ay y Ay arcos disjuntos en I, tales que Ay N Fr I = {P} y
Ay N Fr 1 = {R}. Entonces S y Q estan en la frontera de la misma
componente conexa de I — (A U Ay).

S

Figura 22: Teorema 4.6
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Demostracion.

En la figura 22, hemos dibujado I como una regién rectangular (se puede
hacer por el mismo razonamiento del teorema 4.3). Ademés, no hay pérdida
de generalidad en situar P y R en los puntos medios de un par de lados
opuestos (basta hacer el giro y la traslacion correspondiente de A; y A, de
manera que se cumplan las condiciones del enunciado para que P y R se
sitien en los puntos medios).

Vamos a hacer una descomposicion de ladrillos del plano. En nuestro caso,
vamos a utilizar ladrillos que son regiones rectangulares, con lados paralelos a
los bordes de Fr I, tal que I es la unién de una subcoleccién de ellos. Usamos
ladrillos de un diametro tal que ninguno de ellos corte al mismo tiempo a A;
y a Ay (basta tomar como didmetro la mitad de la distancia entre A; y a A,
que es positiva pues ambos conjuntos son compactos y disjuntos).

Sea N la unién de todos los ladrillos en la descomposicion que intersecan Ay,
entonces N es una variedad 2 con borde, y también lo es el conjunto

N =NNIT

Sea J la componente de Fr N’ que contiene a P. Entonces J es una 1-esfera
(pues J es un poligono, por lo tanto homeomorfo a la frontera de un 2-simplice
y por tanto homeomorfo a S*).

Sea B; la componente de J N Fr I que contiene a P. Entonces B; es un
segmento entre dos puntos T y U (pues estamos hablando del ladrillo de I
que tiene a P en su frontera), donde T, U € Frl. Sea T el punto del segmento
por debajo de P y R, y sea U el punto del segmento por encima de P y R
(pues recordemos que P y R los hemos tomado a la misma altura).

Sea Bj la otra curva poligonal que conecta Ty U en J (es decir, BiUBy = J).
Sea V el ultimo punto de By, en el sentido TU que se encuentra en F'r [ y se
encuentra debajo de P y R. Sea W el primer punto de B, después de V en
Frl. Entonces W se encuentra por encima de P y R en F'r I, pues si se encon-
trara por debajo, entonces V=W y no se verificaria que W esta después de V.

Sea B la curva poligonal entre V.y W en Bs. Entonces BN Fr [ = {V, W},
ya que si hubiera otro punto en la interseccion las definiciones de V.y W
no tendrian sentido. Por tanto, existe un camino que conecta a V.y W y no
interseca a A; U As, pues recordemos que hemos cogido la descomposicion
en ladrillos de tal manera que no corten al mismo tiempo a ambas curvas.
Entonces V y W se encuentran en la frontera de la misma componente de
I — (A1 U Ay). Por tanto, Q y S también se encuentran en la misma compo-
nente, bastarfa con tomar un camino de QQ a V.y de W a S y empalmarlos
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con el anterior. O

=

g

—+H40ocC

S

Figura 23: Teorema 4.6

Teorema 4.7 Ningun camino no cerrado separa R? en dos componentes
CONETAS.

Demostracion.

Sea A un camino no cerrado en R2. Como A esté acotado, R? — A tiene
exactamente una componente no acotada. Por tanto, debemos demostrar que
R? — A no tiene componente acotada.

Si U es una componente acotada de R? — A, entonces Fr U C A (pues
UCR?—A)y FrU es cerrado.

En un intervalo |a, b], todo conjunto cerrado M se encuentra en un intervalo
minimo [a’, b’[, con a/,b’ € M. (Basta con tomar a’ como el mayor limite
inferior de M y b’ como el limite superior minimo de M. Estos pertenencen
a M pues M es cerrado), luego toda homeomorfismo del intervalo [a,b] tiene
la misma propiedad. A tiene un subcamino A’ que contiene a Fr U (pues
FrU C A) y tiene sus extremos en Fr U (pues Fr U es cerrado en el camino
A’). Por tanto, puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que los puntos
finales T, T” de A reposan en Fr U (pues si no, podriamos tomar el arco A’
en vez de A).

Ahora encerramos A, como de costumbre, en un celda de dimensiéon 2, tal
que A interseca F'r I en exactamente dos puntos P, R.

Vamos a denotar por A; el trozo de camino de A que va de T a P y por Az
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el que vade R a T’. Sea Ay = A — (A; U Aj3). Segin el teorema 4.6, hay un
segmento B, de S a Q, tal que

1. BNFrI=1{Q,5}.

2. IntB C.
3. BNA, =0.

Sea V el primer punto de B, en el orden de S a Q, que se encuentra en Asy. Sea
W el dltimo punto de B que se encuentra en A,. La existencia de estos puntos
se debe a que BN A, # (0, pues de lo contrario se contradiria el teorema 4.2.
Sea Bj el camino de S a V en B. Sea Bs el camino de V. a W en A,. Sea Bz
el camino de W a Q en B. Sea B’ = B; U By U Bs.

Segiun el teorema 4.2, P y R se encuentran en fronteras de diferentes compo-
nentes de I —B’. Por lo tanto, T y T se encuentran en diferentes componentes
de I — B'. Pero U es conexo (la hemos definido como una componente conexa
acotada de R? — A), UNB' =0,y T,T' € FrU (ya que hemos supuesto que
los puntos finales de A reposan en Fr U), luego existe un camino en I — B’
que conecta T y T?, en contradiccién con lo anterior. Luego R? — A no tiene
componente acotada. ]

Figura 24: Teorema 4.7
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Teorema 4.8 Sea J una 1-esfera en R?, y sea U una componente de
R2? — J. Entonces J = Fr U.

Demostracion.

Obviamente Fr U C J (pues U C R* — J y J es cerrado). Si Fr U no es
todo J, entonces Fr U se encuentra en un arco A de J. Dado que R? — J tiene
otra componente V (esto ya lo hemos visto en el teorema 4.3), se deduce que
A separa R? (pues A serfa un arco que separarfa U y V), lo que contradice
el teorema 4.7. Luego J = Fr U. O

4.2.3. Existencia de una tinica componente acotada

Teorema 4.9 Sea J una I-esfera en R?. Entonces R?— J solo tiene una
componente acotada.

Demostracion.

En esta demostracion, como de costumbre, J = A; U Ay. Asimismmo to-
mamos, como de manera habitual, B el camino en I que une Q y S. Sea T
el primer punto de B (en el orden de S) que se encuentra en J, con T' € A;.
Sea X el dltimo punto de B en A;. Sea Y el primer punto después de X en B
que se encuentra en A,. Sea Z un punto entre X e Y en B. Sea W el tltimo
punto de B que se encuentra en A,. Esto se muestra en la figura 25.

Figura 25: Teorema 4.9
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Sabemos que Z se encuentra en una componente acotada de R? — J (Lema
4.5 del teorema 4.3). Necesitamos demostrar que R? — J no tiene otra com-
ponente acotada.

Sea By el arco de S a T en B. Sea By el arco de T'a X en A; (si Ty X
son realmente diferentes; si no, sea By =T = X ). Sea By el arcode X a Y
en B. Sea By el arcode Y a Wen As (si Y # W). Por ultimo, sea Bj el arco
de W a Qen Bysea B = U B;. Entonces P y R son puntos frontera de
componentes distintas de I — B’ (por el Teorema 4.2). Por tanto, si U es una
componente acotada de R? — J, diferente de la componente que contiene a Z,
se deduce que U N B’ = (), ya que en el caso de que existiera un C € UN B,
entonces habria un trozo de camino de B’ en U que conecta C y Z, luego
Z € U, pero esto es imposible pues Z ya pertenece a la otra componente. De
modo que Fr U no puede contener ni a P ni a R (pues si los contuviera habria
un camino que conecta ambos puntos que no interseca con B’, y hemos visto
antes que esto no puede ser). Luego Fr U se encuentra en un camino en J, lo
que es imposible por el teorema 5. O]

4.2.4. Conclusién

Gracias a los teoremas anteriores, podemos por fin demostrar el teorema.

Sea J una l-esfera topolégica en R2. De la acotacion de J se deduce que
R? — J tiene exactamente una componente no acotada.

En el Teorema 4.9, se demuestra que R? — J tiene una tnica componente
acotada. Luego R? — J tiene exactamente dos componentes: una no acotada
(la exterior E) y una acotada (la interior I). Basta entonces el Teorema 4.8
para concluir con el hecho de que J = Fr E = Fr .
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4.3. Demostracion segiin Maehara

La demostracion que propone Maehara utiliza tanto el Teorema del punto
fijo de Brouwer como el Teorema de extension de Tietze. La demos-
tracion de estos teoremas no es para nada trivial, pues para probarlos seran
necesarios lemas como son el Lema de Sperner o el Lema de Uryshon.

Antes de empezar, notemos dos observaciones acerca de las componentes de
R? — J, donde J es una 1-esfera topolégica en R2.

Observacion 4.1 R? — J tiene exactamente una componente no acotada,
que sigue de la acotacion de J.

Observacion 4.2 Cada componente de R? — J es conexa por caminos vy
abierta, que se deduce de la conexion por caminos local de R? y de que J es
cerrado.

4.3.1. Teorema del punto fijo de Brouwer

Recordemos que, en teoria de grafos, el grado de un vértice es el numero de
aristas incidentes al vértice. Vamos a dar por supuesto el siguiente lema, cuya
demostracion puede encontrarse en [12].

Lema 4.10 (Lema de apreton de manos) En un grafo finito hay un
numero par de vértices con grado impar.

Nuestro primer objetivo es probar el Lema de Sperner, que nos ayudara en
la demostracion del Teorema del punto fijo de Brouwer.

Para facilitar la comprehension del lema, empecemos dando una explicacion
grafica, para después enunciarlo. Vamos a dibujar un tridangulo y vamos a co-
lorear (o numerar) sus vértices con distintos colores (o ntimeros). Realicemos
una subdivision del triangulo en 2-simplices mas pequenos como se indica en
la siguiente figura.
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Figura 26: Lema de Sperner. Paso 1

Como vemos en la figura hemos elegido los tonos verde, azul y rojo para los
vértices. Una vez hecho esto, vamos a colorear los nuevos vértices que se en-
cuentran entre el vértice azul y el vértice rojo de azul o rojo, indistintamente.
De la misma manera, los vértices que hayan aparecido entre el verde y el azul
los coloreamos de estos colores de la manera que queramos, y lo mismo ha-
cemos con el lado restante de sus colores respectivos, como se indica en la
figura a continuacion.

Figura 27: Lema de Sperner. Paso 2

Por tltimo vamos a colorear los vértices en blanco centrales de manera libre.
Llamamos tridngulo distinguible al triangulo de la subdivisiéon cuyos vér-
tices presentan los colores azul-verde-rojo, y llamamos subdivisién debi-
damente etiquetada a la subdivision que sigue el proceso hasta ahora des-
crito. El lema de Sperner nos garantiza entonces que estos triangulos a los
que hemos llamado distinguibles son impar en ntmero (y hay al menos 1 de
estos). En la siguiente figura hemos coloreado al azar esos vértices centrales y
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sombreado los triangulos de la subdivision que son distinguibles. En nuestro
caso tenemos 5 de estos.

Figura 28: Lema de Sperner. Paso 3

Enunciemos entonces el Lema de Sperner.

Lema 4.11 (Lema de Sperner) Cada subdivision debidamente eti-
quetada de un tridngulo tiene un numero impar de triangulos distingui-

bles.

Este teorema se cumple en R", no obstante, nosotros solo necesitamos de-
mostrarlo para 2-simplices.

Demostracion.

Sea T el tridngulo del que partimos. Vamos a demostrarlo a partir del
grafo dual: sea Ty la region fuera de T, y sea Ti,...,T, los triAngulos de
la subdivision. Construimos un grafo en el conjunto de vértices vg, vq, ..., v,
(correspondientes a los conjuntos Ty, T3, ..., T, ). En el grafo, dos vértices v;
y v; estan conectados si las correspondientes areas de T; y 7} tienen un borde
en comun cuyos extremos estan etiquetados con 0 y 1. Un ejemplo de este
grafo se representa en la siguiente figura.
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Figura 29: Lema de Sperner

En este grafo, vy es claramente de grado impar (basta ver que entre el vértice
0 de T y el vértice 1 de T, tiene que haber un nimero impar de cambios de
ndimero para obtener diferentes niimeros al principio y al final). Por el Lema
de apreton de manos (ver 4.10), hay un namero par de vértices con grado
impar. Se sigue que un niamero impar de los vértices vy, ..., v, son de grado
impar (quitando vg). Ahora se ve facilmente que ninguno de estos vértices
puede tener grado 3, y aquellos con grado impar deben tener grado 1. Pero
un vértice v; tiene grado 1 si, y solo si, el tridngulo T; es distinguible (es decir,
etiquetado con los nimeros 0, 1 y 2). O

Una vez probado este lema, podemos enfrentarnos al siguiente teorema.

Teorema 4.12 (Teorema del punto fijo de Brouwer) Toda aplica-
cion continua de un disco en st mismo tiene un punto fijo.

Demostracion.

Basta ver que que una aplicacion continua de un triangulo cerrado en si
mismo tiene un punto fijo, dado que un disco en dimensién 2 cerrado es ho-
meomorfo a un triangulo cerrado. Probemos esto.

Sea T un tridngulo cerrado dado con vértices zg, z; y . Consideremos las
coordenadas baricéntricas (ver 2.4) de cada punto x de T, de tal manera que
podemos representar x por el vector (ag, ay, az).

Ahora sea f cualquier aplicacion continua de T en si mismo, y denotemos

f(a(]a @1,(12) = (ai)?a&?aé)

Sea
Si = {(ao, a1, a2) € T|a} < a;}
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Para mostrar que f tiene un punto fijo, es suficiente demostrar que Sy N .S; N
Sy # (0, ya que si (ag,a1,as) € Sy N S; N Sy, entonces, por la definicion
de S;, tenemos que a; < a; para cada i, y esto, junto con el hecho de que

doab=>a; =1, lleva a
(a())alyaQ) = (a67a,17a/2)

En otras palabras, (ag,a;,as2) es un punto fijo de f. Veamos entonces que

SoNS; NSy # 0.

Asi, consideramos una subdivision arbitraria de T y un etiquetado adecuado
tal que cada vértice etiquetado como i pertenece a S; (esto en nuestro ejem-
plo seria ver cada \S; como los vértices coloreados con el color i). El Lema de
Sperner (4.11) garantiza que al menos existe un 2-simplice en la subdivision
con un vértice en Sy, otro en S; y el restante en S,. Esto es valido para
cualquier subdivisiéon de T y, dado que es posible elegir subdivisiones en las
que cada uno de los tridngulos son arbitrariamente pequenos de diametro,
se concluye que existen tres puntos de Sy, S y S que estédn arbitrariamente
cerca unos de otros. Debido a que los conjuntos S; son cerrados, se puede
deducir que Sy N S; N Sy # 0.

O

4.3.2. Teorema de extensiéon de Tietze
Recordemos que un espacio X es normal si dado un par de conjuntos ce-

rrados y disjuntos E y F, existen entornos U de E y V de F tales que UNV = ().

Para hacer frente al teorema de extension de Tietze, vamos a hacer uso de
los siguientes lemas.

Lema 4.13 (Lema de Uryshon) Sea X un espacio normal. Sean A y
B conjuntos cerrados y disjuntos de X. Sea [a,b] un intervalo cerrado en
la recta real. Entonces existe una aplicacion continua

f: X —a,b]

tal que f(x) = a para todo x en A, y f(x) = b para todo x en B.

Demostracion.
Vamos a considerar solo el caso del intervalo [0,1]. La demostracion se
divide en cuatro partes, el primero consiste en construir una familia U, de
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abiertos de X indexados mediante niimeros racionales, mediante los que se
construiré la funcién continua f. Vamos con ello.

Sea P el conjunto de los ntmeros racionales en [0,1]. Vamos a definir el
conjunto U, para p € P como sigue. Buscamos definir U, de tal manera que
si p<q tengamos Vp C U,. Primero definimos U; = X — B. Luego, como A
es un cerrado contenido en el abierto Uy, puesto que X es normal, podemos
elegir un conjunto abierto Uy de manera que

AcUycU,cl

Denotemos por p,, el conjunto de los n primeros ntmeros racionales en la se-
cuencia. Supongamos que U, esta definido para todos los ntimeros racionales
p pertenecientes al conjunto P, que satisfacen la condicion

p<qeU,CU, (1)

Sea r el ntiimero racional siguiente en la serie. Buscamos definir U,.

Consideramos el conjunto P,.; = P, U {r}. En esta serie, el nimero 0 es
el menor elemento y 1 el mayor, y r no es ni 0 ni 1, por lo que r tiene un
predecesor p en P, y un sucesor . Estos conjuntos ya han sido definidos
y se tiene que Fp C U, por hipétesis de induccién. Debido a la normalidad
de X, podemos encontrar conjuntos abiertos U, de X tales que

U,cU,cU, cU,

Luego (1) se cumple para cualquier par de elementos de P,.i: si ambos
elementos estéan en P,, (1) se cumple por la HI. Por otro lado, si uno de ellos
es ry el otro es un punto s de P,, (1) se sigue verificando pues si s < p se
tiene que

U,cU,CU,

y sl § = ¢ se tiene que
U.cU, CU

Luego (1) se cumple para todo par de P, y por inducciéon hemos definido
U, para todo p € P.

Comenzamos con el segundo paso. Vamos ahora a extender los p a todos
los racionales de R definiendo

U,=0sip<0

43



Demostracion segin Machara Teorema de la curva de Jordan

U,=Xsip>1

y se sigue verificando (1).

Ahora en el tercer paso definimos

Qx) =A{plz € Uy}

Este conjunto no tiene ntmeros inferiores a 0 y contiene a todos los ntimeros
mayores que 1. Por lo que Q estd acotada inferiormente. Sea ahora

flz) =inf Q(x)

Queda una cuarta etapa en la que vamos a demostrar que f es la funcién
deseada. Primero veamos que verifica las condiciones del teorema y después
que es continua, algo que requiere mas detalle.

Si € A entonces x € U, para todop > 0 (pues A C Uy C U, si 0 <p)y
asi f(x) = 0. Siz € B entonces x € U, para ningin p < 1 (pues recordemos
que Uy =X — B) y asi f(z) = 1.

Vamos ahora con la continuidad. Empecemos demostrando
el = f(x)<r

s ¢U. = f(z) 27

x € U, = f(x) < r sigue del hecho de que si x € U,, entonces = € Uy para
todo s>r. Luego Q(x) contiene todos los nimeros racionales mayores que r,
y por definicién

flz) =inf Q(z) <r
En cuanto a z € U, = f(z) > r, notemos que si z ¢ U, entonces X no esta
en U para s<r. Luego como antes

flx)=infQx) =7

Probemos ahora la continuidad de f. Tomemos ntiimeros raciones p y q tales
que
c<p<flzg) <gqg<d

donde zy € X. Ahora el conjunto abierto
U=U;— 7}?

es el entorno de g que cumple que f(U) C (¢, d). Luego f(z) € [p, q] C (¢, d)
como queriamos. 0
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Lema 4.14 Sea X un espacio normal y de Hausdorff. Sea A C X un
subconjunto cerrado. Sea I un intervalo cerrado de la recta real. Sea g :
A — I una funcion continua que verifica |g(a)| < ¢, Ya € A para cierto
c € 1. Luego existe una funcion continua h : X — I tal que

1. |h(z)| < 3¢, Vo € X

2. g(a) = h(a)] < 3¢, Va € A

Demostracion.
Sea

1
A, ={a€ Alg(a) > 3¢}

A-={ae Alga) < —50)

Estos conjuntos son disjuntos y puesto que son cerrados en A, son cerrados
en X. Puesto que por hipotesis X es normal, por el Lema de Uryshon (4.13)
existe una funcion h : X — I que vale %c en A, y —%c en A_ y que cumple
—%c < h(x) < %c en X. Esta funcion verifica las condiciones del lema. O

Demostremos ahora el teorema.

Teorema 4.15 (Teorema de extension de Tietze) Sea X un espa-
cio Hausdorff. Si X es normal, entonces para todo cerrado A C X

toda funcion continua f : A — [a,b] tiene una extension continua
F: X —a,b].

Demostracion.
Vamos a llegar al resultado en 3 pasos.

1. |f(a)| < cen A. Poniendo f como la g descrita en el Lema 4.14, sabemos
que existe una funcion hg : X — [a,b] que verifica | f(a) — ho(a)| < 3¢
en A. Aplicamos el Lema 4.14 de nuevo, esta vez a la funciéon f — hy
definida en A, para obtener hy : X — [a,b] que satisface

‘h1($)| < 56 Vre X

W
Wl

|f(a) = hoa) = In(a)| <

c, Va € A

Wl N
(NI )
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Por induccién, supongamos que tenemos definidas hy, ..., h,. Aplica-
mos el lema a la funcion ¢ = f — hg — ... — h, en A para obtener
hni1: X — [a,b] que satisface

(@) < 5 - (C)'e, Ve € X
2 2.
|f(a) — ho(a) — ... = hpyi(a)] < 3 (5) ¢, Va € A

Asi obtenemos una funcién h, para cada n en los naturales. La fun-
cion F(xz) = > 7 ha(z) es continua en X, por ser suma de funciones
continuas. La segunda desigualdad demuestra F(a) = f(a) para ca-
da a € A (basta hacer tender n a infinito), y la primera muestra que

[F(2)] < e Xse(3)" =c

2. |f(a)| < cen A. La extension F construida en (1) satisface F'(z) < c.
Sea Ay = {z| F(x) = c}. Luego Ag es cerrado en X y AgNA = ()
(pues |f(a)| < ¢ en A). Por lo tanto, por el lema de Uryshon existe una
funcion ¢ : X — [a,b] que toma el valor 1 en A y el valor 0 en Ay,
con 0 < ¢(x) < 1 en X. Definimos G(x) = ¢(z) - F(x). Puesto que esta
funcion es también continua (producto de dos funciones continuas) y
que ¢(a) =1, Ya € A, tenemos que G(a) = F(a) = f(a) para cada a
en A, demostrando asi que G es también una extension de f en X.

3. f no estd necesariamente acotada. Sea h : [a,b] — (—1,1) el homeo-
morfismo que envia X en %m Por (2), la aplicacién h o f tiene una
extension F, luego h™! o F' es una extension de f, pues h™! o F(a) =

h='oho f(a) = f(a) para cada a de A. Lo que concluye la prueba.

O

4.3.3. Otros lemas

El siguiente lema ya lo hemos probado en 4.8. Vamos a utilizar el Teorema
de extension de Tietze para demostrarlo de una manera mas abreviada.

Lema 4.16 Sea J una I-esfera topoldgica en R%. Si R?—.J no es conexo,
entonces cada componente tiene J como su frontera.
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Demostracion.

Por hipétesis, R? — J tiene al menos dos componentes. Sea U una compo-
nente arbitraria. Dado que cualquier otra componente W es disjunta con U y
es abierta, W no contiene ningtin punto de U y, por tanto, ningtn punto de
la frontera U N U¢ de U (pues U es abierto). Asi, U N U° C J. Supongamos
ahora U N U¢ # J. Entonces existe un camino A C J tal que

UNUC A (2)

Demostraremos que esto conduce a una contradiccion. Por la observaciéon
4.2, R? — J tiene al menos una componente acotada. Sea P un punto en una
componente acotada; si U esta acotado, elegimos P en U. Sea D un disco de
radio R con centro P tal que su interior contenga a J. Entonces la frontera
S de D esta contenida en la componente no acotada de R? — J. Dado que el
camino A es homeomorfo al intervalo |0, 1|, la aplicacion identidad A — A
tiene una extension continua r : D — A por el Teorema de extension de
Tietze (4.15). Definimos una aplicacion ¢ : D — D — {P} dependiendo de si
U estd acotado o no.

Si U esta acotado definimos

r(z) si z€U

z si zeU*¢

Por otro lado, si U no esta acotado definimos

z si zeU
q(z) =
r(z) si zeU°

Por (2), la interseccién de los dos conjuntos cerrados U y U° se encuentra
en A, donde r es la aplicaciéon identidad. Por tanto, q esta bien definida y es
continua. Tenga en cuenta que ¢(z) = zsi z € S. Seap: D —{P} — S,
p(z) =R- ”—;‘ la proyecciéon natural y sea t : S — S la aplicaciéon antipoda.
Entonces la composicion topoq : D — S C D no tiene un punto fijo.
Veamos esto. Sea z € D. Supongamos que U esta acotado, en caso contrario
se razona de manera similar.

Size U topog(z) =top(z) =t(R- Hz—”) € S. La aplicacion antipoda
asegura que esta composicion no tenga un punto fijo, al mandar z al simétri-
co respecto de P. Se razona de manera similar si z € U. Esto contradice el

teorema del punto fijo de Brouwer. O
Notemos que la demostracion precedente contiene implicitamente una prueba
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de que no existe ningtin camino no cerrado que separe R? en dos componentes
conexas, que fue igualmente probado de otra manera en la demostracion de
Moise (ver 4.7).

Lema 4.17 Sea E(a,b;c,d) = {(z,y)|la < x < bc <y < d} un con-
Junto rectangular en R?, donde a<b y c<d. Sean h(t) = (hi(t), ha(y)) y
v(t) = (v1(t),v2(y)) donde t € [—1,1] caminos continuos en E(a,b;c,d)
que satisfacen

hi(=1)=a hi(1)=b wv(=1)=c wy(l)=d (3)

Entonces los dos caminos se encuentran, es decir h(s) = v(t) para algu-
nos valores s,t en [—1,1].

Demostracion.
Supongamos que h(s) # v(t) para todo s,t. Sea N(s,t) la norma maxima
de h(s) — v(t), es decir

N(s,t) = maz{|hi(s) = vi(t)], |ha(s) —va(t)]}

Luego N(s,t) # 0 para todo s,t. Definimos ahora una aplicacion continua F
de E(—1,1;—1,1) en si mismo dada por

’U1<t> — h1<8) 'Ug(t) — h2(5)
Fls,t) = ( N(st) ' Nt ) )

Notemos que la imagen de F esta en la frontera de F(—1,1; —1,1). Para ver
que F no tiene un punto fijo, supongamos que F'(so,ty) = (so,%p). Por la ob-
servacion anterior, tenemos |so| = 1 o |ty| = 1. Supongamos por ejemplo sy =
—1. Luego, por (3), la primera coordenada de F(—1,ty), que es %,
es no negativo (ya que N(s,t) > 0, Vs, t y vi(to) — hi(—1) = v1(to) +1 >0
pues vy (tg) > —1 ) y, por lo tanto, no puede ser igual a sy = —1. Del mismo
modo, el resto posibilidades de |so] = 1 o |ty| = 1 no pueden ocurrir. Esto
contradice el teorema del punto fijo de Brouwer, ya que F(—1,1;—1,1) es
homeomorfo a un disco. (]

Una vez demostrados el Teorema de extension de Tietze, el Teorema del
punto fijo de Brouwer y los Lemas 4.16 y 4.17, estamos en condiciones de
probar el Teorema de la curva de Jordan.
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4.3.4. Prueba del Teorema de la curva de Jordan

Teorema de la curva de Jordan. Sea J una l-esfera topologica en R2,
entonces R? — .J es la uniéon de dos conjuntos conexos y disjuntos I y E tales
que J = Fr I = Fr E. Ademéas, una de estas componentes conexas esté
acotada (interior), y la otra no (exterior).

Demostracion.
Por el Lema 4.16, solo necesitamos demostrar que R? — .J tiene una tnica
componente acotada. La prueba constara de los siguientes tres pasos:

1. Establecer la notacién y definir un punto Z,, en R? — J.
2. Probar que la componente U que contiene Z;, esta acotada
3. Demostrar que no hay ninguna componente acotada que no sea U.

Como J es compacto, existen puntos A, B en J tales que la distancia ||A — B]|
es la mayor posible. Podemos suponer que A = (—1,0) y B = (1,0). Enton-
ces el conjunto rectangular E(—1,1; —2,2) contiene a J, y su frontera I' se
encuentra con J exactamente en dos puntos A y B (lo que estamos haciendo
es inscribir J en un rectdngulo). Sea N el punto medio del lado superior de
E(—1,1;-2,2), y S el punto medio del lado inferior; es decir, N = (0,2) y
S =(0,-2).

El segmento NS se encuentra con J por el Lema 2. Sea L el altimo pun-
to, en el sentido de S a N, que se encuentra en J N NS. Los puntos A y B
dividen a J en dos arcos, denotamos aquel que contiene a L por Jy y el otro
por Jg. Sea M el primer punto, en el sentido de S a N, en Jy N NS, notemos
que es posible que L = M. Entonces el segmento MS se encuentra con Jg.

De lo contrario, el camino NL + LM + MS (donde LM denota el
subarco de Jy, con puntos finales L y M) no podrian encontrarse con Jg
contradiciendo el Lema 4.17.

Sea P el ultimo punto, en el sentido de S a N, en Jg N MS. Sea Q el primer
punto , en el sentido de S a N, en Jg N MS. Finalmente, sea Z, el punto
medio del segmento M P. Todo esto esta dibujado en la siguiente grafica.
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iN=(0,2)

5=(1,0______

52(0,-2)

Figura 30: Demostracion segiin Maehara: primera parte

Ahora mostramos que U, la componente de R? — J que contiene Z; , es-
ta acotada. Supongamos que U no esta acotada. Dado que U es conexo
por caminos, existe una camino a en U desde Z;, hasta un punto fuera
de E(—1,1;—-2,2). Sea W el primer punto en el que « se encuentra con la
frontera I' de E(—1,1;—-2,2).

Denotamos por ay la parte de o desde Zp hasta W. Si W esta en la mitad

inferior de I', podemos encontrar un camino WS enT deWas que no
contiene ni A ni B. Ahora considere el camino NL+ LM + M Zo+ aw +

WS
Este camino no se encuentra con Jg, lo que contradice el Lema 4.17. De mane-

ra similar, si W esta en la mitad superior de I'; el camino SZy+ ay + WN

no se encuentra con Jy, donde WN es la ruta mas corta en I' desde W
hasta N. La contradiccion muestra que U es una componente acotada. Vemos
la representacion de estos pasos en la siguiente grafica.
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15=(0,-2)

Figura 31: Demostracion segiin Maehara: segunda parte

Finalmente, supongamos que existe otra componente acotada U’(# Q de
R2 — J. Claramente U’ C F(—1,1;—2,2). Denotamos por 3 el camino NL +

LM +MP+ PQ +QS,donde PQ es el subarco de J, de P a Q.
Como se ve facilmente, 8 no tiene ningtin punto de U’ (pues sino U' NU # ()
y al ser componentes conexas esto implicaria U = U’). Dado que A y B no
estan en [, hay entornos V4, Vg de A y B, respectivamente, de manera que
cada uno de ellos no contiene ningin punto de 5.

Por el Lema 4.16, A y B estan en W. Por lo tanto, existen A, € U' NV,
y By € U'NVpg. Sea ZE un camino en U’ desde A; a B;. Entonces, el

camino AA;+ A;B; + BB no se encuentra con 3. Esto contradice el Lema

4.17 y completa nuestra demostracion.
O
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5. Triangulacién de superficies

Hasta ahora, lo visto en el grado sobre superficies se limitaba a hablar de
parametrizaciones, geometria local intrinseca y extrinseca, orientabilidad...
Pero nunca se ha tratado la triangulaciéon de una superficie.

El objetivo de esta seccion es demostrar el Teorema de Rado, que dice que
toda variedad topologica de dimension dos es triangulable. Para ello, es ne-
cesario preparar el terreno dando las definiciones y resultados necesarios que
van a permitir abordar el teorema.

Una vez demostrado el teorema, se invita al lector a consultar el Apéndi-
ce III, donde, al igual que en el teorema de la curva de Jordan, se expone
brevemente lo que sucede con el teorema de triangulaciéon en dimensiones
mayores.

5.1. Homeomorfismos lineales a trozos

En este apartado vamos a introducir la definicion de homeomorfismo lineal
a trozos. Daremos, ademas, dos resultados que, entre otras cosas, nos permi-
tiran establecer una relacion directa entre la triangulacion de un poligono y
un simplice.

A partir de ahora, vamos a utilizar la notacion PL (del inglés piecewise li-
near) para refernirnos a lineal a trozos. Asi escribiremos homeomorfismo PL,
complejo PL y otros conceptos que introduciremos més adelante con el fin
de abreviar.

Definiciéon 5.1 Sean K y L complejos simpliciales y f un homeomorfismo
foK] =L

Decimos que el homeomorfismo es lineal a trozos (respecto de K y L),
denotado también PLH del inglés piecewise linear homeomorphism, si existe
una subdivision K; de K tal que para cada o € Ky, la restriccion f‘g envia
linealmente o en un simplice de L.

Ya vimos en el Teorema 3.8 que todo poligono J es homeomorfo a la frontera
de un 2-simplice o2. Ahora, vamos a ver que no solo existe un homeomorfismo
entre ambos, sino que de hecho existe un homeomorfismo PL. Esto hace que
exista una triangulaciéon K de la adherencia del interior de J y otra L de
o2, tales que son isomorfas, en el sentido de 2.8. Expliquemos esto con un
ejemplo grafico.
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Figura 32: Ejemplo teorema 5.1. Vemos que dados un trapecio y un tridngulo, existe un
isomorfismo entre una triangulacion K, del trapecio y otra K5 del triangulo.

Todo esto se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 5.1 Sea J un poligono en R?, sea I su interior y sea K un
subcomplejo de una triangulacion de R? tal que |[K| = I. Entonces existe
un 2-simplice 0 y un PLH f: I — o? que envia J en Fr o2,

En particular, K es una celda combinatoria de dimension 2.

Demostracion.

Ya hemos demostrado (Teorema 3.4) que si J es un poligono en R?, con
interior I, entonces I = |K| es un poliedro finito, para algiin complejo finito
K.

También hemos probado en el Teorema 3.7 que existe un homeomorfismo f
tal que
f: R? — R2?
J +—— Fro?

Donde 02 es un 2-simplice. En la demostracion utilizamos el hecho de que

un 2-simplice libre 72 de K siempre se puede eliminar del mismo mediante
un homeomorfismo, de hecho, el homeomorfismo que se utiliza en la prueba
es PL (respecto de K y la nueva triangulacion al eliminar 72), y también es
PL el homeomorfismo f que sale de iterar varias veces este proceso, lo que
concluye la prueba.

Ahora tenemos un homeomorfismo f y una subdivision K; de K tal que
para cada 7 € K3, la restriccion f|T envia linealmente 7 en un simplice de
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una subdivisiéon L de 02, lo que es equivalente a que K; y L sean isomorfas,
luego K es una celda 2-combinatoria. 0

Teorema 5.2 Sean K; y Ky celdas combinatorias de dimension 2 y sea
f: Fr|Ky| — Fr|Ks| un PLH. Entonces f tiene una extension PLH
Jr KL = K|

Demostracion.

Primero notemos que al hablar de un PLH entre Fr |K;|y Fr|K,| simple-
mente estamos hablando de un homeomorfismo que envia segmentos (de una
subdivision de Fr |K;|) en segmentos (de Fr |K,|). Pongamos un ejemplo
grafico de este hecho.

Figura 33: Ejemplo teorema 5.2

Vamos entonces con la demostracion del teorema 5.2.

Sea 02 un 2-simplice. Como K; es una celda 2-combinatoria, podemos consi-
derar para i = 1,2, un PLH g; : 02 — |K;| (notemos que no pasa nada por
considerar el mismo o? ya que entre dos 2-simplices siempre existe un PLH
entre ellos). Luego g;l‘FWQ ofo gl‘FWZ es un PLH Fr o* — Fr o? (pues
la composicion de PLH es PLH). Por el Teorema 5.1, tomando J = Fr o2,
esto posee una extension PLH ¢’ : 02 — 02. Sea f’ = gy 0 ¢' o g;'. Tenemos
entonces el siguiente diagrama.

0'2 L |K2|

gll V
| K|
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Luego f” es un PLH | K| — | K| y

flovi, =0209: ofogiogit=f

que es lo que queriamos.
O

5.2. Aproximaciones lineales a trozos de homeomorfis-
mos

Dados dos espacios métricos (X,d) y (Y,d’), y dos aplicaciones f: X — Y y
g: X — Y, sedice que g es una e-aproximacion de f si

d(f(P),g(P)) <e VP e X

Vamos a refinar un poco mas la idea. Introducimos ahora la definicion de
funciéon fuertemente positiva, que usaremos mas adelante.

Definiciéon 5.2 ¢ : X — R* se llama funcion fuertemente positiva, que
denotamos por ¢ > 0 si ¢ es una funcion (no necesariamente continua) aco-
tada inferiormente en cada conjunto compacto, es decir, si M es un conjunto
compacto, existe €py > 0 tal que ¢(P) > €y para cada P € M.

Definicion 5.3 Sea ¢ > 0 en X, y sean f : X - Y yg: X — Y dos
aplicaciones, se dice que g es una ¢—aproximacion de f si

d(f(P),g(P)) <¢(P), VP € X

Dado un espacio métrico (X,d), vamos a denotar por B(A,e) = {P € X :
d(P,Q) < e VQ € A}. Empecemos enunciando una lema facil que utilizare-
mos en la demostracion del siguiente teorema.

Lema 5.3 Sea [v,v'] un I-simplice. Sea h : [v,v'] — A C R?* un ho-
meomorfismo que envia v — P, v — Q, y sea € un nimero positivo.
Entonces existe una curva poligonal B, de P a @), contenida en B(A,e€).

Demostracion.
Obviamente B(A, €) es abierto y conexo. Luego es un conjunto conexo por
caminos, luego existe un camino (que podemos tomarlo como una curva po-

ligonal) B, de P a Q. O

Sea M C X, vamos a denotar 6 M al diametro del conjunto X, es decir,
OM = méx{d(P,Q) : P,Q € M}
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Teorema 5.4 Sea K' un complejo 1-dimensional. Sea h: |K'| — M C

R2 un homeomorfismo , y sea ¢ > 0 en K'. Entonces hay un PLH
[ |KY — M tal que

1. f es una ¢-aproximacion de h.

2. Para cada vértice v de K se tiene que h(v) = f(v).

Demostracion.

Para cada arista e de K, sea ¢, = inf {¢|€(P) | P € e}. Entonces ¢, > 0
para cada e (pues una funciéon fuertemente positiva es siempre positiva).
Para cada e € K, h‘e es uniformemente continua pues h es continua en el
compacto e, es decir, dados v;, v; € ey €. > 0, existe . tal que si d(v;, v;) < .
entonces se tiene que d'(h(v;), h(v;)) < %. Podemos tomar entonces una
subdivision L de K!, suficientemente fina como para que para cada arista
[vi,v;] C e de L se tenga que

€

(v o)) <

donde e es la arista de K' que contiene a [v;,v;]. Denotemos a los vértices
de L por
Vo, V1y -+

para cada i, sea

para cada i,j sea
Aij = h([vi, v5])

€e

EZ']'— 3

Entonces tenemos

€e
6 Ay = 0h([vi, v5]) < 3 T i

Luego tenemos que para cada P, Q € B(A;j,¢€5), d(P,Q) < €;;+0A;; +¢€;; <
3€ij = €e.
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Figura 34: Ejemplo Teorema 5.4

Tomamos ahora una sucesién de nimeros reales positivos ¢; tal que si deno-
tamos para cada i
Nz’ :B(wi,ei) OleTNZ

se tiene

1. Los conjuntos N; son disjuntos. (Pues podemos tomar los €; tan peque-
NOS COMO queramos).

2. € < ¢; siempre y cuando [vi, vj] € L.
3. N, interseca Aji si,ysolosii=joi=k.

Cada conjunto A;; = h([v;,v;]) es un camino de w; a w; (pues h es continua

y va desde h(v;) = w; hasta h(v;) = w;).

Sea z;; el dltimo punto de A;; que se encuentra en C;. Sea z;; el primer punto
: !/ : /

de A;; que sigue a z;; y se encuentra en Cj. Sea Aij un camino de z;; a Ty

en A;;. Como en la figura a continuacion.
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Figura 35: Ejemplo Teorema 5.4

Por la proposicién anterior, todo entorno de Aj; contiene una curva poligonal
B;j desde z;; a rj; (bastaria tomar como h en la proposicién el camino en Aj;
entre x;; y j;). Si estos entornos de los conjuntos Aj; son suficientemente
pequenos, entonces los conjuntos B;; son disjuntos y tenemos que

Bi]’ C B(Aij, Eij)

Sea ahora y;; el dltimo punto de B;; que se encuentra en Cj, y sea y;; el
primer punto de B;; que sigue a y;; y se encuentra en Cj. Sea B;; el camino
desde y;; a y;; en By;. Sea

BZ = w;Ys; U Bz/'j U y;jwj

. . ,
Donde w;y;; denota el camino de w; a y;; en A;; U B;;. Lo mismo con Yij Wy
Entonces B;; es un camino de w; a w;. Se tiene entonces que

B;; C B(Aij, Ez'j)
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Figura 36: Ejemplo Teorema 5.4

Definimos ahora
f:|K' — R?

definiendo el PLH

f

"

[Uivvj] ’ Bij
V; — W;
vp W

[vi 7vj] :

Entonces f es el PLH que buscabamos. Nos falta ver que se trata de una
¢-aproximacion de h, para ello puesto que P € [v;,v;] € L, donde [v;,v;] C e,
entonces h(P), f(P) € B(Aij,¢€;), y ya hemos visto antes que si

P,Q € B(Aij,Eij),:> d(P7 Q) < €e

luego
d(h(P), f(P)) < €. < ¢(P)
OJ

En la siguiente demostracion, si A y B son conjuntos de puntos en un espacio
métrico. Definimos

d(A,B) =inf{d(P,Q)| P € A, Q € B}

Si A es compacto, B es cerrado, y A y B son disjuntos, se tiene que d(A, B) >
0.
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Teorema 5.5 Sea K una 2-variedad combinatoria con borde (ver 2.12),
sea h : |K| — M C R* un homeomorfismo , y sea ¢ : |K| — R una
funcion fuertemente positiva. Entonces existe un PLH f : |K| — M tal
que [ es una ¢-aprorimacion de h.

Demostracion.
Sea L una subdivision de K, y 1 > 0 en el l-esqueleto |L'|, entonces se
puede aplicar el teorema anterior a la restriccion h“ ot obteniendo una -

aproximacion PLH f M o Por el teorema 5.1, junto con el teorema 5.2, cada

PLH f’FT 2 con 0% € L puede extenderse para dar un PLH f‘ag.
Por lo tanto, buscamos una subdivision L y 1) de manera que

1. La caracterizacion de los homeomorfismos PL f ‘02 permite dar un PLH
] — R%

2. f es una ¢-aproximacion de h.

Vamos con ello. Para cada 2-simplice 0 € L, sea 7 el 2-simplice de K, que
contiene a o (o0 C 7), y sea

e = inf {(¢] (P)| P €7}

Sea asimismo .
€ = =€
3
Elegimos L como una subdivision suficientemente fina (podemos hacerlo pues
podemos tomar subdivisiones tan pequenas como queramos) para que para
cada o € L se tenga que

dh(o) < €,
Para cada 2-simplice o € L, sea
0, = min {e,,d(h(c), h(K® — o))}
Entonces 6, > 0 (Pues H(o) es compacto por serlo o, H(K° — o) es cerrado

y son disjuntos).

Definimos
v: |L] — R
P +—— inf{0,|P € o}
Sea f|‘L1| un PLH que es una t-aproximacion de h||L1| (teorema 5.4), que
sabemos conserva las imégenes de los vértices. Luego extendemos f, como se
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indica al comienzo de esta demostracion (teoremas 5.1 y 5.2), a los interiores
de los 2-simplice ¢ € L. Sabemos que
€

oh = —
(o) <e 3

Dado que ¥(P) = inf {0,|]P € 0} < ¢, < @ para cada P, se sigue que
(puesto que d(f| (P),h[ (P)) < ¢(P))

f(o) € B(h(0),€)

0B(h(0),€,) < 3¢, = €;

Si P € o C 7, entonces h(P) y f(P) se encuentran en B(h(0),€,), v sa-
bemos que ¢(P) > €,. De ello se deduce que f es una ¢-aproximacion de h

(d(f(P),h(P)) < e- < ¢(P)).

Queda por demostrar que f es un homeomorfismo. Para ello sera suficien-
te probar que conjuntos diferentes Int f(o), donde o es un 2-simplice de L,
son disjuntos. Si g1 # 04, entonces o, tiene un vértice w que no se encuentra
en un oj.

Por la definicion de 1), tenemos (puesto que d’(f!U(P), h’U(P)) <¢Y(P) < 0,)

f(o1) € B(h(01),05,)

Oy, < d(h(o1), h(K°® — 07))

De ello se deduce que w ¢ f(o4), por lo que Int f(oy) e Int f(o3) son disjuntos,
lo que completa la prueba. O

5.3. Triangulacién en variedades de dimensién 2

En R", vamos a denotar por B; a la bola unidad y por B/, a la de radio %,
ambas centradas en el origen.
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Teorema 5.6 Sea M una variedad de dimension n. Entonces hay una
secuencia

(Nb N{)a (N27 Né)? s
de pares ordenados de conjuntos abiertos en M, tal que
» para cada i hay un homeomorfismo h; : N; — By, F{ — By

» {N/} cubre M.

Demostracion.

Dado que M es localmente euclideo, para cada punto P hay conjuntos abier-
tos Np, Nj, con P€ N}, y un homeomorfismo hp : Np <> By, , Np <> By )s.
Por lo tanto la coleccion { N} cubre M.

Dado que M es un espacio métrico separable, existe un base numerable de
entornos o = {Uy, Us, -+ }. Por tanto, para cada punto @ de M hay un U
tal que Qe U; y U; se encuentra en algin conjunto Np. Por lo tanto, algin
subconjunto numerable {N/} de {N},} cubre M. O

Sea G una coleccion de conjuntos, entonces la malla ||G|| de G es el supremo
de los valores 0G, G € G.

Teorema 5.7 Sea K un complejo simplicial finito y sea U un conjunto
abierto en |K/|. Entonces hay un complejo simplicial Ky tal que

1. |Ky|=U.

2. Todo simplice o € Ky es un subsimplice de algun simplice de K.

Demostracion.
Sea K1, K,, ... una secuencia de complejos simpliciales finitos, tal que

1. K1 =K.
2. Para cada i, K;11 < K.
3. im0 || K| =0
Sean; =1,y sea
Ly={olce K=K, yo CU}

Supongamos (recursivamente) que hemos dado ny,ng,...,n,. v Ly, Lo, ... L,
tales que
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1

2

3.
4.

5

Para cada i, L; es un subcomplejo de K, .

Los numeros n; forman una secuencia creciente.
T

Ur_,|Li| es un entorno de Uj_}|L;| en |K].

Si o € K, entonces o bien ¢ C U]_,|L;| o bien ¢ interseca K — U

Dado que Fr Ul_, |L;| y K — U son conjuntos compactos disjuntos (pues

" _|L;] € U), hay una distancia minima ¢ > 0 entre ellos. Sea 1,1 > n,
un entero suficientemente grande como para que || K,, 11 < €| (existe pues
lim; o || K| = 0).

Sea L,,; el conjunto de todos los simplices de K, , que se encuentran en
U pero no en U]_,|L;| junto con sus caras. Veamos que el paso de r a r+1
conserva las condiciones (1)-(5).

1.

2.

Por definicién de L, ;.
Hemos tomado n,,q > n,.

Pues si 0 € L1, 0 C U por definicion.

. Yaquesio € L.y, 0 & U |Ly.

Sio e K,,,.Sio € L, entonces 0 C Ut L;| y como ¢ C U,

no se cumple que o interseca K — U. En el caso de que 0 & L, 1, si
o ¢ U, entonces necesariamente o interseca K — U, si lo que se cumple
es 0 € Ul_,|L;|, entonces ya esta. Si o ¢ Uy o € Ul_|L;| C U, esto
obviamente no puede ocurrir.

Asi obtenemos {n;}, {L;}, {K,,} satisfaciendo (1)-(5).

Dado que lim; . || K;|| = im0 || K,

= 0 se sigue de (3) y (5) que

U=JIL|
=1

El problema restante es que la colecciéon

LOO—QLZ-
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no es un complejo, excepto en condiciones muy especiales, porque FrU!_, | L]
se subdivide mas finamente en L,,; que en L,. Pero podemos obtener un
complejo simplicial L/ = Ky subdividiendo cada L,, de la siguiente manera:

1. Dado ¢ € L,, 0 C Fr U}_, |L;| subdividimos o, usando todos los
simplices de K, que se encuentran en o.

2. Considere los simplices ¢ de L,, que tienen al menos una arista en
comun con F'r U_, |L;| pero no se encuentran en Fr U,_, |L;|. En cada
uno de estos ¢ introducimos el baricentro b, como un nuevo vértice,
y luego formamos la combinaciéon de b, con la subdivision de do que
yva tenemos. Procedemos de manera similar con los 3-simplices, los 4-
stmplices, y asi sucesivamente.

Asi obtenemos las subdivisiones L), L}, ... y estas se forman de forma inde-
pendiente las unas de los otras, es decir, ningtn simplice se subdivide dos
veces. Esto nos da el deseado Ky . O

Ahora mostraremos el principal objetivo de la seccion: que toda superficie es
triangulable. Es decir, por cada variedad de dimension dos M, hay un com-
plejo euclideo K tal que M y | K| son homeomorfos.

La demostracion utiliza la definiciéon dada anteriormente de complejos PL,
mucho més manejable que la de complejo euclideo, para demostrar el teore-
ma. Ya sabemos que una variedad M se puede recubrir por conjuntos abiertos
homeomorfos a bolas de radio % La idea de la demostracion es de ir introdu-
ciendo cada abierto de este recubrimiento en un complejo simplicial y concluir
por induccion. La principal dificultad es de concluir dicha induccién, para la
que utilizaremos varios de los teoremas ya expuestos.

Teorema 5.8 (Teorema de Radd) Toda variedad topoldgica de di-
mension 2 es triangulable.

Demostracion.
Sea M una variedad 2-dimensional dada. El teorema se puede interpretar
como cualquiera de las siguientes maneras:

1. Hay un complejo (euclideo) K tal que M y |K| son homeomorfos.

2. Hay un complejo PL K (ver 2.18) en M tal que |K|=M.
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Por el teorema 2.6, sabemos que dado un complejo PL de dimension fini-
ta IC, entonces hay un comlejo simplicial euclideo K y un homeomorfismo
f: IK| = |K|. Luego se tiene (2) = (1) (|K| = |K| = M), y el contrarre-
ciproco es obvio: dado el homeomorfismo f : |K| — M, definimos K como
en el teorema 2.6, es decir, K = {[f‘UH o € K} (recordemos que [f}g] hace
referencia a la clase de equivalencia de relaciéon de equivalencia descrita en
2.5), luego se tendra |K|=M.

Por tanto vale con demostrar (2). A lo largo de la prueba, todos los complejos
PL mencionados estaran en M.

Sea {N;}, {N!} y hi : N; = By, ﬁz’ — By como en el Teorema 5.6.
Existe un complejo PL Iy tal que

1. |K4| es una variedad 2-dimensional con borde.

2. NI/ C K donde K} es el conjunto de todos los simplices [g] de K; tales
que |[g]| N EFr K| = 0.

Figura 37: Ejemplo del conjunto K

Ahora supongamos (recursivamente) que hemos dado un complejo PL /C,, tal
que

3. IC,, es una 2-variedad con borde.

4. U N/ C K! donde K, es el conjunto de todos los simplices [g] de K,
tales que |[g]| N Fr |KC,,|.
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Demostraremos que hay un complejo PL /C,,; tal que cuando n se reemplaza
por n+1, las condiciones (3) y (4) atn se mantienen, y también se cumple

5. K, C K.,

Esto dara una secuencia ascendente K, K5 ... K, de complejos PL, tales
que para cada n, K, C K/, y

U~ ek,

i=1

De esto se deducira el teorema, ya que U, K’ es un complejo PL que deno-
tamos por K, y (como consecuencia del Teorema 5.6 y de (4))

M= L_JIN,’L c L_J1|/c;| = Kol

La construccion del deseado K, ; es la siguiente. Tenemos I, K}, satisfa-

ciendo (3) y (4). Segtn el teorema 2.6 hay un complejo euclideo K, y un
homeomorfismo simplicial

Jn: |Kn| - |Kn|

cumpliendo

Ky = {[fn‘g] | oc Kn}

Considere los conjuntos
N,y CNyn CM

y el homeomorfismo

Pny1: N1 — By, Ny 1 — By

Sea V un entorno abierto de N,, ;1 NFr|C,| en |IC,,| , contenido en N, 1N|/C,,|
y sin intersectar |KC |, y sea

U=f(V)

Entonces U es un abierto en |K,| (pues f, es un homeomorfismo y por lo
tanto continuo). Por el teorema 5.7 hay un complejo Ky tal que |Ky|=Uy
cada simplice de Ky es un subsimplice de un simplice de K,,. Luego Ky es
una variedad 2-combinatoria con borde (por serlo /C,,).
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Para facilitar la demostracion, consideraremos que N, es la bola unita-
ria By en R2.

Notemos que f,(|Ky|) = fo(U) =V C Np41, luego tenemos homeomorfismo
9= fn‘|KU| : |KU| -V

Sea ¢ una funcion fuertemente positiva en |Ky| tal que para cada P € |Ky]|
se tiene que

¢(P) < d(g(P), Fr Npia U [fu([ K| — |Kul) N Niga])
Segiin el teorema 5.5, hay un PLH
g/ : ‘KU‘ -V

tal que ¢’ es una ¢-aproximaciéon de g.
En las condiciones anteriores para ¢, puesto que

d(g'(|Ku]), 0) < d(g(|Kul), g (1K) + d(g(|Kul), O) <
< O(|Kul) + d(g(|Kul), O) < d(g(|Kul), O) + d(g(|Kul)B1) < d(O, Br)
donde O es el origen, tenemos que
g (|Kul) € By

g (1Ku]) O fu(| K| = [Kul) =0

Ademas, puesto que ¢(P) — 0 cuando P se aproxima al borde de | Ky/| en |K,,|
(pues cuando P se aproxima al borde de |Ky|, g(P) se aproxima a F'r N, 1),
la, caracterizacion de los homeomorfismos ¢’ y f,.(|K,| — |Ky|) permite dar
un homeomorfismo

fo: Kl = M

Sea L un complejo finito en D, tal que

(a) Tanto |L| como el conjunto W = |L| U f/(]K,|) son 2-variedades con
borde.

(b) Ui N, € Int W
(©) |LI N, (Kl) = Fr LI A Pr f(1K)

Podemos suponer que L se subdivide con suficiente precision de modo que

67



Variedades de dimension 2 Triangulacion de superficies

(d) Ningtn simplice de L interseca a ambos Ul !N? y Fr W,

(e) Cada interseccion no vacia o N f (1) con o0 € L'y 7 € K,, es una arista
o un vértice de L.

Entonces hay una subdivision K, de K, tal que

(f) Si e es una arista de K y f/(e) C L, entonces f,’L|e es linear y f/(e) es
un vértice de L.

(g) Ningtn conjunto f; (o) con o € K], interseca ambos Fr Wy N ;.

Hay que tener en cuenta que para obtener (f) y (g) necesitamos subdividir
solo aquellos simplices de K,, que se cruzan con F'r |K,|. Asi se puede asumir
finalmente que

(h) Siun o € K,, y 0 N Fr|K,| =0, entonces o € K.

Ahora definimos K,,;1 como sigue. Para cada o € L, sea h, la identidad
h,: o — 0o
P — P
Sea ahora
Ly =A{[hs]lo € L}
Sea
Lo =A{[fp| ]l 7€ K.}

y por ultimo sea
Kny1=L1ULy

Se tiene que K,,;1 es un complejo PL por ser la uniéon de dos complejos PL.
Ahora veamos que el deseado IC,, cumple (3),(4) y (5). Puesto que

Kosal = L1 U |Lo| = [L] U fr(|Kn]) = W

de (a) obtenemos (3) |KC, 11| es una 2-variedad con borde.
Ademas por (b) se tiene que

n+1_
U Nz/ - |1Cn+1|
i=1
De (d) y (g) sigue (4)
n+1
U N} C|K ]
i=1
De (h) se deduce (5) K], C K/, ,4, lo que completa la prueba. O
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Nota. Aunque no lo expongamos, se podria probar que dos triangulaciones
distintas de una misma variedad M son combinatoriamente equivalentes (ver
definicion 2.9). Es decir, una variedad tiene esencialmente una triangulacion.
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6. Apéndice I: Teorema de Jordan-Schonflies
en el plano

Se trata de una extension del teorema de la curva de Jordan dada por el ma-
tematico alemén Arthur Schoenflies. El teorema senala que cualquier curva
cerrada simple del plano no solo divide el plano en dos regiones, una acotada
(la interna), y otra ilimitada (la externa), sino que también ambas regiones
son homeomorfas hacia el interior y el exterior del disco unidad. Lo podemos
formular de la siguiente manera.

Teorema 6.1 (de Jordan-Schénflies) Sean J y J’ dos 1-esferas topo-
logica en R?, entonces todo homeomorfismo h: J — J' puede extenderse
a un homeomorfismo h : R* — R2.

Vamos ahora a dar unas pinceladas de los pasos de la demostracion.

Si llamamos C a la curva cerrada, U a la componente conexa acotada de
R? — C' y V la no acotada, entonces habria que demostrar:

1. La existencia de una coleccion de discos poligonales {D;} en U tales
que D; Cint Dy y U =UD;.

2. U es homeomorfa a un disco abierto.
3. La adeherencia de U es homeomorfa a un disco cerrado.
4. V es homeomorfa a un anillo con una de sus fronteras.

5. Existencia de un homeomorfismo cerrado que lleva C a un circulo.

Con la demostracion de estos resultados se conluiria el teorema de Jordan-
Schonflies.

Podriamos haber utilizado este teorema para demostrar el teorema de Rado
(ver [13]), lo que podria haber sido un enfoque muy distinto del trabajo. No
obstante, se ha optado por seguir Moise pues este manejaba més recursos
que son de interés en el tratado.

En el Apéndice III se expone de manera breve lo que sucede con el teorema
de Jordan-Schonflies en dimensiones mayores.
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7. Apéndice II: Teorema de clasificacion de su-
perficies

El teorema de triangulaciéon de superficies sirve para demostrar el teorema
de clasificacion de superficies, cuyo enunciado es el siguiente.

La suma conexa de dos variedades m-dimensionales es una nueva variedad que
se obtiene tras eliminar una bola abierta en cada una de las dos variedades y
juntar las fronteras que estas eliminaciones dejan. Si S y S’ son dos variedades,
vamos a denotar la suma conexa de estas por S#S5’. El enunciado del teorema
es el siguiente.

Teorema 7.1 Sea S una superficie compacta y sin borde. Entonces S es
homeomorfa a uno de estos tres casos

» La esfera S?

= La suma conexa de toros TH#TH# ... #T

» La suma conezxa de planos proyectivos reales P(R?)# ... #P(R?)

Para la demostracion, que no vamos a dar, se empieza dando una triangula-
cion 7 de la superficie, separamos dicha triangulaciéon en simplices guardando
la informacion acerca de sus identificaciones y, posteriormente, analizamos di-
chas identificaciones cuidadosamente. De este anéalisis se deduce que, en el
caso de que S no sea homeomorfa a la esfera, entonces lo es a la suma conexa
de planos proyectivos, toros y botellas de Klein.

Para acabar habria que demostrar que este segundo caso es realmente otro
caso de la lista. Para ello, demostrariamos que la botella de Klein es homeo-
morfa a la suma conexa de dos planos proyectivos (K = P(R?)#P(R?)); que
la suma conexa de la botella de Klein y el plano proyectivo es homeomorfo
a la suma conexa del toro y el plano proyectivo (K#P(R?) = T#P(R?)).
Para concluir, en el caso de que S sea suma conexa de planos proyectivos,
toros y botellas de Klein, distinguirfamos dos casos:

= El primero, supongamos que en esa suma no hay botellas de Klein ni
planos proyectivos, con lo que tendriamos el caso (2) de la proposicion.

= Kl segundo, en el que suponemos que hay alguna botella de Klein o al-
gtn plano proyectivo (S = TH#T ... #K# ... #P(R?)#...). Entonces
sustituimos las botellas de Klein por la suma conexa de planos proyec-
tivos (K = P(R?*)#P(R?)) y nos quedaria una suma de toros y planos
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proyectivos inicamente. Ahora a cada par de toros con plano proyecti-
vo, lo sustituimos por la suma conexa de la botella de Klein con P(R?),
y de nuevo quitamos la botella de en medio. Tras un nimero finito de
pasos recaemos en el punto 3 del teorema.

Existe otra manera de ver si dos superficies son homeomorfas y es mediante
la caracteristica de Euler. Aunque no vamos a entrar en detalles, la definicion
es la siguiente.

Definicion 7.1 Sea S una superficie con una triangulacion 7. Si denotamos
vo el niumero de vértices de T, vy el numero de lados y vy el nimero de
tridngulos entonces el nimero

X(S)ZUO—Ul—l—Ug

lo llamamos caracteristica de Fuler de la superficie S. Este nimero no de-
pende de la triangulacion elegida.

Definicion 7.2 Para un complejo simplicial finito, la caracteristica de
Euler se puede definir como la suma alternada

X=ky—Fk +ky— ...
donde k; denota el nimero del celdas de dimension i.

Entonces, se puede definir la caracteristica de Euler de una variedad como
la caracteristica de FEuler de un complejo simplicial homeomorfo a él. Por
ejemplo, el circulo y el toro tienen caracteristica de Euler 0 y las bolas sélidas
tienen caracteristica de Euler 1.

Una manera de ver que dos superficies son homeomorfas, es viendo si son
orientables (0 no) y comparando sus caracteristicas de Euler. Asi, tendriamos
el siguiente resultado, que no vamos a demostrar.

Teorema 7.2 Sean S y S’ superficies compactas, conexas y sin borde.
Entonces S y S’ son homeomorfas si y solo si X(S) = X(S) y ambas
son o bien orientables, o bien no orientables.
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8. Apéndice III: Generalizaciones a dimensio-
nes mayores

8.1. Teorema de separaciéon de Jordan-Brouwer

El teorema de la curva de Jordan fue generalizado a dimensiones superiores
por H. Lebesgue y LEJ Brouwer en 1911, lo que resulté en el teorema de
separacion de Jordan-Brouwer. El enunciado es el siguiente.

Teorema 8.1 (Teorema de separaciéon de Jordan-Brouwer) Sea
X wuna esfera topoldgica n-dimensional en el espacio euclideo R™F!,
Entonces, el complementario Y de X en R consta exactamente de
dos componentes conexas. Una de estas componentes estd acotada (la
interior) y la otra es ilimitada (la exterior). El conjunto X es su frontera
coman.

En cuanto a la demostracion, que no detallaremos, utiliza teoria de la homo-
logfia.

8.2. Teorema de Jordan-Schonflies en dimensén > 3:
contraejemplo
A diferencia de la generalizacion de Lebesgue y Brouwer del teorema de la

curva de Jordan, el teorema de Jordan-Schonflies se vuelve falso en dimensio-
nes superiores. Un claro contraejemplo es la esfera cornuda de Alexander.

Figura 38: Esfera cornuda de Alexander

Esta esfera cornuda, descubierta por J.W. Alexander en 1924, se construye
partiendo del toro y quitandole una porciéon. Posteriormente se junta otro
toro perforado a cada lado del corte, de tal manera que estos queden entre-
lazados. Esto se repite hasta el infinito.
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Es facil ver que el exterior de la bola unitaria en R? es simplemente conexo.
La esfera con cuernos de Alexander es un subconjunto de R?* homeomorfo a
una esfera, pero tan retorcido en el espacio que la componente ilimitada de
su complementario en R? no es simplemente conexo y, por lo tanto, no puede
ser homeomorfa al exterior de la bola unitaria. Esto supone que en dimension
3 el teorema de Jordan-Schonflies resulta falso.

@),
U

Figura 39: Construccion de la esfera cornuda de Alexander

8.3. Triangulacion de variedades topolégicas compactas

Dimensiéon 3

En dimensiones de hasta 3, toda variedad es triangulable. De hecho, en la
demostracion que hemos seguido (Moise), la restriccion a la dimension 2 se
usa solo en la aplicacion del teorema 5.5.
Gran parte de la teoria desarrollada en la presente y la seccidon anterior se
aplica en todas las dimensiones. Asi, si demostramos una aproximacion del
teorema 5.5 en dimension 3, haciendo los debidos cambios en el Teorema de
Rado se deduce que cada variedad de dimensiéon 3 es triangulable.
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Figura 40: Dos triangulaciones del toro

Por ejemplo, recordemos que para construir el toro hay que identificar los
puntos (x,0) con (x,1) para formar un cilindro, y posteriormente construir el
toro identificando los lados que faltan para ’juntar’ las circunferencias y asi
formar el toro.

01) (1,1) 0.1) (1,1)

0.0) (1,0) 0.0 (1,0)

Figura 41: Construccion y triangulaciéon del toro

En dimensién 2, si hubieramos demostrado el teorema de Shonflies, la de-
mostracion del teorema de triangulacion habria tomado un camino mucho
mas simple, no obstante, para dimensiéon 3, este teorema no sirve.

Dimensién > 4

En dimension 4, hay variedades no triangulables. La variedad Eg es un
ejemplo de ello. Esta variedad se trata de un conjunto compacto y simple-
mente conexo que se construye conectando primero haces de discos de carac-
teristica de Euler 2 sobre la esfera, de acuerdo con el diagrama de Dynkin
para Ejg. Este grupo es uno de los “grupos de Lie excepcionales” que tiene un
interés considerable en diversas areas de las matematicas y la fisica.
Se tiene el resultado de que una variedad de dimension 4 es triangulable si,
y solo si, es una variedad diferenciable.
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En dimensiéon 5 se sabe que toda variedad cerrada y orientable es triangula-
ble. Para dimensiones mayores ain sigue estando bajo estudio. Los tltimos
avances datan de 1976 por Galewski-Stern.
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