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Resumen

El trabajo consta de cuatro capitulos, cuyo contenido pasamos a describir:

1. El primer capitulo motiva los métodos iterativos para la resolucion de
sistemas lineales, describiendo con caracter general la metodologia de
los métodos que en cada iteracion determinan la aproximacién a la
solucion mediante proyeccion sobre un subespacio apropiado. En los
métodos de Krylov estos subespacios son precisamente subespacios de
Krylov. La construccion de bases ortogonales de estos subespacios es el
objeto del algoritmo de Arnoldi, para matrices no simétricas, y el algo-
ritmo simétrico de Lanczos cuando la matriz del sistema es simétrica,
para los que se dan las correspondientes interpretaciones matriciales.

2. Aunque en el Grado se estudia el método gradiente conjugado para
sistemas con matriz simétrica y definida positiva, se recupera en este
capitulo su formulaciéon como un método de proyeccion sobre un subes-
pacio apropiado de Krylov, probando el teorema de convergencia. La
parte méas novedosa del capitulo aborda la descripcién de otros méto-
dos de Krylov, para sistemas lineales con matrices simétricas pero no
definidas positivas o sistemas con matrices simplemente no simétricas:
FOM (ortogonalizacién completa), GMRES (residuos minimos genera-
lizados), GMRES(m) (residuos minimos generalizados con truncacién)
y MINRES (residuos minimos). Estos métodos se implementaran en
rutinas MATLAB propias en la experimentacién numérica que ilustra
los mismos en el capitulo 4. Las limitaciones de tiempo y espacio dejan
fuera de cobertura otros métodos de Krylov de interés practico: Bi-CG
(gradientes biconjugados), Bi-CGSTAB (gradientes biconjugados esta-
bilizados), etc., pero los métodos presentados ilustran ya el gran costo
que supone el no disponer de recurrencias cortas para la construccién de
los sucesivos iterantes, y que motiva el problema teérico que abordamos
en el siguiente capitulo.

3. En 1981 Gene Golub planted la cuestion de si seria posible para sis-
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temas lineales con matrices no simétricas construir un método que en
cada iteracién optimizara sobre un espacio de Krylov con respecto a una
norma proveniente de un producto interno y que requiriera inicamente
recurrencias de tres términos, tal y como ocurre en el método gradiente
conjugado. Faber y Manteuffel caracterizaron las matrices para las que
esto es posible, respondiendo negativamente a la cuestién salvo para
situaciones que ya eran bien conocidas: o bien el polinomio minimo de
la matriz es ciibico, o la matriz es hermitica o la matriz adjunta de la
matriz del sistema (matriz traspuesta conjugada) se expresa como un
polinomio lineal de la propia matriz. La formulacién y prueba del teo-
rema de Faber y Manteuffel es el objetivo del tercer capitulo. La prueba
necesita de bastantes resultados técnicos de la teoria de matrices, de
algunos de los cuales hacemos uso en base a su estudio a lo largo del
Grado: por ejemplo, polinomio minimos de un vector y de una matriz,
propiedades generales de las matrices normales, producto exterior de
vectores, etc.

. El cuarto capitulo ilustra algunos experimentos numéricos con los méto-

dos gradiente conjugado, MINRES y GMRES sobre problemas test con
matrices grandes y dispersas que se toman de la coleccién Harwell-
Boeing en el Matrix Market, un depésito de matrices test para la com-
paracién de algoritmos de algebra lineal. Como en algunos de los ex-
perimentos fué necesario preacondicionar previamente las matrices, se
describe este proceso de forma somera cuando se implementa utilizando
la factorizacion LU o de Cholesky incompletas de la matriz del sistema.



Capitulo 1

Métodos de proyeccion

La solucién numérica de sistemas lineales Ax = b siempre ha sido un area de
interés en el campo de las matematicas debido a la diversidad de sus apli-
caciones en distintos ambitos. Cuando aumenta la dimension de la matriz
A, como es el caso de los grandes sistemas lineales dispersos que surgen en
la discretizacion de ecuaciones en derivadas parciales, la resolucién efectiva
del sistema se complica ya que los métodos directos derivados de la elimi-
nacion Gaussiana no son eficientes ni en términos de costo computacional
ni en términos de las necesidades de almacenamiento en la memoria. Es en-
tonces cuando se considera el uso de métodos iterativos para obtener una
aproximacion a la solucion del sistema que se considera. Concretamente, los
métodos de Krylov aparecen como una de las técnicas iterativas mas impor-
tantes para resolver estos sistemas. Estos métodos estan basados en procesos
de proyeccién (tanto ortogonales como oblicuos) sobre un tipo de subespacios
que se llaman de Krylov, de los que toman su nombre. Este capitulo sirve de
introduccién a la estructura general de esta clase de métodos.

1.1. Introduccidon

Buscamos una solucién del sistema lineal
Az =b (1.1)

con A y b dados, una matriz n X n no singular y un vector de R respecti-
vamente. Estas hipdtesis se asumiran implicitamente a lo largo de toda la
memoria. Las solucién puede ser hallada a través de un método directo, que
permite la aproximacion a la soluciéon exacta del sistema en un numero finito
de pasos (hasta la precisién de méquina), o mediante un método iterativo.
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Sin embargo, cuando la matriz sea de grandes dimensiones y dispersa (sobre
todo si tiene una estructura concreta de sus elementos no nulos -sparsity
pattern-) la mejor opcién suele ser un método iterativo, en el que se genera
una sucesion de vectores que convergen a la solucién. Para estos sistemas los
métodos directos pueden no ser adecuados por las necesidades de memoria
inducidas por la destruccién de los elementos que son inicialmente nulos en
la matriz A debido al proceso de factorizacion.

1.1.1. Métodos iterativos clasicos

Los métodos iterativos no modifican la estructura de la matriz A, en par-
ticular su dispersion. En ellos se parte de una aproximacion inicial zy a la
solucién del sistema Az = b, con det(A) # 0, y se construye una sucesién de
vectores {xy }r>0 que bajo adecuadas hipétesis convergen a la solucién exacta
del sistema (hasta la precisién de la maquina). Es decir:

lim x, =z con z=A"'b
k—o0

El proceso de construccion de los iterantes x, £ = 0, .. ., involucra la solucién
de un sistema lineal mucho mas facil que el original.

En los métodos clasicos la matriz A se descompone como suma de dos ma-
trices

A=D+C
con D no singular, para reescribir el sistema lineal
(D+Clx=b<= Dx=—-Cx+1b
Esta ecuacién sugiere la iteracion
Dxp1=—Cux+0b k=0,1,..

que implica la resolucién en cada iteracién de un sistema lineal con matriz
D (para la que se supone que la resolucién de sistemas lineales con matriz D
es simple).

Para el andlisis de convergencia, ponemos
Tpi1 = —D'Cxy+D7' k=0,1,..

y llamamos a la matriz B := D~1C matriz de iteracién del método. Si resta-
mos de esta ecuacién la que satisface la solucion

r=D1'Czx+D "
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obtenemos para los errores sucesivos e, = x — x, k =0, ..., la recurrencia
ex+1 = Beg = Bl =..= B(k+1)eo

La convergencia a cero de los errores {ej}r>0, cualquiera que sea el vector
error inicial ey, se caracteriza por la convergencia a la matriz cero de la
sucesion de potencias { B*}>; de la matriz de iteracién. El siguiente teorema
caracteriza esta convergencia

Teorema. Sea p(B) el radio espectral de B, entonces

lim B* =0 <= p(B)<1

k—o0

donde p(B) denota el radio espectral de la matriz B.

La desigualdad p(B) < ||B||, siendo [|-|| cualquier norma matricial natural,
implica que ||B]| < 1 es una condicién suficiente para la convergencia del
método iterativo.

El valor del radio espectral no sélo nos indica la convergencia o divergencia
del método, sino también la velocidad de convergencia: el método iterativo
converge mas rapido cuanto mas cercano sea el radio espectral a 0 y viceversa,
mas lento cuanto mas cerca este el radio espectral del valor 1.

En el método de Jacobi, la matriz D es la parte diagonal de la matriz A del
sistema (se supone, naturalmente, que todos los elementos diagonales de A
son no nulos). En el método de Gauss-Seidel la matriz D es la parte triangular
inferior de la matriz A. El método SOR pertenece también a esta clase de
métodos iterativos basados en escisiones de la matriz A. La memoria no va
a tratar estos métodos, que s6lo mencionamos a titulo informativo.

1.1.2. Métodos de proyeccion

La mayoria de técnicas iterativas para resolver sistemas lineales de grandes
dimensiones utilizan un proceso de proyeccién en una forma u otra.

Consideramos el sistema lineal (1.1) donde A es una matriz real n x n, re-
gular. La idea detras de un método de proyeccion es extraer una solucion
aproximada de (1.1) desde un subespacio de R™. Sea K dicho subespacio,
llamado subespacio de aproximaciones candidatas o subespacio de busqueda
y sea ¢ su dimension. Un elemento de este subespacio se determina con i con-
diciones lineales e independientes, proporcionando la aproximacién deseada.
Una manera tipica de describir estas condiciones es imponer ¢ relaciones de
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ortogonalidad independientes. Concretamente, se impone que el vector resi-
duo r = b — Ax sea ortogonal a i vectores linealmente independientes. Estos
vectores definen otro subespacio £ de dimension ¢ llamado subespacio de res-
tricciones. Este marco tedrico es utilizado en muchas técnicas matematicas
de aproximacion bajo la denominacién de método de Petrov-Galerkin. Es
decir, un método de proyecciéon dentro del subespacio K y ortogonal a L es
un proceso que encuentra una solucién aproximada Z a (1.1) imponiendo:

ekl talque b— Az L L (1.2)

Para explotar el conocimiento de una aproximacién inicial xy de la solucion,
la aproximacién se determina en el espacio afin xq+ C en vez de en el espacio
K.

TE€xg+ K talque b— Az L L (1.3)

Escribiendo T = ¢ + ¢ y el vector residual inicial rg = b — Axy entonces
b—A(ZEQ+5):T0—A5J_£

En otras palabras la solucion de un método de proyeccién puede ser definida
por:
T=z0+90, 0€K (1.4)

(ro — Ad,w) = 0,Yw € L

Hay dos clases de métodos de proyeccién: ortogonales y oblicuos. En las
técnicas de proyeccion ortogonal £ = K mientras que en las técnicas de
proyeccion oblicua £ # K, y puede que no tengan ninguna relacion entre si.

A continuacién abordamos una representacién matricial para este tipo de
proyecciones lineales. Sea V = [vq,...,v;] y W = [wy, ..., w;] matrices cuyos
vectores columna forman una base de K y L respectivamente. Si la solucion
aproximada es escrita como Z = xg + Vy, entonces la condicién de ortogona-
lidad deja el siguiente sistema de ecuaciones para el vector y:

WTAVy = Whr, (1.6)

Si la matriz W7 AV es no singular, el vector y estd perfectamente definido y
obtenemos una expresién para la aproximacion de la solucién 7:

F=mxo+ VIWEAV) "Wy, (1.7)
Lema 1. Sea A no singular, suponemos que las matrices V- .y W son como

arriba. Entonces, WT AV es singular si y sélo si existe v € AK \ {0} tal que
v 1 L, siendo AK = {AVy [y € R}
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Demostracion. <) Supongamos que existe v € AK, no nulo, tal que v es
ortogonal a £. Por tanto, existe y € R, y # 0, tal que v = AVyy WTAVy =
0, por tanto WT AV es singular.

=) Por hipétesis, existe y € RY, y # 0, tal que WTAVy = 0. Ademas,
AVy # 0 pues {vy, vq,...,v;} son linealmente independientes y A es regular.
Por tanto, si ponemos v = AVy tenemos que W¥v = 0, como se queria
demostrar. ]

Como consecuencia del lema previo sabemos que el método de proyeccion
sobre K ortogonal a £ tiene solucién tnica si y solo si AKX N £+ = 0, donde
L+ denota el complemento ortogonal de L.

Hay dos casos importantes en los que esta garantizada la no singularidad de
WTAV:

Proposicion 1. Sean A, L y K satisfaciendo una de las siguientes condi-
ciones,

1. A es positiva definida y L =K,
2. A es no singular y L = AK

Entonces la matriz B = W7TAV es no singular.

Demostracion. Consideramos el primer caso. Por hipdtesis tenemos que L y
K son iguales, y la matriz W = [wy, ..., w;] cuyas columnas son la base de
L puede ser expresada como W = VG, donde G es una matriz no singular
1 X 1. Entonces

B=WTAV =GTVTAV (1.8)

Como A es positiva definida, también lo es VT AV y por tanto B es no
singular.

Consideramos ahora el segundo caso. Ya que £ = AK en este caso W puede
ser expresado como W = AV (G, donde G es una matriz no singular i X i.
Entonces

B=WTAV =G (AV)T AV (1.9)

Como A es no singular, la matriz n x i, AV, tiene rango maximo y como
consecuencia (AV)T AV es no singular, por tanto por (1.9) la matriz B es no
singular. ]
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1.2. Meétodos de Krylov

Recordamos del apartado anterior que un método de proyeccién para resolver
el sistema lineal Ax = b es un procedimiento para obtener una solucién
aproximada x; dentro del subespacio afin z¢+/C;, de dimensién ¢, imponiendo
la condicion Petrov-Galerkin

donde L; es otro espacio de dimension .

Un método de Krylov es un método para el cual el subespacio K; es el subes-
pacio de Krylov

ICi(A o) = Spcm{ro,ArO,A%O7 ~--,Ai_17“0}

donde ry = b — Axy. Denotaremos con IC; al subespacio KC;(A,ry) cuando
no exista ambigiiedad. Diferentes métodos de Krylov difieren en la eleccién
del subespacio £; y en la forma en que el sistema se preacondiciona, como
describiremos mas adelante.

La aproximacion obtenida desde un método de Krylov es de la forma
A xy = 3o + g1 (A)ro,
donde ¢;_; es un cierto polinomio de grado ¢ — 1.De esto sigue que
ri=b—Ax, = (I — Aqi—1(A))ro = pi—1(A)ro (1.10)
con p;(0) = 1.

Veamos un razonamiento breve que nos da una idea de por qué estos métodos
basados en dichos subespacios cobran tanta importancia.

Denotemos a la solucién del sistema por 2* = A71b. Si 2y es una aproximacién
inicial a z*, entonces resolver Ax = b equivale a resolver Az = 71y, con
2 := x* — xp. Asi, tenemos también z = A~'ry. Sea ahora p(x) el polinomio
monico de menor grado 7 tal que p(A)ry = 0, que serd de la forma p(z) =
a0+ a1z + ...+ ay_127 427, con ap # 0. Se debe observar que v < n pues
por el teorema de Caley-Hamilton toda matriz es anulada por su polinomio
caracteristico. Por tanto,

-1
Ay = a—[all +agA+ o Aoy, AT A g,
0

y entonces
z € spanirg, Arg, A’rg, ..., A7 1o}
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o bien
x* € xg + spanf{ry, Arg, A%rq, ..., AV rg}.

Asi llegamos a que la solucion x* del sistema Az = b se encuentra necesaria-
mente en el espacio afin zo+ span{ro, Arg, A*rg, ..., A7 g} = 2o+, (A4, 10).
El espacio de Krylov K, (A, r9) aparece de forma natural como el espacio de
direcciones de la variedad afin que contiene a la solucién del sistema.

Abordamos ahora algunas propiedades generales de estos espacios de Krylov
Ki(A,v) = spanf{v, Av, A%, ..., A"}, (1.11)

La primera propiedad es que K; es el subespacio de todos los vectores x € R"
que pueden ser escritos de la forma z = p(A)v donde p es un polinomio de
grado < ¢ — 1. Recordamos que el polinomio minimo de un vector v es el
polinomio ménico de menor grado p(x), distinto de cero, tal que p(A)v = 0.
Al grado de este polinomio lo llamamos grado de v con respecto a A. Por el
teorema de Cayley-Hamilton, el grado de v con respecto a A no excede del
orden de la matriz A.

Enunciamos sin prueba las siguientes propiedades:

Proposicién 2. ;(A,v) es el subespacio de todos los vectores x € R" que
pueden ser escritos en la forma x = p(A)v, donde p es un polinomio de grado
<i7-—1.

Proposicién 3. Sea el grado de v con respecto a A. Entonces IC; = KC;(A, v)
es invariante por A y K; = K, para todo i > p.

Proposicién 4. El subespacio de Krylov KC; = IC;(A,v) es de dimensidn i si
y solo si el grado p de v con respecto a A no es menor que i, es decir,

dim(K;) =i < grado(v) >

Por tanto,
dim(K;) = min{i, grado(v)}

Demostracion. Los vectores v, Av, ..., A" v forman una base de K; si y sélo
si para cualquier conjunto de ¢ escalares a;, j = 0,...,7 — 1, donde al menos
uno de los «; es distinto de cero, la combinacién lineal Z;;B ajAlv es distinto
de cero. Esto es equivalente a que el tnico polinomio de grado < ¢ — 1 para
el cual p(A)v = 0 es el polinomio cero. La segunda parte es consecuencia de
la proposicién previa. ]
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1.2.1. Algoritmo de Arnoldi

Dado un espacio de Krylov K;(A,v) = span{v, Av, ..., A=}, es de interés
construir una base ortonormal de dicho espacio. El algoritmo de Arnoldi no
es mas que una implementacién del proceso de ortonormalizacion de Gram-
Schmidt aplicado a dicho subespacio. En aritmética exacta, una variante del
algoritmo es la dada por

Algoritmo de Arnoldi:

1 Elegimos v; =v/|v|, de norma 1

2 for j =1,2,...,1

3 Computamos hg; = (Av;,ve) para £=1,2,..j
4 wj = Avj — E;:I h@j’l}g

5 Rt = llwjll2

6 if hj;1; =0 then Stop

7 end

8 Vi1 = wj /Pyt

9 end

En cada iteracién el algoritmo multiplica el vector previo v; por A y mediante
Gram-Schmidt lo ortonormaliza con respecto a todos los vectores anteriores
ve. El algoritmo parara si el vector w; de la linea 4 es cero.

Originalmente, el algoritmo de Arnoldi (1951) fue disenado para reducir ma-
trices densas no hermiticas a forma Hessenberg superior.

Proposicién 5. Suponemos que el algoritmo no para antes de la i-ésima
iteracion. Entonces los vectores vy, ...,v; forman una base ortonormal del
subespacio de Krylov

i—1
K; = spanf{vy, Avy, ..., A" oy }

Demostracion. Los vectores v;, j = 1,...,4, son ortonormales por construc-

cion.

Para ver que estos vectores generan K; veamos que cada vector v; es de la
forma ¢;_;(A)v; donde ¢;_; es un polinomio de grado j — 1. Probemos esto
por induccién.

El resultado es claro para j = 1 ya que v; = go(A)vy con ¢o(t) = 1. Asumimos
que el resultado es verdad para todo entero < j y consideramos v;4 1. Tenemos

J J
hj+1Uj+1 = Avj - Z hejw = Aijl(A)Ul - Z heerq(A)m
=1 (=1




1.2. METODOS DE KRYLOV 9

que demuestra que v;4; puede ser expresado como ¢j(A)v; donde g; es de
grado 7 y esto finaliza la prueba. ]

La siguiente proposicién reformula en forma matricial el resultado del algo-
ritmo de Arnoldi:

Proposicién 6. Denotemos por V; = [vq,...,v;] la matriz n X i con dichos
vectores columna, por H;y1; la matriz Hessenberg (i+1) X i cuyos elementos
no nulos son los hy; definidos por el algoritmo de Arnoldi y H; la matriz
obtenida al borrar la ultima fila de H;1,,;. Entonces se verifican las siguientes

relaciones:
AV, =V.H, + wie;r = i+1Hi+1,i (1'12)

V;'AV, = H; (1.13)

Demostracion. La relacion (1.12) sigue de la siguiente igualdad, la cual se
deriva de las lineas 4, 5 y 7 del algoritmo de Arnoldi.

J J J+1
A’Uj = Wj -+ E hgjvi = Uj+1hj+1,j + E h@jvg = E hfjl}g s j = 1, 2, ey 1.
=1 =1 =1

La relacién (1.13) viene de multiplicar esta igualdad a ambos lados por V;"
y haciendo uso de la ortonormalidad de {vy, v, ..., v;}. ]

Como ya dijimos anteriormente el algoritmo para en la iteracién j cuando la
norma de w; se anula. Todavia no hemos determinado las condiciones bajo
las que ocurre esta situacion

Proposicién 7. El algoritmo de Arnoldi para en la iteracion j (es decir,
hjt1; =0 en la linea 5 del algoritmo), si y solo si el polinomio minimal de
vy con respecto a A es de grado j. Ademads en este caso el subespacio KC; es
invariante bajo A.

Demostracion. <) Si el grado del polinomio minimal es j, entonces w; debe
ser 0. De hecho, si no fuese asf v;;; podria ser definido y resultaria que ;1
seria de dimension j + 1. Entonces por la proposiciéon 4 esto implicaria que
el grado p del polinomio de vy es > 7 + 1, lo cual es una contradiccion.

=) Para probar el sentido inverso asumimos que w; = 0. Entonces el grado p
del polinomio minimal de v; con respecto a A es ;1 < j. Ademas es imposible
que 1 < j ya que por la primera parte de la prueba el vector w, serfa cero
y el algoritmo habria parado con antelaciéon a la iteracion p. El resto del
resultado sigue de la proposicion 3 O
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Un corolario de la proposicion anterior es que un método de proyeccion sobre
el subespacio K; sera exacto cuando el algoritmo pare en la iteraciéon j por
ser hjp1; = 0.

El algoritmo de Gram-Schmidt modificado es una reordenacion de los calculos
en el algoritmo clasico de Gram-Schmidt. En aritmética exacta el algoritmo
de Arnoldi basico y el algoritmo de Arnoldi modificado son equivalentes. En
aritmética coma flotante la versiéon modificada es mas fiable porque resulta
en una menor pérdida de la ortogonalidad de los vectores que se computan.
Existen casos, donde la cancelacion numérica es tan severa en el paso de la
ortogonalizacién de cada vector que incluso el algoritmo de Arnoldi modifi-
cado resulta inadecuado. En estas situaciones una doble ortogonalizacion o
un proceso de ortogonalizacién mediante reflectores de Householder pueden
salvar estos inconvenientes. La versién del algoritmo de Arnoldi modificado
se detalla a continuacion.

Algoritmo de Arnoldi (Gram-Schmidt modificado):

1 Elegimos v; =v/|v|, de norma 1
2 for j=1,...,i

3 ’LU]' = A’Uj

4 for /=1,....j

5 hej = (wj, ve)
6 w; = wy; — h@jvg
7 end

8 hjv1; = lwjll2

9 lf thrl,j =0

0 stop

1 end

2 Vi1 = w/hjt1

3 end

1.2.2. Algoritmo simétrico de Lanczos

El algoritmo simétrico de Lanczos puede ser visto como una simplificacién
del método de Arnoldi para el caso particular en que la matriz es simétrica.
Cuando A es simétrica entonces la matriz Hessenberg H; es tridiagonal y
simétrica, lo cual deja relaciones de recurrencia de tres términos en cada
paso de ortogonalizacién del proceso de Arnoldi.

Para introducir el algoritmo de Lanczos empezamos con la observacion esta-
blecida en el siguiente teorema.

Teorema. Suponemos que el método de Arnoldi es aplicado a una matriz
real simétrica A. Entonces los coeficientes hyj generados por el algoritmo
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son de la siguiente forma
hej =0, para 1<{<j—1, (1.14)

hjjsr = hjsrg, J=1,2,--- 0. (1.15)

En otras palabras, la matriz tridiagonal H; obtenida por el proceso de Arnoldi
es tridiagonal y simétrica.

Demostracion. La demostracién es una consecuencia inmediata del hecho de
que H; = VI AV; es una matriz simétrica, que por construccién también es
Hessenberg. Por tanto H; debe ser una matriz simétrica tridiagonal. [

Denotamos por T; a la matriz tridiagonal y simétrica H;, que asignando
a; = hyg, B =hjo
queda de la forma:

ar B
PBa g [
| ﬁzq ai;l Bi
@' Q;

Esto nos deja la siguiente variante del Algoritmo de Arnoldi con Gram-
Schmidt modificado.

T, = (1.16)

Algoritmo de Lanczos:

1 Elegimos vy =v/||v|]|, de norma 1. Sean B; =0, vg=0
2 for j=1,..)4

8 wj = Avj = fjvj

4 a; = (wj, v))

5 U)j = wj — Oéjl}j

6 Bi+1 = [lwl|2

7 if Bj41 =0 then Stop

8 end

9 V41 = w/Bj+1

o end

La idea principal de este algoritmo es una relaciéon de recurrencia de tres
términos:

Bit1vin = Avj — a;vj — Bj-1vj1 (1.17)
Esta relacion recuerda a la relacion de recurrencia de tres términos de los
polinomios ortogonales. De hecho hay una relacién estrecha entre el algoritmo
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de Lanczos y los polinomios ortogonales. Si el grado de v; con respecto a A
es > i entonces la dimension del subespacio IC; es i y esta formado por todos
los vectores de la forma g(A)v, donde grado(q) < i — 1. De hecho existe
un isomorfismo entre K; y el espacio de los polinomios de grado < 7 — 1,
llamemoslo P;_1, el cual esta definido por:

qePi 1 = x=q(A)v, €K,
Consideramos ahora el siguiente producto interno en el subespacio P;_;:

(0 @)or = (P(A)v1, g(A)n) (1.18)

Ya que los vectores v; son de la forma
'Uj = ijl(A)Ul (119)

la ortogonalidad de los v; se transforma en ortogonalidad de los polinomios
con respecto al producto interno (1.18).

Por tanto el algoritmo de Lanczos no es mas que el algoritmo de Sietjes, (ver
por ejemplo [1]) para calcular una sucesién de polinomios ortogonales respec-
to a un producto interno (1.18). Sabemos [5] que el polinomio caracteristico
de la matriz tridiagonal generada por el algoritmo de Lanczos minimiza la
norma || - ||,, sobre los polinomios ménicos. La relacién de recurrencia entre
los polinomios caracteristicos de matrices diagonales también muestra que el
algoritmo de Lanczos calcula la secuencia de vectores pr, (A)v, donde pr, es el
polinomio caracteristico de T;. Precisamente el teorema de Faber-Manteuffel,
que estudiaremos en el capitulo 3 busca identificar para qué matrices se pro-
duce este tipo de relaciones de recurrencia.



Capitulo 2

Métodos iterativos de Krylov

2.1. Clasificacién de algoritmos

2.1.1. Aproximacion Ritz-Galerkin

En la clase de métodos Ritz-Galerkin la solucién aproximada x; se deter-
mina imponiendo las condiciones de ortogonalidad r; L IC;(A;r), esto es
equivalente a

VI(b— Az;) =0 (2.1)

donde recordamos que V; = [vq,...,v;] denota la matriz cuyas columnas
forman una base del subespacio de Krylov ;.

Sizg=0,b=ro=|roll,v1 y de esto se deriva que V;"b = ||rol, e; con e; el
vector unitario de la base candnica de R™.

Como z; = V;y;, ya que debe pertenecer al subespacio de Krylov Kj;, susti-
tuyendo todo esto en la ecuacién (2.1) obtenemos

V" AViy; = |Irol, ex (2.2)

Este sistema puede ser interpretado como el sistema Ax = b proyectado
dentro del subespacio de Krylov KC;(A; ).

Obviamente tenemos que construir la matriz i X i, ViTAV;, pero como hemos
visto del proceso de ortogonalizacién (1.13) VT AV, = H; ;, ast que la solu-
cién aproximada x; para la cual r; L K;(A;rg) puede calcularse facilmente

resolviendo
{Hi,iyi = ||7“0||2 €1 (2 3)

z; = Viy;

13
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Este algoritmo es conocido como FOM (método de ortogonalizacién comple-
ta).

Cuando A es simétrica la matriz H;; se reduce a la matriz tridiagonal T} ; y
resulta el método Lanczos descrito anteriormente en el apartado 1.2.2.

Cuando A ademas es definida positiva obtenemos el método del Gradiente
Conjugado. En las implementaciones comunmente usadas de este método,
se realiza implicitamente una factorizaciéon LU de la matriz T;; sin generar
explicitamente 7;;, lo cual deja recurrencias elegantes de tres términos para
x; y el correspondiente residuo r;.

Que A sea definida positiva es suficiente para garantizar la existencia de la
factorizacién LU, pero también nos da otra interpretacion 1til. Del hecho de
que r; L IC;(A; 1) obtenemos que A(x;—x) L IC;(A;1g) oxi—x La IC;(A;71).
La ultima observacion muestra que el error es A-ortogonal al subespacio de
Krylov y esto es equivalente a que ||z; — |4 es minimal. !

2.1.2. Aproximacién minima norma residual

En estos métodos x; se determina minimizando la norma euclidea ||b — Az;||
del residuo en el espacio de Krylov K;(A;rg). La creacién de una base orto-
gonal del subespacio de Krylov {vy, ...,v;11} deja las ecuaciones

V"AV, = Hj; (2.4)
AVi = Vz‘HHiH,i (2-5>

De nuevo buscamos una aproximacion x; € K;(A;rg), por tanto escogemos
x; = Vy; tal que minimice la norma residual ||b — Axz;]|,

Esta norma puede ser reescrita con b = 1, v = ro/||ro||, y poniendo =
lroll2, como

16— Azily = [[b = AVigill, = [18Vigaer = Vip Hiragill, (2.6)
Ya que V;y; es ortonormal

16 = Azilly = [|Ber = Hivriyill, (2.7)

y esta norma puede ser minimizada resolviendo el correspondiente problema
de minimos cuadrados. Para ello se construye la factorizacion QR de la matriz
H;i1,; que como es una matriz superior de Hessenberg puede ser realizada
mediante rotaciones de Givens. El método GMRES se basa en esta estrategia.

La A-norma estd definida por |ly[|4 = (y,y)a = (v, Ay) y necesitamos que A sea
definida positiva para poder conseguir un producto interno adecuado (-,) 4.
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2.1.3. Aproximacién Petrov-Galerkin

Adelantandonos al teorema de Faber-Manteuffel, para sistemas lineales con
matriz no simétrica no podemos reducir la matriz A a un sistema simétrico
en un subespacio de menor dimensiéon mediante proyecciones ortogonales. La
razén es que no podemos crear una base ortogonal para el subespacio de Kry-
lov usando recurrencias de tres términos. Podemos, sin embargo, obtener una
base no ortogonal conveniente con una elegante recurrencia de tres términos,
forzando que esta base sea ortogonal con respecto a otro subespacio.

Empezamos construyendo una base arbitraria para el subespacio de Krylov:

(2
hi—&-l,i”i—i—l = AUZ‘ - Z hj,ﬂ)j (28)
j=1
que en notacién matricial seria AV; = Vi1 1 H;41 ;. Los coeficientes h;yq, de-
finen la norma de v;y1, y una elecciéon natural seria elegirlos de manera que
|lviv1|l2 = 1. En el método Bi-CG (bigradiente conjugado) es comiin selec-
cionar hi+1,i tal que H’Ui_|_1||2 = HT’Z'_HHQ.

Claramente no podemos usar V; para la proyecciéon, pero supongamos que
tenemos una matriz W; = [wy, ..., w;] tal que W V; = D; (siendo D; una
matriz diagonal con elementos diagonales d;) y para la cual WiTle = 0.
Entonces
WAV, = D;H;

y nuestro objetivo es encontrar W; para la cual H;; es tridiagonal. Por tanto
VI ATW; debe ser también tridiagonal. Esto nos sugiere generar los w; a
partir de A7

Elegimos un vector arbitrario w; # 0, tal que wiv; # 0. Generamos ahora
vg con la relacion (2.8) y lo ortogonalizamos con respecto a wy, es decir,
wl'v; = 0, que multiplicando el vector w; por la izquierda de la relacién (2.8)
hojve = Avy — hy v obtenemos que debe ser hy; = (wf Avy)/(wlv). Ya
que wl Av; = (ATw;)Tv; esto implica que wy, que es generado por

T
h2,1w2 =A"w — h1,1w1,

es también ortogonal a v;. Continuando este razonamiento vemos que pode-
mos crear bases v; y w; biortogonales haciendo que los nuevos v; sean orto-
gonales a los vectores wy, ..., w;_1 y generando w; con la misma recurrencia,
pero reemplazando A por A”.

De esta manera tenemos WAV, = D;H;; y VI ATW,; = D;H;;. Por tanto
D;H;; es simétrica y H;; es una matriz tridiagonal, que nos da la deseada
relacion de recurrencia de tres términos para los v; y los wj.
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Varios métodos tales como BI-CG y QMR estan basados en estos conjuntos
de vectores biortogonales.

2.1.4. Aproximacion minima norma del error

Estos métodos determinan la solucién aproximada z; en ATKC;(AT;ry) para
la cual la norma euclidea ||x; — z||2 es minimal. Esta aproximacién no es tan

obvia como el resto, pero para A = AT es més natural, resultando en este
caso el método SYMMLQ.

Minimizamos la norma del error x — x;, para x; = xo+ AVjy;, lo cual significa
que y; es la solucion de las ecuaciones normales

VIAAVy; = VI A(x — x0) = Vi = ||rol|2e1 (2.9)
Este sistema puede simplificarse utilizando la relacién de Lanczos (1.12). En
este caso como A es simétrica la escribiremos con H;1; = Tit1,.

T T T T
Vi AAV; = Tiy Vi Vi T = Tigy Tig

Una manera estable de resolver este sistema de ecuaciones normales es basando-
nos en una descomposicién LQ de Tiﬁl,i? pero notemos que esta es equivalente
a la traspuesta de la factorizacion Q)41 ,R; de T;1;;, donde R; es una matriz
tridiagonal superior.

Tfm = R?Q;ﬂ-l,i
Por tanto esto nos deja la relacion (2.9) de la siguiente forma:

Tiﬂl,iTiH,iyi = RZTRz‘yi = H7’0H2€1,

de donde obtenemos la formula béasica para SYMMLQ
w; = xo + AViR; 'R o264
= 2o + Vi1 TR R ||rol|2ex

= To + W+1Qz‘+1,iRinlRi—T||7"o||2€1
= o+ (‘/z‘JrlQiJrl,i)(L;lHT0H261)

con L; = RT.

En SYMMLAQ es posible generar las aproximaciones Galerkin como un sub-
producto del proceso. Esto significa que para matrices simétricas definidas po-
sitivas los resultados del método gradiente conjugado pueden ser reconstrui-
dos con un coste relativamente bajo a partir de los resultados de SYMMLQ.
Esto en matrices simétricas definidas positivas no nos da ventaja pero puede
ser usado para matrices simétricas indefinidas, donde la ventaja que obte-
nemos es que SYMMLQ evita la descomposiciéon LU de T;; que podria no
existir o ser singular en matrices indefinidas.
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2.2. Algoritmo del gradiente conjugado

2.2.1. Derivacion del método

Como explicamos en el apartado 2.1.1 el método del gradiente conjugado
puede ser visto como una variante del método de Lanczos. En esta seccién
seguimos asumiendo que xg = 0 sin perdida de generalidad. El método del
gradiente conjugado se basa en la relacién (1.12)

AV = Vi Hi

que cuando A es simétrica se reduce a H,i;, tridiagonal. Para la i-ésima
columna de V; tenemos

Av; = hig11Vig1 + hiivi + hioq v (2.10)

En la aproximacién Ritz-Galerkin el nuevo residuo b — Az; es ortogonal al
espacio generado por vy, ...,v;, por lo que r; estd en la direcciéon de v;41.
Veamos esto mas detalladamente:

= |Iroljvr — ViHiyi — hiy1,:€] yivip

En la tercera igualdad usamos la relacién(1.13). Por la definicién de y;, Hyy; =
lro|ler v por consiguiente

Irollvr — ViHiys = ||rol|(v1 — Vier) = ||7ol[(v1 — v1) = 0.

Por tanto
b— ALIZZL = —hi+1,i€;yivi+1 (211)

Por tanto podemos seleccionar el factor escalar h;;1; para que v;4; coinci-
da con 7;. Esto seria conveniente ya que el residuo nos da informacion til
de nuestra soluciéon y no queremos trabajar con dos secuencias de vectores
auxiliares. Por la relacién (1.10) tenemos que r; puede ser escrito como

ri= (I — AQi-1(A))ro

donde ;1 es un polinomio de grado i — 1. Insertando esta relacién en (2.10)
con v; 11 = r; e igualando los coeficientes de ry a ambos lados obtenemos

hiy1i+ hig+hi—1; =0
lo cual define h;1; ;. Denotamos por R; la matriz con columnas r;:

Ri = (7”0, cey 7”1',1)
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por tanto tenemos

ARz - Ri+17—%+177j (212)

con T;y1, la matriz diagonal cuyos elementos distintos de cero son los defini-
dos por h; ;.

Como estamos buscando una solucién x; € K;(A;rg), este vector puede escri-
birse como una combinacion de los vectores base del subespacio de Krylov,
es decir, x; = Ry;.

Por la condicion de Ritz-Galerkin, el residuo x; debe ser ortogonal respecto
ATy, ..., T

y por tanto
RTARyy; — R'b = 0.

Usando la ecuacién (2.12), obtenemos
R;‘FRiTi,iyi = H7“0||§€1

Ya que RI'R; es una matriz diagonal con elementos ||ro||3 hasta ||r;_1||3,
encontramos la solucién resolviendo

Ty = e1 = yi = 1y = Ryy;

Hasta ahora sélo hemos usado el hecho de que A sea simétrica y que 7 ; es sin-
gular. Este método de Krylov es conocido como método de Lanczos para siste-
mas simétricos. Notemos que para algin j < n —1 la construccién de la base
ortogonal debe finalizar. En esa iteracién tendremos AR; = R; 1741 j41-
Sea y la solucién del sistema Tji1 11y = €1y @41 = Rj11y. Entonces
sigue que x4 = , es decir, hemos llegado a la solucién exacta, ya que
Axrjy1 —b=ARj1y —b = RjyTjp1 vy — b= Rjper —b=1r90—b=0
(recordamos que hemos asumido que zy = 0).

El método del Gradiente Conjugado es una variante de la anterior aproxima-
cién que ahorra almacenamiento y costo computacional. Si seguimos el enfo-
que anterior vemos que para resolver las ecuaciones proyectadas necesitamos
almacenar todas las columnas de R; para poder recuperar la aproximacion
x; en la iteracién actual. Esto puede hacerse de una manera mas eficiente en
cuanto a memoria se refiere. Si asumimos que la matriz A ademés es definida
positiva, entonces debido a la relacion

RTAR; = Rl R,T;;
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vemos que 1;; puede ser transformada en una matriz simétrica definida po-
sitiva. Por tanto 7T}, tiene descomposicion LU sin pivoting:

T = LU,

con L; bidiagonal inferior y U; bidiagonal superior con diagonal unitaria. Por

tanto,
€T, = Rzyl = Rij—;-;lel = (RiUfl)(L;lel) (213)

Nos centramos ahora, por separado, en los factores colocados entre paréntesis.

1.

do
Po 01
Lz = ¢1
Gi—2 0i1
Con q = L; e, podemos obtener ¢ resolviendo L;g = e;. Por tanto
G =1/00y Gi-1 = —i_2qi—2/di_1, vy asi podemos calcular los elementos
de ¢ de manera recurrente.
2.
1 €0
R = PU, = |P0 7 P2 Pt I &
€i—2
1

= Ti—1 = €_2Pi—2 + Di_1,

asi que el vector p;_; puede ser computado recurrentemente como
Pi-1 = Ti—1 — €—2Pi—2

Juntando ambas relaciones de recurrencia obtenemos

Ti=|{Po -+ Pi-1 :
qi—1
=Zi1+ qi—1Pi—1

En principio el método no parece muy complejo: la matriz tridiagonal es
generada a partir de una simple recurrencia de tres términos y esta matriz
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es factorizada y resuelta para ambos factores. Sin embargo, veremos que no
es necesario generar Tj; explicitamente.

Para ver esto simplificamos la notacién de nuestras relaciones de recurrencia
y entonces explotamos las propiedades de ortogonalidad bajo el método de
Lanczos. Primero escribimos o; = q; v 5; = €;.

Entonces nuestras relaciones de recurrencia de dos términos pueden reescri-
birse cé6mo

pi-1 =Tri-1 — Bi—2pi—2 (2.14)
Ti = Ti—1 + Qi—1Pi-1 (2.15)
ri =71 — -1 Apioa. (2.16)

El vector «;_1p;_1 es el vector de correccién que deja el nuevo minimo de
||x — z;||a. Por tanto es tangente a la superficie ||z — z||4 = ||© — z;||, para
z € K™Y(A;rg). Los vectores p; son A-ortogonales y pueden ser interpretados
como gradientes conjugados para ||z — z|| 4, vista como funcién de z. Esto da
nombre al método.

Proposiciéon 8. Sea r; = b — Ax;, i = 0,1,... el vector residuo producido
por el algoritmo de Lanczos y p;, 1 = 0,1, ..., los vectores auziliares definidos
anteriormente. Entonces,

1. Cada vector residuo es de la forma r; = o;v;41, donde o; es cierto
escalar. Como resultado, los vectores residuo son ortogonales entre st,
es decir (ri,r;) =0 i # j.

2. Los vectores auziliares p; forman un sistema de vectores A-conjugados,
es decir, (Ap;,p;) =0 para i # j
Demostracion. La primera parte se deduce de la relacién (2.11) como expli-

camos anteriormente.

Para la segunda tenemos que probar que P AP; es una matriz diagonal ,
donde recordamos que P; = ViU;l. De esto sigue que

PFAP, = U TV AVU!
— U;Tﬂ U,;l
Observemos que U; T L; es triangular inferior y simétrica por ser igual a la

matriz simétrica Pl AP;:

(PTAP)T = PTAT(PF)" = P AP,
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Por tanto debe ser una matriz diagonal. ]

Ya que rl-T r;—1 = 0, derivamos «;_1:

o — TZTTi—l
e 7"?4/@%—1
Usando (2.14) obtenemos que
TiT_lApi—l = (pz‘—l—ﬁi—zpi—z)TApi—1 = pzr—lApi—l_/Bi—szT—QApi—l = pzT—IApi—l
Y llegamos a la elegante expresion:

TZ'TTi—1
dim pZT—lApi—l

Derivamos ahora una expresién similar para ;1. Aplicando de nuevo (2.14)
obtenemos:

TiTApi—l = piTApi—l - 51‘—119?_1141%—1

Por tanto -
i—1 T
pz—lAp’L'fl
Manipulamos ahora numerador y denominador utilizando las relaciones an-
. . _ 1 :
teriores, aplicando al numerador (2.16) Ap;—1 = ——(r; — ri—1):
Ty _ T L7
ri Apio1 = — (ryri—riri—1) =— TiT
Qi1 Q1
De igual forma el denominador:
1 1 1
T T T T T
i1 Apic1i =1 Apir = — ri_qTi + T qTi—1 = riq1Ti-1
Q-1 Qi1 Q-1
Por tanto -
g, — T
i-1 = T
TiaTi-1

Notemos que necesitamos sélo dos nuevos productos internos en la iteracién
1-ésima para calcular ambos coeficientes, precisamente los mismos que en el
proceso de Lanczos.

Asi pues hemos llegado al conocido método del Gradiente Conjugado. El
nombre viene de la propiedad de que los vectores p; actualizados son A-
ortogonales. Cabe destacar que la matriz A sea positiva definida solo se utiliza
para garantizar la descomposicion de la matriz T;; generada implicitamente.
Esto sugiere que el método del Gradiente Conjugado podria también ser
efectivo para sistemas no definidos positivos, pero bajo nuestro riesgo.
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2.2.2. Notas computacionales

Presentamos a continuacién el método del Gradiente conjugado estandar sin
precondicionamiento para resolver el sistema Ax = b.

Gradiente Conjugado sin precondicionamiento:

1 xg aproximacion inicial , rg=0— Axg
2 for i = 1,2,

3 Pi—1 = 7“;[_17"14

4 if 1 =1

5 Pi =Ti—1

6 else

7 Bi—1 = pi—1/pi—2

8 pi =ri—1+ Bic1pi1

9 end

0 = Ap;

1 Q5 = pi—l/pzTCIi

2 Ti = Ti—1 + q;p;

3 Ty = Ti—1 — Q4Q;

4 if z; sufiente preciso entonces exit
5 end

¢ end

El método del gradiente conjugado es con mucha frecuencia usado en com-
binacién con una aproximacién conveniente K para A, la cual es llamada
precondicionador. Hablaremos de esto més detalladamente en el iltimo ca-
pitulo de la memoria.

2.2.3. La convergencia del Gradiente Conjugado

El método del gradiente conjugado (en todo lo que sigue K = I) construye
en la i-ésima iteracion un x;, que puede ser escrito como,

xz; —x = Pj(A)(xg — x), (2.17)

tal que ||z; — z|| 4 sea minimal sobre todos los polinomios P; de grado 7, con
P;(0) = 1. Denotamos los autovalores y autovectores normalizados de A por
Aj, zj. Escribimos ry = Z v;z;- De esto sigue que

ri = P(A)rg = Z%’Pi()\j)zj (2.18)

y por tanto
~2
i — z[|a = Z : P2 (2.19)
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Notemos que los tnicos A; que juegan un papel en este proceso son aquellos
para los cuales 7; # 0. En particular, si A es semidefinida, es decir, existe
algin A = 0, entonces esto no serd ningun problema en el proceso de mini-
mizacion ya que el correspondiente v es cero también. La situacion en que y
es pequenio debido a errores de redondeo, se discute en [4].

Obtenemos asf una cota superior para el error (en A-norma)

2
o=l = 323 T E Bp Y (2.20)

72
< méx Q*(\; 2
— >\j Q’L( .7) : )\]

J

(2.21)

para cualquier polinomio arbitrario @; de grado i con Q;(0) = 1, donde el
maximo es alcanzado entre aquellos A para los cuales v # 0.

Conseguimos cotas superiores descriptivas seleccionando polinomios adecua-
dos para ();. Una cota muy conocida viene de escoger como @); el polinomio
de Chebyshev C; de grado i transformado para el intervalo [Anin, Amaz] ¥
escalado de tal forma que su valor en 0 sea 1:

Ci 2>\_(>\min+)\maw)
Q) = 2 )
O’L(_( min+ maz))

Amaz *)\min

Recordamos las siguientes propiedades de los polinomios de Chebyshev:

ci(x) = cos(iarccos(x)) para —1<x<1 (2.22)
ICi(x)| <1 —1<z<1 (2.23)
1 . .
Cila) = 5 [@: V1) (o 4+ VaE = 1)—1] z>1 (2.24)
|Cix)] = |Ci(—2)|. (2.25)
Con Q); en vez de el polinomio optimal CG P;, tenemos
7] 2(
s — ]la < Z Q (2.26)
< méX |QF M)l — - (2.27)
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Utilizando propiedades de los polinomios de Chebyshev podemos derivar una
elegante cota superior para el error en A-norma. Primero notemos que:

1
>\7nin A'rr7,aat:
|C; (QmintAmas) |

max _/\min

|Q’L(>\)| S para}\min S /\ S )\ma:c

Usaremos también que para 0 < a < b tenemos que

conz = (b+a)/(b—a).

Con a = A\pin ¥ b = Mjae, tenemos que para a < A < b

1
|Qi(N)] < G (2.28)
! _bta
§2<(a:+ 952_1)1') con & = 1 — (2.29)
=2(x — Va2 - 1) (2.30)
= o)

L (vh-vaY
_2<¢B—¢a>' (2.32)

Con k = b/a = Apaz/Amin Obtenemos una cota muy conocida para la A-

norma del error:
VEk—1 i
lx; — z||a <2 ( |xo — x| - (2.33)

VE+1

Esta cota muestra que tendremos una convergencia mas rapida para niimeros
de condicién mas pequenos. Podemos obtener cotas similares para distribu-
ciones especificas de autovalores. Por ejemplo, si consideramos la situacion
en que A\, > \,_1. Entonces seleccionamos para @);, el polinomio

Qi) = N o (W) [ <#)

con a = Apin, b = Mnas-
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Esto muestra que para la situacion donde \,_; es relativamente mucho mas
pequeno que \,, la cota del error para el proceso del gradiente conjugado
se queda s6lo un paso atras de la cota para un proceso con un nimero de
condicion A,_1/);.

Estos tipos de cotas muestran que es importante tener pequenos niimeros de
condicién, o, en caso de tener niumeros de condicion grandes, tener una buena
distribucién de los autovalores que causan este alto nimero de condicién.
En este caso decimos que parte del espectro esta agrupado. El propdsito del
precondicionamiento es reducir el niimero de condicionamiento x y/o agrupar
los autovalores.

Efectos locales en el comportamiento de la convergencia

Cotas superiores como (2.33) muestran que tenemos convergencia global, pero
estas no nos ayudan a explicar todo tipo de efectos locales en el comporta-
miento de la convergencia del gradiente conjugado. Un efecto muy conocido es
la convergencia superlineal: en muchas ocasiones la velocidad media conver-
gencia parece aumentar a medida que avanzan las iteraciones. Como hemos
visto, el algoritmo del Gradiente Conjugado no es més que una implemen-
tacion mas eficiente del algoritmo de Lanczos. Los autovalores de la matriz
tridiagonal T; implicitamente generada son los Ritz values de A con respec-
to al actual subespacio de Krylov. Es conocido de la teoria de Lanczos que
estos Ritz values convergen hacia los autovalores de A y que, en general, los
autovalores extremos de A tienen buenas aproximaciones desde iteraciones
tempranas. Ademads, la velocidad de convergencia depende en cémo de bien
estos autovalores estan separados los unos de los otros. Estos nos ayuda a
entender el comportamiento de la convergencia superlineal en el método del
gradiente conjugado. Puede mostrarse que tan pronto como uno de los au-
tovalores extremos estd moderadamente bien aproximado por un Ritz value,
el proceso converge a partir de entonces como un proceso en el cual este au-
tovalor no esté, es decir, un proceso con un numero de condicién reducido.
Notemos que nos referimos convergencia superlineal como convergencia li-
neal con un factor que es gradualmente decreciente durante el proceso, tanto
como los autovalores extremos van siendo mejor aproximados. En este texto
no entraremos en los detalles tedricos de esto, para més informacién ver [9].

2.3. FOM

FOM (de las siglas Full Orthogonalization Method) es un método de pro-
yeccion ortogonal con £ = K = K;(A, 1), como ya hemos explicado en el



26 CAPITULO 2. METODOS ITERATIVOS DE KRYLOV

apartado 2.1.1 dada una aproximacién inicial al sistema original (1.1) en
FOM la solucién viene dada por:

r; = xo + Viy (2.34)

Donde
yi = H; ' (Ber) (2.35)

Algoritmo: FOM

1 Calculo rg=b— Axg, f:=|roll2 v v1:=710/8

2 Define la matriz ix¢ H; = {hgj}tr =1,.:. Establecemos H; =0
3 for j = 1,...1

4 UIj = A’Uj

5 for /=1,....j

6 hej = (w;,ve)

7 w; = w; — hgj’Uk

8 end

9 i1 = llwl2

0 if hjy1;,=0

1 =]

2 Salimos del bucle a la linea 15
3 end

4 Vi1 = wj/hjia,

5 end

¢ Calculo y; = H; '(Be1) y xi =0+ Viys

El anterior algoritmo depende del parametro i, el cual designa la dimensién
del subespacio de Krylov. En la practica es deseable seleccionar i de forma
dindmica, para ello debemos poder calcular la norma residual de x; de una
forma con un costo computacional factible. Entonces podriamos parar el al-
goritmo en la iteracién adecuada usando dicha informacion. Pero para FOM,
igual que para el gradiente conjugado se satisface la relacién (2.11), dejamos
esto enunciado en la siguiente proposicion omitiendo la prueba que ya vimos
en el caso del Gradiente Conjugado.

Proposicién 9. FEl vector residuo de la solucion aproximada x; calculado por
el algoritmo FOM es tal que

T
b— Ax; = —hiy1,€; Yivis

1y, entonces,
16— Azillo = higiale] vil (2.36)

Determinamos ahora una estimacion del costo computacional de cada ite-
racién del algoritmo. Sea Nz(A) el nimero de elementos distintos de cero
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de A, entonces ¢ iteraciones del algoritmo de Arnoldi requieren 7 produc-
tos matriz-vector lo cuél denota un costo de 2i x Nz(A). Cada iteracién de
Gram-Schmidt cuesta aproximadamente 4 X j X n operaciones, que en un
total de i operaciones serd aproximadamente 2i?n. Por tanto una iteracién
de FOM tiene un costo aproximado de

2Nz(A) + 2in

En cuanto a almacenamiento, ¢ vectores de longitud n son requeridos para
guardar la base V;. Ademas debemos usar vectores para almacenar la solucion
actual y el lado derecho de la ecuacion y un vector de ceros para los productos
matriz-vector. La matriz Hessenberg H; también debe ser almacenada. El

total es
)

, 7

(i+3)n+ —
2

En la mayoria de casos ¢ es pequeno comparado con n, por tanto dicho costo

de almacenamiento estd dominado por el primer término.

Cuando ¢ incrementa el costo computacional incrementa al menos como
O(i*)n debido a la ortogonalizacién de Gram-Schmidt. El costo en cudnto
a memoria incrementa como O(in). Si n es grande este limita cuanto de
grande puede ser ¢ y por tanto el nimero de aproximaciones que podemos
hacer a nuestra solucién. Hay dos posibles soluciones, la primera es reiniciar
el algoritmo peridédicamente y la segunda “truncar” la ortogonalizacion en el
algoritmo de Arnoldi, pero no entraremos en mas detalle en este documento.

2.4. GMRES

GMRES, abreviatura de Generalized Minimal Residual Method, es un méto-
do de proyeccion basado en coger K = K; v L = AK;, dénde K; es el subes-
pacio de Krylov de dimension i con vy = r¢/||7o]|2. En este caso se trata de
una proyeccién oblicua al espacio de Krylov en vez de una proyecciéon orto-
gonal. Como ya hemos descrito en el apartado 2.1.2, dicha técnica se basa en
minimizar la norma residual sobre todos los vectores pertenecientes a xy+C;.

Hay dos maneras de derivar el algoritmo. La primera explotando las propie-
dades de optimalidad y la relacién (1.12) AV; = Vi11H,41,. Esto es lo que
hemos visto en la seccién 2.1.2, donde la aproximacién por minima norma
residual nos deja un pequeno problema de minimos cuadrados por resolver:

HiJrLiy = H?“o”g@l (237)
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En GMRES esto es hecho de forma eficiente mediante rotaciones de Givens,
que anulan los elementos de la subdiagonal en la matriz Hessenberg superior
H;, més adelante abarcaremos esto en detalle.

La segunda manera de derivar el algoritmo GMRES es usar la formula
estandar (1.7) x = zo + V(WTAV)'WTrg con V = V; y W = AV,. De
la ecuacién (2.6) obtenemos la relacién para el residuo de la aproximacion i-
ésima b— Ax; = Vi1 (Ber — Hyy14y). Vamos a imponer ahora la ortogonalidad
del residuo al espacio £ = AK;

(AV")(Viza(Ber — Hipry)) = Hiy Vi Vi (Ber — Higay) =0

En la primera igualdad aplicamos la relacién (1.12) y teniendo en cuenta que

V:X1Vip1 = Id obtenemos

T T
H; Hi+1,iy = Hi—&-l,iﬁel

Lo cudl es exactamente la condicidon obtenida anteriormente al buscar la
aproximacién x; que minimice el residuo r; = b — Ax;.

Una clara dificultad de este algoritmo es que no nos proporciona la solucién
aproximada z; en cada iteracién y por tanto no es facil determinar cuando
parar. Una posible solucién seria calcular la solucién aproximada x; en inter-
valos regulares y revisar la convergencia testeando el residuo. Sin embargo,
hay una manera mas elegante de resolver este problema relacionada con la
manera en la que resolvemos el problema de minimos cuadrados (2.37).

Para resolver el problema de minimos cuadrados ||Se; — H;y1 9|, es natural
transformar la matriz Hessenberg en una matriz triangular superior usando
rotaciones de Givens. Definimos la matriz de rotacion

1

Ci S
—Si G

con ¢ + s7 = 1. Si han sido ejecutadas ¢ iteraciones de GMRES entonces
estas matrices tienen dimensién (i 4+ 1) x (¢ + 1).
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Multiplicamos la matriz Hessenberg H;.,; y el correspondiente lado derecho
go = [Pe; por una secuencia de tales matrices. Cada iteracion los coeficientes
si, ¢; son seleccionados para eliminar el elemento A, ;.

Por ejemplo para el caso ¢+ = 5 tendriamos

hit hia hiz hig has B
hoi hoa has has  hos 0
hsy hsz hss hss 0
H pr— y pr—
. his has has |7 907 [0
hss  hss 0
hes 0
Entonces, para eliminar hg ;, premultiplicamos Hgs por
1 1
—S1 C
Q= 1
1
1
con
hay hi1
851 = —F———, = —F———
hiy + h3, hiy + h3,
y obtenemos la siguiente matriz y lado derecho
1 1 1 1 1
T
hay  hog  hoy s _'815
g _ hsa  hss  has  hss O
® his ha has |0 0
hss  hss 0
hes 0

Ahora podemos premultiplicar la anterior matriz y lado derecho de nuevo
por una matriz de rotacién {2, para eliminar hgs. Esto es posible cogiendo

A h(l)
Sy = 32 Co 22

Wz, V)R,

Este proceso de eliminacién contintda hasta que la i-ésima rotacién es apli-
cada, lo cudl transforma el problema inicial en el mismo involucrando la
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siguiente matriz y lado derecho,

hﬁ) h(5) h(5) h(5) h(5)

G B L) .06 n
R B :
(5) _ hys  hyl D G _ |73
Hg' = 33 hz(aé) h?‘% c g = (2.38)
“
hss '
0 Y6

Generalmente, los escalares ¢; y s; de la i-ésima rotacion €2; estan definidos
cOmo

hisui h“‘ Y
S; = fas y G = (2.39)
(l 1) \/_hl 1
(h ) + hz—i—l 7 H_l i
Definimos (); como el producto de matrices €2;,
Qi = Q1.0
y
Ri—i—l,i - 1+1 i Qz i+1,75 (24())
= Qu(Ber) = (1 7i1)" (241)
Ya que Q); es unitaria,
min||fer — Hiy1 392 = min”gz(i)l — Riy13y])2- (2.42)

La solucion del anterior problema de minimos cuadrados es obtenida sim-
plemente resolviendo un sistema trlangular eliminando la tdltima fila de la
matriz R;;1,; y del lado derecho gZ +1 en (2.42). Ademads, para la solucién y,
que minimiza ||fe; — H;y1,y||2 el residuo no es més que el término 4 de la
anterior ilustracion. Formalizamos esto con la siguiente proposicion.

Proposicién 10. Sean (), j =1, ...,4 las matrices de rotacion utilizadas para
transformar H;yq,; en la matriz triangular superior R, y el lado derecho
ggl = (Y1, ...,%41)Y, que ahora por simplicidad denotaremos simplemente
Giv1, definidas por (2.40) y (2.41). Denotamos por R; la matrizixi triangular
superior obtenida al eliminar la ultima fila de R;11,; y por g; el vector m-

dimensional obtenido al eliminar la ltima componente de gfgfgl. Entonces,
1. El rango de AV; es igual al rango de R;. En particular,

2. El vector y; el cudl minimiza ||fer — Hiv1,:Y||2 estd dado por

= R; g,
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3. El vector residual en la iteracion i satisface

b— Az; = Vigi(Ber — Hir1,y) = Vie1 QF (ir1€i1) (2.43)

y, como resultado,
16— Azilla = [yital (2.44)

Demostracion. Para probar la primera parte, usamos (1.12), para obtener la
relacion

T T
AVi=VigHip1; = VipQ; Qi1 = Vi1 Qg Riga

Ya que Vi 1Q! es unitario, el rango de AV; es el mismo que el de R, 1, que
coincide con el de R; ya que estas dos matrices se diferencian por sélo una
fila de ceros. Si r;; = 0 entonces R; tiene rango < ¢ — 1 y como resultado
AV; también es de rango < ¢ — 1. Como V; tiene rango maximo A debe ser
singular.

La segunda parte ya la hemos probado esencialmente antes de la proposicién.
Para cualquier vector y tenemos,

1Ber — Hiv1,yll3 = 1Qi(Ber — Hir1,)|3
= HgiJrl - Rm,inS
= |y )* + llgi — Rz‘+1,z‘y||§

El minimo del lado izquierdo es alcanzado cuando el segundo termino del
lado derecho es cero. Como R; es invertible, esto sucede cuando y = R; ' g;.

Para probar la tercera parte, empezamos con las definiciones usadas para
GMRES vy la relacién (2.6). Para cualquier z = z + V;y,
b— Ax :W+1(ﬁ€1 - Hi+1,iy)
= i-‘rleTQi(ﬁel — Hi1,y)
=Vi1Q7 (gis1 — Riz14y)
Como hemos visto en la prueba de la segunda parte anterior, la 2-norma de

gi+1 — Riy1,y es minimizada cuando y anula todas las componentes de lado
derecho g;11 menos la ultima, la cual es igual a v;,1. Como resultado,

b— Az; = Vi Q] (Vit1€i41)

lo cual es (2.43). El resultado (2.44) sigue de la ortonomalidad de los vectores
columna de la matriz V,,,1Q7 . O
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Hasta ahora s6lo hemos descrito un proceso para computar la solucién de
minimos cuadrados y; de (2.37). Este método con rotaciones puede ser usado
también para resolver el sistema lineal (2.35) para el método FOM. La tnica
diferencia es que la ultima rotacion €2; debe ser omitida.

Este enfoque nos permite obtener la norma residual en cada iteracion sin ope-
raciones aritméticas adicionales. Para ilustrar esto empezamos desde (2.38),
es decir, asumimos que las primeras ¢ rotaciones han sido ya realizadas. Asu-
mimos que el test llevado a cabo dicta que debemos continuar, es decir,
debemos ejecutar una iteraciéon mas en el algoritmo de Arnoldi calculando
Avg y la sexta columna de Hrg. Esta columna es adherida a Rgs a la cual le
anadimos una fila de ceros para alcanzar la dimensién. Entonces la previas
rotaciones €21, (), ..., {25 son aplicadas a esta ultima columna. Después de esto
se obtiene la siguiente matriz y lado derecho:

5 5 5 5 5 5
By R b by B hag

WD B KD B A i
WD KO hD A .
Res = hz(li)l) hz(f? hz(i? ' g((;5) | (2.45)
W O
0 hog 0

Ahora continuamos de igual forma que antes, aplicando la siguiente rotacion
para eliminar el elemento hrg:

h h(5)
S¢ = ° P G = 56
5 5
V (he)2 + b2 (he)? + h2g
obteniendo
11 T2 T13 T4 Ti15 Ti6 4!
T2 T23 T4 To5 T2 2
) 33 T34 T35 T36 ©) V3
H6 = Taa T45 T46 s 9 = . (246)
Ts5 Ts6
T66 C6Y6
0 —5676

Si la norma |7y,41] es lo suficiente pequena detenemos el proceso. Eliminamos
(1)

la ultima fila de R;41, y g;  y resolvemos el sistema triangular superior
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resultante obteniendo y;, asi calculamos la aproximacion x; = xo + V;y;. De
(2.46) obtenemos la siguiente relacion

Vit = =85 (2.47)

Si s; = 0 entonces la norma residual debe ser cero, lo cudl significa que la
aproximacion es exacta en la iteracién j-ésima.

Al examinar el algoritmo GMRES vemos que la tnica posibilidad de salir
-breakdown- es dentro del bucle del algoritmo de Arnoli, cuando 9,4, = 0,
es decir, hji1; = 0 en dicha iteracién j. Entonces el algoritmo para ya que
no podemos generar el siguiente vector en el algoritmo de Arnoldi. En esta
situacion el vector residual es cero, es decir, alcanzamos la solucién exacta en
dicha iteracion. Es més, lo contrario también es verdad: si el algoritmo para
en la iteracién j con b — Ax; = 0, entonces hj;; = 0.

Proposicion 11. Sea A una matriz no singular. Entonces el algoritmo GM-
RES para en la iteracion j, es decir, hji1; = 0 sty solo si la solucion
aprozimada es exacta.

Demostracion. Para probar la primera implicacion, observamos que si hjyq,; =
0, entonces s; = 0. De hecho, ya que A es no singular, por la primera parte de
la proposicién 10 7;; = hji1; es distinto de cero y por (2.39) esto implica que
s; = 0 . Entonces por las relaciones (2.44) y (2.47) llegamos a que r; = 0. [J

De manera similar al algoritmo FOM, GMRES es impracticable cuando i es
de gran dimensién ya que aumenta tanto a memoria como el costo compu-
tacional requeridos, los cudles son idénticos que FOM. De la misma forma hay
dos remedios o posibles soluciones, la méas sencilla es reiniciar el algoritmo
cada m iteraciones, este algoritmos es denominado como GMRES(m):

Algoritmo GMRES(m) sin precondicionamiento con Gram-Schmidt
modificado:

r=0b— Axg para una primera aproximacion incial xg
T = X
for 7=1,2,...
B=Irllz, vi=r/B, v=pBe
for i=1,2....m
w = Av;
for k=1,...,4
hii = v,{w , w=w— hy ;v
hi+1,i = ||w||2 , Vigl = w/hH»l,i
1= N1
for k=2,...,i

H O © 00 N O O ks W N
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2 o= Ch—1Th—1,k + Sk—1hpi
3 Thi = —Sk—1Tk—1 + Ch—1Rk
4 Tho1) = Q

——
ot

6= \/7’1'271‘ +hi » ci=1ii/0, si=hit1:/0

Tii = CiTii + Sihit1:
Yit1 = =SV, Vi = Ci%
p=Vit1l (= b — AzG-1ymill2)
if p es suficiente pequeno then
(n, =14 go to SOL)
Ny =mMmM, Yn, = ’Ym./rm,,nT
SOL: for k=n,—1,..,1

yr = (7 — Z?:Tkﬂ Tki¥i) /T k

T=T 4> Y

D R W N HE O © N O

end

Nota que lo discutido anteriormente puede ser implementado cémo criterio
de parada y calcular la norma residual en cada iteracién j sin necesidad de
calcular la solucion, parando asi el programa cuando esta sea suficientemente
pequena.

2.5. MINRES

Cuando A es simétrica la matriz H;,;,; se reduce a una matriz tridiagonal
T;+1,. Podemos explotar esta propiedad para obtener cortas relaciones de de
recurrencia. Como en GMRES buscamos

z; € {ro, Arg, ..., A" 'ro}, i = Ry

|Az; — bll2 = ||AR;y: — bl|2

= HRi+1Ti+1,i?/i — bl[2,
tal que esta norma residual sea minima. Ahora explotamos el hecho de que
Rz’+1D;+117 con
Di1 = diag ([[roll2; I1ll2, - lI7ill2)
es una transformacién ortonormal con respecto al subespacio de Krylov ac-
tual:
[Az; = blla = [[Dit1Tiv1,9: — [|Iroll2€1]2

y esta expresion final puede ser vista como un problema de minimos cuadra-
dos.
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El elemento en la posicién (i + 1,7) puede transformarse a 0 por una simple
rotacion Givens y el sistema tridiagonal superior resultante (el resto de ele-
mentos subdiagonales serdn eliminados en las iteraciones previas) puede ser
resuelto de forma simple como veremos ahora.

EL efecto de las rotaciones Givens es que 7j;;,; es descompuesta en forma
QR:
Tip1i = Qi1 R,

en la cual la matriz ortogonal ();1+1; es el producto de las rotaciones Givens
y R;; es una matriz triangular superior con tres diagonales distintas de cero.
Podemos explotar esta estructura en banda de R;; para el cdlculo de z;.

La solucién de Tj41,y; = ||rol|ex puede escribirse como

yi = R Q7 llrollzen,

asi la solucién z; puede ser calculada como
vi = (ViR )(Qisllrollaen).

Primero calculamos la matriz W; = V;R; ! y es facil ver que la tiltima columna
de W es obtenida de las tltimas 3 columnas de V;. El vector z; = Q7. , ;|7o||2€1
puede ser también actualizado a partir de una corta recurrencia, ya que z;
sigue de una simple rotacién Givens en las dos iltimas coordenadas de z;_.
Este par de relaciones de recurrencia nos dejan el método MINRES.

Algoritmo MINRES sin precondicionamiento:

1 Calculamos v; =b— Azy para una primera aproximacion incial xzg
2 1= |lvill2; n = B

3 m="=1; 01 =00=0;

4 v9=0; wy=w_1 =0;

5 for i = 1,2,...

6 La recurrencia de Lanczos:

7 vi = 55 @i = v ATvg;

8 Vit1 = Av; — v — Bivi—1

0 Biv1 = [[vitall2

i0o Factorizacion QR:

11 Rotaciones Givens antiguas en nueva columna de T:
2 0 = vio; — Vi—10i;

fs pL=/0"+ B

4 p2 = 00 + Yi—17Vi s

5 p3 = 0;_10;

6 Nuevas rotaciones Givens para el elemento subdiagonal:
7 Yi+1 = 6/p1;

8 Siv1 = Biv1/p1




36 CAPITULO 2. METODOS ITERATIVOS DE KRYLOV

Actualizamos la solucion (con Wi:V;R;il)
w; = (v; — P3wWi—2 — Pawi_1)/p1
Ti = Ti—1 + Vit1NW;
I7ill2 = loialllri-ill2
Comprobamos la convergencia; continuamos si es necesario
= 0i+17]

N A e N ™ N
ot [t [V} - o ©

end

MINRES es atractivo cuando la matriz A es simétrica indefinida. En el caso
de que sea simétrica positiva definida, el gradiente conjugado es preferido.
Para un precondicionador simétrico definido positivo de la forma LLT, el
algoritmo MINRES puede ser aplicado para el sistema explicitamente pre-
condicionado

L*AL Tz =L, conx=L"1%

Sin embargo, no podemos aplicar MINRES sin correr riesgo a K 1Az =
K=, para K y A simétricas, cuando K~*A no es simétrica. No nos ayuda
reemplazar el producto interno por la forma bilineal (z, Ky), con respecto
al cual la matriz K~'A es simétrica, ya que esta forma bilineal no define
un producto interno si K no es positiva definida. La construccién de pre-
condicionadores eficientes para A simétrica indefinida es un problema muy
extenso.

El uso de la relacién de recurrencia de tres términos para las columnas W;
hace a MINRES muy vulnerable a los errores de redondeo. Ha sido demos-
trado que los errores de redondeo se propagan a la solucién aproximada con
un factor proporcional al cuadrado del nimero de condicién de A, mientras
en GMRES estos errores dependen sélo del niimero de condicion en si mismo.
Entonces deberiamos tener cuidado con MINRES para sistemas mal condi-
cionados. Si el almacenamiento no es problema GMRES es méas recomendable
para sistemas mal condicionados, si el almacenamiento si es un problema en-
tonces podriamos considerar el método SYMMLQ), el cudl no entraremos a
explicar mas detalladamente en este documento.




Capitulo 3

Teorema de Faber-Manteuftel

Como hemos visto, si A es simétrica el algoritmo de Arnoldi se simplifica en
el algoritmo simétrico de Lanczos, el cual requiere cédlculos exclusivamente
con recurrencias de tres términos. Consecuentemente, en este caso, el método
FOM es matematicamente equivalente al algoritmo del Gradiente Conjugado.
De manera similar, el algoritmo GMRES deriva para matrices A hermiticas
en el método de residuos conjugados.

Esta claro que los algoritmos tipo CG, es decir, los definidos por recurren-
cias de pocos términos, son preferibles ya que requieren menos memoria y
operaciones por iteracion.

En 1981, G. Golub planted la cuestion de caracterizar condiciones necesarias
y suficientes sobre una matriz A para la existencia de métodos tipo gradiente
conjugado con recurrencias de tres términos para resolver el sistema lineal
Ax = b. Esta cuestiéon fué totalmente resuelta por Faber y Manteuffel [2]
en 1984, estableciendo que existe un método tipo gradiente conjugado con
recurrencias de (s+2) términos para una matriz A con respecto a un producto
interno si y sélo si la matriz adjunta A* con respecto a dicho producto interno
es un polinomio de grado s en A (es decir, A es normal de grado s).

El objetivo de este capitulo, que da titulo a esta Memoria de Fin de Grado,
es exponer este teorema, estableciendo lo que entenderemos genéricamente
por un método gradiente, y caracterizando la clase CG(s) de matrices A para
las que el sistema lineal Ax = b puede resolverse con un método gradiente
conjugado con recurrencias de s términos. El resultado concluye que, excepto
ciertas excepciones, estas matrices no son otras que las ya conocidas para las
cuales existe un método gradiente conjugado: matrices Hermiticas, A* = A,
y matrices de la forma A = ¢*(dI + B) con B* = —B.

37
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Teorema (teorema de Faber-Manteuffel). Eziste un método gradiente con-
jugado con recurrencias de s términos existe para la solucion de Ax =b si y
solo si se cumple una de las dos siquientes condiciones:

1. El polinomio minimo de A tiene grado < s, o

2. A*, la matriz adjunta de A con respecto a un producto interno, es po-
linomial en A de grado < s — 2

La condicion de que A* sea polinomial en A de algun grado es equivalente a
que A sea mormal con respecto al producto interno.

La prueba que desarrollamos sigue la de la publicacion original de Faber y
Manteuffel [2]. Dividimos la prueba en varios apartados, cada uno correspon-
diente con una seccién del capitulo: en la primera seccion describimos lo que
entendemos por un método gradiente; en la segunda probamos que la op-
timalidad en un cierto sentido lleva a métodos de gradientes conjungaqdos;
la tercera seccion discute los métodos gradiente conjugado a la vista de las
recurrencias finitas que se utilizan en su implementacion, introduciendo la
clase CG(s) de matrices. La cuarta seccion aborda los lemas y teoremas de
caracterizacion.

3.1. Meétodos gradiente

Dado un sistema lineal Az = by una aproximacién inicial zq, sea ro = b— Axg
el residuo inicial. Entendemos por un método gradiente un método en el que
la solucién aproximada en cada iteracién adopta la forma

Tir1 = X5 + Znijrj, ri = b— Al’j. (31)

J=0

Es decir, en cada iteracién la nueva aproximacion se obtiene de la anterior
sumando una combinacion lineal de los vectores residuos previos. El término
gradiente proviene del hecho de que si A es simétrica ,r = b — Az es el
gradiente de la forma bilineal Q(z) = 3((A™'b — z, A(A™'b — x)). Si A es
simétrica definida positiva @Q(z) alcanza el minimo en x = A~'b. Por eso
se utiliza una combinacion lineal de estos residuos para aproximarse a la
solucién del sistema. Si A no es simétrica definida positiva ain podemos
considerar iteraciones de la forma (3.1). Cada r; es facilmente computable y
si A es invertible, la solucién puede ser obtenida con tales iteraciones. Para
ver esto, primero mostraremos por induccién que r; = p;(A)rg, donde p;(2)
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es un polinomio de grado < j. Tenemos
Z1 = To + TooTo
Por tanto,
r1 = (I —noA)ro = p1(A)rg
En general,
i
Tip1 = T; + Z 03575
=0
Por tanto, supongamos que es cierto para i (r; = p;(A)ro):

i—1

Titl = T — Z%‘Arj =ri — N Ar; — Z%’Arj

j=0 7=0

i—1
= pi(A)ro — miApi(A)ro — A mipi(A)ro
=0
i—1
= (I =niA)pi(A) — A Z 1i50i (A)]ro = pis1(A)ro
=0

Supongamos que 7;; # 0 para todo i. Entonces p;(2) es de grado exacto iy los
vectores residuales forman una base para el espacio de Krylov de dimension
i+1 generada por A y rg, es decir:

Vis1 = span{ro, Arg, ..., A'rg} = span{ro, 71, ..., 7:}

Por (3.1) vemos que con la adecuada eleccién de los 7;; podemos hacer que
11 — x; sea cualquier elemento de V;y ;. Ya que A es de dimension finita,
digamos N, existe un primer ¢ < N tal que V;, = V1. Llamemos k a dicho
¢. Los vectores {r, ..., A¥rg} son linealmente dependientes y podemos elegir

Bo, -, Br. tales que
k
Z BiA'rg =0
i=0

Si A es invertible, o bien §y # 0 o bien k puede tomarse mas pequeno. Si
Bo # 0 entonces la solucion del sistema viene dada por

k
1 .
.T:IO—% E BlAz 17"0
=1
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como facilmente se comprueba de las igualdades siguientes

AZL‘_AZL‘()——Z/BZATO AZL’U—B—( B()’f’o) A$0—|—b—A£IZO:b.

Puesto que los vectores residuos generan el espacio de Krylov, la adecuada
eleccién de los 7;; en (3.1) proporciona la solucién exacta del sistema.

3.2. Optimalidad

Abordamos ahora el problema de elegir los 7;; adecuadamente. Una posible
solucién es forzar una condicién de optimalidad. Sea ¢; = A~ — x; = 2 — 2
el vector error del i-ésimo iterante.

Supongamos que tenemos una norma asociada a un producto interno:
2
2] = [z, 2]

Entonces nos gustaria elegir x; de tal forma que ||¢;|| sea minimizado entre
todas las posibles iteraciones de la forma (3.1). En otras palabras, en la
iteracién i-ésima ponemos

Tit1 = Tj + oup;

donde p; € Vi 1. Queremos elegir a;p; tal que |le;41]| sea lo mds pequeno
posible. Tenemos

1
Tit1 = To + g Q;p;;
=0

i
€it1 = €9 — E Q;Pj
=0
Calculando la norma tenemos:
H€i+1H 60760 €o, E a;pj | — E Q;Pj, € E a;pj, E a;p;
j:() j:() j:O

Sea o = x; + 1y;, y calculemos la derivada parcial respecto a cada z;, y; e
igualemos a 0 dichas derivadas, para obtener el sistema lineal:

y por tanto

[P, po]  [P1,p0] - [Pis ol g €0, Po
[pOJ‘?ifl] [piabifl] 041';1 N [6071.91‘71} (3.2>
[pO; pi] . . [pi7 Pi] Q [60, pi]
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Ya que esto es cierto para todo i, en particular lo sera para i — 1, es decir,
[pospol  [p1spo] - [pi-1,p0] Qo (€0, Po]
: : : : L= : (3-3)
[P0, Pi—1] . -+ pic1, picd] Q1 [0, Pi1]

Por tanto, para que se satisfaga el sistema (3.2) debemos tener necesaria-
mente

[p07pi] [6 ]
al| -0, a;= [O’pz] (3.4)
Dis Pi
[pi1, il
Si oy # 0 entonces [pj,p;] = 0, j < i. Si a; = 0, entonces |le;41]| = [lesl-

Si, por otro lado, V;,; = V; ya hemos visto en la seccién 3.1 que se alcanza
la solucién y por tanto e;y; = 0. Sin embargo, si V;11 # V; hay un tnico
(excepto multiplos) vector p; € Vi1 tal que [p;, z] = 0 para todo z € V.

Resumiendo, si cada x;11 = x¢ + y; es elegido de tal forma que |e;11|| sea
optimal entre todos los y; € V., entonces x;11 — x; = «;p; donde p; es
el tnico vector (excepto multiplos) tal que [p;, 2] = 0 para todo z € V; y
a; = [eo, pi]/[pi, pi]. Notemos que también

_ leq, i

o; = .
[plapi]

Puesto que los p; son conjugados dos a dos con respecto al producto interno
es por lo que llamamos a este método un método de gradientes conjugados.
Para que la férmula en (3.5) sea computable sera requisito elegir de forma
adecuada el producto interno.

(3.5)

3.3. Calculo recursivo de los p;’s

De la seccion anterior, sabemos que puesto que p; € Vi1 v p; es ortogonal
a Vi, pi = ¢;(A)po donde ¢;(2) es un polinomio de grado exactamente i. Por
tanto Ap; es un polinomio de grado exacto i + 1 en A por py, y por tanto,

Vito = span{Ap;, po, ..., pi}

El vector p; ;1 puede ser calculado como

pi+1 = Ap; — Z Bijp;
j=0
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Los B;; quedan univocamente determinados imponiendo las condiciones de
ortogonalidad

[pit1,0]] =0, j=0,...,1

que origina

[pees o) = [Api = D Bigpspi) = [Apispi) = ) Bislpy. )
Jj=0 =0
= [Api, pj] — Bijlpj,pi]l =0

y, por tanto
[Api,pi] _
Bij:#, j:O,..,Z
[P, ps]
Sila matriz A es autoadjunta con respecto al producto interno (generalizacién
de A = A*), tenemos

[pz', A*Pj] _ [Pz', Apj ]
[pj, pjl [pj, pj]

ﬁij =

Puesto que p; € Vj41, Ap; € Vj1o. Como p; € Vi1, es ortogonal a V;, tenemos
Bij =0paraj<i—1(paraj=i—1 Ap;_1 € Viy1 ). Por tanto

Pi+1 = Api — Biipi — 51',1'—1191'—1 (3-6)

Reconocemos en esta expresion una relacion de recurrencia de 3-términos
para calcular los sucesivos p;.

De forma similar, podemos considerar recurrencias de s términos, para

Di+1 = Ap; — Z 5171?3‘, (3-7>

j=i—s+2

y preguntarnos para qué clase de matrices obtenemos una relaciéon de recu-
rrencia como ésta cualquiera que sea py.

Denotemos con d(p) el grado del polinomio minimo del vector p con respecto
a A. Esta es la dimensién del espacio de Krylov generado por py A. Sea d(A)
el grado del polinomio minimo de A. Puesto que V;;; es de dimensioén i + 1,
si d(po) =i+ 1 entonces no es necesario computar p;.1 porque V;;; contiene
a la solucién. Por tanto f3;; no necesita ser calculado, y podemos introducir
la siguiente definicion.
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Definicién 1. Eziste una iteracion gradiente conjugado de s-términos para
la matriz A si para todo po, [Api, p;] = 0 para todo i,j tales que j +s —1 <
i < d(pg) — 2. Denotaremos a esta clase de matrices CG(s).

La forma m&as comunmente usada del método del gradiente conjugado de
3-términos aplicada a una matriz simétrica definida positiva A tiene como
iteraciones:

Tig1 =T +aipi Tig1 =T — AP pig1 = T+ Bips
Observamos que r; = p; — 8;_1p;—1 y sustituyendo en la segunda ecuacion:
Tiv1 = Pi — Bicipi—1 — a; Ap;
Sustituyendo ahora r;;; en la tercera ecuacion obtenemos:
pit1 = —Ap; + (1 + Bi)pi — Biipia

que es la misma expresion que (3.6) a excepcién de un factor escalar.

3.4. Caracterizacion

El producto interno [+, -] determina la clase de bases ortogonales en el espacio.
La caracterizacién que presentamos es con respecto a este producto interno.
Consideremos A*. Existe una matriz no singular C tal que

[z,y] = (Cx,Cy)

donde (-, -) es el producto interno estandar,

N
j=1

Ahora,
[Az,y] = (CAC™'Cxz,Cy) = (Cx, C""ATC" Cy)
(Cz,C(CTCYTATCTCy) =[x, A™y)].

Por tanto, A* = (CTC)TAT(CTC). Ya que CTC es una matriz hermitica
definida positiva, existe una matriz hermitica definida positiva B tal que
B? = CT(C'. Hagamos un cambio de base tal que

A=BAB™', #=Bz, vy {=By.
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Entonces,
[Az,y] = (AZ, 7).

La adjunta de A con respecto a () es A* = AT En la nueva base el
problema original pasa a ser Az = b. Una iteracién del gradiente conjugado
en este nuevo sistema que optimice con respecto al producto interno estandar
producird iteraciones que se corresponden con las producidas usando [-,-].
Sin embargo podria ser computacionalmente factible optimizar con respecto
a [-,-] (por ejemplo cuando C sea dispersa), pero impracticable calcular la
matriz de cambio de base B, y mucho menos su inversa B~!. Por conveniencia
en lo que queda de capitulo usaremos sélo (-,-) y la definicién A* = AT,
entendiendo que el cambio de base se ha llevado a cabo.

Es facil ver que si d(A) < s, entonces A € CG(s). La condicién en la defini-
cién de CG(s) es obviamente cierta ya que para todo pg, s —2 > d(pg) — 2. El
método converge en s o menos iteraciones. El siguiente lema da otra condicién
suficiente para que una matriz esté en la clase CG(s).

Lema 2. Si A es tal que para todo p,
A*p € span{p, Ap, ..., A**p},

entonces A € CG(s).

Demostracion. Consideramos

Ya que A*p; = q(A)p; para algin polinomio ¢(z) de grado a lo sumo s — 2.
Notemos que el polinomio ¢(z) es funcién de py. Si j + s — 2 < i, entonces
q(A)p; € Virs—1 C V;. Puesto que p; es ortogonal a V; entonces (Ap;,p;) =
0 ]

El siguiente lema caracteriza las matrices que satisfacen la hipotesis del lema
2. Antes de ello, recordamos algunos resultados sobre matrices normales.

Una matriz A es normal si y solo si A*A = AA*. También sabemos que A es
normal si y solo si admite una base de autovectores ortonormales. Vamos a
ver que también se cumple que A es normal si y sélo si A* = g(A) para algin
polinomio ¢(z).

Demostracién. Primero supongamos que A es normal, sabemos que esto im-
plica que A = UAU*, donde U es unitaria y A = diag(Ay, ..., An). Usando
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la interpolacién de Lagrange podemos construir un polinomio ¢(z) tal que
q(Ni) =X\, i=1,...,N. Entonces,

q(A) = Uq(M\U* = UAU* = A*

En el otro sentido, suponiendo que existe un polinomio ¢(z) = Zi]i_ol c; 7' tal

que gq(A) = A*. Entonces,
N-1 N-1
AA=qA)A= () aAYA=) AT = Ag(A) = AA”
=0 1=0

]

Denotaremos por n(A) al grado del polinomio de menor grado que satisface

A" =q(A).
Lema 3. A es tal que para todo p
A*p € span{p, Ap, ..., A**p}

siy solo si A es normal y n(A) < s — 2.

Demostracion. La implicacion en la segunda direccién es practicamente tri-
vial ya que si A es normal con n(A) < s — 2 entonces

A*p = q(A)p € span{p, Ap, ..., A**p}

Ahora en la otra direccién, supongamos que A*p € span{p, Ap, ..., A5 ?p}

para todo p. Sea v; un autovector de A tal que Av; = \;u;. Entonces A*v; €

Span{v;, Av;, ..., A 2v;} = span{v;}, as{ que A*v; = pw; para algin p. Ahora
M<Uz’avi> = <,Uviavi> = <A*Uz’,%‘> = <Ui7AUz’> = Xi<UnUi>-

Por tanto, s = ;. Ahora suponemos que A tiene un divisor elemental no
lineal asociado con \; (es decir, un autovalor con multiplicidad geométrica
mayor que 1). Entonces, hay un vector v; tal que (A — \;I)v; = v;. Por tanto

<A1)j, Uz'> = )\i<vj7vi> + <Ui7vi>;
(Avj, v)) = (v, Avi) = (vg, Avi) = Ni{vy, v3)
Por tanto (v;,v;) = 0, lo cual es una contradicciéon. Por tanto A tienen un

conjunto completo de autovectores. Ahora veamos que son ortogonales dos a
dos. Sean dos autovalores \; # );, entonces

Ai(vi, v5) = (Aivi, v5) = (Avi, v5) = (i, A'v;) = Aj(0i, v5)
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Por tanto (v;,v;) = 0. Ya que A tiene un conjunto completo de autovectores
ortonormales, A es normal.

Veamos ahora que n(A) < s—2. Como A tiene exactamente d(A) autovalores
distintos, existe un polinomio interpolante ¢(z), de grado a lo sumo d(A4) —1
tal que g(\;) = \i, i =1,....,d(A). Por tanto n(A) < d(A) — 1. Si d(A) =
s — 1, entonces n(A) < s — 2.

Supongamos que d(A) > s. Tomamos p tal que d = d(p) = d(A). Los vectores
{p, Ap, ..., A% 1p} son linealmente independientes. Por hipétesis

A*p = q(A)p € span{p, Ap, ..., A**p}

Por tanto g(x) debe tener grado < s — 2. O

Los lemas 4 y 5 caracterizan las matrices para las que n(A) es pequeno.

Lema 4. Si A es normal y n(A) < 1, entonces d(A) =1, 0 A= A*, o
A= ei"(gf + B)

donde r es real y B = —B*

Demostracion. Si A tiene todos los autovalores reales, entonces A* = A.
Vedamoslo, escribiendo A = UAU*, donde U es unitariay A = diag(\y, ..., Ax).

Entonces A* = UA*U* donde A* = diag(\, ..., \x) = diag(A1, ..., \x) = A.
Por tanto A = A*.

Supongamos ahora que A tiene un autovalor complejo , digamos \. Entonces
el polinomio lineal ¢(z) = az + b debe satisfacer

aA+b=X y ax+b=\

lo cudl implica @(a\ + b) + b = A, es decir, (@aa — 1)\ + (ab + b) = 0. En
general, solo es posible una raiz A, ya que la ecuacion es lineal, lo cudl significa
que d(A) = 1. Si hubiera mas de una raiz A necesariamente debemos tener
simultdneamente

aa=1, ab+b=0

De la segunda obtenemos equivalentemente ab+b = 0 y por tanto, a = —b/b.
Pongamos b = re”, entonces

q(2) = —e 20y —re7 = —e7(ze7 — )
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Si q(z) = %, entonces q(z) = —e ¥(ze ™ —r) = z, y por tanto

—(2e7 — 1) = ze" = (ze~19),

lo cual implica
r=ze " 4 (ze=).

Recordamos que Re(z) = 52, por tanto, si A es un autovalor complejo de A,

sustituyendo z = A en la ecuacién anterior obtenemos que la parte real de
Ae™® es r/2. Esto implica que

B = ( ~if g f[)
€ 2

tiene solo autovalores complejos imaginarios puros. Como A es normal, B es
antihermitica

B* = <e—i9A . fl) — (e Ay =4 Tr = B
2 2 2
sin més que reemplazar A* por q(A) = —e 20A + re 1. ]

Lema 5. Si A es normal entonces n(A) < d(A) — 1. Si ademds n(A) > 1,
entonces d(A) < n(A)2.

Demostracion. Ya que A es normal, tiene exactamente d(A) autovalores dis-
tintos. Cémo ya hemos justificado anteriormente, usando los polinomios in-
terpolantes de Lagrange podemos construir un polinomio de grado a lo sumo
d(A) — 1 tal que

Por tanto n(A) < d(A) — 1.

Ahora supongamos que n(A) > 1, ;Cudntos nimeros complejos distintos
satisfacen g(A\) = A7 Notemos que

g\) =X, esdecir q(q(N\)) = A\

Aplicando el teorema fundamental del algebra por el que sabemos que un
polinomio de grado n tiene, contando multiplicidades, exactamente n raices
complejas. Ya que ¢ no es lineal, g(g(\)) — A = 0 tiene como mucho n(A)?
raices. Por tanto, d(A) < n(A)% O

Hemos demostrado que d(A) < s 0 A normal y n(A) < s— 2 son condiciones
suficientes para que A € C'G(s). Lo que queda por establecer es que estas



48 CAPITULO 3. TEOREMA DE FABER-MANTEUFFEL

condiciones son también necesrias para A € CG(s), que es la parte técni-
camente mas dificil de la prueba del teorema de Faber-Manteuffel. Primero
estableceremos algunos resultados que ayudaran a simplificar la prueba.

Definimos el conjunto de vectores:

D ={p:d(p) <d(A)}

Este conjunto es una union de subespacios de dimensién menor o igual a N —
1, en que cada subespacio esta generado por un divisor del polinomio minimal
de A. Por tanto, hay un numero finito de tales subespacios. El conjunto D es
por tanto un conjunto de medida cero bajo la topologia derivada del producto
interno.

Consideramos ahora el calculo de la base ortogonal del espacio de Krylov
descrita en el apartado 3.3. Dado un vector p, pongamos

Po =D,
p1 = Apo — Boopo,

i A iy ]
§=0 (pj> D)

Si d(p) > i, entonces p; puede ser considerado como una funcién de p. Vamos
a extender esta definiciéon a todo p poniendo p; = 0 cuando p tiene grado
d(p) <i. Demostraremos que para todo i < d(A), p; es una funcién continua
de p.

Lema 6. Con la definicion dada de p;, entonces para todo i < d(A), p; es
una funcion continua de p y ||pi|| < [|A|l - |pi-1]|-

Demostracion. Lo probamos por induccion. Claramente, pg = p es continua.
Ahora consideramos p; = Apg — Boopo- Para pg # 0, tenemos

<Ap0> p0>

< ||A
(Po, Do) < I4

ool — ‘

Por tanto, para pg # 0, By es continua y acotada. Puesto que el espacio sobre
el que pg = 0 es cerrado y de menor dimensién que el espacio total, podemos
extender con continuidad el producto SByopg a todo el espacio. Por tltimo, es
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claro que

HPlH2 = <p1,p1> = (Apo — Boopo, Apo — 500290)

Apo, po) > | (| Apo, po)|?

—||A 2 2|< ’ + ’ ’

” poH <poap0> <p07p0>2 <p0 po)
(Apo, po)|?

—pl? - S < e o

Supongamos ahora que para j < i < d(A), p; es una funcién continua de p y
lpill < |A]l - lpj=1ll- Tenemos entonces

piv1 = Ap; — Z Bijp;
3=0

Consideramos
(Api, p;)
(pj; i)
Entonces primero aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y después la
hipétesis de induccién, para p; # 0:

HApiHHfjH < ||A||sz-||2||pj|\ < Al llpl
1l 1]l 1l
[pj—1ll 1ol

ﬂij -

1Bij| <

Para p; # 0, 3;; es una funcién continua y acotada de p;, y por tanto una
funcién continua y acotada de p. Puesto que j < d(A), el conjunto para el
cual p; = 0 es cerrado y de menor dimensiéon que la del espacio total, esto
ultimo concretamente recordando que p; = g(A)py con ¢(z) un polinomio de
grado j. Como j < d(A) con d(A) el grado del polinomio minimo entonces el
espacio {p(A4) = 0} es de menor dimensién que el espacio total ya que sino el
polinomio minimo tendria dimension menor o igual que j lo cudl es absurdo
por hipotesis.

Por tanto nosotros podemos extender por densidad el producto f3;;p; al espa-
cio total. Ya que p;y1 es una suma de funciones continuas de p, es continua.
Ahora

" [(Api, p;)?
Ipiill? = | Api)|* — Z—@‘ p7> < |2 |lps?
)]

Esto completa la prueba. ]

J=0
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Llegamos ahora al resultado principal:

Teorema. A € CG(s) siy sdlo si d(A) <s o A es normal yn(A) <s—2.

Demostracion. La suficiencia ya ha sido demostrada anteriormente. Supon-
gamos entonces que A € CG(s) y que d(A) > s y veamos que A es normal
y n(A) < s — 2. Sea p cualquier vector tal que d(p) > s. Por la definicién de
CG(s) sabemos que

(Api,p) = (pi, A'p) = (pi, Apo) =0, s—1<i<d(p)—2

En particular, (ps_1, A*p) = 0. Sea F(p) = (ps_1, A*p) considerada como una
funcion de p. Cémo vimos en el lema anterior p,_; es una funcién continua
de p, y entonces F(p) es una funcién continua de p. Tenemos que F'(p) =0
para todo p tal que d(p) > s. Puesto que d(A) > s, el conjunto para el
cual d(p) < s es cerrado y de menor dimensién que la del espacio total. Por
tanto F'(p) = 0 para todo p. Vedmoslo: slo nos queda ver que es cierto para
d(p) < s. Es trivial para d(p) < s ya que ps,_1 = 0 para estos p. Sin embargo,

si d(p) = s, ps—1 # 0.
Sea p tal que d(p) = s y sea
Vs = Span{p7 Ap7 L) ASilp}

el subespacio invariante generado por p. Sea A la restriccion de A a V. Si @)
es una proyeccion ortogonal sobre Vj, entonces

A=AQ y A*=QA*

Demostraremos ahora que A es normal sobre V;. Tenemos que d(A) = s. Sea
p cualquier generador de Vj, es decir, p € Vj tal que d(p) = s. Ya hemos visto
que

F(p) = (ps—1, A"p) = (ps—1, QA™p) = (ps—1, Ap) = 0.
Puesto que A*p € V,, debemos tener

fl*p S Span{po, ...,pS_Q} = Span{p7 Ap, .., As—2p}’
para todo p € V; tal que d(p) = s. Ahora consideramos
W(p)=pAApA ... NA2p A A'p,

donde A es el producto exterior. Dado que el producto exterior es una funcion
multilineal de un espacio vectorial a otro, W (p) es una funcién continua de
p. Para todo p € Vj tal que d(p) = s, W(p) = 0 debido a que los vectores son
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linealmente dependientes. El conjunto {p € V; : d(p) < s} es un subconjunto
cerrado de menor dimensién, por tanto W (p) = 0 para todo p € V;. Esto es
trivial para aquellos p con d(p) < s — 1 ya que los primeros s — 1 vectores
son linealmente dependientes. Sin embargo, si p € V; con d(p) = s — 1, los
primeros s — 1 vectores son independientes. Esto implica que si d(p) = s — 1,

Ape span{p, Ap, .., A" ?p}.

Sea ahora VS(PI C V, un subespacio invariante de dimensién s-1. Como d(A) =
s, Vs(_l)l debe ser generado por un vector p con d(p) = s — 1. Esto implica que

V(l)1 tiene una base, llamémosla by, ..., bs_1 tal que d(b;) = s—1,i = 1...,s—1.

S—

De lo anterior sabemos que
Abevl, i=1,.,s—1.

Por tanto, VS(E)I es también un subespacio invariante de A*.

Sea q; € Vj el vector tnico ortogonal a VS(_U1 Tenemos entonces que

(Agr,y) = (1, A%y) =0

Ss—

para todo y € VS(_I)1 Por tanto Aq; = A\1q1 para algin A;. Ahora sea V(2)1 C Vi
cualquier subespacio invariante de dimension s — 1 tal que ¢; € VS(E)I Sea

g2 € Vs el tnico vector ortogonal a VS(E)l Usando el mismo argumento que
antes llegamos a que Agy = A2qo para algin Ay y (g1, ¢2) = 0. Si continuamos
con esta dinamica, vemos que V; tiene una base formada por autovectores
ortonormales de A. Mostramos ahora que de hecho A tiene un conjunto
completo de autovectores ortonormales. Supongamos que existe v tal que
para algin \;

(A= XNDv#0, (A=XND*v=0.

Sean vy (A— \;I)v dentro de un subespacio invariante, V', con s — 2 autovec-
tores distintos asociados. Sabemos del argumento anterior que hay al menos
s de tales autovectores. V' es un subespacio invariante de dimension s. Sea
A la restriccién de A a V. Tenemos que d(fl) = s. Repitiendo el argumento
anterior vemos que V' contiene s autovectores ortogonales de A, lo cual es
una contradiccién.

Similarmente, si asumimos que ¢; y ¢; son autovectores de A asociados a
autovalores distintos, podemos incluirlos en un subespacio invariante de di-

mensién s sobre el cual d(A) = s. El argumento anterior permitiria concluir
que ¢; es ortogonal a g;.
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Queda pues establecido que A es normal. Esto implica que existe un polino-
mio ¢(z) tal que A* = g(A), y recordemos que n(A) es el grado del polinomio
de grado minimo que satisface esto. Del lema 5 sabemos que n(A) < d(A)—1.
Veamos ahora que de hecho n(A) < s—2. De la definicién de CG(s) sabemos
que si d(p) = d(A) entonces

Ei(p) = (pi, A'p) =0, s—1<i<d(A)-2 (3.8)

Ahora, Fi(p) es una funcién continua de p y por tanto Fi(p) =0,s —2 < i <
d(A) — 2 para todo p. Si d(p) < d(A), entonces de (3.8)
A*p € span{po, p1, ..., ps—2} = span{p, ..., A *p}.

Ahora sea d(p) = d(A) — 1. El polinomio que anula p es el producto de todos
a excepcion de un factor. Sea d = d(A),

pe(z) = H(z — ) =2 - (Z )\i) A= E S

7k i#k
y pongamos
q(2) = 7d—12d_1 + vd_gzd_Q + .+

Sabemos que si d(p) = d(A) — 1, entonces los vectores {p, ..., A22p} son
linealmente independientes. Ahora A*p = q(A)p = ya_ 1A p+ 4 A 2p +
.... Como pg(A)p = 0, sabemos

Aty = (Z )\Z-) A4

i#k

Por tanto,

A'p = (%—1 (Z )\i) + %l—Q) ATp 4+

JF#k

pero A*p € span{p, ..., A ?p} implica

(’ydl (; AZ) + m) = 0.

Puesto que esto es verdad para todo k, debemos tener v4_1 = v4_0 = 0.
Si v4-1 = 0, entonces debemos tener 7; = 0, para todo i > s — 2 ya que
{p,..., A% %p} son linealmente independientes y A*p € {p,..., A5 2p}. Por
tanto ¢(z) es de grado menor o igual a s — 2. O
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Estos resultados dependen de la elecciéon de un producto interno, el cual im-
plica un cambio de base. El teorema principal implica que existe un producto
interno para el cual, por ejemplo, A € CG(3) siy solosi d(A) < 3 osi A tiene
un conjunto completo de autovectores y autovalores que se hallan en alguna
linea recta del plano complejo. Sin embargo la determinacién del producto
interno puede ser muy dificil.
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Capitulo 4

Aplicacion de dichos algoritmos
en matrices test

En este capitulo discutiremos los resultados de comparaciones experimentales
llevadas a cabo sobre las formas bésicas de los algoritmos CG, GMRES(m) y
MINRES. Nuestro objetivo no es identificar el mejor algoritmo ya que cada
uno de ellos es preferible para matrices con unas ciertas propiedades, pero si
intentaremos, si es posible, determinar las caracteristicas tanto de algoritmos
como de matrices que dan lugar a comportamientos particulares.

Hemos escrito nuestro propio software, usando MATLAB, para no anadir di-
ferencias que puedan venir de diferentes implementaciones para algunas ope-
raciones auxiliares, como por ejemplo reducir una matriz Hessenberg superior
a triangular superior. Por tanto cualquier diferencia en el rendimiento es de-
bida unicamente a las propiedades bésicas de los métodos de Krylov a menos
que se indique lo contrario. Ademas hemos testeado nuestras implementacio-
nes contra aquellas funciones publicamente disponibles por MATLAB para
verificar asi el correcto funcionamiento de nuestros programas. Comparamos
asi nuestras versiones de CG, GMRES(m) y MINRES con las de MATLAB
para varias matrices test y podemos afirmar que concuerdan. La efectividad
de estos métodos, incluido el gradiente conjugado, mejora cuando la matriz
del sistema se preprocesa para mejorar su numero de condicién. Este proceso
es comunmente llamado de preacondicionamiento, y en la siguiente seccion
abordamos unas ideas generales sobre el mismo y su implementaciéon basada
en factorizaciones LU, o LL", incompletas.

95
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4.1. Precondicionamiento

4.1.1. Ideas generales

Como hemos visto en nuestra discusion sobre los distintos métodos basados
en subespacios de Krylov, en ocasiones estos no son robustos en el sentido
de poder garantizar una solucién aproximada aceptable dentro de un tiempo
de computacién y almacenamiento modestos. Para algunos métodos como
GMRES es obvio que, en aritmética exacta, llegan a la solucién en un maximo
de n iteraciones, pero esto podria no ser muy practico en la realidad si n es
excesivamente grande. Otros métodos estan restringidos a una clase especifica
de problemas, como serian CG y MINRES, o sufren de problemas como
estancamiento (si la norma del residuo no decrece suficientemente répido
a cero) o breakdown (cuando resulta una divisién por cero). En general, la
convergencia lenta a la soluciéon depende en una manera muy compleja de
las propiedades espectrales de A: la distribucién de los autovalores de A, el
campo de valores, etc. En muchas situaciones reales no tenemos informacién
disponible de estas propiedades.

Es en esta situacion donde surge la idea del precondicionamiento, que se basa
en intentar encontrar una matriz K tal que K ' A tenga mejores propiedades
espectrales de forma que se tenga convergencia rapida de estos métodos cuan-
do se aplican al sistema modificado K 1A = K ~'b. Esto se apoya en la obser-
vacién de que para K = A, tendriamos el sistema ideal K 1Az = Iz = K~1b
y todos los métodos alcanzarian la soluciéon exacta en un unico paso. Por
tanto, buscamos una aproximaciéon K de A de manera que el correspondien-
te método de Krylov aplicado a K~*Az = K~'b sélo necesite unas pocas
iteraciones para alcanzar una buena aproximacion de la solucion del sistema.
La matriz K en este contexto recibe el nombre de precondicionador para la
matriz A.

El problema de encontrar un precondicionador eficiente, es aquel que trata
de identificar una matriz K con las siguientes propiedades:

e K es una buena aproximaciéon de A
e El costo por construir K no es restrictivo

e Elsistema Ky = z es mucho mas facil de resolver que el sistema original

Ax = b.

No existe una teoria general para la busqueda de un precondicionador con
la cual nosotros podamos asegurarnos que hemos hecho una eleccién eficien-
te. La principal dificultad es que el precondicionamiento esta basado en una
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aproximacién y en ausencia de informacién precisa del comportamiento de la
solucién del sistema Az = b y de las propiedades espectrales de A, la conver-
gencia podria depender criticamente de la informacién que hemos descartado
en el proceso de aproximacion.

Excepto para algunas soluciones triviales (matriz diagonal), la matrix KA
no es formada explicitamente. En muchos casos esto nos dejaria una matriz
densa y destrozaria toda la eficiencia que podria ser obtenida para las ma-
trices dispersas A que utilizamos frecuentemente en estos métodos. Incluso
para una matriz A densa podria ser demasiado caro formar la matriz precon-
dicionada explicitamente. En vez de eso procedemos de la siguiente forma:
para cada aplicacién de K ' A sobre algin vector y, primero computamos w
como el resultado del operador A aplicado a y (w = Ay), para seguidamente
determinar el resultado z del operador K~! aplicado a w mediante la reso-
lucién del sistema Kz = w. Otras estrategias construyen una aproximacion
M de A7! y entonces basta aplicar el operador M a w para obtener z.

El mismo precondicionador puede ser implementado de diferentes formas.
Esto no cambia los autovalores de la matriz precondicionada pero si los au-
tovectores, lo cual puede repercutir en el comportamiento de la convergencia.
Existen tres implementaciones diferentes:

1. Precondicionamiento por la izquierda.

Aplicamos el método iterativo a
K 'Az =K'

Notemos que la simetria de A y K no implica la simetria de K1 A. Sin
embargo si K es simétrica definida positiva entonces [z,y] = (z, Ky)
define un producto interno adecuado. Es facil verificar que K~'A es
simétrica respecto a este nuevo producto interno, y por tanto podemos

usar métodos como MINRES y CG.

Si usamos un método que minimice la norma del residuo (como GM-
RES o MINRES) debemos tener en cuenta que estamos minimizando
el residuo precondicionado K~1(b — Axy), el cual podria ser bastan-
te diferente del residuo b — Axj. Esto podria tener consecuencias si el
criterio de parada estd basado en la norma del residuo.

2. Precondicionamiento por la derecha. Aplicamos el método iterativo a
AK'y=b con z=Kly

Esta forma de precondicionamiento tampoco deja un producto simétri-
co aunque A y K sean simétricas. En este caso debemos tener cuidado
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con el criterio de parada basandonos en que el error ||y — yi||2 podria
ser mucho més pequeno que el error ||z — zille = [[Ky — yi)ll2 ,
siendo este ultimo el que nosotros estamos interesados. Este precondi-
cionamiento tiene la ventaja de que sélo afecta al operador y no al lado
derecho del sistema, lo cudl podria ser atractivo en diseno de software
para aplicaciones especificas.

3. Precondicionamiento por ambos lados.

Para un precondicionador K con K = K K5, el método iterativo puede
ser aplicado a

K'AK;' 2 =K' con x=K;'2

Esta forma de precondicionamiento podria ser ttil para aquellos pre-
condiconadores que vienen en forma factorizada o para obtener un ope-
rador (casi) simétrico cuando K no pueda ser usada para la definicién
de producto interno (es decir, K no es simétrica definida positiva).

4.1.2. Factorizacién LU incompleta (ILU)

Consideramos el sistema lineal disperso Az = b, con A una matriz n x n. Con
fecuencia este es resuelto utilizando eliminacién Gaussiana, que es equivalen-
te a factorizar la matriz A como A = LU donde L es una matriz triangular
inferior con unos en la diagonal y U una matriz triangular superior. El prin-
cipal problema de estos calculos en matrices dispersas, cuando n es grande,
es que durante el proceso de eliminacion se destruyen ceros de la matriz A
causando que los factores L y U de la factorizacion frecuentemente sean mu-
cho menos dispersos, o incluso densos, aumentando el costo computacional
de la solucion, e incluso las necesidades de memoria. La idea bésica detras
del precondicionador ILU es modificar la eliminacién Gaussiana permitiendo
estas perdidas de ceros (fill-in) s6lo en un conjunto de posiciones previamente
seleccionado.

Sean estas posiciones de relleno dadas a prior: por el conjunto de indices S,
es decir,

SCS,={(4,7),1<i<n,1<j<n}
ly=0sij>ioli,j) ¢S (4.1)
w;j=0sii>jo(i,j) ¢S

Una estrategia comunmente usada es definir § como:

S ={(07) | ai; # 0} (4.2)
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que corresponde a modificar en el proceso de la eliminacion Gaussiana Uni-
camente los elementos que son inicialmente no nulos, manteniendo las pro-
piedades de dispersién de A. Notemos que tener a priori el conjunto de los
elementos que vamos a ignorar durante el proceso no es una gran restriccion,
ya que durante el mismo podriamos ignorar los elementos en funcién de un
criterio que definiria dichas posiciones implicitamente.

Definicién 2. Sea A = (a;;) una matrizn xn, S C S, el patron de dis-
persion escogido, entonces definimos la descomposicion incompleta LU como
A= LU~ N donde L = (£;;) con l;; = 1 es una matriz triangular superior,
U = (u;;) una matriz triangular superior y N = (N;;) tales que

[ 4 Ei,j = O,UZ’J‘ = O, St (Z,]) ¢ S
L4 TLiJ':O St (Z,]) €S

Puede demostrase la estabilidad de esta factorizacién incompleta si la matriz
A es una M-matriz. Una matriz real n x n, A = (a;;), con a;; < 0 para
todo i # j es una M-matriz si y sélo si A es no singular A™! > 0. Este
tipo de matrices son comunes en la discretizacion de ecuaciones en derivadas
parciales. Basicamente podemos identificarlas como aquellas que al aproximar
el precondicionador K con una factorizacién obtenemos un método iterativo
convergente. Para ver mas sobre la teoria sobre las M-matrices para métodos
iterativos remitimos [7].

Algoritmo ILU:

B W N O © 00 9 O U ks W N

Sea A una matriz nxn
for k=1,2,.n—-1
d= l/akvk
for i=k+1,k+2,...,n
if (i,k)eS
e=da;;a; =e
for j=k+1,...,n
if (i,j)eS y (kjesS
Qi3 = Q4,5 — €Ak j
end
end
end
end
end

4.1.3. Incomplete Cholesky

Cuando la matriz A es simétrica definida positiva entonces obviamente se-
leccionamos S de manera que defina un patrén de dispersion simétrico y
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asi las diagonales de L y U sean iguales. Asi obtenemos la factorizacién in-
completa de Cholesky, que no es mas que una aproximacion dispersa de la
factorizacién de Cholesky. Ciertamente ésta es usada con frecuencia como
precondicionador en algoritmos como el del gradiente conjugado.

La factorizacion de Cholesky de una matriz simétrica definida positiva A
es A = LLT donde L es una matriz triangular inferior. Una factorizacién
incompleta de Cholesky esta dada por matrices triangulares inferiores dis-
persas K que son en cierto modo aproximaciones de L: el correspondiente
precondicionador es K KT. De igual forma que para ILU, una manera popu-
larmente usada para encontrar tal matriz K es usar el mismo algoritmo que
para la descomposicion de Cholesky, excepto para aquellos elementos en A
que ya sean cero. Esto nos da una factorizacién incompleta de Cholesky, que
es dispersa como la matriz A.

Un algoritmo equivalente al 4.1.2 puede ser construido, a rasgos generales es
lo siguiente:

Algoritmo ICHOL:

1 for i=1,2,.n
i1
2 Lii = (ai — Yy L3)Y?
3 for j=i+1,..,N
1 Lji = 1—(aji — oy LicLe) if (i) €S
5 end
¢ end

4.2. Presentacion de resultados

Los test que hemos llevado a cabo consisten en lo siguiente. Primero hemos
adjuntado las imagenes del patron de dispersion de las matrices utilizadas.
Por otro lado, hemos mostrado los resultados graficamente pintando el re-
siduo relativo ||b — Ax;||2/]|b]|2 en el eje de ordenadas frente al nimero de
iteracion en el eje de abscisas. El total de iteraciones esta determinado por la
tolerancia de parada sobre el residuo relativo, 107**. Con esto pretendemos
mostrar las diferencias en el comportamiento de particulares algoritmos con
respecto a la convergencia. Ademas también presentamos en forma tabular
los resultados obtenidos por los algoritmos al cambiar diferentes parametros
de entrada sobre un conjunto de matrices test. En dichas tablas indicamos la
dimensién de la matriz por n, el nimero de elementos distintos de zero como
Nz, el nimero de condicién de la matriz por x, la tolerancia exigida a la
solucién aproximada y mostramos, para cada algoritmo y matriz, el nimero
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de iteraciones necesarias para alcanzar esta tolerancia.

Las matrices test han sido escogidas en funcién del algoritmo, ya que cémo
es logico para el Gradiente Conjugado hemos utilizado matrices simétricas
definidas positivas, para GMRES matrices no simétricas y para MINRES
simétricas indefinidas.

Ademas de las propiedades de simetria y del caracter definido positivo, la
eleccion de las matrices también ha considerado el numero de condicién de
las mismas, y en el caso de GMRES las propiedades de normalidad y simetria.
Mas adelante en la seccién dedicada a este algoritmo explicaremos los crite-
rios usados para medir estas propiedades. Todas las matrices provienen de la
coleccion Harwell-Boeing basadas en problemas reales y obtenidas a través de
Matrix Market, un depdsito de matrices test para la comparacion de algorit-
mos del dlgebra lineal numérica (https://math.nist.gov/MatrixMarket/).
Los ntimeros de condicién varian desde 8.8 (matriz bcsstm02) a 2.8 x 10!
(matriz besstk19) y forman parte de los datos proporcionados por la colec-
cién.

Aunque es posible aplicar los algoritmos a las matrices de los problemas
originales, veremos que se obtienen mejores resultados precondicionando las
matrices. Para el caso del Gradiente Conjugado usamos la factorizacién in-
completa de Cholesky y para GMRES simplemente escalamos tanto la matriz
de coeficientes como el lado derecho del sistema de ecuaciones (podria con-
siderarse como un precondicionamiento diagonal).

Hemos encontrado dos tipos de fallo al evaluar el comportamiento de los
algoritmos. El primero es la inestabilidad que conduce a over- o underflow
1 generalmente esto se produce al dividir por cero o por una cantidad muy
pequena. En este caso las normas de los residuos relativos oscilan violenta-
mente. Ejemplos de inestabilidad pueden ser obervados en la primera grafica
de la figura 4.2. En las tablas denotaremos este fallo por 1. El segundo ti-
po de error, denotado por S, es el estancamiento. Las normas residuales se
mantienen constantes indefinidamente a partir de cierta iteracién, en nues-
tro caso hasta alcanzar el nimero maximo de iteraciones permitido o hasta
que el programa se detiene por overflow o underflow. Si un algoritmo alterna
periodos de estancamiento e inestabilidad en las tablas lo denotamos por I/S.

LOverflow y underflow son errores producidos por la limitacién de bits en la mantisa
del sistema coma flotante.
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4.3. Gradiente Conjugado

Para el algoritmo del gradiente conjugado todas las matrices son simétricas
definidas positivas como ya hemos indicado anteriormente. En este caso los
numeros de condicién oscilan desde 8.8 (matriz bcsstm02) a 6.1x10? (matriz
becsstm25). Las matrices seleccionadas y sus diagramas de dispersién son
mostrados a continuacion:

0 10 20 30 0 50 80 0 200 400 800 800
nz = 66 nz = 15844

(b) besstm02 (c) nos3

5000

10000

1000

15000
0 200 400 600 800 1000 1200 0 5000 10000 15000
nz = 56126 nz = 15439

(d) besstk27 (e) besstm25

1200

Figura 4.1: Matrices test para el gradiente conjugado.

Primero aplicamos los algoritmos a las matrices originales y después precon-
dicionamos utilizando la factorizacién incompleta de Cholesky. Se ha imple-
mentado también en MATLAB el algoritmo del gradiente conjugado precon-
dicionado y ha sido comparado con la versién que implementa MATLAB en
la funcién pcg(). En nuestra versiéon obtenemos el precondicionador utili-
zando la funcién de matlab ichol(), que dada la matriz A proporciona la
factorizacién incompleta de Cholesky de la misma.
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Problema bcsstk01 | besstm02 nos3 bcsstk27 | bcsstm25
n 48 66 960 1224 15439
Nz 400 66 15844 56126 15439
K 1.6x10° 8.8 7.3x10* | 7.7x10* | 6.1 x10°
Tolerancia 10714 1071 1071 101 1071
GC sin prec | 162 (I) 12 323 1700 (I) I/S
GC con prec 21 1 61 32 1

Cuadro 4.1: Matrices y resultados para el gradiente conjugado sin y con
precondicionamiento

o Gradiente Conjugado sin precondicionamiento o Gradiente Conjugado sin precondicienamiento
10 o
: —— besstk01
bessim02
nos3
W‘M«
10°% ANt 108 "
M, \ INJI
E MM H 0
i " B |
10 -10 i
s e 210 hl
B =1 \
2 ‘ N 3 \
& . & I
L l ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, s Mmoo
105 besstk01 107
besstm02
nos3
besstka?
bessim25
102 10

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 o 50 100 150 200 250 300 350
Numero de iteraciones Numero de iteraciones

Figura 4.2: Gradiente conjugado sin precondicionamiento con una tolerancia
de 107!, En la segunda imagen hemos ampliado para poder visualizar mejor
el comportamiento de aquellas matrices que convergen en menor nimero de
iteraciones. En este caso para las graficas hemos utilizado sélo lineas y no
lineas y puntos para mejorar la visibilidad del fenémeno de inestabilidad.

Analizando los resultados sin precondicionamiento observamos que el siste-
ma con matriz de coeficientes bcsstm02 es el que mejor resultados obtiene
alcanzando la tolerancia deseada en sélo 12 iteraciones. De hecho podemos
observar el fenémeno de convergencia superlineal mencionado en el aparta-
do 2.2.3. Esta es la matriz con menor nimero de condicién con diferencia.
Aunque con la matriz bcsstk01 se converge en 163 iteraciones se observa el
fenémeno de inestabilidad produciéndose oscilaciones en la norma residual de
hasta 102. Con la matriz bcsstk27 también observamos cierta inestabilidad
que afecta también a la velocidad de convergencia siendo el segundo resultado
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mas lento. Vemos que en el tinico caso en el que se alcanza el nimero maximo
de iteraciones es para bcsstm25, la matriz con peor nimero de condicién: se
producen ambos fenémenos, tanto inestabilidad como estancamiento.

Gradiente Conjugado con precondicionamiento

10"
8 —&— besslk01
) S bessim02
R nos3

ey -
S —S— besstka?
3 besstm25

Residuo relativo

10710

107

D. 10 20 30 40 50 60 70
Numero de iteraciones
Figura 4.3: Gradiente conjugado con precondicionamiento con una tolerancia
de 10714

Observamos que al aplicar precondicionamiento a la matriz mejoran mucho
los resultados en lineas generales. Aumenta la velocidad de convergencia en
todos los algoritmos disminuyendo asi el nimero de iteraciones necesarias
para alcanzar la tolerancia deseada, consiguiéndolo en una sola iteraciéon en
el caso de bcsstm02 y besstm25. Desaparece el fenémeno de inestabilidad
en las matrices en las que antes se producia. También podemos observar el
fenémeno de convergencia lineal mencionado en un subapartado de la seccion
2.2.3.

4.4. GMRES

Para este algoritmo tenemos que seleccionar matrices no simétricas y aparte
de basarnos en el nimero de condicion publicado en el Matrix Market para
su eleccion, también nos hemos guiado por su normalidad y simetria. Las
matrices escogidas y sus diagramas de dispersién son los siguientes:
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0 = 0
LRy

® Slrssddlanneseeessd
40
60

80

0 20 40 60 B0 100 120 0 200 400 600 800 0 100 200 300 400 500 600
nz = 1037 nz = 6027 nz = 5660

(a) arc130 (b) jpwh991 (c) steam?2
o DF =
100 o 1-rrﬁé;:
200 ‘iii Fii;":s;:
300 100 ‘ H - r ::_
o 150 !1ii "ﬁ: “:-::
Ii: T =
\ i,
600 ‘ .. 1 i i:
(d) sh1400 (e) e05r0500

Figura 4.4: Matrices test para GMRES

No ha sido sencillo escoger las matrices de acuerdo a su normalidad ya que
esta no esta publicada en los datos de Harwell-Boeing, quizas porque no existe
un acuerdo general para medir esta caracteristica. La medida que usamos en
nuestro proceso de selecciéon fue

iz 2
VSO
IAll
Esta variable toma valores entre cero y uno, el primero implica que la matriz
es nilpotente mientras que uno caracteriza las matrices normales. Usando
esta medida la normalidad de las matrices seleccionada varia desde 2.6x 1075

hasta 0,999998.

En el caso de la simetria, como hemos explicado nos interesa medir la no
simetria de dichas matrices y aunque parezca sorprendente tampoco hay una
medida sobre esto en la coleccion Harwell-Boeing. Definimos la simetria de
la matriz A como

5= ISllr
IA[l 2
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donde S = (A + A”") y el subindice F' se refiere a la norma matricial de
Frobenius. Los valores de o oscilan entre 0 y 1 de nuevo, significando los
valores extremos que la matriz es antisimétrica y simétrica respectivamente.
Usando esta definicién las matrices seleccionadas para GMRES oscilan entre
0.4708 (matriz e05r0500) y 0.999999 (matriz steam2).

Aunque es posible aplicar los algoritmos a las matrices de los problemas
originales, obtenemos mejores resultados escalando las filas de la matriz de
coeficientes y el correspondiente vector del lado derecho de la ecuacién. Es-
to es equivalente a premultiplicar las ecuaciones originales Az = b por una
matriz diagonal D obteniendo Az = b, que de hecho es una forma de precon-
dicionamiento diagonal. Hay muchas posibles estrategias para realizar esto,
nos decantamos por escalar A tal que 2?21 la;;| = 1 para todo 4, la cual suele
denominarse escala euclidiana.

Problema arc130 | jpwh991 | steam2 | sh1400 | e05r0500
n 130 991 600 663 236
Nz 1037 6027 5660 1712 5846
Simetria 0.7071 0.9979 | 0.999999 | 0.7071 0.4708
Normalidad | 2.6x107° | 0.9957 | 0.999998 | 0.0030 0.9052
K 1.1x10" | 730 | 3.5x10° | 1.9x107 | 4.8x10°
Tolerancia 10~ 1071 10~ 1071 107
GMRES(10) 19 237 S S S
GMRES(20) 15 156 13860 S S
GMRES(30) 15 123 384 S S

Cuadro 4.2: Matrices no escaladas y resultados para GMRES.
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Figura 4.5: GMRES con rearranque 10 con una tolerancia de 10
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Figura 4.6: GMRES con rearranque 20 con una tolerancia de 10714
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Figura 4.7: GMRES con rearranque 30 con una tolerancia de 10714

Primero veamos los resultados de las matrices sin escalar. Observamos que
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para los sistemas con matriz de coeficientes arc130 y jpwh991 obtenemos
convergencia siempre con el algoritmo de GMRES, aunque mejoran los resul-
tados al aumentar el nimero de reinicio m. En cuanto al sistema con matriz
steam2 con reinicio 10 se estanca con una tolerancia entorno a 9.48x10~7
alcanzando asi el nimero méaximo de iteraciones. Sin embargo al aumentar el
nimero de rearranque vemos que para m = 20 ya empieza a converger pero
demasiado lentamente quedandose en la iteraciéon 10000 con una tolerancia
de 4.66x10713 y alcanzaria la tolerancia deseada en la iteracién 13860. Fi-
nalmente con m = 30 conseguimos converger en la iteracion 384. Para las
matrices sh1400 y e05r0500 observamos unos resultados mucho peores, en
el primer caso se estanca con una tolerancia entorno a 1073 y en el segundo
alrededor de 0,68 y en este caso la mejora al aumentar el niimero de reinicio
m es practicamente imperceptible.

Problema | arc130 | jpwh991 | steam2 | sh1400 | e05r0500

n 130 991 600 663 236

Nz 1037 6027 5660 1712 5846
Simetria 0.9838 0.9958 | 0.9354 | 0.7076 0.6079
Normalidad | 0.9675 0.9917 | 0.8660 | 0.8254 0.7477

K 6.2x10° 88 4986 2.3x10° | 1.3x10*
Tolerancia 10714 10714 10714 10714 10714
GMRES(10) 2040 158 14 S S
GMRES(20) 99 110 14 S S
GMRES(30) 56 90 14 S S
GMRES(40) 37 85 14 S S

Cuadro 4.3: Matrices escaladas y resultados para GMRES
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Figura 4.8: GMRES con rearranque 10 con una tolerancia de 10714
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Figura 4.9: GMRES con rearranque 20 con una tolerancia de 10~'* para
arc130, jpwh991 y steam2. En el caso de sh1400 y e05r0500 hemos decidido
bajar la tolerancia a 107° para que se vean un poco mejor los resultados que
no varfan respecto a GMRES(10).
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Figura 4.10: GMRES con rearranque 30 y 40 con una tolerancia de 1074,
el caso sh1400 y e05r0500 no se muestra ya que no hay ninguna variacion

respecto a GMRES(10) y GMRES(20).
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Vemos que escalando las matrices el nimero de condiciéon disminuye y la
simetria y normalidad aumentan asemejandose mas los valores para poder
obtener los test menos correlacionados posibles. Comparando estos resulta-
dos con los anteriores de las matrices sin escalar observamos que la mayor
mejora es observada en steam2 que pasa a ser el sistema con convergencia
en el menor nimero de iteraciones. Los sistemas arc130 y jpwh991 siguen
convergiendo en todos los casos mas o menos en un nimero similar de ite-
raciones. Sin embargo para las matrices sh1400 y e05r0500 seguimos sin
obtener convergencia incluso empeorando la tolerancia a la que se estanca el
algoritmo en el caso de sh1400.

A rasgos generales vemos que el comportamiento de GMRES es bastante
satisfactorio. El fallo que se produce en este algoritmo es el estancamiento
prolongado, que puede darse cuando la matriz A no es positiva real y en
ninguno de los 2 casos dificiles lo eran. En particular, cuando m es grande,
GMRES(m) tiene que realizar una gran cantidad de operaciones aritméticas
por iteracién, esto afecta en el tiempo de ejecucién de los algoritmos. Esta
sobrecarga es algo caracteristico de GMRES(m) pero se reduce cuando m es
pequeno y n/Nz es grande, es decir, el nimero de elementos distintos de cero
por fila en la matriz es grande.

4.5. MINRES

Ya que MINRES no es mas que la versiéon simplificada de GMRES cuando
la matriz A es simétrica, en este caso hemos seleccionado matrices reales
simétricas indefinidas ya que en el caso definido positivo es mejor el método
gradiente conjugado.
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MINRES
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Figura 4.11: Matrices test para MINRES

Problema | bcsstk21 | bfw398b | becsstk19 | lund a
n 3600 398 817 147
Nz 26600 2910 6853 2449
K 4.5%x107 36 2.8x10M | 5.4%x10°
Tolerancia 10~14 10~ 10~ 10~ 14
MINRES 11596 60 S 367

Cuadro 4.4: Matrices sin precondicionar y resultados para MINRES
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MINRES
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Figura 4.12: MINRES aplicado a bcsstk21, bfw398b, bcsstk19 y lund a
con una tolerancia de 107!, En la segunda imagen aumentamos el ntime-

ro maximo de iteraciones para comprobar si bcsstk21 y bcsstk19 son asi
capaces de converger.

Observamos que los resultados para MINRES sin precondicionar varian mu-
cho en funcién de la matriz de coeficientes. Vemos que tanto lund a como
bfw398Db, convergen en un nimero razonable de iteraciones. Mientras que pa-
ra bcsstk21 y besstk19 vemos que se produce un estancamiento, en el caso
de bcsstk19 es intolerablemente lento. Sin embargo con bcsstk21 si aumen-

tamos el nimero méaximo de iteraciones vemos que alcanzamos la tolerancia
deseada en la iteracion 11596.

Si los autovalores de A forman distintas agrupaciones se puede ver [8] que
tenemos una convergencia bastante razonable pero atun asi existen algunos
contraejemplos en los que la convergencia es intolerablemente lenta.

Como ya hemos visto una posible soluciéon para obtener mejores resultados
del método MINRES es precondicionar el sistema pero en esta memoria no
vamos abordar este problema.

Coémo conclusion podriamos decir que aproximar la solucién del sistema Ax =
b donde A es simétrica indefinida es mucho maés dificil que cuando A es
definida, y més atn que si A es positiva real, aunque en todos los casos
la convergencia depende en gran medida de las propiedades espectrales de

la matriz de coeficientes, principalmente del ntimero de condicién y de la
distribucién de los autovalores.
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