Universidad deValladolid

Facultad de Ciencias

TRABAJO FIN DE GRADO

Grado en Matematicas

Espacios de Hilbert con Nucleo Reproductor y Aplicaciones

Autor: Pablo Merino San José

Tutor: Javier Sanz Gil







Indice general

Introduccién

1

Ncleos reproductores y RKHS

1.1 Ntcleos. Primeras propiedades . . . . . . . . . .. ... ... ...
1.2 Funciones semidefinidas positivas y simétricas con valores reales . . . . . . ... ...
1.3 Correspondencia entre nticleos y RKHS . . . . . . .. .. ... ...
1.4 Medibilidad, continuidad e integrabilidad en RKHSs . . . . . . .. .. ... ... ...
1.5 Teorema de representaciéon de Mercer . . . . . . . . . . . ... L.

Teoria del muestreo. Grandes ejemplos de RKHS

2.1 Teorema del muestreo . . . . . . . .. L L

2.2 Algunos ejemplos. Aplicacion del teorema del muestreo . . . . . . . . . .. ... ...
2.2.1 Polinomios trigonométricos . . . . . . . . . ...
2.2.2  Polinomios ortogonales . . . . . . . . ..o
2.2.3 Espacio de Paley-Wiener . . . . . . . . . ...

2.3 Mas ejemplos paradigmaticos de RKHS . . . . . . . ... ... ... .. ... ..., .
2.3.1 Espaciode Bergman . . . . .. ... L L
2.3.2  Espacio de Hardy ponderado sobre B(0O,R) . . . . . . . . .. ... ... ....

Aprendizaje Estadistico y RKHS

3.1 Formulacion general en clave de RKHS . . . . . .. ... ... ... ... .......
3.2 Funciones de pérdida y de riesgo . . . . . . . . . ..o
3.3 Existencia y unicidad de soluciones generales SVM . . . . . .. ... ... ... ...

3.4 Large RKHS. Nucleos universales . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..

A Resultados adicionales de Analisis Funcional

Resultados adicionales de Analisis Real

11
13
22
32

39
39
40
40
41
42
o4
o4
29

65
65
68
77
83

91

99



2 INDICE GENERAL

Introducciéon

En este trabajo, estudiamos la teoria y algunas aplicaciones de un tipo determinado de espacio
de funciones con valores en R o C: el espacio de Hilbert con nicleo reproductor o RKHS'. La carac-
terizacion de estos espacios viene dada por la continuidad de los funcionales evaluacion en el RKHS.
En otras palabras, denotando por H a uno de estos espacios, éstos se caraterizan por la continuidad
de las aplicaciones lineales ¢, : H — K tales que 6,(f) = f(z) para todo f € H. Esta condicién
permite, a través del teorema de representacién de Riesz, generalizar la evaluacion de un elemento
arbitrario f € H sobre un punto cualquiera de X como el producto escalar (f, k,)y, con k, un
elemento de H que solo dependera de z. Esta propiedad, llamada propiedad reproductora, genera un
relacién biunivoca entre los RKHSs y las funciones k : X x X — K| dadas por k,(2') = k(2/, z) para
todo z,2’ € X. Aunque de simple concepcién, en un RKHS nos encontramos con la extensién de
propiedades, tales como acotacién, medibilidad, continuidad o integrabilidad, satisfechas por todos
los elementos del propio RKHS con tal de que el ntcleo las satisfaga. La deduccién de esto no es
trivial, pero su estudio nos llevard a otro estadio relevante de estos espacios: su capacidad de repre-
sentacion en términos del nicleo. Esto simplifica aiin més su analisis, y clarifica su futura aplicacion
sobre métodos de Aprendizaje Estadistico.

Los nucleos reproductores, tal y como los entendemos hoy, fueron estudiados por primera vez en la
década de 1900 a 1910 por Zaremba, en su trabajo sobre problemas de valor frontera para funcio-
nes arménicas. El fue el primero en relacionar un nicleo a una clase de funciones, y en formalizar
su propiedad reproductora. No obstante, no fue hasta 1921 cuando se empez6 a dar una teoria no
tan particularizada de nucleos reproductores, mérito de Bergman, quien descubrié la propiedad re-
productora de los ntcleos construidos a partir de sistemas ortogonales de funciones armoénicas y
analiticas, en una o varias variables. Durante los 20 anos siguientes, fueron apareciendo multitud de
importantes resultados sobre el uso de estos ntcleos hasta que, en 1943, Aronszajn aporté la primera
teoria general de nicleos reproductores. Una de las claves de este trabajo fue la demostracion de la
correspondencia biunivoca entre nicleos reproductores y funciones semidefinidas positivas y simétri-
cas. La teoria de estas tdltimas funciones fue desarrollada por Mercer en 1909, de lo que se siguieron
muchas aplicaciones en la teoria de la transformada de Fourier (Bochner, 1932), y en la de grupos
topoldgicos.

Sin embargo, fue en 1948 cuando el mismo Aronszajn publicé su importante trabajo (ver [6]), con
el cual mostré por vez primera, y de una forma general, la relaciéon entre nicleos y un determinado
tipo de espacios de Hilbert. La tltima extension de este formalismo data de 1962, cuando Schwartz
introdujo la nocién de subespacios de Hilbert de un espacio vectorial topolédgico, y probo la corres-
pondencia entre dichos subespacios y los niticleos, generalizando ain maés la teoria de Aronszajn.
En los 1ltimos 50 anos, hemos visto un enorme desarrollo en el uso de ntcleos reproductores, sobre
todo en probabilidad y estadistica matematica. El desarrollo més reciente responde a la aplicacién
de la teoria de RKHSs sobre métodos de Aprendizaje Estadistico, lo que ha suscitado una notable
importancia de éstos en la teoria del Machine Learning.

En el planteamiento de este trabajo, se parte de las nociones bésicas e indispensables de las funciones
ntcleo en general, particularizando sobre los nicleos a valores reales y su caracterizacién por simetria
y por la condicion de semidefinida positiva. A continuacién, se sigue con el estudio de nicleos re-
productores y RKHSs. Veremos que a todo RKHS le corresponde un tnico nicleo reproductor, y
viceversa. Esto simplifica notablemente el andlisis, centrando el foco en el estudio de estos nicleos.
Una vez establecida la correspondencia biunivoca mencionada, estudiamos la acotacién, continuidad,
medibilidad e integrabilidad de los elementos de estos espacios, sin perder nunca de vista la pro-
piedad reproductora formalizada por el niicleo. Para concluir el primer capitulo, mostramos algunos
resultados notables de la representacion general de funciones de los RKHSs, en el caso de nicleos a
valores reales. Para la teoria fundamental de nicleos, de RKHSs, de la correspondencia entre estos

1Siglas inglesas: Reproducing Kernel Hilbert Spaces
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dos, y de las propiedades tales como continuidad o integrabilidad estudiadas a partir del nicleo, las
referencias han sido, principalmente, [11], [4], [1], y [6]. En cuanto a la parte de representacién a
través del teorema de Mercer, se han tratado [3] y [4].

Este no seria un trabajo completo si no se expusieran ejemplos de algunos de los RKHSs hoy conoci-
dos. En el capitulo 2, nos centramos en el estudio de algunos de estos, elegidos por su elegancia y su
calado tedrico. En concreto, hablaremos de los espacios de Paley-Wiener, de Bergman y de Hardy.
Incluiremos en este capitulo, con énfasis en el espacio de Paley-Wiener, una breve incursién en la
teoria del muestreo, en la que la estructura de RKHS tiene interesantes consecuencias. Las referencias
de este capitulo han sido [13], [14], [10] y [12] para el estudio de los espacios de Hardy y Bergman,
asi como las mismas dos primeras referencias junto a [2] para los apartados de teoria del muestro y
espacio de Paley-Wiener.

En el tercer y tltimo capitulo, investigamos la aplicacion de la teoria de RKHSs sobre el Aprendizaje
Estadistico, cuya meta es la de encontrar una relacién funcional, de cara a predicciones futuras, entre
datos de entrada (input) y valores de salida o de respuesta (output). No entraremos en la complejidad
de la teoria estadistica, sino que nos centraremos en su utilidad desde el punto de vista del Anélisis
Matematico. La bibliografia de este capitulo incluye [8], [9], [7] ¥ [5], los cuales cubren el espectro de
todos los resultados de andlisis funcional, topologia y analisis real tratados. Los resultados de Teoria
de la Probabilidad que hemos incluido en el capitulo siguen las lineas de [8] y [1].

Ejemplos reales en los que nos podemos encontrar esta situacién podrian ser: los diagnésticos (out-
put) a partir de determinadas medidas clinicas (input), o la evaluacién en el futuro del precio de un
vivienda (output) a partir de determinadas caracterisitcas actuales del mercado (input). En la teoria
de Aprendizaje Estadistico, el aprendizaje supervisado consiste en la tarea de obtener una funcién
que relacione datos input del conjunto de entrada, y datos output del conjunto de salida, a partir
de pares conocidos del producto de estos dos conjuntos, infiriendo una relaciéon funcional entre estos.
En contraposicién, y en esta misma teoria, nos encontramos con el aprendizaje no supervisado, cuyo
objetivo es el de encontrar una relacién funcional analoga, pero no a partir de muestras conocidas
de datos de entrada y de salida, sino de conjuntos de datos que no se pueden etiquetar a priori. Esta
ultima modalidad no es de interés en este trabajo.

Los métodos en que nos centraremos en este tltimo capitulo estan enmarcados en las llamadas Mdqui-
nas de soporte vectorial o SVM (Support Vector Machines). En particular, tocaremos principalmente
procesos de clasificacion, por no ser de nuestro interés la complejidad del propio método estadistico,
sino su relacion con los RKHSs. Esencialmente, un método de SVM lo caracterizamos a través de tres
fases: enviamos los datos de entrada de X a un RKHS H, a través de una aplicacion caracteristica
¢ : X — H; establecemos un criterio de clasificaciéon en H, por medio de un hiperplano definido
con el producto interno de este espacio; y formalizamos, a través de propiedades del niicleo como su
propiedad reproductora o su universalidad, criterios de separacion que permitan clasificar. Veremos
que esta construccion va de la mano con las llamadas funciones pérdida y funciones riesgo. Ellas son
las que, sobre un espacio de medida en X X Y con Y el conjunto de valores de salida, daran la forma
analitica a estos criterios de clasificacion.

Es oportuno remarcar que, si bien trataremos algunos de los resultados més importantes que relacio-
nan RKHSs y la teoria que hay detras del Aprendizaje Estadistico, no entraremos en la aplicacién o
implementacién del método, sino en la teoria funcional subyacente. Es decir, no se trataré de desarro-
llar el codigo de estos procesos, sino, por ejemplo, de demostrar la existencia y unicidad de soluciones
de SVM a partir de la estructura reproductora de los RKHSs.

Nosotros nos pararemos aqui, una vez entendida la importancia de los RKHS como espacios de
bisqueda de minimizadores de funciones riesgo, y después de haber visto, en los dos capitulos ante-
riores, la teoria fundamental de los RKHSs, y algunos ejemplos reconocidos.

Las asignaturas del Grado con que mejor entronca este trabajo serian, fundamentalmente, Introduc-
cién a los Espacios de Funciones, Variable Compleja, Ampliacion de Analisis Matematico y Anélisis
Matematico. Esto se aprecia notablemente en los capitulos primero y segundo, en que se presenta
la teoria, enmarcada en el analisis funcional clasico, de los RKHSs y las funciones nicleo, asi como
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ejemplos importantes que tratan analisis complejo en el caso de los espacios de Bergman y Hardy, y
andlisis real y funcional en el caso de Paley-Wiener. También en el primer capitulo, y ampliamente
en el tercero, se hacen referencias, aunque sin demasiada complejidad, a resultados de teoria de la
medida. En cuanto al tercer capitulo, ademas del analisis funcional recurrente a lo largo de todo el
trabajo, es obligada la incursiéon en teoria de la probabilidad de cara a formalizar y presentar los
modelos de SVM que nosotros estudiamos. Esto tiltimo se corresponderia, principalmente, con la
asignatura de Teoria de la Probabilidad y Estadistica Matematica.

Al final de este trabajo hay dos apéndices con resultados auxiliares, uno referente al analisis funcional
y otro al analisis real, que por su extension no se han incluido en el cuerpo de nuestro desarrollo, pero
que son utilizados. En el primero de ellos, se trata la complecion a un espacio de Hilbert a partir de un
espacio con producto interno, continuidad y ortogonalidad en espacios de Hilbert, la compacidad de
operadores, el teorema de representacion de Fréchet-Riesz, algunas disquisiciones sobre el adjunto de
un operador, y resultados relevantes y empleados sobre topologias débiles en un espacio de Banach.
En cuanto al segundo apéndice, recogemos algunas nociones, imprescindibles en nuestro desarrollo,
sobre teoria de la medida y la teoria de la transformada de Fourier.



Capitulo 1

Nicleos reproductores y RKHS

Empezaremos dando una serie de resultados indispensables en la comprension y desarrollo de
la teoria de los espacios de Hilbert con ntcleo reproductor. En adelante, nos referiremos a este
tipo de espacios como RKHS. Definiciones y resultados ya presentados en el Grado, o que podrian
interrumpir nuestro desarrollo, han sido incluidos en dos apéndices, uno dedicado al andlisis funcional,
y otro al andlisis real. Daremos esto por sabido (por ejemplo, la definicién de producto interno de los
espacios que consideremos, cuando lo haya, o qué es un espacio de Hilbert), simplemente recordando
que K denota al cuerpo sobre el que trabajamos, cuando no queramos especificar si K =R 6 K = C.
También, H denotara, salvo que se diga lo contrario, al K - espacio vectorial de Hilbert en cuestion.
A lo largo de este trabajo, cuando se esté trabajando sobre el espacio R" o C" para algin n € N,
y no se haga notar lo contrario, el producto interno (z,y) serd el producto escalar usual en estos
espacios para todo par de elementos x,y en dicho espacio. También denotaremos este producto,
alternativamente, como (z,y) = x -y = x1y; + -+ + x,7,. Claramente, estas consideraciones se
extienden a las normas inducidas por estos productos internos. Note el lector que, mientras no
especifiquemos si trabajamos en valores complejos o en valores reales, usaremos la definicion de
producto interno con llegada en C.

1.1. Ntcleos. Primeras propiedades

Definimos, entrando ya en nuestra materia, lo que entenderemos por nicleo sobre un conjunto
arbitrario y no vacio.

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Se dice que una funcién k£ : X x X — K es un
nucleo en X si existen un K - espacio de Hilbert H con producto interno (-,-), y una aplicacién
¢ : X — H tales que, para todos x, 2’ € X, se tiene que

kw,a') = (8(x'), 6(x)). (1.1.1)
Llamaremos aplicacién caracteristica a ¢ y espacio caracteristico a H.

Asi definido, no podemos decir nada de la unicidad de la aplicacion caracterisitca ¢ ni del espacio
caracteristico H. Sea, por ejemplo, el conjunto X := Ry k(z,2) := za’, con z y 2’ en R, y con el
producto escalar usual en R. Basta coger ¢ :==idg : X — H con X :=R y H := R, de forma que

(idg(2"), idg(z)) = xa' = k(x,2").

Sin embargo, también podemos escoger, manteniendo X = R, la aplicacién caracteristica ¢ : X — R?
dada por ¢(x) := (\%, \%) para todo z € X, de modo que, escogiendo ahora el producto escalar usual

en R2, se tiene

(¢(2"), p(x)) = 77 77 =z’ = k(z,2').
5
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De hecho, bastarfa tomar un n € N arbitrario, de nuevo X = R, y ¢ : X — R" dado por ¢(x) =
(\/iﬁ, o f) de forma que, ahora con el producto escalar usual en R,

e SV v v i Diviv it el G

Daremos ahora una serie de resultados sencillos que nos permiten dar ejemplos algo menos triviales
de niucleo en un conjunto arbitrario y no vacio X.

Para el lema que sigue, aclaramos la notacién que utilizaremos para los espacios ?(K), con K un
cuerpo. Para p € [1,00), denotaremos [P = [P(K) al espacio de sucesiones con términos en el cuerpo
K tales que © = ()52, € P siy sélosi ||z]|, = (O, |2,]?)"/? < 0. En el caso p = 2, dicha norma
proviene de un producto interno dado como (z,y) = > 7| 2,7, para & = (2,)52, ¥ = (Yn)pe; €n
I>(K). En el caso p = oo, [*(K) denota al conjunto de sucesiones acotadas con valores en K, i.e., de
sucesiones © = (z,,)52; tales que ||z||x = sup{|z,| : n € N} < oo. También, denotaremos a estos
espacios [P como [P(I), con I la familia de indices.

Lema 1.1.2. Sea X un conjunto no vacio, y sean f, : X — K, n € N funciones tales que (f,(z)) €
I>(K) para todo x € X. Entonces,

=3 ful@) @), (11.2)

para todo x,x" € X, define un nicleo en X.

Demostracién. Usamos la desigualdad de Holder en el espacio de sucesiones [? como sigue

Z (@) fu (@) < (1 (@) 2] Lf ()22 (1.1.3)

Entonces, como la sucesion (f,,()) estd en [? para todo z € X, la serie (1.1.2) converge absolutamente
para todo z, 2" € X, lo que prueba la buena definicién de la suma enunciada. Asi pues, escribiendo
H := % y definiendo 1 : X — H con (z) := (f,(x)) para todo = € X, es inmediato que (1.1.2) nos
da un ntcleo en X: k(z,z") = (¥ (2'), ¥(x))2. O

Seguimos con los resultado bésicos para la construcciéon de nucleos.

Lema 1.1.3 (Restriccién de niicleos). Sea X un conjunto no vacio, y sea k un nicleo en X. Sea
ahora X otro conjunto no vacio. Consideramos una aplicacion A : X — X. Entonces, la Juncidn
k definida por k(x, ') = k(A(z),A(z))), z,2/ € X, es un nicleo en X. En particular, si XCX,

entonces la restriccion kg, x es un nicleo.

Demostracion. Denotamos por H y ¢ : X — H a los espacio y aplicacién caracteristicos para el
nucleo k. Consideramos la composicién ¢ = ¢po A : X — H. Es inmediato ver que, tal y como se nos
da la funcion k, se tiene que

k(z,a') = k(A(2'), A(2)) = (b0 A(a'), ¢ 0 Ax))r = (6(2"), &()) m, (1.1.4)

donde, en la ultima igualdad, hemos usado la definicién de ntcleo k en X. Asi pues, manteniendo el
espacio caracteristico y considerando ¢ como la aplicacién caracteristica, tenemos que & cumple la
definicién de nicleo con H y ¢.

En el caso de XCX, tomando la inclusién candénica A = i : X<+ X, es inmediato que la restriccién
de k a X x X es un nicleo en X. O
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El lema 1.1.3 nos permite afirmar que, dado k : C?xC? — C, entonces su restriccién a las d-
uplas reales kjgayge €s también un nicleo en sentido complejo. De hecho, como probaremos ahora, si
k(x,z") € R para todo x, 2’ € X, también serd un nicleo en X en el sentido real.

Lema 1.1.4. Sea k : XxX — C un nicleo, H uno de sus C-espacios de Hilbert caracteristicos, y
¢ : X — H una de sus aplicaciones caracteristicas. Supongamos que k(z,x") € R para todo z,z’' € X.
Entonces, Hy := H junto al producto interno que sigue

(w,w') y, = Re{w, '), w,w € Hy, (1.1.5)

es un R-espacio de Hilbert, y ¢ : X — Hy es una aplicacion caracteristica del nicleo k con espacio
caracteristico Hy.

Demostracion. No es dificil probar que (-, -) 1, € un producto escalar real, heredado del hecho de
que (-, )5 es un producto escalar con valores complejos. Ademds, se tiene que

bz, 2') = (6('), () g = Re(p(2'), () y + ilm(p(2'), (x)) -

Como, por hipétesis, k(z,2') € R en todos los puntos de XxX, entonces Im(p(z), ¢p(z)),; =
Imk(z,2") = 0. Entonces

k(z,2") = Re(p(z'), ¢(x)) y = (¢(2), () g,

donde la tiltima igualdad se deduce de la definicién de (-, -) ; . Asf, una vez probemos que (Ho, (-, ) ,)
es espacio de Hilbert, ya podremos concluir que k£ es un nicleo con espacio y aplicacién caracteristicos
Hyy ¢.
Para probar la completitud, tomemos (z,,) C Hy una sucesién de Cauchy en (Ho, (-, ), := Re({-, ) m)).
Entonces

(Tp, — Ty Ty — xm)}ff = ||zn — Tml||lg, = 0, n,m — 0. (1.1.6)
Para ver que esto implica que (z,) es también de Cauchy en (H, (-, -)g), usamos el hecho de que las
normas inducidas por productos internos, como normas que son, son reales, luego las normas en Hy
y H coinciden. Recordemos que Hy = H, con lo que los elementos x,, también estan en H.

= (Tn — Ty Ty — Trn) 1y = ||Tn — T |7, = 0, nym — 0.

Entonces, (z,) es también de Cauchy en (H,(-,-)y). Como sabemos que este ultimo espacio es
completo, entonces existe un x € H = H, tal que x,, — = en norma de H para n — 00, es decir, tal
que ||z, — z||g — 0 para n — oo. Igual que antes, se sigue que

|20 — 2||lgy = ||Tn — x|l — 0, n — oc. (1.1.7)
Esto prueba, ahora si, que (Hy, (-, ) p,) es un espacio de Hilbert. ]

Ahora vamos con algunos resultados algebraicos elementales, imprescindibles para la construccion
de ntcleos.

Lema 1.1.5 (Suma de nicleos y producto por un escalar). Sea X un conjunto no vacio, « > 0, y
ko y k1 dos micleos en X. Entonces, aky y ko + k1 son nicleos en X.

Demostracion. En primer lugar, dado o > 0, probemos que aky es ntcleo. Para ello, denotamos por
Hy y por ¢o : X — Hy a sus espacio y aplicacién caracteristicos, y denotamos por (-, -) al producto
interno definido sobre el espacio de Hilbert Hy. Asi, para todo z, 2’ € X, tenemos que

ko(z,2") = (o(@"), do(2)). (1.1.8)
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Definimos una nueva aplicacién caracteristica como ¢} := /agy : X — Hy (notemos que o > 0,
luego la raiz cuadrada positiva estd bien definida), con el mismo espacio caracteristico Hy. De este
modo, para todo x,z’ € X, es claro que

ako(z, 2) = afdo(2'), do(x)) = (Vage(a'), Vago(z)), (1.1.9)

donde se ha usado que /a € R, de tal forma que coincide con su conjugado.

De forma anéloga, probamos que kg + k; es un nucleo. Ademés de los elementos anteriores, ahora
denotamos por H; y por ¢ : X — H; a los espacio y aplicacion caracteristicios del niucleo kq. Asi
pues, basta tomar una aplicacién caracteristica suma ¢g+ ¢1 : X — Ho x Hy (donde Hy x H; denota
al espacio de Hilbert suma directa de estos dos espacios de Hilbert Hy y H;). De esta forma, para
todo x, 2’ € X, tenemos que

(ko + k1) (z, 2") = ko(z, 2") + k1 (2, 2") = (do(2), do(2)) r, + (D1(2), d1(2)) 1,
- <¢0<m/) + ¢1(m/)’ ¢O(x) + ¢1<m)>Ho><H1a

donde, en la ultima igualdad, hemos usado la definicién del producto interno sobre un espacio de
Hilbert que es suma directa finita de espacios de Hilbert. O

El tltimo lema demuestra que los nticleos en X forman un cono convexo'. Hay que remarcar que en
el lema 1.1.5 no se dice nada de la diferencia de nticleos. De hecho, tomemos k( y k; dos nticleos en X
con valores reales, con espacio caracteristico H, tales que existe x € X con ko(x,z)—ki(x,z) < 0. Asi
pues, ko — k1 no es un nicleo, pues si existiera una aplicacion caracteristica para la resta, ¢ : X — H,
tendriamos, usando la positividad del producto escalar en H,

0<{p(2), ¢(x)) = ko(z,x) — ki (2, 2) <0,

lo cual es absurdo. Observemos que bastaria tomar, por ejemplo, ko(z,2’) = za’ y ki(z,2) =
(v2z)(v/2x) = 222, con X = H = R, de modo que, con z = 1, tendriamos ko(1,1) — ki (1,1) <0, y
por tanto kg — k1 no es nucleo.

Lema 1.1.6. Sea ko un nicleo en Xq y k1 un nicleo en Xy. Entonces, el producto ko-ky es un nicleo
en XoxX1. En particular, para Xog = X1, se tiene que k(x,z") := ko(z, 2" ) ki (x,2'), x,2" € X, es un
niucleo en X.

Demostracion. Sea H; un espacio caracteristico y ¢; una aplicacion caracteristica del nicleo k;,
1 = 1, 2. Utilizamos la nocién de espacio con producto interno convencial en el producto tensorial de
espacios de Hilbert H; ® H,, v denotamos a su complecién a espacio de Hilbert como H;®H,. Con
ello, y por definicién de los ntcleos ki y ks, se sigue que

ki, o) - ka(we, %) = (@1(2)), b1 (1)) m, - (P1(23), d1(22)) m,
= <¢1(SUI1) ® ¢2(CE’2), ¢1(71) ® ¢2($2)>H1®H2a flal“i € Xy, 5132’93/2 € Xo,

lo que demuestra que la aplicacién ¢; ® ¢o : X1 x Xy — H1®H, es caracteristica del producto k; - ko,
asi como que ki - ko es nucleo en X7 x Xs. i.e., es un niicleo que va de (X; x Xs) x (X x X3) al
correspondiente cuerpo.

Probamos la dltima afirmacion. Supongamos que X; = Xy = X, y denotamos por k = ky -k al niicleo
producto. Entonces, siendo rigurosos, el nicleo anterior quedaria como k : (X x X) x (X x X) —
K. Consideramos la restriccién de este niucleo k al conjunto formado por los ((x1,)), (z2,25)) €
(X x X) x (X x X) tales que (z1,2]) = (29, 2%). Entonces, por el dltimo aserto del lema 1.1.3, se
tiene que dicha restriccién k(z, ") = ky(z,2) - ko(z,2") : X x X — K es nicleo en X. O

!Definimos un cono convexo C' sobre un cuerpo K como un conjunto con dos operaciones bien definidas, una entre
elementos de C' que denotaremos por +, y otra de elementos de RT con elementos de C (en este orden), a la que
denotaremos por -. Esto es, tenemos que z +y € C'y a -z € C para todos x,y € C, y para todo a > 0.
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Ya tenemos algunas claves para construir nicleos no triviales. Por ejemplo, tomemos X := R.
Sabemos que k(x,2') = x2’ es un nicleo en X, con aplicacién caracteristica ¢ : X — R con ¢ = idg.
Pues bien, dado n € N, por el lema 1.1.6 aplicado n — 1 veces, k,(z) = (z2’)" es un nticleo en X.
Con esto y el lema 1.1.5, tenemos que el polinomio p : X — R, dado por p(t) = a,,t™ + ... + a1t + ao,
con coeficientes a; no negativos, nos da el nicleo k(x,z') = p(zz’). Es inmediato comprobar que la
aplicacién ¢ : X — H dada por ¢(z) = (\/ama™, ..., \/aiz,/ag), con H := R™! es la aplicacién
caracteristica. De ello se deduce que un nicleo polinomial, con polinomio original p de grado m, nos
da un coste operativo? determinado por dicha m. Para generalizar esto, damos el siguiente resultado
para una clase determinada de nicleos polinomiales.

Lema 1.1.7. Sea m > 0 y d > 1 enteros, y ¢ > 0 real. Entonces, k(z,2') == ((z,2') + ¢)™, con
2,2 € C?, es un nicleo en X := C%. Ademds, su restriccion a R nos da un nicleo real, esto es, con
llegada en K = R.

Demostracion. Observamos que k : XxX — C, con k(z,2') = (2/,z) y X := C% es un nicleo. Esto
es trivial, sin més que tomar como espacio caracteristico a C? y como aplicacién caracteristica a
¢ = idca. Asi, usando el binomio de Newton obtenemos

k(z,2) = ij (’Z) (2, 2YFemh = zmj (Z)/az, ) eemk, (1.1.10)

k=0 k=0

lo cual es una suma finita de nicleos en X multiplicados por escalares, ya que k es nicleo en X. Esto
implica, a través de los lemas 1.1.5 y 1.1.6, que k£ es un nicleo en X.

El hecho de que la restriccién a R? nos da un niicleo con valores reales es consecuencia directa de
1.1.4. m

En el caso particular de m = 1 y ¢ = 0, obtenemos los llamados nicleos lineales, que no son
mas que el nicleo £ usado en la ultima demostracion. Vamos maés alld. Construimos nticleos usando
series de Taylor.

Lema 1.1.8. Sean Be Y é(cd las bolas unidad abiertas de C y C?, respectivamente. Sea r € (0,00] y
f :rBc — C una funcion holomorfa con serie de Taylor

= Zanz", z € rBea. (1.1.11)
Si a,, > 0 para todo n > 0, entonces

k(z,2") == f({z,2")¢a) Zan 2, 2') Gas 2,2 € \/rBea,

es un niicleo en \/r Bea. Ademds, su restriccion a X = {x€ R : ||z||]y < v/} es un niicleo con valores
en R. Denotaremos a este tipo de niicleo como de tipo Taylor.

Demostracién. Sean z, 2 € /7 Bea. Dado que |(z, 2/)|<||z]2]|']|2 < 7, entonces la serie de Taylor de
f evaluada en (z, 2’) estd bien definida, dado el radio de la bola en que se ha supuesto bien definida
la serie de Taylor de f. Recordemos la formula multinomial generalizada para cualquier n € N y
21,00, 2 € C:

d g
n __ “i
(214 + 20" = Z ”!Hﬁ' (1.1.12)
G15-3q 20 i=1 "
J1+-tig=n

2Hablar de coste operativo en términos de ntcleos polinomiales es hablar del niimero de operaciones necesarias
para su evaluacion.
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Volviendo a nuestra demostracién, sea z; la componente i-ésima de z € C?. Por (1.1.11), como esta
serie es absolutamente convergente para z € rBga, si cogemos los z, 2/ anteriores y usamos (1.1.12):

00 d 00 d
B(z2) =Y and_zZ)" = an Y o ] [(E)"
n=0 J=1 n=0 J1s--:3g 20 i=1
J1+Fig=n
d d
= > pesinCiga | [E ] (20
JiseJa>0 i=1 i=1

donde ¢, . ;, == . Con los cédlculos realizados, es inmediato que, si definimos® ¢ : X — [?(Ng)

Hd—l Jz
de la forma
d

(b(Z) = (\/ajl+"'+jdcj17~~~,jd Hzgi)jl,...,jdv KBS \/FB(Cda

=1

entonces k(z,2') = (gzﬁ(z’),gzﬁ(z))lg(Ng) para cualesquiera z, 2 € /rBea. Notemos que, en esta cons-

truccién, se ha escogido la aplicacién ¢ como caracteristica, y el espacio de Hilbert 1?(Ng) como
caracteristico.

En cuanto a la restriccién, basta usar el lema 1.1.3 aplicado al subconjunto X := {z€ R? : ||z|], < /7}
del enunciado, y tener en cuenta el resultado 1.1.4 de paso de nicleo con valores complejos a nicleo
con valores reales, para concluir que k, restringido a X x X, es un nicleo con valores reales. O

Un primer ejemplo inmediato de nicleo no trivial con un nticleo de tipo Taylor seria la funcién
k(z,z') = exp((z,2')), dados z,2’ € K¢ con K = R 6 K = C los cuerpos habituales, y (-,-) el
producto escalar usual en el espacio K¢. Tomamos f(z) = exp(z), la funcién exponencial compleja,
que es holomorfa en todo C, luego, en particular, es analitica en zg = 0. Por tanto, tomando un r > 0
arbitrario, podemos expandir f(z), para todo z € C? (tomando K = C en el caso general descrito),
con el bien conocido desarrollo de Taylor de la funcién exponencial, dado por

HOEDIE

n=0

Luego, en paralelo con la demostracién del lema 1.1.8, podemos afirmar que la funcién

I\

-y <Z’nZ‘> : 2,7 € \/rBea, (1.1.13)

n=0

es un nicleo en X = CY, con aplicacién caracteristica

_1Jihi

¢(Z) = (\/(] PN |H H_]Z G1,nja>0s %€ \/?_"é(cd. (1114)
1

Con lo que sabemos hasta ahora, estamos en condiciones de aportar los siguientes resultados, que
nos daran unas nociones introductorias de algunos de los niicleos mas extendidos.

Proposicién 1.1.9. Sean d € N, v >0, 2 = (21,...,24) € C%, y 2/ = (21,...,2}) € CL La funcién

d —/\2
k,ca(z, 2') == exp <—ZJ_1( 2 ) ) , 2,72 € C, (1.1.15)
Y

3En adelante, denotaremos Ng = {0,1,2,...} = NU{0}, y N={1,2,...}.
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es un nicleo en X = C%, y su restriccion a RYxR? es un niicleo con valores reales, llamado niicleo
de funcion base radial (0 nicleo RBF gaussiano, donde RBF son siglas inglesas: Radial Basis
Function), con anchura v > 0. Ademds, el nicleo RBF puede calcularse como

no__ no_ _||I—SL‘/H% / d
kyre(z,2') = ky(z,2") =exp | ——75— |, r,r € R (1.1.16)
Y

Demostracién. Fijamos z, 2/ € C?. Si desarrollamos el cuadrado del exponente, es directo que

Co~d =
exp (27 2 > et zjzj>

exp (1252011 22) - exp (2 0, )

k,ca(z,2') = (1.1.17)

Con esta factorizacion, solo resta aplicar los lemas 1.1.6 y el ejemplo antes dado, a raiz de los nicleos
de tipo Taylor, del nticleo k(z,2') := exp({(z, 2')), para concluir con k. ga es niicleo. Ademads, el tltimo
aserto sobre su restriccién a R? x R? es consecuencia inmediata del lema 1.1.3. O]

El siguiente resultado concierne al llamado nicleo binomial, cuya condicién de ntcleo se sigue
directamente de las propiedades fundamentales.

Proposicién 1.1.10. Sea X := Bga la bola unidad abierta en RY bajo la norma usual || - || en R?,
y sea o > 0. Entonces, la funcion k(z,2") = (1 — {x,2'))™ es un nicleo en R? llamado niicleo
binomaal.

Demostracion. Consideremos el desarrollo general de un binomio de exponente —a, con el « del

enunciado: (1 5o i (_na) (1) (1.1.18)

n=0

lo cual es cierto para todo z contenido en la bola Bra, donde se usa la expresién que generaliza un
nimero combinatorio para un numero real —«, de la forma

(—noz> _ ﬁ (—a—i¢+ 1)'

Notemos que (_na)(—l)” > ( para cualquier n € N, ya que, si n es par, tendremos un nimero par
de valores negativos procedentes de (_na), y viceversa. Por esto, aplicando el lema 1.1.8, tenemos que
este k es un nicleo en R%. O

1.2. Funciones semidefinidas positivas y simétricas con va-
lores reales

Hasta ahora, tan solo hemos dado algunos resultados ttiles para la construccién de nicleos no
triviales. A continuacion, definimos lo que nosotros entenderemos por funcion semidefinida positiva,
y ligaremos este concepto con la idea de ntcleo. Veremos que, con gran generalidad, y limitandonos
al caso de ntcleos con valores reales, ambos conceptos son equivalentes.

Definicién 1.2.1. Sea X un conjunto no vacio, y sea k : X xX — R una funcién tal que

iiaiajk(xi,xj) >0 (1.2.1)

i=1 j=1
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para cualesquieran € N, aq,...,a, € R,y zq,..., 2, € X. Entonces, decimos que k es semidefinida
positiva. Si, para z1,...,z, € X mutuamente distintos, la igualdad en (1.2.1) solo es cierta para
a; = -+ = a, = 0, diremos que k es definida positiva. Ademds, k serd simétrica si k(z,z') =
k(x',x) para todo x,2" € X.

Es inmediato ver que, si k£ es un nicleo con valores reales, siempre sera simétrico, por la definicién
de ntcleo. Ademas, llamando ¢ : X — H a la aplicacién caracteristica de k,

Z Z aramk(zy, ) = (Z apd(xy), Z () gy > 0 (1.2.2)
k=1 m=1

k=1 m=1

para todo x1,...,z, € X, ay,...,a, € R. En resumidas cuentas, si k& toma valores en R, siempre
sera simétrico y semidefinido positivo.

Definicién 1.2.2. Sea k un nicleo en X, sean xy,...,z, € X,y sea M,,(K) el conjunto de matrices
cuadradas nxn con entradas en K. La matriz K € M, (K) dada por K := (k(z;,;))ijeq1,..n} €s la
matriz de Gram del nicleo k para {z,...,z,} C X.

Ahora, daremos un teorema y un corolario claves que relacionan las funciones reales semidefinidas
positivas dadas en (1.2.1) y los nicleos con valores reales de una forma biunivoca.

Teorema 1.2.3. Sea X no vacio. Cualquier funcion que tome valores reales de la forma k : X x X —
R es un nicleo si y solo si es simétrica y semidefinida positiva.

Demostracion. Ya hemos probado que si k es un ntucleo con valores reales, entonces tiene que ser
simétrica y semidefinida positiva. Veamos el reciproco.

Consideramos una funcion simétrica y semidefnida positiva & : X x X — R, y definimos el
siguiente conjunto:

Hppe i = {Z ark(-,xr) :n € Nyoy, € R xp € X, 1<k<n},
k=1

de forma que, tomando f,g € Hp., escribimos f = > ouk(-,xy), g = Z;"zl Bik(-, %), con

n,m € N, para ciertos xi,...,2,,2},...,2 € X,y ai,...,an,B1,...,Bm € R. Definimos el si-
guiente producto interno en Hp,.

(fog) =D aufik(al, ), (1.2.3)

k=1 j=1

el cual no depende de la representacion que se dé a f o a g, pues

(f,9)= Zak<z Bik(al, ar)) = awglay),

donde, en la ultima igualdad, se ha utilizado que k es simétrica. Como se ve, la expresién anterior
no depende de la representacion para g. Andlogamente,

m

(Fo9h = D853 awh(afwe)) = D Bif (x).

Jj=1

La simetria y la bilinealidad de (1.2.3) son inmediatas de la forma de k (recuérdese la definicién del
conjunto H.). Sea el f € Hy,. arbitrario de antes, entonces
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(£ 1) =D awajk(aj, o) 20, f € Hpye,
k=1 j=1
donde hemos usado que, por hipétesis, k es semidefinida positiva.
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre el semiproducto escalar que tenemos definido en Hp,.,
tenemos que, para todos f,g € Hye

[, 9)P<(f, )9, 9)- (1.2.4)

Entonces, tomando la funcién f(z) := Y"1 | a;k(z,x;) € Hpye con (f, f) = 0, es inmediato probar,

usando (1.2.4), que f =0, ya que, aplicando el semiproducto escalar de Hpye

|f(@)]* = |Zaik($:xi)|2 = [(fo k(@) P<(k(, 2), k(- 2)-(f, ) = 0. (1.2.5)

Es decir, f(z) = 0 para todo x € X. Esto demuestra que (-,-) es un producto escalar en Hp,..
Consideramos ahora la complecién de Hp,e en un espacio de Hilbert H a través de la inmersién
isométrica I : Hy. — H *. Dada la condicién de isometria de I se tiene, para todos x,2’ € X, lo
siguiente

<]k(’ lj)? Ik(7 x))H = <k(v JZ/), k(? x)>H

= k(z,2). (1.2.6)

En la dltima igualdad, se ha utilizado la definicién del producto escalar dado en Hp,.. De esta
forma, para todo x € X,

x> Tk(-, x) (1.2.7)

nos da la aplicacion caracteristica buscada en el espacio de Hilbert H. En otras palabras, acabamos
de probar que k es un ntcleo en X, con la aplicacién caracteristica (1.2.7). O

Como corolario, daremos un resultado que confirma la regularidad por limites en la topologia,
que caracterizaremos con la correspondiente norma, definida en el espacio de Hilbert caracteristico.

Corolario 1.2.4. Sea (k)% una sucesién de nicleos reales en X # () que converge puntualmente
a una funcion k : X xX — R, esto es, tal que para todos x,x’ € X

lim k,(z,2") = k(z,2"). (1.2.8)

n—o0

Entonces, k es un nicleo que toma valores reales.

Demostracion. Para todo n € N, k,, es simétrica y semidefinida positiva, pues es un nucleo (teorema
1.2.3)). Y, como estas propiedades se mantienen por limites puntuales, k es también simétrica y
semidefinida positiva con valores en R. Entonces, k es un ntcleo con valores reales. O

1.3. Correspondencia entre nicleos y RKHS

Tratamos ahora la relacién de correspondencia biunivoca entre los nicleos ya definidos y los
espacio de Hilbert con ntcleo reproductor, sobre los que atin no hemos dicho nada. Los fundamentos
de este apartado son imprescindibles para todo el desarrollo que sigue. Volvemos al caso de funciones
con llegada en un cuerpo K que no es necesariamente R. Antes de dar las primeras definiciones, la

4La inmersién isométrica usada es la expuesta en el teorema A.0.1 del apéndice, donde enunciamos la exitencia de
una inyeccién isométrica I : H — H, con H un espacio con producto escalar arbitrario de partida, y H su espacio de

Hilbert completado, de modo que I(H) es denso en H en la topologia fuerte definida en H.
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terminologia merece una aclaracién. Hasta ahora, hemos hablado de nicleos como funciones a las
que unicamente pedimos que se reproduzcan a través del producto interno, en un espacio de Hilbert,
de imagenes de una aplicaciéon caracteristica. A continuacién, empezaremos hablando de nucleos
reproductores en espacios de Hilbert sin saber, de antemano, si son nicleos. Se pide al lector que
interprete este nombre, provisionalmente, como mera terminologia. En el transcurso de este apartado
se vera resuelto este problema: hablar de nicleos y de nticleos reproductores es equivalente.

Definicién 1.3.1. Sea X # () y H un K-espacio de Hilbert de funciones de la forma f : X — K.
Entonces

i) La funcién £ : XxX — K es un nicleo reproductor si k(-,z) € H para todo z € X, y
ademas, la relacion

f@) = (f,k(, x)), (1.3.1)

se cumple para todo z € X y para todo f € H. A esta propiedad (1.3.1) se le llama propiedad
reproductora del nicleo k.

ii) H serd un espacio de Hilbert con niicleo reproductor (RKHS) en X si, para todo z € X,
el funcional delta de Dirac 6, : H — K, dado por §,(f) = f(z) para todo f € H, es continuo.

En resumen, un RKHS es un subconjunto de F(X), donde F(X) es el conjunto de todas las
funciones de X en K, con X un conjunto no vacio arbitrario, y K el cuerpo sobre el que trabaja-
mos (siempre R o C), en el cual, para todo x € X, existe una funcién k, : X — H, de la forma
k. :== k(-,z) € H, que satisface f(p) = 9,(f) = (f, k(-,p)), para todo f € H y todo p € X. Esto es
consecuencia del teorema de representacion de Riesz-Fréchet, aplicado sobre los funcionales continuos
Op.

Notemos algo importante. Los espacios LP(K?) no estan formados por funciones, sino por clases de
equivalencia de funciones determinadas por igualdades casi siempre en espacios de medida conoci-
dos. Por tanto, estos espacios no pueden ser RKHS, tal y como hemos definido dichos espacios de
Hilbert. No obstante, si que hablaremos de RKHSs a partir de ciertos representantes de las clases de
equivalencia que forman dichos espacios LP(K?), como veremos para los espacios de Paley-Wiener o
de Hardy. En estos, los representantes de las clases de estos I” que cumplen alguna buena propiedad,
son precisamente los elementos que constituyen dicho RKHS.

Respecto al funcional de Dirac d, observemos que, con toda generalidad para nosotros, éste es un
funcional definido sobre un espacio de Hilbert. Para ver la linealidad, basta tomar f,g € H y darse
cuenta de que 0,(af + Bg) = (af + Bg)(z) = af(z) + Bg(x) = ad.(f) + B0.(g). La continuidad o
no continuidad de dichos funcionales ya dependera de si H satisface la condicién reproductora de la
definicion de RKHS.

De la definicién de la propiedad reproductora tenemos una caracteristica comun a todos los RKHS
que es de especial importancia.

Lema 1.3.2. Sea H un RKHS. La convergencia en norma en H implica la convergencia puntual
de los correspondientes elementos de H. Dicho de otra forma, dada una sucesion (f,)2>CH, si
lim ||f, — fllg = 0, entonces lim f,(z) = f(z) para todo x € X, es decir, f, — [ puntualmente.
n—00 n—00

Demostracion. Basta observar que

lim f,(z) = lm &,(f,) = 6.(lm f.) = 8,(f) = f(z), = € X, (13.2)
n—oo n—oo n—oo

donde hemos usado, en la segunda igualdad, la continuidad del funcional de Dirac, para poder asi

utilizar la continuidad secuencial, por la cual la convergencia en H implica la convergencia de las

imagenes en K. [
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A continuacién, damos un lema y dos teoremas que nos relacionaran propiamente los RKHS y
los ntcleos reproductores, viendo como, sin salir del marco del analisis funcional cldsico, podemos
establecer una biyeccién entre el conjunto de nicleos reproductores y el conjunto de espacios de
Hilbert con ntcleo reproductor.

Observemos que, si k es un nucleo reproductor, parece facil probar que la aplicacién ¢(x) = k(-, x) es
la aplicacion caracteristica de k sobre el espacio de Hilbert en que k cumple la propiedad reproductora.

Lema 1.3.3 (Un nicleo reproductor es un nucleo). Sea H un espacio de Hilbert de funciones en X
con nicleo reproductor k : X x X — K. Entonces, H serd un RKHS. Ademds, si definimos ¢ : X — H
como ¢(x) = k(-,x) para todo x € X, entonces k serd un nicleo con aplicacion caracteristica ¢ y
espacio caracteristico H. A la aplicacion ¢ se le suele llamar aplicacion caracteristica candnica.

Demostracion. Por hipétesis, k satisface la propiedad reproductora (1.3.1), luego dado f € H, el
funcional de Dirac cumple, para todo x € X, que

10| = [f (@) = [(f, kG ) [<IEC, )l f]]a, (1.3.3)

donde hemos usado la propiedad reproductora (1.3.1) en la segunda igualdad, y la desigualdad de
Cauchy-Schwarz en la tercera relacion. Con esto, para todo x € X, acabamos de probar que el
funcional de Dirac 9, : H — K es acotado, lo que equivale a decir que es continuo en H. Entonces,
H es un RKHS.

En cuanto a que k sea ntcleo, basta tomar f := k(-,2’) para un 2’ € X fijo, usar la propiedad
reproductora de k, y recordar la forma que tiene la aplicacion ¢ del enunciado. Con todo ello, para
cada x € X obtenemos

De esta manera, acabamos de probar que k cumple la definicién de nicleo con la aplicacién carac-
terisitca ¢ y el espacio caracteristico H. O

Damos ahora dos teoremas de gran relevancia que nos permitira explotar en adelante la biyeccion
entre los RKHS y los nticleos reproductores. Para ello, tenga presente el lector el comentario sobre
notacion hecho después del enunciado del teorema de representacién de Riesz-Fréchet A.0.12 del
primer apéndice, relativo al sentido que tienen los productos internos que vamos a dar en el dual
topolégico H' del espacio de Hilbert H de partida. Recordemos que la definicién del dual topolégico
de un espacio de Hilbert H seria la siguiente: es el conjunto de funcionales lineales y acotados
f:H — K, con K el cuerpo sobre el que se construye el espacio.

Teorema 1.3.4 (Todo RKHS admite un tnico nicleo reproductor). Sea H un RKHS en X, con X
no vacio. Entonces, la funcion k : X xX — K dada por

k(z,x") = (0z, 00 ) o z, 7 € X, (1.3.5)

es el unico nicleo reproductor de H. Ademds, si (€;)ic; €s una base ortonormal de H, entonces, para
todos x,x’ € X, tenemos

k(z,a') =) ex)e(a). (1.3.6)

iel

Demostracion. Necesitamos ver, en primer lugar, que k es efectivamente un nicleo reproductor.
Recurriendo al teorema de representacion de Riesz-Fréchet A.0.12, aplicado sobre H y su dual H’,
consideramos la isometria sobreyectiva I : H' — H (de hecho, es una biyeccién lineal conjugada) que
asigna a cada elemento g € H' el elemento representante Ig € H, de forma que, para todo f € H y
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g€ H', g(f)=(f,1g). Por tanto, aplicando este teorema de representacién sobre ¢, y d,,, ambas en
H' por ser H RKHS, para todos x, 2’ € X se tiene

Por tanto, se tiene k(-,2') = [, para todo 2’ € X. Es inmediato, de lo anterior, que

f(x/) = 5x’(f) = <f> [53:’> = <f,/€(-,l’/)>, (1'3'8>

lo que demuestra que k, tal y como lo hemos definido, cumple la propiedad reproductora. Veamos
que es el tnico. Supongamos que k es un nicleo reproductor arbitrario de H. Consideramos una base
ortonormal (e;);e; de H. Como k(-,2') € H para todo 2/ € X, podemos expresar este elemento con
la base mencionada de la forma que sigue

E(oa) =) (k(a)) eei =Y ei(a)er, (1.3.9)
iel iel
donde, en la tdltima igualdad, hemos usado la propiedad reproductora de k. La convergencia de la

suma se da respecto a la norma || - ||. Ahora bien, como H es un RKHS; el lema 1.3.2 garantiza la
convergencia puntual, es decir, para cada z € X,

k(za') =) eld)ei(x). (1.3.10)

iel

Esto demuestra la igualdad (1.3.6), y como k v la base (€;)ier fueron arbitrariamente elegidos, es
claro que k£ = k. Por lo tanto, para rematar la demostracion, k es el tinico nicleo reproductor del
RKHS H. ]

En la practica, este resultado es clave a la hora de calcular nicleos reproductores de RKHSs
particulares, ya que basta conocer una base ortonormal del espacio para que, extendiéndolo en una
suma sobre la familia de etiquetas I, tener dicho ntcleo k.

Veamos ahora la implicacion contraria, partiendo de un nicleo arbitrario, para llegar a un RKHS
determinado. Antes de meternos con el enunciado y la demostracion de este resultado, conocido como
el teorema de Moore-Aronszajn, definimos lo que entendemos por sobreyeccién métrica.

Definicién 1.3.5. Dados H y K dos espacios de Hilbert, una sobreyeccion métrica de H en K es una
aplicacién sobreyectiva V' : H — K tal que V(By) = Bk, con By y Bk las bolas unidad abiertas
en H y K, respectivamente.

Teorema 1.3.6 (Todo nicleo admite un tnico RKHS. Teorema de Moore-Aronszajn). Sea X
no vacio. Sea k un nicleo en X con espacio caracteristico F' sobre un cuerpo K, y con una aplicacion
caracteristica ¢ : X — F. Entonces, el espacio de funciones

H={f:X—>K:3JweF con f(r) = (w,y(x))r para todo x € X}, (1.3.11)

junto con la norma
| fllg = inf{||w||p : w e F con f= (w,¥(-))p}, (1.3.12)

forma el inico RKHS para el cual k es nicleo reproductor, de forma que tanto (1.3.11) como (1.3.12)
son independientes de la eleccion arbitraria de F y ).

Ademds, la aplicacion entre espacios de Hilbert A : F' — H dada por Aw = (w,¢(-))r para todo
w € F' es una sobreyeccion métrica.

Por dltimo, el conjunto dado como

Hpye = {Z aik( ) :neNay,...,a, € Kay,...,z, € X}, (1.3.13)
i=1
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es denso en H, y dado f =" | a;k(-, ;) € Hye, tenemos

n n
1F1B = S5 aiagk(a;, 2,). (1.3.14)
i=1 j=1
Diremos que H es la complecion funcional del espacio H,.. (no solo completamos el espacio
para dar un espacio de Hilbert, sino que este espacio de Hilbert que lo completa posee un nicleo
reproductor).

Demostracion. En primer lugar, probaremos que el espacio H definido es un espacio de Hilbert de
funciones de X en el cuerpo K. Para ello, notemos que A es sobreyectiva, pues para todo f € H,
por definicién de H, existe w € F tal que A(w) = f, de forma que f(:) = (w,¥(-))p. Ademds, H es
un espacio vectorial de funciones de X en K, en virtud de la sesquilinealidad del producto interno
del espacio de Hilbert original F. Dicho esto, podemos simplificar la expresion de lo propuesto como
norma en H con la igualdad

£l = infuea—r(gppllwllr- (1.3.15)

Noétese que no se ha dicho nada de la inyectividad o no inyectividad de A, con lo que la contraimagen
A7 ({f}) puede estar formada por mds de un elemento de F'.
Probamos la linealidad de la aplicacién A. Sean a,b € K, wy,ws € F. Tomamos dos elementos de

H, £() = (wn, 0())r 3 9() = {w, (0)) . v satistacen A(uwr) = f 3 Aluws) — g. Entonces, por la
sesquilinealidad de (-, ),

A(awy + bwg) = (awy + bwe, ¥(+))p = alwy, Y(-))r + b{wa, V() r = aA(wy) + bA(ws), (1.3.16)

lo que prueba la linealidad de A.
Veamos que || ||z es norma en H. La propiedad || f||g > 0 para todo f € H se sigue de la definicién
de || - ||. Probamos las otras tres propiedades:

1. Sea A €K, feH. j|[M|lx=[Nf|lu?
Si A =0, Af =0. Es claro que ||\f||z = ||[0]|z = 0, pues || - ||z es el infimo de los ||w||r € RT
tales que A(w) = 0, y por linealidad de A, w = 0 es uno de tales elementos w en F. Por otra
parte, es claro que |A||| ||z = 0, lo que prueba el caso de A = 0. Supongamos A # 0. Queremos
probar la igualdad de los dos siguientes objetos:

Ml = infuea—rappllwl|F,
ALl = Al - infurea gy || - (1.3.17)

Denotamos B := A7'({\f}) y C = A7'({f}). Probemos que B = AC. Para la primera
contencién, tomemos w € B. Entonces, A(w) = Af, luego

A(%w) - %A(w) _ (1.3.18)

es decir, w = )\(iw) con %w € C. De esto se sigue que w € A\C'. Para la contencion contraria,
tomemos w’ € AC. Es decir, w' = Aw con w € C. Entonces, A(w') = AA(w) = Af, luego
w € B.

Como B = A\C, se tiene la igualdad

infenliol ;= infuesc s (1.3.19)
Recordemos que, dados D C Rt y a > 0, se satisface inf(aD) = a(infD). Por ello,
infreac||w'||F = infyrec| Al - ||| = |A| - infyrec||w”||F. (1.3.20)
Por lo tanto, reescribiendo B y C en términos de A,

infuea-1(ppllwlle = Al - infyea-rqppllwller = 1A flla = (Al |[f]]a- (1.3.21)
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2. Dado f € H tal que ||f||lg =0, if =07
Se tiene que inf,e a1 (| |w]|F = 0. Para todo n € N, existe un w,, € A~ ({f}) tal que Aw,, = f
y

1
[fwnllr < —. (1.3.22)

Para un n € N arbitrario, como Aw, = f, para todo z € X tenemos que
f(@) = (wa, (@) p- (1.3.23)
Entonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
1
[ (@)] < llwallp - [ (@)l < ()], (1.3.24)

donde el dltimo término tiende a cero para n — oco. Como esta convergencia a 0 no depende
del x escogido, tenemos que f = 0.

3. Dados f,g € H, jse satisface la desigualdad triangular ||f + gl|z < ||f||lz + l|9]|a?

Recordemos que || f||g = infy,ea-1(ip}) ||w||p. Sea e > 0. Sabemos que existe wy € A~ ({f}) tal

que
£
lwille < {1flla + 5 (1.3.25)
Analogamente, existe wy € A7 ({g}) tal que
€
lwllr < flglla + 5. (1.3.26)
Como A(wy + wy) = A(wq) + A(ws) = f + g, se sigue que
1F 4ol = _ ik lelle < flwrtwslle < flwfle +{lwlle <[ £lle +llglla +e. (1.3.27)

weA~L({f+g}

Como € > 0 es arbitrario, se deduce que ||f + gllg < ||f||x + ||9]|m, con lo que se obtiene la
desigualdad triangular para || - || 5.

Veamos ahora que H es una espacio de Hilbert con la norma || - ||g. Para ello, veremos que el nicleo
de A es cerrado, lo que nos permitiria escindir el espacio H en dicho nicleo y su complementario
ortogonal. Una vez probemos eso, restringiremos A a dicho complementario, para asi dar una de-
finicién alternativa de la norma de H que nos muestre con claridad que, efectivamente, H es de
Hilbert. Pues bien, para ver que kerA es cerrado, tomemos (w,) C kerA := {w € F : A(w) = 0}
una sucesion convergente a un elemento w € F', con el objetivo de probar que w estan en kerA. Por
la continuidad de la aplicacién O : F — K tal que O(w) = (w,¢(z)) para todo @w € F, tenemos
que (w, Y (z)) = lim, 00 (Wy, ¥ (x)) = 0 para todo x € X. Entonces, por definicién de A, A(w) = 0,
luego w € kerA, con lo que kerA es un subespacio cerrado de F'. Asi pues, como ya mencionamos
previamente, podemos tomar el complementario ortogonal del nticleo en F', al que llamaremos H , de
forma que podemos descomponer el espacio F' como F = H & ker A.

Hecho esto, pasamos a considerar la restriccion de A al complementario ortogonal del nicleo ker A,
de la forma Al : H — H, la cual es inyectiva por la construccion realizada. Probamos ahora que
Alg H — H también es sobreyectiva, y que, ademads, es una isometria. Con eso y con la igualdad
que vamos a dar, sera inmediato ver que H es un espacio de Hibert con la norma definida. Sea pues
f € H,yseaw € F el elemento tal que f(-) = (w,9(-)). Descomponemos w en la tnica suma
w = wo + W de forma que wy € kerA y i € H. Entonces, f = A(wy + ) = A(d) = Al (), lo que
nos dice que, como buscdbamos, A|; es sobreyectiva. Ademds, por definicién de la norma dada en
H, tenemos que
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If11% = i ekera, wen |[Wo + Wl = nf, crera, went [|wol |7 + |||, (1.3.28)
wotweAT ({f}) wo+wEAT({f})

donde, por definicién de la norma dada en H y dado que wy € kerA, el término de ||wg||r en esta
expresién del infimo de una suma serd necesariamente cero (nétese que 0 € kerA). También, como
Al es una biyeccién sabemos que, para w, el elemento f € H serd el unico tal que A|4(w) = f, luego
restringiendo la norma de F' a H, ||0||p = |[|| 5 = [|[A~| 5 f]| 5. Ademés, en la segunda igualdad de
(1.3.28) hemos usado la ortonormalidad de los elementos wy, w € F. Por tanto, acabamos de probar
que I fler = 1|AY 5. f|l 7, esto es, que Al es un isomorfismo isométrico de H en H. Asi pues, como
H es el complementario ortogonal de un subespacio de F', entonces H es cerrado en F, y como F
es un espacio de Hilbert, entonces H es un espacio de Hilbert. Por tanto, como H es de Hilbert, y
Alg: : H — H es un isomorfismo isométrico, entonces H es un espacio de Hilbert.
De hecho, si cogemos la bola unidad abierta B; = ép, para todo w € Bj se tiene que el elemento
f=A(w) € H satisface ||f[|z < 1, dada la definicién de A y de || - [|#, con lo que AB; C By, donde
By = By es la bola unidad abierta de H. Esto demuestra, como también habiamos enunciado, que
A es una sobreyeccién métrica.
A continuacion, veamos que k es el nicleo reproductor de H, de lo que se deriva facilmente que H
es un RKHS, con el nicleo k& como ntcleo reproductor. Por la definicién més primitiva que hemos
dado de nicleo en un conjunto no vacio X dada su aplicacién caracteristica 1, tenemos que, para
todo = € X, se cumple la igualdad k(-,x) = (¢(+), ¥ (x)), lo cual satisface estrictamente la definicién
de los elementos de H, porque ¢(x) € F para todo = € X. Entonces, k(-,x) € H para todo = € X.
Dada la construccién de la sobreyeccién métrica A, es inmediato que (w,1(-)) = 0 para cualquier
w € kerA, por lo que 1(z) € kerA- = H. Por lo tanto, podemos escribir k(-,z) = A|;((x)), para
todo x € X, con el sentido de que 9 (z) € F. Asi pues, recodando que Al es una isometria biyectiva
y usando la definicién del espacio H, para todo z € X se tiene que

fla) = {(Alg) " (@) p = (f, Alg(@)) g = (f k(. 2)), =€ X, f e H (1.3.29)

Luego k satisface la propiedad reproductora en el espacio H. Esto es, H es un espacio de Hilbert con
nicleo reproductor k, luego, por el lema 1.3.3, acabamos de probar que H es un RKHS con ntcleo
reproductor k. Nétese que atiin no hemos probado que este RKHS sea el tinico ligado con el nticleo
reproductor k.

Veamos ahora los resultados enunciados sobre el espacio Hp,.. Veamos, de hecho, que las afirmaciones
hechas sobre este espacio son ciertas para cualquier RKHS H con nicleo reproductor k. En primer
lugar, es claro que Hy,. tiene estructura de espacio vectorial con la suma y el producto por escalares
dados en el espacio H. De hecho, como k(-,z) € H para todo z € X, por dicha estrucutra vectorial
es claro que H,,. C H, esto es, que H ore €5 subespacio vectorial de H Para ver que H,,. es denso
en H, razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que Hp,. no es denso en H. Por el corolario
A.0.10 del apéndice, como H,,. es subespacio vectorial de H, esto implica que H pre # {0}. Entonces,
debe existir f € H;e para el que exista al menos un z € X con f(z) # 0. Usando la propiedad

reproductora de k en H y la condicién de ortogonalidad sobre k(-,z) € H., tenemos

0= (f k(- 2)) = f(z) £ 0. (1.3.30)

lo que es absurdo, por lo que H,,. es denso en H.

Para acabar con las afirmaciones sobre H,,., sea ahora f = 3, | axk(-,z1) € Hpe para oy € K,
2, € X, k=1,...,n. La propiedad reproductora ya probada sobre k implica que la norma en H de
f toma la siguiente forma

AI% = Z Za@<k(~, wi), k(- mi)) g = Z Zakmk(xi, Tr), (1.3.31)

k=1 i=1 k=1 i=1
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lo que prueba (1.3.14), y con ello todo lo propuesto sobre el subespacio Hpe.

Para acabar con esta demostracion, nos falta probar la unidad del RKHS asociado al nicleo k. Sean
pues Hy y Hy dos RKHSs de k. Veamos que son iguales. Acabamos de probar que H,,. es denso
en cualquier RKHS con nicleo reproductor asociado k, luego lo serd en H; y en Hy. De hecho, por
el razonamiento que acabamos de seguir, las norma en H; y Hy de cualquier elemento f € H,,.
coinciden. Por la mencionada densidad, dado f € Hj, debe existir una sucesion (f,) C Hy. tal que
converja en norma de H; a f, i.e., tal que lim, o ||fn — f||m, = 0. Por otra parte, H,.. C Ha, luego
(fn) C Hy. Como acabamos de decir, las normas en Hy y H» coinciden en H,,., y como esta sucesién
(fn) converge en norma de Hy, entonces es de Cauchy en norma de Hy, y por la igualdad de normas
en Hy y Hy en Hy,., entonces ( f,) es Cauchy también en Hy. Como Hs es espacio de Hilbert, entonces
existe g € Hy que es limite en norma de Hj de dicha sucesién, i.e., lim, o || fr — g||m, = 0. Ya vimos
en 1.3.2 que la convergencia en norma en un RKHS implica convergencia puntual, luego para todo
reX

f(x) = lim fu(x) = g(a). (1.3.32)

Esto es, f = g en todo X. Por tanto, f € Hy, y como f era un elemento arbitrario de H;, entonces
H, C H,. Razonando andlogamente se llega a la contencién contraria, y ademads, si lim, o ||fn —
flle, =0y im0 || fn — f||H, = 0, entonces tenemos, recodando que (f,) C Hppe:

171l = Y (| full, = Y || ful e = Y (| fullr, = 111 (1.3.33)

luego Hy y Hy estan contenidos isométricamente el uno en el otro. En otra palabras, H; = H, con
iguales normas. Entonces, el RKHS asociado al niicleo k es tinico, lo cual era lo tinico que nos faltaba
por probar. O]

Por lo que acabamos de ver, dado un ntcleo, existira un solo RKHS asociado a él. Por tanto, por
el teorema 1.3.4 cada RKHS tiene un tnico nicleo reproductor, que a su vez es nicleo; y este nicleo,
por el teorema 1.3.6, admite un tinico RKHS. En otras palabras, acabamos de probar que existe una
biyeccién entre el conjunto de RKHSs y el de niicleos en un conjunto arbitario no vacio X.
Ademas, podemos establecer también, lo cual nos serd 1util para la teoria que sigue y para la com-
prension de estos espacios, una biyeccion entre los nicleos reproductores en un conjunto no vacio X,
de X x X en R, y las aplicaciones que van de X a [*(I), con R como cuerpo subyacente. En nuestras
consideraciones también entra un conjunto arbitrario I.

Proposicion 1.3.7. Sea k un funcion que va de X x X en R. Entonces, k es un nicleo reproductor
en X, i.e., serd una funcion semidefinida positiva y simétrica en X X X, si y solo si existe al menos
una aplicacion T de X a algin espacio I1>(I) tal que

k(z, o) = (T'(x), T(y))ea) = Z(T(I))i(T(y))z- (1.3.34)

Demostracion. Sea H el RKHS de funciones de X en R con niticleo reproductor k. Sea la aplicacion
Vi : X — H dada por () = k(-,x) para todo x € X, i.e., la aplicacién caracteristica canénica de
k.

Como H es un espacio de Hilbert, H es isométrico a algiin espacio /() para algiin conjunto I.
Denotamos por ¢ : H — [?(I) a una isometria entre H y [(I). Entonces, la composicién T := potg
satisface las condiciones que queremos, pues T : X — [?(I), y ademds, para todo z,2’ € X, como k
es nucleo reproductor y k(-,z) € H, se tiene que

k(xvx/) = <k(,$/),kﬁ(,$)>H = <wK(x/)>wK($)>H =
= (pox(a'), p o Yx(x))em = (T(2), T(x))em, (1.3.35)

donde hemos usado, en la tercera igualdad, el hecho de que ¢ : H — [*(I) es una isometria, as{ como
la definicién de T en la cuarta igualdad. Esto prueba una de las implicaciones.
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Reciprocamente, consideremos que existe una aplicacién T : X — [?(I), para algtin conjunto I, que
satisface (1.3.34). Definimos la aplicacién k : X x X — K dada por k(x,2") := (T'(2"),T(x))i2r),
la cual es semidefinida positiva y simétrica, por ser (-, -);2(;) un producto escalar. Entonces, k es un
nicleo, luego es ntcleo reproductor. O

Ahora, aportamos una serie de ejemplos rapidos que muestran esta naturaleza reproductiva en
numerosos espacios de Hilbert muy conocidos, antes de entrar con un estudio y unos ejemplos menos
triviales.

(i)

(i)

(iii)

Cualquier espacio normado de dimension finita H es isométricamente isomorfo a un K", con
K el cuerpo sobre el que se define el espacio. Como estos espacios K" son de Hilbert, entonces
H también. Ademas, si H esta formado por funciones definidas en un conjunto X no vacio
con valores en K, entonces es un RKHS. La razon de esto es que el funcional delta de Dirac,
0, : H — K con z € X, es una transformacion lineal de un espacio normado de dimensién
finita (por lo tanto, de Hilbert) en un espacio normado. Esto implica que ¢, es continua, y con
ello tenemos que H es RKHS.

Sea X = {x1,...,2,} un conjunto arbitrario de n elementos. Sea A = (a;;)i j=1,...n € M} (R)
un elemento del conjunto de matrices cuadradas de orden n simétricas y definidas positivas
(estos desarrollos se dan, para el cuerpo C, con matrices hermiticas en el lugar de simétricas).

,,,,,, n = A7! la inversa de A. Sea H4(X) el espacio de funciones con
valores complejos en X, en el que definimos el producto interno

(f, 9>HA(E) = Z F@)bijg(zs) = (g(a1), -, 9(2a))B(f (1), .-, f(2a))" (1.3.36)

ij=1

Pues bien, este espacio H4(X) es un RKHS con nicleo k(z;, x;) = a;;. Para probarlo, se observa
que, para todo f € Ha(X)

n

FokCoa oo = D Fla)bk(oe,x) = > f(2:)briage, (1.3.37)

ik=1 ik=1

donde hemos usado la definicion de la funcién k£ en la dltima igualdad, y que los valores que
toma k son reales. Es inmediato darse cuenta de que el producto de los elementos de B y de A
de la ultima expresion nos da la delta de Kronecker 9;;, con la construccion seguida. Asi pues,
H4(X) es un espacio de Hilbert con nicleo reproductor k.

El espacio de Hilbert estdndar I?(N) es un RKHS con nicleo reproductor dada por la conocida
delta de Kronecker, i.e.,

k(mvn) - 5m,na (1338)

para cualesquiera m, n € N. Nétese que, dado un elemento x = {x(n)}>°, € I*(N), la propiedad
de nicleo reproductor se visualiza facilmente con la igualdad:

2(m) =Y x(n)bmn = (¢,00)), meN. (1.3.39)

n=1

Mas adelante nos detendremos en estudios algo menos triviales, como es el caso de los polinomios
trigonométricos y los polinomios ortogonales, y otros casos mas complejos y extensos, como son
los espacios de Paley-Wiener, el de Bergmann, y el de Hardy.
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1.4. Medibilidad, continuidad e integrabilidad en RKHSs

Entendida la base que relaciona nicleos y RKHSs, nos adentramos en la teoria, mas elaborada, de
estos espacios. Los nucleos reproductores satisfacen buenas propiedades de medibilidad, continuidad,
e integrabilidad bajo condiciones no muy restrictivas, como veremos. Estudiamos la extensién de
estas propiedades a las funciones que conforman dichos RKHSs. En adelante fijamos la notacién de
H como RHKS, k : X x X — K como su niticleo reproductor sobre el conjunto X # ) y sobre el
cuerpo K. Denotaremos también ¢ : X — Hy y (-, -) como la aplicacién caracteristica y el producto
escalar en H (nétese que estamos cogiendo una aplicacién caracteristica arbitraria del nicleo k, la
cual no tiene por qué tener llegada en H, sino en un espacio de Hilbert Hy indefinido).

Empezamos observando que, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre el producto interno dado
en H y su norma asociada, se tiene, para todo z,z’ € X

k(22 = [(k ("), k(@) a? < [RC, @) PRC2) P = k(') - ke, ), (14.1)

donde se ha usado que k(x,x) = (¢(z), ¢(x))m, > 0, para x € X. Asi pues, en caso de que la funcién
niicleo sea acotada superiormente, es inmediato probar que sup, ,cx |k(7,2")| = sup,cx |k(z, )|
Esto es asi porque, denotando a = sup, .oy |k(z,2)] y 8 = sup,cx |k(z,2)|, si bien es trivial que
a > (3, para ver la desigualdad contraria basta usar (1.4.1) de tal forma que, para todos z,2’ € X

‘k(:l:‘,(l,’/)’ < \/k<xlax/) ) k(l’,l‘) < \/@: B.

Asi pues, podemos definir la acotacién de un nicleo como sigue.

Definicion 1.4.1. Sea k£ : X x X — K un ntucleo asociado a un RKHS H. Diremos que k esta

acotado si y solo si
sup,ex vV |k(z, x)| < oco. (1.4.2)

A la expresién (1.4.2) la tomaremos como la norma infinito ||k|| del nicleo k. También diremos que
si k es un nucleo que satisface (1.4.2), entonces k esta acotado en el sentido de los nicleos.

Por las propiedades heredadas en k del producto interno de H, se sigue que (1.4.2) es una norma
en el conjunto de nicleos en X. De hecho, para todo z € X, por la norma definida a partir de un
producto escalar, ||¢(z)||m, = v/{(¢(x), d(z))m,, y por la forma de reproducir el nicleo a partir de la
aplicacién caracteristica, tenemos /(¢(z), ¢(2))m, = v/k(x,z). Por lo tanto

o(@) ||, = VE(2, ), z € X. (1.4.3)

Esto significa que, por la definicion 1.4.1, ¢ estara acotado respecto de la norma en Hj si y solo si k es
un nucleo acotado. Damos ahora un resultado esencial en la caracterizacién de los nicleos acotados.
En este trabajo, dado un cuerpo K, denotaremos por L>(X) al espacio de funciones f : X — K
acotadas en todo X cuando no tengamos en X ninguna medida definida a priori, y al espacio de
funciones f : X — K con supremo esencial finito con respecto a una medida definida en X.

Teorema 1.4.2 (RKHS de nicleo acotado). Sea X un conjunto no vacio y k un nicleo en X
con RKHS asociado H. Entonces, k es acotado en el sentido de los nicleos si y solo si toda f € H
es acotada en la norma de H. De hecho, en el caso de tener esta acotacion, la aplicacion identidad
id : H — L*(X) es continua, y se tiene la igualdad de normas ||id|| = ||k||ec, donde la primera
norma es la definida en el espacio de aplicaciones continuas y lineales L(H, L>*(X)), y la sequnda
es la norma infinito ya definida para nicleos.

Demostracién. Empezamos suponiendo que k es acotado. Sea f una funcién cualquiera de H®. En-
tonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y para todo x € X tenemos, por la propiedad repro-
ductora

®Recordemos que los espacios de Hilbert H considerados estdn formados por funciones f : X — K, en los que la
norma en el conjunto de llegada es la norma estdandar del cuerpo K en cuestion.
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[f (@) = [ kG| < [ fllallkC2)|a
= Il v/ k(- 2), b 2)) = (1 flla VR, 2) < (|11l (1.4.4)

por lo que ya tenemos probada la acotacién de f en todo X.

Por lo tanto, a través de (1.4.4), tiene sentido hablar de la norma ||f||o de f como elemento de
L>(X), y podemos afirmar que ||f||c < ||k||oo||f||z para cualquier f € H, lo que prueba que la
aplicacion id : H — L*°(X) estd bien definida, y que ||id|| < ||%||s. Como la acotacién de aplicaciones
lineales entre espacios normados equivale a su continuidad, acabamos de probar la continuidad de id.
Supongamos ahora que todo f € H esta acotado. Por tanto, es claro que la identidad id : H —
L>(X) esta bien definida, pues para todo f € H se tiene ||f|| < 00. Nétese que, en particular,
k(-,z) € L>°(X), para todo x € X, lo que implica la acotacién de k en el sentido del nicleo. Veamos
la continuidad de la aplicacién id. Para ello, usaremos el teorema del grafo cerrado (ver resultado
A.0.3 del apéndice), para lo que, como H y L*(X) son espacios de Hilbert (luego también de Banach
respecto a la norma inducida por su producto interno), veamos que el grafo de ésta, al que denotamos
por gra(id), es cerrado.

Sea (f,g) € gra(id). Entonces, existe una sucesién (f,,) C H para la que lim, oo ||fn — fllg =0y
lim,, o0 ||1dfn - g||00 = 0.

Ya que, tanto la convergencia en norma del infinito, como la convergencia en norma de H, implican
convergencia puntual, se deduce que para todo x € X, id(f)(z) = g(x). Entonces, (f,g) € gra(id),
como queriamos, luego id : H — L*°(X) es continua. De esta manera, por continuidad de id,

k()| < [lk( @)oo < [[id]] - [[E(C @)l = [[id]|V/E(z, @), (1.4.5)
donde se ha usado que, por la propiedad reproductora, ||k(-,z)|| = \/k(z,z). Asi pues, ||k|loc =
sup,ex \/ k(z, x) < [[id]], luego ||| < [[id]].

En resumen, ya hemos probado las desigualdades en ambos sentidos, luego ||k||s = ||id]|, y habiendo
probado también la equivalencia propuesta, hemos acabado la demostracion.

]

Damos ahora una serie de resultados esenciales en la caracterizacion de la medibilidad e integra-
bilidad de los elementos de un RKHS a partir de su nicleo, y viceversa.

Lema 1.4.3 (RKHSs de niticleo medibles). Sea X un espacio medible con medida p y sea k un
nucleo en X con RKHS asociado H. Entonces, todas las funciones f € H son medibles con la medida
definida en X si y solo si k(-,z): X — R es medible para todo x € X.

Demostracion. Si empezamos suponiendo que cualquier f € H es medible respecto a pu, entonces
k(-,z) € H también serd medible, respecto a la misma medida, para todo x € X.

Para la otra implicacién, supongamos que k(-,z) es medible para cualquier z € X. Por lo tanto,
todas las funciones f : X — K del espacio H,,. definido en (1.3.13) serdn medibles, por ser combina-
ciones lineales de funciones medibles. Sea f un elemento arbitrario de H. Por el teorema mencionado
1.3.6, dada la densidad de H,,. en H, existe una sucesion (f,,) en Hy,. tal que lim,_, || f, — f||lz = 0.
Por el lema 1.3.2, usando que H es un RKHS, tenemos que la convergencia en norma de H implica la
convergencia puntual de las funciones que pertenecen a H, luego se tiene que lim,, o, f,(z) = f(x)
para todo x € X. Asi pues, por la regularidad de la medibildad por tales limites, tenemos que f es
funciéon medible respecto de la medida p en X.

O

Antes de enunciar el siguiente resultado, recordemos que la medibilidad débil de una aplicacién
g: X — K, con X un espacio de medida no vacio, y K un cuerpo (R o C), y donde g es un elemento
de un espacio vectorial de funciones V', se define a través de la medibilidad de todas las aplicaciones
(w, g)v' v para todos los elementos w del dual topolégico V.
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Lema 1.4.4 (Medibilidad de la aplicacién caracteristica canénica). Sea X un espacio medible, y sea
k un nicleo en X tal que k(-,x) : X — R es medible para todo x € X. Si el RKHS H asociado a k
es separable, entonces tanto la aplicacion caracteristica canonica ¢ : X — H como el propio nicleo
k: X x X — R son medibles.

Demostracion. Sea w € H' un elemento del dual topoldgico de H. Entonces, para todo z € X, por
el teorema de representacién de Fréchet-Riesz A.0.12, existe un tnico f € H tal que:

(w, (@) = (f, 9(@) i = (f; k() = f(2), (1.4.6)

donde, en la segunda igualdad, hemos usado también la propiedad reproductora de k. Asi pues, como
por hipétesis k(-,xz) : X — R es medible para todo z € X, por el lema 1.4.3 tenemos que todos los
elementos f € H son también medibles, con la o-algebra dada en el espacio de medida X y con la
o-algebra de Borel R, heredada por la topologia usual inducida por la norma en éste 1iltimo espacio.
Por lo tanto, la igualdad anterior nos dice que la aplicacién (w, ¢(-)) g g : X — R es medible para
todo w € H', i.e., ¢ : X — R es débilmente medible.

Ademads, como H es separable, entonces la imagen ¢(X) C H también lo es, pues H es un espacio
métrico. Por tanto, por el teorema de medibilidad de Petty B.0.6, ¢ : X — H es medible.

En cuanto a la mediblidad de k£ : X x X — R, consideramos las aplicaciones h : X x X — H x H
y&:HxH— R, con h(z,z') = (¢(2), p(x)) para todos z,2’ € X, y con & la aplicacién producto
escalar en H, £(h,h') = (h, W) . Obsérvese que h es medible, por ser ¢ medible (con lo que todas
las componentes de la funcién son medibles, lo que caracteriza la medibilidad de una aplicacion con
llegada en un producto cartesiano de espacios de medida), y £ es continua, con lo que k = o h :

X x X — R es medible. 0

En lo que inmediatamente sigue, estudiamos la integrabilidad de las funciones que pertenecen a
RKHSs a partir de la integrabilidad de su ntcleo. Note el lector que, tal y como lo hemos definido,
la funcién = — k(z,x) es positiva para todo x € X, con X el conjunto arbitrario no vacio en que
definimos las funciones en cuestién. Por tanto, su integral estard siempre bien definida, sea finita o
infinita.

Antes, recordemos lo que es una medida o-finita. Dado un conjunto X y dada una medida p definida
sobre una cierta o-algebra A de X, decimos que p es finita si u(X) € [0, 00), y diremos que es o-finita
si existe una familia numerable {A,,},, C A tal que X = U, A, y u(4,) € [0,00) para todo n € N.

Teorema 1.4.5 (Operadores integrales con nicleos I). Sea X un espacio medible, p una medida
o-finita en X, y H un RKHS separable en X con nicleo medible k : X x X — R. Suponemos que
existe un p € [1,00) tal que

[l oo = ( / k5<w,x>du<x>)’l’ < co. (14.7)

Entonces, H estd formado por funciones LP(u)-integrables y la aplicacion inclusion id : H — LP(u) es
continua con ||id|| < ||k||rr(u). Ademds, el adjunto de esta aplicacion id es el operador Sy = Ly (p) —
H dado por

Srg(x) := /Xk(x,m’)g(m’)du(m’), g€ Ly(u),zeX, (1.4.8)

donde p' es el conjugado de p, esto es, % + 1% =1 (sip=1, entonces p' = ).

Finalmente, las siguientes afirmaciones se cumplen:
1. H es denso en LP(u) si y solo si Sy : Ly(pn) — H es inyectiva.

2. Sk Ly(u) — H tiene una imagen densa en H si y solo siid : H — LP(u) es inyectiva.
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Demostracion. Sea f cualquier elemento de H. Veamos primero que f es p-integrable, y que la funcién
identidad id : H — LP(u) es continua. Recordando que, como ya vimos maés arriba, ||k(-,z)||lg =

Vk(z,x) para todo x € X, se tiene
[ 1#G@Pdute) = [ 14k Pdute) < [ 1l Tl dito)
A1 /X K (o, 2)du(x) < oo,

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la primera de las desigualdades anteriores,
ademds de la propiedad (1.4.7). Asi, acabamos de probar que ||f||zr(u) < [|E||Lequ) - [|f]|#, i€, que
toda f en H es p-integrable con respecto a p, y que la aplicacion identidad id : H — LP(u) es acotada
(luego continua), asi como que |[id|| < [|k||Lr ()

Dado ahora p’ € [1, o0] el conjugado de p € [1, 00|, consideremos un g € L, (u) arbitrario. Entonces:

/|k’xm Ndu(x")y < V/|k(z, ) /\/ ' x’) - g(a”)|du(a’

<||k||oo(/|km|du )(/m ’)

— 1Kl - 11kl 20 - o112, (1.4.9)

donde hemos utilizado la desigualdad probada para el nicleo &, por la que

k(z,2") < /k(x,2)\/k(z', 2'), (1.4.10)

=

para todos z,z’ € X, asi como la desigualdad de Hélder sobre g € L, (p1) y sobre el nucleo k (ver
expresion (1.4.7)). También hemos utilizado la definicién de la norma infinito del nicleo, ||k||s.-
En (1.4.9) hemos demostrado dos cosas:

1. La funcién 2’ € X — k(z,2")g(2") es p-integrable para todo x € X fijo, esto es, pertenece a
L (p).

2. Obsérvese que, como ya vimos anteriormente, /k(z’, z') = ||¢(2)|| g para todo 2" € X, y para
¢ la aplicacién caracteristica canénica de k. Por la segunda desigualdad de (1.4.9), tenemos
que la funcion € : 2’ — ||o(2")g(2')|| g pertenece a Ly (1), ya que, como se vio implicitamente,

J VIR ot Nl = [ 1ot - ot dn(e) = | Nata! )o@l - )

(1.4.11)
lo cual es finito por lo dicho en (1.4.9). Asi pues, por la caracterizacién de la integrabilidad de
Bochner dada en B.0.8, la funcién z’ +— g(a’)p(z’) es p-integrable. Pongamos

g = /Xg(x')gzﬁ(x') ~du(x") € H, (1.4.12)

y veamos que g coincide con Syg para el g € L, (u) arbitrario fijado. Consideramos, para un € X
fijo y arbitrario, la aplicacién 6, : H — R definida como 6,(f) = (f,¢(x))g, la cual es lineal y
acotada. Aplicando la conmutatividad del resultado (B.0.12), tenemos

Siglx) = /X ke, ) g(o!)dpla') = /X (6("), (2)) g (@) du(a') = / 0,(6(2"))g(a!)dp(2)

X

=0, ([ oeat@hante)) = ( [ oot )aute) ote) )
= ([ oteoeiute') b))
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Por la propiedad reproductora del nicleo k, tenemos la igualdad Sig = 9.
Ahora, para continuar, enunciamos un resultado de sobra conocido sobre la dualidad de los espacios
LP(p).

Teorema 1.4.6. Sea (X, i) un espacio de medida, y sean p € [1,00) y su conjugado q. Si g € LI(p),
definimos F, : LP(u) — K de la forma

Fo(f) = /fgdu- (1.4.13)

Sip € (1,00), la aplicacion g — F, define un isomorfismo isométrico de Lq(j1) en Ly,(11). Sip =1, y
(X, p) es o-finito, entonces g — F, define también un isomorfismo isométrico de L™ () en Li ().

Este resultado 1.4.6 nos da la expresion del isomorfismo isométrico por el que, dado el espacio de
medida X con medida y, relacionamos el dual de LP(p) y L,y (1), con p’ conjugado de p. Nétese que,
como p es o-finito en X, podemos tomar no solo 1 < p, p’ < oo, sino también p = 1, p’ = co. Tomamos
dicho isomorfismo isométrico respecto de id(f) € LP(u), con f € H, el cual lo podemos abreviar como
Fiagpy = (1d(f)) 1,/ (u).r(u)- Por lo tanto, dado g € Ly (1)°, usando la propiedad reproductora de
k y, una vez mas, la conmutatividad que expresamos en B.0.12 dada la integrabilidad de Bochner,
obtenemos

Fat(9) = (0. Fan) 0000 = [ 9@,k 0)) o)
- <f,/Xg(:p)k:(,x)dp(x)> = (f.Skg)r = (ISkg, f)m .,

donde I : H — H' es el isomorfismo isométrico dado en el teorema de representacion de Fréchet-Riesz
A.0.12. Asi pues, identificando H y H' a través de dicha aplicaciéon I, tenemos que el adjunto de
id: H — LP(u) es id’ = Sg, tal y como afirmamos en el enunciado del teorema’.

Las ultimas dos afirmaciones se siguen inmediatamente del hecho de que, dado un operador lineal y
acotado (en este caso Sy e id), entonces su imagen es densa en el conjunto de llegada si y solo si su

adjunto es inyectivo. Este resultado se recoge en A.0.17. [

A continuacién, particularizamos al caso p = 2. La estructura del espacio de Hilbert L?(u) otorga
al adjunto Sy algunas caracteristicas adicionales de notable importancia. No obstante, para ello nece-
sitamos dar una nociones de la teoria espectral, cuyo principal objetivo es el de buscar las condiciones
que imponer a un operador arbitrario (nosotros los estudiaremos sobre espacios de Hilbert) de cara
a “diagonalizar” estos operadores, andlogamente a como se hace en Algebra Lineal. Por supuesto,
necesitamos sentar una serie de definiciones y de terminologias para poder entender qué significa
“diagonalizar” en este contexto. Entienda el lector que, por no ser este el objetivo primero de este
trabajo, no podemos detenernos en estas disquisiciones.

Denotamos por L£(H;, Hy) al espacio de aplicaciones continuas entre los espacios de Hilbert Hy y Hs.
Cuando H; = Hj, lo denotaremos directamente como L(H).

En este trabajo, la norma en L(Hy, Hs) (para Hy y Hs espacios de Hilbert) de un operador dado
A : Hy — Hj se define como ||A|| = sup{||Ah|| : h € Hy, ||h|| < 1}. Esta aclaracién es indispen-
sable, entre otras cosas, para entender la caracterizacion mas elemental de operadores compactos.
Consideraremos a H un K-espacio de Hilbert, y a T' € L(H).

Por aclarar brevemente la terminologia usada, A € K es autovalor de T si existe x € H (al que
llamamos autovector), © # 0, tal que Tz = Az. Claramente, para cada autovector existe un tnico

6La nomenclatura de producto escalar usada para la evalucacién de Fiq(p) es un abuso de notacién habitual en
andlisis funcional clésico en la evaluacién de funcionales en un cierto espacio (esto es, en la evaluacién de un elemento
del dual topolégico).

"Lo més correcto seria decir que Sy, va de L, (p) a H', pero a través de la identificacién de H y H' con el isomorfismo
I, simplificamos el enunciado diciendo, directamente, que Sy, tiene llegada en H.
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autovalor, lo cual no es reciproco. Para cada autovalor A de T, llamamos autoespacio de X\ al espacio
E(X\) := ker(Aidy — T), y llamamos multiplicidad geométrica a la dimensién de este subespacio,
dimFE(\). Ademsés, si T es autoadjunto, los subespacios E(\) y E()s) son ortogonales, y si T es
(estrictamente) positivo entonces todos sus autovalores son también (estrictamente) positivos.
Antes de formular el teorema espectral, damos un lema que relaciona esta teoria con la teoria del
apéndice A.

Lema 1.4.7. Sean Hy, y Hy dos espacios de Hilbert. Sean S € L(Hy, Hy), y sus operadores autoad-
Juntos y positivos asociados, que definimos como:

Tl =5"S: Hl — Hl: T2 = S55": H2 — HQ. (1414)

Escribimos E1(X\) := ker(Nidy — T1) y Ea(\) := ker(Nidy — T3), para un autovalor no nulo X de Tj.
Entonces, S : E1(\) = E2(X) estd bien definido y es inyectivo. Por lo tanto, X también es autovalor
de Ty. Ademas, se tiene que (S*S)|g,(n) = Nidg,(»)-

De hecho, por la simetria del argumento, podemos intercambiar T y Ty para ver que S*S'y SS*
tienen los mismo autovalores no nulos, con las mismas multiplicidades geométricas.
A continuacién, nos centramos en los autovalores de operadores compactos y autoadjuntos. En el
siguiente enunciado, englobamos a las familias finitas e infinitamente numerables de autovalores. En
el dltimo caso, diremos que la familia (\;);e; C R converge a cero si lim; ;oo A; = 0. En general,
diremos que dicha familia converge hacia cero aunque sea finita, en cuya caso ignore el lector la parte
de convergencia.

Teorema 1.4.8 (Teorema espectral). Sean H un R-espacio de Hilbert y T € L(H) un operador
acotado que es compacto y autoadjunto. Entonces, eziste un sistema ortonormal (e;)ic; a lo sumo
infinito numerable, y una familia (N;(T'));er de valores reales que converge a cero, tales que

1 | M| > A =+ > 0.
2. Tx =73 .., M(T)(x,e;)e;, para todo x € H.

3. AN(T) i € I} es el conjunto de autovalores no nulos de T

Por cémo hemos escrito la sucesion de autovalores \;, todos ellos son no nulos.
Noétese que si, ademds, T" es un operador positivo de L(H), entonces los autovalores de 1.4.8 son
positivos, y por ende tiene sentido definir, para todo r > 0, los operadores T" : H — H, de la forma:

T'x = Z N (x, e;)e;, (1.4.15)
iel
para todo x € H. Notemos también que, para todo i € I, y para todo r > 0, \;(T") = A (T).
El siguiente lema tiene una demostracion muy sencilla, a raiz de la construccién realizada.

Lema 1.4.9. Sea H un R-espacio de Hilbert, y sea T € L(H) compacto, positivo, y autoadjunto.
Entonces, con la notacién especificada, T"T° =T, TV =T, y T? =TT.

Con este resultado, ya podemos definir lo que son las potencias fraccionarias.

Definicién 1.4.10. Con la notacién del lema 1.4.9, y con r > 0, llamamos a T" potencia fraccio-
naria de T de exponente 7.

Con esta definicién, podemos definir la raiz cuadrada de un operador T' € L(H) positivo,
compacto y autoadjunto como el operador T tal que T>T3 = T. Escribimos VT := T.
Consideramos ahora un operador compacto S € L(H;, Hy) para dos R-espacios de Hilbert H; y Ho.
Entonces, el operador conocido S*S : Hy — H; es compacto, positivo, y autoadjunto, y por lo tanto
el teorema espectral 1.4.8 es aplicable sobre S*S, lo que da sentido a la siguiente terminologia.
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Definicién 1.4.11. Sean H,, H, dos espacios de Hilbert. Sea S un operador compacto de L(H, Hs).
Llamamos nimeros singulares de S a los valores que siguen

si(9) == (1.4.16)
0 st 1€N—1T,

donde, por el desarrollo anterior, \/A;(S*S) = A\;(VS*S9).

Como, en virtud de 1.4.7, §*S y S5* tienen los mismos autovalores no nulos en estas condiciones,

con las mismas multiplicidades geométricas, entonces es claro que si(S) = s;(S *) para todo ¢ > 1. Sl
T € L(H) es compacto, positivo, y autoadjunto, entonces s;(T) = /A T* =/ N(T?) = N(T

para todo ¢ > 1.

Es asi que, por el teorema espectral, podemos afirmar que los nimeros singulares de operadores
compactos, positivos y autoadjuntos, si son infinitos, decaen al cero. Entremos ahora a refinar la
velocidad con la que se da esta convergencia.

Definicién 1.4.12. Sean H un espacio de Hilbert, y T' € £(H) un operador compacto de L(Hy, Hs).
Diremos que 7' es nuclear o de la clase de traza si y solo si

o0

1T e ==Y _ si(T) < 0. (1.4.17)

=1

Por las consideraciones anteriores, tenemos que un operador compacto, positivo, y autoadjunto
T € L(H) es nuclear si y solo si

D ()] < o0, (1.4.18)

el

de tal forma que esta tltima suma coincide con ||T|| ... Para poder caracterizar la integrabilidad en
RKHSs con p = 2, tiene interés el siguiente concepto.

Definicién 1.4.13. Sean H,, H, dos espacios de Hilbert. Diremos que una aplicaciéon acotada S €
L(Hy, Hy) es un operador de Hilbert-Schmidt si y solo si

15| s == <ZHS€Z‘H%{2> < 00, (1.4.19)

iel
donde (e;);er es una base ortonormal de H.
A raiz de la definicién dada, damos el siguiente resultado.

Proposicién 1.4.14. Un operador Hilbert-Schmidt T' € L(H,y, Hy), con Hy y Hy dos espacios de
Hilbert, es compacto, y || - ||us define una norma, llamada norma de Hilbert-Schmidt, que es
independiente de la base ortonormal. De hecho, tenemos que

1Sas = (Z > (1.4.20)

Demostracion. La prueba de la igualdad (1.4.20) para la norma es laboriosa y no es relevante para
nuestros propdsitos, por lo que la omitimos. Ahora, si usamos que s2(S) = X\;(S*S) y s,(S*S) =
\i(VS*SS*:S) = M\(S*S) (i.e., que s3(S) = 5,(S*9)), de dicha igualdad se deduce que [|S||%¢ =
15*S||nue- En particular, S es Hilbert-Schmidt si y solo si S*S es nuclear. El hecho de que || - ||us
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sea norma se sigue inmediatamente de que || - ||, es norma. La independencia con respecto a la base
es implicita al estar expresando ||S||gs en términos de los autovalores de S*S.

Probemos ahora la primera implicacién enunciada. Denotamos por (e;)2; y por (f;)32; a unas bases
ortonormales de H; y Ho, respectivamente. Siguiendo el procedimiento estandar de aproximacién de
operadores compactos por operadores de rango finito, definimos los llamados operadores N-truncados
de T" como sigue

N
Z f]?Te’L Ho 67,7 >H1fj (1421)

Pues bien, como los Ty son operadores de rango finito de L(H;, Hy) para todo N € N, y por lo tanto
compactos, entonces, si probamos la convergencia en norma en £(Hy, Hy) de Ty a T para N — oo,
ya tendriamos que T es compacto.

Para todo N € N, y dado un z € Hy, x # 0, se tiene que

(Ty —T) (z) = (T — T) (Z@;, ei>Hlei) = ) (zehuT(e). (1.4.22)
i=1 i=N+1
Tomando la norma de H,, se sigue que

|| (TN - T) (Z<xv ei>H16i> ||H2 = || Z <x7€i>H1T(ei)||H2

i=1 i=N+1

IN

Z |<x7€i>H1| HT(61)||H27 (1‘4'23)

i=N+1

donde se ha utilizado la desigualdad triangular. Ademas, (|{z,e;)m |)52y v (||7(ei)||m,)52, son su-
cesiones que pertenecen a [*(R), por la identidad de Parseval y por ser T un operador de HS,
respectivamente. Entonces, podemos acotar la expresién anterior como sigue

o0 o0 1/2 0 1/2
| (Tn =T) (Z(x,e»mei) lm, < ( > \(x,e»m\z) (Z I\T(ei)\|%2> - (1424)

i=1 i=N+1 i=N+1

Notemos que, por la propia identidad de Parseval, se tiene que

D N eml® = Il (1.4.25)
=1

Entonces, de lo anterior se sigue la siguiente acotacion

. 1/2
1 (T =T) (@) <[], ( > HT(ei)H%Q> : (1.4.26)

i=N+1

Si ahora pasamos ||z||g, al otro lado, y tenemos en cuenta que la serie del dltimo factor es el resto
de una serie convergente, se sigue la convergencia deseada en L(Hy, Hs), es decir,

|Tn —T|] -0, N — oc. (1.4.27)

Entonces, T' es compacto. [

Con las ideas que acabamos de aportar, tratamos ahora el caso de operadores integrales en RKHSs
en L*(p), con p una medida que refinamos en el enunciado.
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Teorema 1.4.15 (Operadores integrales con ntcleos II). Sea X un espacio medible con una
medida o-finita, y H un RKHS separable en X con nicleo medible k : X x X — R que cumple
[kl L2 < 00 (de la expresion (1.4.7) con p = 2). Entonces, Sy, : L*(p) — H (de la expresion (1.4.8)
con p = 2) es un operador de Hilbert-Schmidt con

1Skl s = ||| 22()- (1.4.28)

Ademds, el operador integral T), = S;Sy, : L*(n) — L*(u) es compacto, positivo, autoadjunto, y
nuclear con || T lnue = ||Sk||rs = |1k]|L2(0)

Demostracion. Empecemos recordando el resultado mas general probado en el teorema 1.4.5 para to-
do p € [1,00), aunque particularizando ahora para p = 2: como estamos asumiendo que ||k||2(,) < 00,
entonces nuestro actual RKHS separable H sobre X estd contenido en L?(u). Ademés, como el real
conjugado de p = 2 es p' = 2, el adjunto del operador inclusién id : H — L*(u) viene dado por
Sy : L?(u) — H, tal y como lo expresamos en el mencionado teorema (en particular, con la expre-
sién (1.4.8)). Ademas, por la construccion seguida, S; = id. Recordemos también que, tal y como
se coment6 anteriormente, consideramos Sy directamente con llegada en H via el isomorfismo [ del
teorema de Riesz-Fréchet.

Veamos que S; : H — L*(u) es un operador de Hilbert-Schmidt. Por lo dicho anteriormente, esto
implicaria que Sy también lo es. Sea pues (e;)7°, una base ortonormal de H (la cogemos infinita nume-
rable por ser H separable). Aplicaremos el teorema de la convergencia monétona para intercambiar
los signos de suma e integral, asi como que S;(e;(z)) = id(e;(z)) = e;(x). Ademads, utilizaremos el
teorema 1.3.4. Por este, para todo z, 2’ € X sabemos que

k(z,a') =) ez)e(a). (1.4.29)

1€N

Asi pues, tenemos que

> lIsiea = [ Z|skez ()
i=1
-/ Z|ez edute) = [ Ko a)duta) = Kl < o (1430

siendo la tltima expresion, como ya vimos en el teorema 1.4.8, la norma al cuadrado del ntcleo &
sobre LP(u) para p = 2, la cual es finita por hipétesis.

Asi pues, acabamos de probar que S}, y por lo tanto Sk, es un operador de Hilbert-Schmidt con la
norma dada sobre L?(p). Implicitamente, también hemos probado que |[Sk||rs = |k||r2()-

Por otro lado, por la proposicion 1.4.14, como Si es de Hilbert-Schmidt, entonces es compacto.
También, por el lema A.0.16, tenemos que T}, = S} Sy es positivo y autoadjunto.

Solo nos falta ver que T} es compacto y nuclear, y que ||Tk||nue coincide con la norma de Hilbert-
Schmidt de Si. En cuanto a la compacidad de T}, fijémonos que T = S} Sy es la composicién de
dos operadores compactos y acotados, de la forma T}, : L*(u) — L*(u). Entonces, Ty = S;S), es
compacto.

Veamos ahora las dos ultimas propiedades propuestas para Tj,. Como ya hemos visto en el breve
analisis de la teoria espectral hecho, observando con cuidado las definiciones, afirmamos que Sy es
de Hilbert-Schmidt si y solo si S}Sj es nuclear. Ya sabemos que Sy es de Hilbert-Schmidt, luego T},
es un operador nuclear. En cuanto a la igualdad de normas, también vimos en el mismo analisis que

151175 = 1195k lave = [T nue- =

Nuestro siguiente objetivo es el de estudiar la continuidad para las funciones nicleo que estamos
tratando. En adelante, diremos que k es separadamente continua si k(-,z) : X — R es continua.
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Notese que en esta definicion va implicita la simetria de todo nicleo que tome valores reales.
Denotaremos por C'(X) al conjunto de funciones f : X — R continuas, y por C,(X) al espacio de
funciones f : X — R continuas y acotadas en X.

Caracterizamos, con el siguiente lema, los RKHS contenidos en C'(X). Para hablar de continuidad de
los elementos de H, necesitamos fijar en adelante al conjunto X no vacio como un espacio topoldgico.

Lema 1.4.16 (RKHS de funciones continuas). Sea X un espacio topolégico y k un nicleo en X
asociado a un RKHS H. Entonces, las dos siguiente afirmaciones son equivalentes:

1. Dada f € H, f es continua y acotada.
2. k es acotado y separadamente continuo.

Ademds, en el caso de que se cumplan, la inclusionid : H — Co(X) es continua y se tiene la igualdad

[lid[} = [I¥]loo-

Demostracion. Empezamos suponiendo que k es un nucleo acotado y sepadamente continuo. En-
tonces, el espacio Hpe de (1.3.13) estd formado por funciones continuas y acotadas, dado que k es
separadamente continuo y acotado en X x X. Por la densidad de dicho conjunto H,., dado f € H,
existe una sucesion {f,}>°, C Hpe tal que lim,_, ||f, — f||m = 0. Por el lema 1.4.2, esta conver-
gencia implica la convergencia en L>®(X), que no es otra que la convergencia uniforme. Asi pues,
limy, o0 || fro = flloo = 0. Como f es limite uniforme de funciones continuas ya acotadas, entonces
f también es continua y acotada. Ademds, tanto la continuidad de la inclusién id : H — Cu(X)
como la igualdad [[id|| = [|k||e, se siguen inmediatamente del mentado lema 1.4.2, puesto que
id : H — C,(X) es una aplicacion restringida de id : H — L*(X), ya que C,(X) C L>*(X).

Reciprocamente, supongamos que H estda formado por funciones continuas y acotadas, i.e., que
H C Cu(X). En particular, k(-,z) : X — K es continua, luego k es separadamente continua.
Por su parte, la acotacién de k se sigue, otra vez, del lema 1.4.2, ya que H estd contenido en
Co(X) C L™ (X). O

A continuacién, caracterizamos la continuidad del nicleo k en diferentes términos. Para ello,
recurrimos a una nueva nocién que nos permitird hablar de semimétrica, y hasta de métrica, en
términos de k.

Para ello, sea k un nicleo en X con aplicacion caracteristica ¢ : X — H. Entonces, definimos la
distancia nuclear d; en X, asociada a k, como

di(z,2") = ||p(z) — o(2")||g, 2" € X. (1.4.31)

Se deduce, dado que estamos definiendo dj en términos de una norma (la de H asociada a su
producto interno), que dj es siempre una semimétrica. Ademads, si ¢ es una aplicacion inyectiva, se
sigue también que dj es una métrica. Para ver esto, sean z, 2’ € X, entonces

di(z,2') =0 = o¢(x) =9¢(z)) = z=12, (1.4.32)

donde se ha usado, como era de esperar, que || - ||y es una norma. Ademas, un sencillo calculo sobre
productos internos en H nos lleva a

de(z,2') = Vk(z,2) — 2k(z,2') + k(z', 2'), z,2' € X, (1.4.33)

con lo que dy, tal y como esta construido, no depende de la aplicacion caracteristica escogida ¢. Esta
semimétrica nos permite tratar la continuidad de k. Nos volvemos a centrar en el caso de ntcleos
con valores reales.

Lema 1.4.17 (Caracterizacién de ntcleos continuos). Sea (X, 7) un espacio topoldgico y k un
niucleo en X, para el que escogemos espacio y aplicacion caracteristicos H y ¢ arbitrarios. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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a) k es continuo.

b) k es separadamente continuo y x +— k(x,z) es continua.
c)id: (X,7) = (X,dx) es continua.

d) ¢ (X,7) — H es continua.

Demostracion. La primera implicacién a) == b) es trivial.

En cuanto a b) = ¢), empecemos viendo que di(-,z) : (X,7) — R es continua, para un z € X
fijo. Por la igualdad (1.4.33), esto es inmediato si suponemos que x — k(x,z) es continua y que k es
separadamente continua. Entonces, el conjunto {2’ € X : di(z’,z) < £} es abierto con respecto a la
topologia 7, con lo que id : (X, 7) — (X, dj) es continua, tal y como queriamos probar.

Para ver ¢) = d), basta observar que ¢ : (X,d;) — H es continua, por definicién de dj, con lo
que la composicién de esta aplicacion con id : (X,7) — (X, dy), continua por hipétesis, nos da la
continuidad de ¢ sobre la topologia 7 de X.

Por ultimo, para ver d) = a), fijemos z,y € X, asi como z’,y’ € X. Entonces, por definicién de
ntcleo y por la desigualdad triangular, se tiene

(0(2"), 0(x) = o)) + [(¢() — &), P ()]
()] - |o(x) = sl + l6 )] - [|o(z') — (I,

donde también se ha usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y la bilinealidad del producto interno.
Entonces, la continuidad de ¢ implica la de k, tomando las pertinentes acotaciones en entornos de
los puntos involucrados. O]

[k, 2') = Ky, y) < |
<|

1.5. Teorema de representacion de Mercer

De cara a formalizar la representaciéon de un ntucleo, o de los elementos del RKHS con dicho

ntcleo como nucleo reproductor, en términos de una serie y en un contexto de nicleos continuos y
espacios caracterisitos compactos con una cierta medida, daremos la version adecuada del teorema
de Mercer. En todo este apartado, nos limitamos a ntcleos con valores reales.
A modo de preliminares, consideremos un espacio de medida (X, ) con medida o-finita p, y k& un
niicleo continuo en X con |[|k||z2(,) < oo (recordemos, por el lema 1.4.3, que k(-,z) : X — R es
medible en X para todo z € X si y solo si cualquier f € H es medible en X'). Suponemos también
que el RKHS asociado al nicleo k es separable. Asi pues, por los teoremas 1.4.5 y 1.4.15, tenemos la
factorizacién dada en el diagrama que sigue

L*(p) L?(p)

Sy, S;

Tk

Ademas, se cumplen todas las hipdtesis del teorema 1.4.15, luego sabemos que 7}, = S} S) es positivo,
autoadjunto y compacto, por lo que, por el teorema espectral dado en 1.4.8, existe una familia, a lo
sumo infinita numerable, y ortonormal (e;);e; C L?(p), y una familia ()\;);c; C R convergente a cero
si es infinita, que cumple que:

D M=l > > N> > 0,
ii) Trf = Y ;e Nilf, €i)ei, para cualquier elemento f € L*(p).

iii) {\; : i € I} es el conjunto de autovalores no nulos de T.
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A continuacién, definimos &; := \; 'Sie;, que es un elemento de H (véase el diagrama anterior). Si
aplicamos el operador S}, el cual no es mds que la inclusién id : H — L*(u) ((S;)* = id), tenemos la
igualdad

Ahora, usamos de nuevo el teorema espectral sobre el operador compacto, positivo y autoadjunto Ty,
que va de L?(u) en L?(u), de forma que

/\Z-_lTkei = /\;l[z >\j<ei) €j>€j] = /\7,_1[2 )\jéijej] = €;. (152)
jEI jel
Entonces, tenemos la igualdad e; = A; "Te, = ¢ = A 1Se;, donde la dltima igualdad se sigue de
la definicién de €;. De esta forma, tiene sentido considerar e; como un elemento de H y se tiene que
Sre; = \;e; para todo i € I.
De lo anterior se sigue la siguiente cadena de igualdades

)\i/\j<€i’6j>H = <Sk€ia Sk6j>L2(,u) = <€Z', S]:Skej>L2(u) = <6“T]€€]>L2 =\ <€i’6j>L2(,u)‘ (153)

Es decir, la familia (v/A;e;)ier es un conjunto ortonormal de H, por serlo (e;);cr en L?(1). Dicho esto,
el teorema de representacion que vamos a dar en este contexto nos dice que esta familia no solo es
ortonormal, sino que ademaés es una base. Para formalizar esto, necesitamos primero el teorema de
Mercer original, dado en términos de nicleos simétricos y continuos, para después generalizarlo para
los elementos de un RKHS a partir de la reproductividad de su nicleo.

Recordemos que Sy : L*(u) — H es el operador adjunto de la inclusién de nuestro RKHS de partida
H en L?*(u), asf como que Ty = S} Sy es autoadjunto, compacto y positivo.

Empezamos enunciando el teorema de Tonelli-Fubini sobre funciones definidas sobre un procucto
de dos espacios de medidas o-finitas, como resultado conocido y necesario para la demostracién del
teorema de Mercer para espacios métricos y compactos 1.5.2.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Tonelli-Fubini). Sean (X, A, ) y (Y,C,v) dos espacios de medida con
medidas o-finitas, y sea f : X XY — [0,00) una funcion medible sobre el producto de espacios de
medida, tal y como se formaliza en el apéndice B. Entonces

X><de pe v //fxydu Ydv(y //fxydu Ydp(x), (1.5.4)

donde las integrales internas

/fa:ydu /fa:ydv (1.5.5)

son medibles en Y y en X, respectivamente.

Ademds, en el caso de que f € LY(u®@v), tenemos las mismas igualdades, con la salvedad de que las
integrales internas anteriores solo estdn definidas casi siempre en'Y y X, respectivamente.

Este resultado es generalizable para funciones no necesariamente positivas f : X XY — R a través
del estudio de sus partes positiva y negativa, f = fr — f_.

Dado un espacio de medida (€2, F, i), con € el espacio sobre el que trabajamos, F una o-algebra
sobre Q, y u la medida, el soporte de la medida p, que denotamos por sop(), es el menor cerrado C'
en la topologia de X tal que u(Q2\ C) =0.

Teorema 1.5.2 (Teorema de Mercer para espacios métricos y compactos). Sea X un espacio métrico
y compacto, y sea k : X x X — R un nicleo continuo. Ademds, sea v una medida finita de Borel en
sop(p) = X. Entonces, las familias (e;)icr Y (Mi)ier dadas como arriba satisfacen

a') = Z Niei(x)e;(x), para todo (z,2') € X x X, (1.5.6)

i€l
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donde la convergencia se da en L*(j1), y donde ji denota la medida del espacio de medida (X x X, i, G),
con G la o-dlgebra engendrada por los productos A X B, para todo A y B en la o-dlgebra original del
espacio de medida dado por p y X = sop(p).

Demostracion. Se tiene la medida finita 1 de Borel en el espacio métrico X, con la que construimos
el subsiguiente espacio producto X x X. Denotamos

¢i(x,2') = e;j(x)e;(2)), x,2 € X. (1.5.7)

También, escribimos
Observemos que atn no hemos dicho nada sobre la convergencia de la serie denotada por S.
Nétese que {¢;}; es un sistema ortonormal en el espacio L?(ji). Para ello, nétese que

(0i, @3) L2y = ¢i(2,y)05(z, y)dp(z,y) = / ci(z)ei(y)e;(x)e;(y)dp(z, y). (1.5.9)

XxX XxX
Para poder escindir esta integral via el teorema de Tonelli-Fubini 1.5.1, notemos que x € X —

ei(x)e;j(z) estd en L' (). Esto es consecuencia de la desigualdad de Holder y de la pertenencia de los
e; en L?(u), ya que

1/2

[ tet@est@an < | [ (ei<x>>2du<x>}l/2- [@era@] < aso

Por lo tanto, x € X ~— e;(x)e;(x) es integrable con respecto a p en X. Entonces, el integrando dado
por
oi(r,y)9i(z,y) = ei(x)ej(w)ei(y)e; (), (1.5.11)

es producto tensorial de funciones en L'(11), con lo que estamos en condiciones de aplicar 1.5.1 en
(1.5.9), de forma que

oo = ([ e@e@an) ([ atema) = = b (15.12)

donde §;; denota la delta de Kronecker, y donde se ha utilizado la ortonormalidad de partida de la
base dada en L*(p).
La completitud de este sistema se puede probar viendo que si h € L*(f1) es un elemento ortogonal a
todos los ¢; con respecto al producto interno de L?(ji), entonces necesariamente h = 0. Sea pues tal
h € L*(f1). Entonces:

he, )b, y)di(e, y) = / W pe@eawdiy),  (L5.13)

XxX

0= <h>¢i>L2(;}) = /

XxX

donde, aplicando el teorema de Tonelli-Fubini, aunque ahora pidiendo solo medibilidad sobre el
integrando h(z,y)e;(z)e;(y), se tiene

[ o) ([ etimteint)) ante) 0. ier. (15.14)

De esto, utilizando el teorema de anulacién sobre la medida p en X, tenemos que:

/ ei(y)h(xz,y)du(y) =0, i€ l, paracasitodoz € X, (1.5.15)
X
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y aplicandolo otra vez, h(x,y) = 0, para casi todos x,y € X, donde la locucién casi todo hace
referencia a la medida original u. Entonces, {¢;}; forma una base ortonormal en L*(fi), con lo que
la serie S(z,y) dada en (1.5.8) converge en L?(j1), dada la completitud del sistema {¢;} en L*(f).
Notemos que

(k, 68) ) = /X (e ey, (1.5.16)

sobre lo que aplicamos el teorema de Fubini, por idéntico razonamiento al expuesto sobre la funcién
h antes dada,

(k.0 = [ i) ([ chte)duts)) duto

T

= / ei(z)Trei(w)dp(x) = (Trei, €i) r2() = Nidii = i
X

En la segunda igualdad hemos utilizado la definicién de Ty, : L*(u) — L*(p), como la composicién de
un operador integral con el nticleo k en el integrando, y la inclusién de H en L?(u), con autovalores
\; sobre los autovectores e; € L?(u). Por lo tanto,

y) = 3 Nidi(w,). (1.5.17)

De nuevo, por el teorema de Tonelli-Fubini, dadas f,g € L?(u), tenemos que F(z,y) = f(z)g(y) €
L%(f1). Ademss,

(S, )2z = Z)\ (¢i, F). (1.5.18)
Ahora, utilizando de nuevo la estructura de la aphcamon T}, se tiene que:

<k,F>L2(m=/X Xk(x,y)f(x)g(y)dﬂ(x,y)z/Xg(y) (/Xk(:v,y)f(x)du(x)> du(y) = (T f, 9) 2w

(1.5.19)
sobre lo que, utilizando la condicién de completitud de la base {¢;} de L?*(f1), asf como el hecho de
que T} es un operador autoadjunto, tenemos que

(k, F)r2ay = Z<ka, €i) 12(w){€i> 9) 12 (n) = Z(f, Trei) 12wy (€ 9) L2()
= Z AZ<fa ei>L2(;L) <€ia g)LQ(,u,)-

Por el teorema de Fubini sobre el producto tensorial de funciones de cuadrado integrable que sigue,
obtenemos

(e intens)oon = ([ roe@an@ ) ([ 16eamain) = [ Feaotnii.

(1.5.20)
usando, en la 1ltima igualdad, la definiciéon de F'y de ¢;. Asi, como acabamos de probar que
<f7 €i>L2(,u)<eza >L2(M <¢za >L2 ()> (1521)
entonces
(k, F) 2z Z)\ (¢, F (1.5.22)

La tltima expresion se corresponde, por lo ya calculado, con (S, F)r2), de forma que tenemos
la igualdad (k, F)r2z) = (S, F)r2¢z), lo que implica que k — S es ortogonal a toda funcién de la
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forma de F, en particular a todos los elementos de la base ortonormal {¢;}; de L?(ji). Entonces,
k(x,z") = S(z,2") para fi-casi todo (z,2’) € X x X. Asi, llegamos a la igualdad que buscabamos, de
la forma

k(z,z') = Z \ie;(z)e;(z'),  para todo (z,2") € X x X. (1.5.23)
el
Notemos que la convergencia se da en L*(f1), pues el sistema {¢;} es completo en L?(ji). O

Noétese que tal y como viene dado el nicleo en (1.5.6), y dado el lema 1.1.2 del inicio de este
trabajo, podemos afirmar que la aplicacién ¢ : X — [, dada por ¢(x) := (v/Aies(x))ier para todo
x € X, es una aplicacién caracteristica del ntcleo k.

Recordemos que nuestro objetivo en este momento es probar que (e;);c; es una base ortonormal de
un RKHS H sobre un espacio métrico y compacto X arbitrario. Antes de dar el resultado que nos
lo garantice, necesitamos el siguiente corolario.

Corolario 1.5.3. Con las hipdtesis y la notacion del teorema 1.5.2, la serie dada por )y, ; a;/Nie; ()
converge absoluta y uniformemente para todo (a;) € 1*(I), donde I es un conjunto a lo sumo infinito
numerable.

Demostracion. Sea x € X. Entonces, usando la desigualdad de Holder en [*(I), y el teorema de
Mercer 1.5.2, tenemos las siguientes desigualdades:

Zmi@ei(xns(Za?) (Zw(w)) — l(as)iexle - /R(z, o), (1.5.24)

el el el

donde, en la ultima igualdad, hemos usado la igualdad del teorema 1.5.2; para el mismo argumento
x en ambas entradas de k.

Notemos que k£ es un ntcleo continuo que toma valores reales, y que parte de un espacio compacto.
Entonces, es necesariamente acotado, de lo cual se sigue que ||k||c = sup,cx+/|k(z, x)| < M, para
M > 0 constante. Por esto, es claro que la serie propuesta converge absolutamente.

En cuanto a la convergencia uniforme, el razonamiento es el siguiente: usamos otra vez la desigualdad
de Holder en [?(I) sobre (a;) y sobre v/Aie;(x), para llegar a

N |=

Z |ain/Neei(z)| < (Z a?) (Z )\ie?(a;)) , v € X. (1.5.25)

el el iel

Notemos que id : H — L*(X) es continua, ya que k es acotado. Entonces, la convergencia en
H implica convergencia en L>°(X), es decir, implica convergencia uniforme. Por tanto, como la
convergencia de la serie
> hei (), (1.5.26)
iel
se da en H (por la identificacién de los espacios H y L?(u) en términos de estos elementos de bases
ortonormales de L?(u1)), entonces dicha serie converge uniformemente.
Ademads, como k es continua, entonces todos los elementos de su RKHS asociado son continuos, en
particular los e;. Luego la serie (1.5.26) es el limite uniforme de una sucesién de funciones continuas
en un compacto X, con lo cual dicha serie es continua. Entonces, por ser X compacto y esta serie
continua, la podemos acotar por un () > 0, con lo que la convergencia uniforme de la serie propuesta
en este corolario se sigue de la convergencia de la serie que se deriva de la norma |[{a;}||;2(r). O

Ahora, damos el resultado de representacién de RKHSs con nicleos continuos sobre espacios
meétricos compactos X, que da sentido a todo el desarrollo de este apartado.
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Teorema 1.5.4 (Teorema de representacién de Mercer sobre RKHS). Con las hipdtesis del teorema
1.5.2, definimos

H = {Zal\/_ez. a;) € (I )} (1.5.27)

el

Para f:=3%.., aiv/ e, € Hyg:= Y il biv/Aie; € H, definimos también

(f.9)m =) aib;. (1.5.28)

iel
Entonces H, equipado con el producto interno (-, ), es el RKHS con el nicleo k. Ademds, el operador

1
T2 : L*(u) — H es un isomorfismo isométrico.

Demostracion. El hecho de que (-, -) i sea un producto interno es claro por la forma que esta operacién
toma. Ademas, H es un espacio de funciones del espacio métrico y compacto X a K, las cuales estan
bien definidas, en términos de convergencia uniforme y absoluta, en virtud del corolario 1.5.3. Para
ver que H es efectivamente de Hilbert, basta tener en cuenta que los valores \; y las funciones e;
vienen dadas, y lo que cambia para cada elemento de H son los coeficientes (a;)icr € (*(I). De esta
forma, es la condicién de espacio de Hilbert de este dltimo espacio I?(I) de la que se deriva que H
lo sea también. Denotando directamente por || - || a la norma H inducida por su producto escalar,

tenemos, dados f:=>., aiv/Ne; € Hy g:= Y il biv/ ie; € H, lo que sigue

Hf - gH2 = H Z(az - bz)\/)\_zezHQ = Z(az - bz)z = H(a/i)iej — (bi>iel‘|122([)a (1529)

el i€l

donde se ha usado la definicién del producto interno de H. De esta forma, como [*(I) es de Hilbert,
entonces H también lo es.

Fijemos ahora x € X. El desarrollo seguido en la demostracion del teorema de Mercer 1.5.2 implica
que la funcién que sigue converge en L?(11)

=" Ve vVae(). (1.5.30)

el

Ya vimos anteriormente que ¢ : X — [2(I) dado por ¢(x) = (v Aiei(x))ier estéd bien definida, ya que,
en virtud del teorema 1.5.2,

(v Nei(2)) ,el||lz n = Z)\ e;(x) = k(z,z) < oc. (1.5.31)

el

Sea x € X. La expresién (1.5.31) implica que k(-,z) € H, tomando a; = e;(x) para todo i € I. Sea
ahora f:=3 ., biv/Nie; € H, entonces

(fEC2)m =Y b/ Nei(x) = f(x), (1.5.32)

el

lo cual demuestra la propiedad reproductora de k en H, es decir, H es un RKHS con ntcleo asociado
k.

1
Centrémonos ahora en el operador T} : L?(1) — H. Empezamos fijando un elemento f € L?(u). Tal
y como lo construimos desde un principio, la familia (e;);c; es una familia ortonormal de elementos
de L*(p), luego se tiene que:

f= Z<f, €i) 12(u) i (1.5.33)

i€l
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con la convergencia en el espacio L*(u1). Recordemos que (e;)ie; no solo es una familia ortonormal
en L?(u), sino que ademds cada e; es un autovector de la aplicaciéon Ty, = S; Sk : L?(u) — L*(u), con
autovalores \;. Por lo tanto, la imagen por T} de f es la que sigue

Tk%f = Z<f7 ei>L2<u>\/¥ei, (1.5.34)

el

donde, otra vez, la convergencia se da con respecto a la norma en L?(j1). Por la identidad de Parseval
sobre la familia ortonormal (e;);er C L?() para el elemento f € L*(p), tenemos que ((f, €;)12(u))icr €
1

[?(I), luego por construcciéon del RKHS H se tiene que T2 f € H para todo f € L*(u). Esto es, la

aplicacién T}, tal y como la hemos dado, estd bien definida.

Ahora, usamos el corolario 1.5.3 para afirmar que la convergencia de la serie dada en (1.5.34) es
absoluta y uniforme en X. Ademads, por este mismo corolario, y por como hemos definido el producto
interno en H, se sigue que

1
T2 £I3 = fs e ragnl® = [1((f, €) p2u)ier |- (1.5.35)

i€l

En la ultima igualdad, hemos usado la identidad de Parseval. Acabamos de demostrar que T} :
L?*(u) — H es isométrico. Atin nos falta demostrar que es un isomorfismo.
Para probar la sobreyectividad, fijemos un elemento f € H. Por definiciéon de H, existe un elemento
(a;)ier € 1*(I) tal que:

f@) =" aiv/Aiei(x), (1.5.36)

iel

para todo z € X. Tomemos el elemento g := ) ., a;e; € L*(p), cuya convergencia se da en el
espacio L*(p). Entonces, dada la familia ortonormal (e;);es, tenemos a; = (g, €;) 12, para todo
i € I. Ademads, la convergencia en (1.5.34) es, en particular, puntual (pues ya hemos demostrado que
es uniforme), luego para un x € X arbitrario, se tiene

Tk%g(x) = Z<g>6i>L2(u)\/)\_iei($) = Zai\/)\_iei(x) = f(x). (1.5.37)

el el

Por 1ltimo, la inyectividad de Tk% se sigue de la construccion hecha para probar la sobreyectividad, ya
que, dado un f € H cualquiera de la forma (1.5.36), tomabamos un f’ € L?(u) tal que (f',e;) = a;,
para todo ¢ € I. Entonces, dado cualquier otro g € H que cumpla estas iltimas igualdades tendra
los mismos coeficientes a;, con lo que le corresponderd la misma clase f’ en L?(u). O



Capitulo 2

Teoria del muestreo. Grandes ejemplos de
RKHS

La teoria del muestreo trata de la reconstruccién de funciones a partir de sus valores (muestras) en
una secuencia apropiada de puntos, mediante expansiones (sumas o integrales) en que estos valores
estdn involucrados. Téngase en cuenta que esto no es siempre posible. Pensemos, por ejemplo, en
una funcién continua en la recta real R. Sin ninguna otra imposiciéon, no podemos garantizar que f
esté completamente determinada por una sucesién numerable de valores { f(¢,)}>,, dados sobre una
sucesion (t,)22 ;. Necesitamos més restricciones sobre f o sobre la sucesién. O dicho de otra forma,
las funciones f objeto de nuestro estudio deben pertenecer a cierto tipo de espacios. Uno de ellos, y
este es en el que nosotros nos detendremos, es el espacio de Hilbert con ntcleo reproductor.

2.1. Teorema del muestreo

Consideremos un RKHS H sobre un cuerpo K, dado por funciones f : X — K, con X un con-
junto no vacio arbitrario. Recordemos que la definicion de estos espacios nos decia que el funcional
evaluacién f € H — f(z) € K es acotado para cualquier z € X, lo que, via el teorema de repre-
sesntacion de Riesz, traduciamos en que, para cualquier x € X, existe una tnica funcion k, € H tal
que f(z) = (f, ke)u, con (-,.)g el producto interno sobre H. Nos restringimos a espacios de Hilbert
separables, sobre los que, como es bien sabido, tendremos bases ortonormales numerables.

El caso que a nosotros nos interesa es aquel en que la sucesién {k;, }°°, forme una base para un
RKHS H, de modo que podemos obtener una férmula para un muestreo en H que permita 'recons-
truir’ funciones f € H a partir de un niimero a lo sumo infinito numerable de valores de X. Esta

tendria la forma:
(o)

FO) =) (fk)uSat), teX, (2.1.1)

n=1

con S,(t) funciones que estan por definir, y donde se ha usado que la convergencia de sucesiones
en un RKHS H con su norma implica la convergencia puntual de dichas sucesiones como funciones
definidas en X.

Solo en términos de bases ortonormales, enunciamos el teorema del muestreo en RKHSs.

Teorema 2.1.1 (Teorema de muestreo en RKHS). Sea H un RKHS separable de funciones definidas
en un conjunto X con un nicleo reproductor k : X x X — K, con K el cuerpo sobre el que estd
construido H. Supongamos que eziste una sucesion {t,}>>, C X tal que {k(-,t,)}>>, es una base
ortogonal en H. Entonces, cualquier f € H se puede representar como:

k(t, t,)

f(t) = Zf(tn)m, te X, (2.1.2)

39
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con convergencia uniforme en subconjuntos de X donde la funcion t — k(t,t) es acotada'.

Demostracion. El resultado se sigue directamente de la expansion de f € H en la base ortonormal

tn)/\/ E(tn, tn)}22,, ie., dado f € H, tenemos que

f= Z \/k >\/1<: 5 Zlf tmt) en H. (2.1.3)

’l’l??’l

Por el teorema 1.4.2, en todas aquellas regiones de X en que k sea acotado tendremos que la inclusiéon
id: H— L*(X) (2.1.4)

es continua, y por lo tanto secuencialmente continua. Como la convergencia de la serie (2.1.3) se da
en la norma de H, y como la aplicacion id anterior es secuencialmente continua, de la convergencia
en H de dicha serie se sigue la convergencia uniforme de esta misma serie sobre las regiones de X en
que k sea un nucleo acotado. O

2.2. Algunos ejemplos. Aplicacién del teorema del muestreo

Damos ahora un par de ejemplos de RKHSs no tan triviales como los estudiados hasta ahora, en
que la aplicacion de este teorema 2.1.1 es directa.

2.2.1. Polinomios trigonométricos

Empezamos definiendo lo que es un polinomio trigonométrico de grado < N, para un N € N. Se
denomina polinomio trigonométrico a toda funcion P : R — C de la forma:

N
= ) ape™, (2.2.1)
k=—N

con a € C, ap # 0, N € N. Denotamos por Hpy al conjunto de tales polinomios trigonométricos de
grado < N.

Definimos sobre este espacio el producto interno estdndar restringido del espacio L?[—m, 7]. Como
Hy es un subespacio de dimensién finita en L?[—, 7], entonces es cerrado en este espacio. Tal y
como esta definido el espacio, y con este mismo producto interno, tenemos que Hy tiene una base
ortonormal formada por exponenciales complejas, de la forma {e™*/v/27}¥ . Como Hy es un
espacio normado con dimensién finita, ya vimos en un ejemplo anterior que entonces Hy es RKHS.
Entonces, podemos aplicar la expresiéon (1.3.6) del teorema 1.3.4, por el cual la siguiente funcién
conforma el nucleo reproductor de H y:

b (t,s) = - Z eih(t=s) — —DN(t—s) (2.2.2)
k=

donde Dy es el llamado nacleo de Dirichlet N-ésimo, definido como:

; 1
N %&rf)t] si teR\27Z,
=Y ek : (2.2.3)

k=N 2N +1 si  te2n.

1Ya probamos que la acotacién de la funcién ¢ — k(t,t) equivale a la acotacién general del niicleo k.
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Consideramos la sucesion finita de puntos s,, = 2%{?1 € [-m 7], =N <n < N,y con ella la sucesién

de funciones en Hy de la forma {ky(-, s,)})__y. Esta tdltima, aunque no esté normalizada, forma
una base ortogonal en Hy, pues:

1 sin(m(m —n)) 2N +1

2 osn(E)

<kN("8n)7kN("Sm»LQ[—W,ﬂ = kN(Sman) = 5mn. (2.2.4)

Aplicamos directamente el teorema de muestreo sobre el RKHS Hy y sobre este conjunto ortogonal
{k(-,s,)}Y__, para obtener una representacién de cada uno de los elementos P de Hy como sigue

N s (2N+1 2mn
1 2rn Y\ sin(=52) ([ - 5555
P(t) = E P , te|-mm). 2.2.5
®) 2N +1 <2N + 1) sin(5(t — 5925)) [ ) ( )

2.2.2. Polinomios ortogonales

Este es un ejemplo clasico de niticleo reproductor. Dada una sucesién infinita de polinomios orto-
gonales {P,}>°, sobre un intervalo I de la recta real ]R respecto al producto interno definido sobre
la integracion en medida de Lebesgue (P, Q) = [, P I (x)dx, con un cierto peso « : I — R,
a(z) > 0 para todo = € R, podemos construir espa01os de Hllbert a través de los subespacios de
L?(I) generados por subfamilias finitas de estos polinomios, { P, }_,, para algin N € N.
Particularizamos para la familia de los conocidos polinomios de Legendre. Esta, como es bien sabido
de la teoria de polinomios ortogonales, es la tinica familia, salvo constante, de polinomios ortogona-
les sobre el intervalo [—1,1] (esto es, sobre el espacio L?[—1,1]). Estos pueden ser definidos por la
formula de Rodrigues, esto es

1 d»
2nn ! dtn

P,(t) = (> =1)"], n>0,t€[-1,1]. (2.2.6)
De nuevo, como el subespacio generado por N de estos polinomios conforma un espacio normado de
dimension finita, entonces éste es un RKHS, y sobre él podemos aplicar un argumento analogo al
usado para polinomios trigonométricos.

Estos polinomios forman una base ortogonal en L?[—1,1], con norma || P, ||r2(-1,1 = (n + 3)~
Tomemos una familia finita de estos polinomios, en orden creciente de grado hasta N € N, de la
forma {F, ..., Py}. Enunciamos la férmula de Christoffel-Darboux.

/2.

Proposicién 2.2.1. Sean N € N y {Q,}_, una familia finita de polinomios ortonormales en un
intervalo I C R. Entonces, dados x,y € I, tenemos que

N kfj_l Qn-&-l(x)Qn(y;:Sn(x)Qn—o—l(y) si T 7§ v,
D Qu(@)Quly) = (2.2.7)
n=0 kn {QnJrl( ) (.Z') - Q/TL('%.)QnJrI(:E)} st ¥ = Y,

n+1

donde k,, denota al coeficiente de mayor orden en el polinomio Q,,, y Q) denota a la primera derivada
del polinomio @Q,,.

Aplicamos esta proposicion 2.2.1 sobre nuestra familia finita de polinomios de Legendre, teniendo
en cuenta que no estan normalizados (basta incluir el inverso de la norma de cada P, en la férmula).
Asi, para t # s, tenemos que

N

S (0 + ) Pa(t) Pafs) =

n=0

2N +1 PN+1(t)PN(S) — PN<t)PN+1(S>
2 t—s '

(2.2.8)
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Y, analogamente, si t = s:

Z(n + %)P"(t)P”(S) - # [PJ/\1+1(t)PN(t) - P]/V(t)PNJrl(t)} : (2.2.9)

n=0

Estas dos sumas, que cubren todos los casos de t,s € I, conforman un nicleo reproductor, que
denotamos ky (t, s), del subespacio cerrado generado por esta familia finita de polinomios de Legendre
hasta grado N, en virtud de la expresion (1.3.6) del teorema 1.3.4.

2.2.3. Espacio de Paley-Wiener

Antes de empezar el estudio de este espacio, note el lector que, en el apéndice B, generalizamos
la teoria de la Transformada de Fourier, dando los resultados més importantes que, en adelante,
usaremos sin aclaracion, asi como la notacién utilizada.

Empezamos definiendo lo que son las funciones de banda limitada o band-limited functions en un
intervalo [—R, R] C R, para algin R > 0 arbitrario. Estos elementos definen un subconjunto de L*(R).
Recordemos que un RKHS no puede estar formado por clases de equivalencia, pero esta consideracion
de tomar elementos de L?(R) adquiere sentido con la expresién (2.2.19), que demostraremos. Los
elementos del RKHS que estamos a punto de estudiar son representantes de clases en L*(R) que
satisfacen determinadas propiedades, como ocurrira también con el espacio de Bergman, cambiando
R por un abierto en el plano complejo, y pidiendo, ademas, holomorfia. En el espacio que ahora
nos ocupa, por ejemplo, esta propiedad seria la de que su transformada de Fourier tenga soporte
contenido en [—m, 7).

Utilizaremos la caracterizacion de soporte para funciones localmente integrables, por la cual el soporte

de una funcién f € L _(R) viene dado como el complementario del conjunto:

{r € R:existe r >0 tal que f =0 c.s. en B(z,7)}. (2.2.10)

Definicién 2.2.2. Sean R > 0y f € L*(R). Diremos que f es una funcidén de banda limitada en un

~

intervalo [— R, R] si su transformada de Fourier f se anula fuera de [—R, R, i.e., sop(f) C [-R, R].

Es habitual tomar la R de la definicién anterior como la constante 7. Nosotros, en adelante,
tomaremos esa convencion, salvo cuando se diga lo contrario.
En la literatura matematica convencional, el espacio de funciones de banda limitada en [—m, 7] es
conocido como el espacio de Paley-Wiener, y se denota por PW . Esto es, definimos el espacio
de Paley-Wiener como sigue:

PWr = {f € L*[R) : sop(f) C [-m, x]}. (2.2.11)

Primero daremos unos resultados basicos para entender la naturaleza de este espacio, para después
relacionarlo con nuestro estudio de RKHS (como veremos, PW, es un RKHS). A continuacién,
generalizaremos esta teoria al espacio de funciones enteras en C".

Proposicién 2.2.3. El espacio de Paley-Wiener PW, es un subespacio cerrado de L*(R).

Demostracidn. Denotamos por F : L*(R) — L?*(R) a la aplicacién transformada de Fourier. En
primer lugar, es claro que PW, forma un subepacio en L?(R), pues si f,g € PW,, vy a,b € C,
entonces af + bg € L*(R). Ademds, por la linealidad de la aplicacién transformada de Fourier, es
claro que sop(F(af + bg)) C [—m, 7.

Consideramos el subespacio de L*(R) dado por

S:={f e L*R) :sop(f) C [-m,7]}. (2.2.12)

En virtud del teorema de Plancherel B.0.13, ésta nos da una isometria de L?(R) en L*(R), luego
en particular una aplicacién continua entre estos espacios de Hilbert. Si probamos que S es cerrado
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en L*(R), entonces, como PW, = F~1(S), ya tendriamos probado que PW, es cerrado en L*(R),
por ser contraimagen de un cerrado por la aplicacién continua F. Veamos pues que S es cerrado en
L(R).

Sea {f,}o2, C S tal que || f, — f||r2®) — 0 para n — oo, para algin f € L*(R). Es decir:

/ | fn(x z)*dz — 0, n — oc. (2.2.13)

Basta pues probar que sop(f) C [—m, 7]. Razonemos por reduccién al absurdo, para lo que usaremos
la caracterizacién de soporte dada en (2.2.10). Supongamos que sop(f) no esta contenido en [—m, 7.
Tomamos pues, sin pérdida de generalidad, un x > 7 tal que = € sop(f). Tomamos un r > 0 tal
que x —r >, y para el que f # 0 c.s. en B(x,r) = (z — r,x 4+ r). Entonces, haciendo uso de que
sop(fn) C [—7, 7] para todo n € N, tenemos que

z+r +r
[ = r@Pi= [ ine - s@Pe = [ IR A0, 2

lo que invalida la convergencia dada en (2.2.13). [

[e.9]

Es bien sabido de la forma en que hemos definido la transformada de Fourier que {ﬁe‘mw}
n=1
es una base ortonormal del espacio L?[—, 7r]. Para probar tal afirmacién, formalizamos el enunciado

del correspondiente lema, y lo demostramos.

Lema 2.2.4. La familia {\/%en(x)}nez = {\/%e_mx}nez de funciones de cuadrado integrable en
L2[—m, 7| forma una base ortonormal en dicho espacio.

Demostracion. El hecho de que esta familia de funciones es ortonormal es trivial por su forma y por
el producto interno definido en L&[—, 7).
Consideramos el conjunto:

H:={ Z agey, : ar, € C,n > 0}. (2.2.15)

k=—n

Es claro que H es una subélgebra del conjunto de funciones continuas de [—7, 7] en C, que denotamos
como Cc[—m, 7]. Notemos que, por la definicién dada, f(—m) = f(mw) para todo f € H. Veamos que
la adherencia de H es

G :={f eCc|-m]: f(—m) = f(m)}. (2.2.16)

Por el comentario que acabamos de hacer, H C GG. Sea B la bola abierta unidad en C, y denotamos
por T a su frontera, i.e., a la circunferencia T = {z € C : |z| = 1}. Dada f € H, definimos una funcién
F : T — C como F(e') = f(t). F es continua, pues la aplicacién 1 : [—m,m) — T definida como
Y(t) = e es continua, teniendo en cuenta que lim; , .+ ¥ (t) = Hmy_,,— 1 (¢). Asi, como F o = f,
tenemos la continuidad de F'. La razon de esta continuidad se sigue directamente para entornos en
C cuya contraimagen en T, via F', no incluye el —1. El caso problematico se solventa con la relacion
dada de limites laterales de ¢ en m y —m, y a través de la continuidad conocida tanto de f como de
1) con esa prolongacion.

Pasamos a enunciar una afirmacién que, como veremos, es consecuencia directa del teorema de Stone-
Weierstrass.

Afirmacién 2.2.5. Si g : T — C es una funcién continua, entonces existe una sucesién {p,(z,z)}
de polinomios en z y Z tal que p,(z,%Z) — g(z) uniformemente en T.

n=1
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Demostracion. Denotamos por C(T, C) al espacio de funciones continuas de T en C, asi como P :=
{pn(2,2)}52,. El conjunto T es compacto en C (lo que topoldgicamente es equivalente a decir que,
a través del pertinente homeomorfismo, es compacto en R?). Asi, P es una familia de elementos de
C(T,C) que satisface las condiciones del teorema de Stone-Weierstrass, sobre las tres operaciones
naturales en esta subélgebra (producto por escalares en C, y suma y producto de aplicaciones de

C(T,C)):
1. Claramente, P contiene a todas las aplicaciones de T en C constantes.

2. Dados z,y € T, x # y, basta tomar el polinomio identidad p(z,Z) = 2z para tener un elemento
de P que sea separante de estos dos elementos z, y.

3. Sip e P, la aplicacion conjugada de p es la misma p con sus argumentos z y Z intercambiados,
lo que sigue estando dentro de P.

Por lo tanto, en virtud del mencionado teorema de Stone-Weierstrass, la subdlgebra P es densa en

C(T,C) bajo la topologia inducida por la norma || - ||, es decir, bajo convergencia uniforme. Dicho
de otra forma, dada g : T — C continua, existe una sucesién de polinomios {p,(z,Z)}°>, en z y Z
tal que p,(2,Z) — ¢g(2) uniformemente en T. O

Haciendo uso de la afirmacién anterior, existe una sucesién de polinomios {p,(z,%)}5°,, tal que
pn(2,Z) — F(z) uniformemente en T. Luego dada la aplicacién continua 1 anterior, y la definicién
de la aplicacién F', tenemos que p, (", e™") — f(t) uniformemente en [—7,7]. Ademas, p, (e, e™*)
estd en la subdlgebra H.

Por otra parte, sabemos que el subespacio G es denso en LZ[—m, 7], tal y como se demostré en la
asignatura de Introduccion a los Espacios de Funciones.
Por lo tanto, el subespacio generado por la familia de funciones {#en}nez es denso en Li[—m, 7],

esto es?: .
V en:n €L} = LA—m, 7. 2.2.17
(Gmnin e 2} = L3om 2217
Por lo tanto, {\/%en :n € Z} es una base de Li[—m, 7). O

Ademés, como la transformada de Fourier F es un homeomorfismo de L*(R) en L*(R), entonces
también lo es F~1. Por ello, las contraimagenes de los elementos \/%eim, para todo n € Z, constituyen

una nueva base ortonormal en PW,. (pues, recordemos, PW, = F'(L?|—x,7]), con la identificacién
dada anteriormente).

1 1 it bty : 2
Dadg un elemento \/Tfﬂen‘(t) = —=¢ " arbitrario de dicha base en L*[—, 7], su transformada de
Fourier inversa es como sigue

1 1 T 1 im(x—n) _ —im(xz—n) : _
‘F_l(_enxx) - m/ €Zt($_n)dt = 2— . {6 - ¢ = Sln(ﬂ(x n)) (2.2.18)
T - T

Esto suscita el siguiente resultado.

sin(mw(z—n))
w(z—n)

Proposicién 2.2.6. La familia {
Wiener PW,.

} conforma una base ortonormal del espacio de Paley-
neZ

En este caso de estudio del espacio PW, sobre R es sencillo constatar su condicién de RKHS, asi
como dar su nicleo. Dado f € PW,, haciendo uso de la transformada de Fourier inversa en [—m, 7],

tenemos que .
1 7r f( ) iwtd <]E e—zwt
= — w)eraw = (f,
Vom J_x V2T

QV{\/%?en :n € Z} denota al subespacio cerrado més pequeno que contiene a la familia {\/%7671 :n € Z}.

ft)

)12 (2.2.19)
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Esta expresion (2.2.19) era de la que habldbamos en la introduccién para justificar la relacién entre
el espacio de Paley-Wiener y las clases de equivalencia de L?*(R). Cuando interpretamos este espacio
como RKHS, precisamente nos estamos quedando con los representantes que satisfacen esta expre-
sion.

Por la condicién de isometria biyectiva del operador transformada de Fourier, aplicado sobre elemen-
tos de PW;, es conocido que || f||r2m) = I¥d | L2r) = I¥d | L2[—xx] (teniendo en cuenta que, por tener a
la funcion f en PW,, tenemos sop(f) C [—m,7]). Asi, para todo t € R, tenemos, por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz en L?[—m, 7], que

—iwt

1O < Wllstnmll o= lisinst = 1wy, € PWs. (2220)

En otras palabras, acabamos de probar que los funcionales evaluacién son acotados en PW, i.e., son
continuos en PW . Por lo tanto, PW, es un RKHS.

Para deducir su nicleo reproductor, haremos un calculo directo evaluando un elemento arbitrario en
PW,. Sea f € PW,. Entonces, se tiene que, a través de la transformada inversa de Fourier

e—zwt 1

f(t) = \/%/_ f(w)eiwtdw = <f, ﬁ>[/2[—ﬂ',ﬂ'] = <f, F71<E€7iwt)>L2(R), (2.2.21)

donde se ha usado que F~! es una isometria biyectiva de L*(R) en L*(R). Esto demuestra que la
contraimagen de F~*( %e_“’”) nos da un ntcleo reproductor de PW ., por satisfacer, en todo t € R,
y para toda f € PW,, la propiedad reproductora.

Haciendo un célculo muy parecido al hecho en (2.2.18), tenemos que, fijando ¢t € R, y tomando s € R,

s #t,

1 I 1 [etwlt=7"
-1 —wS) () = Zw(t—S)d N 2.2.22
F e 0 = o [ o= | TS (2:2.22)
L eim(t=s) _ g—im(t=s) _sin(w(t —s)) (2.2.23)
C2r it —s) ow(t—s) -

Extendemos la funcién con continuidad por el 1 si ¢ = s. Expresamos dicho nticleo reproductor como
kr(t,s) =sinc(n(t — s)), t,s€R, (2.2.24)

donde, para todo = € R, definimos
@ st x#0
sinc(x) = (2.2.25)

1 st x=0.

De esta forma, reescribiendo dicha propiedad reproductora, ahora con el nicleo reproductor conocido
explicitamente, se tiene que

—tws

~ €

fs) = ([, o

Asi, observando por (2.2.24) que k,(t,t) = 1 para cualquier ¢ € R, estamos en condiciones de
enunciar el teorema de muestreo de Shannon, el cual es un caso particular del teorema del muestreo
dado anteriormente. La demostracién es la misma que la del teorema general del muestreo 2.1.1, con
una diferencia: partimos de una serie convergente en L*[—m, 7|, y utilizamos F~! para pasar de este
espacio a PW,. El resto del razonamiento es anédlogo.

Yr2[omm = (frsine(m(- = 5)))r2@w), s€ER. (2.2.26)
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Teorema 2.2.7 (Teorema de muestreo de Shannon). Sea f € PW,, i.e., una funcion de banda
limitada en [—m, 7|. Entonces, podemos representar f en términos de sus muestras { f(n)}nez a través
de la 1gualdad:
sm sin(r(t —n))
, tER, 2.2.97
Z L (2.2.27)

n=—oo

donde la convergencia de esta serie es uniforme en R.

Demostracion. Sea f € PW,. La expansion de su transformada de Fourier f € L?|—7, 7] en la base
ortonormal {e~™" /\/27}>2 _ de L*[—7, 7] es:

e —inw ,—inw —znw

P2 3 e =

n=—oo

, en L*[—m, 7). (2.2.28)

Aplicando la transformada inversa de Fourier F~! sobre (2.2.28), y utilizando su linealidad:

L& e e =n)
= 3 s () = 3 ) w22

n=—oo n=—0oo

En la tltima igualdad hemos utilizado la expresién de las transformadas inversas de e~ /y/27
deducidas en (2.2.23).

Para deducir de ello la convergencia uniforme, recordemos que F ! es continua, luego la convergencia
de (2.2.28) en L?[—m, w1 implica la convergencia de (2.2.29) en PW, = F!(L*[—n,7]), con la norma
de L*(R) restringida a PW,. Este tltimo espacio es el RKHS que estamos tratando, es decir, tenemos
convergencia de la suma (2.2.29) en un RKHS. Como este niicleo, k. (-, ), es acotado, por el teorema
1.4.2 tenemos que la inclusién id : PW,, — L*(R) es continua. Luego la convergencia en PW, dada
en (2.2.29) implica la convergencia uniforme. O

Dado que entre un término y otro de la serie (2.2.27) hay una diferencia de una unidad, el espacio
de Paley-Wiener tiene lo que se llama un periodo de muestreo Ty = 1, y no es para nada relevante en
qué puntos exactamente son tomadas estas muestras que nos permitan expandir f € PW, a través
de (2.2.27).

Notemos que, por la expresion de (2.2.27), si dicha expansién se da sobre una base que, ademés
de ortogonal, es ortonormal, entonces, recordando que f(n) = (f, e~ /\/21) para todo n € N, la
identidad de Parseval implica:

If11* = Z [f(n)]?, f € PW,. (2.2.30)
A este valor E; := || f||* se le llama, como es comun ver en la literatura de la teorfa del muestreo,

enegia de f. También en términos de esta teoria, se suele decir que f € PW, estd contenida en sus

muestras { f(n)}nez.
Este ultimo comentario da significado al siguiente diagrama conmutativo:

fePW, r - feL?-nn
E |7

{f(n)}nez € P(2)F—f € Ly[-m,7]

donde los operadores involucrados son los siguientes:
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(i) S es la aplicacion de muestreo con periodo Ty = 1.

(ii) P es una aplicacion de 2m-periodizacion que extiende una funcién f de tener un dominio en
[—7, 7], a tenerlo en todo R con periodo 27.

(c) Las otras dos aplicaciones son transformadas de Fourier:

a) La aplicacién F superior es una transformada de Fourier funcional en L*(R).

b) La aplicacién F inferior es la transformada de Fourier en (?(Z), definida como:

(2.2.31)

No olvidemos que PW, es un subespacio de L?(R), que de hecho es cerrado. Esto nos permite
hablar de la aplicacién proyecciéon en PW, en términos de una aplicacion bien definida, continua,
y lipschitziana (con constante de Lipschitz K = 1). En nuestro subespacio PW,, esta proyeccién
adquiere una forma muy bien conocida.

Figura 2.1: Interpretacién grafica del diagrama conmutativo entre los espacios PWy, L*[—x, 7,
Lo[—m, 7], y [*(Z). Esta construccién nos permite descomponer las funciones de PW, en los va-
lores que tome en un conjunto, a lo sumo, infinito numerable de X, o bien en la forma que tome su
transformada de Fourier en su soporte acotado (de hecho, compacto).

Proposiciéon 2.2.8. Sea f € PW,, y sea Ppy,_ el operador proyeccion sobre PW,. dentro del espacio
L*(R). Entonces, para todo x € R:

sin(m(. — )
Pow, ) = £,y ey = (x5 (5, s <R, (22.32)
donde x denota al operador convolucion.
Demostracion. Se sigue inmediatamente de la definicion de convolucién en R. O

Este ultimo resultado deja bien claro el significado de convolucionar una funcién f de cuadrado
integrable arbitraria con la funcién sinc: no es mas que proyectar dicha f sobre un espacio en que el
soporte de la transformada de Fourier, f , esta contenido en el intervalo [—m, 7.

Asi, algunas de las consecuencias interesantes que este muestreo tiene en el espacio PW, son:

1. Por lo que hemos visto, en nuestro espacio PW,. tenemos un periodo de muestreo de Ty = 1. De
hecho, este es el rasgo relevante en términos de localizacion, no asi el conjunto infinito numerable
de puntos en que localizamos las muestras con que recomponer los elementos f € PW,. Esto
es asi porque, dado f € PW,, esta puede ser reconstruido con la sucesién {f(n + a)}>2

—0oQ)
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para cualquier a € R fijado. Este hecho procede de que el conjunto {e*i(’”a)w/ \/ﬂ} es
nez

también una base ortonormal de L?*[—m, 7|, con una demostracién andloga a la ya dada para

{e*mw/ v 2“} . Repetiendo el mismo razonamiento, tenemos, via F~!, que el conjunto

ne {Sin(ﬂ(t —n—0a) }n R (2.2.33)

m(t—n—a)

es también una base ortonormal de PW,. Esto nos da una nueva féormula de muestreo con la
siguiente expresion:

Z f(n Sm@(f;?z;)“), teR. (2.2.34)

n=—oo

. Por un sencillo célculo sobre la formula de Shannon (2.2.27) (basta utilizar la identidad trigo-

nométrica sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a), sin(nw) = 0, y cos(nw) = (—1)"), para todo
f € PW, se obtiene:

=3 fn) ﬂ =3 f(n) )n), (2.2.35)

nel nez

lo cual adopta la forma de una serie de interpolacién de tipo Lagrange, para P(t) = sin(nt).

. La longitud que tome el intervalo en que contenemos el soporte de las transformadas de Fourier

de los elementos de PW, es facilmente maleable. Para ver esto, consideremos una constante
a > 0 totalmente arbitraria. Consideramos el espacio de Paley-Wiener PW,; de funciones de
banda limitada en el intervalo [—an, an], definido como:

PW,r = {f € L*(R) : sop(f) C [—am,ar]}. (2.2.36)

En este caso, el perfodo de muestreo es T; = 1/a. Si tomamos h € PWq,, y definimos f(t) :=
h(t/a), para todo t € R, por un sencillo cambio de variable tenemos que f(w) = ah(aw), para

todo w € [—7, 7], por lo que f € PW,. Ademés, aplicando la férmula de muestreo de Shannon
(2.2.27) sobre f € PW,:

f(t) = h(t/a) = 3" hin/a) M, teR. (2.2.37)

neZ ( n)

Aplicando ahora el cambio de variable s = t/a, para h € PW,, arbitrario, de lo anterior
obtenemos:

=3 hin Sm (as—n) g (2.2.38)

de lo que se deduce un nicleo reproductor para el espacio de Paley-Wiener PW,,. con periodo
de muestreo T; = 1/a con la siguiente expresién, para t,s € R,

kux(t,s) = asinc(a(t — s)), , t# s,
kar(t,s) = a, t=s, (2.2.39)

donde se ha incluido el nuevo periodo de muestreo T; = 1/a sobre los nuevos elementos
e~™wa/\/21 de la base ortonormal de L?[—m, 7], cuya antitransformada de Fourier es, pre-
cisamente, el k,, anterior.

Notese que el efecto que la dilatacién tiene sobre las expansiones de los elementos de PW,; es
la de dilatar, a través de a > 0, el propio término sinc(a(t — s)), asi como contraer a través de
1/a el soporte de la transformada, en coherencia con el nuevo periodo de muestreo T dado.
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4. Usualmente, y de hecho es asi como se ha presentado, los dominios de las transformadas de
Fourier de los elementos f € PW, estan centrados en 0. Esto ocurre siempre que estemos
tratando con funciones de banda limitada con valores reales. .

Para ver esto, sea f € PW,, de tal forma que, por tomar valores reales, | f(w)|? = f(w)f(w) =
f(w)f(—w), para todo w € [—m, w]. En otras palabras, f es una funcién par con respecto al 0.
De momento, en ningiin momento se ha utilizado la naturaleza del soporte de f :
Supongamos que f, ademés de estar en L*(R), tiene banda limitada en [wg — 7, wo + 7], para
algiin wy € R arbitrario. Tomamos g € L*(R) de la forma g(t) := e "™!f(¢), con lo que
§(w) = f(w+wy), y entonces g es de banda limitada en [—, 7]. Aplicando entonces el teorema
de muestreo de Shannon (2.2.27) sobre g, obtenemos:

glt) = ety = 3 emivon fy SRt =n) g (2.2.40)

nel d (t - TL)

con lo que, despejando, la féormula de muestreo para el f dado es como sigue

f(t) = Z eiwo(tfn)f(msm(ﬁ(t —n))

teR. 2.2.41
nel

La lectura de este fenémeno es la siguiente: dado un f € L, (R) con banda limitada contenida en
un intervalo compacto de longitud 27, independientemente de la localizacién de ese intervalo,
siempre podremos expresar f a través de la féormula de muestreo de Shannon en términos
de funciones sinc evaluadas en {%}nez, anadiendo un factor ™~ a cada uno de esos
términos que dé cuenta de esa traslacién. Si entendemos f como una senal, y el dominio de
su transformada f como un dominio de frecuencias de dicha senal, la consecuencia es que, en
términos de la intensidad de la senal (calculado a partir de médulos al cuadrado, para los que
|lewot=n)|2 = 1) dicha sefial, con banda localizada en wy € R, seré equivalente a cualquier otra
senal localizada en otro w; € R.

Espacio de Paley-Wiener como RKHS de funciones enteras

Extendemos brevemente algunas de las nociones del andlisis del espacio de Paley-Wiener, hecho
hasta ahora para funciones en R, a funciones enteras.
Esta extension es inmediata si tomamos una f en nuestro PW, original y escribimos, para todo
zeC:

flz) = % / ' fw)e™  dw. (2.2.42)

Su buena definiciéon se sigue de la integrabilidad de la funcion f en cualquier intervalo contenido en
su soporte [—m, 7], por ser f elemento de PW/.

La continuidad de dicha extensién de f se sigue del teorema de continuidad de integrales paramétricas,
pues f (w)e*** es continua con respecto de w, es integrable con respecto de z, y puede ser mayorada,
en términos de su médulo, por una funcién integrable con respecto de w (de hecho, por |f(w)]).
Ademas, f es elemento del espacio de funciones enteras H(C), por la aplicacién recurrente del teorema
de Leibniz de derivacion de integrales paramétricas. Esto es asi por ser inmediato que el integrando
en (2.2.42) es una funcién holomorfa en la variable compleja z, y por satisfacer éste las condiciones de
Cauchy-Riemann (no es mas que una funcién exponencial acompanada por un factor que no depende
de z).

También, esta extensién de elementos f de PW, es una funcion con acotacion exponencial de expo-
nente, a lo sumo, T, i.e., probaremos a continuacién que dicha extensién satisface |f(z)| < Ae™?,
para todo z € C, y para alguna constante A > 0. Vedmoslo: tomemos z = x + iy € C, con lo que
Re(izw) = —wy, y

1 T |z T
o+ i) < 5 [ 1leaw < G- [ iwlde, (2.2.43)

(e

—T —T
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donde se ha usado |y| < |z|, luego e=™ < €™ < el De este modo, aplicando la desigualdad de
Holder en L2(R), se tiene que

w2 pm R 7|z| s 1/2 L 1/2
et G [ 1wl < S ( / mw) ( / !f(w)|2dw) (2.2.44)

- -7 —T

1 A
— ¢l {2_ (2m)2 f||L2(R)} . (2.2.45)
™

El factor que acompafia a e™?l es una constante en C. Esto demuestra la acotacién exponencial
enunciada.

Es natural preguntarse si una funcion entera que satisfaga la acotacién anterior, cuya restriccion a R
estd en L?(R), es siempre de la forma (2.2.42). Esto nos da una caracterizaciéon completa del espacio
de Paley-Wiener de funciones enteras.

Teorema 2.2.9 (Teorema de Paley-Wiener). Sea f una funcion entera tal que |f(2)| < Ce™?
para todo z € C, y que flg € L*(R). Entonces, existe una funcion F € L*|—x, 7| tal que

f(2) ! /7r F(w)e*“dw, z € C. (2.2.46)

T or

—T

Demostracion. Consideramos f.(z) = f(z)e~cl"l, para e > 0, y 2 € R. Nétese que estamos definiendo
f- a partir de la restriccién de f a R. Nuestro objetivo serd probar que

h’m/ fo(@)e ™ =0, t€R,[t| > 7. (2.2.47)
R

e—0

Supongamos que (2.2.47) se cumple. Ademads, por el teorema de la convergencia dominada sobre
|f- — f|? restringido a R, aplicable porque |f. — f|* < 4|f|* € L}(R), tenemos que ||f. — f||2 — 0 si
¢ — 0. Entonces, por el teorema de Plancherel B.0.13, las transformadas de Fourier F(f.) convergen
a F'= F(f) en L*(R) (mejor dicho, a la tranformada de f restringida a R). Esta convergencia se
puede leer en los siguientes términos:

/ £(x)e e — / F@)e " de = F(t), 0. (2.2.48)
R R

De esta forma, (2.2.47) implicaria que F se anula fuera de [—7, w]. Por tanto, escribiendo f a través
de la transformada de Fourier inversa de F, tenemos que

1 : 1 [T :
flz) = — / Ft)e™dt = f(z) = —/ F(t)e'™dt. (2.2.49)
27T R 27T -
Si probamos que la integral paramétrica
1 (7 ,
z2€Crg(z) = 2—/ F(t)e™*dt, (2.2.50)
m —T

es entera, por el principio de identidad y dado que f también es entera, entonces ya habriamos
acabado, una vez probado (2.2.47). El hecho de que (2.2.50) es entera es consecuencia del teorema
de diferenciabilidad en el sentido complejo de integrales paramétricas. Tal teorema se enuncia como
sigue, simplificando sus hipotesis a nuestro interés.

Teorema 2.2.10 (Teorema de diferenciabilidad compleja de integrales paramétricas). Sea U C C
abierto, A un subespacio medible de R"™, y f : U x A — C. Supongamos que:

1. Para todo z € U, f,: A — C, dada por f.(x) = f(z,x) es medible Lebesgue.
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2. Para todo x € A, la funcion f, : U — C dada por f.(z) = f(z,x) es holomorfa en U.

3. Para todo zy € U, existe un entorno V' de zy contenido en U, y una funcion h : A — [0, 00)
integrable Lebesque en A tal que

|f(z,2)| < h(z), paratodo (z,z) € V x A.

Entonces, la funcion F : U — C dada por F(z) = fA f(z,x)dx, para todo z € U, es holomorfa

en U, y ademds F'(z) = [, %(z,x)d:r, para todo z € U.

Asi, tomando la F'y la f de 2.2.10 como la g y la %F (t)e"® de nuestro desarrollo, la holomorfia
en C de esta ultima integral paramétrica se sigue de:

1. te(—mm)— %F(t)eitz continua para todo z € C, luego medible Lebesgue.

2. Fijado t € (—m,7), la funcién 2z € C — F(t)e"* es holomorfa, por serlo la funcién exponencial
compleja.

3. Para todos (z,t) € C x (—, ), se tiene | F(t)e®*| < |F(t)|e~*™) que es integrable en (—m, )
por la desigualdad de Holder, ya que

™ s 1/2 T 1/2
/|F(t)|e_“m(z)dt§</ |F(t)|2dt) (/ e—wm(z)dt) : (2.2.51)

con F' € L*(R), y e 21m) ¢ L1(—7, ).

Entonces, ahora si, g es entera. Veamos pues que (2.2.47) se satisface, y con ello habriamos acabado.
Para cada real a € R, definimos el camino T';(s) = se’, con s € [0, 00). Sea

Qo = {w € C : Re(we™™) > 7} (2.2.52)

Siw € €,, definimos
do(w) = | f(z)edz = ei“/ f(5€") exp(—wse™)ds. (2.2.53)
Ty 0

El integrando se puede acotar como sigue, dado que |f(z)| < Cexp(n|z|) y dada la definicién de €,

| f(5€™) exp(—wse™)| < Cexp(ws) - exp(—Re(we™)s)
= Cexp [—s(Re(we™) — )] .

Es claro que tanto las condiciones de medibilidad como de holomorfia del integrando se cumplen
para aplicar 2.2.10. Solo faltaria encontrar, para afirmar que ¢, es holomorfa en €2,, alguna acotacién
del médulo del integrando por medio de una funcién integrable en (0,00). Tomamos un wy € §2,.
Podemos escoger un entorno V' de wy en Q, tal que, para todo w € V, Re(we'®) > A, para alguna
constante A tal que A > m. Entonces, en V, el integrando se puede acotar como sigue

| f(se") exp(—wse™)| < Cexp(7s) - exp(—Re(we™)s)
< Cexp(—s(A— 7)), s € (0,0),
donde la ultima funcién es integrable en (0, 00). Asi, ya hemos probado la holomorfia de ¢, en 2,,

para todo a € R.
La gracia de esta construccion esta en que, si cogemos a = 0y a = m, podemos extender los semiplanos
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2, de holomorfia de estas dos ¢,, que serfan {w € C : Re(w) > 7} y {w € C: Re(w) < —7}, a los
nuevos semiplanos, respectivamente, {w € C: Re(w) > 0} y {w € C: Re(w) < 0}. Entonces,

Po(w) = /000 f(x)e *dx, Re(w) >0, (2.2.54)

Or(w) = — /_0 f(x)e *dx, Re(w) < 0. (2.2.55)

La holomorfia de estas dos funciones se sigue de que estamos suponiendo que f, restringida a R, estan
en L?(R), lo que permite acotar los integrandos por funciones integrables en (0, 00). Las condiciones
de medibilidad y de holomorfia del integrando son inmediatas. Se tiene que

[f(s)e™| = [f(s)] - e e, (2.2.56)

Si aplicamos la desigualdad de Holder en la dltima expresion,

1/2 1/2
. ,—Re(w)s ds < 2d > . ( 72Re(w)sd > 7 92
i< ([ iepas) ([ emora, (2:2.57

donde f|g € L*(R), y si Re(w) > 0 entonces el dltimo factor también es finito. Esto confirma que
la cota encontrada para el integrando de (2.2.54) es integrable en (0, 00). Con ello, hemos probado
la holomorfia de ¢y para el semiplano dada por Re(w) > 0. Se procede andlogamente con ¢, y el
semiplano dada por Re(w) < 0.

Ahora bien, si t € R,

00 0 00
/ fs (ZE)B_ideL‘ — / f(x)e—it:v-i-aacdl, + / f(x)e—ita:—aacdx
oo —oo 0
0 00
_ / f(l‘)e_w(it_a)d$ + / f(x)e—x(it—i-e)dx
—00 0
= ¢o(it +¢) — P (it — €).
Por tanto, para terminar basta con demostrar que
do(it +€) — dr(it —e) = 0, € = 0, (2.2.58)

si |t| > 7. Para ello, veamos que las funciones ¢, son prolongaciones analiticas las unas de las otras,
con tal de que sus dominios tengan interseccién no vacia.
Tomamos ¢,d € R tales que 0 < d — ¢ < 7, y definimos

d d—
'y:C+ ,n:cos( 26)>O. (2.2.59)

2

Consideramos w = |w|e™", con lo que Re(we™) = |w| cos(y — ¢) = |w|n. Andlogamente, Re(we'd) =
wln.

Asi, como Re(we) = |w|n = Re(we'), entonces w € Q. N Qy si |w| > 7/n. Con esta condicién
probada, veamos que ¢.(w) = ¢4(w) para estos w = |w|e™, y por el principio de identidad esto
implica que estas funciones coindicen en la interseccién de los semiplanos €2, y €2,.

Consideramos

/Ff(Z)e‘“’Zdz, (2.2.60)

con ['(t) = re, t € [a, b], que describe el arco que conecta las semirrectas de argumentos ¢ y d. Como
la holomorfia implica la existencia de primitiva, y la existencia de primitiva implica la anulacién al
integrar sobre curvas cerradas, tenemos que

/[O’r]eicf(z)e_ dz+/rf(z)e_ dz:/[o’r]eidf(z)e_ dz. (2.2.61)
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Acotamos el segundo término del primer miembro. Como en I' tenemos z = re®, entonces
Re(—wz) = —|w|rcos(t — v) < —|w|rn, (2.2.62)

luego
|f(2)e 2| < Celmlwhr, (2.2.63)

[ fere s

Llegados a este punto, como |w| > 7/n para que la interseccién sea no vacia, entonces el coeficiente
de r en la cota anterior es negativo. Por tanto, dicha integral converge a 0 si r — 0o, es decir

y de este modo

< Celm=lwimrye(d — ¢). (2.2.64)

f(z)e_“’zdz:/ f(z)e *dz, (2.2.65)
Qq Qe

si |w| > 7/nyw = |w|le™. Asi, por el principio de identidad, ¢. y ¢4 coinciden en la interseccién de
sus semiplanos de definicién.

Ya para acabar, notemos que £e + it € {)_,/; si t > 7. De ello se sigue que ¢y y ¢, coinciden por
¢_r/2. Entonces, podemos sustituir, en (2.2.58), la funcién ¢_, o, de tal forma que nos quedarfa

/00 fo(x)e ™ dr = ¢_rpa(e +it) — p_rjo(—e +it), (2.2.66)

luego, por continuidad, si hacemos € — 0, tenemos que el limite es 0.
Andlogamente, para t < —m se tiene que £e + it € {15, luego podemos sustituir en la expresion
anterior ¢y y ¢r por ¢ s, de forma que

/OO fo(x)e ™ dx = ¢rpa(e + it) — ujo(—e +it) — 0, € — 0, (2.2.67)

de nuevo por continuidad. Esto prueba el resultado. O

Como ya hemos dicho, caracterizamos entonces PW, para funciones enteras de la siguiente ma-
nera:

PW, = {f € H(C):|f(z)] <A™l flz € L*(R)}. (2.2.68)

Noétese ademas que, para todo f € PW,, y tal y como hemos definido las extensiones de estos
elementos a partir de sus transformadas de Fourier con soporte contenido en [—, 7], se tiene

R e—in 1 T .
f(z) = <f, o >L2[M] = %/_W flw)e (2.2.69)

1 " —iwt wz
=3 B (/Rf(t)e dt> e dw. (2.2.70)

iw(z—t)

Para aplicar el teorema de Fubini sobre la tultima integral (2.2.70), necesitamos probar que f(t)e
es integrable en [—m, 7] X R, para un z € C fijo y arbitrario. Denotaremos 2 = [—m, 7] x R. Con-
sideramos las funciones auxiliares f.(t) = f (t)e_tZ/ ¢, para todo £ > 0. Estas funciones f. convergen
puntualmente a f en todo R, parae — 0F. Escribimos z = x-+iy. Asf, como || = |e~#|.|e?| =
efe(wz) — e=wy por la desigualdad de Holder se sigue que

1/2 1/2
/ | f-()e™ Y |dtdw < ( / | f(t)|2dtdw) ( / e_th/Ee_wadtdw) : (2.2.71)
Q Q Q
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El primer factor resultante es finito porque f € L*(R) y la medida de [—7, 7] es finita. El segundo
factor es finito porque e 2Ye~2"/ eg una funcién integrable en Q. Esto demuestra que g.(t, w) =
f-(t)e™=D estd en LY(Q), para todo & > 0.

También, |g.(t,w)| < |f(t)|e *Ye /¢ para todo t € R y todo w € [—,7]. Esta wltima funcién, con
los exponentes ligeramente cambiados, acabamos de probar que es integrable en 2. Entonces, por el
teorema de la convergencia dominada, para ¢ — 0T,

/gg(t,w)dtdw — /f(t)eiw(z_t)dtdw. (2.2.72)
Q Q

La ultima integral es finita en virtud del mentado teorema de Lebesgue. Acabamos de probar que
f(t)e™E estd en LY(Q).

Ahora si, estamos en condiciones de aplicar el teorema de Fubini en (2.2.70), con lo que obtenemos,
para z # t,

f(z) = % /R f(t) ( / : eiw(z—ﬂdw) dt
1

:%/Rf(t) (ﬂ) \“ﬂdt:/ﬂ{wf(t)dtz (ﬁM>L2(R)>

i(z—1) m(z —t) 7(t —2)
donde se ha usado el hecho de que

sin(m(t — z)) _ sin(m(zZ —t))
7(t —2) T(z—t) ’

Y que

, para todo u € C.
u

sin(u)\  sin(7)
a
Si z = t, basta repetir el argumento anterior y utilizar la prolongacion continua de sin(mw(z—t))/(7(z—
t)) a 1 que ya utilizamos en el caso real.
Por lo tanto, la funciéon k, : C x C — C dada por
sin(m(z —w
kr(z,w) = L_», z,w € C, (2.2.73)
7(z — W)
es el ntcleo reproductor de nuestro nuevo espacio PW,. Esto es, la extension del espacio de Paley-
Wiener a funciones enteras mantiene su propiedad reproductora, con un nucleo reproductor que es
la extension directa de R a C.

2.3. Mas ejemplos paradigmaticos de RKHS

2.3.1. Espacio de Bergman

En este apartado, aportamos un nuevo ejemplo de RKHS, de denso contenido histérico y ma-
tematico, que es el espacio de Bergman. El nicleo reproductor en este espacio fue originariamente
introducido a razoén del estudio de aplicaciones pseudo-conformes por medio de pares de funciones
analiticas de dos variables complejas. No obstante, su utilidad para la teoria clasica de funciones con
una variable compleja pronto fue descubierta por el matematico que da nombre al conjunto, Stefan
Bergman. Ademas, la conexién establecida entre funciones de Green y aplicaciones caracteristicas de
estos nucleos, dio otro punto méas a su estudio. De hecho, también se generalizé su uso, extendiendo
la propiedad reproductora del mencionado nicleo sobre métricas hermiticas, en teoria de ecuaciones
en derivadas parciales elipticas, dando un método alternativo con el que afrontar problemas con valor
en la frontera.

En adelante, salvo que se diga lo contrario, trabajaremos en un abierto conexo G arbitrario en C.
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Definicién 2.3.1. Sea G un abierto conexo del plano complejo C. Denotamos por L2(G) al conjunto
de funciones analiticas f : G — C tales que

//G |f(z + iy)|Pdzdy < oo (2.3.1)

A este conjunto L2(G) se le llama espacio de Bergman en G.

Téngase en cuenta que la integral de la definicién (2.3.1) se puede entender como la medida de
Lebesgue en dos dimensiones, sobre un abierto GG sobre el que se dan las partes reales e imaginarias
x e y. También es frecuente ver en la literatura que esta integral se denote como:

//Gf, 0 /GfdA, (2.3.2)

donde es importante notar que A es la medida de Lebesgue convencional en C, y donde L?(G) C
L*(p), con p = A|G, i.e., con u la medida dada por A y restringida al subespacio G. De esta forma,
L%(@G) tiene el producto interno y la norma naturales inducidos de L?(y). De esta forma, el producto
interno que nosotros usamos en L?(G) viene dado por

<f,g>Z//Gf(x+iy)§(x+iy)dfcdy- (2.3.3)

Empezaremos probando que L2(G) es un espacio de Hilbert. Para ello, necesitamos dos resultados
previos. Empezamos recordando la forma integral que se puede asignar a una funcién holomorfa en
un abierto 2 de C como consecuencia directa de la integral de Cauchy en un disco. Denotamos por
B(a,r) ala bola abierta {z € C: |z —a| < r}, y por B(a,r) a la bola cerrada {z € C: |z — a| <1},
paraa e Cyr>0.

Dado z, € C, podemos tomar una bola B(zy,r) C ), para algin r > 0, de tal forma que, para todo
z € B(zp,7) y denotando S(zp,7) la circunferencia o frontera de dicha bola:

z —L de. 2.3.4
/(2) / ( (2.3.4)

270 J gz W — 2

Asi, tomando z = zj, v aplicando la parametrizacién del camino de integracién w = re®, con

0 € [—m, 7], tenemos:

f(z0) = % /7r f(z0 +re)do. (2.3.5)

Lema 2.3.2. Seanr >0, ya € C. Si f es analitica en un entorno de B(a,r), entonces

fla) = #//B(w) f(x + 1y)dzdy. (2.3.6)

Demostracion. Notemos que, evaluando la funcién f en a y haciendo unas sencillas cuentas:

fla) = %/0 tf(a)dt. (2.3.7)

Aplicamos ahora la expresién (2.3.5) sobre la funcién f evaluada en a, teniendo en cuenta que
O<t<r:

fla) = 21 Ort U: f(a—}—tew)} dt. (2.3.8)

22T
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Usando ahora, sobre la ultima expresion, el teorema de Fubini (nétese que estamos manejando
funciones integrables en la medida de Lebesgue dada), ademds del cambio a coordenadas polares
centradas en a, se tiene que

21
ﬁ% {/ fa—l—tele}dt 7T742// [z +iy d:icdy——// (2.3.9)

con lo que tenemos la identidad buscada. O

Corolario 2.3.3. Si f € L2(G), a € G, y 0 < r < dist(a,dG), con G la frontera de G, o bien
simplemente r > 0 si G es no acotado, entonces

[f(a)] <

1
2.3.10
T\/EHfH% ( )
con || - ||2 la norma inducida de la medida de Lebesgue natural en C.

Demostracion. Como, por hipétesis, B(a,r) C G, la demostracién se limita a usar el lema previo
2.3.2, y la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

[ fon < - ] S } < llflbrva,  (2311)

que es justo lo que queriamos probar. O

mTr2

Con lo dicho, entramos ahora a enunciar y demostrar que L?(G) es un espacio de Hilbert.
Teorema 2.3.4. L2(G) es un espacio de Hilbert.

Demostracién. Dada la medida de Lebesgue u restringida al abierto G C C, como L2(G) es de esta
forma un subespacio vectorial de L?(u), y L?(u) es un espacio de Hilbert, basta probar entonces que
L?(G) es cerrado con la topologfa inducida por su norma. Por ser un espacio metrizable, cumple el
primer axioma de numerabilidad, con lo que basta también probar que toda sucesién convergente
en L2(G), converge a un elemento de L2(G). Sea pues (f,)52, C L2(G) convergente a un elemento
f e L*(pn), ie., tal que [, |f, — f|* = 0 cuando n — co. Veamos que f € L2(G).

Sea pues r > 0 tal que B(a,r) C G, y sea 0 < t < dist(B(a,r),dG) (como antes, si G es no acotado,
basta tomar ¢ > 0). Por el corolario previo 2.3.3, existe una constante C; > 0 tal que, para todos
n,m € N, y para todo z € C tal que |z — a| < r, tenemos que:

[fn(2) = fn(2)| < Cil[fn = finll2- (2.3.12)

Por lo tanto, la sucesion (f,,)>2; es uniformemente de Cauchy en cualquier bola cerrada de G, ya que
|| fn. — fin||l2 converge a cero por hipétesis. Por ello, (f,,)22,; converge uniformemente en los compactos
de G.

Por el teorema de Weierstrass sobre la convergencia de sucesiones de funciones analiticas en un
abierto de C, debe existir una funcién analitica g en G tal que f, — ¢ uniformemente en dichos
compactos. Y como [, |f, — f|* = 0 para n — oo, el hecho de que LZ(G) C L?*(u), y el de que L*(y)
sea completo, implican que, por un conocido resultado de Riesz en estas topologias de los espacios
LP, existe una subsucesion (f,, )32, tal que f,, (2) — f(z) casi siempre con respecto a u. Entonces,
f = g casi siempre en respecto a p en G. Asi, como g es analitica en GG, ya tenemos un representante
de la clase de equivalencia de f en L?(u) que es funcién analitica en dicho abierto. n

Veamos ahora que L?(G) es un RKHS, para lo que mantenemos, como punto de referencia, el
abierto conexo de C. Apreciar el lector que, implicitamente, la afirmacién de que L2(G) es un RKHS
ya sido probada.
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Teorema 2.3.5. Sea G C C abierto y conezo. Entonces, L?(G) es un RKHS.

Demostracidn. Ya hemos probado que L2(G) es un espacio de Hilbert.

Para ver que L(G) es un RKHS, tendriamos que ver que los funcionales evaluacién d,, en puntos
w € G, son continuos o, equivalentemente, acotados. Utilizando el corolario previo 2.3.3, sabemos
que, para todo f € L?(G), existe un C' > 0 tal que

10w (F)| = [f ()| < ClIfl]2, (2.3.13)

lo que prueba la acotacién de d,,,. O]

A continuacién, hagamos una apreciacién muy caracteristica de este espacio. Recordemos que, por
el corolario 2.3.3, es inmediato probar que L?(C) = {0}, ya que si podemos aplicar, sobre cualquier
a € C, la desigualdad

(@)l < ——=I1ll2, (2.3.14)

haciendo tender r a infinito, tenemos que f = 0.

Nos centramos en un tipo particular de espacio de Bergman. Consideramos, en adelante, el espacio de
Bergman definido sobre el abierto conexo G = B = B(0, 1). Como estamos trabajando e integrando
en B, estamos manejando variables complejas w, z tales que |w| < 1,y |z| < 1. Por lo tanto, utilizando
la segunda desigualdad triangular,

e > 1]~ @l > (= ) = <]
—wz| > — |lwz — |z .
TEEE

2.3.15
11— w2]? (23.15)

De esta forma, tomando mdédulos, podemos acotar la integral que sigue de la siguiente forma

/), ES)

Asi, estamos en condiciones de probar la convergencia de la integral para f € L?(B)

f@:/éﬁ§%ﬁm. (2.3.17)

Para ello, identificamos (2.3.17) con el producto interno definido en LZ(B), y aplicando la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, tenemos que

2
dw < oo. (2.3.16)

b -
[r(1 = 2w)?] [r(1 = 120)%]

= [ [ o rsae] = 107991 < Ufl- e 23.15)

donde g.(w) = 1/[r(1 — wz)?], para todo w € B, y para un z € B prefijado. Por lo tanto, como
f € L%(B), entonces ||f|]» < oo; y por la desigualdad (2.3.16), tenemos ||g||» < oo. Esto prueba la
convergencia de (2.3.17).

Con todo ello, ahora podemos calcular el nicleo reproductor de este espacio. Todo girara en torno a
la expresién, probada para todo f € L2(B), dada en (2.3.17). Vista ya la convergencia de la integral,
veamos ahora que verdaderamente se satisface la igualdad (2.3.17) en todo L?(B). Lo enunciamos y
probamos.

Proposicién 2.3.6. Sea B = B(0,1) C C la bola unidad en C, centrado en un punto a € C. Sea
f € L%(B). Entonces, para todo z € B, se tiene:

f@:/éﬁ%%ﬁw' (2.3.19)



o8 CAPITULO 2. TEORIA DEL MUESTREO. GRANDES EJEMPLOS DE RKHS

Demostracion. Aplicamos una parametrizaciéon del camino de integracién w = re®, para r € [0, 1],

y 0 € [0,27):
2T
// 1—zw / / 1 p— 29 ————————rdfdr. (2.3.20)

Utilizando las expresiones de la parametrizaciéon dada, se tiene que df = —idw/w, e~ = r/w, luego

/ / 7 rd@dr—/ / (w) 7‘<_Zdw) dr
1 — zre=t o (1 — zL w
/ / _”an / / —irw/{w dwdr (2.3.21)
9B W—2T 2 w GB — Z?”

Notemos ahora que, como |z| < 1, y r < 1, entonces |2r?| < 1. Entonces, la funcién

—irw f(w)

(w — zr?)?

h(w) = (2.3.22)

es holomorfa en B\ {zr?}, con un polo doble en 2r?. Aplicando entonces el teorema de los residuos
sobre la integral de h a lo largo del soporte de la curva que parametriza al contorno de B, i.e., a 0B,
tenemos:

/8B (—Ufrilffi_;gidwdr = 271 - Res {(_ljrfjizl;;zﬂ} — 9717 - Res [h(w)’ ZT‘Q} . (2.3.23)

2

Dado que zr® es un polo doble de h, calculamos el residuo como sigue:

Res [h(w), 2r?] = lim 4 ((w _ ar?)? —iNUf(w))

w—zr? dw (w — 212)?
= lim_ iw(—irwf(w)) = lim (—irf(w) —irwf'(w))

= —irf(zr?) —irizf'(2r?).

Por lo tanto, la integral (2.3.21) se convierte en:

—irw f(w ! / _ b od _
/ /83 dwdr /0 7(2r f(2r?) + 2203 f'(2r?))dr = /0 W%(TQf(ZTQ))dr =7f(z).

—_ Z?“Q

Entonces, para todo z € B,

f(z) = l/ (ﬂ—u_))zd,u. (2.3.25)

7w Jp (1 —wz)

Tenemos pues la forma analitica explicita del tinico ntcleo reproductor del RKHS L2 (B).

Definicién 2.3.7. La funcién k : B x B — C, dada por k(z,w) =
el nicleo de Bergman sobre la bola unidad B = B(0, 1).

m para todos z,w € B, es

Notemos que k(z,w) es una funcién simétrica conjugada (i.e., B(z,w) = B(w, z), para todos
w, z € B), holomorfa con respecto a z y antiholomorfa con respecto a w (i.e., su funcién conjugada
k es holomorfa con respecto de w). Notemos la riqueza de la construccién seguida: el operador
integral correspondiente a esta funcién k(z,w), integrada sobre w en B, reproduce cualquier funcién
holomorfa f en B, con tal de que f sea de cuadrado integrable en dicho abierto.
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2.3.2. Espacio de Hardy ponderado sobre B(0, R)

Los espacios de Hardy fueron introducidos por Frigyes Riesz en 1923, aunque utilizados ya en
1915 por el propio Goldfrey Harold Hardy. La teoria de funciones analiticas de estos espacios fue
ampliamente estudiada en el siglo XX, y sigue siendo estudiada hoy. Caracterizaremos los espacios de
Hardy pidiendo determinadas propiedades a sus series de potencias centradas en el cero. Veremos que
de ello se seguird una acotacion uniforme de todas las integrales sobre circunferencias de radio en un
intervalo (0, R), para R > 0 el radio de convergencia de dichas series. Estos son pasos indispensables
para su caracterizacion como RKHSs.

Definicién 2.3.8. Sea 5 = {f,}72, C R una sucesién tal que 3, > 0 para todo n € Ny, y sear >0

un numero real positivo fijo tal que satisface r = lim infnﬁoo(ﬁn)i > 0. Definimos el espacio de

Hardy ponderado con 3 como el conjunto de funciones
HE = {f € H(B(0,7)): f(z) =) anz" , z€ B(0,r), > _ Bilanl* < oo}, (2.3.26)
n=0 n=0

donde H(B(0,7)) denota al conjunto de funciones holomorfas en B(0,r) C C.

El caso en que 3, = 1 para todo n € Ny, y r = 1, es el llamado, por antonomasia, espacio de
Hardy. A continuacién, justificamos esta definicién.
Para ello, definimos en Hg el siguiente producto interno:

(f,9)=>_ Branbn, (2.3.27)
n=0

con f,g € Hg tales que f(z) = > o2 a,2" y g(z) = Y.~ b,2" son sus expresiones en series de
potencias en 0, para un radio de convergencia que ahora acotaremos. Con el producto interno asi
definido, note el lector que la serie de nimeros reales y positivos >, (%a,|* es precisamente la
norma al cuadrado de f, esto es, || f][3.

Estudiemos ahora el radio de convergencia de la serie de potencias con que hemos expresado f en
la definicién de Hg. Por la condicién necesaria de convergencia de la sucesion de términos reales de
una serie convergente, tenemos que

Iim B2la,|* =0 == lim B,|a,| = 0. (2.3.28)
n—00 n—0o0
Por tanto, existe un N € N tal que, para todo n > N, tenemos
Balan| <1 = |a.| < B8;" (2.3.29)

Entonces, por el criterio de Hadamard sobre series de potencias, el radio de convergencia de f
satisface:
R;l = lim sup |a,|"/" < limsup B; ¥/ = (lim inf /™)L, (2.3.30)
n—oo

n—o0 n—oo

Asi, estamos en condiciones de enunciar el siguiente lema.

Lema 2.3.9. Dada f € Hg expresable, en términos de serie de potencias centradas en el 0, en la
forma

f(2) =) an2", (2.3.31)

n=0
entonces, su radio de convergencia Ry satisface

R; > R := liminf 3}/". (2.3.32)
n—oo
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Noétese que esto justifica la eleccion del R > 0 de la definicién del espacio de Hardy ponderado
H3,
Nosotros, por definicion, consideramos el radio de convergencia de los elementos de HE como el propio
limite inferior de . Con ello, el radio de la bola de definicién de todos los elementos de este espacio
queda determinado por dicha sucesién.
Obsérvese también que la eleccion lim infnﬁoo(ﬁn)% > ( evita situaciones no interesantes, con radios
de convergencia nulos. Como tultimo apunte, el caso lim infn_m(ﬁn)% = 0o determina un espacio de
Hardy ponderado de funciones enteras.
Por el criterio de Hadamard, si lim inf,,_, 71/ " = R > 0, la serie de potencias dada en 2.3.31 converge
absolutamente en B(0, R), y normalmente (luego uniformemente) en B(0, p), para todo p < R.
Ahora, vamos a probar la completitud de Hg, necesaria si queremos demostrar su propiedad repro-
ductora.

Proposicién 2.3.10. Hg es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Empezamos diciendo que, con la definicién (2.3.26), HE es un espacio vectorial, para lo
que basta aplicar la desigualdad triangular sobre los médulos involucrados en la segunda expansién de
dicha definicién. Por otra parte, es un espacio con producto interno dado por (2.3.27), ya que satisface
la sesquilinealidad, la positividad, y que si, para algin f que se extiende como f(z) = >~ a,z" en
algin entorno del 0, se tiene que (f, f) = > o, B7]a,|* = 0, entonces a, = 0 para todo n € N, pues
Bn > 0 para todo n € N. Por lo tanto, f(z) = 0 para todo z € B(0, Ry), con R; > 0 su radio de
convergencia. Por supuesto, (f,¢) = (g, f) para todo f,g € H3.

Nos falta ver la completitud. Para ello, es suficiente probar que existe un isomorfismo isométrico

entre Hé, y el espacio l%((C), definido como el siguiente conjunto:

3(C) = {a=(ag,a1,...,an,...) 1a; €C, jENy, Y la;’8} < o0}. (2.3.33)

=0

La correspondencia biyectiva esté clara, pues dada f € H2, es decir, analitica en B(0, R) con algin
R > 0, y tal que, dada su expansién en serie de potencias centradas en 0, tenemos una sucesion
{a;}32, C C de los coeficientes de dicha expansion que satisface

> a8 < oo, (2.3.34)
=0

entonces bastarfa tomar {a;};°, € I3(C).
En el otro sentido es exactamente igual: dado {a;};2, € 13(C), construimos una funcién f analitica
en B(0, R) a través de una serie de potencias dada por

f2) =3 w, (2.3.35)

la cual satisface la finitud de la norma en Hj por satisfacer la de la norma en I3(C). Asi, la biyeccién
esta clara.

Notemos ademds que, tal y como lo hemos definido, las normas son exactamente las mismas, haciendo
la lectura de que en Z%(C) hablamos de sucesiones de valores complejos, y en Hg hablamos de
coeficientes de series de potencias. Entonces, tenemos una biyeccion que ademas es isometria. Y,
como [3(C) es completo, entonces Hj también. O

Ahora, vamos a describir una caracteristica esencial de las funciones de Hg. Particularizamos al
caso R = 1, pues éste ilustra lo que queremos mostrar, y es un resultado que no utilizaremos mas
adelante.
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Teorema 2.3.11. Sean f € Hg, con B tal que B, = 1 para todo n € N, de tal forma que [ sea
representable en todo B(0,1) por la siguiente serie de potencias:

f(z) = Zanz”, a, € C, z€ B(0,1). (2.3.36)
n=0
Entonces,
1 2m )
S‘lpre(o,n%/ |f(re®)|?df < cc. (2.3.37)
0

Reciprocamente, si f es analitica en B(0,1) y el dltimo superior es finito, entonces f € Hg, con
Bn =1 para todo n € Ng.

Demostracion. Consideramos una funcién analitica f en B(0, 1) que satisfaga las hipdtesis. Entonces,
podemos expresar f en serie de potencias centrada en 0 de la siguiente forma

f(z) = ianz", z € B(0,1). (2.3.38)

Sabemos, en virtud del criterio de Hadamard, que esta serie de potencias converge en B (0,1) abso-
lutamente, y uniformente en B(0,r) para todo r € [0, 1).
Tomamos 2z = re? para algiin r € [0,1) y 6 € [0,27]. Entonces,

o0

f(re®) = Z anre™ (2.3.39)

n=0

es una serie de Fourier absolutamente convergente en [0,27], con coeficientes a,r™ si n > 0, y
coeficientes nulos si n < 0.

Denotamos por E%[O,%T] al espacio de funciones de cuadrado integrable en [0, 2], sobre el que

definimos la siguiente norma:
1 2m 1/2
lgllz= 5= [ lo@)*dt) . (2.3.40)
2m Jo

Esta consideracién nos permite recurrir a la isometrfa lineal U : L2[0,27] — [*(Z), dada como
U(f) = f, con f el elemento de [*>(Z) cuyos términos son los coeficientes de la serie de Fourier de f,

i.e., para todo n € N,
1 2w

fo=— e Mt 2.3.41
foe o [ (2341
Como U es isometria, y dado que f(re) € L2[0, 27] para cada r € [0,1) fijo,

1 2w

o [ )P0 = [If1E = lU()IIE (2.3.42)
0

= If11z = lan>r™". (2.3.43)
n=0

Por la ultima igualdad, el superior de las integrales

1 2w

|f (re?)[*de),

27 Jo

cuando 7 € [0, 1), coincide con el superior de las tltimas series dadas, que en todo caso serd menor
o igual que Y |an|?, la cual es finita siempre y cuando f esté en Hj.
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Reciprocamente, supongamos que f ¢ HZ, entonces la serie Y - |a,|? diverge. Esto implica que si

se hace tender r € (0,1) a 1, las sumas

2,..2n
E |an|*r™",
n=0
se hacen arbitrariamente grandes, con lo que

1 2w
sup — |f(re’)|?dd = sup Z]an]2 n —

0<r<1 2m 0<r<1

como queriamos probar.

O

Aunque nos hemos quedado en el caso de B(0, 1), este resultado se puede extender a bolas B(0, R)
con R > 0 arbitrario, lo que ilustra el tipo de funcién que hay en un espacio de Hardy ponderado:
funciones analiticas en una bola cuyo radio R estd determinado por la sucesion 3, y con una acotacion
uniforme de la integral dada en (??) sobre circunferencias de radio en (0, R).

Estudiamos ahora la condicién de RKHS de un espacio Hg, con 8 = {B,}22, una sucesién tal que

liminf,, M Re (0,00). Asi, para todo w € B(0, R) definimos la funcién que sigue

ko (2) = (2.3.44)

Para empezar, probamos que k, € Hg. Esto se sigue de su propia definicion, ya que dados sus
coeficientes a,, = W™ /3% en su serie de potencias centrada en el origen, se tiene

o] 00 o 2 o0 |—
SlaPs =Y |2 7 Z o (2.3.45)
n=0 n=0 —0 n

Notemos que |w| < R, luego podemos tomar 1y € (Jw|, R). Entonces, existe un ny € Ny tal que
ﬁ}l/" > rg para todo n > ng. De esta forma,

@\ () .
:( 7| <\ o <¢", n > no, (2.3.46)

con ¢ € (0, 1) constante. Asi, hemos acotado los términos de la tltima serie de (2.3.45) por términos
de una serie geométrica convergente.
De este modo, asi definido, hemos probado que k,, € HE.

o

w

Bn

Teorema 2.3.12. El espacio Hj es un RKHS con micleo k : B(0,R) x B(0,R) — C dado por
(2.3.44).

Demostracién. Sea f € HZ, analitica en B(0, R), para el R > 0 sobre el que se define k. Escribimos
su serie de potencias como

=> aw", weB(0,R). (2.3.47)

Entonces, para todo w € C tal que |w| < R, se tiene que
- 2 w" - n
= Zﬁn ay, - =)= Zanw = f(w), (2.3.48)
n=0 n n=0

lo que prueba la condicién de reproducibilidad en HE, a través de lo que, como acabamos de ver, es
su ntcleo reproductor: k(w, z). Esto demuestra que Hg es un RKHS. O
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Hay diversos ejemplos particulares de espacios de Hardy ponderados de enorme importancia en
la teoria de funciones. Enumeramos algunos de ellos:

1. El espacio de Segal-Bargmann, que es el espacio de Hardy ponderado con la sucesién 3, = v/n!
para n € Ny. Como lim inf,_,,(n!)}/?" = oo, entonces este espacio estd formado por funciones
enteras, y su nucleo reproductor viene dado por

&l

k@@:i S (2.3.49)

n!

n=0

2. El espacio de Dirichlet se obtiene tomando los pesos 3, = \/n paran € N, Sy = 1. De ello, se

tiene que
lfminf [n'/?"] =1, (2.3.50)

n—o0

con lo que este espacio contiene funciones analiticas en B(0, 1). En cuanto al niicleo reproductor,
resulta ser

kwazzw;+hmw—mHL (2.3.51)
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Capitulo 3

Aprendizaje Estadistico y RKHS

En este capitulo, trataremos algunas nociones de la teoria de Aprendizaje Estadistico desde el

punto de vista de la aplicacién que los RKHSs tienen sobre ésta. La idea general de esta teoria es
la de estudiar, sobre un conjunto X de datos de entrada que dependeran del problema a tratar, una
aplicacion L(x,y, f(z)), que llamaremos pérdida, y que describe la discrepancia entre la funcién de
prediccién dada por f(x), para cada elemento x de dicho espacio de entrada, y la observaciéon dada
por y en el punto z € X. A la pérdida L le asociamos un riesgo entendido como el promediado de la
futura pérdida dada por f. Por supuesto, concretaremos las pertinentes definiciones para todos estos
objetos.
Nos centraremos en los métodos de Mdaquinas de Soporte Vectorial, o Support Vector Machines
(SVM). Estos métodos son técnicas de aprendizaje supervisado basadas en la construccién de hiper-
planos en un conjunto en correspondencia directa con X, de cara a hacer la pertinente clasificacién
de datos, en funcion de la informacién que estemos manejando. En particular, la idea que a nosotros
nos interesa, y en la que basaremos nuestro ejemplos, es la de clasificar los datos en un espacio X
arbitrario. Veremos que esto se puede conseguir enviando dichos elementos de X a espacios de Hilbert
con nucleo reproductor que, ademads, aportan una condicién de clasificacién (como serfa la de fijar
b € H, tomar g(-) = (-,b)g, y construir un hiperplano con esta expresion). A partir de los numero-
sos resultados de representacion demostrados, entre los que destaca el teorema de representacién de
Mercer, estos espacios presentan la enorme ventaja de que los hiperplanos de H que fijan nuestra
clasificacion, vienen dados por combinaciones lineales como sigue

Zaik(xi,x), (3.0.1)

con k el correspondiente nicleo! de H, a; > 0 unos pardmetros positivos, y  y x; valores del espacio
de datos de entrada (con los x; prefijados, y x el dato arbitrario de entrada sobre el que hacer una
prediccién). Esta construccién nos permite controlar, con una sola funcién k, la cercania que los
nuevos datos x € X presentan respecto a datos previos o presentes del mismo conjunto.

Note el lector que el estudio que sigue es profundamente tedrico. Esto quiere decir que lo que a no-
sotros nos interesa es solamente la teoria del Analisis Funcional, con livianas referencias a la Teoria
de la Medida, que esta involucrada en muchas de estas construcciones, aportando algunos ejemplos
triviales que lo ilustren.

3.1. Formulacién general en clave de RKHS

Necesitamos sentar una serie de ideas para poder describir el uso del Anadlisis Funcional en el
estudio de un problema de Aprendizaje Estadistico. Consideraremos que todos los valores x del

'Recordemos que el espacio de niicleos en X sobre un espacio de Hilbert H conforman un cono convexo.

65
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input forman parte de un conjunto X. Mentando a los ejemplos de la introduccién, X puede estar
formado por los posibles valores de determinados ensayos clinicos, o todas las localizaciones de las
viviendas en una ciudad. Consideraremos que Y es un conjunto, también conocido, de los datos de
respuesta. Por ejemplo, de nuevo en relacién a los ejemplos anteriores, puede tomar formas como
{positivo, negativo}, o como el rango de todos los posibles precios de una vivienda, para lo que valdria
tomar el conjunto R™.

En el método convencional, se parte de una secuencia finita de pares D := {(x1,11),..., (Zn, yn)},
para algin n € N, de datos de entrada y salida conocidos, y se denota por f: X — Y a la funcion
de aprendizaje que, presumiblemente, serd una buena aproximacién de los datos de respuesta frente
a un xr € X arbitrario.

En este trabajo, supondremos que los pares (x,y) € X x Y son independientes y generados por
una distribucién de probabilidad dada por la probabilidad P, a priori desconocida, sobre el conjunto
X XY, con una g-algebra que variara en funcion del modelo de estudio. Los valores x € X vendran
dados por una distribuciéon de probabilidad marginal Px, también a priori desconocida. Ademas,
asumiremos que los valores respuesta y € Y estan estocdsticamente generados por una distribucion
de probabilidad condicionada a los valores de X, que denotaremos por P(:|z). Esto formaliza el
hecho de que, en general, la informacion contenida en el valor de entrada = puede no ser suficiente
para determinar el valor de salida, lo que engloba las dos situaciones extremas: que a cada x € X le
corresponda biunivocamente un valor de Y, y que el input sea totalmente irrelevante para los valores
respuesta. También, la asuncién de que la distribucion P(-|z) sobre el conjunto de valores de salida
Y es a priori desconocida incide en el hecho de que, de antemano, no tenemos ninguna descripciéon
razonable de la relacién entre los valores de X y de Y. Esta es la diferencia fundacional entre los
modelos de Aprendizaje Estadistico y los modelos paramétricos, en que la relacién entre los valores
de entrada y de salida es uno de los puntos de partida, a partir de una funcion f € F tomada de un
espacio finito y conocido de funciones con valores en un cuerpo K.

Hasta ahora, solo hemos descrito la naturaleza, con vaga generalidad, de los datos involucrados en
nuestro estudio. Para mayor concrecion de lo expuesto, supondremos que el conjunto Y sera siempre
un subconjunto de R, y que f tomara valores reales. Introducimos ahora la funcién que medira la
calidad de nuestras predicciones dadas por f, L(z,y, f(x)), a la que nos referiremos como la funcion
de pérdida, la cual serd una funcién L : X x Y x R — [0, c0) tanto menor cuanto mejor aproximacion
nos dé f. Es intuitivo pensar, y asi serd para nosotros, que la evaluacién de la calidad de f dada por
L no vendra dada por el conocimiento de L(zx,y, f(x)) para cada par (z,y) en X x Y, sino por el
promedio de estos valores sobre un espacio de medida dado. Por supuesto, esto se podria hacer de
muchas formas, pero la de uso més extendido en la teoria de Aprendizaje Estadistico es la de calcular
la pérdida esperada de f, i.e., la cantidad

Reip(f) = /X Loy, f@)dPlay) = /X /Y Liz,y, f(2))dP(zly)dPy,  (3.11)

a la cual llamaremos riesgo de f, y donde F es el espacio de funciones en el que ubicamos a los
elementos f.

Nosotros nos restringimos a métodos SVM. La esencia de estos es encontrar el llamado objetivo de
aprendizaje (learning goal), por el cual una vez enviados los elementos de X a un espacio de Hilbert
H, queremos encontrar f*, funcion objetivo, que alcanza, o mas se aproxima, al valor mas pequeno
del riesgo, i.e., al valor

RZ,P == inff:X_,R'R,L’p(f). (312)

A lo largo del trabajo, llamaremos indistintamente funciones objetivo o minimizadores a las funciones
f que nos dan infre xRy p(f), 0 que mejor se aproximan a éste.

No obstante, como antes hemos dicho, la distribucién de probabilidad dada por P es a priori desco-
nocida, con lo que, en la préctica, se juega con muestras finitas de pares conocidos con valores de
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entrada y de salida D = {(z1,y1), .., (Tn,yn)}, calculando un riesgo empirico, de la forma:
1 n
R = — L is Yis i))- 3.1.3
Lo(f) = ; (1,91, f (1)) (3.1.3)

A pesar de que, para un f fijo, por la ley fuerte de los grandes niimeros tengamos una mejor apro-
ximacion al riesgo real Ry p(f) para un cardinal cada vez mayor de D, i.e., para una suma cada
vez mas extendida, es facil caer en el error del overfitting?. Este error consiste en que la funcién
objetivo f* podria memorizar solamente lo que pase en los pares de la muestra conocida, dando una
aproximacién muy errada de valores que se alejan un poco de estos.

Un método comun con el que afrontar este problema es el de seleccionar determinados espacios de
funciones F = {f : X — K} con los que, aunque podamos caer en overfitting, al menos podamos
controlarlo, y con ello evitarlo. De esta forma, en lugar de plantear la teoria con una funcién de
riesgo que recorra la totalidad de las funciones de X en K, lo restringimos a F. No obstante, este
planteamiento sigue dando dos problemas:

1. En aquellas situaciones en que nos interese conocer también la distribucion P que desconocemos
en un principio, el limitarnos a ciertos espacios F no nos da ninguna ventaja, pues esto solo
aplaca la carencia que tenfamos para encontrar una funciéon que minimice R, p, nada nos dice
sobre P. En otras palabras, no hay ninguna garantia de que el error del modelo o error de
aprorimacion:

Ripr—RLp: (3.1.4)
sea suficientemente bajo o, siendo mas practicos, sea controlable por alguna cota o algiin com-
portamiento asintético.

2. Con lo que sabemos hasta ahora de una SVM, el célculo de infre 7R, p(f) puede ser impractica-
ble, o al menos no hay nada que nos diga lo contrario. Este punto lleva a afrontar practicamente
cualquier modelo de aprendizaje a través de un modelo alternativo de mas facil calculo, dado
por una pérdida L’ distinta, con el que no perdamos el control sobre el error de aproximacion,
es decir:

Rep(f) = Rip < Rup(f) =R p, (3.1.5)
de tal forma que una acotacién de este error para el modelo alternativo también sirve para el
modelo original.

Ambos puntos pueden ser habilmente confrontados con el uso de RKHSs como los espacios de fun-
ciones en que restringir nuestra bisqueda de f*. Una de las principales razones es lo practico que se
hace el proceso de busqueda de infre xRy p(f), a través de la bisqueda de minimizadores fp , de la
expresion

infrerr (M| f17 + Ren(f)) . (3.1.6)
para un A > 0, donde H es el correspondiente RKHS, y donde M||f||% es el llamado término de
reqularizacion, usado para penalizar a las funciones f con una norma en el RKHS H demasiado
grande. Uno de los motivos de esta penalizacion es el de que las funciones objetivo f que padecen de
overfitting tienden a tener normas en H muy grandes, de tal forma que este término puede erradicar
este error. A la expresién (3.1.6) sobre la que buscamos un infimo, le llamaremos riesgo empirico
reqularizado o, simplemente, RER.

Este manejo préactico via RKHSs para encontrar la funcién objetivo se fundamenta en la propiedad
reprodutora del nicleo k : X x X — R de H, lo que reduce la bisqueda de funciones fp ) a expresiones
del tipo

fp, = Zaik(xi7’>7 (3.1.7)

2La mejor traduccién de overfitting al castellano, en este contexto, podria ser la de sobrecarga, en tanto en cuanto
un exceso de valores input nos desajusta predicciones futuras.
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con ay, ..., a, € R. Nétese que, tanto las funciones de H dadas por k(-, z;), como los parametros «;,
parai € {1,...,n}, dependen de los datos de entrada, asi como del espacio de Hilbert, pero de nada
méas. La esencia de esta simplificacién radica en la estructura del subespacio (1.3.13), denso en el
espacio RKHS correspondiente. Por supuesto, este enfoque es vélido para la bisqueda de funciones
objetivo en espacios dimensionalmente infinitos H, tales como, y esto lo veremos, el dado por la
reproduccion del nicleo gaussiano de base radial, o simplemente nicleo RBF (Radial Basis Function
kernel), dado como sigue

ky(z,2') = exp(—y7?||z — 2']|3), =z,2’ € X, (3.1.8)

con X = R? para algiin d € N, y con v > 0 un pardmetro de anchura.

3.2. Funciones de pérdida y de riesgo

En esta seccion, sentamos las ideas y resultados mas importantes sobre funciones de pérdida y de

riesgo.
Empecemos recordando que, dado un espacio topolégico (X, 7), la o-dlgebra de Borel viene dada
por o(X) := o(7), i.e., puede ser definida como la o-dlgebra engendrada por los abiertos de esta

topologia. De esta forma, a toda medida p : o(X) — [0, 00| se le llama medida de Borel en X.

En los conjuntos X e Y nos limitaremos a medidas de Borel, inducidas de la topologia usual de R",
con n = 1 para el espacio Y. Ademas, veremos que suponer que Y sea un cerrado en dicha topologia
de R simplifica el analisis.

Recordemos que la meta es encontrar una funcién objetivo f : X — R tal que, para cada par (z,y) €
X x Y, el valor f(z) sea una buena aproximacién de y en x. Vamos a ver con qué criterio hablamos
de buenas o malas aproximaciones, para lo que necesitamos empezar definiendo correctamente lo
que entendemos por funcién de pérdida. Recordemos que en el apéndice B se recogen los resultados
necesarios acerca de medidas producto.

Definicién 3.2.1. Sean d € N, (X, A) un espacio de medida, restringido del espacio de Borel (R¢, o),
e Y C R un subespacio cerrado, también con la medida de Borel restringida. Entonces, una funciéon
L: X xY xR —[0,00) es una funcién de pérdida, o simplemente pérdida, si es medible.

Una buena aproximacién no viene dada por la coincidencia de los valores x e y a través de f, sino
que nos interesa promediar dicha pérdida de cara a futuras predicciones. Esto motiva la necesidad
de la funcion riesgo.

Definicién 3.2.2. Sea L : X XY xR — [0, 00) una funcién pérdida y P una probabilidad en X x Y.
Entonces, para una funcién medible f : X — R, el L-riesgo o L-funcion de riesgo se define como la
integral

Rerp(f) = /XXYL(%Z/,f(fB))dP(%y):/X/YL(x,y,f(a:))dP(x]y)dPX(x). (3.2.1)

Notemos que la funcion L de la anterior definicion 3.2.2 es una funcién positiva, con lo que la
integral (3.2.1) siempre existe, sea finita o infinita. Ademds, en adelante consideraremos que nuestro
espacio Y de datos de salida sea un espacio cerrado en R. Esto implica que Y es un espacio métrico
completo y con base numerable, lo que justifica la exitencia de una probabilidad condicionada regular,
que da sentido a la integral interna de la segunda expresién de (3.2.1).

Es inevitable la breve incursién en la teoria de la probabilidad que sigue. No podremos dar todos
los detalles, porque el rigor requerido excede ampliamente el alcance de este trabajo, pero se puede
encontrar una exposicién completa en [8].
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Consideremos (S, D) y (7', B) dos espacios de medida. Sea P una probabilidad definida en el producto
S x T, con g-algebra producto A =D x B. Sean X e Y las proyecciones usuales de S x T en Sy T,
respectivamente. Sea C = {X1(D) : D € D}, esto es, sea C la o-dlgebra més pequena en que X es
medible. Notemos que X (D) = D x T para todo D C S. Llamamos a g = Po X!, definida en D,
la distribucion marginal de P en S, denotada por P,. Su definicién se formaliza con las siguientes
condiciones:

1. Para todo = € S, P, es probabilidad en (T, B).
2. Para todo B € B, x — P,(B) es D-medible como aplicacién de S en R.
3. Paracada D € Dy B e B, P(D x B) = [, P,(B)du(x).

De esta definicién se sigue inmediatamente, a modo de ejemplo, que si P es una medida producto, defi-
nida sobre los elementos que engendran nuestro o-algebra producto como P(Ax B) = (uxv)(AxB) =
p(A) - v(B), entonces P, = v.

Damos a continuacion el lema que justificara la existencia de la probabilidad condicionada involu-
crada en nuestro L-riesgo, asi como la forma de escindir dicha integral a través de probabilidades
condicionadas y marginales.

Lema 3.2.3. Sea (X,0) un espacio de medida, y sea Y un espacio métrico completo, con base
numerable y dotado de una o-dlgebra de Borel generada por él mismo, o(Y'). Sea P una probabilidad
en o ®o(Y). Entonces, existe una aplicacion P(-]-) : o(Y) x X — [0,1] tal que

i) P(-|x) es una probabilidad en o(Y') para todo x € X.
ii) x — P(Blz) es medible para todo B € o(Y).

iii) Para todos A € o, B € o(Y'), tenemos

P(Ax B) = /A P(B|z)dPx (). (3.2.2)

A dicha aplicacion P(:|-) se le llama probabilidad condicionada regular de P.

Fijémonos, por la definicion dada de distribucién marginal, en que este lema nos asegura que, dado
un espacio de medida cualquiera X, y dado un subespacio Y cerrado de R, luego métrico, completo
y con base numerable en su topologia de subespacio, entonces existe la probabilidad condicionada
regular P(-|z) que estd en la integral interna de la definicién de L-riesgo.

Por lo tanto, tiene sentido la definicion de L-riesgo que hemos aportado por medio de la integral
(3.2.1). Esto es asi por la expresién (3.2.2), y también por la aplicacion del teorema de Tonelli-
Fubini. Dicho teorema, enunciado en el resultado 1.5.1, es aplicable por la medibilidad supuesta del
riesgo L, y por el hecho de que las medidas X e Y son o-finitas, pues los tomamos como subconjuntos
de R", para algin n € N (no necesariamente el mismo para X e Y') con medidas probabilisticas.
Sea ahora D = {(z1,y1),..., (Tn,yn)} € (X X Y)™ una muestra finita de pares de datos de entrada
y de salida. Definimos la medida que nos permitira formalizar una funcién de riesgo a partir de D.

Definicién 3.2.4. Sea (X, o) un espacio de medida, y sea x € X. La medida de Dirac 0, vendréa
definida por 0,(A) :=1si ysolosi z € A, y 6,(A) = 0 en caso contrario.

De esta forma, estamos en condiciones de definir la medida empirica sobre tales muestras finitas,
y con ella su funciéon empirica de L-riesgo.
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Definicién 3.2.5. Sea n € N. Dada D = {(x1,11), ..., (n,yn)} € (X x Y)", definimos la medida
empirica de este conjunto de datos como

1
Di==> 0y (3.2.3)

donde 6, ,,) denota a la medida de Dirac en (z;,y;) € X x Y.
Dada ahora una funcién f : X — R medible con respecto a esta medida D, definimos la funcion
L-riesgo empirico como

Reolf) =+ 37 Llaw i £(29) (3.2.4)

La motivacién tedrica del uso de estos L-riesgos empiricos estriba en que Ry p(f) se aproximard
a R p(f) para tamanos progresivamente mayores de la muestra finita D. De esta manera, pode-
mos ver Ry p(f) como una aproximacién practica del promedio de la funcién de pérdida sobre las
observaciones en D. Justifiquemos esta afirmacién: tomamos (x1,41),. .., (n, y,) como n variables
aleatorias independientes, y distribuidas con la misma probabilidad P en X x Y; dadas la medibi-
lidad en la o-dlgebra producto en X x Y x R y en la o-algebra de Borel en R de la funcién riesgo
L: XxY xR — R, ylamedibilidad de las funciones f : X — R que manejaremos, entonces, la aplica-
cién L(+, -, (forx)(+)), con mx : X xY — X la proyeccién en X, es medible, en las o-algebras producto
en X x Y,y de Borel en R; y, por ultimo, todo ello nos da n variables aleatorias L(x;, y;, f(x;,v:))
independientes e igualmente distribuidas tales que E (L(x;, ys, f(x:,v:))) = Rip(f) < co. Entonces,
se cumplen las hipdtesis de la ley fuerte de los grandes nimeros, con lo que Ry p(f) = R p(f) para
n — oo.
Ademas de formalizar la teoria con la que escribir estas pérdidas y estos promedios, no podemos
perder de vista el objetivo de esta construccién: buscamos el riesgo méas bajo de entre todas las
funciones f. A continuacion, formalizamos esto por medio de la funcion de decision de Bayes.

Definicién 3.2.6. Sea L : X x Y x R — [0,00) una funcién de pérdida y P una probabilidad en
X x Y. Entonces, el L-riesgo inferior

R p=inf{Rrp(f)|f: X = R medible}, (3.2.5)

es llamado riesgo de Bayes con respecto a P y L. Ademds, si existe, a una funciéon medible
fip: X = Rcon Ry p(ffp)=Rep lellamamos funcién de decisién de Bayes.

Es claro que uno de los puntos clave en la resolucién de problemas de aprendizaje estadisito es

la eleccion de una funcién de pérdida adecuada, a partir de la cual el L-riesgo y todas las considera-
ciones tedricas podran ser mas o menos complejas.
A modo de ejemplos, presentamos en primer lugar el caso estandar de clasificacion binaria, utilizada
en todas aquellas situaciones en que interese el etiquetar los elementos de un determinado conjunto,
X, de dos formas posibles, por medio del conjunto de datos de salida Y = {1,—1}. También con-
templamos el método ampliado de clasificacién con un peso «, asi como un enfoque generalista del
tratamiento de la regresion por minimos cuadrados.

Ejemplo 3.2.7 (Clasificacién binaria estandar). Sea pues el conjunto output Y := {1, -1}, X un
conjunto arbitrario no vacio de elementos que queremos clasificar en dos tipos, y P una distribucién
de probabilidad en X x Y. Reescribiendo, de una forma més informal, el propésito de este problema
de aprendizaje, el objetivo es predecir la etiqueta y € Y del par (x,y), si z € X es observado.

La funciéon de pérdida mas comun en esta situacién es la llamada pérdida de clasificacion Ly :
Y x R — [0,00) donde, notemos, no hay dependencia explicita con los x € X, ya que

La(y,t) == 1(—oo0)(y - signo(t)), yeY,teR, (3.2.6)
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donde es habitual usar la convencion signo(0) := 1. Basicamente, lo que hace esta funcién de pérdida
es devolver un valor 0 (i.e., contribucién nula al L.-riesgo) si y € Y y t € R coinciden en signo,
y 1 si no lo hacen. Sin restringir ain el espacio de funcién sobre el que buscamos nuestra solucién,
sea f : X — R una funcién medible (recodemos que, salvo si se dice lo contrario, en R siempre
consideramos su topologia estandar y su o-algebra de Borel). Veamos que el significado informal de
la funcion pérdida es coherente con la forma que adquiere la funcién L-riesgo:

Rugolh) = [ [ Laty. f@)aPtia)aPe(o) = | [ [ 1 signolsa))ipoln)] dpx)
— [ b))+ (1 = 0@ (F(2))] dPx (o)

= P({(z,y) € X XY : signo(f(x)) # y}), (3:2.7)
donde se ha denotado P(y = 1|x) = 6(z). Esta pérdida L. da el mismo peso a los dos tipos de
errores que en una clasificacion binaria pueden ocurrir: (y = 1, f(z) < 0) y (y = —1, f(z) > 0). No

obstante, imaginese la situacién de que esta clasificacién binaria se diera para la deteccién de dos
tipos de errores informéaticos, uno mas danino que el otro. Es claro que, en ese caso, lo mejor seria
dar un peso mayor al fallo mas pernicioso. Esta situacién se estudia en el ejemplo siguiente.

Para el L-riesgo que ahora nos ocupa, el menor valor del L-riesgo viene dado por

Ry p= /X min{0,1 — 0}dPy, (3.2.8)

luego la funcién f : X — Y es una funcién de decisién de Bayes si y solo si (26(z)—1)-signo(f(z)) >0
para Px-casi todo z € X. Esto se ve facilmente si escribimos, para un =z € X fijoy 6(x) =6 € [0, 1]:

1-60 si §>1/2,
min{f,1 — 0} = (3.2.9)
0 si 0<1/2.

Como el integrando del L-riesgo serd de la forma 6 si f(x) < 0, y de la forma 1 — 6 si f(z) > 0,
llegamos a la funcién de decision de Bayes dada.

Hemos visto asi un ejemplo clasico e ilustrativo de la formalizaciéon probabilistica y funcional de una
pérdida y un riesgo en un método de Aprendizaje Estadistico.

Ejemplo 3.2.8 (Clasificacién binaria con peso). Sea Y := {—1,1} el conjunto de salida, y sea un
pardmetro o € (0, 1), al que llamaremos peso. La pérdida de claszﬁcaczon con peso o, Ly 1 Y XR —
[0,00) (notemos que seguimos sin tener dependencia explicita de L con los x € X)) estéd definida como
sigue

l—a si y=1yt<0,
Loa =% « st y=—-1yt>0, (3.2.10)

0 si (y,t) € ({1} x [0,00)) U ({~1} x (=00,0)),

para todo y € Y, t € R. Notemos que 2 - Lo = Le, es decir, la pérdida de clasificién es un caso
particular de la pérdida con peso o« = 1/2. Con la justificacién dada para cambiar los érdenes de
integracion en las funciones de L-riesgo, estamos en condiciones de escribir la funcion L-riesgo de este
modelo de la siguiente forma, teniendo en cuenta, ademas, que en la forma explicita de la funcién L
tampoco aparece la y € Y. Basta con separar la integral en los casos y =1y y = —1 como sigue

Ml / / L(y, f(z))dP(x,y) / / L(y, f(z))dP(x,y)
(y=1} JxxvY {y=—1} J X xY

=(1—- a)/ ndPx + a/ (1 —n)dPx, (3.2.11)
f<0 =0
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donde se ha denotado n(x) = P(y = 1|x), para todo x € X. Repitiendo un razonamiento idéntico al
de la funcién de pérdida de clasificacién binaria ordinaria, llegamos a que f es funcion de decisién de
Bayes si y solo si (n(z) — «) - signo(f(z)) > 0. Entonces, el L-riesgo de Bayes de este planteamiento
es:

Ri.p= /Xmin{(l —a)n,a(l —n)}dPy. (3.2.12)

De la misma forma que en el primer ejemplo, este tipo de pérdidas y L-riesgos permiten predecir
valores y del conjunto Y = {—1,1}. En el siguiente ejemplo, generalizamos a conjuntos de datos de
salida reales generales.

Ejemplo 3.2.9 (Regresién por minimos cuadrados). Nos proponemos diseniar una pérdida L y un L-
riesgo con conjunto de salida Y := R, para duplas (z,y) € X x Y distribuidas con una probabilidad
P en X x Y siempre y cuando = sea un dato observado. La forma mas sencilla de plantearlo es
mediante la pérdida de minimos cuadrados Lyc : Y x R — [0, 00), definida como:

Luc(y,t) = (y—t)*, yeY,teR. (3.2.13)

Es decir, penalizamos las diferencias entre los valores y y t cuadraticamente. Entonces, dada f : X —
R una funciéon medible, el Ly;c-riesgo es

River | [ = 1@ dPl0dPs (o) (3.2.14)

Minimizando (3.2.14) con respecto a f(x), simplemente mencionamos que f es una funcién de decisién
de Bayes si y solo si f(x) es la esperanza de la variable aleatoria Z dada por los valores y € Y. No
entraremos en el detalle de esto, pues requerimos de nociones de teoria de la probabilidad que se
salen del tema de este trabajo.

A continuacién, nos centramos en un somero estudio de distintas propiedades importantes, tales
como la convexidad o la medibilidad, de las funciones pérdida.

Definicién 3.2.10. Diremos que una pérdida L : X xY xR — [0, 00) es una pérdida de Nemitski
si y solo si existen una funcién medible b : X XY — [0, 00) y una funcién creciente h : [0, 00) — [0, 00)

tales que
L(@,y,t) < b, y) + h(H]), (z.5,0) € X x ¥ xR, (3.2.15)

Ademaés, diremos que L es un pérdida Nemitski de orden p € (0, c0) si existe una constante ¢ > 0
tal que
L(z,y,t) < b(x,y) +clt|’, (z,y,t) € X XY xR. (3.2.16)

Por tltimo, si P es una probabilidad en X x Y con b € L'(P) (i.e., b integrable con respecto a la
probabilidad P), decimos que L es una pérdida Nemitski P-integrable.

Como primera consecuencia de la definicién 3.2.10, dada P la probabilidad con que estan distri-
buidos los datos en X x Y, y suponiendo que L es P-integrable Nemitski, tenemos que Ry p(f) < 0o
para todo f € L*(Px). En particular, Ry p(0) < oo, es decir, el L-riesgo de la funcién constante
igual a 0 es finito. Més adelante veremos que esto asegura que el inferior de los riesgos sobre L y P,

1.p» €s finito en cualquier funcién f del espacio de funciones en que buscamos dicho infimo.
Pasamos a definir lo que entenderemos por convexidad de las funciones pérdida.

Definicién 3.2.11. Una pérdida L : X x Y x R — [0,00) es (estrictamente) convezra si y solo si
L(z,y,-) : R — [0,00) es (estrictamente) convexa para todos x € X ey € Y.

Relacionamos ahora la convexidad de las funciones pérdida con la de las funciones riesgo. De-
notamos por £°(X) al conjunto de funciones medibles que van de un conjunto X no vacfo, a R.
Equivalentemente, cuando queramos remarcar la distribucion de probabilidad P en X que estemos
considerando, denotaremos a este conjunto como L£°(P).
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Lema 3.2.12. Sea L : X xY xR — [0,00) una pérdida (estrictamente) convera y sea P una
distribucion de probabilidad en X xY. Entonces, Ry p : L°(X) — [0, 00] es (estrictamente) conveza.

Demostracion. Es consecuencia directa de la linealidad y la monotonia de las integrales respecto a
la distribucién P en X x Y, ya que, si f,g € L%(X), y si t € (0,1), se tiene, por la propia definicién
de L-riesgo:

Rup(tf +(1—t)g) = / Lz, y.tf(z) + (1 - )g())dP(z,y)

XxY

< /X LGy @)+ (1= DLy 9] dP(a.) = ¢ /X Liz,y, f(2))dP(z,y)

XY

+(1 —t)/X YL(%y,g(x))dP(fc,y) =1Ryp(f) + (1 =O)RLr(9) (3.2.17)
0

A continuacién, tratamos la continuidad de los L-riesgos a partir de la continuidad de las funciones
pérdida, asi como algtiin otro resultado que nos permite hablar de propiedades interesantes de dichos
riesgos. Para ello, empezamos definiendo lo que entendemos por pérdida continua.

Definicién 3.2.13. Una pérdida L : X x Y x R — [0,00) es continua si L(x,y,.) : R — [0,00) es
continua para todos x € X, y € Y.

Consideremos una funcién de pérdida continua L : X XY xR — [0, 00), asi como una sucesion { f,, }
de funciones medibles de X en R (lo que, con el tiempo, iremos viendo como elementos del RKHS
correspondiente) convergente puntualmente a una funciéon f : X — R (necesariamente medible).
Entonces, por la continuidad secuencial de L, tenemos la convergencia en R dada por L(z,t, f,(z)) —
L(z,y, f(z)) para n — oo, y para todo (x,y) € X x Y. Sin embargo, no tenemos ninguna garantia
de que esto implique la convergencia de sus correspondientes integrales, es decir, de los L-riesgos
Rip(fn) = Rep(f). Enunciamos un resultado més débil.

Lema 3.2.14. Sea L : X XY x R — [0,00) una funcion de pérdida continua, P una probabilidad
en X XY, y{fn} una sucesién en L°(Px), con Px la probabilidad marginal en X, tal que converge
en dicha probabilidad a un elemento f € L°(Px). Entonces,

RLJD(_]E) S h/InlnfRL,p(fn) (3218)

n—oo

Demostracion. Notemos que estamos tratando elementos f,, : X — R medibles. Por definicién de
limite inferior, debe existir una subsucesién { f,,, }7>, tal que

La convergencia en probabilidad a f se mantiene para la subsucesion { f,, }72,, lo que implica que
existe una subsucesion de ésta, {f,, }>_;, que converge Px-casi seguro en X a f. Simplificaremos
la subsucesion resultante de este doble paso como {f,, }72,, sin olvidar que nos quedamos con los
indices ny tales que la convergencia casi seguro anterior se cumple.

Ahora bien, como L es una funcién de pérdida continua, entonces es continua secuencialmente, con
lo que L(z,y, fn.(x)) = L(x,y, f(z)), para casi todo (z,y) € X x Y (respecto a P). Utilizamos el
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lema de Fatou, por el que, dada la convergencia secuencial anterior en términos de la pérdida L, se
tiene que

Rop(f)i= [l Loy, fu (o) dP(,y)

XxY
— [ tmint Loy, (o)) < limint [ Loy, £ (@) dPly)
XxY k—o0 k—oco XxY

= lim inf RL,P(fnk) = lim inf RL,P(fn)v
k—o0 n—00
con lo que tenemos la desigualdad buscada, que es
RLjp(f) S limlnfRLp(fn) (3220)
n—o0

O

El enunciado del lema anterior 3.2.14 nos sugiere que si somos capaces de mayorar la sucesion
L(-,-, fn(+)) por alguna funcién integrable en la medida dada, entonces, por el teorema de convergencia
dominada, obtendriamos la convergencia de Ry p(f,) a R p(f). Veamos que las pérdidas Nemitski
desempenan un papel fundamental para estas convergencias.

Lema 3.2.15 (Continuidad de L-riesgos). Sea P una distribucion de probabilidad en X XY, y sea
L:X xY xR —[0,00) una pérdida continua y P-integrable Nemitski. Entonces:

1. Sean f,, : X — R medibles y acotadas para todo n € N, para las que existe una constante B > 0
con || fulloo < B para todo n € N. Si dicha sucesion { f,} converge Px-casi sequro a una funcion
f: X — R, entonces

T}LIEORLJD(fn) = RLJJ(f). (3221)

2. La aplicacion Ry p : L®(Px) — [0,00) estd bien definida y es continua.

3. Si L es una pérdida de Nemitski de orden p € [1,00), entonces la aplicacion Ry p : LP(Px) —
[0,00) estd bien definida y es continua.

Demostracion. 1. Como {f,} converge Px-casi seguro a f,y f, es medible para todo n € N, es
claro que f también sera medible.
Por otra parte, f también estara acotada por B. Esto se deduce directamente de la convergencia
Px-casi seguro de {f,} a f. Para probarlo, sea X’ C X tal que Px(X \ X') = 0y tal que
lim,, 00 fn(x) = f(x) para todo x € X', y consideremos un ¢ > 0 arbitrario. Entonces, existe
un N, € N tal que

[f(@)] < [fn. (@) = f(@)[ + [fn. ()] <€ + B, (3.2.22)

donde se ha usado la acotacién de las f, y la desigualdad triangular. Como esta desigualdad
se cumple para todo € > 0, y como x estd en un conjunto X’ cuyo complementario tiene
probabilidad nula, entonces || f||« < B.

Ahora bien, como L es una aplicacion continua, podemos extender la convergencia Px-casi
seguro de {f,} a f a la siguiente convergencia, ahora P-casi seguro en X x Y

lim | L(z,y, fo(@)) = L(z,y, f(2))] = 0. (3.2.23)

Dado que L es una pérdida de Nemitski, por la desigualdad triangular sobre la norma ordinaria
en R y por la condicién (3.2.15), tenemos que

|L(2,y, fu(2)) = L(z,y, f(2))] < 20(2,y) + h(|fu(@)]) + R(]f (2)]) <
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< 2b(x,y) +2h(B), (r,y)e X xY,neN, (3.2.24)

donde se ha usado la monotonia de la funcién h, y la acotacion de las normas del infinito f,
y f por la constante B > 0. Como 2b(z,y) + 2h(B), también por la definicién de pérdida de
Nemitski P-integrable, es P-integrable (nétese que 2h(B) es una funcién constante, y que esta-
mos integrando sobre una medida que es una probabilidad), entonces, estamos en condiciones
de aplicar el teorema de la convergencia dominada para confirmar la convergencia de R, p(f,)

a RLp(f).

2. La buena definicion se sigue inmediatamente de la definicién de pérdida P-integrable de Ne-
mitski y de un argumento muy similar al del punto anterior. Como b € L!(P), se tiene que,
para un f € L*(Pyx) cualquiera y usando la monotonia de la integral,

Rup(f) = /X ey fa)dP(a.y) < /X bz, y)dP(x, y)+

XY

+ /X h(lf@)) < /X W )dP(o.9) + POX x VIR(M), (3.2.25)

donde se ha usado la monotonia de h, y la acotaciéon de f por una constante M > 0 fruto de
que f € L>(Pyx). Esto demuestra la buena definicion.

La continuidad es una consecuencia directa del primer punto, pues en este probabamos la
continuidad secuencial de Ry, p(-) bajo convergencia Px-casi seguro de elementos f,, : X — R,
y la convergencia uniforme, i.e., en L°°(Px), implica dicha convergencia casi seguro.

3. Ahora, el enunciado restringe la pérdida L de Nemitski a una pérdida de Nemitski de orden
p € [1,00), lo cual recordemos que implica, por (3.2.15), que

L(z,y, f(z)) < b(z,y) +c|t|’, (x,y) e X xY, (3.2.26)

de lo que se sigue

Rur(f) = [ L f@)iPay) < |

XxXY

b, y)dP(z,y) + /X df@)aP(a.y)
(3.2.27)

donde ¢ > 0, y donde el primer término es finito porque b € L*(P). Con respecto al segundo
término, escindiendo la integral como hicimos en la definicién de L-riesgo, y usando también
la linealidad de estas integrales, se tiene

/XXY c|f(x)PdP(z,y) = c/Y </X |f(l’)’deX(q;>> AP (yl). (3:2.29)

Esta tltima expresion es finita porque f € LP(Px), y de ello se deriva una constante integrada
sobre una medida probabilisitca, lo que siempre es integrable. Esto prueba la buena definicion
de la aplicacion propuesta.

En cuanto a la continuidad, usaremos el resultado bien conocido que afirma que la convergencia
en LP(Px) (o lo que en teoria de la probabilidad se suele llamar convergencia en media de orden
p) implica la convergencia en probabilidad Px. Entonces, podemos aplicar el lema 3.2.14 sobre
una sucesion {f,,} C L°(Px), convergente en probabilidad Px a f: X — R, de tal forma que

RL7P(]‘7) S liminfRL,p(fn), (3229)
n—r00

sobre nuestra pérdida L continua, y sobre nuestra probabilidad P en X x Y. Pues bien, si
aplicamos este mismo razonamiento sobre la funcién pérdida definida en X x Y x R como:

L(z,y,t) = b(z,y) + c[t]’ — L(z,y,1), (3.2.30)



76 CAPITULO 3. APRENDIZAJE ESTADISTICO Y RKHS

que también es continua (por ser suma de funciones continuas de R en LO,oo), para cada
(z,y) € X x Y fijo), entonces, aplicando (3.2.30), y denotando por Rj p al L-riesgo:

Riyp(f) < lirginfRLP(fn), (3.2.31)
donde
Riplh)= [ )+ el @) = Liz.y. £(2) dPla,y) =
XxY
= [bllz1py + €l fII) = Re,p(f), (3.2.32)
y también
lm inf R; (/) = limin (|l]s o) + el| ful — Rep(f) (3.2.33)
Por lo tanto, por continuidad de || - ||, por linealidad del limite, y por (3.2.31), llegamos a
— 'R,L,p(f) S — h/IIl)Hlf RL7p<fn), (3234)
o equivalentemente
RLyp(f) Z lim sup RLyp(fn). (3235)
n—0o0

Asi, por (3.2.29) y por (3.2.35), se tiene:

limsup Rr p(fn) < Rpp(f) <Uminf Ry p(fn), (3.2.36)
n—o0 n—oo
lo que demuestra la existencia del limite, y que este limite es, precisamente, Ry p(f). Esto
prueba la continuidad de Ry p : LP(Px) — [0, 00).
O

A continuacién, entramos en una faceta un tanto mas cuantitativa de la nocién de continuidad
de estas funciones pérdida, dando una forma analitica explicita a una nueva idea que nos ayudara en
nuestro desarrollo: las pérdidas localmente Lipschitz continuas.

Definicién 3.2.16. Sea L : X xY xR — [0, 00) una funcién pérdida. Diremos que L es localmente
Lipschitz continua si y solo si para todo a > 0 existe una constante ¢, > 0 tal que

SUD,ex yey | L(7, 4, 1) — L(z,y, ] < it =t|, t,t €[—a,d. (3.2.37)

Denotaremos por |L|,; a la constante ¢, mds pequena que satisfaga la desigualdad anterior para
todos t,t" € [—a,a] (notemos que tal |L|,; debe existir, dado que el conjunto de tales constante c,
estd acotado inferiormente por 0 y es no vacio, para lo que restaria aplicar el axioma de completitud).
Finalmente, si tenemos |L|; := sup,>¢|L]a,1 < 00, decimos directamente que L es Lipschitz conti-
nua.

De cara a acotar funciones minimizadores que sean soluciones generales SVM, notemos que si
tomamos un ¢ € R cualquiera, cogiendo a = [t| > 0, ¢, = L1, y t' = 0 en la definicién 3.2.16
anterior, tenemos que

SUP,ex yey | L(2, y,t) — L(z, y,t)| < et —t'| = |L(z,y,t) — L(z,y,0)| < Lyyqlt| =
= L(z,y,t) < L(z,y,0) + Lygalt], (v,y) € X x Yt €R. (3.2.38)
Esta desigualdad nos permite enunciar la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.17. Sea L : X xY xR — [0,00) una pérdida localmente Lipschitz continua, y
P la distribucion dada sobre X x Y. Supongamos también que R p(0) < oco. Entonces, L es una
pérdida P-integrable Nemitski. En particular, lo serd con orden p = 1.
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Demostracion. Si L es localmente Lipschitz continua, por el razonamiento anterior tenemos que
L(z,y,t) < L(z,y,0) + Lyalt], (z,y) € X xY,teR. (3.2.39)

Asi, tomando en la definicién de pérdida de Nemitski P-integrable la funcién b(z,y) = L(z,y,0)
y la constante ¢ = Ly, para el término c|t|’, tenemos la acotacion deseada. Como, por hipétesis,
Rr.p(0) < oo, tenemos que esta funcién b, con la integracién dada sobre la medida P en X x Y, estd
en L'(P). Entonces, L es P-integrable Nemitski y, en particular, de orden p = 1. ]

Una vez obtenidas las propiedades de continuidad méas importantes de funciones pérdida y riesgo,
pasamos a un nuevo apartado con mayor interés practico, recurriendo de nuevo a nuestro RKHSs.

3.3. Existencia y unicidad de soluciones generales SVM

Fijamos nuestra mirada en el estudio de las propiedades estructurales de los SVMs. Fundamen-

talmente, estudiaremos la existencia y la unicidad de las soluciones de algunos problemas de SVM,
asi como una posible cota sobre dichas soluciones, y un importante teorema de representacién en
nuestros RKHSs subyacentes.
En la préctica, los métodos de SVM toman como funcién objetivo a una funciéon fp , a partir de
una muestra D finita en (X x Y)" para algin n € N, y de un pardmetro A > 0 de control del término
de penalizacion, dado por la norma definida en el espacio de funciones H. Es asi que las funciones a
minimizar toman, normalmente, la forma del llamado riesgo empirico regularizado, o RER, que
es

RrLe,gD,A(f) = M| flIH + Rep(f), feH. (3.3.1)

No obtante, los resultados que nos ocupan se extenderan, salvo que se haga notar lo contrario, a
las funciones riesgo generales R p. Como ya dijimos, nos interesa la teorfa que hay detras de estos
métodos, no su implementacion. La ley fuerte de los grandes ntimeros ya se encarga de justificar la
préactica con RERs. Sin embargo, a la hora de hablar de representacién de soluciones via la propiedad
reproductora del nticleo de un RKHS, si que interesa volver la mirada a estos riesgos empiricos.
Denotamos por H al espacio de funciones de X (el conjunto de datos de entrada) en el cuerpo R.
Nos limitamos a espacios H como RKHSs. Llegados a este punto, las preguntas naturales que hacer
serian:

1. ;Existen minimizadores? Y de ser asi, json tnicos?

2. (Qué formas posibles hay de representar el minimizador fp) a partir de muestras finitas?

Denotaremos por L : X x Y x R — [0,00) a las funciones pérdida, H al RKHS con nicleo medible
en X en el que buscamos la funcién minimizadora, y P la distribucion de probabilidad en X x Y con
la que se distribuyen los datos de entrada y de salida. Dado A > 0, a la funcién fp) g € H de X en
R que satisface

M feaullt + Rep(fean) = infren (A f|H + Rep(f)) (3.3.2)

le llamamos solucion general de la SVM o funcién de decision general de la SVM, a la
cual denotaremos en adelante como fp para abreviar, definida sobre H salvo que se haga notar lo
contrario.

Observemos que, si fp ) es una soluciéon general de nuestra SVM, entonces

M eallir < Alfpalliy + Rep(fra) = infren (Ml + Re.p(f)) < Re.p(0), (3.3.3)

de tal forma que tenemos una primera acotacién

Rer.r(0)

T (3.3.4)

[ fealla <
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lo cual tiene una interesante consecuencia: fijado R, p(0), la acotacién sobre el minimizador en norma
de H queda controlada por el parametro A.

Entramos ahora a estudiar bajo qué condiciones existe una unica fp,. En el caso de funciones de
pérdida convexas, la unicidad, asumiendo de partida su existencia, es inmediata.

Proposicién 3.3.1 (Unicidad de soluciones SVM). Sean L : X XY x R — [0,00) una funcion de
pérdida convexa, H el RKHS definido por un nicleo medible en X, y P una probabilidad en X XY
con R p(f) < oo para algin f € H. Entonces, para todo A > 0, existe a lo mds una solucion fp,
de la SVM propuesta.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que f + M|f||% + Rrp(f) admite dos mi-
nimizadores f; y fo en H, , tales que f; # fo. Utilizando la identidad del paralelogramo, es claro
que

1
15U+ 21 = SUAIG + IRl — 15~ R < I+ 2 AE (335

Asi, la convexidad de f +— Ry p(f) (derivada de la convexidad, por hipétesis, de la funcién pérdida)
y la igualdad A||f1]|3; + Re,p(f1) = M| foll3 + Re,p(f2) muestra que, si tomamos f := 3(f1 + fa),
entonces

I3+ Rep(f) < [1All3 + Rep(fr), (3.3.6)

es decir, que f no puede ser un minimizador de f + || f||3 +Rr.p(f), lo que va en contra de nuestra
hipétesis. Por lo tanto, de existir, existe un tnico minimizador como solucién de nuestra SVM. [

Nuestro siguiente objetivo es el de ver que para funciones de pérdida convexas e integrables de
tipo Nemitski, siempre existe una solucion general del problema SVM. Antes de abordar el teorema,
definimos lo que entenderemos por semicontinuidad inferior o superior, asi como el epigrafo de una
funcién de un conjunto X no vacio en R.

Definicién 3.3.2. Sea X un espacio topolégico y sea f : X — RU{oo}. Entonces f es inferiormente
semicontinua (resp. superiormente semicontinua) si y solo si los conjuntos {x € X : f(z) < a} (resp.
{r € X : f(z) > a}) son cerrados para todo a € R.

Por su parte, definimos el epigrafo de una funcién f : X — R como el conjunto:

epi(f) =={(z,a) e X xR:a > f(x)} (3.3.7)

El teorema que ahora enunciamos es de importancia capital para entender el fundamento de este
trabajo, y para entender la aplicacién de nuestros RKHSs en los métodos de SVM. Este prueba la
existencia de, al menos, una soluciéon general de un problema de SVM.

Teorema 3.3.3 (Existencia de soluciones SVM para pérdidas de Nemitski). Sea L : X x Y xR —
[0,00) una funcion de pérdida convera y sea P una distribucion en X XY tal que L es una pérdida
P-integrable Nemitski. Sea también H un RKHS dado por un nicleo en X que es acotado y medible.
Entonces, para cualquier X > 0, existe al menos una solucion general de la SVM fpy.

Demostracion. Antes de pasar a su demostracién, necesitamos los siguientes resultados auxiliares.

Lema 3.3.4 (Caracterizacién de los funcionales lineales de E xR en R). Sea E un espacio de Banach.
Los funcionales lineales de E X R en R son de la forma:

(r,a) > y(x) +aa, a € R,x € E, paraalginy € E', (3.3.8)

es decir, la topologia débil en 2 X R seria la misma que la topologia producto en E X R, engendrada
por la topologia débil en E, y la topologia usual en R.
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Demostracion. Es bien sabido que E x R es una espacio de Banach con la norma definida por:
(2, a)|| = [l2|l& + |al, (3.3.9)
para todo (z,a) € E x R. Sea z € (E x R)". Definimos Iy : E — R por:
lg(z) = z((x,0)), (3.3.10)
para todo x € E. Como z es lineal, también lo es [g. Ademads, para todo x € E,
le(2)] = |2((z, 0))| < |[zlle - |[(z, 0)Il, (3.3.11)

donde se ha usado la continuidad de z como funcional en E x R. De ello se sigue la continuidad de
lg como aplicacion lineal de F en R. En adelante, denotamos como Z al tinico elemento de E’ tal
que T = lg.

De forma analoga, definiendo:

lr(y) = 2((0,y)), (3.3.12)
para todo y € R, se deduce que existe un unico y € R tal que y = Ig.
Entonces,
2((2,1)) = ((x,0)) + 2((0,y)) = Lp() + la(y) = &) + 3(y). (3.3.13)

para todo (z,y) € E x R. Denotamos entonces esta aplicacién como z = (, 7).
Reciprocamente, si tomamos T € E' y y € R’, entonces, para todo (z,y) € E x R, se tiene

(@, 9)((2,9))] = [2(2) + 9(y)| < |2(2)] +[9(y)] <

< |12l - llzlle + lolle - lylle < (l2llz +19llz) - (lelle + ylle) =[Gl - 1@ ol (3.3.14)

donde se han usado la continuidad de los funcionales involucrados, la desigualdad triangular, y la
definicién de norma de suma directa finita de espacios de Banach. De aqui se sigue que (z,7y) €
(E xR)".

Con este ultimo razonamiento, hemos caracterizado la topologia producto del dual topoldgico de E
por R como el dual topoldgico del producto (E x R). De ello llegamos a la caracterizacién (3.3.8),
con tan solo especifar la forma que adquieren los funcionales lineales en R. n

Lema 3.3.5. Sea E un espacio de Banach reflezivo, y sea f: E — RU{oo} una aplicacién conveza
e inferiormente semicontinua. Si existe un M > 0 para el que el conjunto Ap ={x € E : f(x) < M}
satisface Agp # 0, y tal que Ag es acotado, entonces f tiene un minimo absoluto en Ag.

Demostracion. Notemos que, por definicién de funcién inferiormente semicontinua, Ag es cerrado.
También, como f es convexa, es inmediato que Ag es convexo. Como Ag es acotado, necesariamente
debe existir un xg € E tal que z¢ no esté en Ag. Probamos que x( no pertenence a la adherencia débil
de Ag. Por el teorema de separacién de Hahn-Banach, dado F un espacio normado de Banach, y dados
Ap # 0 cerrado y convexo, y {xo} compacto y también convexo, entonces existe un funcional lineal
¢ € E' que separa xq de los puntos de Ag: existen ¢; > g, ¢1, o € R, tales que ¢(y) > ¢1 > ¢ > ¢(x0),
para todo y € Ag. Ahora bien, como la topologia débil en E es la menos fina que hace continuas a
los elementos de E’, entonces, el conjunto

C:={zxeFE:¢x)<a}l, (3.3.15)

es obviamente débilmente abierto, y por construccién de ¢ tenemos C' C E\ Ag y xg € C. Se deduce
de esto que xg no es débilmente adherente a Ag, con lo que E '\ Ag es débilmente abierto. Entonces,
Apg es débilmente cerrado.

Ademas, como Ag es acotado, y dada B la bola cerrada unidad en F, sabemos que existe un a > 0 tal
que Ag C aB. Por el teorema A.0.22, como E es reflexivo, sabemos que B es débilmente compacto,
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con lo que aB también lo es. Entonces, Ag es un subconjunto débilmente cerrado de un conjunto
débilmente compacto, es decir, Agr es débilmente compacto.

Veamos que f es una aplicacion débilmente inferiormente semicontinua. Notemos, en primer lu-
gar, que epi(f) es convexo, dada la convexidad de f. Ademds, como f es inferiormente semi-
continua (en la topologia de partida en F), entonces epi(f) también es cerrado, pues epi(f) =
7o' ({r € E: f(z) < a}), con 7y la proyeccion E x R — E. Por un razonamiento analogo al de la
prueba de que Ag es débilmente compacto, podemos afirmar que epi(f) es débilmente cerrado en
E x R. Por el lema 3.3.4, la condicién de débilmente cerrado de epi(f) en E x R implica que f es
débilmente inferiormente semicontinua.

Resumiendo, sabemos lo siguiente:

a) Ag es débilmente compacto en F.
b) f: E— RU{oco} es débilmente inferiormente semicontinua.

Para acabar, y en virtud de que f es débilmente inferiormente semicontinua, y que Ag es débilmente
compacto, razonamos por reduccién al absurdo. Llamamos al infimo de f en Ag por a = inf,c4, f(x),
el cual existe por ser f inferiormente semicontinua en un compacto. Si el valor a no se alcanza,
entonces, para cada © € Ag, existe un ¢ > 0 tal que f(z) — e > a. Como f es inferiormente
semicontinua con la topologia débil de E, existe un entorno V, de z, en dicha topologia, tal que
a < f(y) para todo y € V,. Entonces, Uyea,V, es un recubrimiento abierto de Ag, luego por la
compacidad de Ag existe un recubrimiento finito de la forma Ay C U, V,,. Entonces, se sigue que
a =min,—y__,f(z;) —e; > a, con los £; > 0 anteriores de la caracterizacién de infimo. Ademds, como
Ap C U, V,,, se tiene a' < f(x) para todo z € Ag. Esto contradice que a sea el infimo, pues hay
otra cota inferior de Ag, a/, mayor que a. Entonces, f alcanza el valor a. n

Volvemos a la demostracion de 3.3.3:
Por hipoétesis, k es medible , luego por el lema 1.4.3 tenemos que H consiste en funciones de X
en R que son medibles. También, como k es acotado, haciendo uso del lema 1.4.2, tenemos que la
aplicacién id : H — L*(Px) es continua. Se sabe que una funcién convexa y a valores reales en un
intervalo abierto de R es continua en el intervalo. Como L(z,y,.) : R — R es una funcién convexa
para todo (z,y) € X x Y (definicién 3.2.11), y como L(x,y,t) < co para todo (z,y,t) € X XY xR,
entonces L es continua en todo R respecto a su argumento real ¢, fijando los otros dos en X x Y.
Por lo tanto, por el lema 3.2.15, sabemos que la aplicacion Ry p : L>(Px) — R es continua. Asi,
con tan solo componer con la aplicacién continua id : H — L*°(Py), podemos decir que la aplicacién
Rrp: H — R es continua.
Ademas, por el lema 3.2.12, tenemos también la convexidad de esta ultima aplicacién.
Todo lo anterior, junto a la continuidad y convexidad de la aplicacién f — M||f||%, implica la
continuidad y convexidad de f — A||f||3 + Ry p(f). Definimos ahora el siguiente conjunto:

A= {f € H A% + Replf) < M), (3.3.16)

con M := R p(0). Es claro que la funcién constante igual a 0, como elemento de H, estd en A,
y por tanto A # (). Ademds, si f € A, es inmediato que, por la propia definicién de A, tenemos
que A||f]|3 < M o, en otras palabras, A C (M/\)"? By, con By la bola cerrada unidad en H.
Resumiendo, tenemos que A es un conjunto no vacio y acotado en el espacio de Hilbert H. La
existencia del minimo absoluto en todo H mnos la da el lema 3.3.5. Notemos que H, por ser de
Hilbert, es un espacio de Banach reflexivo (via el teorema de representacién de Riesz). O]

Lo que acabamos de probar es clave en nuestro analisis: con pedir convexidad, continuidad y
P-integrabilidad de Nemitski a L, si el espacio de funciones en el que buscamos nuestro minimizador
frpa es un RKHS, con un ntcleo reproductor acotado y medible, entonces podemos afirmar que existe
una solucion general de nuestra SVM y, ademas, por la proposicién 3.3.1, sabemos que es tinica, dado
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que L es convexa.

Este trabajo quedaria incompleto si no se mencionaran las pérdidas supervisadas y no supervisadas,
asi como, dentro del primer grupo, las pérdidas margin-based. Simplemente, las vamos a definir para
dar un interesante resultado que permite, a partir del teorema 3.3.3, controlar el tamano de los
minimizadores a partir de la funcion pérdida y del parametro de penalizacion.

Definicién 3.3.6 (Pérdidas supervisadas y no supervisadas). Sea L : Y X R — [0, 00) una pérdida
sin dependencia explicita en X. Diremos que L es una pérdida supervisada si y solo si es medible.
Sea ahora L : X x R — [0, 00) otra funcién pérdida, sin dependencia explicita en los datos de salida.
Diremos que L es una pérdida no supervisada si 'y solo si L es medible.

La motivacion de esta terminologia radica en la dependencia o independencia que el L-riesgo
adquiere con respecto a las y € Y. En el caso no supervisado, dicho L-riesgo toma la forma:

Rup(f) = / Lz, f(2))dPx (x), (3.3.17)

X

donde desaparece dicha dependencia respecto a los elementos de Y.

Definicién 3.3.7 (pérdida margin-based (m.b.)). Sea L : Y x R — [0, 00) una pérdida supervisada.
Diremos que L es una pérdida margin-based (m.b.) si existe una funcion representante ¢ : R — [0, 00)
tal que:

L(y,t) = ¢(yt), yeY,teR (3.3.18)

Corolario 3.3.8. Sea L : X XY xR — [0, 00) una pérdida convexa, y localmente Lipschitz continua.
Sea también P una distribucion de probabilidad en X XY, tal que el L-riesgo satisface Ry p(0) < oo.
Sea H un RKHS con nicleo medible y acotado en X. Entonces, para todo A > 0, existe una unica
solucion general SVM fpy € H.

Ademds, si L es una funcion pérdida convera m.b., representada por la funcion ¢ : R — [0, 00),
entonces:

1/2
[ fpalla < (@) : (3.3.19)

Demostracion. La unicidad de la solucion general SVM es una consecuencia directa de la proposicion
3.3.1.

En cuanto a la existencia, por la proposicién 3.2.17 tenemos que L, por ser una pérdida localmente
Lipschitz continua, es P-integrable de Nemistki, luego tenemos todas las hipotesis del teorema 3.3.3.
Esto asegura la existencia de la solucién general SVM fp .

Por la desigualdad (3.3.4), como Ry p(0) = ¢(0), ya tendriamos la acotacién deseada. O

En el marco de espacios de funciones con nticleo reproductor, tratamos ahora la existencia y repre-
sentacion de soluciones SVM empiricas, que son aquellas soluciones SVM que cumplen la condicién
de infimo restringidos a muestras finitas D := {(x1,91) ..., (Zn,yn))} sobre la funcién de L-riesgo
(3.2.4).

Teorema 3.3.9 (Teorema de representacion). Sea L : X XY x R — [0,00) una pérdida conveza,
D :={(z1,151) .., (xp,yn))} € (X X Y)", y H un RKHS sobre X. Entonces, para todo X > 0, existe
una unica solucion empirica SVM.

Ademas, existen aq,...,a, € R tales que:

foa(z) = i aik(z, 7)), € X. (3.3.20)

i=1
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Demostracion. 1. Existencia: Dado que la convergencia en norma de H implica la convergencia
puntual de los elementos de H, se puede probar la continuidad del L-riesgo empirico Ry p :
H — [0,00) debido a la continuidad de la pérdida L (por ser convexa y finita en todos sus
puntos), siguiendo un razonamiento idéntico al expuesto para el teorema 3.3.3. La existencia
se sigue, también, con un razonamiento analogo al de aquel teorema, y particularizado sobre
este L-riesgo.

2. Representacion: Tomamos el conjunto finito X’ = {xy,...,x,}, asi como
H =V{k(,z;):i=1,...,n}. (3.3.21)

Al igual que ocurria con (1.3.13), H' es el RKHS de nitcleo reproductor k|x/«x/. Entonces,
aplicando el punto anterior, podemos afirmar que existe una solucién empirica fpy € H'.
Tomamos el complemento ortogonal H'* de H’, dentro del espacio general H. Dado f € H'*,
entonces, como k(-,x;) € H' para todoi = 1,...,n, utilizando la propiedad reproductora de k,
llegamos a

Fla) = (f k(,z)) =0, i=1,...,n. (3.3.22)

Denotamos por Px: : H — H' a la proyeccién ortogonal de H en H’. Por la igualdad anterior,
se tiene que

1 n
Run(Pxif) =~ Lz, yi, Pxrf(2:) = Re.p(f), (3.3.23)

i=1
donde se ha usado la definiciéon de L-riesgo empirico, y que Px:f(x;) = f(x;) para todos
fe€eH,ie{l,...,n}, por definiciéon de H'. Como Py es proyeccién ortogonal, tenemos que

|Px fllar < [|f||m, para todo f € H.
Todo ello nos lleva a que

infrey (AM|fI[7 4+ Rep(f)) < infrew (NS5 + Rep(f))

= infrenr (M| Px flI} + Reo(Pxf)) < (infrea M| fI[7 + Rep(Px f)) - (3.3.24)

De este modo, hemos obtenido la igualdad en la anterior cadena de desigualdades. Por lo tanto,
fp m minimiza la aplicacién

f e Al + Reo(f) (3.3.25)

en H, y la unicidad de fp g implica que fp ' = fpaH-
De este modo, fp := fpau € H', con lo que la representacion de esta solucién empirica en
términos de los k(-, x;) es consecuencia de la definicion de H'.

3. Unicidad: Se sigue inmediatamente de la convexidad de L y de la proposicién 3.3.1.
O

Teorema 3.3.10 (Soluciones SVM no triviales). Sea L : X x Y x R — [0, 00) una pérdida conveza
y P una distribucion en X XY tal que L es P-integrable Nemitski. Sea también H un RKHS de
niicleo acotado y medible en X, y tal que R} py < Rr,p(0). Entonces, para todo A > 0, se tiene que

Jex # 0.

Demostracion. Por hipdtesis, tiene que existir un elemento g € H, g # 0, tal que R p(g) < R p(0).
Sea a € [0, 1]. Entonces, por convexidad de L (y por tanto de R), tenemos:

Mgl + Rep(ag) < Aa?||glfi; + aRe,p(g) + (1 = @)Re,p(0) = h(a), (3.3.26)

donde g=a-g+ (1 —a)-0.
Denotamos Rz p(0) = b, Rrp(g) = ¢ (b > ¢), y d = M|g||} > 0. Usamos ahora la relacién
R} pa < Rr,p(0). El polinomio cuadrdtico a — h(a), con h : [0,1] — [0, 00), alcanza su minimo en
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a* € (0, 1]. Esto es asi porque que la derivada de h(a) es h'(«) = 2da + (¢ —b), con lo que A'(0) < 0.
Entonces:

Mla*gllf +Repla”g) < h(a”) < h(0) = A[0][F; +Rr,p(0) = Re,p(0), (3.3.27)
donde g tiene que ser necesariamente distinto de 0, pues Ry p(0) > Rp p(g). Esto implica que el
minimizador fp) es distinto de cero. O

3.4. Large RKHS. Nicleos universales

En este apartado, resumimos y demostramos los resultados que, a mi juicio, mejor ilustran la

capacidad que tienen los RKHSs de limitar nuestra biisqueda de minimizadores a estos espacios. Esto
es posible a través de la densidad que algunos de estos RKHSs presentan en el espacio de funciones
continuas, por medio de los llamados nicleos universales. Esto tiene interesantes consecuencias para
la formulacion geométrica de, por ejemplo, los problemas de clasificacién vistos anteriormente, a
través de hiperplanos definidos con una aplicacién caracteristica de dicho nticleo universal.
También, generalizamos esta nocién de universalidad del niicleo por medio de series de Taylor, para
afirmar la existencia de algunos de estos nticleos, con expresiones de sobra conocidas. Por otra parte,
mostraremos la capacidad de los RKHS H con estos nticleos universales para expresar funciones riesgo
de Bayes restringiendo la busqueda, estrictamente, a H. Ya para acabar, damos dos interesantes
resultados de densidad de los RKHS en espacios de funciones tales como los espacios L? y los de
funciones continuas que se anulan en el infinito. Como ultimo apunte, esta presencia de los RKHS,
via densidad, en espacios mas grandes, es lo que califica a esta clase de espacios de Hilbert como
large RKHS.
Empezamos definiendo lo que se entiende como RKHS grande (large RKHS). En todo el andlisis que
sigue nos limitamos, como es costumbre ya, a espacios de funciones f : X — R, para X arbitrario y
no vacio. Denotamos por C(X) al espacio de funciones continuas de la forma f : X — R. También,
por simplicidad, nos limitaremos a X métrico y compacto.

Definicién 3.4.1. Sea un ntcleo continuo k y con valores reales en un espacio métrico y compacto
X. Diremos que k es ntcleo universal en X, o simplemente universal, si el RKHS H de k es
denso, con respecto a la norma || - ||, en el espacio de funciones continuas de la forma f: X — R.
En otras palabras, k es universal si para toda funcién g € C'(X) y para todo € > 0, existe una f € H
tal que

| f — 9]l <e. (3.4.1)

Una forma equivalente de aportar esta ultima definicion es a través de un espacio y una aplicacién
caracteristicos cualesquiera, Hy y ¢g : X — Hj respectivamente, para el ntcleo k. Para ello, recor-
demos la forma con que, via (1.3.11), caracterizibamos un RKHS cualquiera a través de su nicleo
reproductor con el conjunto que sigue

H:={f:X—=>K:3we Hy con f(z)=(w,¢o(r))y, paratodo v € X}, (3.4.2)

con lo que la definicién 3.4.1 puede darse en los siguientes términos: k es universal si y solo si, para
todo g € C(X) y para todo € > 0, existe un w € Hy tal que

[{w, do(-)) o — glloc < & (3.4.3)

Veremos mas adelante que esta observacién adquiere su relevancia a la hora de construir nicleos
universales.

Entramos ahora en las propiedades geométricas de los nticleos reproductores universales. Necesitamos
una definicién de separabilidad general, que nos daré posteriormente un criterio de separabilidad sobre
los compactos de X. Recordemos que hablar de nicleos equivale a hablar de ntcleos reproductores,
a través de su asociacién con un tnico RKHS.
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Definicién 3.4.2. Sea k un ntcleo en un espacio métrico X con RKHS H. Diremos que k separa a
los conjuntos disjuntos A, B C X siy solo si existe una funcién f € H tal que f(z) <0six € B
y f(z) > 0siz e A

Proposicién 3.4.3. Sea (X,d) un espacio métrico y compacto, y k un nicleo universal en X.
Entonces, k separa a todos los subconjuntos compactos disjuntos de X.

Demostracion. Sean C, D C X compactos disjuntos, y definimos la siguiente funcion:

h(z) = dist(z, B) B dist(z, A)
" dist(x, A) + dist(z, B)  dist(x, A) + dist(x, B)’

(3.4.4)

donde definimos la distancia de un conjunto D de X a un punto cualquiera x € X como es habitual,
dist(z, D) := inf e pdist(z, y). (3.4.5)

Esta funcién h es continua, dada la continuidad de la aplicacién z € X > dist(z,A), A C X,y
teniendo en cuenta también que, como A y B son compactos y disjuntos, entonces las funciones
dist(x, A) y dist(z, B) no se pueden anular al mismo tiempo. Adem4s, es inmediato que h(z) = —1
siz € By h(z)=1siz e A.

Ahora, usamos la propiedad de universalidad del nticleo k£ sobre el RKHS H. Ello implica que, dada
la densidad de H en C(X), y como h € C(X), tenemos que existe f € H tal que ||f — h|] < 1/2.
Entonces, como h solo toma los valores 1 en Ay —1 en B, es inmediato que, entonces, f(x) > 1/2
para todo x € A, y que f(x) < —1/2. Por tanto, tomando f € H como funcién separante, hemos
demostrado el resultado. O]

Una consecuencia simple de esta proposicion 3.4.3 es que siempre podremos separar dos puntos
distintos z # 2’ en X por medio de una funciéon del RKHS H. Este hecho es esencial a la hora de
hablar de la inyetividad de aplicaciones caracteristicas asociadas a nucleos univerales.

A pesar de la simpleza de su demostracién, la proposicion 3.4.3 tiene implicaciones geométricas que
dan gran parte del sentido al uso de RKHS en los problemas de clasificacién. Para ver esto, tomemos
un nucleo universal k con espacio caracteristico Hy y una aplicacion caracteristica ¢g : X — Hy.
Tomemos ahora un subconjunto finito X’ := {zy,...,2,} C X, para algin n € N, y consideremos
un subconjunto de elecciones i, ..., y, del espacio de salida de un problema SVM de clasificacion
estdndar, i.e., Y := {—1,1}. Como X’ es finito, entonces es compacto, luego la proposicién 3.4.3
garantiza la existencia de una funcién f en el RKHS H asociado a k tal que y; f(x;) > 0 para todo i =
1,...,n, y esto, mentando al ejemplo 3.2.7, nos permite clasificar los valores de X', distinguiéndolos
del resto de elementos de X. En consecuencia, por el resultado 1.3.11, al poder representar dicha
funcién de decisién f a través del producto interno de Hy como f = (w, ¢o(-))m,, para un w € Hy

adecuado, podemos centrar nuestro estudio en el conjunto {(¢o(z1),y1),- -, (¢o(zn),yn)}, €l cual
puede ser separado en Hy por medio de un hiperplano determinado por w de la forma
yi{w, d(z;))m, >0, 1 €{1,...,n}, (3.4.6)

los cuales serian los valores de X que se corresponderian, precisamente, con los datos x; de X’ que
queremos clasificar positivamente (i.e., que no penalizan en el L-riesgo).

En resumen, hemos convertido un problema de clasificaciéon de un conjunto X, al que pedimos que
sea métrico y compacto, en una clasificacién geométrica dada por un hiperplano en un espacio de
Hilbert con nicleo reproductor Hy. No obstante, es necesario hacer notar que este razonamiento se ha
hecho para un conjunto de muestras muy concreto (un conjunto finito X’ en un conjunto métrico y
compacto). Esto, con lo que sabemos, no se puede generalizar directamente a conjuntos de muestras
arbitrarios en R"™, con n € N.

Esta lectura de la geometria mediante hiperplanos sugiere la siguiente pregunta: ;tales nticleos uni-
versales van a existir siempre? La respuesta, en espacios métricos y compactos, es que si, e incluso
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podemos garantizar que algunos de los nicleos estandar mas conocidos, como el nicleo RBF (radial
basis function), es un caso. Yendo més lejos con la pregunta, dada la definicién 3.4.1: jpodria ex-
tenderse esta nocién a espacios topologicos compactos? La respuesta, que no trabajaremos aqui por
sobrepasar el alcance de este trabajo, estd en que se puede extender a espacios topoldgicos de estas
caracteristicas, con un matiz: no existe nicleo universal si la topologia no estd generada por una
métrica. Necesitamos, para ver esto, un lema que enunciara propiedades nucleares en el analisis que
viene.

Lema 3.4.4. Sea X un espacio métrico y compacto y sea k un nicleo en X. Entonces, las siguientes
afirmaciones se cumplen:

1. Cualquier aplicacion caracteristica asociada a k es inyectiva.
2. Se tiene que k(x,z) > 0 para todo x € X.

3. Cualquier restriccion de k a un compacto X' C X es universal.
4. El nicleo normalizado k* : X x X — R, definido como:

/
kK (z,2") = bz, ) , o, € X, (3.4.7)
k(x,z)k(z'x")

es universal.

Demostracion. Denotamos por Hy y por ¢ a un espacio y a una aplicacién caractaristicos arbitrarios
de k. Las tres primeras afirmaciones son directas de la definicién de ntcleo universal y de la propo-
sicion 3.4.3. La inyectividad se sigue de la condicién separante de al menos un elemento del RKHS
de k para dos conjuntos unipuntuales {z} y {z'} de X cualesquiera, y de la representacién de los
elementos de H a través de 1.3.11. Para ver esto, tomamos x # x’ cualesquiera en X y ¢ : X — H,
una aplicacién caracteristica de k. Por 3.4.3, existe un f € H que cumple lo siguiente:

fl@) # f(a) = (w,¢(x))n, # (w, ¢()) o, (3.4.8)

para algun w € Hy, donde se ha usado (1.3.11). Asi, ¢o(x) # ¢(2'), y tenemos la inyectividad deseada.
Para los otros tres puntos, particularizamos Hy en el RKHS asociado H. Para ver que k(z,x) > 0
para todo z € X, recurriendo de nuevo a 3.4.3, como X es compacto, debe existir un f € H tal que
f(x) > 0 para todo = € X. Basta tomar, en el enunciado de dicha proposicién, el compacto X y
el vacio. Entonces, utilizando la propiedad reproductora de k sobre f en cada z € X, y usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que

0 <[f(@) = I(f kCa)al < flla - [1kC, o), (3.4.9)

y como k(z,z) = (¢(x),¢(x))g > 0, entonces k(x,z) > 0 para todo x € X.

En cuanto al tercer punto, nétese que si k estd asociado a un RKHS H que es denso en C'(X) con la
norma del supremo, es inmediato que si restringimos las funciones que son elementos de estos espacios
al compacto X’ C X, seguimos teniendo dicha densidad. Nétese que || flx — glx/|loo < ||f — 9l]oo-
Veamos ya el ultimo punto. Consideramos que la aplicacion caracteristica ¢ : X — H es la candnica.
Definimos a(z) := k(z,x)™'/2, para todo x € X, lo cual tiene sentido por el segundo punto. Entonces,
por el lema 1.1.5, la aplicacién ¢' :=a- ¢ : X — H es aplicacién carateristica de k*, ya que

1 1
B \/k:(x,:p)kz(m’,:v’)< (= B

con lo que k* es un nucleo, y H es uno de sus espacios caracteristicos.
En cuanto a su universalidad, tomemos h € C(X) y ¢ > 0. Como k es acotado, al ser continuo de un

(@' (2), ¢ (x))u k(x,x'), (3.4.10)
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espacio compacto a R, entonces d := ||a||s < 00. De esta forma, utilizando ademés que a(z) > 0 para
todo x € X por el segundo punto de este lema, y dado que k es universal con aplicacion caracteristica
¢, entonces || f—2||o = |[{f, ®)rr — &||sc <  paracierto f € H. Ademds, ya hemos visto que ¢/ = a-¢
es aplicacion caracteristica del nicleo £*, y que el espacio H es caracteristico de £*, de modo que

1 = Alloo = KF, 00060 )t = Bl < llalloo 1000 — oo S G=c. (3411)

Entonces, por definicién, £* es universal. O

Para investigar la existencia de esta clase de ntcleos, demostramos una condicién suficiente para
la universalidad de un ntcleo reproductor, para la que el teorema de Stone-Weierstrass es clave.

Teorema 3.4.5 (Un test de universalidad). Sea X un espacio métrico y compacto, y sea k un nicleo
continuo en X con k(x,z) > 0 para todo x € X. Supongamos que existe una aplicacion caracteristica
inyectiva ¢ : X — 1?(N) para el micleo k, y escribimos como ¢, : X — R a su componente n-ésima,
de tal modo que ¢(x) = (Ppn(x)),, para todo x € X. Si el espacio dado por

n=1

A=V{¢,:neN}, (3.4.12)
forma un dlgebra, entonces k es un nicleo universal.

Demostracion. Se tiene que

|(@n ()] = k(z,2) >0, z € X. (3.4.13)

Ademas, la continuidad de k en X implica que, para todon € N, ¢,, : X — R es continua, en virtud
del resultado de caracterizacién de nicleos continuos 1.4.17. Esto prueba que A C C(X).

También, la inyectividad de la aplicacién caracteristica ¢ implica que A, tal y como esta definida,
separa puntos de X. Basta tomar z,2’ € X cualesquiera, y una de las ¢,, con n € N, que nos dé
oOn() # Pn(2). Tal ¢, tiene que existir o, de lo contrario, ¢ no seria inyectiva. Entonces, teniendo
en cuenta que estamos tratando con funciones que llegan a R, en virtud del teorema de Stone-
Weierstrass, podemos afirmar que A es denso en C'(X) en norma || - ||c-

Sea ahora h € C'(X), y sea € > 0. Existe una funcién f € A, es decir, de la forma

f=>aipn,, (3.4.14)
i=1

para un cierto m € N, tal que ||f — h||oo < e. Dado ahora n € N, definamos la sucesién de nimeros
reales dada por w, = a, si existe un indice ¢ en la definicién anterior de f tal que n; = n, y por
w, = 0 en caso contrario. Entonces, tenemos que w = (wy), € [*(N), pues w tiene un ntimero finito
de componentes no nulas. Ademas, se tiene que

fC) = (w,6(-))rmw- (3.4.15)

Entonces, repitiendo un razonamiento visto cuando definiamos la univeralidad de los ntcleos, tenemos
que

||<wv¢()>l2(N) - h||oo <e, (3416)

lo que equivale a que k sea un ntcleo universal. O

A partir del teorema anterior 3.4.5, estamos en condiciones de construir, via series de Taylor,
ejemplos de nicleos universales.
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Corolario 3.4.6. Sea r € [0,00) fijo, y sea f : (—r,r) = R una funcion C*((—r,r)), tal que admite
la serie de Taylor que sigue en un entorno del origen,

ft) = iant", te(—rr). (3.4.17)

Fijemos el compacto X := {x € R?: ||z|| < \/T}, y consideramos (-,-) el producto escalar usual en
R?. Si tenemos que a, > 0 para todo n € Ny, entonces la funcién dada por

k(x,2') = f({x,2"), z,2' € X, (3.4.18)
forma un nicleo universal en los compactos de X .

Demostracion. Ya vimos en el lema 1.1.8 que una funcién k, en estas condiciones, es un nicleo en X,
y que admite como espacio caracterfstico a [(Ng), con una aplicacién caracterfstica ¢ : X — [?(Ng)

dada por:
d

() = <\/aj1+...+jdcj1, Gy szl> , veX, (3.4.19)
J15--3a€No

=1

donde se ha mantenido la misma notacién que en 1.1.8. Entonces, el nticleo definido por esta aplicacién
¢, dado como k(z,z") = (p(2'), ¢<:L‘)>12(Ng), es continuo, y ap > 0 implica que k(z,x) > 0, para todo
r e X.

Veamos la inyectividad de ¢. Por reduccién al absurdo, supongamos que ¢(z) = ¢(x’) para ciertos
x # x' en X. Entonces, por (3.4.19), tendriamos x = 2/, ya que a,, > 0 para todon € N, y ¢; > 0
para todo 7 € Ny, lo que contradice la hipotesis. Por tanto, ¢ es inyectiva.

Asi, como el conjunto de polinomios forma un &lgebra, y como la suma en I?(NZ) se define componente
a componente, entonces el espacio que sigue

VA{®ji,ja 111 Ja € No}, (3.4.20)

forma un algebra. Por lo tanto, por el teorema anterior 3.4.5, k es nicleo universal. O

Presentamos ahora, en forma de corolario, una lista de nicleos universales, cuyas condiciones de
nicleo y universalidad se siguen de los resultados vistos. Nos seguimos restringiendo a subespacios
compactos, ahora en R”, para algin n € N.

Corolario 3.4.7 (Ejemplos de niticleos universales). Sea X un subepacio compacto de R™, b > 0,
y a > 0. Denotamos por (-,-) al producto escalar usual en R™. Entonces, las siguientes funciones de
X X X a R son niucleos universales en X :

1. Nucleo exponencial:

k(z,2") = exp ((z,2")). (3.4.21)
2. Nicleo gaussiano (RBF):
ky(z,2") = exp (—=b77||x — 2'|]3) - (3.4.22)
3. Nucleo binomial:
k(z,z') = (1— (z,2"))"". (3.4.23)

Demostracion. A través de la expresiéon (1.1.13), y de las proposiciones 1.1.9 y 1.1.10, ya hemos
demostrado o se sigue directamente del lema 1.1.8 que estas aplicaciones son nicleos.
Con los razonamientos anteriores, para los que se utilizé el hecho de que estamos tratando con nicleos
tipo Taylor, por el corolario 3.4.6 se sigue directamente su universalidad.

O
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A continuacién, daremos tres resultados que desembocan en una de las razones de ser de este
trabajo: el infimo del L-riesgo asociado a una pérdida L continua y P-integrable Nemitski, estard en
el mismo RKHS H si el nicleo asociado es universal. Para ello, recordemos que el problema de SVM
que nosotros estamos tratando consiste en encontrar el infimo del L-riesgo de nuestro problema de
SVM, esto es, omitiendo el término de penalizacién

RE,P = inf{RL’p(f> . f S F} y (3424)

sobre F' un espacio de funciones medibles arbitrario.

El primer resultado trata los riesgos de Bayes a través de funciones decisién medibles y acotadas.
En esta proposicion, asi como en el teorema que sigue, no hace falta imponer que X sea métrico y
compacto. Mas adelante si que tendremos que hacerlo.

Proposicién 3.4.8. Sea L: X xY xR — [0,00) una pérdida y P una distribucion de probabilidad
en X XY tal que L es una pérdida P-integrable Nemitski. Entonces, se tiene la igualdad

L.P.L>(Px) L.p- (3.4.25)

Demostracion. Veamos que si cogemos una funciéon medible de X en R tal que haga el L-riesgo finito,
existe una sucesién en L*>(P,) cuyas imagenes por Ry p convergen a Ry p(f). Esto probaria que el
infimo en el espacio de todas las funciones medibles es el infimo en L*(Py).

Tomemos pues una funciéon medible cualquiera f : X — R, con respecto a Px. Entonces, pode-
mos construir una sucesién de funciones medibles y acotadas {f,} C L*(Px) de la forma f, =
L@ f(@)|>n}, la cual cumple que

’RL,P<fn) - RL,P(f)|
=y/ (Liz,y, ful@)) — Lz, y, f(x)) dP(z, )
{If|>n}xY

+/‘ (L(z,y, fu(2)) — L.y, f(2)) dP(z,y)

{|f1<n}xY

s/ L(2,y,0) — L(z,y, f(2))|dP(x, y)
{|fI€n}xY

s/ (b(z, ) + h(0) + Lz, y, f(2))) dP(x, ),
{|f|€n}xY

donde se ha usado la desigualdad triangular dos veces, y donde b(z,y) y h(t) son las funciones que
nos dan la acotacién de la definicién de P-integrable Nemitski.

De esta forma, como Ry p(f) < oo por hipétesis, y como b € L*(P), aplicando el teorema de la
convergencia dominada es directa la convergencia Ry p(f,) = Rrp(f) para n — co. Y esto prueba
la proposicion. O

Usando la anterior proposicion 3.4.8, probamos una importante caracteristica sobre el espacio F"
con pérdidas continuas y P-integrables Nemitski, R} p = R} p para I un denso en L>(Pyx).

Teorema 3.4.9 (Aproximacién puntual por conjuntos densos). Sea P una distribucion sobre X XY,
L:XxY xR —[0,00) una pérdida continua y P-integrable Nemitski, y F' C L*°(Px). Supongamos
también que, para todo h € L>(Px) existe una sucesion {f,} C F tal que sup,cy||falloe < 00 ¥

lim f,(x) = h(z), (3.4.26)

para Px-casi todo x € X. Entonces, R}, pr =R} p-
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Demostracion. Por la prosicion anterior 3.4.8, ya sabemos que R} p Loo(Py) = R} p- Ademds, por
la contencién F' C L>(Px), es clara la desigualdad R} poc(p,) < R pp- Veamos la desigualdad
contraria.

Fijemos una funcién h € L*(Px). Sea {f,} una sucesién que cumpla las condiciones del enuncia-
do. Por el lema 3.2.15, dado que se cumplen todas las condiciones del primer punto, tenemos la
convergencia que sigue

nlirgo RLp(fn) = RL,p(h). (3427)

Por un razonamiento analogo al de la proposicion anterior, llegamos al aserto enunciado, pues tal
convergencia implica la desigualdad R} pp < Rp prec(py)- O

Y ahora, a partir del teorema 3.4.9, estamos en condiciones de probar que los RK H.S con nicleos
universales en X nos dan el L-riesgo de Bayes para pérdidas continuas y P-integrables Nemitski.
Volvemos, entonces, a suponer que X es métrico y compacto.

Corolario 3.4.10. Sea X un espacio métrico y compacto, H el RKHS de un nicleo univesal en X,
y P una distribucion en X X Y. Sea también L : X XY x R — [0,00) una pérdida P-integrable
Nemitski. Entonces:

Demostracion. Usaremos la igualdad del espacio de funciones continuas C'(X) y del espacio de fun-
ciones continuas con soporte compacto, que denotamos por C.(X), dado que estamos manejando un
espacio X compacto.

Asi, fijamos f € L>®(Px) C L'(Px). Conocida la densidad de C.(X) en L;(Pyx), por la igualdad
anterior tenemos densidad de C'(X) en L;(Px). Entonces, existe una sucesién {f,} € C(X) con
||fn — f|l1 = 0 para n — oo.

Truncamos ahora los elementos f,, a alturas £||f|| € R, para todo n € N. Esto significa que, fijado
un z € X, consideramos f,(x) como es, siempre que |f,(2)] < || flloo; fu(z) = || fllso st fu(z) > || fl]oo
Y fu(@) = = flloo st fr(x) < —||f]|oo- Sin pérdida de generalidad, nos limitamos a una subsucesién
(fn) C C(X) adecuada de la sucesién anterior en C(X) tal que ||fulloo < ||f]loo Para todon > 1,y
fn(z) — f(x) para Px-casi todo z € X. Esto ultimo es posible porque la convergencia en L!(Py)
implica la convergencia de cierta subsucesion casi seguro respecto a la medida dada en X.

Ahora, entra en juego la universalidad de H: tal propiedad nos confirma la existencia, sobre cada
fn € C(X), de una funcién g, € H, para todo n € N, tal que ||f,, — gn||coc < 1/n. Entonces, se tiene
que

1
lgnlloe = 11 (fn = gn) lloc + llfalloc < — 4 [1f]]o0, (3.4.29)

para todon € N. De esto se sigue que ||gn||c0 < ||f]|co+1 para todon € N. Ademds, de la convergencia
uniforme ||g, — f||coc — 0 se sigue la convergencia Px-casi seguro en X de la forma g,(z) — f(z).

Entonces, {g,} es una sucesién que cumple las condiciones del teorema anterior 3.4.9 sobre F' = H,
luego tenemos la igualdad buscada: R} py = R p- [

Observemos que, por los resultados anteriores, la universalidad de un nticleo con RKHS H ga-
rantiza que

inffeHRL,p(f> = RE,P7 (3430)

sobre cualquier pérdida P-integrable Nemitski.

No obstante, este resultado se ha limitado a espacios métricos y compactos X. Ello implica que, con
lo que sabemos, espacios como R", para algin n € N, se quedan fuera del anélisis, asi como cualquier
conjunto infinito con topologia discreta, las cuales son situaciones interesantes en estos estudios de
problemas de SVM. Para suplir esta carencia, aportamos el siguiente teorema, el cual nos permitira,
a través de pérdidas P-integrables Nemitski de orden p € [1,00) y continuas, identificar los L-riesgos
de Bayes de entre todas las funciones medibles con los de un denso F' de LP(Px).
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Teorema 3.4.11 (Aproximacién por funciones p-integrables). Sea P una distribucion de probabilidad
en X XY yL: XxXY xR — [0,00) una pérdida continua y P-integrable Nemitski de orden p € [1,00).
Entonces, para todo denso F C LP(Px), se tiene que

Demostracion. Sabemos que L>®(Px) C LP(Px). También, se ha probado que Rr.prepy) = Rr,ps
en virtud de la proposicion 3.4.8. Estos dos hechos implican que Ry, prr»(py) = Rr,p. Entonces, por la
densidad de F en LP(Px), y la continuidad de Ry p : LP(Px) — [0,00) (por el lema 3.2.15), tenemos
la convergencia deseada en R de las imagenes de elementos de I hacia cualquier Ry prr(py)(f), para
todo f € LP(Px). Entonces, por la primera observacién, tenemos la igualdad de riesgos de Bayes
enunciada. O]

Aunque no se ha especificado ninguna forma concreta que estos espacios F' pudieran tomar, bajo
ciertas condiciones sobre la integrabilidad del nicleo se puede afirmar que dicha F puede ser un
RKHS. No entramos en el detalle de esto porque estos resultados nos llevarian muy lejos.



Apéndice A

Resultados adicionales de Analisis
Funcional

En este apéndice vamos a comenzar presentando el resultado elemental de complecién de un
espacio con producto escalar a un espacio de Hilbert.

Teorema A.0.1 (Complecién a un espacio de Hilbert). Si F' es un espacio con producto escalar
(-,-) p» entonces eziste un espacio de Hilbert H con producto escalar (-, )y y una aplicacion A : F —
H tales que:

1 A es inyectiva.

2 A es lineal.

3 (Az, Ay)n = (x,y) para todos x,y € F.

4 A(F)={Az :x € F} es denso en H. Si F es ya completo, entonces A(F) = H.
Ademas, H es unico salvo isomorfismo isométrico, y se le denomina la complecion de F'.

Notemos que A nos da una biyeccién entre elementos de F'y de A(F'), luego podemos pensar

en A como una equivalencia entre los elementos x del espacio F'y los elementos de A(F') denso
en H, con la diferencia de que en el segundo tenemos la ventaja de manejar un espacio completo.
Intuitivamente, hemos llenado los huecos que los limites de las sucesiones de Cauchy podian dejar
en F.
Dado este primer resultado de complecién a espacios de Hilbert, damos ahora algunos resultados
de continuidad y ortogonalidad con importancia en nuestro analisis. Empezamos dando un par de
teoremas que son piedra angular a la hora de constatar la continuidad de aplicaciones entre espacios
de Banach (y por ende de Hilbert).

Teorema A.0.2 (Teorema de la Aplicacion Abierta). Sean E, F dos espacios de Banach y sea
A: E — F una aplicacion lineal continua y sobreyectiva. Entonces, A(G) es abierto en F' para todo
G abierto en E.

Teorema A.0.3 (Teorema del Grafo Cerrado). Sean E, F' espacios de Banach y A : E — F una
aplicacion lineal tal que el grafo de A, dado por

gra(A) :={(z,A(z)) :x € E} C E X F, (A.0.1)
es cerrado en B x F. Entonces, A es continua en E.

Damos ahora un resultado de mucha utilidad practica que es consecuencia del teorema del grafo
cerrado.

91
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Proposiciéon A.0.4. Si E y F son espacios de Banach y A : E — F es una aplicacion lineal,
entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. gra(A) es cerrado.

2. Si(xp)n C E es una sucesion tal que lim,, oz, =0 en E y lim,,_,o A(x,) =y en F, entonces
necesartamente y = 0.

3. A es continua.

Tratemos ahora algunas de las nociones basicas de ortogonalidad en espacios de Hilbert. Em-
pezamos enunciando lo que, en un espacio vectorial arbitrario, se entiende por ortogonalidad, para
después particularizar resultados nucleares en nuestro desarrollo. Supondremos que los espacios de-
finidos se construyen sobre el cuerpo arbitrario K, y que, a menos que se diga lo contrario, la norma
dada serd la del espacio mas grande. Necesitamos algunas definiciones previas.

Definicién A.0.5. Sean H es un espacio vectorial y A C H. Se dice que A es convezo si, para todos
ryeAy0<t<l ter+(1—-t)ye A

Esta definicién no es mas que decir que el conjunto A mantiene dentro de si mismo a todos los
elementos del segmento {tz + (1 —t)y : 0 <t < 1} con extremos x ¢ y en A.

Teorema A.0.6. Sean H un espacio con producto interno, y M un subconjunto no vacio convexo
y completo de H. Sea h € H un elemento arbitrario del espacio general. Entonces, existe un unico
ho € M tal que:

1k — ho|| = dist(h, M) = mt{||h — k|| : k € M}. (A.0.2)

En nuestro caso, la aplicacion del teorema A.0.6 se dara sobre H espacio de Hilbert, y con M
convexo y, habitualmente, cerrado en H. Estas hipétesis implican las de dicho teorema.
De hecho, si el subconjunto M no solo es convexo, sino que es un subespacio vectorial de H, aiin mas
puede ser dicho. Nétese que, evidentemente, un subespacio vectorial nunca serd vacio (por contener
al elemento neutro para la suma), por lo que no hace falta incluir esta informacién en las premisas
de lo siguiente.

Teorema A.0.7. Sea M un subespacio lineal cerrado de H espacio de Hilbert, sea h € H, y sea
ho € M el inico elemento de M tal que dist(h, M) = ||hg—h||. Entonces, h—ho L M. Reciprocamente,
si hg € M es tal que h — ho LM, entonces ||h — hy|| = dist(h, M).

Definimos ahora lo que es el subespacio ortogonal de un determinado subconjunto del espacio de
Hilbert arbitrario H.

Definicién A.0.8. Sea A C H. El conjunto A+ = {f € H: f1g, Vg € A} es el espacio ortogonal
de Aen H.

Es inmediato ver que, para todo subconjunto A C H, At es un subespacio vectorial cerrado. Para
ver esto ultimo, considérese el funcional continuo ¢s(-) := (-, f); : H — K, el cual es acotado, como
se puede ver al aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz, luego es continuo. Por tanto, podemos
escribir A+ = Nye AngZl({O}), donde gb]?l{O} es cerrado por ser contraimagen de un cerrado por una
aplicacion continua, y donde, por tanto, tenemos una interseccién de cerrados, luego es cerrado.
Con el teorema anterior, y dado M C H un subespacio vectorial cerrado de H, estamos en condiciones
de definir una aplicacion Py, : H — M que envie cada elemento h € H al elemento hg € M enunciado
en el teorema anterior. Este elemento se llama proyeccion ortogonal de h en M, y a la aplicacion Py,
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le daremos el nombre de proyeccion ortogonal de H en M. Queda claro, de los resultados anteriores,
el porqué de esta terminologia.

Para cualquier subespacio vectorial cerrado M de H, la aplicacién proyeccion ortogonal Pp; es una
tranformacion lineal y contractiva (||Py|| < 1), ademds de idempotente?.

Aclarado lo anterior, damos ahora resultados, menos triviales, que nos permiten caracterizar con
facilidad el subespacio ortogonal de un subespacio ortogonal, o la densidad de un subespacio de H.

Corolario A.0.9. Si M es un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Hilbert H, entonces
(MYt =M.

Corolario A.0.10. Si A es un subespacio vectorial de un espacio de Hilbert H, entonces A es denso
en H si y solo si A+ = {0}.

Puestos de manifiesto los resultados que, en este trabajo, més relevancia tienen en términos de
continuidad y ortogonalidad en espacios de Hilbert, entramos ahora en un breve estudio sobre ope-
radores compactos.

Empezamos definiendo lo que entendemos por operador compacto en un espacio de Banach. Clara-
mente, se aplica de forma analoga en espacios de Hilbert.

Definicién A.0.11. Sean E y F' espacios de Banach. Sea S : E — F' un operador acotado y lineal.
Diremos que S es compacto si y solo si SBy es compacto en la topologia de F, donde By es la bola
unidad cerrada en el espacio W. Denotaremos por C'(E, F') al conjunto de operadores lineales que
sean compactos.

Lo que estamos diciendo con esta definicién es que un operador S : E — F entre espacios de
Banach es compacto si manda subconjuntos acotados de F a conjuntos relativamente compactos de
F, entendiendo por relativamente compactos todos aquellos conjuntos cuya adherencia es compacta
en la topologia de F'.

Un operador lineal y acotado S : E — F es compacto si dim(ImsS) < oo, esto es, si ImS tiene
dimension finita. No obstante, el reciproco no es cierto en general. Llamaremos operadores de rango
finito a aquellos S : E — F lineales y acotados cuya imagen sea un espacio de dimensién finita.

Una forma equivalente de definir un operador compacto S entre espacios de Banach E' y F' (en

particular, espacios metrizables), se da a través de la compacidad secuencial. Dado S : E — F una
aplicacion para la que E y F son espacios vectoriales de Banach, S sera operador compacto si y
solo si para toda sucesién (f,)22; C E acotada en la norma inducida por E, existe una subsucesién
(fro)o2, tal que (Af,, )s, converge a un elemento g € F.
Damos ahora un resultado nuclear en todo el desarrollo presentado de nticleos sobre espacios de
Hilbert: el teorema de representacion de Fréchet-Riesz. Obsérvese que, dados H un espacio de Hilbert,
la aplicacién (-,z), — K para todo x € H, definida por y € H — (y,x), es un funcional lineal y
acotado en todo H, esto es, un elemento del dual de H, que denotamos H’. El teorema mencionado,
que ahora enunciamos, nos dice que todos los funcionales lineales y acotados en H son precisamente
de esta forma.

Teorema A.0.12 (Teorema de representacion de Fréchet-Riesz). Sea H un K-espacio de Hilbert y
H' su dual topoldgico. Entonces, la aplicacion P : H — H', dada por

P(iL‘) = <',33>, (AOB)

para todo v € H, es isométrica y sobreyectiva. Ademds, si K =R, P es un isomorfismo isométrico.

1'Una aplicacién idempotente sobre un espacio de Hilbert H se define como un operador A lineal y acotado de H
en H tal que A2 = A. De hecho, se dice que A es una proyeccion si es idempotente y si ker A = (ranA)*. Nétese que
esta es una caracterizacién general de proyecciones entre espacios de Hilbert, en ningtin momento hemos hablado de
proyeccién ortogonal.
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Como mero apunte de notacion, es frecuente encontrar el abuso de notacién (u,x)p g cuando
sencillamente estamos evaluando en z € H el funcional v : H — K. De igual manera, hay otro abuso
de notacion incluido en este trabajo por comodidad de escritura: pese a no haber, a priori, un producto
escalar definido en el dual topolégico de un espacio de Hilbert, cuando nosotros aplicamos dicho
teorema de representacion A.0.12; denotaremos directamente por (u,v)y a los productos escalares
(x,y)g con P(x) = uy P(y) = v. Note el lector que este ultimo producto interno si que tiene sentido.
Es tan solo una cuestion de notacién.

A partir del enunciado de A.0.12, pasamos a tratar lo que es el adjunto de un operador entre espacios
de Hilbert.

Definicién A.0.13. Sea S : H; — H, una aplicacion lineal y acotada entre los K-espacios de Hilbert
H, y H,. Llamaremos adjunto de S al operador 5" : f € H) — (fS) € H}, donde H{ y H) son los
duales topolégicos de Hy y Hs, respectivamente.

Cogemos K = R. Si I; : H; — H!, para i = 1,2, son los isomorfismos isométricos del teorema de
representacién de Fréchet-Riesz, al operador S* := I; 'Sl : Hy — H, le llamamos adjunto de S
en el sentido de espacios de Hilbert, o simplemente adjunto de S, si no hay peligro de confusion.

Dado el S : Hy — H del 1iltimo enunciado, su adjunto en el sentido de espacios de Hilbert viene
caracterizado por
<S‘r7y>H2 = <I’, S*y>H17 WIS Hlay S HQ‘ (AO4)

Ademads, denotando * : L(Hy, Hy) — L(Hs, Hy) a la aplicacién que manda operadores lineales y
acotados de Hy; a Hs a sus adjuntos en el sentido de Hilbert, tenemos lo siguiente.

Corolario A.0.14. La aplicacion x arriba definida, dados los R-espacios de Hilbert Hy y Ho, es un
isomorfismo isométrico que satisface, para todo S € L(Hy, Hs), que S* = S.
Ademas, dados S € L(Hy, Hs), y R € L(Hs, H3) se tiene que (RS)* = S*R*.

Dada la propiedad anterior, anadimos algo de terminologia:

Definicién A.0.15. Sea H un espacio de Hilbert. Dado T' € L(H), diremos que T es autoadjunto
si T = T, diremos que es positivo si (T'z,x) > 0 para todo = € H, y diremos que T es estrictamente
positivo si es positivo y si, ademas, la desigualdad es estricta para todo = # 0.

Lema A.0.16. Dados Hy, Hy espacios de Hilbert. Sea S € L(Hy, Hy). Entonces, SS* y S*S son
autoadjuntos y positivos. Ademds, si S es inyectivo, entonces S*S es estrictamente positivo y, andlo-
gamente, st S* es inyectivo, entonces SS* es estrictamente positivo.

Demostracion. La primera parte del lema es trivial. Pasamos directamente a suponer que S' es inyec-
tivo. Recordando que S va de Hy a Hy (y S* va al revés), empezamos cogiendo un f € H; arbitrario
tal que S*S(f) = 0. Entonces, por (A.0.4), tenemos que

0= (5"5(f), [rm = (S(f), S(f)) a1 (A.0.5)

Como estamos tratando con productos escalares, la igualdad (S(f), S(f))n, = 0 implica que S(f) =
0. Como S es inyectivo por hipdtesis, entonces f = 0, lo cual demuestra que S*S es estrictamente
positivo. Para la ultima afirmacién se razona analogamente. O

Damos a continuacién un resultado imprescindible para la caracterizacion de los RKHSs con
ntcleo de cuadrado integrable.

Proposiciéon A.0.17. Dados Hy, Hy dos espacios de Hilbert, y f : Hi — Hy un aplicacion lineal,
entonces f es inyectiva si y solo su adjunto f* : Hy — Hj tiene una imagen densa en la topologia
débil de Hj.
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Demostracion. Supongamos primero que f* tiene imagen densa en Hj. Tomamos = € H; tal que
f(z) =0, y queremos ver que x = 0, lo que probaria la inyectividad de f dada su linealidad. Como
f(z) =0, entonces
(9, f(x))mym, =0, Vg € Hy, (A.0.6)
con lo que, tomando el adjunto,
(f*(9), %) ur 1, =0, (A.0.7)

luego por la densidad supuesta de Im(f*) en H] en la topologia débil en Hj, tenemos que (h, ¥) g1 g, =
0, para todo h € H{, lo que prueba que = = 0, y tenemos la inyectividad de f.

Veamos el reciproco. Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos que f es inyectiva y que
f*(H5) no es densa en Hj. Por un resultado bien conocido que es consecuencia del teorema de Hahn-
Banach, esta no densidad implica que existe un elemento x € H; tal que (f*(g),z)u; m, = 0, para
todo g € Hy. Entonces, tomando el adjunto, (g, f(2))m; u, = 0, de nuevo para todo g € H;. Luego
f(z) =0, con lo que f no puede ser inyectiva. Y hemos llegado al absurdo. O]

Hecha la exploracién por la compacidad y la representacién en clave de aplicaciones entre es-
pacios de Hilbert, pasamos al tltimo bloque de este apéndice. Tras lecturas del Conway [5], y del
Schwartz-Dunford [7], pasamos a enunciar y probar algunos de los resultados més importantes de
las topologias débiles en los espacios de Banach, asi como la teoria de reflexividad de espacios de
Banach. Denotaremos por E’ al dual topoldgico, objeto de nuestro actual estudio, de un espacio
vectorial topolégico (e.v.t.) arbitrario £, sobre un cuerpo K, generalmente R o C. Por supuesto, toda
esta teoria se particulariza para espacios de Banach en el cuerpo central de este trabajo. De hecho,
gran parte de este apartado se desarrollara, directamente, con espacios de Banach.

Definicién A.0.18. Si E es un e.v.t. localmente convexo, la topologia débil en E, que denotaremos
por o(E, E'), es la topologia generada por la familia de seminormas S = {|f|: f € E'}.

En adelante, nos centramos en el caso de espacios de Banach. A raiz de esta tltima definicién, nos
referiremos a los distintos objetos topoldgicos en el marco de esta topologia con el calificativo débil
(por ejemplo, un cerrado en la topologia o(FE, E’) sera un cerrado débil en E). Entramos a definir la
propiedad de reflexividad para espacios de Banach.

Si aplicamos la construccion de la definicon A.0.18 sobre el dual topolégico E’', a través de la familia
de seminormas en E’ que sigue

U={F, € E": F,(f)=f(z) Vf € E'} C E", (A.0.8)

entonces tenemos una nueva topologia, ahora sobre E’, a la que nos referimos como topologia *-débil.
Notese que, dada la condicién de convexidad local y de Hausdorff del espacio de Banach E, podemos
identificar, via el teorema de Hahn Banach, esta familia de seminormas U C E” con el propio espacio
E.

Recordemos que la inmersién natural de un espacio de Banach E en su doble dual E” (el cual es
también un espacio de Banach, con tal de pedir que E sea normado) viene definida por la siguiente
aplicacién:

v: E— E"
T a,
donde Z denota a la siguiente aplicacién, que envia elementos de £’ en K:
i(y) =y(z), y€ £ (A.0.9)

Esta aplicaciéon 7 es una isometria.
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Definicién A.0.19. Un espacio de Banach E es reflexivo si la inmersién natural de E en E” (que
més arriba hemos denotado por 7y) es sobreyectiva.

Conocida la condicién isométrica de 7, sabemos que 7 es inyectiva. Entonces, un espacio de
Banach es reflexivo si y solo si la inmersién natural v es un isomorfismo isométrico.
A continuacion, damos un teorema que nos permite caracterizar a los espacios de Banach reflexivos
a través de la compacidad de su bola cerrada unidad. Antes, enunciamos el teorema de Alaoglu, en
clave de teoria de espacios normados.
Necesitamos definir lo que es una red en un espacio topologico, y como se define la convergencia de
una sucesion con respecto a ellas. Esto nos permitird hablar con propiedad de convergencia en la
demostracion del teorema de Alaoglu.

Definicién A.0.20. Un sistema directo es un conjunto / con una relacién de orden > que satisface:
1. Sia,b € I, entonces existe un ¢ € [ tal que ¢ > a y ¢ > b.
2. > satisface las propiedades reflexiva, transitiva, y antisimétrica.

Una red en S es una aplicacion que va del sistema directo I a S, y la denotamos por (z;)ge;-
Diremos que una red (x;);e; converge a x € S, y lo denotamos por x; — x, si para todo entorno V'
de x en S existe un b € [ tal que z; € V para todo ¢ > b.

Teorema A.0.21 (Teorema de Alaoglu). Si E es un C-espacio vectorial normado, entonces la bola
unidad cerrada Br en su dual E' es x-débilmente compacto.

Demostracion. Para cada © € E definimos
D,={z€C:|z| <|lz||}, (A.0.10)

que es la bola cerrada de radio ||z|| en el cuerpo K. Cada D, es compacto en C respecto a su topologia
usual, luego por el teorema de Tychonoff sobre compacidad tenemos que D =[] ., D, es compacto
en la topologia producto.

Los elementos de D son sucesiones (i, ).cr tales que u, € D,, para todo x € E. De hecho, 1 es una
aplicacién de E en D que satisface || < ||z||, para todo € E. Asi, aunque no tengamos ninguna
garantia de que p sea lineal ni de que D = C, utilizaremos la notacién estandar (x, u) = pu,. Escrito
de esta forma, se tiene que |(x, u)| < ||z||, para todo z € E.

Si p fuera lineal, por la acotacién anterior tendriamos ||u|| < 1, con lo que u € Bgr. Es por ello por
lo que B es el conjunto formado por tales funcionales lineales.

Veamos que Bp es cerrado con respecto a la topologia producto en D. Sea (p;)ie; una red de
elementos de B convergente en D, de la forma p; — p € D. Como las proyecciones canénicas son
continuas en la topologia producto, se tiene que

zeE

() i) = 7o () = me(p) = (x, 1), x € X. (A.0.11)
En particular, dados =,y € E, a,b € C, tenemos que
(ax + by, i) — (ax + by, u). (A.0.12)
Sin embargo, cada pu; es lineal porque u; € Bg para todo ¢ € N, luego
{ax + by, pi) = alx, pi) + (Y, pi) = alz, m) + by, ). (A.0.13)

Esto prueba la linealidad de p. Entonces, u € Bg, luego By es un subconjunto cerrado de D, y como
D es compacto en la topologia producto, entonces By también lo es respecto a la misma topologia.
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Veamos ahora que la topologia producto en D restringida a Bgs estd contenida en la topologia *-
débil en F restringida a Bp:. Fijamos z € E, y tomamos (;);c; una red en Bg tal que pu; — p
x-débilmente. Entonces, en particular,

(i) = (T, pi) = (2, p) = 7o), (A.0.14)

luego la proyeccién candnica m, es continua con respecto a la topologia *-débil restringida a Bpg:.
Entonces, como v es la topologia menos fina que hace continua a todas las proyecciones candnicas,
se tiene v C 0.

Ya hemos probado que Bg: es compacto en v, luego también lo serd en o. Asi, B es compacto
respecto a la topologia %-débil en F. O

Teorema A.0.22. Sea E un espacio de Banach. Entonces, E es reflexivo si y solo si su bola cerrada
unidad es compacta en la topologia débil de E.

Demostracion. Aunque hemos enunciado la equivalencia por mostrar el resultado completo, solo
probamos la implicacién que usamos en este trabajo: si E es una espacio de Banach reflexivo, entonces
su bola unidad cerrada By es débilmente compacta. Por el teorema de Alaoglu A.0.21, la bola cerrada
Bpi es x-débilmente compacto en E’. Por la reflexividad de E, E = E”, luego Bg es débilmente
compacto en F. O
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Apéndice B
Resultados adicionales de Analisis Real

Los elementos de los RKHSs H involucrados en nuestro desarollo son funciones definidas sobre
conjuntos arbitrarios X sobre los que, para hablar de mediblidad o integrabilidad, necesitamos una
medida. Por ello, damos unas nociones bésicas de medida en un conjunto X y de la integrabilidad
para una medida arbitraria. Como siempre, empezamos dando las pertinentes definiciones.

Definicién B.0.1. Sea X un conjunto no vacio, y sea F una o-algebra de X. Diremos que la
aplicacion p : F — [0, 00] es una medida en F si satisface:

1. u(A) € [0, 00|, para todo A € F.
2. u(®) =0.

3. Si (A,)22, es una familia de elementos disjuntos de F y si UX | A,, € F, entonces
(U Ay) = ZM(AH)' (B.0.1)
n=1

Diremos que la medida p es finita si (X)) < 0o, infinita si p(X) = oo, y o-finita si X = AjUAU. ..
es unioén finita o infinita numerable de elementos de F tales que p(Ag) < oo Vk € N.

Se suele denotar por (X, F,u) al espacio de medida, aunque, si no hay peligro de confusién,
diremos simplemente que X es un espacio de medida con la medida p. Ademas, a medibilidad de
una aplicacién f : X — Y, con X e Y espacios de medida cualesquiera, se define a través de la
pertenenecia en el o-algebra de partida de las imédgenes inversas de los elementos de la o-algebra de
llegada.

Dado X un conjunto arbitrario no vacio, y F, denotamos por I, para todo A € F a la funcién
indicatriz o caracteristica del conjunto A de la o-dlgebra F, definido como:

1 s2 rc A
Ia(z) = (B.0.2)
0 en otro caso.

Extendiendo esta idea, llamaremos funcion simple a toda aplicacién f : X — K para la que existen
ai,...,a, € Ky Ayq,..., A, € F tales que

flz) = ZaiIAi(x), xr € X, (B.0.3)

esto es, tal que Im(f) es un conjunto finito. Es claro que una funcién simple es medible siempre.
Con lo dado, si X es un espacio de medida con medida p sobre la o-dlgebra F, y dada la funcién
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medible y positiva f : X — [0,00), definimos la integral de f en X, con respecto a la medida g,
como sigue:

/ i = sup Y linfuea, ()l Ad), (B.0.4)

donde el superior se da sobre el conjunto de descomposiciones finitas (A4;) C F del conjunto X.
Esta idea es facilmente generalizable a funciones medibles y no positivas a través de la escritura de
cualquier funcién f : X — R como f = f* — f~, siendo f* y f~ las partes positiva y negativa de f.
También, se puede generalizar esta nocion de integrabilidad a funciones medibles con valores com-
plejos f : X — C, sencillamente a través de la restriccion de nuestro estudio a su parte real y a su
parte imaginaria.

A fuerza de uso, dada la teoria de funciones riesgo hecha en este trabajo, con una estructura de
espacio de medida producto subyacente, nos vemos obligados a presentar algunas de las ideas basicas
de este tipo de espacios.

Recordemos céomo se construia un producto finito de espacio medibles, restringiéndonos al caso de
medidas o-finitas de partida. No es dificil generalizar estos resultados a productos infinitos, pero,
siendo practicos, a nosotros solo nos interesan los productos finitos.

Definicién B.0.2. Sean' (9, A;),..., (%, A,), para algin n € N. Diremos que una o-algebra A
sobre el producto 2 = €2y x --- x ,, es la g-algebra producto si se verifica:

1. Las proyecciones 7; : {2 — €2; son medibles.
2. Dado otro espacio medible (€2, A"), toda aplicacién dada por
F:Q = Q, (B.0.5)
es medible si y solo si sus componentes F; = m; o F' son medibles.

De nada sirve esta definicion si no probamos que realmente existe una o-algebra de este tipo. De
hecho, veamos también que es tnica.

Proposicién B.0.3. La o-dlgebra producto existe y es unica. Ademds, es la generada por los produtos
Ay X -+ X Ay, con A; € A, para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. Denotamos por G al espacio de estos productos de elementos de las o-algebras A;,
i=1,...,n;ypor g(G) a la o-dlgebra generada por G.

Probaremos que o(G) cumple las dos condiciones, lo que demostraria la primera y la iltima afirma-
cion, a falta de ver la unicidad.

1. Si A; € A;, entonces m; " (A4;) = Qy X - x Qi1 X A; X Qi1 X -+ X Qp, lo cual es un elemento
de G por definicién, luego también lo es de o(G).

2. Si F es medible, F; = m; o F' es composicion de medibles, con lo que F; lo es. Reciprocamente,
si suponemos que las F; son medibles y que A; € A; para cada i € {1,...,n}, entonces
E_1<Ai) S A/a y:

F7HA x - x A) =N FH (A, (B.0.6)

lo cual estd en A’ por ser intersecciéon numerable de elementos de A’. Por tanto, F' es medible,
y con esto hemos probado que o(G) satisface las dos propiedades del enunciado.

La notacién usada para los espacios de medida es la estdndar, i.e., escribimos (€2, A, ;1) para referirnos a un espacio
de medida sobre un conjunto €2, con una o-algebra A, y con una medida pu. Cuando no hay duda sobre la medida,
simplemente escribiremos (2, A).
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Veamos ahora la unicidad. Supongamos que existen dos o-algebras sobre Q, A y A’, con las pro-
piedades enunciadas. Sobre la segunda condicién del enunciado para las o-algebra producto (finito),
tomemos las aplicaciones id : (Q, A") = (Q,A), yid™ ' =id: (2, 4) — (Q, A'), las cuales son medi-

bles ya que, usando la segunda afirmacién, para todo i € {1,...,n}, id; : Q — Q; yid; : Q — §); son
medibles. De esto se sigue, por la propia definiciéon de medibilidad en las aplicaciones id y id, que
A= A, como querfamos. ]

A estos productos de elementos de cada una de las o-algebras involucradas se les llama rectangu-

los medibles del producto. Otra forma de expresar lo anterior es que la o-algebra producto sobre
el espacio €2y X --- x €0, es la menor g-algebra en 2; x - -+ x €2, que contiene a todos los rectangulos
medibles.
En nuestro desarrollo, particularizamos para el caso n = 2. En este, conocidas las o-dlgebras subya-
centes, presentamos el resultado que formaliza el tipo de medida que manejamos en esta situacion.
Si (X, 01, 11) y (Y, 09, 1o) son los dos espacios de medida correspondientes, denotaremos por i3 ® fig
a la medida definida como

(11 ® p2)(Ar x Az) = p1 (A1) pa(Az), (B.0.7)

para todo A; € 01 y Ay € 09. La complecion de esta medida es precisamente la medida y el espacio
que manejaremos. No entramos en mas detalles por la extensién que ello supondria, pero ya tenemos
claro en qué tipo de contexto de medida trabajaremos a la hora de hablar de funciones de pérdida y
de riesgo. Aparcamos la construccién del espacio de medida producto, y pasamos a presentar algunos
resultados sobre la integracion de funciones con valores en un espacio de Banach.

Extendemos la expresién (B.0.3) en un espacio de medida (X, F) con funciones f : X — E, donde
E es ahora un espacio de Banach arbitrario. Para ello, basta tomar un niimero finito de elementos
de E de la forma x,...,z, € E'y Ay,..., A, € F de tal forma que llamaremos funcion simple con
valores en E (o funcién simple si no hay peligro de confusién) a una funcién de la forma:

f= iwihi. (B.0.8)

No es complicado probar (es mas un problema de notacién que de ingenio) que estas funciones simples
no dependen de la descomposicién (A,) C F elegida.

Dicho esto, definimos la medibilidad de una funcién en X con valores en un espacio de Banach E
como sigue:

Definicién B.0.4. La funcién f : X — E es una funcién medible con valores en E si y solo si
existe una sucesion ( f,), de funciones simples con valores en E f,, : X — FE tal que lim,,_,, || fn(z) —
f(z)||g = 0 para todo = € X.

El siguiente lema relaciona la caracterizacién anterior de mediblidad con llegada en E con la
medibildad estandar:

Lema B.0.5. Sea E un espacio de Banach, y (X,F) un espacio de medida. Sea f : X — E.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es una funcion medible con valores en E.

2. f(X) es separable y f~1(B) es medible para todo conjunto de Borel B C E (esto es, para todo
abierto en la topologia estindar definida en E a partir de la métrica inducida por su norma,).

En casi todas las situaciones que nosotros tratamos, el espacio £ (que particularizamos habitual-
mente en espacio de Hilbert) es separable. En tales casos, las dos afirmaciones recogidas en el lema
B.0.5 son equivalentes sin necesidad de imponer que f(€2) sea separable.
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No es dificil ver que la medibilidad con llegada en un espacio de Banach E se mantiene a través
de operaciones estandar, como sumas, productos, o limites. También, se mantiene a través de de-
terminadas composiciones: si f : { — F es una funcién medible con llegada en E, y S : E — F
es una aplicacion lineal y acotada entre espacios de Banach, entonces S o f :  — F es medible
con llegada en el espacio de Banach F. En particular a lo anterior, para todo 2’ € E’ las funciones
(2, f(+)) : 2 — R? son medibles con llegada en el espacio de Banach R, lo que equivale a la medibi-
lidad estandar, dado el caracter separable de R. El siguiente resultado nos da también el resultado
reciproco.

Teorema B.0.6 (Teorema de medilidad de Petty). Sea E un espacio de Banach y sea (0, F) un
espacio de medida, con medida . Entonces, f : Q — E es una funcion medible con valores en E si
y solo si las siguientes condiciones se satisfacen:

1. [ es débilmente medible, i.e., (z', f(:)) : Q@ — R es medible para todo =’ € E'.

2. f(Q) es un subconjunto separable de E.

[lustremos el teorema de medibilidad de Petty a través del siguiente ejemplo. Sea (X, d) un espacio
métrico separable, equipado con la g-algebra de Borel dada por la topologia inducida por su métrica.
Sea f : X — F una funcién continua. Es claro que f es débilmente medible (tal y como lo hemos
enunciado en el teorema B.0.6). Ademds, como X es separable y f es continua, tenemos f(X) es
separable en E. Para probar esto, basta usar ideas elementales de la continuidad de aplicaciones
generales entre espacios topologicos. Una de las posibles caracterizaciones de esta continuidad era
la de que, si g : Y — Z es la aplicaciéon continua entre espacios topoldgicos, se tiene, a modo de
equivalencia, que f(A) C m, para todo A C Y, donde con A denotamos a la adherencia de A.
Asi pues, en el caso concreto que estamos tratando, el razonamiento es como sigue: sea A C X
el subconjutno denso y numerable que sabemos que existe por la separabilidad de X. Entonces,
claramente f(A) sigue siendo numerable, y por lo caracterizacién que acabamos de dar de continuidad,
E = f(X) = f(A) C f(A), luego f(A) es también denso en E. Por tanto, f(X) es separable, y como
ya vimos también que f es débilmente medible, entonces, por el teorema B.0.6, f es una funcién
medible con valores en F.

En cuanto a la integrabilidad con respecto a una medida arbitraria, empezamos dando la nocién de
esta para funciones simples como en B.0.8. Dada f : X — FE una funciéon simple como en B.0.8, y
dada g una medida o-finita en X, definimos la integral de f como:

/Xf = ZM(Ai)!Ei, (B.0.9)

donde esta expresién es independiente de la representacion (A,), elegida en F.

Con las nociones basicas dadas para la medibilidad de funciones con llegada en espacio de Banach
arbitrarios, pasamos a tratar un concepto esencial en nuestro estudio de nicleos y RKHS: la inte-
grabilidad de Bochner. Este concepto es una buena adaptacién de las teorias de integrabilidad mas
conocidas a la teoria de espacios de Banach, con su propia versién del teorema de la convergencia
dominada, por ejemplo.

Definicién B.0.7. Sea E un espacio de Banach y (X, F, 1) un espacio de medida, con p una medida
o-finita. A una funcién f : X — E se le llama p-integrable Bochner (simplemente intebrable
Bochner cuando no haya peligro de confusion) si existe una sucesién (f,,) de funciones simples en X
con valores en F tal que

2Notemos el abuso de notacién sobre esta notacién de producto escalar, tal y como ya hemos venido aclarando
anteriormente. Sencillamente, estamos evaluando los funcionales z’ € E’ en las imégenes por f de los elementos de (2.
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lim / | fr — flledp = 0. (B.0.10)
n—o0 X
En tal caso, el limite dado por
/ fdp :=1lim f,du (B.0.11)
X n—

existe y es llamado la integral de Bochner de f. Como mero comentario de notacién, en el caso
en el que el espacio de medida sea un espacio probabilistico, se suele denotar a este limite con &, f.

De la linealidad de los limites involucrados en el espacio de funciones f : X — FE se sigue la
linealidad de la integral de Bochner. Ademas, la integrabilidad Bochner equivale a la integrabilidad
de la funcion ¢ : X — [0, 00|, con ¢(x) := ||f(z)||g, paraun f : X — E arbitrariamente fijado, como
vemos a continuacion.

Proposicion B.0.8. Sea f : X — E una funcion con valores en el espacio de Banach E. Entonces,
f serd p-integrable si y solo si x — ||f(z)||g es p-integrable Bochner. Ademds, en el caso de tener
tal integrabilidad, dado F otro espacio de Banach, y S : E — F una aplicacion lineal y acotada,
entonces la integral de Bochner conmuta con S, esto es:

S( /X fdp) = /X Sfdp. (B.0.12)

A continuacién, damos algunas nociones basicas de la teoria de la transformada de Fourier, con
el objetivo bien marcado en el teorema de Plancherel, de uso comtin en el capitulo segundo (véase,
por ejemplo, la demostracion del teorema de Paley-Wiener). En el desarrollo que presentamos aqui,
empezamos aclarando la notacién que usaremos, de cara a simplificar al maximo las expresiones
involucradas:

1. La medida que usaremos en todo momento sera la medida de Lebesgue en R™. Asi, los espacios
habituales construidos con esta medida son los espacios de Lebesgue L?, o LP(R"), que son
espacios normados dados por la siguiente norma:

Il ={ [ trpac}"s eon 1sp<e (B.0.13)
Rn

2. Dado un t € R" arbitrario, llamaremos cardcter e; a la funcién definida en R" por:
er() = ™" = exp(i(tizy + - - - + toxy)), reR™ (B.0.14)

Notese que e; es un homomorfismo del grupo aditivo R™ sobre el grupo multiplicativo de los
nimeros complejos que tienen médulo la unidad.

3. Definimos la convolucién de dos funciones f y ¢ en R™ medibles con respecto a la medida de
Lebesgue como:
(f*g)@)= [ [flz—y)gly)dm.(y), (B.0.15)
Rn
cuando esta integral exista.

4. Sea a un multiindice, esto es, un elemento de N, para algin n € N. Denotamos:

D, = (i)_‘O"Da - (li)m .

iaxl

10

1 0xy,

), (B.0.16)

donde |a| es la longitud del multiindice, y donde D® denota el operador derivada parcial
ordinario. Es claro, de lo ya dicho, que D,e; = t%e;, donde t* = ¢7* - - - 7.
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Definicién B.0.9 (Versiéon L'(R").). La transformada de Fourier de una funcién f € L'(R") es
la funcion f dada por:

A~

ft) = . f(z)e_i(x)dx. (B.0.17)

Es a la aplicacion que lleva de f a f a la que llamaremos tranformada de Fourier. Denotaremos a
esta indistintamente por f o por F(f).

Damos ahora la definicién de un espacio indispensable en cualquier desarrollo de la teoria de
transformadas de Fourier: las funciones de decrecimiento rapido.

Definicion B.0.10. El espacio de funciones de decrecimiento rapido o espacio de Schwartz
en R", que denotaremos por S, es el espacio de funciones f € C*°(R"™) que verifican:

sup sup (14 [2[)N|Daf(z)| < oo, (B.0.18)
|| <N zeR™
para todo N =0,1,2,..., y donde estamos usando la norma inducida a partir del producto escalar

usual en R™.

Es claro que §,, tiene estructura vectorial. Obsérvese también que las expresiones dadas por
(B.0.18) son seminormas en S, con lo que la familia numerable de seminormas dadas por (B.0.18)
definen en §,, una topologia localmente convexa y metrizable.

Recordemos que el espacio de funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto, que de-
notaremos por D(R™), es un subespacio vectorial de S,,.

Recordemos también que un espacio de Fréchet es un espacio vectorial topolégico® que es localmente
convexo, metrizable, y secuencialmente completo.

Teorema B.0.11. (a) S, es un espacio de Fréchet.

(b) Sean g € S,,, P un polinomio y o € N un multiindice. Entonces, las aplicaciones

f=Pf, fegf, [ Daf (B.0.19)

son transformaciones lineales y continuas de S, en S, .
(c) Sean P un polinomio y f € S,. Entonces:
(P(D)))"=Pf, vy (Pf)"=P(=D)f. (B.0.20)

(d) La transformacién de Fourier es una aplicacién continua y lineal de S,, en S,*.

Teorema B.0.12 (El teorema de inversién). 1. Sea g € S,,. Entonces:
g(z) = / iBes()dt, xR (B.0.21)

2. La transformada de Fourier es una aplicacion continua, lineal, inyectiva de S,, en S, de periodo
4, cuya inversa es también continua.

3En el desarrollo aquf llevado, hablamos de espacios vectoriales topolégicos (i.e., espacios topolégicos X en que la
suma y el producto por escalares en el cuerpo K son aplicaciones continuas de X x X y de K x X, respectivamente, en
X), aunque en nuestra teoria no llegamos a generalizar mds que al nivel de espacios de Hilbert, e incluso de Banach
en algin momento.

4Mejoraremos la parte (d) en el teorema B.0.11.
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3. Si feL'(R"), feL' R,y
folz) = A F(t)ea(t)dt, z € R, (B.0.22)
entonces f(x) = fo(x) para casi todo x € R™.
Concluimos este apartado con el teorema que sigue.

Teorema B.0.13 (Teorema de Plancherel). Eziste un isomorfismo isométrico y lineal ¢ de L*(R™)
en L*(R™) univocamente determinada por la condicion:

f=1f,  VfeL’®". (B.0.23)

Nétese que la igualdad ¢ f = f se extiende de S, a LY(R™) N L*(R"™), ya que S, es denso en
L*(R™) y en L*(R™). Esto nos da la consistencia deseada: el dominio de ¢ es L*(R™), luego junto
a la definicién dada para f sobre L'(R™), tenemos que ¢ f = f para cualquiera de las dos defini-
ciones. Habitualmente, se extiende la aplicacién ¢ de L*(R™) N L*(R") a L*(R™). Esta extension es
frecuentemente conocida también como transformada de Fourier (o de Fourier-Plancherel para evitar
confusiones), y la notacién f seguird siendo usada en lugar de 1 f, para cualquier f € L*(R").
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