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Introducción

En este trabajo, estudiamos la teoŕıa y algunas aplicaciones de un tipo determinado de espacio
de funciones con valores en R o C: el espacio de Hilbert con núcleo reproductor o RKHS 1. La carac-
terización de estos espacios viene dada por la continuidad de los funcionales evaluación en el RKHS.
En otras palabras, denotando por H a uno de estos espacios, éstos se caraterizan por la continuidad
de las aplicaciones lineales δx : H → K tales que δx(f) = f(x) para todo f ∈ H. Esta condición
permite, a través del teorema de representación de Riesz, generalizar la evaluación de un elemento
arbitrario f ∈ H sobre un punto cualquiera de X como el producto escalar 〈f, kx〉H , con kx un
elemento de H que solo dependerá de x. Esta propiedad, llamada propiedad reproductora, genera un
relación biuńıvoca entre los RKHSs y las funciones k : X ×X → K, dadas por kx(x

′) = k(x′, x) para
todo x, x′ ∈ X. Aunque de simple concepción, en un RKHS nos encontramos con la extensión de
propiedades, tales como acotación, medibilidad, continuidad o integrabilidad, satisfechas por todos
los elementos del propio RKHS con tal de que el núcleo las satisfaga. La deducción de esto no es
trivial, pero su estudio nos llevará a otro estadio relevante de estos espacios: su capacidad de repre-
sentación en términos del núcleo. Esto simplifica aún más su análisis, y clarifica su futura aplicación
sobre métodos de Aprendizaje Estad́ıstico.
Los núcleos reproductores, tal y como los entendemos hoy, fueron estudiados por primera vez en la
década de 1900 a 1910 por Zaremba, en su trabajo sobre problemas de valor frontera para funcio-
nes armónicas. Él fue el primero en relacionar un núcleo a una clase de funciones, y en formalizar
su propiedad reproductora. No obstante, no fue hasta 1921 cuando se empezó a dar una teoŕıa no
tan particularizada de núcleos reproductores, mérito de Bergman, quien descubrió la propiedad re-
productora de los núcleos construidos a partir de sistemas ortogonales de funciones armónicas y
anaĺıticas, en una o varias variables. Durante los 20 años siguientes, fueron apareciendo multitud de
importantes resultados sobre el uso de estos núcleos hasta que, en 1943, Aronszajn aportó la primera
teoŕıa general de núcleos reproductores. Una de las claves de este trabajo fue la demostración de la
correspondencia biuńıvoca entre núcleos reproductores y funciones semidefinidas positivas y simétri-
cas. La teoŕıa de estas últimas funciones fue desarrollada por Mercer en 1909, de lo que se siguieron
muchas aplicaciones en la teoŕıa de la transformada de Fourier (Bochner, 1932), y en la de grupos
topológicos.
Sin embargo, fue en 1948 cuando el mismo Aronszajn publicó su importante trabajo (ver [6]), con
el cual mostró por vez primera, y de una forma general, la relación entre núcleos y un determinado
tipo de espacios de Hilbert. La última extensión de este formalismo data de 1962, cuando Schwartz
introdujo la noción de subespacios de Hilbert de un espacio vectorial topológico, y probó la corres-
pondencia entre dichos subespacios y los núcleos, generalizando aún más la teoŕıa de Aronszajn.
En los últimos 50 años, hemos visto un enorme desarrollo en el uso de núcleos reproductores, sobre
todo en probabilidad y estad́ıstica matemática. El desarrollo más reciente responde a la aplicación
de la teoŕıa de RKHSs sobre métodos de Aprendizaje Estad́ıstico, lo que ha suscitado una notable
importancia de éstos en la teoŕıa del Machine Learning.
En el planteamiento de este trabajo, se parte de las nociones básicas e indispensables de las funciones
núcleo en general, particularizando sobre los núcleos a valores reales y su caracterización por simetŕıa
y por la condición de semidefinida positiva. A continuación, se sigue con el estudio de núcleos re-
productores y RKHSs. Veremos que a todo RKHS le corresponde un único núcleo reproductor, y
viceversa. Esto simplifica notablemente el análisis, centrando el foco en el estudio de estos núcleos.
Una vez establecida la correspondencia biuńıvoca mencionada, estudiamos la acotación, continuidad,
medibilidad e integrabilidad de los elementos de estos espacios, sin perder nunca de vista la pro-
piedad reproductora formalizada por el núcleo. Para concluir el primer caṕıtulo, mostramos algunos
resultados notables de la representación general de funciones de los RKHSs, en el caso de núcleos a
valores reales. Para la teoŕıa fundamental de núcleos, de RKHSs, de la correspondencia entre estos

1Siglas inglesas: Reproducing Kernel Hilbert Spaces
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dos, y de las propiedades tales como continuidad o integrabilidad estudiadas a partir del núcleo, las
referencias han sido, principalmente, [11], [4], [1], y [6]. En cuanto a la parte de representación a
través del teorema de Mercer, se han tratado [3] y [4].
Este no seŕıa un trabajo completo si no se expusieran ejemplos de algunos de los RKHSs hoy conoci-
dos. En el caṕıtulo 2, nos centramos en el estudio de algunos de estos, elegidos por su elegancia y su
calado teórico. En concreto, hablaremos de los espacios de Paley-Wiener, de Bergman y de Hardy.
Incluiremos en este caṕıtulo, con énfasis en el espacio de Paley-Wiener, una breve incursión en la
teoŕıa del muestreo, en la que la estructura de RKHS tiene interesantes consecuencias. Las referencias
de este caṕıtulo han sido [13], [14], [10] y [12] para el estudio de los espacios de Hardy y Bergman,
aśı como las mismas dos primeras referencias junto a [2] para los apartados de teoŕıa del muestro y
espacio de Paley-Wiener.
En el tercer y último caṕıtulo, investigamos la aplicación de la teoŕıa de RKHSs sobre el Aprendizaje
Estad́ıstico, cuya meta es la de encontrar una relación funcional, de cara a predicciones futuras, entre
datos de entrada (input) y valores de salida o de respuesta (output). No entraremos en la complejidad
de la teoŕıa estad́ıstica, sino que nos centraremos en su utilidad desde el punto de vista del Análisis
Matemático. La bibliograf́ıa de este caṕıtulo incluye [8], [9], [7] y [5], los cuales cubren el espectro de
todos los resultados de análisis funcional, topoloǵıa y análisis real tratados. Los resultados de Teoŕıa
de la Probabilidad que hemos incluido en el caṕıtulo siguen las ĺıneas de [8] y [1].
Ejemplos reales en los que nos podemos encontrar esta situación podŕıan ser: los diagnósticos (out-
put) a partir de determinadas medidas cĺınicas (input), o la evaluación en el futuro del precio de un
vivienda (output) a partir de determinadas caracteŕısitcas actuales del mercado (input). En la teoŕıa
de Aprendizaje Estad́ıstico, el aprendizaje supervisado consiste en la tarea de obtener una función
que relacione datos input del conjunto de entrada, y datos output del conjunto de salida, a partir
de pares conocidos del producto de estos dos conjuntos, infiriendo una relación funcional entre estos.
En contraposición, y en esta misma teoŕıa, nos encontramos con el aprendizaje no supervisado, cuyo
objetivo es el de encontrar una relación funcional análoga, pero no a partir de muestras conocidas
de datos de entrada y de salida, sino de conjuntos de datos que no se pueden etiquetar a priori. Esta
última modalidad no es de interés en este trabajo.
Los métodos en que nos centraremos en este último caṕıtulo están enmarcados en las llamadas Máqui-
nas de soporte vectorial o SVM (Support Vector Machines). En particular, tocaremos principalmente
procesos de clasificación, por no ser de nuestro interés la complejidad del propio método estad́ıstico,
sino su relación con los RKHSs. Esencialmente, un método de SVM lo caracterizamos a través de tres
fases: enviamos los datos de entrada de X a un RKHS H, a través de una aplicación caracteŕıstica
φ : X → H; establecemos un criterio de clasificación en H, por medio de un hiperplano definido
con el producto interno de este espacio; y formalizamos, a través de propiedades del núcleo como su
propiedad reproductora o su universalidad, criterios de separación que permitan clasificar. Veremos
que esta construcción va de la mano con las llamadas funciones pérdida y funciones riesgo. Ellas son
las que, sobre un espacio de medida en X ×Y con Y el conjunto de valores de salida, darán la forma
anaĺıtica a estos criterios de clasificación.
Es oportuno remarcar que, si bien trataremos algunos de los resultados más importantes que relacio-
nan RKHSs y la teoŕıa que hay detrás del Aprendizaje Estad́ıstico, no entraremos en la aplicación o
implementación del método, sino en la teoŕıa funcional subyacente. Es decir, no se tratará de desarro-
llar el código de estos procesos, sino, por ejemplo, de demostrar la existencia y unicidad de soluciones
de SVM a partir de la estructura reproductora de los RKHSs.
Nosotros nos pararemos aqúı, una vez entendida la importancia de los RKHS como espacios de
búsqueda de minimizadores de funciones riesgo, y después de haber visto, en los dos caṕıtulos ante-
riores, la teoŕıa fundamental de los RKHSs, y algunos ejemplos reconocidos.
Las asignaturas del Grado con que mejor entronca este trabajo seŕıan, fundamentalmente, Introduc-
ción a los Espacios de Funciones, Variable Compleja, Ampliación de Análisis Matemático y Análisis
Matemático. Esto se aprecia notablemente en los caṕıtulos primero y segundo, en que se presenta
la teoŕıa, enmarcada en el análisis funcional clásico, de los RKHSs y las funciones núcleo, aśı como



4 ÍNDICE GENERAL

ejemplos importantes que tratan análisis complejo en el caso de los espacios de Bergman y Hardy, y
análisis real y funcional en el caso de Paley-Wiener. También en el primer caṕıtulo, y ampliamente
en el tercero, se hacen referencias, aunque sin demasiada complejidad, a resultados de teoŕıa de la
medida. En cuanto al tercer caṕıtulo, además del análisis funcional recurrente a lo largo de todo el
trabajo, es obligada la incursión en teoŕıa de la probabilidad de cara a formalizar y presentar los
modelos de SVM que nosotros estudiamos. Esto último se correspondeŕıa, principalmente, con la
asignatura de Teoŕıa de la Probabilidad y Estad́ıstica Matemática.
Al final de este trabajo hay dos apéndices con resultados auxiliares, uno referente al análisis funcional
y otro al análisis real, que por su extensión no se han incluido en el cuerpo de nuestro desarrollo, pero
que son utilizados. En el primero de ellos, se trata la compleción a un espacio de Hilbert a partir de un
espacio con producto interno, continuidad y ortogonalidad en espacios de Hilbert, la compacidad de
operadores, el teorema de representación de Fréchet-Riesz, algunas disquisiciones sobre el adjunto de
un operador, y resultados relevantes y empleados sobre topoloǵıas débiles en un espacio de Banach.
En cuanto al segundo apéndice, recogemos algunas nociones, imprescindibles en nuestro desarrollo,
sobre teoŕıa de la medida y la teoŕıa de la transformada de Fourier.



Caṕıtulo 1

Núcleos reproductores y RKHS

Empezaremos dando una serie de resultados indispensables en la comprensión y desarrollo de
la teoŕıa de los espacios de Hilbert con núcleo reproductor. En adelante, nos referiremos a este
tipo de espacios como RKHS. Definiciones y resultados ya presentados en el Grado, o que podŕıan
interrumpir nuestro desarrollo, han sido incluidos en dos apéndices, uno dedicado al análisis funcional,
y otro al análisis real. Daremos esto por sabido (por ejemplo, la definición de producto interno de los
espacios que consideremos, cuando lo haya, o qué es un espacio de Hilbert), simplemente recordando
que K denota al cuerpo sobre el que trabajamos, cuando no queramos especificar si K = R ó K = C.
También, H denotará, salvo que se diga lo contrario, al K - espacio vectorial de Hilbert en cuestión.
A lo largo de este trabajo, cuando se esté trabajando sobre el espacio Rn o Cn para algún n ∈ N,
y no se haga notar lo contrario, el producto interno 〈x, y〉 será el producto escalar usual en estos
espacios para todo par de elementos x, y en dicho espacio. También denotaremos este producto,
alternativamente, como 〈x, y〉 = x · y = x1y1 + · · · + xnyn. Claramente, estas consideraciones se
extienden a las normas inducidas por estos productos internos. Note el lector que, mientras no
especifiquemos si trabajamos en valores complejos o en valores reales, usaremos la definición de
producto interno con llegada en C.

1.1. Núcleos. Primeras propiedades

Definimos, entrando ya en nuestra materia, lo que entenderemos por núcleo sobre un conjunto
arbitrario y no vaćıo.

Definición 1.1.1. Sea X un conjunto no vaćıo. Se dice que una función k : X × X → K es un
núcleo en X si existen un K - espacio de Hilbert H con producto interno 〈·, ·〉, y una aplicación
φ : X → H tales que, para todos x, x′ ∈ X, se tiene que

k(x, x′) = 〈φ(x′), φ(x)〉. (1.1.1)

Llamaremos aplicación caracteŕıstica a φ y espacio caracteŕıstico a H.

Aśı definido, no podemos decir nada de la unicidad de la aplicación caracteŕısitca φ ni del espacio
caracteŕıstico H. Sea, por ejemplo, el conjunto X := R y k(x, x′) := xx′, con x y x′ en R, y con el
producto escalar usual en R. Basta coger φ := idR : X → H con X := R y H := R, de forma que

〈idR(x′), idR(x)〉 = xx′ = k(x, x′).

Sin embargo, también podemos escoger, manteniendo X = R, la aplicación caracteŕıstica φ : X → R2

dada por φ(x) := ( x√
2
, x√

2
) para todo x ∈ X, de modo que, escogiendo ahora el producto escalar usual

en R2, se tiene

〈φ(x′), φ(x)〉 =
x′√

2

x√
2

+
x′√

2

x√
2

= xx′ = k(x, x′).
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De hecho, bastaŕıa tomar un n ∈ N arbitrario, de nuevo X = R, y φ : X → Rn dado por φ(x) =
( x√

n
, . . . , x√

n
), de forma que, ahora con el producto escalar usual en Rn,

〈φ(x′), φ(x)〉 =
x′√
n

x√
n

+ · · ·+ x′√
n

x√
n

=
n∑
k=1

x′√
n

x√
n

= xx′ = k(x, x′).

Daremos ahora una serie de resultados sencillos que nos permiten dar ejemplos algo menos triviales
de núcleo en un conjunto arbitrario y no vaćıo X.
Para el lema que sigue, aclaramos la notación que utilizaremos para los espacios lp(K), con K un
cuerpo. Para p ∈ [1,∞), denotaremos lp = lp(K) al espacio de sucesiones con términos en el cuerpo

K tales que x = (xn)∞n=1 ∈ lp si y sólo si ||x||p = (
∑∞

n=1 |xn|p)
1/p

<∞. En el caso p = 2, dicha norma
proviene de un producto interno dado como 〈x, y〉 =

∑∞
n=1 xnyn, para x = (xn)∞n=1, y = (yn)∞n=1 en

l2(K). En el caso p =∞, l∞(K) denota al conjunto de sucesiones acotadas con valores en K, i.e., de
sucesiones x = (xn)∞n=1 tales que ||x||∞ = sup{|xn| : n ∈ N} < ∞. También, denotaremos a estos
espacios lp como lp(I), con I la familia de ı́ndices.

Lema 1.1.2. Sea X un conjunto no vaćıo, y sean fn : X → K, n ∈ N funciones tales que (fn(x)) ∈
l2(K) para todo x ∈ X. Entonces,

k(x, x′) :=
∞∑
n=1

fn(x)fn(x′), (1.1.2)

para todo x, x′ ∈ X, define un núcleo en X.

Demostración. Usamos la desigualdad de Hölder en el espacio de sucesiones l2 como sigue

∞∑
n=1

|fn(x)fn(x′)| ≤ ||fn(x)||l2||fn(x′)||l2 . (1.1.3)

Entonces, como la sucesión (fn(x)) está en l2 para todo x ∈ X, la serie (1.1.2) converge absolutamente
para todo x, x′ ∈ X, lo que prueba la buena definición de la suma enunciada. Aśı pues, escribiendo
H := l2 y definiendo ψ : X → H con ψ(x) := (fn(x)) para todo x ∈ X, es inmediato que (1.1.2) nos
da un núcleo en X: k(x, x′) = 〈ψ(x′), ψ(x)〉l2 .

Seguimos con los resultado básicos para la construcción de núcleos.

Lema 1.1.3 (Restricción de núcleos). Sea X un conjunto no vaćıo, y sea k un núcleo en X. Sea
ahora X̃ otro conjunto no vaćıo. Consideramos una aplicación A : X̃ → X. Entonces, la función
k̃ definida por k̃(x, x′) := k(A(x), A(x′)), x, x′ ∈ X, es un núcleo en X̃. En particular, si X̃⊂X,
entonces la restricción k|X̃×X̃ es un núcleo.

Demostración. Denotamos por H y φ : X → H a los espacio y aplicación caracteŕısticos para el
núcleo k. Consideramos la composición φ̃ = φ ◦A : X̃ → H. Es inmediato ver que, tal y como se nos
da la función k̃, se tiene que

k̃(x, x′) = k(A(x′), A(x)) = 〈φ ◦ A(x′), φ ◦ A(x)〉H = 〈φ̃(x′), φ̃(x)〉H , (1.1.4)

donde, en la última igualdad, hemos usado la definición de núcleo k en X. Aśı pues, manteniendo el
espacio caracteŕıstico y considerando φ̃ como la aplicación caracteŕıstica, tenemos que k̃ cumple la
definición de núcleo con H y φ̃.
En el caso de X̃⊂X, tomando la inclusión canónica A = i : X̃↪→X, es inmediato que la restricción
de k a X̃ × X̃ es un núcleo en X̃.
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El lema 1.1.3 nos permite afirmar que, dado k : Cd×Cd → C, entonces su restricción a las d-
uplas reales k|Rd×Rd es también un núcleo en sentido complejo. De hecho, como probaremos ahora, si
k(x, x′) ∈ R para todo x, x′ ∈ X, también será un núcleo en X en el sentido real.

Lema 1.1.4. Sea k : X×X → C un núcleo, H uno de sus C-espacios de Hilbert caracteŕısticos, y
φ : X → H una de sus aplicaciones caracteŕısticas. Supongamos que k(x, x′) ∈ R para todo x, x′ ∈ X.
Entonces, H0 := H junto al producto interno que sigue

〈w,w′〉H0
:= Re〈w,w′〉H , w, w′ ∈ H0, (1.1.5)

es un R-espacio de Hilbert, y φ : X → H0 es una aplicación caracteŕıstica del núcleo k con espacio
caracteŕıstico H0.

Demostración. No es dif́ıcil probar que 〈·, ·〉H0
es un producto escalar real, heredado del hecho de

que 〈·, ·〉H es un producto escalar con valores complejos. Además, se tiene que

k(x, x′) = 〈φ(x′), φ(x)〉H = Re〈φ(x′), φ(x)〉H + iIm〈φ(x′), φ(x)〉H .

Como, por hipótesis, k(x, x′) ∈ R en todos los puntos de X×X, entonces Im〈φ(x′), φ(x)〉H =
Imk(x, x′) = 0. Entonces

k(x, x′) = Re〈φ(x′), φ(x)〉H = 〈φ(x′), φ(x)〉H0
,

donde la última igualdad se deduce de la definición de 〈·, ·〉H0
. Aśı, una vez probemos que (H0, 〈·, ·〉H0)

es espacio de Hilbert, ya podremos concluir que k es un núcleo con espacio y aplicación caracteŕısticos
H0 y φ.
Para probar la completitud, tomemos (xn) ⊂ H0 una sucesión de Cauchy en (H0, 〈·, ·〉H0 := Re(〈·, ·〉H)).
Entonces

〈xn − xm, xn − xm〉1/2H0
= ||xn − xm||H0 → 0, n,m→∞. (1.1.6)

Para ver que esto implica que (xn) es también de Cauchy en (H, 〈·, ·〉H), usamos el hecho de que las
normas inducidas por productos internos, como normas que son, son reales, luego las normas en H0

y H coinciden. Recordemos que H0 = H, con lo que los elementos xn también están en H.

||xn − xm||2H = 〈xn − xm, xn − xm〉H = Re (〈xn − xm, xn − xm〉H)

= 〈xn − xm, xn − xm〉H0 = ||xn − xm||2H0
→ 0, n,m→ 0.

Entonces, (xn) es también de Cauchy en (H, 〈·, ·〉H). Como sabemos que este último espacio es
completo, entonces existe un x ∈ H = H0 tal que xn → x en norma de H para n→∞, es decir, tal
que ||xn − x||H → 0 para n→∞. Igual que antes, se sigue que

||xn − x||H0 = ||xn − x||H → 0, n→∞. (1.1.7)

Esto prueba, ahora śı, que (H0, 〈·, ·〉H0) es un espacio de Hilbert.

Ahora vamos con algunos resultados algebraicos elementales, imprescindibles para la construcción
de núcleos.

Lema 1.1.5 (Suma de núcleos y producto por un escalar). Sea X un conjunto no vaćıo, α ≥ 0, y
k0 y k1 dos núcleos en X. Entonces, αk0 y k0 + k1 son núcleos en X.

Demostración. En primer lugar, dado α ≥ 0, probemos que αk0 es núcleo. Para ello, denotamos por
H0 y por φ0 : X → H0 a sus espacio y aplicación caracteŕısticos, y denotamos por 〈·, ·〉 al producto
interno definido sobre el espacio de Hilbert H0. Aśı, para todo x, x′ ∈ X, tenemos que

k0(x, x′) = 〈φ0(x′), φ0(x)〉. (1.1.8)
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Definimos una nueva aplicación caracteŕıstica como φ′0 :=
√
αφ0 : X → H0 (notemos que α ≥ 0,

luego la ráız cuadrada positiva está bien definida), con el mismo espacio caracteŕıstico H0. De este
modo, para todo x, x′ ∈ X, es claro que

αk0(x, x′) = α〈φ0(x′), φ0(x)〉 = 〈
√
αφ0(x′),

√
αφ0(x)〉, (1.1.9)

donde se ha usado que
√
α ∈ R, de tal forma que coincide con su conjugado.

De forma análoga, probamos que k0 + k1 es un núcleo. Además de los elementos anteriores, ahora
denotamos por H1 y por φ1 : X → H1 a los espacio y aplicación caracteŕısticios del núcleo k1. Aśı
pues, basta tomar una aplicación caracteŕıstica suma φ0 +φ1 : X → H0×H1 (donde H0×H1 denota
al espacio de Hilbert suma directa de estos dos espacios de Hilbert H0 y H1). De esta forma, para
todo x, x′ ∈ X, tenemos que

(k0 + k1)(x, x′) = k0(x, x′) + k1(x, x′) = 〈φ0(x′), φ0(x)〉H0 + 〈φ1(x′), φ1(x)〉H1

= 〈φ0(x′) + φ1(x′), φ0(x) + φ1(x)〉H0×H1 ,

donde, en la última igualdad, hemos usado la definición del producto interno sobre un espacio de
Hilbert que es suma directa finita de espacios de Hilbert.

El último lema demuestra que los núcleos en X forman un cono convexo1. Hay que remarcar que en
el lema 1.1.5 no se dice nada de la diferencia de núcleos. De hecho, tomemos k0 y k1 dos núcleos en X
con valores reales, con espacio caracteŕıstico H, tales que existe x ∈ X con k0(x, x)−k1(x, x) < 0. Aśı
pues, k0−k1 no es un núcleo, pues si existiera una aplicación caracteŕıstica para la resta, φ : X → H,
tendŕıamos, usando la positividad del producto escalar en H,

0≤〈φ(x), φ(x)〉 = k0(x, x)− k1(x, x) < 0,

lo cual es absurdo. Observemos que bastaŕıa tomar, por ejemplo, k0(x, x′) = xx′ y k1(x, x′) =
(
√

2x)(
√

2x) = 2xx′, con X = H = R, de modo que, con x = 1, tendŕıamos k0(1, 1)− k1(1, 1) < 0, y
por tanto k0 − k1 no es núcleo.

Lema 1.1.6. Sea k0 un núcleo en X0 y k1 un núcleo en X1. Entonces, el producto k0·k1 es un núcleo
en X0×X1. En particular, para X0 = X1, se tiene que k(x, x′) := k0(x, x′)k1(x, x′), x, x′ ∈ X, es un
núcleo en X.

Demostración. Sea Hi un espacio caracteŕıstico y φi una aplicación caracteŕıstica del núcleo ki,
i = 1, 2. Utilizamos la noción de espacio con producto interno convencial en el producto tensorial de
espacios de Hilbert H1 ⊗H2, y denotamos a su compleción a espacio de Hilbert como H1⊗̂H2. Con
ello, y por definición de los núcleos k1 y k2, se sigue que

k1(x1, x
′
1) · k2(x2, x

′
2) = 〈φ1(x′1), φ1(x1)〉H1 · 〈φ1(x′2), φ1(x2)〉H2

= 〈φ1(x′1)⊗ φ2(x′2), φ1(x1)⊗ φ2(x2)〉H1⊗̂H2
, x1, x

′
1 ∈ X1, x2, x

′
2 ∈ X2,

lo que demuestra que la aplicación φ1⊗φ2 : X1×X2 → H1⊗̂H2 es caracteŕıstica del producto k1 ·k2,
aśı como que k1 · k2 es núcleo en X1 × X2. i.e., es un núcleo que va de (X1 ×X2) × (X1 ×X2) al
correspondiente cuerpo.
Probamos la última afirmación. Supongamos que X1 = X2 = X, y denotamos por k = k1 ·k2 al núcleo
producto. Entonces, siendo rigurosos, el núcleo anterior quedaŕıa como k : (X ×X) × (X ×X) →
K. Consideramos la restricción de este núcleo k al conjunto formado por los ((x1, x

′
1), (x2, x

′
2)) ∈

(X ×X) × (X ×X) tales que (x1, x
′
1) = (x2, x

′
2). Entonces, por el último aserto del lema 1.1.3, se

tiene que dicha restricción k(x, x′) = k1(x, x′) · k2(x, x′) : X ×X → K es núcleo en X.

1Definimos un cono convexo C sobre un cuerpo K como un conjunto con dos operaciones bien definidas, una entre
elementos de C que denotaremos por +, y otra de elementos de R+ con elementos de C (en este orden), a la que
denotaremos por ·. Esto es, tenemos que x+ y ∈ C y α · x ∈ C para todos x, y ∈ C, y para todo α ≥ 0.
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Ya tenemos algunas claves para construir núcleos no triviales. Por ejemplo, tomemos X := R.
Sabemos que k(x, x′) = xx′ es un núcleo en X, con aplicación caracteŕıstica φ : X → R con φ = idR.
Pues bien, dado n ∈ N, por el lema 1.1.6 aplicado n − 1 veces, kn(x) = (xx′)n es un núcleo en X.
Con esto y el lema 1.1.5, tenemos que el polinomio p : X → R, dado por p(t) = amt

m + ...+ a1t+ a0,
con coeficientes ai no negativos, nos da el núcleo k(x, x′) = p(xx′). Es inmediato comprobar que la
aplicación φ : X → H dada por φ(x) = (

√
amx

m, . . . ,
√
a1x,
√
a0), con H := Rm+1, es la aplicación

caracteŕıstica. De ello se deduce que un núcleo polinomial, con polinomio original p de grado m, nos
da un coste operativo2 determinado por dicha m. Para generalizar esto, damos el siguiente resultado
para una clase determinada de núcleos polinomiales.

Lema 1.1.7. Sea m ≥ 0 y d ≥ 1 enteros, y c ≥ 0 real. Entonces, k(z, z′) := (〈z, z′〉 + c)m, con
z, z′ ∈ Cd, es un núcleo en X := Cd. Además, su restricción a Rd nos da un núcleo real, esto es, con
llegada en K = R.

Demostración. Observamos que k̃ : X×X → C, con k̃(x, x′) = 〈x′, x〉 y X := Cd, es un núcleo. Esto
es trivial, sin más que tomar como espacio caracteŕıstico a Cd y como aplicación caracteŕıstica a
φ = idCd . Aśı, usando el binomio de Newton obtenemos

k(z, z′) =
m∑
k=0

(
m

k

)
〈z, z′〉kcm−k =

m∑
k=0

(
m

k

)
k̃(z, z′)

k
cm−k, (1.1.10)

lo cual es una suma finita de núcleos en X multiplicados por escalares, ya que k̃ es núcleo en X. Esto
implica, a través de los lemas 1.1.5 y 1.1.6, que k es un núcleo en X.
El hecho de que la restricción a Rd nos da un núcleo con valores reales es consecuencia directa de
1.1.4.

En el caso particular de m = 1 y c = 0, obtenemos los llamados núcleos lineales, que no son
más que el núcleo k̃ usado en la última demostración. Vamos más allá. Construimos núcleos usando
series de Taylor.

Lema 1.1.8. Sean B̊C y B̊Cd las bolas unidad abiertas de C y Cd, respectivamente. Sea r ∈ (0,∞] y
f : rB̊C → C una función holomorfa con serie de Taylor

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, z ∈ rB̊Cd . (1.1.11)

Si an ≥ 0 para todo n ≥ 0, entonces

k(z, z′) := f(〈z, z′〉Cd) =
∞∑
n=0

an〈z, z′〉nCd , z, z′ ∈
√
rB̊Cd ,

es un núcleo en
√
rB̊Cd. Además, su restricción a X := {x∈ Rd : ||x||2 <

√
r} es un núcleo con valores

en R. Denotaremos a este tipo de núcleo como de tipo Taylor.

Demostración. Sean z, z′ ∈
√
rB̊Cd . Dado que |〈z, z′〉|≤||z||2||z′||2 < r, entonces la serie de Taylor de

f evaluada en 〈z, z′〉 está bien definida, dado el radio de la bola en que se ha supuesto bien definida
la serie de Taylor de f . Recordemos la fórmula multinomial generalizada para cualquier n ∈ N y
z1, . . . , zn ∈ C:

(z1 + · · ·+ zd)
n =

∑
j1,...,jd≥0
j1+···+jd=n

n!
d∏
i=1

zjii
ji!
. (1.1.12)

2Hablar de coste operativo en términos de núcleos polinomiales es hablar del número de operaciones necesarias
para su evaluación.
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Volviendo a nuestra demostración, sea zi la componente i-ésima de z ∈ Cd. Por (1.1.11), como esta
serie es absolutamente convergente para z ∈ rB̊Cd , si cogemos los z, z′ anteriores y usamos (1.1.12):

k(z, z′) =
∞∑
n=0

an(
d∑
j=1

zjz
′
j)
n =

∞∑
n=0

an
∑

j1,...,jd≥0
j1+···+jd=n

cj1,...,jd

d∏
i=1

(ziz
′
i)
ji

=
∑

j1,...,jd≥0

aj1+···+jdcj1,...,jd

d∏
i=1

(z′i)
ji

d∏
i=1

(zi)
ji ,

donde cj1,...,jd := n!∏d
i=1 ji!

. Con los cálculos realizados, es inmediato que, si definimos3 φ : X → l2(Nd
0)

de la forma

φ(z) := (
√
aj1+···+jdcj1,...,jd

d∏
i=1

zjii )j1,...,jd , z ∈
√
rB̊Cd ,

entonces k(z, z′) = 〈φ(z′), φ(z)〉l2(Nd0) para cualesquiera z, z′ ∈
√
rB̊Cd . Notemos que, en esta cons-

trucción, se ha escogido la aplicación φ como caracteŕıstica, y el espacio de Hilbert l2(Nd
0) como

caracteŕıstico.
En cuanto a la restricción, basta usar el lema 1.1.3 aplicado al subconjuntoX := {x∈ Rd : ||x||2 <

√
r}

del enunciado, y tener en cuenta el resultado 1.1.4 de paso de núcleo con valores complejos a núcleo
con valores reales, para concluir que k, restringido a X×X, es un núcleo con valores reales.

Un primer ejemplo inmediato de núcleo no trivial con un núcleo de tipo Taylor seŕıa la función
k(x, x′) := exp(〈x, x′〉), dados x, x′ ∈ Kd, con K = R ó K = C los cuerpos habituales, y 〈·, ·〉 el
producto escalar usual en el espacio Kd. Tomamos f(z) = exp(z), la función exponencial compleja,
que es holomorfa en todo C, luego, en particular, es anaĺıtica en z0 = 0. Por tanto, tomando un r > 0
arbitrario, podemos expandir f(z), para todo z ∈ Cd (tomando K = C en el caso general descrito),
con el bien conocido desarrollo de Taylor de la función exponencial, dado por

f(z) =
∞∑
n=0

zn

n!
.

Luego, en paralelo con la demostración del lema 1.1.8, podemos afirmar que la función

k(z, z′) =
∞∑
n=0

〈z, z′〉n

n!
, z, z′ ∈

√
rB̊Cd , (1.1.13)

es un núcleo en X = Cd, con aplicación caracteŕıstica

φ(z) = (

√
n!

(j1 + · · ·+ jd)!
∏d

i=1 ji!

d∏
i=1

zjii )j1,...,jd≥0, z ∈
√
rB̊Cd . (1.1.14)

Con lo que sabemos hasta ahora, estamos en condiciones de aportar los siguientes resultados, que
nos darán unas nociones introductorias de algunos de los núcleos más extendidos.

Proposición 1.1.9. Sean d ∈ N, γ > 0, z = (z1, . . . , zd) ∈ Cd, y z′ = (z′1, . . . , z
′
d) ∈ Cd. La función

kγ,Cd(z, z
′) := exp

(
−
∑d

j=1(zj − z′j)2

γ2

)
, z, z′ ∈ Cd, (1.1.15)

3En adelante, denotaremos N0 = {0, 1, 2, . . . } = N∪{0}, y N = {1, 2, . . . }.
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es un núcleo en X = Cd, y su restricción a Rd×Rd es un núcleo con valores reales, llamado núcleo
de función base radial (o núcleo RBF gaussiano, donde RBF son siglas inglesas: Radial Basis
Function), con anchura γ > 0. Además, el núcleo RBF puede calcularse como

kγ,Rd(x, x
′) = kγ(x, x

′) = exp

(
−||x− x

′||22
γ2

)
, x, x′ ∈ Rd (1.1.16)

Demostración. Fijamos z, z′ ∈ Cd. Si desarrollamos el cuadrado del exponente, es directo que

kγ,Cd(z, z
′) =

exp
(

2γ−2
∑d

j=1 zjzj

)
exp

(
γ−2

∑d
j=1 z

2
j

)
· exp

(
γ−2

∑d
j=1 z

2
j

) . (1.1.17)

Con esta factorización, solo resta aplicar los lemas 1.1.6 y el ejemplo antes dado, a ráız de los núcleos
de tipo Taylor, del núcleo k(z, z′) := exp(〈z, z′〉), para concluir con kγ,Rd es núcleo. Además, el último
aserto sobre su restricción a Rd × Rd es consecuencia inmediata del lema 1.1.3.

El siguiente resultado concierne al llamado núcleo binomial, cuya condición de núcleo se sigue
directamente de las propiedades fundamentales.

Proposición 1.1.10. Sea X := B̊Rd la bola unidad abierta en Rd bajo la norma usual || · ||2 en Rd,
y sea α > 0. Entonces, la función k(x, x′) := (1 − 〈x, x′〉)−α es un núcleo en Rd llamado núcleo
binomial.

Demostración. Consideremos el desarrollo general de un binomio de exponente −α, con el α del
enunciado:

(1− z)−α =
∞∑
n=0

(
−α
n

)
(−1)nzn, (1.1.18)

lo cual es cierto para todo z contenido en la bola B̊Rd , donde se usa la expresión que generaliza un
número combinatorio para un número real −α, de la forma(

−α
n

)
:=

n∏
i=1

(−α− i+ 1)

i
.

Notemos que
(−α
n

)
(−1)n > 0 para cualquier n ∈ N, ya que, si n es par, tendremos un número par

de valores negativos procedentes de
(−α
n

)
, y viceversa. Por esto, aplicando el lema 1.1.8, tenemos que

este k es un núcleo en Rd.

1.2. Funciones semidefinidas positivas y simétricas con va-

lores reales

Hasta ahora, tan solo hemos dado algunos resultados útiles para la construcción de núcleos no
triviales. A continuación, definimos lo que nosotros entenderemos por función semidefinida positiva,
y ligaremos este concepto con la idea de núcleo. Veremos que, con gran generalidad, y limitándonos
al caso de núcleos con valores reales, ambos conceptos son equivalentes.

Definición 1.2.1. Sea X un conjunto no vaćıo, y sea k : X×X → R una función tal que

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjk(xi, xj) ≥ 0 (1.2.1)



12 CAPÍTULO 1. NÚCLEOS REPRODUCTORES Y RKHS

para cualesquiera n ∈ N, α1, . . . , αn ∈ R, y x1, . . . , xn ∈ X. Entonces, decimos que k es semidefinida
positiva. Si, para x1, . . . , xn ∈ X mutuamente distintos, la igualdad en (1.2.1) solo es cierta para
α1 = · · · = αn = 0, diremos que k es definida positiva. Además, k será simétrica si k(x, x′) =
k(x′, x) para todo x, x′ ∈ X.

Es inmediato ver que, si k es un núcleo con valores reales, siempre será simétrico, por la definición
de núcleo. Además, llamando φ : X → H a la aplicación caracteŕıstica de k,

∞∑
k=1

∞∑
m=1

αkαmk(xk, xm) = 〈
∞∑
k=1

αkφ(xk),
∞∑
m=1

αmφ(xm)〉H ≥ 0 (1.2.2)

para todo x1, . . . , xn ∈ X, α1, . . . , αn ∈ R. En resumidas cuentas, si k toma valores en R, siempre
será simétrico y semidefinido positivo.

Definición 1.2.2. Sea k un núcleo en X, sean x1, . . . , xn ∈ X, y seaMn(K) el conjunto de matrices
cuadradas n×n con entradas en K. La matriz K ∈ Mn(K) dada por K := (k(xi, xj))i,j∈{1,...,n} es la
matriz de Gram del núcleo k para {x1, . . . , xn} ⊂ X.

Ahora, daremos un teorema y un corolario claves que relacionan las funciones reales semidefinidas
positivas dadas en (1.2.1) y los núcleos con valores reales de una forma biuńıvoca.

Teorema 1.2.3. Sea X no vaćıo. Cualquier función que tome valores reales de la forma k : X×X →
R es un núcleo si y solo si es simétrica y semidefinida positiva.

Demostración. Ya hemos probado que si k es un núcleo con valores reales, entonces tiene que ser
simétrica y semidefinida positiva. Veamos el rećıproco.

Consideramos una función simétrica y semidefnida positiva k : X × X → R, y definimos el
siguiente conjunto:

Hpre := {
n∑
k=1

αkk(·, xk) : n ∈ N, αk ∈ R, xk ∈ X, 1≤k≤n},

de forma que, tomando f, g ∈ Hpre, escribimos f =
∑n

k=1 αkk(·, xk), g =
∑m

j=1 βjk(·, x′j), con
n,m ∈ N, para ciertos x1, . . . , xn, x

′
1, . . . , x

′
m ∈ X, y α1, . . . , αn, β1, . . . , βm ∈ R. Definimos el si-

guiente producto interno en Hpre

〈f, g〉 :=
n∑
k=1

m∑
j=1

αkβjk(x′j, xk), (1.2.3)

el cual no depende de la representación que se dé a f o a g, pues

〈f, g〉 =
n∑
k=1

αk(
m∑
j=1

βjk(x′j, xk)) =
n∑
k=1

αkg(xk),

donde, en la última igualdad, se ha utilizado que k es simétrica. Como se ve, la expresión anterior
no depende de la representación para g. Análogamente,

〈f, g〉 =
m∑
j=1

βj(
n∑
k=1

αkk(x′j, xk)) =
m∑
j=1

βjf(x′j).

La simetŕıa y la bilinealidad de (1.2.3) son inmediatas de la forma de k (recuérdese la definición del
conjunto Hpre). Sea el f ∈ Hpre arbitrario de antes, entonces
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〈f, f〉 =
n∑
k=1

m∑
j=1

αkαjk(xj, xk) ≥ 0, f ∈ Hpre,

donde hemos usado que, por hipótesis, k es semidefinida positiva.
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre el semiproducto escalar que tenemos definido en Hpre,
tenemos que, para todos f, g ∈ Hpre

|〈f, g〉|2≤〈f, f〉·〈g, g〉. (1.2.4)

Entonces, tomando la función f(x) :=
∑n

i=1 αik(x, xi) ∈ Hpre con 〈f, f〉 = 0, es inmediato probar,
usando (1.2.4), que f = 0, ya que, aplicando el semiproducto escalar de Hpre

|f(x)|2 = |
n∑
i=1

αik(x, xi)|2 = |〈f, k(·, x)〉|2≤〈k(·, x), k(·, x)〉·〈f, f〉 = 0. (1.2.5)

Es decir, f(x) = 0 para todo x ∈ X. Esto demuestra que 〈·, ·〉 es un producto escalar en Hpre.
Consideramos ahora la compleción de Hpre en un espacio de Hilbert H a través de la inmersión
isométrica I : Hpre → H 4. Dada la condición de isometŕıa de I se tiene, para todos x, x′ ∈ X, lo
siguiente

〈Ik(·, x′), Ik(·, x)〉H = 〈k(·, x′), k(·, x)〉Hpre = k(x, x′). (1.2.6)

En la última igualdad, se ha utilizado la definición del producto escalar dado en Hpre. De esta
forma, para todo x ∈ X,

x 7→ Ik(·, x) (1.2.7)

nos da la aplicación caracteŕıstica buscada en el espacio de Hilbert H. En otras palabras, acabamos
de probar que k es un núcleo en X, con la aplicación caracteŕıstica (1.2.7).

Como corolario, daremos un resultado que confirma la regularidad por ĺımites en la topoloǵıa,
que caracterizaremos con la correspondiente norma, definida en el espacio de Hilbert caracteŕıstico.

Corolario 1.2.4. Sea (kn)∞n=1 una sucesión de núcleos reales en X 6= ∅ que converge puntualmente
a una función k : X×X → R, esto es, tal que para todos x, x′ ∈ X

ĺım
n→∞

kn(x, x′) = k(x, x′). (1.2.8)

Entonces, k es un núcleo que toma valores reales.

Demostración. Para todo n ∈ N, kn es simétrica y semidefinida positiva, pues es un núcleo (teorema
1.2.3)). Y, como estas propiedades se mantienen por ĺımites puntuales, k es también simétrica y
semidefinida positiva con valores en R. Entonces, k es un núcleo con valores reales.

1.3. Correspondencia entre núcleos y RKHS

Tratamos ahora la relación de correspondencia biuńıvoca entre los núcleos ya definidos y los
espacio de Hilbert con núcleo reproductor, sobre los que aún no hemos dicho nada. Los fundamentos
de este apartado son imprescindibles para todo el desarrollo que sigue. Volvemos al caso de funciones
con llegada en un cuerpo K que no es necesariamente R. Antes de dar las primeras definiciones, la

4La inmersión isométrica usada es la expuesta en el teorema A.0.1 del apéndice, donde enunciamos la exitencia de
una inyección isométrica I : Ĥ → H, con Ĥ un espacio con producto escalar arbitrario de partida, y H su espacio de
Hilbert completado, de modo que I(Ĥ) es denso en H en la topoloǵıa fuerte definida en H.
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terminoloǵıa merece una aclaración. Hasta ahora, hemos hablado de núcleos como funciones a las
que únicamente pedimos que se reproduzcan a través del producto interno, en un espacio de Hilbert,
de imágenes de una aplicación caracteŕıstica. A continuación, empezaremos hablando de núcleos
reproductores en espacios de Hilbert sin saber, de antemano, si son núcleos. Se pide al lector que
interprete este nombre, provisionalmente, como mera terminoloǵıa. En el transcurso de este apartado
se verá resuelto este problema: hablar de núcleos y de núcleos reproductores es equivalente.

Definición 1.3.1. Sea X 6= ∅ y H un K-espacio de Hilbert de funciones de la forma f : X → K.
Entonces

i) La función k : X×X → K es un núcleo reproductor si k(·, x) ∈ H para todo x ∈ X, y
además, la relación

f(x) = 〈f, k(·, x)〉, (1.3.1)

se cumple para todo x ∈ X y para todo f ∈ H. A esta propiedad (1.3.1) se le llama propiedad
reproductora del núcleo k.

ii) H será un espacio de Hilbert con núcleo reproductor (RKHS) en X si, para todo x ∈ X,
el funcional delta de Dirac δx : H → K, dado por δx(f) = f(x) para todo f ∈ H, es continuo.

En resumen, un RKHS es un subconjunto de F (X), donde F (X) es el conjunto de todas las
funciones de X en K, con X un conjunto no vaćıo arbitrario, y K el cuerpo sobre el que trabaja-
mos (siempre R o C), en el cual, para todo x ∈ X, existe una función kx : X → H, de la forma
kx := k(·, x) ∈ H, que satisface f(p) = δp(f) = 〈f, k(·, p)〉, para todo f ∈ H y todo p ∈ X. Esto es
consecuencia del teorema de representación de Riesz-Fréchet, aplicado sobre los funcionales continuos
δp.
Notemos algo importante. Los espacios Lp(Kd) no están formados por funciones, sino por clases de
equivalencia de funciones determinadas por igualdades casi siempre en espacios de medida conoci-
dos. Por tanto, estos espacios no pueden ser RKHS, tal y como hemos definido dichos espacios de
Hilbert. No obstante, śı que hablaremos de RKHSs a partir de ciertos representantes de las clases de
equivalencia que forman dichos espacios Lp(Kd), como veremos para los espacios de Paley-Wiener o
de Hardy. En estos, los representantes de las clases de estos Lp que cumplen alguna buena propiedad,
son precisamente los elementos que constituyen dicho RKHS.
Respecto al funcional de Dirac δx observemos que, con toda generalidad para nosotros, éste es un
funcional definido sobre un espacio de Hilbert. Para ver la linealidad, basta tomar f, g ∈ H y darse
cuenta de que δx(αf + βg) = (αf + βg)(x) = αf(x) + βg(x) = αδx(f) + βδx(g). La continuidad o
no continuidad de dichos funcionales ya dependerá de si H satisface la condición reproductora de la
definición de RKHS.
De la definición de la propiedad reproductora tenemos una caracteŕıstica común a todos los RKHS
que es de especial importancia.

Lema 1.3.2. Sea H un RKHS. La convergencia en norma en H implica la convergencia puntual
de los correspondientes elementos de H. Dicho de otra forma, dada una sucesión (fn)∞n=1⊂H, si
ĺım
n→∞

||fn − f ||H = 0, entonces ĺım
n→∞

fn(x) = f(x) para todo x ∈ X, es decir, fn → f puntualmente.

Demostración. Basta observar que

ĺım
n→∞

fn(x) = ĺım
n→∞

δx(fn) = δx( ĺım
n→∞

fn) = δx(f) = f(x), x ∈ X, (1.3.2)

donde hemos usado, en la segunda igualdad, la continuidad del funcional de Dirac, para poder aśı
utilizar la continuidad secuencial, por la cual la convergencia en H implica la convergencia de las
imágenes en K.
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A continuación, damos un lema y dos teoremas que nos relacionarán propiamente los RKHS y
los núcleos reproductores, viendo cómo, sin salir del marco del análisis funcional clásico, podemos
establecer una biyección entre el conjunto de núcleos reproductores y el conjunto de espacios de
Hilbert con núcleo reproductor.
Observemos que, si k es un núcleo reproductor, parece fácil probar que la aplicación φ(x) = k(·, x) es
la aplicación caracteŕıstica de k sobre el espacio de Hilbert en que k cumple la propiedad reproductora.

Lema 1.3.3 (Un núcleo reproductor es un núcleo). Sea H un espacio de Hilbert de funciones en X
con núcleo reproductor k : X×X → K. Entonces, H será un RKHS. Además, si definimos φ : X → H
como φ(x) = k(·, x) para todo x ∈ X, entonces k será un núcleo con aplicación caracteŕıstica φ y
espacio caracteŕıstico H. A la aplicación φ se le suele llamar aplicación caracteŕıstica canónica.

Demostración. Por hipótesis, k satisface la propiedad reproductora (1.3.1), luego dado f ∈ H, el
funcional de Dirac cumple, para todo x ∈ X, que

|δx(f)| = |f(x)| = |〈f, k(·, x)〉|≤||k(·, x)||H ||f ||H , (1.3.3)

donde hemos usado la propiedad reproductora (1.3.1) en la segunda igualdad, y la desigualdad de
Cauchy-Schwarz en la tercera relación. Con esto, para todo x ∈ X, acabamos de probar que el
funcional de Dirac δx : H → K es acotado, lo que equivale a decir que es continuo en H. Entonces,
H es un RKHS.

En cuanto a que k sea núcleo, basta tomar f := k(·, x′) para un x′ ∈ X fijo, usar la propiedad
reproductora de k, y recordar la forma que tiene la aplicación φ del enunciado. Con todo ello, para
cada x ∈ X obtenemos

〈φ(x′), φ(x)〉 = 〈k(·, x′), k(·, x)〉 = 〈f, k(·, x)〉) = f(x) = k(x, x′). (1.3.4)

De esta manera, acabamos de probar que k cumple la definición de núcleo con la aplicación carac-
teŕısitca φ y el espacio caracteŕıstico H.

Damos ahora dos teoremas de gran relevancia que nos permitirá explotar en adelante la biyección
entre los RKHS y los núcleos reproductores. Para ello, tenga presente el lector el comentario sobre
notación hecho después del enunciado del teorema de representación de Riesz-Fréchet A.0.12 del
primer apéndice, relativo al sentido que tienen los productos internos que vamos a dar en el dual
topológico H ′ del espacio de Hilbert H de partida. Recordemos que la definición del dual topológico
de un espacio de Hilbert H seŕıa la siguiente: es el conjunto de funcionales lineales y acotados
f : H → K, con K el cuerpo sobre el que se construye el espacio.

Teorema 1.3.4 (Todo RKHS admite un único núcleo reproductor). Sea H un RKHS en X, con X
no vaćıo. Entonces, la función k : X×X → K dada por

k(x, x′) = 〈δx, δx′〉H′ , x, x′ ∈ X, (1.3.5)

es el único núcleo reproductor de H. Además, si (ei)i∈I es una base ortonormal de H, entonces, para
todos x, x′ ∈ X, tenemos

k(x, x′) =
∑
i∈I

ei(x)ei(x′). (1.3.6)

Demostración. Necesitamos ver, en primer lugar, que k es efectivamente un núcleo reproductor.
Recurriendo al teorema de representación de Riesz-Fréchet A.0.12, aplicado sobre H y su dual H ′,
consideramos la isometŕıa sobreyectiva I : H ′ → H (de hecho, es una biyección lineal conjugada) que
asigna a cada elemento g ∈ H ′ el elemento representante Ig ∈ H, de forma que, para todo f ∈ H y
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g ∈ H ′, g(f) = 〈f, Ig〉. Por tanto, aplicando este teorema de representación sobre δx y δx′ , ambas en
H ′ por ser H RKHS, para todos x, x′ ∈ X se tiene

k(x, x′) = 〈δx, δx′〉H′ = 〈Iδx, Iδx′〉H = δx(Iδx′) = Iδx′(x). (1.3.7)

Por tanto, se tiene k(·, x′) = Iδx′ para todo x′ ∈ X. Es inmediato, de lo anterior, que

f(x′) = δx′(f) = 〈f, Iδx′〉 = 〈f, k(·, x′)〉, (1.3.8)

lo que demuestra que k, tal y como lo hemos definido, cumple la propiedad reproductora. Veamos
que es el único. Supongamos que k̂ es un núcleo reproductor arbitrario de H. Consideramos una base
ortonormal (ei)i∈I de H. Como k̂(·, x′) ∈ H para todo x′ ∈ X, podemos expresar este elemento con
la base mencionada de la forma que sigue

k̂(·, x′) =
∑
i∈I

〈k̂(·, x′), ei〉ei =
∑
i∈I

ei(x′)ei, (1.3.9)

donde, en la última igualdad, hemos usado la propiedad reproductora de k̂. La convergencia de la
suma se da respecto a la norma || · ||H . Ahora bien, como H es un RKHS, el lema 1.3.2 garantiza la
convergencia puntual, es decir, para cada x ∈ X,

k̂(x, x′) =
∑
i∈I

ei(x′)ei(x). (1.3.10)

Esto demuestra la igualdad (1.3.6), y como k̂ y la base (ei)i∈I fueron arbitrariamente elegidos, es
claro que k̂ = k. Por lo tanto, para rematar la demostración, k es el único núcleo reproductor del
RKHS H.

En la práctica, este resultado es clave a la hora de calcular núcleos reproductores de RKHSs
particulares, ya que basta conocer una base ortonormal del espacio para que, extendiéndolo en una
suma sobre la familia de etiquetas I, tener dicho núcleo k.
Veamos ahora la implicación contraria, partiendo de un núcleo arbitrario, para llegar a un RKHS
determinado. Antes de meternos con el enunciado y la demostración de este resultado, conocido como
el teorema de Moore-Aronszajn, definimos lo que entendemos por sobreyección métrica.

Definición 1.3.5. Dados H y K dos espacios de Hilbert, una sobreyección métrica de H en K es una
aplicación sobreyectiva V : H → K tal que V (B̊H) = B̊K , con B̊H y B̊K las bolas unidad abiertas
en H y K, respectivamente.

Teorema 1.3.6 (Todo núcleo admite un único RKHS. Teorema de Moore-Aronszajn). Sea X
no vaćıo. Sea k un núcleo en X con espacio caracteŕıstico F sobre un cuerpo K, y con una aplicación
caracteŕıstica ψ : X → F . Entonces, el espacio de funciones

H := {f : X → K : ∃w ∈ F con f(x) = 〈w,ψ(x)〉F para todo x ∈ X}, (1.3.11)

junto con la norma
||f ||H := inf{||w||F : w ∈ F con f = 〈w,ψ(·)〉F}, (1.3.12)

forma el único RKHS para el cual k es núcleo reproductor, de forma que tanto (1.3.11) como (1.3.12)
son independientes de la elección arbitraria de F y ψ.
Además, la aplicación entre espacios de Hilbert A : F → H dada por Aw := 〈w,ψ(·)〉F para todo
w ∈ F es una sobreyección métrica.
Por último, el conjunto dado como

Hpre := {
n∑
i=1

αik(·, xi) : n ∈ N, α1, . . . , αn ∈ K, x1, . . . , xn ∈ X}, (1.3.13)
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es denso en H, y dado f =
∑n

i=1 αik(·, xi) ∈ Hpre, tenemos

||f ||2H =
n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjk(xj, xi). (1.3.14)

Diremos que H es la compleción funcional del espacio Hpre (no solo completamos el espacio
para dar un espacio de Hilbert, sino que este espacio de Hilbert que lo completa posee un núcleo
reproductor).

Demostración. En primer lugar, probaremos que el espacio H definido es un espacio de Hilbert de
funciones de X en el cuerpo K. Para ello, notemos que A es sobreyectiva, pues para todo f ∈ H,
por definición de H, existe w ∈ F tal que A(w) = f , de forma que f(·) = 〈w,ψ(·)〉F . Además, H es
un espacio vectorial de funciones de X en K, en virtud de la sesquilinealidad del producto interno
del espacio de Hilbert original F . Dicho esto, podemos simplificar la expresión de lo propuesto como
norma en H con la igualdad

||f ||H = infw∈A−1({f})||w||F . (1.3.15)

Nótese que no se ha dicho nada de la inyectividad o no inyectividad de A, con lo que la contraimagen
A−1({f}) puede estar formada por más de un elemento de F .
Probamos la linealidad de la aplicación A. Sean a, b ∈ K, w1, w2 ∈ F . Tomamos dos elementos de
H, f(·) = 〈w1, ψ(·)〉F y g(·) = 〈w2, ψ(·)〉F , que satisfacen A(w1) = f y A(w2) = g. Entonces, por la
sesquilinealidad de 〈·, ·〉F ,

A(aw1 + bw2) = 〈aw1 + bw2, ψ(·)〉F = a〈w1, ψ(·)〉F + b〈w2, ψ(·)〉F = aA(w1) + bA(w2), (1.3.16)

lo que prueba la linealidad de A.
Veamos que || · ||H es norma en H. La propiedad ||f ||H ≥ 0 para todo f ∈ H se sigue de la definición
de || · ||H . Probamos las otras tres propiedades:

1. Sea λ ∈ K, f ∈ H. ¿||λf ||H = |λ|||f ||H?
Si λ = 0, λf = 0. Es claro que ||λf ||H = ||0||H = 0, pues || · ||H es el ı́nfimo de los ||w||F ∈ R+

tales que A(w) = 0, y por linealidad de A, w = 0 es uno de tales elementos w en F . Por otra
parte, es claro que |λ|||f ||H = 0, lo que prueba el caso de λ = 0. Supongamos λ 6= 0. Queremos
probar la igualdad de los dos siguientes objetos:

||λf ||H = infw∈A−1({λf})||w||F ,
|λ| · ||f ||H = |λ| · infw′∈A−1({f})||w′||F . (1.3.17)

Denotamos B := A−1({λf}) y C = A−1({f}). Probemos que B = λC. Para la primera
contención, tomemos w ∈ B. Entonces, A(w) = λf , luego

A(
1

λ
w) =

1

λ
A(w) = f, (1.3.18)

es decir, w = λ( 1
λ
w) con 1

λ
w ∈ C. De esto se sigue que w ∈ λC. Para la contención contraria,

tomemos w′ ∈ λC. Es decir, w′ = λw con w ∈ C. Entonces, A(w′) = λA(w) = λf , luego
w′ ∈ B.
Como B = λC, se tiene la igualdad

infw∈B||w||F = infw′∈λC ||w′||F . (1.3.19)

Recordemos que, dados D ⊂ R+ y α ≥ 0, se satisface inf(αD) = α(infD). Por ello,

infw′∈λC ||w′||F = infw′′∈C |λ| · ||w′′||F = |λ| · infw′′∈C ||w′′||F . (1.3.20)

Por lo tanto, reescribiendo B y C en términos de A,

infw∈A−1({λf})||w||F = |λ| · infw∈A−1({f})||w||F =⇒ ||λf ||H = |λ| · ||f ||H . (1.3.21)
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2. Dado f ∈ H tal que ||f ||H = 0, ¿f ≡ 0?
Se tiene que infw∈A−1({f})||w||F = 0. Para todo n ∈ N, existe un wn ∈ A−1({f}) tal que Awn = f
y

||wn||F <
1

n
. (1.3.22)

Para un n ∈ N arbitrario, como Awn = f , para todo x ∈ X tenemos que

f(x) = 〈wn, ψ(x)〉F . (1.3.23)

Entonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

|f(x)| ≤ ||wn||F · ||ψ(x)||F <
1

n
||ψ(x)||F , (1.3.24)

donde el último término tiende a cero para n → ∞. Como esta convergencia a 0 no depende
del x escogido, tenemos que f ≡ 0.

3. Dados f, g ∈ H, ¿se satisface la desigualdad triangular ||f + g||H ≤ ||f ||H + ||g||H?

Recordemos que ||f ||H = ı́nfw∈A−1({f}) ||w||F . Sea ε > 0. Sabemos que existe w1 ∈ A−1({f}) tal
que

||w1||F < ||f ||H +
ε

2
. (1.3.25)

Análogamente, existe w2 ∈ A−1({g}) tal que

||w2||F < ||g||H +
ε

2
. (1.3.26)

Como A(w1 + w2) = A(w1) + A(w2) = f + g, se sigue que

||f + g||H = ı́nf
w∈A−1({f+g})

||w||F ≤ ||w1 +w2||F ≤ ||w1||F + ||w2||F < ||f ||H + ||g||H + ε. (1.3.27)

Como ε > 0 es arbitrario, se deduce que ||f + g||H ≤ ||f ||H + ||g||H , con lo que se obtiene la
desigualdad triangular para || · ||H .

Veamos ahora que H es una espacio de Hilbert con la norma || · ||H . Para ello, veremos que el núcleo
de A es cerrado, lo que nos permitiŕıa escindir el espacio H en dicho núcleo y su complementario
ortogonal. Una vez probemos eso, restringiremos A a dicho complementario, para aśı dar una de-
finición alternativa de la norma de H que nos muestre con claridad que, efectivamente, H es de
Hilbert. Pues bien, para ver que kerA es cerrado, tomemos (wn) ⊂ kerA := {w ∈ F : A(w) = 0}
una sucesión convergente a un elemento w ∈ F , con el objetivo de probar que w están en kerA. Por
la continuidad de la aplicación O : F → K tal que O(w̃) = 〈w̃, ψ(x)〉 para todo w̃ ∈ F , tenemos
que 〈w,ψ(x)〉 = ĺımn→∞ 〈wn, ψ(x)〉 = 0 para todo x ∈ X. Entonces, por definición de A, A(w) = 0,
luego w ∈ kerA, con lo que kerA es un subespacio cerrado de F . Aśı pues, como ya mencionamos
previamente, podemos tomar el complementario ortogonal del núcleo en F , al que llamaremos Ĥ, de
forma que podemos descomponer el espacio F como F = Ĥ ⊕ kerA.

Hecho esto, pasamos a considerar la restricción de A al complementario ortogonal del núcleo kerA,
de la forma A|Ĥ : Ĥ → H, la cual es inyectiva por la construcción realizada. Probamos ahora que

A|Ĥ : Ĥ → H también es sobreyectiva, y que, además, es una isometŕıa. Con eso y con la igualdad
que vamos a dar, será inmediato ver que H es un espacio de Hibert con la norma definida. Sea pues
f ∈ H, y sea w ∈ F el elemento tal que f(·) = 〈w,ψ(·)〉. Descomponemos w en la única suma
w = w0 + ŵ de forma que w0 ∈ kerA y ŵ ∈ Ĥ. Entonces, f = A(w0 + ŵ) = A(ŵ) = A|Ĥ(ŵ), lo que
nos dice que, como buscábamos, A|Ĥ es sobreyectiva. Además, por definición de la norma dada en
H, tenemos que
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||f ||2H = infw0∈kerA, ŵ∈Ĥ
w0+ŵ∈A−1({f})

||w0 + ŵ||2F = infw0∈kerA, ŵ∈Ĥ
w0+ŵ∈A−1({f})

||w0||2F + ||ŵ||2F , (1.3.28)

donde, por definición de la norma dada en H y dado que w0 ∈ kerA, el término de ||w0||F en esta
expresión del ı́nfimo de una suma será necesariamente cero (nótese que 0 ∈ kerA). También, como
A|Ĥ es una biyección sabemos que, para ŵ, el elemento f ∈ H será el único tal que A|Ĥ(ŵ) = f , luego

restringiendo la norma de F a Ĥ, ||ŵ||F = ||ŵ||Ĥ = ||A−1|Ĥf ||Ĥ . Además, en la segunda igualdad de
(1.3.28) hemos usado la ortonormalidad de los elementos w0, ŵ ∈ F . Por tanto, acabamos de probar
que ||f ||H = ||A−1|Ĥf ||Ĥ , esto es, que A|Ĥ es un isomorfismo isométrico de Ĥ en H. Aśı pues, como

Ĥ es el complementario ortogonal de un subespacio de F , entonces Ĥ es cerrado en F , y como F
es un espacio de Hilbert, entonces Ĥ es un espacio de Hilbert. Por tanto, como Ĥ es de Hilbert, y
A|Ĥ : Ĥ → H es un isomorfismo isométrico, entonces H es un espacio de Hilbert.

De hecho, si cogemos la bola unidad abierta B1 = B̊F , para todo w ∈ B1 se tiene que el elemento
f = A(w) ∈ H satisface ||f ||H < 1, dada la definición de A y de || · ||H , con lo que AB1 ⊂ B2, donde
B2 = B̊H es la bola unidad abierta de H. Esto demuestra, como también hab́ıamos enunciado, que
A es una sobreyección métrica.
A continuación, veamos que k es el núcleo reproductor de H, de lo que se deriva fácilmente que H
es un RKHS, con el núcleo k como núcleo reproductor. Por la definición más primitiva que hemos
dado de núcleo en un conjunto no vaćıo X dada su aplicación caracteŕıstica ψ, tenemos que, para
todo x ∈ X, se cumple la igualdad k(·, x) = 〈ψ(·), ψ(x)〉, lo cual satisface estrictamente la definición
de los elementos de H, porque ψ(x) ∈ F para todo x ∈ X. Entonces, k(·, x) ∈ H para todo x ∈ X.
Dada la construcción de la sobreyección métrica A, es inmediato que 〈w,ψ(·)〉 = 0 para cualquier
w ∈ kerA, por lo que ψ(x) ∈ kerA⊥ = Ĥ. Por lo tanto, podemos escribir k(·, x) = A|Ĥ(ψ(x)), para
todo x ∈ X, con el sentido de que ψ(x) ∈ F . Aśı pues, recodando que A|Ĥ es una isometŕıa biyectiva
y usando la definición del espacio H, para todo x ∈ X se tiene que

f(x) = 〈(A|Ĥ)−1f, ψ(x)〉F = 〈f, A|Ĥψ(x)〉H = 〈f, k(·, x)〉, x ∈ X, f ∈ H. (1.3.29)

Luego k satisface la propiedad reproductora en el espacio H. Esto es, H es un espacio de Hilbert con
núcleo reproductor k, luego, por el lema 1.3.3, acabamos de probar que H es un RKHS con núcleo
reproductor k. Nótese que aún no hemos probado que este RKHS sea el único ligado con el núcleo
reproductor k.
Veamos ahora los resultados enunciados sobre el espacio Hpre. Veamos, de hecho, que las afirmaciones
hechas sobre este espacio son ciertas para cualquier RKHS H̃ con núcleo reproductor k. En primer
lugar, es claro que Hpre tiene estructura de espacio vectorial con la suma y el producto por escalares
dados en el espacio H̃. De hecho, como k(·, x) ∈ H̃ para todo x ∈ X, por dicha estrucutra vectorial
es claro que Hpre ⊂ H̃, esto es, que Hpre es subespacio vectorial de H̃. Para ver que Hpre es denso
en H̃, razonamos por reducción al absurdo. Supongamos que Hpre no es denso en H. Por el corolario
A.0.10 del apéndice, como Hpre es subespacio vectorial de H, esto implica que H⊥pre 6= {0}. Entonces,
debe existir f ∈ H⊥pre para el que exista al menos un x ∈ X con f(x) 6= 0. Usando la propiedad

reproductora de k en H̃ y la condición de ortogonalidad sobre k(·, x) ∈ Hpre, tenemos

0 = 〈f, k(·, x)〉 = f(x) 6= 0. (1.3.30)

lo que es absurdo, por lo que Hpre es denso en H̃.
Para acabar con las afirmaciones sobre Hpre, sea ahora f :=

∑n
k=1 αkk(·, xk) ∈ Hpre para αk ∈ K,

xk ∈ X, k = 1, . . . , n. La propiedad reproductora ya probada sobre k implica que la norma en H̃ de
f toma la siguiente forma

||f ||2
H̃

=
n∑
k=1

n∑
i=1

αkαi〈k(·, xk), k(·, xi)〉H̃ =
n∑
k=1

n∑
i=1

αkαik(xi, xk), (1.3.31)
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lo que prueba (1.3.14), y con ello todo lo propuesto sobre el subespacio Hpre.
Para acabar con esta demostración, nos falta probar la unidad del RKHS asociado al núcleo k. Sean
pues H1 y H2 dos RKHSs de k. Veamos que son iguales. Acabamos de probar que Hpre es denso
en cualquier RKHS con núcleo reproductor asociado k, luego lo será en H1 y en H2. De hecho, por
el razonamiento que acabamos de seguir, las norma en H1 y H2 de cualquier elemento f ∈ Hpre

coinciden. Por la mencionada densidad, dado f ∈ H1, debe existir una sucesión (fn) ⊂ Hpre tal que
converja en norma de H1 a f , i.e., tal que ĺımn→∞ ||fn − f ||H1 = 0. Por otra parte, Hpre ⊂ H2, luego
(fn) ⊂ H2. Como acabamos de decir, las normas en H1 y H2 coinciden en Hpre, y como esta sucesión
(fn) converge en norma de H1, entonces es de Cauchy en norma de H1, y por la igualdad de normas
en H1 y H2 en Hpre, entonces (fn) es Cauchy también en H2. Como H2 es espacio de Hilbert, entonces
existe g ∈ H2 que es ĺımite en norma de H2 de dicha sucesión, i.e., ĺımn→∞ ||fn− g||H2 = 0. Ya vimos
en 1.3.2 que la convergencia en norma en un RKHS implica convergencia puntual, luego para todo
x ∈ X

f(x) = ĺım
n→∞

fn(x) = g(x). (1.3.32)

Esto es, f ≡ g en todo X. Por tanto, f ∈ H2, y como f era un elemento arbitrario de H1, entonces
H1 ⊂ H2. Razonando análogamente se llega a la contención contraria, y además, si ĺımn→∞ ||fn −
f ||H1 = 0 y ĺımn→∞ ||fn − f ||H2 = 0, entonces tenemos, recodando que (fn) ⊂ Hpre:

||f ||H1 = ĺım
n→∞

||fn||H1 = ĺım
n→∞

||fn||Hpre = ĺım
n→∞

||fn||H2 = ||f ||H2 , (1.3.33)

luego H1 y H2 están contenidos isométricamente el uno en el otro. En otra palabras, H1 = H2 con
iguales normas. Entonces, el RKHS asociado al núcleo k es único, lo cual era lo único que nos faltaba
por probar.

Por lo que acabamos de ver, dado un núcleo, existirá un solo RKHS asociado a él. Por tanto, por
el teorema 1.3.4 cada RKHS tiene un único núcleo reproductor, que a su vez es núcleo; y este núcleo,
por el teorema 1.3.6, admite un único RKHS. En otras palabras, acabamos de probar que existe una
biyección entre el conjunto de RKHSs y el de núcleos en un conjunto arbitario no vaćıo X.
Además, podemos establecer también, lo cual nos será útil para la teoŕıa que sigue y para la com-
prensión de estos espacios, una biyección entre los núcleos reproductores en un conjunto no vaćıo X,
de X ×X en R, y las aplicaciones que van de X a l2(I), con R como cuerpo subyacente. En nuestras
consideraciones también entra un conjunto arbitrario I.

Proposición 1.3.7. Sea k un función que va de X ×X en R. Entonces, k es un núcleo reproductor
en X, i.e., será una función semidefinida positiva y simétrica en X ×X, si y solo si existe al menos
una aplicación T de X a algún espacio l2(I) tal que

k(x, x′) = 〈T (x), T (y)〉l2(I) =
∑
i∈I

(T (x))i(T (y))i. (1.3.34)

Demostración. Sea H el RKHS de funciones de X en R con núcleo reproductor k. Sea la aplicación
ψK : X → H dada por ψk(x) = k(·, x) para todo x ∈ X, i.e., la aplicación caracteŕıstica canónica de
k.
Como H es un espacio de Hilbert, H es isométrico a algún espacio l2(I) para algún conjunto I.
Denotamos por ϕ : H → l2(I) a una isometŕıa entre H y l2(I). Entonces, la composición T := ϕ◦ψK
satisface las condiciones que queremos, pues T : X → l2(I), y además, para todo x, x′ ∈ X, como k
es núcleo reproductor y k(·, x) ∈ H, se tiene que

k(x, x′) = 〈k(·, x′), k(·, x)〉H = 〈ψK(x′), ψK(x)〉H =

= 〈ϕ ◦ ψK(x′), ϕ ◦ ψK(x)〉l2(I) = 〈T (x′), T (x)〉l2(I), (1.3.35)

donde hemos usado, en la tercera igualdad, el hecho de que ϕ : H → l2(I) es una isometŕıa, aśı como
la definición de T en la cuarta igualdad. Esto prueba una de las implicaciones.
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Rećıprocamente, consideremos que existe una aplicación T : X → l2(I), para algún conjunto I, que
satisface (1.3.34). Definimos la aplicación k : X × X → K dada por k(x, x′) := 〈T (x′), T (x)〉l2(I),
la cual es semidefinida positiva y simétrica, por ser 〈·, ·〉l2(I) un producto escalar. Entonces, k es un
núcleo, luego es núcleo reproductor.

Ahora, aportamos una serie de ejemplos rápidos que muestran esta naturaleza reproductiva en
numerosos espacios de Hilbert muy conocidos, antes de entrar con un estudio y unos ejemplos menos
triviales.

(i) Cualquier espacio normado de dimensión finita H es isométricamente isomorfo a un Kn, con
K el cuerpo sobre el que se define el espacio. Como estos espacios Kn son de Hilbert, entonces
H también. Además, si H está formado por funciones definidas en un conjunto X no vaćıo
con valores en K, entonces es un RKHS. La razón de esto es que el funcional delta de Dirac,
δx : H → K con x ∈ X, es una transformación lineal de un espacio normado de dimensión
finita (por lo tanto, de Hilbert) en un espacio normado. Esto implica que δx es continua, y con
ello tenemos que H es RKHS.

(ii) Sea X = {x1, . . . , xn} un conjunto arbitrario de n elementos. Sea A = (aij)i,j=1,...,n ∈ M∗
n(R)

un elemento del conjunto de matrices cuadradas de orden n simétricas y definidas positivas
(estos desarrollos se dan, para el cuerpo C, con matrices hermı́ticas en el lugar de simétricas).
Escribimos B = (bij)i,j=1,...,n = A−1 la inversa de A. Sea HA(X) el espacio de funciones con
valores complejos en X, en el que definimos el producto interno

〈f, g〉HA(E) =
n∑

i,j=1

f(xi)bijg(xj) = (g(x1), . . . , g(xn))B(f(x1), . . . , f(xn))t. (1.3.36)

Pues bien, este espacio HA(X) es un RKHS con núcleo k(xi, xj) = aij. Para probarlo, se observa
que, para todo f ∈ HA(X)

〈f, k(·, xj)〉Ha(X) =
n∑

i,k=1

f(xi)bkik(xk, xj) =
n∑

i,k=1

f(xi)bkiajk, (1.3.37)

donde hemos usado la definición de la función k en la última igualdad, y que los valores que
toma k son reales. Es inmediato darse cuenta de que el producto de los elementos de B y de A
de la última expresión nos da la delta de Kronecker δij, con la construcción seguida. Aśı pues,
HA(X) es un espacio de Hilbert con núcleo reproductor k.

(iii) El espacio de Hilbert estándar l2(N) es un RKHS con núcleo reproductor dada por la conocida
delta de Kronecker, i.e.,

k(m,n) = δm,n, (1.3.38)

para cualesquiera m,n ∈ N. Nótese que, dado un elemento x = {x(n)}∞n=1 ∈ l2(N), la propiedad
de núcleo reproductor se visualiza fácilmente con la igualdad:

x(m) =
∞∑
n=1

x(n)δm,n = 〈x, δm,(·)〉, m ∈ N. (1.3.39)

(iv) Más adelante nos detendremos en estudios algo menos triviales, como es el caso de los polinomios
trigonométricos y los polinomios ortogonales, y otros casos más complejos y extensos, como son
los espacios de Paley-Wiener, el de Bergmann, y el de Hardy.
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1.4. Medibilidad, continuidad e integrabilidad en RKHSs

Entendida la base que relaciona núcleos y RKHSs, nos adentramos en la teoŕıa, más elaborada, de
estos espacios. Los núcleos reproductores satisfacen buenas propiedades de medibilidad, continuidad,
e integrabilidad bajo condiciones no muy restrictivas, como veremos. Estudiamos la extensión de
estas propiedades a las funciones que conforman dichos RKHSs. En adelante fijamos la notación de
H como RHKS, k : X × X → K como su núcleo reproductor sobre el conjunto X 6= ∅ y sobre el
cuerpo K. Denotaremos también φ : X → H0 y 〈·, ·〉 como la aplicación caracteŕıstica y el producto
escalar en H (nótese que estamos cogiendo una aplicación caracteŕıstica arbitraria del núcleo k, la
cual no tiene por qué tener llegada en H, sino en un espacio de Hilbert H0 indefinido).
Empezamos observando que, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre el producto interno dado
en H y su norma asociada, se tiene, para todo x, x′ ∈ X

|k(x, x′)|2 = |〈k(·, x′), k(·, x)〉H |2 ≤ ||k(·, x′)||2||k(·, x)||2 = k(x′, x′) · k(x, x), (1.4.1)

donde se ha usado que k(x, x) = 〈φ(x), φ(x)〉H0 ≥ 0, para x ∈ X. Aśı pues, en caso de que la función
núcleo sea acotada superiormente, es inmediato probar que supx,x′∈X |k(x, x′)| = supx∈X |k(x, x)|.
Esto es aśı porque, denotando α = supx,x′∈X |k(x, x′)| y β = supx∈X |k(x, x)|, si bien es trivial que
α ≥ β, para ver la desigualdad contraria basta usar (1.4.1) de tal forma que, para todos x, x′ ∈ X

|k(x, x′)| ≤
√
k(x′, x′) · k(x, x) ≤

√
β2 = β.

Aśı pues, podemos definir la acotación de un núcleo como sigue.

Definición 1.4.1. Sea k : X × X → K un núcleo asociado a un RKHS H. Diremos que k está
acotado si y solo si

supx∈X
√
|k(x, x)| <∞. (1.4.2)

A la expresión (1.4.2) la tomaremos como la norma infinito ||k||∞ del núcleo k. También diremos que
si k es un núcleo que satisface (1.4.2), entonces k está acotado en el sentido de los núcleos.

Por las propiedades heredadas en k del producto interno de H, se sigue que (1.4.2) es una norma
en el conjunto de núcleos en X. De hecho, para todo x ∈ X, por la norma definida a partir de un
producto escalar, ||φ(x)||H0 =

√
〈φ(x), φ(x)〉H0 , y por la forma de reproducir el núcleo a partir de la

aplicación caracteŕıstica, tenemos
√
〈φ(x), φ(x)〉H0 =

√
k(x, x). Por lo tanto

||φ(x)||H0 =
√
k(x, x), x ∈ X. (1.4.3)

Esto significa que, por la definición 1.4.1, φ estará acotado respecto de la norma en H0 si y solo si k es
un núcleo acotado. Damos ahora un resultado esencial en la caracterización de los núcleos acotados.
En este trabajo, dado un cuerpo K, denotaremos por L∞(X) al espacio de funciones f : X → K
acotadas en todo X cuando no tengamos en X ninguna medida definida a priori, y al espacio de
funciones f : X → K con supremo esencial finito con respecto a una medida definida en X.

Teorema 1.4.2 (RKHS de núcleo acotado). Sea X un conjunto no vaćıo y k un núcleo en X
con RKHS asociado H. Entonces, k es acotado en el sentido de los núcleos si y solo si toda f ∈ H
es acotada en la norma de H. De hecho, en el caso de tener esta acotación, la aplicación identidad
id : H → L∞(X) es continua, y se tiene la igualdad de normas ||id|| = ||k||∞, donde la primera
norma es la definida en el espacio de aplicaciones continuas y lineales L(H,L∞(X)), y la segunda
es la norma infinito ya definida para núcleos.

Demostración. Empezamos suponiendo que k es acotado. Sea f una función cualquiera de H5. En-
tonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y para todo x ∈ X tenemos, por la propiedad repro-
ductora

5Recordemos que los espacios de Hilbert H considerados están formados por funciones f : X → K, en los que la
norma en el conjunto de llegada es la norma estándar del cuerpo K en cuestión.
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|f(x)| = |〈f, k(·, x)〉| ≤ ||f ||H ||k(·, x)||H
= ||f ||H

√
〈k(·, x), k(·, x)〉 = ||f ||H

√
k(x, x) ≤ ||f ||H ||k||∞, (1.4.4)

por lo que ya tenemos probada la acotación de f en todo X.
Por lo tanto, a través de (1.4.4), tiene sentido hablar de la norma ||f ||∞ de f como elemento de
L∞(X), y podemos afirmar que ||f ||∞ ≤ ||k||∞||f ||H para cualquier f ∈ H, lo que prueba que la
aplicación id : H → L∞(X) está bien definida, y que ||id|| ≤ ||k||∞. Como la acotación de aplicaciones
lineales entre espacios normados equivale a su continuidad, acabamos de probar la continuidad de id.
Supongamos ahora que todo f ∈ H está acotado. Por tanto, es claro que la identidad id : H →
L∞(X) está bien definida, pues para todo f ∈ H se tiene ||f ||∞ < ∞. Nótese que, en particular,
k(·, x) ∈ L∞(X), para todo x ∈ X, lo que implica la acotación de k en el sentido del núcleo. Veamos
la continuidad de la aplicación id. Para ello, usaremos el teorema del grafo cerrado (ver resultado
A.0.3 del apéndice), para lo que, como H y L∞(X) son espacios de Hilbert (luego también de Banach
respecto a la norma inducida por su producto interno), veamos que el grafo de ésta, al que denotamos
por gra(id), es cerrado.
Sea (f, g) ∈ gra(id). Entonces, existe una sucesión (fn) ⊂ H para la que ĺımn→∞ ||fn − f ||H = 0 y
ĺımn→∞ ||idfn − g||∞ = 0.
Ya que, tanto la convergencia en norma del infinito, como la convergencia en norma de H, implican
convergencia puntual, se deduce que para todo x ∈ X, id(f)(x) = g(x). Entonces, (f, g) ∈ gra(id),
como queŕıamos, luego id : H → L∞(X) es continua. De esta manera, por continuidad de id,

|k(x, x)| ≤ ||k(·, x)||∞ ≤ ||id|| · ||k(·, x)||H = ||id||
√
k(x, x), (1.4.5)

donde se ha usado que, por la propiedad reproductora, ||k(·, x)|| =
√
k(x, x). Aśı pues, ||k||∞ =

supx∈X
√
k(x, x) ≤ ||id||, luego ||k||∞ ≤ ||id||.

En resumen, ya hemos probado las desigualdades en ambos sentidos, luego ||k||∞ = ||id||, y habiendo
probado también la equivalencia propuesta, hemos acabado la demostración.

Damos ahora una serie de resultados esenciales en la caracterización de la medibilidad e integra-
bilidad de los elementos de un RKHS a partir de su núcleo, y viceversa.

Lema 1.4.3 (RKHSs de núcleo medibles). Sea X un espacio medible con medida µ y sea k un
núcleo en X con RKHS asociado H. Entonces, todas las funciones f ∈ H son medibles con la medida
definida en X si y solo si k(·, x) : X → R es medible para todo x ∈ X.

Demostración. Si empezamos suponiendo que cualquier f ∈ H es medible respecto a µ, entonces
k(·, x) ∈ H también será medible, respecto a la misma medida, para todo x ∈ X.

Para la otra implicación, supongamos que k(·, x) es medible para cualquier x ∈ X. Por lo tanto,
todas las funciones f : X → K del espacio Hpre definido en (1.3.13) serán medibles, por ser combina-
ciones lineales de funciones medibles. Sea f un elemento arbitrario de H. Por el teorema mencionado
1.3.6, dada la densidad de Hpre en H, existe una sucesión (fn) en Hpre tal que ĺımn→∞ ||fn−f ||H = 0.
Por el lema 1.3.2, usando que H es un RKHS, tenemos que la convergencia en norma de H implica la
convergencia puntual de las funciones que pertenecen a H, luego se tiene que ĺımn→∞ fn(x) = f(x)
para todo x ∈ X. Aśı pues, por la regularidad de la medibildad por tales ĺımites, tenemos que f es
función medible respecto de la medida µ en X.

Antes de enunciar el siguiente resultado, recordemos que la medibilidad débil de una aplicación
g : X → K, con X un espacio de medida no vaćıo, y K un cuerpo (R o C), y donde g es un elemento
de un espacio vectorial de funciones V , se define a través de la medibilidad de todas las aplicaciones
〈w, g〉V ′,V para todos los elementos w del dual topológico V ′.
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Lema 1.4.4 (Medibilidad de la aplicación caracteŕıstica canónica). Sea X un espacio medible, y sea
k un núcleo en X tal que k(·, x) : X → R es medible para todo x ∈ X. Si el RKHS H asociado a k
es separable, entonces tanto la aplicación caracteŕıstica canónica φ : X → H como el propio núcleo
k : X ×X → R son medibles.

Demostración. Sea w ∈ H ′ un elemento del dual topológico de H. Entonces, para todo x ∈ X, por
el teorema de representación de Fréchet-Riesz A.0.12, existe un único f ∈ H tal que:

〈w, φ(x)〉H′,H = 〈f, φ(x)〉H = 〈f, k(·, x)〉H = f(x), (1.4.6)

donde, en la segunda igualdad, hemos usado también la propiedad reproductora de k. Aśı pues, como
por hipótesis k(·, x) : X → R es medible para todo x ∈ X, por el lema 1.4.3 tenemos que todos los
elementos f ∈ H son también medibles, con la σ-álgebra dada en el espacio de medida X y con la
σ-álgebra de Borel R, heredada por la topoloǵıa usual inducida por la norma en éste último espacio.
Por lo tanto, la igualdad anterior nos dice que la aplicación 〈w, φ(·)〉H′,H : X → R es medible para
todo w ∈ H ′, i.e., φ : X → R es débilmente medible.
Además, como H es separable, entonces la imagen φ(X) ⊂ H también lo es, pues H es un espacio
métrico. Por tanto, por el teorema de medibilidad de Petty B.0.6, φ : X → H es medible.

En cuanto a la mediblidad de k : X×X → R, consideramos las aplicaciones h : X×X → H×H
y ξ : H ×H → R, con h(x, x′) = (φ(x′), φ(x)) para todos x, x′ ∈ X, y con ξ la aplicación producto
escalar en H, ξ(h, h′) = 〈h, h′〉H . Obsérvese que h es medible, por ser φ medible (con lo que todas
las componentes de la función son medibles, lo que caracteriza la medibilidad de una aplicación con
llegada en un producto cartesiano de espacios de medida), y ξ es continua, con lo que k = ξ ◦ h :
X ×X → R es medible.

En lo que inmediatamente sigue, estudiamos la integrabilidad de las funciones que pertenecen a
RKHSs a partir de la integrabilidad de su núcleo. Note el lector que, tal y como lo hemos definido,
la función x → k(x, x) es positiva para todo x ∈ X, con X el conjunto arbitrario no vaćıo en que
definimos las funciones en cuestión. Por tanto, su integral estará siempre bien definida, sea finita o
infinita.
Antes, recordemos lo que es una medida σ-finita. Dado un conjunto X y dada una medida µ definida
sobre una cierta σ-álgebra ∆ de X, decimos que µ es finita si µ(X) ∈ [0,∞), y diremos que es σ-finita
si existe una familia numerable {An}n ⊂ ∆ tal que X = ∪nAn y µ(An) ∈ [0,∞) para todo n ∈ N.

Teorema 1.4.5 (Operadores integrales con núcleos I). Sea X un espacio medible, µ una medida
σ-finita en X, y H un RKHS separable en X con núcleo medible k : X × X → R. Suponemos que
existe un p ∈ [1,∞) tal que

||k||Lp(µ) :=

(∫
X

k
p
2 (x, x)dµ(x)

) 1
p

<∞. (1.4.7)

Entonces, H está formado por funciones Lp(µ)-integrables y la aplicación inclusión id : H → Lp(µ) es
continua con ||id|| ≤ ||k||Lp(µ). Además, el adjunto de esta aplicación id es el operador Sk : Lp′(µ)→
H dado por

Skg(x) :=

∫
X

k(x, x′)g(x′)dµ(x′), g ∈ Lp′(µ), x ∈ X, (1.4.8)

donde p′ es el conjugado de p, esto es, 1
p

+ 1
p′

= 1 (si p = 1, entonces p′ =∞).
Finalmente, las siguientes afirmaciones se cumplen:

1. H es denso en Lp(µ) si y solo si Sk : Lp′(µ)→ H es inyectiva.

2. Sk : Lp′(µ)→ H tiene una imagen densa en H si y solo si id : H → Lp(µ) es inyectiva.
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Demostración. Sea f cualquier elemento de H. Veamos primero que f es p-integrable, y que la función
identidad id : H → Lp(µ) es continua. Recordando que, como ya vimos más arriba, ||k(·, x)||H =√
k(x, x) para todo x ∈ X, se tiene∫

X

|f(x)|pdµ(x) =

∫
X

|〈f, k(·, x)〉|pdµ(x) ≤
∫
X

[||f ||H · ||k(·, x)||H ]p dµ(x)

= ||f ||pH
∫
X

k
p
2 (x, x)dµ(x) <∞,

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la primera de las desigualdades anteriores,
además de la propiedad (1.4.7). Aśı, acabamos de probar que ||f ||Lp(µ) ≤ ||k||Lp(µ) · ||f ||H , i.e., que
toda f en H es p-integrable con respecto a µ, y que la aplicación identidad id : H → Lp(µ) es acotada
(luego continua), aśı como que ||id|| ≤ ||k||Lp(µ).
Dado ahora p′ ∈ [1,∞] el conjugado de p ∈ [1,∞], consideremos un g ∈ Lp′(µ) arbitrario. Entonces:∫

X

|k(x, x′)g(x′)|dµ(x′) ≤
√
|k(x, x)|

∫
X

√
k(x′, x′) · |g(x′)|dµ(x′)

≤ ||k||∞
(∫

X

|k(x′, x′)|
p
2dµ(x′)

) 1
p
(∫

X

|g(x′)|p′
) 1

p′

= ||k||∞ · ||k||Lp(µ) · ||g||Lp′ (µ), (1.4.9)

donde hemos utilizado la desigualdad probada para el núcleo k, por la que

k(x, x′) ≤
√
k(x, x)

√
k(x′, x′), (1.4.10)

para todos x, x′ ∈ X, aśı como la desigualdad de Hölder sobre g ∈ Lp′(µ) y sobre el núcleo k (ver
expresión (1.4.7)). También hemos utilizado la definición de la norma infinito del núcleo, ||k||∞.
En (1.4.9) hemos demostrado dos cosas:

1. La función x′ ∈ X 7→ k(x, x′)g(x′) es µ-integrable para todo x ∈ X fijo, esto es, pertenece a
L1(µ).

2. Obsérvese que, como ya vimos anteriormente,
√
k(x′, x′) = ||φ(x′)||H para todo x′ ∈ X, y para

φ la aplicación caracteŕıstica canónica de k. Por la segunda desigualdad de (1.4.9), tenemos
que la función ξ : x′ 7→ ||φ(x′)g(x′)||H pertenece a L1(µ), ya que, como se vio impĺıcitamente,∫

X

√
|k(x′, x′)| · |g(x′)|dµ(x′) =

∫
X

||φ(x′)||H · |g(x′)|dµ(x′) =

∫
X

||g(x′)φ(x′)||H · dµ(x′),

(1.4.11)
lo cual es finito por lo dicho en (1.4.9). Aśı pues, por la caracterización de la integrabilidad de
Bochner dada en B.0.8, la función x′ 7→ g(x′)φ(x′) es µ-integrable. Pongamos

g :=

∫
X

g(x′)φ(x′) · dµ(x′) ∈ H, (1.4.12)

y veamos que g coincide con Skg para el g ∈ Lp′(µ) arbitrario fijado. Consideramos, para un x ∈ X
fijo y arbitrario, la aplicación θx : H → R definida como θx(f) = 〈f, φ(x)〉H , la cual es lineal y
acotada. Aplicando la conmutatividad del resultado (B.0.12), tenemos

Skg(x) =

∫
X

k(x, x′)g(x′)dµ(x′) =

∫
X

〈φ(x′), φ(x)〉Hg(x′)dµ(x′) =

∫
X

θx(φ(x′))g(x′)dµ(x′)

= θx

(∫
X

φ(x′)g(x′)dµ(x′)

)
=

〈∫
X

φ(x′)g(x′)dµ(x′), φ(x)

〉
=

〈∫
X

φ(x′)g(x′)dµ(x′), k(·, x)

〉
.
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Por la propiedad reproductora del núcleo k, tenemos la igualdad Skg = g.
Ahora, para continuar, enunciamos un resultado de sobra conocido sobre la dualidad de los espacios
Lp(µ).

Teorema 1.4.6. Sea (X,µ) un espacio de medida, y sean p ∈ [1,∞) y su conjugado q. Si g ∈ Lq(µ),
definimos Fg : Lp(µ)→ K de la forma

Fg(f) =

∫
fgdµ. (1.4.13)

Si p ∈ (1,∞), la aplicación g 7→ Fg define un isomorfismo isométrico de Lq(µ) en L′p(µ). Si p = 1, y
(X,µ) es σ-finito, entonces g 7→ Fg define también un isomorfismo isométrico de L∞(µ) en L′1(µ).

Este resultado 1.4.6 nos da la expresión del isomorfismo isométrico por el que, dado el espacio de
medida X con medida µ, relacionamos el dual de Lp(µ) y Lp′(µ), con p′ conjugado de p. Nótese que,
como µ es σ-finito en X, podemos tomar no solo 1 < p, p′ <∞, sino también p = 1, p′ =∞. Tomamos
dicho isomorfismo isométrico respecto de id(f) ∈ Lp(µ), con f ∈ H, el cual lo podemos abreviar como
Fid(f) := 〈·, id(f)〉Lp′ (µ),Lp(µ). Por lo tanto, dado g ∈ Lp′(µ)6, usando la propiedad reproductora de
k y, una vez más, la conmutatividad que expresamos en B.0.12 dada la integrabilidad de Bochner,
obtenemos

Fid(f)(g) = 〈g, Fid(f)〉Lp′ (µ),Lp(µ) =

∫
X

g(x)〈f, k(·, x)〉Hdµ(x)

=

〈
f,

∫
X

g(x)k(·, x)dµ(x)

〉
H

= 〈f, Skg〉H = 〈ISkg, f〉H′,H ,

donde I : H → H ′ es el isomorfismo isométrico dado en el teorema de representación de Fréchet-Riesz
A.0.12. Aśı pues, identificando H y H ′ a través de dicha aplicación I, tenemos que el adjunto de
id : H → Lp(µ) es id′ = Sk, tal y como afirmamos en el enunciado del teorema7.
Las últimas dos afirmaciones se siguen inmediatamente del hecho de que, dado un operador lineal y
acotado (en este caso Sk e id), entonces su imagen es densa en el conjunto de llegada si y solo si su
adjunto es inyectivo. Este resultado se recoge en A.0.17.

A continuación, particularizamos al caso p = 2. La estructura del espacio de Hilbert L2(µ) otorga
al adjunto Sk algunas caracteŕısticas adicionales de notable importancia. No obstante, para ello nece-
sitamos dar una nociones de la teoŕıa espectral, cuyo principal objetivo es el de buscar las condiciones
que imponer a un operador arbitrario (nosotros los estudiaremos sobre espacios de Hilbert) de cara
a “diagonalizar” estos operadores, análogamente a como se hace en Álgebra Lineal. Por supuesto,
necesitamos sentar una serie de definiciones y de terminoloǵıas para poder entender qué significa
“diagonalizar” en este contexto. Entienda el lector que, por no ser este el objetivo primero de este
trabajo, no podemos detenernos en estas disquisiciones.
Denotamos por L(H1, H2) al espacio de aplicaciones continuas entre los espacios de Hilbert H1 y H2.
Cuando H1 = H2, lo denotaremos directamente como L(H).
En este trabajo, la norma en L(H1, H2) (para H1 y H2 espacios de Hilbert) de un operador dado
A : H1 → H2 se define como ||A|| = sup{||Ah|| : h ∈ H1, ||h|| ≤ 1}. Esta aclaración es indispen-
sable, entre otras cosas, para entender la caracterización más elemental de operadores compactos.
Consideraremos a H un K-espacio de Hilbert, y a T ∈ L(H).
Por aclarar brevemente la terminoloǵıa usada, λ ∈ K es autovalor de T si existe x ∈ H (al que
llamamos autovector), x 6= 0, tal que Tx = λx. Claramente, para cada autovector existe un único

6La nomenclatura de producto escalar usada para la evalucación de Fid(f) es un abuso de notación habitual en
análisis funcional clásico en la evaluación de funcionales en un cierto espacio (esto es, en la evaluación de un elemento
del dual topológico).

7Lo más correcto seŕıa decir que Sk va de Lp′(µ) a H ′, pero a través de la identificación de H y H ′ con el isomorfismo
I, simplificamos el enunciado diciendo, directamente, que Sk tiene llegada en H.
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autovalor, lo cual no es rećıproco. Para cada autovalor λ de T , llamamos autoespacio de λ al espacio
E(λ) := ker(λidH − T ), y llamamos multiplicidad geométrica a la dimensión de este subespacio,
dimE(λ). Además, si T es autoadjunto, los subespacios E(λ1) y E(λ2) son ortogonales, y si T es
(estrictamente) positivo entonces todos sus autovalores son también (estrictamente) positivos.
Antes de formular el teorema espectral, damos un lema que relaciona esta teoŕıa con la teoŕıa del
apéndice A.

Lema 1.4.7. Sean H1 y H2 dos espacios de Hilbert. Sean S ∈ L(H1, H2), y sus operadores autoad-
juntos y positivos asociados, que definimos como:

T1 := S∗S : H1 → H1, T2 := SS∗ : H2 → H2. (1.4.14)

Escribimos E1(λ) := ker(λidH − T1) y E2(λ) := ker(λidH − T2), para un autovalor no nulo λ de T1.
Entonces, S : E1(λ)→ E2(λ) está bien definido y es inyectivo. Por lo tanto, λ también es autovalor
de T2. Además, se tiene que (S∗S)|E1(λ) = λidE1(λ).

De hecho, por la simetŕıa del argumento, podemos intercambiar T1 y T2 para ver que S∗S y SS∗

tienen los mismo autovalores no nulos, con las mismas multiplicidades geométricas.
A continuación, nos centramos en los autovalores de operadores compactos y autoadjuntos. En el
siguiente enunciado, englobamos a las familias finitas e infinitamente numerables de autovalores. En
el último caso, diremos que la familia (λi)i∈I ⊂ R converge a cero si ĺımi→∞ λi = 0. En general,
diremos que dicha familia converge hacia cero aunque sea finita, en cuya caso ignore el lector la parte
de convergencia.

Teorema 1.4.8 (Teorema espectral). Sean H un R-espacio de Hilbert y T ∈ L(H) un operador
acotado que es compacto y autoadjunto. Entonces, existe un sistema ortonormal (ei)i∈I a lo sumo
infinito numerable, y una familia (λi(T ))i∈I de valores reales que converge a cero, tales que

1. |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · > 0.

2. Tx =
∑

i∈I λi(T )〈x, ei〉ei, para todo x ∈ H.

3. {λi(T ) : i ∈ I} es el conjunto de autovalores no nulos de T .

Por cómo hemos escrito la sucesión de autovalores λi, todos ellos son no nulos.
Nótese que si, además, T es un operador positivo de L(H), entonces los autovalores de 1.4.8 son
positivos, y por ende tiene sentido definir, para todo r ≥ 0, los operadores T r : H → H, de la forma:

T rx =
∑
i∈I

λri 〈x, ei〉ei, (1.4.15)

para todo x ∈ H. Notemos también que, para todo i ∈ I, y para todo r ≥ 0, λi(T
r) = λri (T ).

El siguiente lema tiene una demostración muy sencilla, a ráız de la construcción realizada.

Lema 1.4.9. Sea H un R-espacio de Hilbert, y sea T ∈ L(H) compacto, positivo, y autoadjunto.
Entonces, con la notación especificada, T rT s = T r+s, T 1 = T , y T 2 = TT .

Con este resultado, ya podemos definir lo que son las potencias fraccionarias.

Definición 1.4.10. Con la notación del lema 1.4.9, y con r ≥ 0, llamamos a T r potencia fraccio-
naria de T de exponente r.

Con esta definición, podemos definir la ráız cuadrada de un operador T ∈ L(H) positivo,

compacto y autoadjunto como el operador T
1
2 tal que T

1
2T

1
2 = T . Escribimos

√
T := T

1
2 .

Consideramos ahora un operador compacto S ∈ L(H1, H2) para dos R-espacios de Hilbert H1 y H2.
Entonces, el operador conocido S∗S : H1 → H1 es compacto, positivo, y autoadjunto, y por lo tanto
el teorema espectral 1.4.8 es aplicable sobre S∗S, lo que da sentido a la siguiente terminoloǵıa.
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Definición 1.4.11. Sean H1, H2 dos espacios de Hilbert. Sea S un operador compacto de L(H1, H2).
Llamamos números singulares de S a los valores que siguen

si(S) :=


√
λi(S∗S) si i ∈ I

0 si i ∈ N− I,
(1.4.16)

donde, por el desarrollo anterior,
√
λi(S∗S) = λi(

√
S∗S).

Como, en virtud de 1.4.7, S∗S y SS∗ tienen los mismos autovalores no nulos en estas condiciones,
con las mismas multiplicidades geométricas, entonces es claro que si(S) = si(S

∗) para todo i ≥ 1. Si
T ∈ L(H) es compacto, positivo, y autoadjunto, entonces si(T ) =

√
λi(T ∗T ) =

√
λi(T 2) = λi(T )

para todo i ≥ 1.
Es aśı que, por el teorema espectral, podemos afirmar que los números singulares de operadores
compactos, positivos y autoadjuntos, si son infinitos, decaen al cero. Entremos ahora a refinar la
velocidad con la que se da esta convergencia.

Definición 1.4.12. Sean H un espacio de Hilbert, y T ∈ L(H) un operador compacto de L(H1, H2).
Diremos que T es nuclear o de la clase de traza si y solo si

||T ||nuc :=
∞∑
i=1

si(T ) <∞. (1.4.17)

Por las consideraciones anteriores, tenemos que un operador compacto, positivo, y autoadjunto
T ∈ L(H) es nuclear si y solo si ∑

i∈I

|λi(T )| <∞, (1.4.18)

de tal forma que esta última suma coincide con ||T ||nuc. Para poder caracterizar la integrabilidad en
RKHSs con p = 2, tiene interés el siguiente concepto.

Definición 1.4.13. Sean H1, H2 dos espacios de Hilbert. Diremos que una aplicación acotada S ∈
L(H1, H2) es un operador de Hilbert-Schmidt si y solo si

||S||HS :=

(∑
i∈I

||Sei||2H2

) 1
2

<∞, (1.4.19)

donde (ei)i∈I es una base ortonormal de H1.

A ráız de la definición dada, damos el siguiente resultado.

Proposición 1.4.14. Un operador Hilbert-Schmidt T ∈ L(H1, H2), con H1 y H2 dos espacios de
Hilbert, es compacto, y || · ||HS define una norma, llamada norma de Hilbert-Schmidt, que es
independiente de la base ortonormal. De hecho, tenemos que

||S||HS =

(
∞∑
i=1

s2
i (S)

) 1
2

. (1.4.20)

Demostración. La prueba de la igualdad (1.4.20) para la norma es laboriosa y no es relevante para
nuestros propósitos, por lo que la omitimos. Ahora, si usamos que s2

i (S) = λi(S
∗S) y si(S

∗S) =
λi(
√
S∗SS∗S) = λi(S

∗S) (i.e., que s2
i (S) = si(S

∗S)), de dicha igualdad se deduce que ||S||2HS =
||S∗S||nuc. En particular, S es Hilbert-Schmidt si y solo si S∗S es nuclear. El hecho de que || · ||HS
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sea norma se sigue inmediatamente de que || · ||H2 es norma. La independencia con respecto a la base
es impĺıcita al estar expresando ||S||HS en términos de los autovalores de S∗S.
Probemos ahora la primera implicación enunciada. Denotamos por (ei)

∞
i=1 y por (fj)

∞
j=1 a unas bases

ortonormales de H1 y H2, respectivamente. Siguiendo el procedimiento estándar de aproximación de
operadores compactos por operadores de rango finito, definimos los llamados operadores N -truncados
de T como sigue

TN(x) =
N∑

i,j=1

〈fj, T ei〉H2〈ei, x〉H1fj. (1.4.21)

Pues bien, como los TN son operadores de rango finito de L(H1, H2) para todo N ∈ N, y por lo tanto
compactos, entonces, si probamos la convergencia en norma en L(H1, H2) de TN a T para N →∞,
ya tendŕıamos que T es compacto.
Para todo N ∈ N, y dado un x ∈ H1, x 6= 0, se tiene que

(TN − T ) (x) = (TN − T )

(
∞∑
i=1

〈x, ei〉H1ei

)
=

∞∑
i=N+1

〈x, ei〉H1T (ei). (1.4.22)

Tomando la norma de H2, se sigue que

|| (TN − T )

(
∞∑
i=1

〈x, ei〉H1ei

)
||H2 = ||

∞∑
i=N+1

〈x, ei〉H1T (ei)||H2

≤
∞∑

i=N+1

|〈x, ei〉H1| ||T (ei)||H2 , (1.4.23)

donde se ha utilizado la desigualdad triangular. Además, (|〈x, ei〉H1|)∞i=1 y (||T (ei)||H2)
∞
i=1 son su-

cesiones que pertenecen a l2(R), por la identidad de Parseval y por ser T un operador de HS,
respectivamente. Entonces, podemos acotar la expresión anterior como sigue

|| (TN − T )

(
∞∑
i=1

〈x, ei〉H1ei

)
||H2 ≤

(
∞∑

i=N+1

|〈x, ei〉H1|2
)1/2( ∞∑

i=N+1

||T (ei)||2H2

)1/2

. (1.4.24)

Notemos que, por la propia identidad de Parseval, se tiene que

∞∑
i=1

|〈x, ei〉H1|2 = ||x||2H1
. (1.4.25)

Entonces, de lo anterior se sigue la siguiente acotación

|| (TN − T ) (x)||H2 ≤ ||x||H1

(
∞∑

i=N+1

||T (ei)||2H2

)1/2

. (1.4.26)

Si ahora pasamos ||x||H1 al otro lado, y tenemos en cuenta que la serie del último factor es el resto
de una serie convergente, se sigue la convergencia deseada en L(H1, H2), es decir,

||TN − T || → 0, N →∞. (1.4.27)

Entonces, T es compacto.

Con las ideas que acabamos de aportar, tratamos ahora el caso de operadores integrales en RKHSs
en L2(µ), con µ una medida que refinamos en el enunciado.
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Teorema 1.4.15 (Operadores integrales con núcleos II). Sea X un espacio medible con una
medida σ-finita, y H un RKHS separable en X con núcleo medible k : X × X → R que cumple
||k||L2(µ) <∞ (de la expresión (1.4.7) con p = 2). Entonces, Sk : L2(µ)→ H (de la expresión (1.4.8)
con p = 2) es un operador de Hilbert-Schmidt con

||Sk||HS = ||k||L2(µ). (1.4.28)

Además, el operador integral Tk = S∗kSk : L2(µ) → L2(µ) es compacto, positivo, autoadjunto, y
nuclear con ||Tk||nuc = ||Sk||HS = ||k||L2(µ).

Demostración. Empecemos recordando el resultado más general probado en el teorema 1.4.5 para to-
do p ∈ [1,∞), aunque particularizando ahora para p = 2: como estamos asumiendo que ||k||L2(µ) <∞,
entonces nuestro actual RKHS separable H sobre X está contenido en L2(µ). Además, como el real
conjugado de p = 2 es p′ = 2, el adjunto del operador inclusión id : H → L2(µ) viene dado por
Sk : L2(µ) → H, tal y como lo expresamos en el mencionado teorema (en particular, con la expre-
sión (1.4.8)). Además, por la construcción seguida, S∗k = id. Recordemos también que, tal y como
se comentó anteriormente, consideramos Sk directamente con llegada en H v́ıa el isomorfismo I del
teorema de Riesz-Fréchet.
Veamos que S∗k : H → L2(µ) es un operador de Hilbert-Schmidt. Por lo dicho anteriormente, esto
implicaŕıa que Sk también lo es. Sea pues (ei)

∞
i=1 una base ortonormal de H (la cogemos infinita nume-

rable por ser H separable). Aplicaremos el teorema de la convergencia monótona para intercambiar
los signos de suma e integral, aśı como que S∗k(ei(x)) = id(ei(x)) = ei(x). Además, utilizaremos el
teorema 1.3.4. Por este, para todo x, x′ ∈ X sabemos que

k(x, x′) =
∑
i∈N

ei(x)ei(x′). (1.4.29)

Aśı pues, tenemos que

∞∑
i=1

||S∗kei||2L2(µ) =

∫
X

∞∑
i=1

|S∗kei(x)|2dµ(x)

=

∫
X

∞∑
i=1

|ei(x)|2dµ(x) =

∫
X

k(x, x)dµ(x) = ||k||2L2(µ) <∞, (1.4.30)

siendo la última expresión, como ya vimos en el teorema 1.4.8, la norma al cuadrado del núcleo k
sobre Lp(µ) para p = 2, la cual es finita por hipótesis.
Aśı pues, acabamos de probar que S∗k , y por lo tanto Sk, es un operador de Hilbert-Schmidt con la
norma dada sobre L2(µ). Impĺıcitamente, también hemos probado que ||Sk||HS = ||k||L2(µ).
Por otro lado, por la proposición 1.4.14, como Sk es de Hilbert-Schmidt, entonces es compacto.
También, por el lema A.0.16, tenemos que Tk = S∗kSk es positivo y autoadjunto.
Solo nos falta ver que Tk es compacto y nuclear, y que ||Tk||nuc coincide con la norma de Hilbert-
Schmidt de Sk. En cuanto a la compacidad de Tk, fijémonos que Tk = S∗kSk es la composición de
dos operadores compactos y acotados, de la forma Tk : L2(µ) → L2(µ). Entonces, Tk = S∗kSk es
compacto.
Veamos ahora las dos últimas propiedades propuestas para Tk. Como ya hemos visto en el breve
análisis de la teoŕıa espectral hecho, observando con cuidado las definiciones, afirmamos que Sk es
de Hilbert-Schmidt si y solo si S∗kSk es nuclear. Ya sabemos que Sk es de Hilbert-Schmidt, luego Tk
es un operador nuclear. En cuanto a la igualdad de normas, también vimos en el mismo análisis que
||Sk||2HS = ||S∗kSk||nuc = ||Tk||nuc.

Nuestro siguiente objetivo es el de estudiar la continuidad para las funciones núcleo que estamos
tratando. En adelante, diremos que k es separadamente continua si k(·, x) : X → R es continua.
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Nótese que en esta definición va impĺıcita la simetŕıa de todo núcleo que tome valores reales.
Denotaremos por C(X) al conjunto de funciones f : X → R continuas, y por Ca(X) al espacio de
funciones f : X → R continuas y acotadas en X.
Caracterizamos, con el siguiente lema, los RKHS contenidos en C(X). Para hablar de continuidad de
los elementos de H, necesitamos fijar en adelante al conjunto X no vaćıo como un espacio topológico.

Lema 1.4.16 (RKHS de funciones continuas). Sea X un espacio topológico y k un núcleo en X
asociado a un RKHS H. Entonces, las dos siguiente afirmaciones son equivalentes:

1. Dada f ∈ H, f es continua y acotada.

2. k es acotado y separadamente continuo.

Además, en el caso de que se cumplan, la inclusión id : H → Ca(X) es continua y se tiene la igualdad
||id|| = ||k||∞.

Demostración. Empezamos suponiendo que k es un núcleo acotado y sepadamente continuo. En-
tonces, el espacio Hpre de (1.3.13) está formado por funciones continuas y acotadas, dado que k es
separadamente continuo y acotado en X ×X. Por la densidad de dicho conjunto Hpre, dado f ∈ H,
existe una sucesión {fn}∞n=1 ⊂ Hpre tal que ĺımn→∞ ||fn − f ||H = 0. Por el lema 1.4.2, esta conver-
gencia implica la convergencia en L∞(X), que no es otra que la convergencia uniforme. Aśı pues,
ĺımn→∞ ||fn − f ||∞ = 0. Como f es ĺımite uniforme de funciones continuas ya acotadas, entonces
f también es continua y acotada. Además, tanto la continuidad de la inclusión id : H → Ca(X)
como la igualdad ||id|| = ||k||∞, se siguen inmediatamente del mentado lema 1.4.2, puesto que
id : H → Ca(X) es una aplicación restringida de id : H → L∞(X), ya que Ca(X) ⊂ L∞(X).
Rećıprocamente, supongamos que H está formado por funciones continuas y acotadas, i.e., que
H ⊂ Ca(X). En particular, k(·, x) : X → K es continua, luego k es separadamente continua.
Por su parte, la acotación de k se sigue, otra vez, del lema 1.4.2, ya que H está contenido en
Ca(X) ⊂ L∞(X).

A continuación, caracterizamos la continuidad del núcleo k en diferentes términos. Para ello,
recurrimos a una nueva noción que nos permitirá hablar de semimétrica, y hasta de métrica, en
términos de k.
Para ello, sea k un núcleo en X con aplicación caracteŕıstica φ : X → H. Entonces, definimos la
distancia nuclear dk en X, asociada a k, como

dk(x, x
′) := ||φ(x)− φ(x′)||H , x, x′ ∈ X. (1.4.31)

Se deduce, dado que estamos definiendo dk en términos de una norma (la de H asociada a su
producto interno), que dk es siempre una semimétrica. Además, si φ es una aplicación inyectiva, se
sigue también que dk es una métrica. Para ver esto, sean x, x′ ∈ X, entonces

dk(x, x
′) = 0 =⇒ φ(x) = φ(x′) =⇒ x = x′, (1.4.32)

donde se ha usado, como era de esperar, que || · ||H es una norma. Además, un sencillo cálculo sobre
productos internos en H nos lleva a

dk(x, x
′) =

√
k(x, x)− 2k(x, x′) + k(x′, x′), x, x′ ∈ X, (1.4.33)

con lo que dk, tal y como está construido, no depende de la aplicación caracteŕıstica escogida φ. Esta
semimétrica nos permite tratar la continuidad de k. Nos volvemos a centrar en el caso de núcleos
con valores reales.

Lema 1.4.17 (Caracterización de núcleos continuos). Sea (X, τ) un espacio topológico y k un
núcleo en X, para el que escogemos espacio y aplicación caracteŕısticos H y φ arbitrarios. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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a) k es continuo.

b) k es separadamente continuo y x 7→ k(x, x) es continua.

c) id : (X, τ)→ (X, dk) es continua.

d) φ : (X, τ)→ H es continua.

Demostración. La primera implicación a) =⇒ b) es trivial.
En cuanto a b) =⇒ c), empecemos viendo que dk(·, x) : (X, τ) → R es continua, para un x ∈ X
fijo. Por la igualdad (1.4.33), esto es inmediato si suponemos que x 7→ k(x, x) es continua y que k es
separadamente continua. Entonces, el conjunto {x′ ∈ X : dk(x

′, x) < ε} es abierto con respecto a la
topoloǵıa τ , con lo que id : (X, τ)→ (X, dk) es continua, tal y como queŕıamos probar.
Para ver c) =⇒ d), basta observar que φ : (X, dk) → H es continua, por definición de dk, con lo
que la composición de esta aplicación con id : (X, τ) → (X, dk), continua por hipótesis, nos da la
continuidad de φ sobre la topoloǵıa τ de X.
Por último, para ver d) =⇒ a), fijemos x, y ∈ X, aśı como x′, y′ ∈ X. Entonces, por definición de
núcleo y por la desigualdad triangular, se tiene

|k(x, x′)− k(y, y′)| ≤ |〈φ(x′), φ(x)− φ(y)〉|+ |〈φ(x′)− φ(y′), φ(y)〉|
≤ ||φ(x′)|| · ||φ(x)− φ(y)||+ ||φ(y)|| · ||φ(x′)− φ(y′)||,

donde también se ha usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y la bilinealidad del producto interno.
Entonces, la continuidad de φ implica la de k, tomando las pertinentes acotaciones en entornos de
los puntos involucrados.

1.5. Teorema de representación de Mercer

De cara a formalizar la representación de un núcleo, o de los elementos del RKHS con dicho
núcleo como núcleo reproductor, en términos de una serie y en un contexto de núcleos continuos y
espacios caracteŕısitos compactos con una cierta medida, daremos la versión adecuada del teorema
de Mercer. En todo este apartado, nos limitamos a núcleos con valores reales.
A modo de preliminares, consideremos un espacio de medida (X,µ) con medida σ-finita µ, y k un
núcleo continuo en X con ||k||L2(µ) < ∞ (recordemos, por el lema 1.4.3, que k(·, x) : X → R es
medible en X para todo x ∈ X si y solo si cualquier f ∈ H es medible en X). Suponemos también
que el RKHS asociado al núcleo k es separable. Aśı pues, por los teoremas 1.4.5 y 1.4.15, tenemos la
factorización dada en el diagrama que sigue

L2(µ)
Tk //

Sk ""

L2(µ)

H
S∗k

<<

Además, se cumplen todas las hipótesis del teorema 1.4.15, luego sabemos que Tk = S∗kSk es positivo,
autoadjunto y compacto, por lo que, por el teorema espectral dado en 1.4.8, existe una familia, a lo
sumo infinita numerable, y ortonormal (ei)i∈I ⊂ L2(µ), y una familia (λi)i∈I ⊂ R convergente a cero
si es infinita, que cumple que:

i) |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λi| ≥ · · · > 0.

ii) Tkf =
∑

i∈I λi〈f, ei〉ei, para cualquier elemento f ∈ L2(µ).

iii) {λi : i ∈ I} es el conjunto de autovalores no nulos de Tk.
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A continuación, definimos ẽi := λ−1
i Skei, que es un elemento de H (véase el diagrama anterior). Si

aplicamos el operador S∗k , el cual no es más que la inclusión id : H → L2(µ) ((S∗k)
∗ = id), tenemos la

igualdad

S∗k ẽi = ẽi = λ−1
i S∗kSkei = λ−1

i Tkei. (1.5.1)

Ahora, usamos de nuevo el teorema espectral sobre el operador compacto, positivo y autoadjunto Tk,
que va de L2(µ) en L2(µ), de forma que

λ−1
i Tkei = λ−1

i [
∑
j∈I

λj〈ei, ej〉ej] = λ−1
i [
∑
j∈I

λjδijej] = ei. (1.5.2)

Entonces, tenemos la igualdad ei = λ−1
i Tkei = ẽi = λ−1

i Skei, donde la última igualdad se sigue de
la definición de ẽi. De esta forma, tiene sentido considerar ei como un elemento de H y se tiene que
Skei = λiei para todo i ∈ I.
De lo anterior se sigue la siguiente cadena de igualdades

λiλj〈ei, ej〉H = 〈Skei, Skej〉L2(µ) = 〈ei, S∗kSkej〉L2(µ) = 〈ei, Tkej〉L2(µ) = λj〈ei, ej〉L2(µ). (1.5.3)

Es decir, la familia (
√
λiei)i∈I es un conjunto ortonormal de H, por serlo (ei)i∈I en L2(µ). Dicho esto,

el teorema de representación que vamos a dar en este contexto nos dice que esta familia no solo es
ortonormal, sino que además es una base. Para formalizar esto, necesitamos primero el teorema de
Mercer original, dado en términos de núcleos simétricos y continuos, para después generalizarlo para
los elementos de un RKHS a partir de la reproductividad de su núcleo.
Recordemos que Sk : L2(µ)→ H es el operador adjunto de la inclusión de nuestro RKHS de partida
H en L2(µ), aśı como que Tk = S∗kSk es autoadjunto, compacto y positivo.
Empezamos enunciando el teorema de Tonelli-Fubini sobre funciones definidas sobre un procucto
de dos espacios de medidas σ-finitas, como resultado conocido y necesario para la demostración del
teorema de Mercer para espacios métricos y compactos 1.5.2.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Tonelli-Fubini). Sean (X,A, µ) y (Y,C, ν) dos espacios de medida con
medidas σ-finitas, y sea f : X × Y → [0,∞) una función medible sobre el producto de espacios de
medida, tal y como se formaliza en el apéndice B. Entonces∫

X×Y
fd (µ⊗ ν) =

∫
Y

∫
X

f(x, y)dµ(x)dν(y) =

∫
X

∫
Y

f(x, y)dν(y)dµ(x), (1.5.4)

donde las integrales internas ∫
X

f(x, y)dµ(x),

∫
Y

f(x, y)dν(y), (1.5.5)

son medibles en Y y en X, respectivamente.
Además, en el caso de que f ∈ L1(µ⊗ ν), tenemos las mismas igualdades, con la salvedad de que las
integrales internas anteriores solo están definidas casi siempre en Y y X, respectivamente.
Este resultado es generalizable para funciones no necesariamente positivas f : X × Y → R a través
del estudio de sus partes positiva y negativa, f = f+ − f−.

Dado un espacio de medida (Ω,F , µ), con Ω el espacio sobre el que trabajamos, F una σ-álgebra
sobre Ω, y µ la medida, el soporte de la medida µ, que denotamos por sop(µ), es el menor cerrado C
en la topoloǵıa de X tal que µ(Ω \ C) = 0.

Teorema 1.5.2 (Teorema de Mercer para espacios métricos y compactos). Sea X un espacio métrico
y compacto, y sea k : X ×X → R un núcleo continuo. Además, sea µ una medida finita de Borel en
sop(µ) = X. Entonces, las familias (ei)i∈I y (λi)i∈I dadas como arriba satisfacen

k(x, x′) =
∑
i∈I

λiei(x)ei(x
′), para todo (x, x′) ∈ X ×X, (1.5.6)
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donde la convergencia se da en L2(µ̃), y donde µ̃ denota la medida del espacio de medida (X×X, µ̃,G),
con G la σ-álgebra engendrada por los productos A×B, para todo A y B en la σ-álgebra original del
espacio de medida dado por µ y X = sop(µ).

Demostración. Se tiene la medida finita µ de Borel en el espacio métrico X, con la que construimos
el subsiguiente espacio producto X ×X. Denotamos

φi(x, x
′) = ei(x)ei(x

′), x, x′ ∈ X. (1.5.7)

También, escribimos

S(x, y) =
∑
i

〈k, φi〉L2(µ̃)φi(x, y). (1.5.8)

Observemos que aún no hemos dicho nada sobre la convergencia de la serie denotada por S.
Nótese que {φi}i es un sistema ortonormal en el espacio L2(µ̃). Para ello, nótese que

〈φi, φj〉L2(µ̃) =

∫
X×X

φi(x, y)φj(x, y)dµ̃(x, y) =

∫
X×X

ei(x)ei(y)ej(x)ej(y)dµ̃(x, y). (1.5.9)

Para poder escindir esta integral v́ıa el teorema de Tonelli-Fubini 1.5.1, notemos que x ∈ X 7→
ei(x)ej(x) está en L1(µ). Esto es consecuencia de la desigualdad de Hölder y de la pertenencia de los
ei en L2(µ), ya que∫

X

|ei(x)ej(x)|dµ(x) ≤
[∫

X

(ei(x))2 dµ(x)

]1/2

·
[∫

X

(ej(x))2 dµ(x)

]1/2

<∞. (1.5.10)

Por lo tanto, x ∈ X 7→ ei(x)ej(x) es integrable con respecto a µ en X. Entonces, el integrando dado
por

φi(x, y)φj(x, y) = ei(x)ej(x)ei(y)ej(y), (1.5.11)

es producto tensorial de funciones en L1(µ), con lo que estamos en condiciones de aplicar 1.5.1 en
(1.5.9), de forma que

〈φi, φj〉L2(µ̃) =

(∫
X

ei(x)ej(x)dµ(x)

)(∫
X

ei(y)ej(y)dµ(y)

)
= δ2

ij = δij, (1.5.12)

donde δij denota la delta de Kronecker, y donde se ha utilizado la ortonormalidad de partida de la
base dada en L2(µ).
La completitud de este sistema se puede probar viendo que si h ∈ L2(µ̃) es un elemento ortogonal a
todos los φi con respecto al producto interno de L2(µ̃), entonces necesariamente h = 0. Sea pues tal
h ∈ L2(µ̃). Entonces:

0 = 〈h, φi〉L2(µ̃) =

∫
X×X

h(x, y)φi(x, y)dµ̃(x, y) =

∫
X×X

h(x, y)ei(x)ei(y)dµ̃(x, y), (1.5.13)

donde, aplicando el teorema de Tonelli-Fubini, aunque ahora pidiendo solo medibilidad sobre el
integrando h(x, y)ei(x)ei(y), se tiene∫

X

ei(x)

(∫
X

ei(y)h(x, y)dµ(y)

)
dµ(x) = 0, i ∈ I. (1.5.14)

De esto, utilizando el teorema de anulación sobre la medida µ en X, tenemos que:∫
X

ei(y)h(x, y)dµ(y) = 0, i ∈ I, para casi todo x ∈ X, (1.5.15)
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y aplicándolo otra vez, h(x, y) = 0, para casi todos x, y ∈ X, donde la locución casi todo hace
referencia a la medida original µ. Entonces, {φi}i forma una base ortonormal en L2(µ̃), con lo que
la serie S(x, y) dada en (1.5.8) converge en L2(µ̃), dada la completitud del sistema {φi} en L2(µ̃).
Notemos que

〈k, φi〉L2(µ̃) =

∫
X×X

k(x, y)ei(x)ei(y)dµ̃(x, y), (1.5.16)

sobre lo que aplicamos el teorema de Fubini, por idéntico razonamiento al expuesto sobre la función
h antes dada,

〈k, φi〉L2(µ̃) =

∫
X

ei(x)

(∫
x

ei(y)k(x, y)dµ(y)

)
dµ(x)

=

∫
X

ei(x)Tkei(x)dµ(x) = 〈Tkei, ei〉L2(µ) = λiδii = λi.

En la segunda igualdad hemos utilizado la definición de Tk : L2(µ)→ L2(µ), como la composición de
un operador integral con el núcleo k en el integrando, y la inclusión de H en L2(µ), con autovalores
λi sobre los autovectores ei ∈ L2(µ). Por lo tanto,

S(x, y) =
∑
i

λiφi(x, y). (1.5.17)

De nuevo, por el teorema de Tonelli-Fubini, dadas f, g ∈ L2(µ), tenemos que F (x, y) = f(x)g(y) ∈
L2(µ̃). Además,

〈S, F 〉L2(µ̃) =
∑
i

λi〈φi, F 〉. (1.5.18)

Ahora, utilizando de nuevo la estructura de la aplicación Tk, se tiene que:

〈k, F 〉L2(µ̃) =

∫
X×X

k(x, y)f(x)g(y)dµ̃(x, y) =

∫
X

g(y)

(∫
X

k(x, y)f(x)dµ(x)

)
dµ(y) = 〈Tkf, g〉L2(µ),

(1.5.19)
sobre lo que, utilizando la condición de completitud de la base {φi} de L2(µ̃), aśı como el hecho de
que Tk es un operador autoadjunto, tenemos que

〈k, F 〉L2(µ̃) =
∑
i

〈Tkf, ei〉L2(µ)〈ei, g〉L2(µ) =
∑
i

〈f, Tkei〉L2(µ)〈ei, g〉L2(µ)

=
∑
i

λi〈f, ei〉L2(µ)〈ei, g〉L2(µ).

Por el teorema de Fubini sobre el producto tensorial de funciones de cuadrado integrable que sigue,
obtenemos

〈f, ei〉L2(µ)〈ei, g〉L2(µ) =

(∫
X

f(x)ei(x)dµ(x)

)(∫
X

f(y)ei(y)dµ(y)

)
=

∫
X×X

F (x, y)φi(x, y)dµ̃(x, y),

(1.5.20)
usando, en la última igualdad, la definición de F y de φi. Aśı, como acabamos de probar que

〈f, ei〉L2(µ)〈ei, g〉L2(µ) = 〈φi, F 〉L2(µ̃), (1.5.21)

entonces
〈k, F 〉L2(µ̃) =

∑
i

λi〈φi, F 〉L2(µ̃). (1.5.22)

La última expresión se corresponde, por lo ya calculado, con 〈S, F 〉L2(µ̃), de forma que tenemos
la igualdad 〈k, F 〉L2(µ̃) = 〈S, F 〉L2(µ̃), lo que implica que k − S es ortogonal a toda función de la
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forma de F , en particular a todos los elementos de la base ortonormal {φi}i de L2(µ̃). Entonces,
k(x, x′) = S(x, x′) para µ̃-casi todo (x, x′) ∈ X ×X. Aśı, llegamos a la igualdad que buscábamos, de
la forma

k(x, x′) =
∑
i∈I

λiei(x)ei(x
′), para todo (x, x′) ∈ X ×X. (1.5.23)

Notemos que la convergencia se da en L2(µ̃), pues el sistema {φi} es completo en L2(µ̃).

Nótese que tal y como viene dado el núcleo en (1.5.6), y dado el lema 1.1.2 del inicio de este
trabajo, podemos afirmar que la aplicación φ : X → l2, dada por φ(x) := (

√
λiei(x))i∈I para todo

x ∈ X, es una aplicación caracteŕıstica del núcleo k.
Recordemos que nuestro objetivo en este momento es probar que (ei)i∈I es una base ortonormal de
un RKHS H sobre un espacio métrico y compacto X arbitrario. Antes de dar el resultado que nos
lo garantice, necesitamos el siguiente corolario.

Corolario 1.5.3. Con las hipótesis y la notación del teorema 1.5.2, la serie dada por
∑

i∈I ai
√
λiei(x)

converge absoluta y uniformemente para todo (ai) ∈ l2(I), donde I es un conjunto a lo sumo infinito
numerable.

Demostración. Sea x ∈ X. Entonces, usando la desigualdad de Hölder en l2(I), y el teorema de
Mercer 1.5.2, tenemos las siguientes desigualdades:

∑
i∈I

|ai
√
λiei(x)| ≤

(∑
i∈I

a2
i

) 1
2
(∑

i∈I

λie
2
i (x)

) 1
2

= ||(ai)i∈I ||l2 ·
√
k(x, x), (1.5.24)

donde, en la última igualdad, hemos usado la igualdad del teorema 1.5.2, para el mismo argumento
x en ambas entradas de k.
Notemos que k es un núcleo continuo que toma valores reales, y que parte de un espacio compacto.
Entonces, es necesariamente acotado, de lo cual se sigue que ||k||∞ = supx∈X

√
|k(x, x)| < M , para

M > 0 constante. Por esto, es claro que la serie propuesta converge absolutamente.
En cuanto a la convergencia uniforme, el razonamiento es el siguiente: usamos otra vez la desigualdad
de Hölder en l2(I) sobre (ai) y sobre

√
λiei(x), para llegar a

∑
i∈I

|ai
√
λiei(x)| ≤

(∑
i∈I

a2
i

) 1
2
(∑

i∈I

λie
2
i (x)

) 1
2

, x ∈ X. (1.5.25)

Notemos que id : H → L∞(X) es continua, ya que k es acotado. Entonces, la convergencia en
H implica convergencia en L∞(X), es decir, implica convergencia uniforme. Por tanto, como la
convergencia de la serie ∑

i∈I

λie
2
i (x), (1.5.26)

se da en H (por la identificación de los espacios H y L2(µ) en términos de estos elementos de bases
ortonormales de L2(µ)), entonces dicha serie converge uniformemente.
Además, como k es continua, entonces todos los elementos de su RKHS asociado son continuos, en
particular los ei. Luego la serie (1.5.26) es el ĺımite uniforme de una sucesión de funciones continuas
en un compacto X, con lo cual dicha serie es continua. Entonces, por ser X compacto y esta serie
continua, la podemos acotar por un Q > 0, con lo que la convergencia uniforme de la serie propuesta
en este corolario se sigue de la convergencia de la serie que se deriva de la norma ||{ai}||l2(I).

Ahora, damos el resultado de representación de RKHSs con núcleos continuos sobre espacios
métricos compactos X, que da sentido a todo el desarrollo de este apartado.
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Teorema 1.5.4 (Teorema de representación de Mercer sobre RKHS). Con las hipótesis del teorema
1.5.2, definimos

H :=

{∑
i∈I

ai
√
λiei : (ai) ∈ l2(I)

}
. (1.5.27)

Para f :=
∑

i∈I ai
√
λiei ∈ H y g :=

∑
i∈I bi
√
λiei ∈ H, definimos también

〈f, g〉H =
∑
i∈I

aibi. (1.5.28)

Entonces H, equipado con el producto interno 〈·, ·〉H , es el RKHS con el núcleo k. Además, el operador

T
1
2
k : L2(µ)→ H es un isomorfismo isométrico.

Demostración. El hecho de que 〈·, ·〉H sea un producto interno es claro por la forma que esta operación
toma. Además, H es un espacio de funciones del espacio métrico y compacto X a K, las cuales están
bien definidas, en términos de convergencia uniforme y absoluta, en virtud del corolario 1.5.3. Para
ver que H es efectivamente de Hilbert, basta tener en cuenta que los valores λi y las funciones ei
vienen dadas, y lo que cambia para cada elemento de H son los coeficientes (ai)i∈I ∈ l2(I). De esta
forma, es la condición de espacio de Hilbert de este último espacio l2(I) de la que se deriva que H
lo sea también. Denotando directamente por || · || a la norma H inducida por su producto escalar,
tenemos, dados f :=

∑
i∈I ai

√
λiei ∈ H y g :=

∑
i∈I bi
√
λiei ∈ H, lo que sigue

||f − g||2 = ||
∑
i∈I

(ai − bi)
√
λiei||2 =

∑
i∈I

(ai − bi)2 = ||(ai)i∈I − (bi)i∈I ||2l2(I), (1.5.29)

donde se ha usado la definición del producto interno de H. De esta forma, como l2(I) es de Hilbert,
entonces H también lo es.
Fijemos ahora x ∈ X. El desarrollo seguido en la demostración del teorema de Mercer 1.5.2 implica
que la función que sigue converge en L2(µ)

k(·, x) =
∑
i∈I

√
λiei(x)

√
λiei(·). (1.5.30)

Ya vimos anteriormente que φ : X → l2(I) dado por φ(x) = (
√
λiei(x))i∈I está bien definida, ya que,

en virtud del teorema 1.5.2,

||(
√
λiei(x))i∈I ||2l2(I) =

∑
i∈I

λie
2
i (x) = k(x, x) <∞. (1.5.31)

Sea x ∈ X. La expresión (1.5.31) implica que k(·, x) ∈ H, tomando ai = ei(x) para todo i ∈ I. Sea
ahora f :=

∑
i∈I bi
√
λiei ∈ H, entonces

〈f, k(·, x)〉H =
∑
i∈I

bi
√
λiei(x) = f(x), (1.5.32)

lo cual demuestra la propiedad reproductora de k en H, es decir, H es un RKHS con núcleo asociado
k.
Centrémonos ahora en el operador T

1
2
k : L2(µ)→ H. Empezamos fijando un elemento f ∈ L2(µ). Tal

y como lo construimos desde un principio, la familia (ei)i∈I es una familia ortonormal de elementos
de L2(µ), luego se tiene que:

f =
∑
i∈I

〈f, ei〉L2(µ)ei, (1.5.33)
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con la convergencia en el espacio L2(µ). Recordemos que (ei)i∈I no solo es una familia ortonormal
en L2(µ), sino que además cada ei es un autovector de la aplicación Tk = S∗kSk : L2(µ)→ L2(µ), con
autovalores λi. Por lo tanto, la imagen por Tk de f es la que sigue

T
1
2
k f =

∑
i∈I

〈f, ei〉L2(µ)

√
λiei, (1.5.34)

donde, otra vez, la convergencia se da con respecto a la norma en L2(µ). Por la identidad de Parseval
sobre la familia ortonormal (ei)i∈I ⊂ L2(µ) para el elemento f ∈ L2(µ), tenemos que (〈f, ei〉L2(µ))i∈I ∈
l2(I), luego por construcción del RKHS H se tiene que T

1
2
k f ∈ H para todo f ∈ L2(µ). Esto es, la

aplicación T
1
2
k , tal y como la hemos dado, está bien definida.

Ahora, usamos el corolario 1.5.3 para afirmar que la convergencia de la serie dada en (1.5.34) es
absoluta y uniforme en X. Además, por este mismo corolario, y por cómo hemos definido el producto
interno en H, se sigue que

||T
1
2
k f ||

2
H =

∑
i∈I

|〈f, ei〉L2(µ)|2 = ||(〈f, ei〉L2(µ))i∈I ||2l2(I). (1.5.35)

En la última igualdad, hemos usado la identidad de Parseval. Acabamos de demostrar que Tk :
L2(µ)→ H es isométrico. Aún nos falta demostrar que es un isomorfismo.
Para probar la sobreyectividad, fijemos un elemento f ∈ H. Por definición de H, existe un elemento
(ai)i∈I ∈ l2(I) tal que:

f(x) =
∑
i∈I

ai
√
λiei(x), (1.5.36)

para todo x ∈ X. Tomemos el elemento g :=
∑

i∈I aiei ∈ L2(µ), cuya convergencia se da en el
espacio L2(µ). Entonces, dada la familia ortonormal (ei)i∈I , tenemos ai = 〈g, ei〉L2(µ), para todo
i ∈ I. Además, la convergencia en (1.5.34) es, en particular, puntual (pues ya hemos demostrado que
es uniforme), luego para un x ∈ X arbitrario, se tiene

T
1
2
k g(x) =

∑
i∈I

〈g, ei〉L2(µ)

√
λiei(x) =

∑
i∈I

ai
√
λiei(x) = f(x). (1.5.37)

Por último, la inyectividad de T
1
2
k se sigue de la construcción hecha para probar la sobreyectividad, ya

que, dado un f ∈ H cualquiera de la forma (1.5.36), tomábamos un f ′ ∈ L2(µ) tal que 〈f ′, ei〉 = ai,
para todo i ∈ I. Entonces, dado cualquier otro g ∈ H que cumpla estas últimas igualdades tendrá
los mismos coeficientes ai, con lo que le corresponderá la misma clase f ′ en L2(µ).



Caṕıtulo 2

Teoŕıa del muestreo. Grandes ejemplos de
RKHS

La teoŕıa del muestreo trata de la reconstrucción de funciones a partir de sus valores (muestras) en
una secuencia apropiada de puntos, mediante expansiones (sumas o integrales) en que estos valores
están involucrados. Téngase en cuenta que esto no es siempre posible. Pensemos, por ejemplo, en
una función continua en la recta real R. Sin ninguna otra imposición, no podemos garantizar que f
esté completamente determinada por una sucesión numerable de valores {f(tn)}∞n=1, dados sobre una
sucesión (tn)∞n=1. Necesitamos más restricciones sobre f o sobre la sucesión. O dicho de otra forma,
las funciones f objeto de nuestro estudio deben pertenecer a cierto tipo de espacios. Uno de ellos, y
este es en el que nosotros nos detendremos, es el espacio de Hilbert con núcleo reproductor.

2.1. Teorema del muestreo

Consideremos un RKHS H sobre un cuerpo K, dado por funciones f : X → K, con X un con-
junto no vaćıo arbitrario. Recordemos que la definición de estos espacios nos dećıa que el funcional
evaluación f ∈ H 7→ f(x) ∈ K es acotado para cualquier x ∈ X, lo que, v́ıa el teorema de repre-
sesntación de Riesz, tradućıamos en que, para cualquier x ∈ X, existe una única función kx ∈ H tal
que f(x) = 〈f, kx〉H , con 〈·, .〉H el producto interno sobre H. Nos restringimos a espacios de Hilbert
separables, sobre los que, como es bien sabido, tendremos bases ortonormales numerables.
El caso que a nosotros nos interesa es aquel en que la sucesión {ktn}∞n=1 forme una base para un
RKHS H, de modo que podemos obtener una fórmula para un muestreo en H que permita ’recons-
truir’ funciones f ∈ H a partir de un número a lo sumo infinito numerable de valores de X. Esta
tendŕıa la forma:

f(t) =
∞∑
n=1

〈f, kt〉HSn(t), t ∈ X, (2.1.1)

con Sn(t) funciones que están por definir, y donde se ha usado que la convergencia de sucesiones
en un RKHS H con su norma implica la convergencia puntual de dichas sucesiones como funciones
definidas en X.
Solo en términos de bases ortonormales, enunciamos el teorema del muestreo en RKHSs.

Teorema 2.1.1 (Teorema de muestreo en RKHS). Sea H un RKHS separable de funciones definidas
en un conjunto X con un núcleo reproductor k : X × X → K, con K el cuerpo sobre el que está
construido H. Supongamos que existe una sucesión {tn}∞n=1 ⊂ X tal que {k(·, tn)}∞n=1 es una base
ortogonal en H. Entonces, cualquier f ∈ H se puede representar como:

f(t) =
∞∑
n=1

f(tn)
k(t, tn)

k(tn, tn)
, t ∈ X, (2.1.2)

39
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con convergencia uniforme en subconjuntos de X donde la función t 7→ k(t, t) es acotada1.

Demostración. El resultado se sigue directamente de la expansión de f ∈ H en la base ortonormal
{k(·, tn)/

√
k(tn, tn)}∞n=1, i.e., dado f ∈ H, tenemos que

f =
∞∑
n=1

〈f, k(·, tn)√
k(tn, tn)

〉H
k(·, tn)√
k(tn, tn)

=
∞∑
n=1

f(tn)
k(·, tn)

k(tn, tn)
, en H. (2.1.3)

Por el teorema 1.4.2, en todas aquellas regiones de X en que k sea acotado tendremos que la inclusión

id : H → L∞(X) (2.1.4)

es continua, y por lo tanto secuencialmente continua. Como la convergencia de la serie (2.1.3) se da
en la norma de H, y como la aplicación id anterior es secuencialmente continua, de la convergencia
en H de dicha serie se sigue la convergencia uniforme de esta misma serie sobre las regiones de X en
que k sea un núcleo acotado.

2.2. Algunos ejemplos. Aplicación del teorema del muestreo

Damos ahora un par de ejemplos de RKHSs no tan triviales como los estudiados hasta ahora, en
que la aplicación de este teorema 2.1.1 es directa.

2.2.1. Polinomios trigonométricos

Empezamos definiendo lo que es un polinomio trigonométrico de grado ≤ N , para un N ∈ N. Se
denomina polinomio trigonométrico a toda función P : R→ C de la forma:

P (t) =
N∑

k=−N

ake
ikt, (2.2.1)

con ak ∈ C, ak 6= 0, N ∈ N. Denotamos por HN al conjunto de tales polinomios trigonométricos de
grado ≤ N .
Definimos sobre este espacio el producto interno estándar restringido del espacio L2[−π, π]. Como
HN es un subespacio de dimensión finita en L2[−π, π], entonces es cerrado en este espacio. Tal y
como está definido el espacio, y con este mismo producto interno, tenemos que HN tiene una base
ortonormal formada por exponenciales complejas, de la forma {eikt/

√
2π}Nk=−N . Como HN es un

espacio normado con dimensión finita, ya vimos en un ejemplo anterior que entonces HN es RKHS.
Entonces, podemos aplicar la expresión (1.3.6) del teorema 1.3.4, por el cual la siguiente función
conforma el núcleo reproductor de HN :

kN(t, s) =
1

2π

N∑
k=−N

eik(t−s) =
1

2π
DN(t− s), (2.2.2)

donde DN es el llamado núcleo de Dirichlet N -ésimo, definido como:

DN(t) :=
N∑

k=−N

eikt =


sin[(N+ 1

2
)t]

sin( t
2

)
si t ∈ R \ 2πZ,

2N + 1 si t ∈ 2πZ.
(2.2.3)

1Ya probamos que la acotación de la función t 7→ k(t, t) equivale a la acotación general del núcleo k.
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Consideramos la sucesión finita de puntos sn = 2πn
2N+1

∈ [−π, π], −N ≤ n ≤ N , y con ella la sucesión

de funciones en HN de la forma {kN(·, sn)}Nn=−N . Esta última, aunque no esté normalizada, forma
una base ortogonal en HN , pues:

〈kN(·, sn), kN(·, sm)〉L2[−π,π] = kN(sm, sn) =
1

2π

sin(π(m− n))

sin(π(m−n)
2N+1

)
=

2N + 1

2π
δmn. (2.2.4)

Aplicamos directamente el teorema de muestreo sobre el RKHS HN y sobre este conjunto ortogonal
{k(·, sn)}Nn=−N , para obtener una representación de cada uno de los elementos P de HN como sigue

P (t) =
1

2N + 1

N∑
n=−N

P

(
2πn

2N + 1

)
sin(2N+1

2
)(t− 2πn

2N+1
)

sin(1
2
(t− 2πn

2N+1
))

, t ∈ [−π, π). (2.2.5)

2.2.2. Polinomios ortogonales

Este es un ejemplo clásico de núcleo reproductor. Dada una sucesión infinita de polinomios orto-
gonales {Pn}∞n=0 sobre un intervalo I de la recta real R, respecto al producto interno definido sobre
la integración en medida de Lebesgue 〈P,Q〉 =

∫
I
P (x)Q(x)α(x)dx, con un cierto peso α : I → R,

α(x) > 0 para todo x ∈ R, podemos construir espacios de Hilbert a través de los subespacios de
L2(I) generados por subfamilias finitas de estos polinomios, {Pn}Nn=0, para algún N ∈ N.
Particularizamos para la familia de los conocidos polinomios de Legendre. Ésta, como es bien sabido
de la teoŕıa de polinomios ortogonales, es la única familia, salvo constante, de polinomios ortogona-
les sobre el intervalo [−1, 1] (esto es, sobre el espacio L2[−1, 1]). Estos pueden ser definidos por la
fórmula de Rodrigues, esto es

Pn(t) =
1

2nn!

dn

dtn
[
(t2 − 1)n

]
, n ≥ 0, t ∈ [−1, 1]. (2.2.6)

De nuevo, como el subespacio generado por N de estos polinomios conforma un espacio normado de
dimensión finita, entonces éste es un RKHS, y sobre él podemos aplicar un argumento análogo al
usado para polinomios trigonométricos.
Estos polinomios forman una base ortogonal en L2[−1, 1], con norma ||Pn||L2[−1,1] = (n+ 1

2
)−1/2.

Tomemos una familia finita de estos polinomios, en orden creciente de grado hasta N ∈ N, de la
forma {P0, . . . , PN}. Enunciamos la fórmula de Christoffel-Darboux.

Proposición 2.2.1. Sean N ∈ N y {Qn}Nn=0 una familia finita de polinomios ortonormales en un
intervalo I ⊂ R. Entonces, dados x, y ∈ I, tenemos que

N∑
n=0

Qn(x)Qn(y) =


kn
kn+1

Qn+1(x)Qn(y)−Qn(x)Qn+1(y)
x−y si x 6= y,

kn
kn+1
{Q′n+1(x)Qn(x)−Q′n(x)Qn+1(x)} si x = y,

(2.2.7)

donde kn denota al coeficiente de mayor orden en el polinomio Qn, y Q′n denota a la primera derivada
del polinomio Qn.

Aplicamos esta proposición 2.2.1 sobre nuestra familia finita de polinomios de Legendre, teniendo
en cuenta que no están normalizados (basta incluir el inverso de la norma de cada Pn en la fórmula).
Aśı, para t 6= s, tenemos que

N∑
n=0

(n+
1

2
)Pn(t)Pn(s) =

2N + 1

2

PN+1(t)PN(s)− PN(t)PN+1(s)

t− s
. (2.2.8)
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Y, análogamente, si t = s:

N∑
n=0

(n+
1

2
)Pn(t)Pn(s) =

2N + 1

2

[
P ′N+1(t)PN(t)− P ′N(t)PN+1(t)

]
. (2.2.9)

Estas dos sumas, que cubren todos los casos de t, s ∈ I, conforman un núcleo reproductor, que
denotamos kN(t, s), del subespacio cerrado generado por esta familia finita de polinomios de Legendre
hasta grado N , en virtud de la expresión (1.3.6) del teorema 1.3.4.

2.2.3. Espacio de Paley-Wiener

Antes de empezar el estudio de este espacio, note el lector que, en el apéndice B, generalizamos
la teoŕıa de la Transformada de Fourier, dando los resultados más importantes que, en adelante,
usaremos sin aclaración, aśı como la notación utilizada.
Empezamos definiendo lo que son las funciones de banda limitada o band-limited functions en un
intervalo [−R,R] ⊂ R, para algúnR > 0 arbitrario. Estos elementos definen un subconjunto de L2(R).
Recordemos que un RKHS no puede estar formado por clases de equivalencia, pero esta consideración
de tomar elementos de L2(R) adquiere sentido con la expresión (2.2.19), que demostraremos. Los
elementos del RKHS que estamos a punto de estudiar son representantes de clases en L2(R) que
satisfacen determinadas propiedades, como ocurrirá también con el espacio de Bergman, cambiando
R por un abierto en el plano complejo, y pidiendo, además, holomorf́ıa. En el espacio que ahora
nos ocupa, por ejemplo, esta propiedad seŕıa la de que su transformada de Fourier tenga soporte
contenido en [−π, π].
Utilizaremos la caracterización de soporte para funciones localmente integrables, por la cual el soporte
de una función f ∈ L2

loc(R) viene dado como el complementario del conjunto:

{x ∈ R : existe r > 0 tal que f = 0 c.s. en B(x, r)}. (2.2.10)

Definición 2.2.2. Sean R > 0 y f ∈ L2(R). Diremos que f es una función de banda limitada en un
intervalo [−R,R] si su transformada de Fourier f̂ se anula fuera de [−R,R], i.e., sop(f̂) ⊂ [−R,R].

Es habitual tomar la R de la definición anterior como la constante π. Nosotros, en adelante,
tomaremos esa convención, salvo cuando se diga lo contrario.
En la literatura matemática convencional, el espacio de funciones de banda limitada en [−π, π] es
conocido como el espacio de Paley-Wiener, y se denota por PWπ. Esto es, definimos el espacio
de Paley-Wiener como sigue:

PWπ := {f ∈ L2(R) : sop(f̂) ⊂ [−π, π]}. (2.2.11)

Primero daremos unos resultados básicos para entender la naturaleza de este espacio, para después
relacionarlo con nuestro estudio de RKHS (como veremos, PWπ es un RKHS). A continuación,
generalizaremos esta teoŕıa al espacio de funciones enteras en Cn.

Proposición 2.2.3. El espacio de Paley-Wiener PWπ es un subespacio cerrado de L2(R).

Demostración. Denotamos por F : L2(R) → L2(R) a la aplicación transformada de Fourier. En
primer lugar, es claro que PWπ forma un subepacio en L2(R), pues si f, g ∈ PWπ, y a, b ∈ C,
entonces af + bg ∈ L2(R). Además, por la linealidad de la aplicación transformada de Fourier, es
claro que sop(F(af + bg)) ⊂ [−π, π].
Consideramos el subespacio de L2(R) dado por

S := {f ∈ L2(R) : sop(f) ⊂ [−π, π]}. (2.2.12)

En virtud del teorema de Plancherel B.0.13, ésta nos da una isometŕıa de L2(R) en L2(R), luego
en particular una aplicación continua entre estos espacios de Hilbert. Si probamos que S es cerrado
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en L2(R), entonces, como PWπ = F−1(S), ya tendŕıamos probado que PWπ es cerrado en L2(R),
por ser contraimagen de un cerrado por la aplicación continua F . Veamos pues que S es cerrado en
L2(R).
Sea {fn}∞n=1 ⊂ S tal que ||fn − f ||L2(R) → 0 para n→∞, para algún f ∈ L2(R). Es decir:∫

R
|fn(x)− f(x)|2dx→ 0, n→∞. (2.2.13)

Basta pues probar que sop(f) ⊂ [−π, π]. Razonemos por reducción al absurdo, para lo que usaremos
la caracterización de soporte dada en (2.2.10). Supongamos que sop(f) no está contenido en [−π, π].
Tomamos pues, sin pérdida de generalidad, un x > π tal que x ∈ sop(f). Tomamos un r > 0 tal
que x − r > π, y para el que f 6= 0 c.s. en B(x, r) = (x − r, x + r). Entonces, haciendo uso de que
sop(fn) ⊂ [−π, π] para todo n ∈ N, tenemos que∫

R
|fn(z)− f(z)|2dz ≥

∫ x+r

x−r
|fn(z)− f(z)|2dz =

∫ x+r

x−r
|f(z)|2dz 6= 0, (2.2.14)

lo que invalida la convergencia dada en (2.2.13).

Es bien sabido de la forma en que hemos definido la transformada de Fourier que
{

1√
2π
e−inw

}∞
n=1

es una base ortonormal del espacio L2[−π, π]. Para probar tal afirmación, formalizamos el enunciado
del correspondiente lema, y lo demostramos.

Lema 2.2.4. La familia { 1√
2π
en(x)}n∈Z = { 1√

2π
e−inx}n∈Z de funciones de cuadrado integrable en

L2[−π, π] forma una base ortonormal en dicho espacio.

Demostración. El hecho de que esta familia de funciones es ortonormal es trivial por su forma y por
el producto interno definido en L2

C[−π, π].
Consideramos el conjunto:

H := {
n∑

k=−n

akek : ak ∈ C, n ≥ 0}. (2.2.15)

Es claro que H es una subálgebra del conjunto de funciones continuas de [−π, π] en C, que denotamos
como CC[−π, π]. Notemos que, por la definición dada, f(−π) = f(π) para todo f ∈ H. Veamos que
la adherencia de H es

G := {f ∈ CC[−π, π] : f(−π) = f(π)}. (2.2.16)

Por el comentario que acabamos de hacer, H ⊂ G. Sea B la bola abierta unidad en C, y denotamos
por T a su frontera, i.e., a la circunferencia T = {z ∈ C : |z| = 1}. Dada f ∈ H, definimos una función
F : T → C como F (eit) = f(t). F es continua, pues la aplicación ψ : [−π, π) → T definida como
ψ(t) = eit es continua, teniendo en cuenta que ĺımt→−π+ ψ(t) = ĺımt→π− ψ(t). Aśı, como F ◦ ψ = f ,
tenemos la continuidad de F . La razón de esta continuidad se sigue directamente para entornos en
C cuya contraimagen en T, v́ıa F , no incluye el −1. El caso problemático se solventa con la relación
dada de ĺımites laterales de ψ en π y −π, y a través de la continuidad conocida tanto de f como de
ψ con esa prolongación.
Pasamos a enunciar una afirmación que, como veremos, es consecuencia directa del teorema de Stone-
Weierstrass.

Afirmación 2.2.5. Si g : T→ C es una función continua, entonces existe una sucesión {pn(z, z)}∞n=1

de polinomios en z y z tal que pn(z, z)→ g(z) uniformemente en T.
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Demostración. Denotamos por C(T,C) al espacio de funciones continuas de T en C, aśı como P :=
{pn(z, z)}∞n=1. El conjunto T es compacto en C (lo que topológicamente es equivalente a decir que,
a través del pertinente homeomorfismo, es compacto en R2). Aśı, P es una familia de elementos de
C(T,C) que satisface las condiciones del teorema de Stone-Weierstrass, sobre las tres operaciones
naturales en esta subálgebra (producto por escalares en C, y suma y producto de aplicaciones de
C(T,C)):

1. Claramente, P contiene a todas las aplicaciones de T en C constantes.

2. Dados x, y ∈ T, x 6= y, basta tomar el polinomio identidad p(z, z) = z para tener un elemento
de P que sea separante de estos dos elementos x, y.

3. Si p ∈ P , la aplicación conjugada de p es la misma p con sus argumentos z y z intercambiados,
lo que sigue estando dentro de P .

Por lo tanto, en virtud del mencionado teorema de Stone-Weierstrass, la subálgebra P es densa en
C(T,C) bajo la topoloǵıa inducida por la norma || · ||∞, es decir, bajo convergencia uniforme. Dicho
de otra forma, dada g : T → C continua, existe una sucesión de polinomios {pn(z, z)}∞n=1 en z y z
tal que pn(z, z)→ g(z) uniformemente en T.

Haciendo uso de la afirmación anterior, existe una sucesión de polinomios {pn(z, z)}∞n=1, tal que
pn(z, z) → F (z) uniformemente en T. Luego dada la aplicación continua ψ anterior, y la definición
de la aplicación F , tenemos que pn(eit, e−it)→ f(t) uniformemente en [−π, π]. Además, pn(eit, e−it)
está en la subálgebra H.
Por otra parte, sabemos que el subespacio G es denso en L2

C[−π, π], tal y como se demostró en la
asignatura de Introducción a los Espacios de Funciones.
Por lo tanto, el subespacio generado por la familia de funciones { 1√

2π
en}n∈Z es denso en L2

C[−π, π],

esto es2:

∨ { 1√
2π
en : n ∈ Z} = L2

C[−π, π]. (2.2.17)

Por lo tanto, { 1√
2π
en : n ∈ Z} es una base de L2

C[−π, π].

Además, como la transformada de Fourier F es un homeomorfismo de L2(R) en L2(R), entonces
también lo es F−1. Por ello, las contraimágenes de los elementos 1√

2π
einx, para todo n ∈ Z, constituyen

una nueva base ortonormal en PWπ (pues, recordemos, PWπ = F−1(L2[−π, π]), con la identificación
dada anteriormente).
Dado un elemento 1√

2π
en(t) = 1√

2π
e−int arbitrario de dicha base en L2[−π, π], su transformada de

Fourier inversa es como sigue

F−1(
1√
2π
en)(x) =

1

(
√

2π)2

∫ π

−π
eit(x−n)dt =

1

2π
·
[
eiπ(x−n) − e−iπ(x−n)

i(x− n)

]
=

sin(π(x− n))

π(x− n)
. (2.2.18)

Esto suscita el siguiente resultado.

Proposición 2.2.6. La familia
{

sin(π(x−n))
π(x−n)

}
n∈Z

conforma una base ortonormal del espacio de Paley-

Wiener PWπ.

En este caso de estudio del espacio PWπ sobre R es sencillo constatar su condición de RKHS, aśı
como dar su núcleo. Dado f ∈ PWπ, haciendo uso de la transformada de Fourier inversa en [−π, π],
tenemos que

f(t) =
1√
2π

∫ π

−π
f̂(w)eiwtdw = 〈f̂ , e

−iwt
√

2π
〉L2[−π,π]. (2.2.19)

2∨{ 1√
2π
en : n ∈ Z} denota al subespacio cerrado más pequeño que contiene a la familia { 1√

2π
en : n ∈ Z}.
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Esta expresión (2.2.19) era de la que hablábamos en la introducción para justificar la relación entre
el espacio de Paley-Wiener y las clases de equivalencia de L2(R). Cuando interpretamos este espacio
como RKHS, precisamente nos estamos quedando con los representantes que satisfacen esta expre-
sión.
Por la condición de isometŕıa biyectiva del operador transformada de Fourier, aplicado sobre elemen-
tos de PWπ, es conocido que ||f ||L2(R) = ||f̂ ||L2(R) = ||f̂ ||L2[−π,π] (teniendo en cuenta que, por tener a

la función f en PWπ, tenemos sop(f̂) ⊂ [−π, π]). Aśı, para todo t ∈ R, tenemos, por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz en L2[−π, π], que

|f(t)| ≤ ||f̂ ||L2[−π,π]||
e−iwt√

2π
||L2[−π,π] = ||f ||L2(R), f ∈ PWπ. (2.2.20)

En otras palabras, acabamos de probar que los funcionales evaluación son acotados en PWπ, i.e., son
continuos en PWπ. Por lo tanto, PWπ es un RKHS.
Para deducir su núcleo reproductor, haremos un cálculo directo evaluando un elemento arbitrario en
PWπ. Sea f ∈ PWπ. Entonces, se tiene que, a través de la transformada inversa de Fourier

f(t) =
1√
2π

∫ π

−π
f̂(w)eiwtdw = 〈f̂ , e

−iwt
√

2π
〉L2[−π,π] = 〈f,F−1(

1√
2π
e−iwt)〉L2(R), (2.2.21)

donde se ha usado que F−1 es una isometŕıa biyectiva de L2(R) en L2(R). Esto demuestra que la
contraimagen de F−1( 1√

2π
e−iwt) nos da un núcleo reproductor de PWπ, por satisfacer, en todo t ∈ R,

y para toda f ∈ PWπ, la propiedad reproductora.
Haciendo un cálculo muy parecido al hecho en (2.2.18), tenemos que, fijando t ∈ R, y tomando s ∈ R,
s 6= t,

F−1(
1√
2π
e−iws)(t) =

1

2π

∫ π

−π
eiw(t−s)dw =

1

2π

[
eiw(t−s)

i(t− s)

]π
−π

(2.2.22)

=
1

2π

[
eiπ(t−s) − e−iπ(t−s)

i(t− s)

]
=

sin(π(t− s))
π(t− s)

. (2.2.23)

Extendemos la función con continuidad por el 1 si t = s. Expresamos dicho núcleo reproductor como

kπ(t, s) = sinc(π(t− s)), t, s ∈ R, (2.2.24)

donde, para todo x ∈ R, definimos

sinc(x) =


sin(x)
x

si x 6= 0

1 si x = 0.

(2.2.25)

De esta forma, reescribiendo dicha propiedad reproductora, ahora con el núcleo reproductor conocido
expĺıcitamente, se tiene que

f(s) = 〈f̂ , e
−iws
√

2π
〉L2[−π,π] = 〈f, sinc(π(· − s))〉L2(R), s ∈ R. (2.2.26)

Aśı, observando por (2.2.24) que kπ(t, t) = 1 para cualquier t ∈ R, estamos en condiciones de
enunciar el teorema de muestreo de Shannon, el cual es un caso particular del teorema del muestreo
dado anteriormente. La demostración es la misma que la del teorema general del muestreo 2.1.1, con
una diferencia: partimos de una serie convergente en L2[−π, π], y utilizamos F−1 para pasar de este
espacio a PWπ. El resto del razonamiento es análogo.
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Teorema 2.2.7 (Teorema de muestreo de Shannon). Sea f ∈ PWπ, i.e., una función de banda
limitada en [−π, π]. Entonces, podemos representar f en términos de sus muestras {f(n)}n∈Z a través
de la igualdad:

f(t) =
∞∑

n=−∞

f(n)
sin(π(t− n))

π(t− n)
, t ∈ R, (2.2.27)

donde la convergencia de esta serie es uniforme en R.

Demostración. Sea f ∈ PWπ. La expansión de su transformada de Fourier f̂ ∈ L2[−π, π] en la base
ortonormal {e−inw/

√
2π}∞n=−∞ de L2[−π, π] es:

f̂ =
∞∑

n=−∞

〈f̂ , e
−inw
√

2π
〉e
−inw
√

2π
=
∞∑
−∞

f(n)
e−inw√

2π
, en L2[−π, π]. (2.2.28)

Aplicando la transformada inversa de Fourier F−1 sobre (2.2.28), y utilizando su linealidad:

f =
∞∑

n=−∞

f(n)F−1

(
e−inw√

2π
χ[−π,π](w)

)
=

∞∑
n=−∞

f(n)
sin(π(· − n))

π(· − n)
, en L2(R). (2.2.29)

En la última igualdad hemos utilizado la expresión de las transformadas inversas de e−inw/
√

2π
deducidas en (2.2.23).
Para deducir de ello la convergencia uniforme, recordemos que F−1 es continua, luego la convergencia
de (2.2.28) en L2[−π, π] implica la convergencia de (2.2.29) en PWπ = F−1(L2[−π, π]), con la norma
de L2(R) restringida a PWπ. Este último espacio es el RKHS que estamos tratando, es decir, tenemos
convergencia de la suma (2.2.29) en un RKHS. Como este núcleo, kπ(·, ·), es acotado, por el teorema
1.4.2 tenemos que la inclusión id : PWπ → L∞(R) es continua. Luego la convergencia en PWπ dada
en (2.2.29) implica la convergencia uniforme.

Dado que entre un término y otro de la serie (2.2.27) hay una diferencia de una unidad, el espacio
de Paley-Wiener tiene lo que se llama un peŕıodo de muestreo Ts = 1, y no es para nada relevante en
qué puntos exactamente son tomadas estas muestras que nos permitan expandir f ∈ PWπ a través
de (2.2.27).
Notemos que, por la expresión de (2.2.27), si dicha expansión se da sobre una base que, además
de ortogonal, es ortonormal, entonces, recordando que f(n) = 〈f̂ , e−inw/

√
2π〉 para todo n ∈ N, la

identidad de Parseval implica:

||f ||2 =
∞∑

n=−∞

|f(n)|2, f ∈ PWπ. (2.2.30)

A este valor Ef := ||f ||2 se le llama, como es común ver en la literatura de la teoŕıa del muestreo,
eneǵıa de f . También en términos de esta teoŕıa, se suele decir que f ∈ PWπ está contenida en sus
muestras {f(n)}n∈Z.
Este último comentario da significado al siguiente diagrama conmutativo:

f ∈ PWπ
F //

S
��

f̂ ∈ L2[−π, π]

P
��

{f(n)}n∈Z ∈ l2(Z) F // f̃ ∈ L̃2[−π, π]

donde los operadores involucrados son los siguientes:
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(i) S es la aplicación de muestreo con peŕıodo Ts = 1.

(ii) P es una aplicación de 2π-periodización que extiende una función f̂ de tener un dominio en
[−π, π], a tenerlo en todo R con peŕıodo 2π.

(c) Las otras dos aplicaciones son transformadas de Fourier:

a) La aplicación F superior es una transformada de Fourier funcional en L2(R).

b) La aplicación F inferior es la transformada de Fourier en l2(Z), definida como:

F({an})(w) :=
∑
n∈Z

an
e−inw√

2π
. (2.2.31)

No olvidemos que PWπ es un subespacio de L2(R), que de hecho es cerrado. Esto nos permite
hablar de la aplicación proyección en PWπ en términos de una aplicación bien definida, continua,
y lipschitziana (con constante de Lipschitz K = 1). En nuestro subespacio PWπ, esta proyección
adquiere una forma muy bien conocida.

Figura 2.1: Interpretación gráfica del diagrama conmutativo entre los espacios PWπ, L2[−π, π],
L̃2[−π, π], y l2(Z). Esta construcción nos permite descomponer las funciones de PWπ en los va-
lores que tome en un conjunto, a lo sumo, infinito numerable de X, o bien en la forma que tome su
transformada de Fourier en su soporte acotado (de hecho, compacto).

Proposición 2.2.8. Sea f ∈ PWπ, y sea PPWπ el operador proyección sobre PWπ dentro del espacio
L2(R). Entonces, para todo x ∈ R:

PPWπf(x) = 〈f, sin(π(.− x))

π(.− s)
〉L2(R) = (f ∗ sinc) (s), s ∈ R, (2.2.32)

donde ∗ denota al operador convolución.

Demostración. Se sigue inmediatamente de la definición de convolución en R.

Este último resultado deja bien claro el significado de convolucionar una función f de cuadrado
integrable arbitraria con la función sinc: no es más que proyectar dicha f sobre un espacio en que el
soporte de la transformada de Fourier, f̂ , está contenido en el intervalo [−π, π].
Aśı, algunas de las consecuencias interesantes que este muestreo tiene en el espacio PWπ, son:

1. Por lo que hemos visto, en nuestro espacio PWπ tenemos un peŕıodo de muestreo de Ts = 1. De
hecho, este es el rasgo relevante en términos de localización, no aśı el conjunto infinito numerable
de puntos en que localizamos las muestras con que recomponer los elementos f ∈ PWπ. Esto
es aśı porque, dado f ∈ PWπ, esta puede ser reconstruido con la sucesión {f(n + a)}∞n=−∞,
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para cualquier a ∈ R fijado. Este hecho procede de que el conjunto
{
e−i(n+a)w/

√
2π
}
n∈Z

es

también una base ortonormal de L2[−π, π], con una demostración análoga a la ya dada para{
e−inw/

√
2π
}
n∈Z

. Repetiendo el mismo razonamiento, tenemos, v́ıa F−1, que el conjunto{
sin(π(t− n− a))

π(t− n− a)

}
n∈Z

, (2.2.33)

es también una base ortonormal de PWπ. Esto nos da una nueva fórmula de muestreo con la
siguiente expresión:

f(t) =
∞∑

n=−∞

f(n+ a)
sin(π(t− n− a)

π(t− n− a)
, t ∈ R. (2.2.34)

2. Por un sencillo cálculo sobre la fórmula de Shannon (2.2.27) (basta utilizar la identidad trigo-
nométrica sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a), sin(nπ) = 0, y cos(nπ) = (−1)n), para todo
f ∈ PWπ se obtiene:

f(t) =
∑
n∈Z

f(n)
(−1)n sin(πt)

π(t− n)
=
∑
n∈Z

f(n)
P (n)

P ′(n)(t− n)
, (2.2.35)

lo cual adopta la forma de una serie de interpolación de tipo Lagrange, para P (t) = sin(πt).

3. La longitud que tome el intervalo en que contenemos el soporte de las transformadas de Fourier
de los elementos de PWπ es fácilmente maleable. Para ver esto, consideremos una constante
a > 0 totalmente arbitraria. Consideramos el espacio de Paley-Wiener PWaπ de funciones de
banda limitada en el intervalo [−aπ, aπ], definido como:

PWaπ :=
{
f ∈ L2(R) : sop(f) ⊂ [−aπ, aπ]

}
. (2.2.36)

En este caso, el peŕıodo de muestreo es Ts = 1/a. Si tomamos h ∈ PWaπ, y definimos f(t) :=
h(t/a), para todo t ∈ R, por un sencillo cambio de variable tenemos que f̂(w) = aĥ(aw), para
todo w ∈ [−π, π], por lo que f ∈ PWπ. Además, aplicando la fórmula de muestreo de Shannon
(2.2.27) sobre f ∈ PWπ:

f(t) = h(t/a) =
∑
n∈Z

h(n/a)
sin(π(t− n))

π(t− n)
, t ∈ R. (2.2.37)

Aplicando ahora el cambio de variable s = t/a, para h ∈ PWaπ arbitrario, de lo anterior
obtenemos:

h(s) =
∑
n∈Z

h(n/a)
sin(π(as− n))

π(as− n)
, s ∈ R, (2.2.38)

de lo que se deduce un núcleo reproductor para el espacio de Paley-Wiener PWaπ con peŕıodo
de muestreo Ts = 1/a con la siguiente expresión, para t, s ∈ R,

kaπ(t, s) = asinc(a(t− s)), , t 6= s,

kaπ(t, s) = a, t = s, (2.2.39)

donde se ha incluido el nuevo peŕıodo de muestreo Ts = 1/a sobre los nuevos elementos
e−inwa/

√
2π de la base ortonormal de L2[−π, π], cuya antitransformada de Fourier es, pre-

cisamente, el kaπ anterior.
Nótese que el efecto que la dilatación tiene sobre las expansiones de los elementos de PWaπ es
la de dilatar, a través de a > 0, el propio término sinc(a(t− s)), aśı como contraer a través de
1/a el soporte de la transformada, en coherencia con el nuevo peŕıodo de muestreo Ts dado.
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4. Usualmente, y de hecho es aśı como se ha presentado, los dominios de las transformadas de
Fourier de los elementos f ∈ PWπ están centrados en 0. Esto ocurre siempre que estemos
tratando con funciones de banda limitada con valores reales.
Para ver esto, sea f ∈ PWπ, de tal forma que, por tomar valores reales, |f̂(w)|2 = f̂(w)f̂(w) =
f̂(w)f̂(−w), para todo w ∈ [−π, π]. En otras palabras, f̂ es una función par con respecto al 0.
De momento, en ningún momento se ha utilizado la naturaleza del soporte de f̂ .
Supongamos que f , además de estar en L2(R), tiene banda limitada en [w0 − π,w0 + π], para
algún w0 ∈ R arbitrario. Tomamos g ∈ L2(R) de la forma g(t) := e−iw0tf(t), con lo que
ĝ(w) = f̂(w+w0), y entonces g es de banda limitada en [−π, π]. Aplicando entonces el teorema
de muestreo de Shannon (2.2.27) sobre g, obtenemos:

g(t) = e−iw0tf(t) =
∑
n∈Z

e−iw0nf(n)
sin(π(t− n))

π(t− n)
, t ∈ R, (2.2.40)

con lo que, despejando, la fórmula de muestreo para el f dado es como sigue

f(t) =
∑
n∈Z

eiw0(t−n)f(n)
sin(π(t− n))

π(t− n)
, t ∈ R. (2.2.41)

La lectura de este fenómeno es la siguiente: dado un f ∈ Lw(R) con banda limitada contenida en
un intervalo compacto de longitud 2π, independientemente de la localización de ese intervalo,
siempre podremos expresar f a través de la fórmula de muestreo de Shannon en términos
de funciones sinc evaluadas en {π(t−n)

π(t−n)
}n∈Z, añadiendo un factor eiw0(t−n) a cada uno de esos

términos que dé cuenta de esa traslación. Si entendemos f como una señal, y el dominio de
su transformada f̂ como un dominio de frecuencias de dicha señal, la consecuencia es que, en
términos de la intensidad de la señal (calculado a partir de módulos al cuadrado, para los que
|eiw0(t−n)|2 = 1), dicha señal, con banda localizada en w0 ∈ R, será equivalente a cualquier otra
señal localizada en otro w1 ∈ R.

Espacio de Paley-Wiener como RKHS de funciones enteras

Extendemos brevemente algunas de las nociones del análisis del espacio de Paley-Wiener, hecho
hasta ahora para funciones en R, a funciones enteras.
Esta extensión es inmediata si tomamos una f en nuestro PWπ original y escribimos, para todo
z ∈ C:

f(z) =
1

2π

∫ π

−π
f̂(w)eizwdw. (2.2.42)

Su buena definición se sigue de la integrabilidad de la función f̂ en cualquier intervalo contenido en
su soporte [−π, π], por ser f elemento de PWπ.
La continuidad de dicha extensión de f se sigue del teorema de continuidad de integrales paramétricas,
pues f̂(w)eizw es continua con respecto de w, es integrable con respecto de z, y puede ser mayorada,
en términos de su módulo, por una función integrable con respecto de w (de hecho, por |f̂(w)|).
Además, f es elemento del espacio de funciones enterasH(C), por la aplicación recurrente del teorema
de Leibniz de derivación de integrales paramétricas. Esto es aśı por ser inmediato que el integrando
en (2.2.42) es una función holomorfa en la variable compleja z, y por satisfacer éste las condiciones de
Cauchy-Riemann (no es más que una función exponencial acompañada por un factor que no depende
de z).
También, esta extensión de elementos f de PWπ es una función con acotación exponencial de expo-
nente, a lo sumo, π, i.e., probaremos a continuación que dicha extensión satisface |f(z)| ≤ Aeπ|z|,
para todo z ∈ C, y para alguna constante A > 0. Veámoslo: tomemos z = x + iy ∈ C, con lo que
Re(izw) = −wy, y

|f(x+ iy)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f̂(w)|e−wydw ≤ eπ|z|

2π

∫ π

−π
|f̂(w)|dw, (2.2.43)
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donde se ha usado |y| ≤ |z|, luego e−πy ≤ eπ|y| ≤ eπ|z|. De este modo, aplicando la desigualdad de
Hölder en L2(R), se tiene que

|f(x+ iy)| ≤ eπ|z|

2π

∫ π

−π
1 · |f̂(w)|dw ≤ eπ|z|

2π

(∫ π

−π
12dw

)1/2(∫ π

−π
|f̂(w)|2dw

)1/2

(2.2.44)

= eπ|z|
[

1

2π
(2π)1/2 ||f̂ ||L2(R)

]
. (2.2.45)

El factor que acompaña a eπ|z| es una constante en C. Esto demuestra la acotación exponencial
enunciada.
Es natural preguntarse si una función entera que satisfaga la acotación anterior, cuya restricción a R
está en L2(R), es siempre de la forma (2.2.42). Esto nos da una caracterización completa del espacio
de Paley-Wiener de funciones enteras.

Teorema 2.2.9 (Teorema de Paley-Wiener). Sea f una función entera tal que |f(z)| ≤ Ceπ|z|

para todo z ∈ C, y que f |R ∈ L2(R). Entonces, existe una función F ∈ L2[−π, π] tal que

f(z) =
1

2π

∫ π

−π
F (w)eizwdw, z ∈ C. (2.2.46)

Demostración. Consideramos fε(x) = f(x)e−ε|x|, para ε > 0, y x ∈ R. Nótese que estamos definiendo
fε a partir de la restricción de f a R. Nuestro objetivo será probar que

ĺım
ε→0

∫
R
fε(x)e−itx = 0, t ∈ R, |t| > π. (2.2.47)

Supongamos que (2.2.47) se cumple. Además, por el teorema de la convergencia dominada sobre
|fε − f |2 restringido a R, aplicable porque |fε − f |2 ≤ 4|f |2 ∈ L1(R), tenemos que ||fε − f ||2 → 0 si
ε→ 0. Entonces, por el teorema de Plancherel B.0.13, las transformadas de Fourier F(fε) convergen
a F = F(f) en L2(R) (mejor dicho, a la tranformada de f restringida a R). Esta convergencia se
puede leer en los siguientes términos:∫

R
fε(x)e−itxdx→

∫
R
f(x)e−itxdx = F (t), ε→ 0. (2.2.48)

De esta forma, (2.2.47) implicaŕıa que F se anula fuera de [−π, π]. Por tanto, escribiendo f a través
de la transformada de Fourier inversa de F , tenemos que

f(x) =
1

2π

∫
R
F (t)eitxdt =⇒ f(x) =

1

2π

∫ π

−π
F (t)eitxdt. (2.2.49)

Si probamos que la integral paramétrica

z ∈ C 7→ g(z) :=
1

2π

∫ π

−π
F (t)eitzdt, (2.2.50)

es entera, por el principio de identidad y dado que f también es entera, entonces ya habŕıamos
acabado, una vez probado (2.2.47). El hecho de que (2.2.50) es entera es consecuencia del teorema
de diferenciabilidad en el sentido complejo de integrales paramétricas. Tal teorema se enuncia como
sigue, simplificando sus hipótesis a nuestro interés.

Teorema 2.2.10 (Teorema de diferenciabilidad compleja de integrales paramétricas). Sea U ⊂ C
abierto, A un subespacio medible de Rn, y f : U × A→ C. Supongamos que:

1. Para todo z ∈ U , fz : A→ C, dada por fz(x) = f(z, x) es medible Lebesgue.
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2. Para todo x ∈ A, la función fx : U → C dada por fx(z) = f(z, x) es holomorfa en U .

3. Para todo z0 ∈ U , existe un entorno V de z0 contenido en U , y una función h : A → [0,∞)
integrable Lebesgue en A tal que

|f(z, x)| ≤ h(x), para todo (z, x) ∈ V × A.

Entonces, la función F : U → C dada por F (z) =
∫
A
f(z, x)dx, para todo z ∈ U , es holomorfa

en U , y además F ′(z) =
∫
A
∂f
∂z

(z, x)dx, para todo z ∈ U .

Aśı, tomando la F y la f de 2.2.10 como la g y la 1
2π
F (t)eitx de nuestro desarrollo, la holomorf́ıa

en C de esta última integral paramétrica se sigue de:

1. t ∈ (−π, π) 7→ 1
2π
F (t)eitz continua para todo z ∈ C, luego medible Lebesgue.

2. Fijado t ∈ (−π, π), la función z ∈ C 7→ F (t)eitz es holomorfa, por serlo la función exponencial
compleja.

3. Para todos (z, t) ∈ C× (−π, π), se tiene |F (t)eitz| ≤ |F (t)|e−tIm(z), que es integrable en (−π, π)
por la desigualdad de Hölder, ya que∫ π

−π
|F (t)|e−tIm(z)dt ≤

(∫ π

−π
|F (t)|2dt

)1/2(∫ π

−π
e−2tIm(z)dt

)1/2

, (2.2.51)

con F ∈ L2(R), y e−2tIm(z) ∈ L1(−π, π).

Entonces, ahora śı, g es entera. Veamos pues que (2.2.47) se satisface, y con ello habŕıamos acabado.
Para cada real a ∈ R, definimos el camino Γa(s) = seia, con s ∈ [0,∞). Sea

Ωa = {w ∈ C : Re(weia) > π}. (2.2.52)

Si w ∈ Ωa, definimos

φa(w) =

∫
Γa

f(z)e−wzdz = eia
∫ ∞

0

f(seia) exp(−wseia)ds. (2.2.53)

El integrando se puede acotar como sigue, dado que |f(z)| ≤ C exp(π|z|) y dada la definición de Ωa,

|f(seia) exp(−wseia)| ≤ C exp(πs) · exp(−Re(weia)s)

= C exp
[
−s(Re(weia)− π)

]
.

Es claro que tanto las condiciones de medibilidad como de holomorf́ıa del integrando se cumplen
para aplicar 2.2.10. Solo faltaŕıa encontrar, para afirmar que φa es holomorfa en Ωa, alguna acotación
del módulo del integrando por medio de una función integrable en (0,∞). Tomamos un w0 ∈ Ωa.
Podemos escoger un entorno V de w0 en Ωa tal que, para todo w ∈ V , Re(weia) > A, para alguna
constante A tal que A > π. Entonces, en V , el integrando se puede acotar como sigue

|f(seia) exp(−wseia)| ≤ C exp(πs) · exp(−Re(weia)s)

≤ C exp(−s(A− π)), s ∈ (0,∞),

donde la última función es integrable en (0,∞). Aśı, ya hemos probado la holomorf́ıa de φa en Ωa,
para todo a ∈ R.
La gracia de esta construcción está en que, si cogemos a = 0 y a = π, podemos extender los semiplanos
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Ωa de holomorf́ıa de estas dos φa, que seŕıan {w ∈ C : Re(w) > π} y {w ∈ C : Re(w) < −π}, a los
nuevos semiplanos, respectivamente, {w ∈ C : Re(w) > 0} y {w ∈ C : Re(w) < 0}. Entonces,

φ0(w) =

∫ ∞
0

f(x)e−wxdx, Re(w) > 0, (2.2.54)

φπ(w) = −
∫ 0

−∞
f(x)e−wxdx, Re(w) < 0. (2.2.55)

La holomorf́ıa de estas dos funciones se sigue de que estamos suponiendo que f , restringida a R, están
en L2(R), lo que permite acotar los integrandos por funciones integrables en (0,∞). Las condiciones
de medibilidad y de holomorf́ıa del integrando son inmediatas. Se tiene que

|f(s)e−ws| = |f(s)| · e−Re(w)s. (2.2.56)

Si aplicamos la desigualdad de Hölder en la última expresión,∫
R
|f(s) · e−Re(w)s|ds ≤

(∫
R
|f(s)|2ds

)1/2

·
(∫

R
e−2Re(w)sds

)1/2

, (2.2.57)

donde f |R ∈ L2(R), y si Re(w) > 0 entonces el último factor también es finito. Esto confirma que
la cota encontrada para el integrando de (2.2.54) es integrable en (0,∞). Con ello, hemos probado
la holomorf́ıa de φ0 para el semiplano dada por Re(w) > 0. Se procede análogamente con φπ y el
semiplano dada por Re(w) < 0.
Ahora bien, si t ∈ R,∫ ∞

−∞
fε(x)e−itxdx =

∫ 0

−∞
f(x)e−itx+εxdx+

∫ ∞
0

f(x)e−itx−εxdx

=

∫ 0

−∞
f(x)e−x(it−ε)dx+

∫ ∞
0

f(x)e−x(it+ε)dx

= φ0(it+ ε)− φπ(it− ε).

Por tanto, para terminar basta con demostrar que

φ0(it+ ε)− φπ(it− ε)→ 0, ε→ 0, (2.2.58)

si |t| > π. Para ello, veamos que las funciones φa son prolongaciones anaĺıticas las unas de las otras,
con tal de que sus dominios tengan intersección no vaćıa.
Tomamos c, d ∈ R tales que 0 < d− c < π, y definimos

γ =
c+ d

2
, η = cos

(
d− c

2

)
> 0. (2.2.59)

Consideramos w = |w|e−iγ, con lo que Re(weic) = |w| cos(γ − c) = |w|η. Análogamente, Re(weid) =
|w|η.
Aśı, como Re(weid) = |w|η = Re(weic), entonces w ∈ Ωc ∩ Ωd si |w| > π/η. Con esta condición
probada, veamos que φc(w) = φd(w) para estos w = |w|e−iγ, y por el principio de identidad esto
implica que estas funciones coindicen en la intersección de los semiplanos Ωc y Ωd.
Consideramos ∫

Γ

f(z)e−wzdz, (2.2.60)

con Γ(t) = reit, t ∈ [a, b], que describe el arco que conecta las semirrectas de argumentos c y d. Como
la holomorf́ıa implica la existencia de primitiva, y la existencia de primitiva implica la anulación al
integrar sobre curvas cerradas, tenemos que∫

[0,r]eic
f(z)e−wzdz +

∫
Γ

f(z)e−wzdz =

∫
[0,r]eid

f(z)e−wzdz. (2.2.61)
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Acotamos el segundo término del primer miembro. Como en Γ tenemos z = reit, entonces

Re(−wz) = −|w|r cos(t− γ) ≤ −|w|rη, (2.2.62)

luego

|f(z)e−wz| ≤ Ce(π−|w|η)r, (2.2.63)

y de este modo ∣∣∣∣∫
Γ

f(z)e−wzdz

∣∣∣∣ ≤ Ce(π−|w|η)rr(d− c). (2.2.64)

Llegados a este punto, como |w| > π/η para que la intersección sea no vaćıa, entonces el coeficiente
de r en la cota anterior es negativo. Por tanto, dicha integral converge a 0 si r →∞, es decir∫

Ωd

f(z)e−wzdz =

∫
Ωc

f(z)e−wzdz, (2.2.65)

si |w| > π/η y w = |w|e−iγ. Aśı, por el principio de identidad, φc y φd coinciden en la intersección de
sus semiplanos de definición.
Ya para acabar, notemos que ±ε + it ∈ Ω−π/2 si t > π. De ello se sigue que φ0 y φπ coinciden por
φ−π/2. Entonces, podemos sustituir, en (2.2.58), la función φ−π/2, de tal forma que nos quedaŕıa∫ ∞

−∞
fε(x)e−itxdx = φ−π/2(ε+ it)− φ−π/2(−ε+ it), (2.2.66)

luego, por continuidad, si hacemos ε→ 0, tenemos que el ĺımite es 0.
Análogamente, para t < −π se tiene que ±ε + it ∈ Ωπ/2, luego podemos sustituir en la expresión
anterior φ0 y φπ por φπ/2, de forma que∫ ∞

−∞
fε(x)e−itxdx = φπ/2(ε+ it)− φπ/2(−ε+ it) → 0, ε→ 0, (2.2.67)

de nuevo por continuidad. Esto prueba el resultado.

Como ya hemos dicho, caracterizamos entonces PWπ para funciones enteras de la siguiente ma-
nera:

PWπ =
{
f ∈ H(C) : |f(z)| ≤ Aeπ|z|, f |R ∈ L2(R)

}
. (2.2.68)

Nótese además que, para todo f ∈ PWπ, y tal y como hemos definido las extensiones de estos
elementos a partir de sus transformadas de Fourier con soporte contenido en [−π, π], se tiene

f(z) =

〈
f̂ ,
e−iwz

2π

〉
L2[−π,π]

=
1

2π

∫ π

−π
f̂(w)eiwz (2.2.69)

=
1

2π

∫ π

−π

(∫
R
f(t)e−iwtdt

)
eiwzdw. (2.2.70)

Para aplicar el teorema de Fubini sobre la última integral (2.2.70), necesitamos probar que f(t)eiw(z−t)

es integrable en [−π, π] × R, para un z ∈ C fijo y arbitrario. Denotaremos Ω = [−π, π] × R. Con-
sideramos las funciones auxiliares fε(t) = f(t)e−t

2/ε, para todo ε > 0. Estas funciones fε convergen
puntualmente a f en todo R, para ε→ 0+. Escribimos z = x+iy. Aśı, como |eiw(z−t)| = |e−itw|·|eiwz| =
eRe(iwz) = e−wy, por la desigualdad de Hölder se sigue que∫

Ω

|fε(t)eiw(z−t)|dtdw ≤
(∫

Ω

|f(t)|2dtdw
)1/2(∫

Ω

e−2t2/εe−2wydtdw

)1/2

. (2.2.71)
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El primer factor resultante es finito porque f ∈ L2(R) y la medida de [−π, π] es finita. El segundo
factor es finito porque e−2wye−2t2/ε es una función integrable en Ω. Esto demuestra que gε(t, w) =
fε(t)e

iw(z−t) está en L1(Ω), para todo ε > 0.
También, |gε(t, w)| ≤ |f(t)|e−wye−t2/ε para todo t ∈ R y todo w ∈ [−π, π]. Esta última función, con
los exponentes ligeramente cambiados, acabamos de probar que es integrable en Ω. Entonces, por el
teorema de la convergencia dominada, para ε→ 0+,∫

Ω

gε(t, w)dtdw →
∫

Ω

f(t)eiw(z−t)dtdw. (2.2.72)

La última integral es finita en virtud del mentado teorema de Lebesgue. Acabamos de probar que
f(t)eiw(z−t) está en L1(Ω).
Ahora śı, estamos en condiciones de aplicar el teorema de Fubini en (2.2.70), con lo que obtenemos,
para z 6= t,

f(z) =
1

2π

∫
R
f(t)

(∫ π

−π
eiw(z−t)dw

)
dt

=
1

2π

∫
R
f(t)

(
eiw(z−t)

i(z − t)

)
|π−πdt =

∫
R

sin(π(z − t))
π(z − t)

f(t)dt = 〈f, sin(π(t− z))

π(t− z)
〉L2(R),

donde se ha usado el hecho de que

sin(π(t− z))

π(t− z)
=

sin(π(z − t))
π(z − t)

,

y que (
sin(u)

u

)
=

sin(u)

u
, para todo u ∈ C.

Si z = t, basta repetir el argumento anterior y utilizar la prolongación continua de sin(π(z−t))/(π(z−
t)) a 1 que ya utilizamos en el caso real.
Por lo tanto, la función kπ : C× C→ C dada por

kπ(z, w) =
sin(π(z − w))

π(z − w)
, z, w ∈ C, (2.2.73)

es el núcleo reproductor de nuestro nuevo espacio PWπ. Esto es, la extensión del espacio de Paley-
Wiener a funciones enteras mantiene su propiedad reproductora, con un núcleo reproductor que es
la extensión directa de R a C.

2.3. Más ejemplos paradigmáticos de RKHS

2.3.1. Espacio de Bergman

En este apartado, aportamos un nuevo ejemplo de RKHS, de denso contenido histórico y ma-
temático, que es el espacio de Bergman. El núcleo reproductor en este espacio fue originariamente
introducido a razón del estudio de aplicaciones pseudo-conformes por medio de pares de funciones
anaĺıticas de dos variables complejas. No obstante, su utilidad para la teoŕıa clásica de funciones con
una variable compleja pronto fue descubierta por el matemático que da nombre al conjunto, Stefan
Bergman. Además, la conexión establecida entre funciones de Green y aplicaciones caracteŕısticas de
estos núcleos, dio otro punto más a su estudio. De hecho, también se generalizó su uso, extendiendo
la propiedad reproductora del mencionado núcleo sobre métricas hermı́ticas, en teoŕıa de ecuaciones
en derivadas parciales eĺıpticas, dando un método alternativo con el que afrontar problemas con valor
en la frontera.
En adelante, salvo que se diga lo contrario, trabajaremos en un abierto conexo G arbitrario en C.
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Definición 2.3.1. Sea G un abierto conexo del plano complejo C. Denotamos por L2
a(G) al conjunto

de funciones anaĺıticas f : G→ C tales que∫ ∫
G

|f(x+ iy)|2dxdy <∞ (2.3.1)

A este conjunto L2
a(G) se le llama espacio de Bergman en G.

Téngase en cuenta que la integral de la definición (2.3.1) se puede entender como la medida de
Lebesgue en dos dimensiones, sobre un abierto G sobre el que se dan las partes reales e imaginarias
x e y. También es frecuente ver en la literatura que esta integral se denote como:∫ ∫

G

f, o

∫
G

fdA, (2.3.2)

donde es importante notar que A es la medida de Lebesgue convencional en C, y donde L2
a(G) ⊂

L2(µ), con µ = A|G, i.e., con µ la medida dada por A y restringida al subespacio G. De esta forma,
L2
a(G) tiene el producto interno y la norma naturales inducidos de L2(µ). De esta forma, el producto

interno que nosotros usamos en L2
a(G) viene dado por

〈f, g〉 =

∫ ∫
G

f(x+ iy)g(x+ iy)dxdy. (2.3.3)

Empezaremos probando que L2
a(G) es un espacio de Hilbert. Para ello, necesitamos dos resultados

previos. Empezamos recordando la forma integral que se puede asignar a una función holomorfa en
un abierto Ω de C como consecuencia directa de la integral de Cauchy en un disco. Denotamos por
B(a, r) a la bola abierta {z ∈ C : |z − a| < r}, y por B(a, r) a la bola cerrada {z ∈ C : |z − a| ≤ r},
para a ∈ C y r > 0.
Dado z0 ∈ C, podemos tomar una bola B(z0, r) ⊂ Ω, para algún r > 0, de tal forma que, para todo
z ∈ B(z0, r) y denotando S(z0, r) la circunferencia o frontera de dicha bola:

f(z) =
1

2πi

∫
S(z0,r)

f(w)

w − z
dw. (2.3.4)

Aśı, tomando z = z0, y aplicando la parametrización del camino de integración w = reiθ, con
θ ∈ [−π, π], tenemos:

f(z0) =
1

2π

∫ π

−π
f(z0 + reiθ)dθ. (2.3.5)

Lema 2.3.2. Sean r > 0, y a ∈ C. Si f es anaĺıtica en un entorno de B(a, r), entonces

f(a) =
1

πr2

∫ ∫
B(a,r)

f(x+ iy)dxdy. (2.3.6)

Demostración. Notemos que, evaluando la función f en a y haciendo unas sencillas cuentas:

f(a) =
2

r2

∫ r

0

tf(a)dt. (2.3.7)

Aplicamos ahora la expresión (2.3.5) sobre la función f evaluada en a, teniendo en cuenta que
0 < t ≤ r:

f(a) =
2

r2

1

2π

∫ r

0

t

[∫ π

−π
f(a+ teiθ)

]
dt. (2.3.8)
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Usando ahora, sobre la última expresión, el teorema de Fubini (nótese que estamos manejando
funciones integrables en la medida de Lebesgue dada), además del cambio a coordenadas polares
centradas en a, se tiene que

2

r2

1

2π

∫ r

0

t

[∫ π

−π
f(a+ teiθ)

]
dt =

1

πr2

∫ ∫
B(a,r)

f(x+ iy)dxdy =
1

πr2

∫ ∫
B(a,r)

f, (2.3.9)

con lo que tenemos la identidad buscada.

Corolario 2.3.3. Si f ∈ L2
a(G), a ∈ G, y 0 < r < dist(a, ∂G), con ∂G la frontera de G, o bien

simplemente r > 0 si G es no acotado, entonces

|f(a)| ≤ 1

r
√
π
||f ||2, (2.3.10)

con || · ||2 la norma inducida de la medida de Lebesgue natural en C.

Demostración. Como, por hipótesis, B(a, r) ⊂ G, la demostración se limita a usar el lema previo
2.3.2, y la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

|f(a)| = 1

πr2

∣∣∣∣∫ ∫
B(a,r)

f · 1
∣∣∣∣ ≤ 1

πr2

[∫ ∫
B(a,r)

f 2

] 1
2
[∫ ∫

B(a,r)

12

] 1
2

≤ 1

πr2
||f ||2r

√
π, (2.3.11)

que es justo lo que queŕıamos probar.

Con lo dicho, entramos ahora a enunciar y demostrar que L2
a(G) es un espacio de Hilbert.

Teorema 2.3.4. L2
a(G) es un espacio de Hilbert.

Demostración. Dada la medida de Lebesgue µ restringida al abierto G ⊂ C, como L2
a(G) es de esta

forma un subespacio vectorial de L2(µ), y L2(µ) es un espacio de Hilbert, basta probar entonces que
L2
a(G) es cerrado con la topoloǵıa inducida por su norma. Por ser un espacio metrizable, cumple el

primer axioma de numerabilidad, con lo que basta también probar que toda sucesión convergente
en L2

a(G), converge a un elemento de L2
a(G). Sea pues (fn)∞n=1 ⊂ L2

a(G) convergente a un elemento
f ∈ L2(µ), i.e., tal que

∫
G
|fn − f |2 → 0 cuando n→∞. Veamos que f ∈ L2

a(G).

Sea pues r > 0 tal que B(a, r) ⊂ G, y sea 0 < t < dist(B(a, r), ∂G) (como antes, si G es no acotado,
basta tomar t > 0). Por el corolario previo 2.3.3, existe una constante Ct > 0 tal que, para todos
n,m ∈ N, y para todo z ∈ C tal que |z − a| ≤ r, tenemos que:

|fn(z)− fm(z)| ≤ Ct||fn − fm||2. (2.3.12)

Por lo tanto, la sucesión (fn)∞n=1 es uniformemente de Cauchy en cualquier bola cerrada de G, ya que
||fn−fm||2 converge a cero por hipótesis. Por ello, (fn)∞n=1 converge uniformemente en los compactos
de G.
Por el teorema de Weierstrass sobre la convergencia de sucesiones de funciones anaĺıticas en un
abierto de C, debe existir una función anaĺıtica g en G tal que fn → g uniformemente en dichos
compactos. Y como

∫
G
|fn− f |2 → 0 para n→∞, el hecho de que L2

a(G) ⊂ L2(µ), y el de que L2(µ)
sea completo, implican que, por un conocido resultado de Riesz en estas topoloǵıas de los espacios
Lp, existe una subsucesión (fnk)

∞
k=1 tal que fnk(z) → f(z) casi siempre con respecto a µ. Entonces,

f = g casi siempre en respecto a µ en G. Aśı, como g es anaĺıtica en G, ya tenemos un representante
de la clase de equivalencia de f en L2(µ) que es función anaĺıtica en dicho abierto.

Veamos ahora que L2
a(G) es un RKHS, para lo que mantenemos, como punto de referencia, el

abierto conexo de C. Apreciará el lector que, impĺıcitamente, la afirmación de que L2
a(G) es un RKHS

ya sido probada.
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Teorema 2.3.5. Sea G ⊂ C abierto y conexo. Entonces, L2
a(G) es un RKHS.

Demostración. Ya hemos probado que L2
a(G) es un espacio de Hilbert.

Para ver que L2
a(G) es un RKHS, tendŕıamos que ver que los funcionales evaluación δw, en puntos

w ∈ G, son continuos o, equivalentemente, acotados. Utilizando el corolario previo 2.3.3, sabemos
que, para todo f ∈ L2

a(G), existe un C > 0 tal que

|δw(f)| = |f(w)| ≤ C||f ||2, (2.3.13)

lo que prueba la acotación de δw.

A continuación, hagamos una apreciación muy caracteŕıstica de este espacio. Recordemos que, por
el corolario 2.3.3, es inmediato probar que L2

a(C) = {0}, ya que si podemos aplicar, sobre cualquier
a ∈ C, la desigualdad

|f(a)| ≤ 1

r
√
π
||f ||2, (2.3.14)

haciendo tender r a infinito, tenemos que f = 0.
Nos centramos en un tipo particular de espacio de Bergman. Consideramos, en adelante, el espacio de
Bergman definido sobre el abierto conexo G = B = B(0, 1). Como estamos trabajando e integrando
en B, estamos manejando variables complejas w, z tales que |w| < 1, y |z| < 1. Por lo tanto, utilizando
la segunda desigualdad triangular,

|1− wz| ≥ ||1| − |wz|| > (1− |z|) =⇒ 1

|1− wz|2
<

1

(1− |z|)2
. (2.3.15)

De esta forma, tomando módulos, podemos acotar la integral que sigue de la siguiente forma∫ ∫
B

∣∣∣∣ 1

[π(1− zw)2]

∣∣∣∣2 dw ≤ ∫ ∫
B

∣∣∣∣ 1

[π(1− |z|)2]

∣∣∣∣2 dw <∞. (2.3.16)

Aśı, estamos en condiciones de probar la convergencia de la integral para f ∈ L2
a(B)

f(z) =

∫ ∫
B

f(w)

π(1− zw)2
dw. (2.3.17)

Para ello, identificamos (2.3.17) con el producto interno definido en L2
a(B), y aplicando la desigualdad

de Cauchy-Schwarz, tenemos que

|f(z)| =
∣∣∣∣∫ ∫

B

f(w)

π(1− zw)2
dw

∣∣∣∣ = |〈f, gz〉| ≤ ||f ||2 · ||gz||2, (2.3.18)

donde gz(w) = 1/[π(1 − wz)2], para todo w ∈ B, y para un z ∈ B prefijado. Por lo tanto, como
f ∈ L2

a(B), entonces ||f ||2 < ∞; y por la desigualdad (2.3.16), tenemos ||g||2 < ∞. Esto prueba la
convergencia de (2.3.17).
Con todo ello, ahora podemos calcular el núcleo reproductor de este espacio. Todo girará en torno a
la expresión, probada para todo f ∈ L2

a(B), dada en (2.3.17). Vista ya la convergencia de la integral,
veamos ahora que verdaderamente se satisface la igualdad (2.3.17) en todo L2

a(B). Lo enunciamos y
probamos.

Proposición 2.3.6. Sea B = B(0, 1) ⊂ C la bola unidad en C, centrado en un punto a ∈ C. Sea
f ∈ L2

a(B). Entonces, para todo z ∈ B, se tiene:

f(z) =

∫ ∫
B

f(w)

π(1− zw)2
dµ. (2.3.19)
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Demostración. Aplicamos una parametrización del camino de integración w = reiθ, para r ∈ [0, 1],
y θ ∈ [0, 2π): ∫ ∫

B

f(w)

(1− zw)2
dµ =

∫ 1

0

∫ 2π

0

f(reiθ)

(1− zre−iθ)2
rdθdr. (2.3.20)

Utilizando las expresiones de la parametrización dada, se tiene que dθ = −idw/w, e−iθ = r/w, luego∫ 1

0

∫ 2π

0

f(reiθ)

(1− zre−iθ)2
rdθdr =

∫ 1

0

∫
∂B

f(w)

(1− z r2
w

)2
r

(
−idw
w

)
dr

=

∫ 1

0

∫
∂B

−irf(w)

(w−zr
2

w
)2

dw

w
dr =

∫ 1

0

∫
∂B

−irwf(w)

(w − zr2)2
dwdr. (2.3.21)

Notemos ahora que, como |z| < 1, y r ≤ 1, entonces |zr2| < 1. Entonces, la función

h(w) =
−irwf(w)

(w − zr2)2
(2.3.22)

es holomorfa en B \ {zr2}, con un polo doble en zr2. Aplicando entonces el teorema de los residuos
sobre la integral de h a lo largo del soporte de la curva que parametriza al contorno de B, i.e., a ∂B,
tenemos: ∫

∂B

−irwf(w)

(w − zr2)2
dwdr = 2πi · Res

[
−irwf(w)

(w − zr2)2
, zr2

]
= 2πi · Res

[
h(w), zr2

]
. (2.3.23)

Dado que zr2 es un polo doble de h, calculamos el residuo como sigue:

Res
[
h(w), zr2

]
= ĺım

w→zr2

d

dw

(
(w − zr2)2−irwf(w)

(w − zr2)2

)
= ĺım

w→zr2

d

dw
(−irwf(w)) = ĺım

w→zr2
(−irf(w)− irwf ′(w))

= −irf(zr2)− ir3zf ′(zr2).

Por lo tanto, la integral (2.3.21) se convierte en:∫ 1

0

∫
∂B

−irwf(w)

(w − zr2)2
dwdr =

∫ 1

0

π(2rf(zr2) + 2zr3f ′(zr2))dr =

∫ 1

0

π
d

dr
(r2f(zr2))dr = πf(z).

(2.3.24)
Entonces, para todo z ∈ B,

f(z) =
1

π

∫
B

f(w)

(1− wz)2
dµ. (2.3.25)

Tenemos pues la forma anaĺıtica expĺıcita del único núcleo reproductor del RKHS L2
a(B).

Definición 2.3.7. La función k : B × B → C, dada por k(z, w) = 1
π(1−wz)2 para todos z, w ∈ B, es

el núcleo de Bergman sobre la bola unidad B = B(0, 1).

Notemos que k(z, w) es una función simétrica conjugada (i.e., B(z, w) = B(w, z), para todos
w, z ∈ B), holomorfa con respecto a z y antiholomorfa con respecto a w (i.e., su función conjugada
k es holomorfa con respecto de w). Notemos la riqueza de la construcción seguida: el operador
integral correspondiente a esta función k(z, w), integrada sobre w en B, reproduce cualquier función
holomorfa f en B, con tal de que f sea de cuadrado integrable en dicho abierto.
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2.3.2. Espacio de Hardy ponderado sobre B(0, R)

Los espacios de Hardy fueron introducidos por Frigyes Riesz en 1923, aunque utilizados ya en
1915 por el propio Goldfrey Harold Hardy. La teoŕıa de funciones anaĺıticas de estos espacios fue
ampliamente estudiada en el siglo XX, y sigue siendo estudiada hoy. Caracterizaremos los espacios de
Hardy pidiendo determinadas propiedades a sus series de potencias centradas en el cero. Veremos que
de ello se seguirá una acotación uniforme de todas las integrales sobre circunferencias de radio en un
intervalo (0, R), para R > 0 el radio de convergencia de dichas series. Estos son pasos indispensables
para su caracterización como RKHSs.

Definición 2.3.8. Sea β = {βn}∞n=0 ⊂ R una sucesión tal que βn > 0 para todo n ∈ N0, y sea r > 0

un número real positivo fijo tal que satisface r = ĺım infn→∞(βn)
1
n > 0. Definimos el espacio de

Hardy ponderado con β como el conjunto de funciones

H2
β := {f ∈ H(B(0, r)) : f(z) =

∞∑
n=0

anz
n , z ∈ B(0, r),

∞∑
n=0

β2
n|an|2 <∞}, (2.3.26)

donde H(B(0, r)) denota al conjunto de funciones holomorfas en B(0, r) ⊂ C.

El caso en que βn = 1 para todo n ∈ N0, y r = 1, es el llamado, por antonomasia, espacio de
Hardy. A continuación, justificamos esta definición.
Para ello, definimos en H2

β el siguiente producto interno:

〈f, g〉 =
∞∑
n=0

β2
nanbn, (2.3.27)

con f, g ∈ H2
β tales que f(z) =

∑∞
n=0 anz

n y g(z) =
∑∞

n=0 bnz
n son sus expresiones en series de

potencias en 0, para un radio de convergencia que ahora acotaremos. Con el producto interno aśı
definido, note el lector que la serie de números reales y positivos

∑∞
n=0 β

2
n|an|2 es precisamente la

norma al cuadrado de f , esto es, ||f ||2β.
Estudiemos ahora el radio de convergencia de la serie de potencias con que hemos expresado f en
la definición de H2

β. Por la condición necesaria de convergencia de la sucesión de términos reales de
una serie convergente, tenemos que

ĺım
n→∞

β2
n|an|2 = 0 =⇒ ĺım

n→∞
βn|an| = 0. (2.3.28)

Por tanto, existe un N ∈ N tal que, para todo n ≥ N , tenemos

βn|an| ≤ 1 =⇒ |an| ≤ β−1
n . (2.3.29)

Entonces, por el criterio de Hadamard sobre series de potencias, el radio de convergencia de f
satisface:

R−1
f = ĺım sup

n→∞
|an|1/n ≤ ĺım sup

n→∞
β−1/n
n = (ĺım inf

n→∞
β1/n
n )−1. (2.3.30)

Aśı, estamos en condiciones de enunciar el siguiente lema.

Lema 2.3.9. Dada f ∈ H2
β expresable, en términos de serie de potencias centradas en el 0, en la

forma

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, (2.3.31)

entonces, su radio de convergencia Rf satisface

Rf ≥ R := ĺım inf
n→∞

β1/n
n . (2.3.32)
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Nótese que esto justifica la elección del R > 0 de la definición del espacio de Hardy ponderado
H2
β.

Nosotros, por definición, consideramos el radio de convergencia de los elementos de H2
β como el propio

ĺımite inferior de β. Con ello, el radio de la bola de definición de todos los elementos de este espacio
queda determinado por dicha sucesión.
Obsérvese también que la elección ĺım infn→∞(βn)

1
n > 0 evita situaciones no interesantes, con radios

de convergencia nulos. Como último apunte, el caso ĺım infn→∞(βn)
1
n =∞ determina un espacio de

Hardy ponderado de funciones enteras.
Por el criterio de Hadamard, si ĺım infn→∞ β

1/n
n = R > 0, la serie de potencias dada en 2.3.31 converge

absolutamente en B(0, R), y normalmente (luego uniformemente) en B(0, ρ), para todo ρ < R.
Ahora, vamos a probar la completitud de H2

β, necesaria si queremos demostrar su propiedad repro-
ductora.

Proposición 2.3.10. H2
β es un espacio de Hilbert.

Demostración. Empezamos diciendo que, con la definición (2.3.26),H2
β es un espacio vectorial, para lo

que basta aplicar la desigualdad triangular sobre los módulos involucrados en la segunda expansión de
dicha definición. Por otra parte, es un espacio con producto interno dado por (2.3.27), ya que satisface
la sesquilinealidad, la positividad, y que si, para algún f que se extiende como f(z) =

∑∞
n=1 anz

n en
algún entorno del 0, se tiene que 〈f, f〉 =

∑∞
n=1 β

2
n|an|2 = 0, entonces an = 0 para todo n ∈ N, pues

βn > 0 para todo n ∈ N. Por lo tanto, f(z) = 0 para todo z ∈ B(0, Rf ), con Rf > 0 su radio de

convergencia. Por supuesto, 〈f, g〉 = 〈g, f〉 para todo f, g ∈ H2
β.

Nos falta ver la completitud. Para ello, es suficiente probar que existe un isomorfismo isométrico
entre H2

β, y el espacio l2β(C), definido como el siguiente conjunto:

l2β(C) = {a = (a0, a1, . . . , an, . . . ) : aj ∈ C, j ∈ N0,
∞∑
i=0

|ai|2β2
i <∞}. (2.3.33)

La correspondencia biyectiva está clara, pues dada f ∈ H2
β, es decir, anaĺıtica en B(0, R) con algún

R > 0, y tal que, dada su expansión en serie de potencias centradas en 0, tenemos una sucesión
{ai}∞i=0 ⊂ C de los coeficientes de dicha expansión que satisface

∞∑
i=0

|ai|2β2
i <∞, (2.3.34)

entonces bastaŕıa tomar {ai}∞i=0 ∈ l2β(C).
En el otro sentido es exactamente igual: dado {ai}∞i=0 ∈ l2β(C), construimos una función f anaĺıtica
en B(0, R) a través de una serie de potencias dada por

f(z) =
∞∑
i=0

aiz
i, (2.3.35)

la cual satisface la finitud de la norma en H2
β por satisfacer la de la norma en l2β(C). Aśı, la biyección

está clara.
Notemos además que, tal y como lo hemos definido, las normas son exactamente las mismas, haciendo
la lectura de que en l2β(C) hablamos de sucesiones de valores complejos, y en H2

β hablamos de
coeficientes de series de potencias. Entonces, tenemos una biyección que además es isometŕıa. Y,
como l2β(C) es completo, entonces H2

β también.

Ahora, vamos a describir una caracteŕıstica esencial de las funciones de H2
β. Particularizamos al

caso R = 1, pues éste ilustra lo que queremos mostrar, y es un resultado que no utilizaremos más
adelante.
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Teorema 2.3.11. Sean f ∈ H2
β, con β tal que βn = 1 para todo n ∈ N, de tal forma que f sea

representable en todo B(0, 1) por la siguiente serie de potencias:

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, an ∈ C , z ∈ B(0, 1). (2.3.36)

Entonces,

supr∈(0,1)

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ <∞. (2.3.37)

Rećıprocamente, si f es anaĺıtica en B(0, 1) y el último superior es finito, entonces f ∈ H2
β, con

βn = 1 para todo n ∈ N0.

Demostración. Consideramos una función anaĺıtica f en B(0, 1) que satisfaga las hipótesis. Entonces,
podemos expresar f en serie de potencias centrada en 0 de la siguiente forma

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, z ∈ B(0, 1). (2.3.38)

Sabemos, en virtud del criterio de Hadamard, que esta serie de potencias converge en B(0, 1) abso-
lutamente, y uniformente en B(0, r) para todo r ∈ [0, 1).
Tomamos z = reiθ para algún r ∈ [0, 1) y θ ∈ [0, 2π]. Entonces,

f(reiθ) =
∞∑
n=0

anr
neinθ, (2.3.39)

es una serie de Fourier absolutamente convergente en [0, 2π], con coeficientes anr
n si n ≥ 0, y

coeficientes nulos si n < 0.
Denotamos por L̃2

C[0, 2π] al espacio de funciones de cuadrado integrable en [0, 2π], sobre el que
definimos la siguiente norma:

||g||2 =

(
1

2π

∫ 2π

0

|g(t)|2dt
)1/2

. (2.3.40)

Esta consideración nos permite recurrir a la isometŕıa lineal U : L̃2
C[0, 2π] → l2(Z), dada como

U(f) = f̂ , con f̂ el elemento de l2(Z) cuyos términos son los coeficientes de la serie de Fourier de f ,
i.e., para todo n ∈ N,

f̂n =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt. (2.3.41)

Como U es isometŕıa, y dado que f(reiθ) ∈ L̃2
C[0, 2π] para cada r ∈ [0, 1) fijo,

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ = ||f ||22 = ||U(f)||2l2 (2.3.42)

= ||f̂ ||2l2 =
∞∑
n=0

|an|2r2n. (2.3.43)

Por la última igualdad, el superior de las integrales

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ,

cuando r ∈ [0, 1), coincide con el superior de las últimas series dadas, que en todo caso será menor
o igual que

∑∞
n=0 |an|2, la cual es finita siempre y cuando f esté en H2

β.
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Rećıprocamente, supongamos que f /∈ H2
β, entonces la serie

∑∞
n=0 |an|2 diverge. Esto implica que si

se hace tender r ∈ (0, 1) a 1, las sumas
∞∑
n=0

|an|2r2n,

se hacen arbitrariamente grandes, con lo que

sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ = sup
0<r<1

∞∑
n=0

|an|2r2n =∞,

como queŕıamos probar.

Aunque nos hemos quedado en el caso de B(0, 1), este resultado se puede extender a bolas B(0, R)
con R > 0 arbitrario, lo que ilustra el tipo de función que hay en un espacio de Hardy ponderado:
funciones anaĺıticas en una bola cuyo radio R está determinado por la sucesión β, y con una acotación
uniforme de la integral dada en (??) sobre circunferencias de radio en (0, R).
Estudiamos ahora la condición de RKHS de un espacio H2

β, con β = {βn}∞n=0 una sucesión tal que

ĺım infn→∞ β
1/n
n = R ∈ (0,∞). Aśı, para todo w ∈ B(0, R) definimos la función que sigue

kw(z) = k(w, z) =
∞∑
n=0

wnzn

β2
n

. (2.3.44)

Para empezar, probamos que kw ∈ H2
β. Esto se sigue de su propia definición, ya que dados sus

coeficientes an = wn/β2
n en su serie de potencias centrada en el origen, se tiene

∞∑
n=0

|an|2β2
n =

∞∑
n=0

∣∣∣∣wnβ2
n

∣∣∣∣2 β2
n =

∞∑
n=0

|w|2n

β2
n

. (2.3.45)

Notemos que |w| < R, luego podemos tomar r0 ∈ (|w|, R). Entonces, existe un n0 ∈ N0 tal que

β
1/n
n > r0 para todo n ≥ n0. De esta forma,∣∣∣∣wnβn

∣∣∣∣ =

(
|w|
β

1/n
n

)n

<

(
r0

β
1/n
n

)n

< ζn, n ≥ n0, (2.3.46)

con ζ ∈ (0, 1) constante. Aśı, hemos acotado los términos de la última serie de (2.3.45) por términos
de una serie geométrica convergente.
De este modo, aśı definido, hemos probado que kw ∈ H2

β.

Teorema 2.3.12. El espacio H2
β es un RKHS con núcleo k : B(0, R) × B(0, R) → C dado por

(2.3.44).

Demostración. Sea f ∈ H2
β, anaĺıtica en B(0, R), para el R > 0 sobre el que se define k. Escribimos

su serie de potencias como

f(w) =
∞∑
n=0

anw
n, w ∈ B(0, R). (2.3.47)

Entonces, para todo w ∈ C tal que |w| < R, se tiene que

〈f, kw〉 =
∞∑
n=0

β2
n

[
an ·

(
wn

β2
n

)]
=
∞∑
n=0

anw
n = f(w), (2.3.48)

lo que prueba la condición de reproducibilidad en H2
β a través de lo que, como acabamos de ver, es

su núcleo reproductor: k(w, z). Esto demuestra que H2
β es un RKHS.
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Hay diversos ejemplos particulares de espacios de Hardy ponderados de enorme importancia en
la teoŕıa de funciones. Enumeramos algunos de ellos:

1. El espacio de Segal-Bargmann, que es el espacio de Hardy ponderado con la sucesión βn =
√
n!

para n ∈ N0. Como ĺım infn→∞(n!)1/2n =∞, entonces este espacio está formado por funciones
enteras, y su núcleo reproductor viene dado por

k(w, z) =
∞∑
n=0

wnzn

n!
= ewz. (2.3.49)

2. El espacio de Dirichlet se obtiene tomando los pesos βn =
√
n para n ∈ N, β0 = 1. De ello, se

tiene que
ĺım inf
n→∞

[
n1/2n

]
= 1, (2.3.50)

con lo que este espacio contiene funciones anaĺıticas en B(0, 1). En cuanto al núcleo reproductor,
resulta ser

k(w, z) =
∞∑
n=1

wnzn

n
+ 1 = log(1− wz) + 1. (2.3.51)
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Caṕıtulo 3

Aprendizaje Estad́ıstico y RKHS

En este caṕıtulo, trataremos algunas nociones de la teoŕıa de Aprendizaje Estad́ıstico desde el
punto de vista de la aplicación que los RKHSs tienen sobre ésta. La idea general de esta teoŕıa es
la de estudiar, sobre un conjunto X de datos de entrada que dependerán del problema a tratar, una
aplicación L(x, y, f(x)), que llamaremos pérdida, y que describe la discrepancia entre la función de
predicción dada por f(x), para cada elemento x de dicho espacio de entrada, y la observación dada
por y en el punto x ∈ X. A la pérdida L le asociamos un riesgo entendido como el promediado de la
futura pérdida dada por f . Por supuesto, concretaremos las pertinentes definiciones para todos estos
objetos.
Nos centraremos en los métodos de Máquinas de Soporte Vectorial, o Support Vector Machines
(SVM). Estos métodos son técnicas de aprendizaje supervisado basadas en la construcción de hiper-
planos en un conjunto en correspondencia directa con X, de cara a hacer la pertinente clasificación
de datos, en función de la información que estemos manejando. En particular, la idea que a nosotros
nos interesa, y en la que basaremos nuestro ejemplos, es la de clasificar los datos en un espacio X
arbitrario. Veremos que esto se puede conseguir enviando dichos elementos de X a espacios de Hilbert
con núcleo reproductor que, además, aportan una condición de clasificación (como seŕıa la de fijar
b ∈ H, tomar g(·) = 〈·, b〉H , y construir un hiperplano con esta expresión). A partir de los numero-
sos resultados de representación demostrados, entre los que destaca el teorema de representación de
Mercer, estos espacios presentan la enorme ventaja de que los hiperplanos de H que fijan nuestra
clasificación, vienen dados por combinaciones lineales como sigue∑

i

αik(xi, x), (3.0.1)

con k el correspondiente núcleo1 de H, αi ≥ 0 unos parámetros positivos, y x y xi valores del espacio
de datos de entrada (con los xi prefijados, y x el dato arbitrario de entrada sobre el que hacer una
predicción). Esta construcción nos permite controlar, con una sola función k, la cercańıa que los
nuevos datos x ∈ X presentan respecto a datos previos o presentes del mismo conjunto.
Note el lector que el estudio que sigue es profundamente teórico. Esto quiere decir que lo que a no-
sotros nos interesa es solamente la teoŕıa del Análisis Funcional, con livianas referencias a la Teoŕıa
de la Medida, que está involucrada en muchas de estas construcciones, aportando algunos ejemplos
triviales que lo ilustren.

3.1. Formulación general en clave de RKHS

Necesitamos sentar una serie de ideas para poder describir el uso del Análisis Funcional en el
estudio de un problema de Aprendizaje Estad́ıstico. Consideraremos que todos los valores x del

1Recordemos que el espacio de núcleos en X sobre un espacio de Hilbert H conforman un cono convexo.

65
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input forman parte de un conjunto X. Mentando a los ejemplos de la introducción, X puede estar
formado por los posibles valores de determinados ensayos cĺınicos, o todas las localizaciones de las
viviendas en una ciudad. Consideraremos que Y es un conjunto, también conocido, de los datos de
respuesta. Por ejemplo, de nuevo en relación a los ejemplos anteriores, puede tomar formas como
{positivo, negativo}, o como el rango de todos los posibles precios de una vivienda, para lo que valdŕıa
tomar el conjunto R+.
En el método convencional, se parte de una secuencia finita de pares D := {(x1, y1), . . . , (xn, yn)},
para algún n ∈ N, de datos de entrada y salida conocidos, y se denota por f : X → Y a la función
de aprendizaje que, presumiblemente, será una buena aproximación de los datos de respuesta frente
a un x ∈ X arbitrario.
En este trabajo, supondremos que los pares (x, y) ∈ X × Y son independientes y generados por
una distribución de probabilidad dada por la probabilidad P , a priori desconocida, sobre el conjunto
X × Y , con una σ-álgebra que variará en función del modelo de estudio. Los valores x ∈ X vendrán
dados por una distribución de probabilidad marginal PX , también a priori desconocida. Además,
asumiremos que los valores respuesta y ∈ Y están estocásticamente generados por una distribución
de probabilidad condicionada a los valores de X, que denotaremos por P (·|x). Esto formaliza el
hecho de que, en general, la información contenida en el valor de entrada x puede no ser suficiente
para determinar el valor de salida, lo que engloba las dos situaciones extremas: que a cada x ∈ X le
corresponda biuńıvocamente un valor de Y , y que el input sea totalmente irrelevante para los valores
respuesta. También, la asunción de que la distribucion P (·|x) sobre el conjunto de valores de salida
Y es a priori desconocida incide en el hecho de que, de antemano, no tenemos ninguna descripción
razonable de la relación entre los valores de X y de Y . Esta es la diferencia fundacional entre los
modelos de Aprendizaje Estad́ıstico y los modelos paramétricos, en que la relación entre los valores
de entrada y de salida es uno de los puntos de partida, a partir de una función f ∈ F tomada de un
espacio finito y conocido de funciones con valores en un cuerpo K.
Hasta ahora, solo hemos descrito la naturaleza, con vaga generalidad, de los datos involucrados en
nuestro estudio. Para mayor concreción de lo expuesto, supondremos que el conjunto Y será siempre
un subconjunto de R, y que f tomará valores reales. Introducimos ahora la función que medirá la
calidad de nuestras predicciones dadas por f , L(x, y, f(x)), a la que nos referiremos como la función
de pérdida, la cual será una función L : X×Y ×R→ [0,∞) tanto menor cuanto mejor aproximacion
nos dé f . Es intuitivo pensar, y aśı será para nosotros, que la evaluación de la calidad de f dada por
L no vendrá dada por el conocimiento de L(x, y, f(x)) para cada par (x, y) en X × Y , sino por el
promedio de estos valores sobre un espacio de medida dado. Por supuesto, esto se podŕıa hacer de
muchas formas, pero la de uso más extendido en la teoŕıa de Aprendizaje Estad́ıstico es la de calcular
la pérdida esperada de f , i.e., la cantidad

RL,P (f) :=

∫
X×Y

L(x, y, f(x))dP (x, y) =

∫
X

∫
Y

L(x, y, f(x))dP (x|y)dPX , (3.1.1)

a la cual llamaremos riesgo de f , y donde F es el espacio de funciones en el que ubicamos a los
elementos f .
Nosotros nos restringimos a métodos SVM. La esencia de estos es encontrar el llamado objetivo de
aprendizaje (learning goal), por el cual una vez enviados los elementos de X a un espacio de Hilbert
H, queremos encontrar f ∗, función objetivo, que alcanza, o más se aproxima, al valor más pequeño
del riesgo, i.e., al valor

R∗L,P = inff :X→RRL,P (f). (3.1.2)

A lo largo del trabajo, llamaremos indistintamente funciones objetivo o minimizadores a las funciones
f que nos dan inff∈FRL,P (f), o que mejor se aproximan a éste.
No obstante, como antes hemos dicho, la distribución de probabilidad dada por P es a priori desco-
nocida, con lo que, en la práctica, se juega con muestras finitas de pares conocidos con valores de
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entrada y de salida D = {(x1, y1), . . . , (xn, yn)}, calculando un riesgo emṕırico, de la forma:

RL,D(f) :=
1

n

n∑
i=1

L(xi, yi, f(xi)). (3.1.3)

A pesar de que, para un f fijo, por la ley fuerte de los grandes números tengamos una mejor apro-
ximación al riesgo real RL,P (f) para un cardinal cada vez mayor de D, i.e., para una suma cada
vez más extendida, es fácil caer en el error del overfitting2. Este error consiste en que la función
objetivo f ∗ podŕıa memorizar solamente lo que pase en los pares de la muestra conocida, dando una
aproximación muy errada de valores que se alejan un poco de estos.
Un método común con el que afrontar este problema es el de seleccionar determinados espacios de
funciones F = {f : X → K} con los que, aunque podamos caer en overfitting, al menos podamos
controlarlo, y con ello evitarlo. De esta forma, en lugar de plantear la teoŕıa con una función de
riesgo que recorra la totalidad de las funciones de X en K, lo restringimos a F . No obstante, este
planteamiento sigue dando dos problemas:

1. En aquellas situaciones en que nos interese conocer también la distribución P que desconocemos
en un principio, el limitarnos a ciertos espacios F no nos da ninguna ventaja, pues esto solo
aplaca la carencia que teńıamos para encontrar una función que minimice RL,D, nada nos dice
sobre P . En otras palabras, no hay ninguna garant́ıa de que el error del modelo o error de
aproximación:

R∗L,P,F −R∗L,P , (3.1.4)

sea suficientemente bajo o, siendo más prácticos, sea controlable por alguna cota o algún com-
portamiento asintótico.

2. Con lo que sabemos hasta ahora de una SVM, el cálculo de inff∈FRL,D(f) puede ser impractica-
ble, o al menos no hay nada que nos diga lo contrario. Este punto lleva a afrontar prácticamente
cualquier modelo de aprendizaje a través de un modelo alternativo de más fácil cálculo, dado
por una pérdida L′ distinta, con el que no perdamos el control sobre el error de aproximación,
es decir:

RL,P (f)−R∗L,P ≤ RL′,P (f)−R∗L′,P , (3.1.5)

de tal forma que una acotación de este error para el modelo alternativo también sirve para el
modelo original.

Ambos puntos pueden ser hábilmente confrontados con el uso de RKHSs como los espacios de fun-
ciones en que restringir nuestra búsqueda de f ∗. Una de las principales razones es lo práctico que se
hace el proceso de búsqueda de inff∈FRL,D(f), a través de la búsqueda de minimizadores fD,λ de la
expresión

inff∈H
(
λ||f ||2H +RL,D(f)

)
, (3.1.6)

para un λ > 0, donde H es el correspondiente RKHS, y donde λ||f ||2H es el llamado término de
regularización, usado para penalizar a las funciones f con una norma en el RKHS H demasiado
grande. Uno de los motivos de esta penalización es el de que las funciones objetivo f que padecen de
overfitting tienden a tener normas en H muy grandes, de tal forma que este término puede erradicar
este error. A la expresión (3.1.6) sobre la que buscamos un ı́nfimo, le llamaremos riesgo emṕırico
regularizado o, simplemente, RER.
Este manejo práctico v́ıa RKHSs para encontrar la función objetivo se fundamenta en la propiedad
reprodutora del núcleo k : X×X → R de H, lo que reduce la búsqueda de funciones fD,λ a expresiones
del tipo

fDλ =
n∑
i=1

αik(xi, ·), (3.1.7)

2La mejor traducción de overfitting al castellano, en este contexto, podŕıa ser la de sobrecarga, en tanto en cuanto
un exceso de valores input nos desajusta predicciones futuras.
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con α1, . . . , αn ∈ R. Nótese que, tanto las funciones de H dadas por k(·, xi), como los parámetros αi,
para i ∈ {1, . . . , n}, dependen de los datos de entrada, aśı como del espacio de Hilbert, pero de nada
más. La esencia de esta simplificación radica en la estructura del subespacio (1.3.13), denso en el
espacio RKHS correspondiente. Por supuesto, este enfoque es válido para la búsqueda de funciones
objetivo en espacios dimensionalmente infinitos H, tales como, y esto lo veremos, el dado por la
reproducción del núcleo gaussiano de base radial, o simplemente núcleo RBF (Radial Basis Function
kernel), dado como sigue

kγ(x, x
′) := exp(−γ−2||x− x′||22), x, x′ ∈ X, (3.1.8)

con X = Rd para algún d ∈ N, y con γ > 0 un parámetro de anchura.

3.2. Funciones de pérdida y de riesgo

En esta sección, sentamos las ideas y resultados más importantes sobre funciones de pérdida y de
riesgo.
Empecemos recordando que, dado un espacio topológico (X, τ), la σ-álgebra de Borel viene dada
por σ(X) := σ(τ), i.e., puede ser definida como la σ-álgebra engendrada por los abiertos de esta
topoloǵıa. De esta forma, a toda medida µ : σ(X)→ [0,∞] se le llama medida de Borel en X.
En los conjuntos X e Y nos limitaremos a medidas de Borel, inducidas de la topoloǵıa usual de Rn,
con n = 1 para el espacio Y . Además, veremos que suponer que Y sea un cerrado en dicha topoloǵıa
de R simplifica el análisis.
Recordemos que la meta es encontrar una función objetivo f : X → R tal que, para cada par (x, y) ∈
X × Y , el valor f(x) sea una buena aproximación de y en x. Vamos a ver con qué criterio hablamos
de buenas o malas aproximaciones, para lo que necesitamos empezar definiendo correctamente lo
que entendemos por función de pérdida. Recordemos que en el apéndice B se recogen los resultados
necesarios acerca de medidas producto.

Definición 3.2.1. Sean d ∈ N, (X,A) un espacio de medida, restringido del espacio de Borel (Rd, σ),
e Y ⊂ R un subespacio cerrado, también con la medida de Borel restringida. Entonces, una función
L : X × Y × R→ [0,∞) es una función de pérdida, o simplemente pérdida, si es medible.

Una buena aproximación no viene dada por la coincidencia de los valores x e y a través de f , sino
que nos interesa promediar dicha pérdida de cara a futuras predicciones. Esto motiva la necesidad
de la función riesgo.

Definición 3.2.2. Sea L : X×Y ×R→ [0,∞) una función pérdida y P una probabilidad en X×Y .
Entonces, para una función medible f : X → R, el L-riesgo o L-función de riesgo se define como la
integral

RL,P (f) :=

∫
X×Y

L(x, y, f(x))dP (x, y) =

∫
X

∫
Y

L(x, y, f(x))dP (x|y)dPX(x). (3.2.1)

Notemos que la función L de la anterior definición 3.2.2 es una función positiva, con lo que la
integral (3.2.1) siempre existe, sea finita o infinita. Además, en adelante consideraremos que nuestro
espacio Y de datos de salida sea un espacio cerrado en R. Esto implica que Y es un espacio métrico
completo y con base numerable, lo que justifica la exitencia de una probabilidad condicionada regular,
que da sentido a la integral interna de la segunda expresión de (3.2.1).
Es inevitable la breve incursión en la teoŕıa de la probabilidad que sigue. No podremos dar todos
los detalles, porque el rigor requerido excede ampliamente el alcance de este trabajo, pero se puede
encontrar una exposición completa en [8].
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Consideremos (S,D) y (T,B) dos espacios de medida. Sea P una probabilidad definida en el producto
S × T , con σ-álgebra producto A = D×B. Sean X e Y las proyecciones usuales de S × T en S y T ,
respectivamente. Sea C = {X−1(D) : D ∈ D}, esto es, sea C la σ-álgebra más pequeña en que X es
medible. Notemos que X−1(D) = D×T para todo D ⊂ S. Llamamos a µ = P ◦X−1, definida en D,
la distribución marginal de P en S, denotada por Px. Su definición se formaliza con las siguientes
condiciones:

1. Para todo x ∈ S, Px es probabilidad en (T,B).

2. Para todo B ∈ B, x 7→ Px(B) es D-medible como aplicación de S en R.

3. Para cada D ∈ D y B ∈ B, P (D ×B) =
∫
D
Px(B)dµ(x).

De esta definición se sigue inmediatamente, a modo de ejemplo, que si P es una medida producto, defi-
nida sobre los elementos que engendran nuestro σ-álgebra producto como P (A×B) = (µ×ν)(A×B) =
µ(A) · ν(B), entonces Px = ν.
Damos a continuación el lema que justificará la existencia de la probabilidad condicionada involu-
crada en nuestro L-riesgo, aśı como la forma de escindir dicha integral a través de probabilidades
condicionadas y marginales.

Lema 3.2.3. Sea (X, σ) un espacio de medida, y sea Y un espacio métrico completo, con base
numerable y dotado de una σ-álgebra de Borel generada por él mismo, σ(Y ). Sea P una probabilidad
en σ ⊗ σ(Y ). Entonces, existe una aplicación P (·|·) : σ(Y )×X → [0, 1] tal que

i) P (·|x) es una probabilidad en σ(Y ) para todo x ∈ X.

ii) x 7→ P (B|x) es medible para todo B ∈ σ(Y ).

iii) Para todos A ∈ σ, B ∈ σ(Y ), tenemos

P (A×B) =

∫
A

P (B|x)dPX(x). (3.2.2)

A dicha aplicación P (·|·) se le llama probabilidad condicionada regular de P .

Fijémonos, por la definición dada de distribución marginal, en que este lema nos asegura que, dado
un espacio de medida cualquiera X, y dado un subespacio Y cerrado de R, luego métrico, completo
y con base numerable en su topoloǵıa de subespacio, entonces existe la probabilidad condicionada
regular P (·|x) que está en la integral interna de la definición de L-riesgo.
Por lo tanto, tiene sentido la definición de L-riesgo que hemos aportado por medio de la integral
(3.2.1). Esto es aśı por la expresión (3.2.2), y también por la aplicación del teorema de Tonelli-
Fubini. Dicho teorema, enunciado en el resultado 1.5.1, es aplicable por la medibilidad supuesta del
riesgo L, y por el hecho de que las medidas X e Y son σ-finitas, pues los tomamos como subconjuntos
de Rn, para algún n ∈ N (no necesariamente el mismo para X e Y ) con medidas probabiĺısticas.
Sea ahora D = {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} ∈ (X × Y )n una muestra finita de pares de datos de entrada
y de salida. Definimos la medida que nos permitirá formalizar una función de riesgo a partir de D.

Definición 3.2.4. Sea (X, σ) un espacio de medida, y sea x ∈ X. La medida de Dirac δx vendrá
definida por δx(A) := 1 si y solo si x ∈ A, y δx(A) = 0 en caso contrario.

De esta forma, estamos en condiciones de definir la medida emṕırica sobre tales muestras finitas,
y con ella su función emṕırica de L-riesgo.
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Definición 3.2.5. Sea n ∈ N. Dada D = {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} ∈ (X × Y )n, definimos la medida
emṕırica de este conjunto de datos como

D :=
1

n

n∑
i=1

δ(xi,yi), (3.2.3)

donde δ(xi,yi) denota a la medida de Dirac en (xi, yi) ∈ X × Y .
Dada ahora una función f : X → R medible con respecto a esta medida D, definimos la función
L-riesgo emṕırico como

RL,D(f) =
1

n

n∑
i=1

L(xi, yi, f(xi)). (3.2.4)

La motivación teórica del uso de estos L-riesgos emṕıricos estriba en que RL,D(f) se aproximará
a RL,P (f) para tamaños progresivamente mayores de la muestra finita D. De esta manera, pode-
mos ver RL,D(f) como una aproximación práctica del promedio de la función de pérdida sobre las
observaciones en D. Justifiquemos esta afirmación: tomamos (x1, y1), . . . , (xn, yn) como n variables
aleatorias independientes, y distribuidas con la misma probabilidad P en X × Y ; dadas la medibi-
lidad en la σ-álgebra producto en X × Y × R y en la σ-álgebra de Borel en R de la función riesgo
L : X×Y ×R→ R, y la medibilidad de las funciones f : X → R que manejaremos, entonces, la aplica-
ción L(·, ·, (f◦πX)(·)), con πX : X×Y → X la proyección en X, es medible, en las σ-álgebras producto
en X × Y , y de Borel en R; y, por último, todo ello nos da n variables aleatorias L(xi, yi, f(xi, yi))
independientes e igualmente distribuidas tales que E (L(xi, yi, f(xi, yi))) = RL,P (f) <∞. Entonces,
se cumplen las hipótesis de la ley fuerte de los grandes números, con lo que RL,D(f)→ RL,P (f) para
n→∞.
Además de formalizar la teoŕıa con la que escribir estas pérdidas y estos promedios, no podemos
perder de vista el objetivo de esta construcción: buscamos el riesgo más bajo de entre todas las
funciones f . A continuación, formalizamos esto por medio de la función de decisión de Bayes.

Definición 3.2.6. Sea L : X × Y × R → [0,∞) una función de pérdida y P una probabilidad en
X × Y . Entonces, el L-riesgo inferior

R∗L,P := inf{RL,P (f)|f : X → R medible}, (3.2.5)

es llamado riesgo de Bayes con respecto a P y L. Además, si existe, a una función medible
f ∗L,P : X → R con RL,P (f ∗L,P ) = RL,P le llamamos función de decisión de Bayes.

Es claro que uno de los puntos clave en la resolución de problemas de aprendizaje estad́ısito es
la elección de una función de pérdida adecuada, a partir de la cual el L-riesgo y todas las considera-
ciones teóricas podrán ser más o menos complejas.
A modo de ejemplos, presentamos en primer lugar el caso estándar de clasificación binaria, utilizada
en todas aquellas situaciones en que interese el etiquetar los elementos de un determinado conjunto,
X, de dos formas posibles, por medio del conjunto de datos de salida Y = {1,−1}. También con-
templamos el método ampliado de clasificación con un peso α, aśı como un enfoque generalista del
tratamiento de la regresión por mı́nimos cuadrados.

Ejemplo 3.2.7 (Clasificación binaria estándar). Sea pues el conjunto output Y := {1,−1}, X un
conjunto arbitrario no vaćıo de elementos que queremos clasificar en dos tipos, y P una distribución
de probabilidad en X × Y . Reescribiendo, de una forma más informal, el propósito de este problema
de aprendizaje, el objetivo es predecir la etiqueta y ∈ Y del par (x, y), si x ∈ X es observado.
La función de pérdida más común en esta situación es la llamada pérdida de clasificación Lcl :
Y × R→ [0,∞) donde, notemos, no hay dependencia expĺıcita con los x ∈ X, ya que

Lcl(y, t) := 1(−∞,0](y · signo(t)), y ∈ Y, t ∈ R, (3.2.6)
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donde es habitual usar la convención signo(0) := 1. Básicamente, lo que hace esta función de pérdida
es devolver un valor 0 (i.e., contribución nula al Lcl-riesgo) si y ∈ Y y t ∈ R coinciden en signo,
y 1 si no lo hacen. Sin restringir aún el espacio de función sobre el que buscamos nuestra solución,
sea f : X → R una función medible (recodemos que, salvo si se dice lo contrario, en R siempre
consideramos su topoloǵıa estándar y su σ-álgebra de Borel). Veamos que el significado informal de
la función pérdida es coherente con la forma que adquiere la función Lcl-riesgo:

RLcl,P (f) =

∫
X

∫
Y

Lcl(y, f(x))dP (y|x)dPX(x) =

∫
X

[∫
Y

1(−∞,0](y · signo(f(x)))dP (y|x)

]
dPX(x)

=

∫
X

[
θ(x)1(−∞,0](f(x)) + (1− θ(x))1[0,∞)(f(x))

]
dPX(x)

= P ({(x, y) ∈ X × Y : signo(f(x)) 6= y}), (3.2.7)

donde se ha denotado P (y = 1|x) = θ(x). Esta pérdida Lcl da el mismo peso a los dos tipos de
errores que en una clasificación binaria pueden ocurrir: (y = 1, f(x) < 0) y (y = −1, f(x) > 0). No
obstante, imaǵınese la situación de que esta clasificación binaria se diera para la detección de dos
tipos de errores informáticos, uno más dañino que el otro. Es claro que, en ese caso, lo mejor seŕıa
dar un peso mayor al fallo más pernicioso. Esta situación se estudia en el ejemplo siguiente.
Para el L-riesgo que ahora nos ocupa, el menor valor del L-riesgo viene dado por

R∗Lcl,P
=

∫
X

min{θ, 1− θ}dPX , (3.2.8)

luego la función f : X → Y es una función de decisión de Bayes si y solo si (2θ(x)−1)·signo(f(x)) ≥ 0
para PX-casi todo x ∈ X. Esto se ve fácilmente si escribimos, para un x ∈ X fijo y θ(x) = θ ∈ [0, 1]:

min{θ, 1− θ} =


1− θ si θ ≥ 1/2,

θ si θ < 1/2.
(3.2.9)

Como el integrando del L-riesgo será de la forma θ si f(x) < 0, y de la forma 1 − θ si f(x) ≥ 0,
llegamos a la función de decisión de Bayes dada.
Hemos visto aśı un ejemplo clásico e ilustrativo de la formalización probabiĺıstica y funcional de una
pérdida y un riesgo en un método de Aprendizaje Estad́ıstico.

Ejemplo 3.2.8 (Clasificación binaria con peso). Sea Y := {−1, 1} el conjunto de salida, y sea un
parámetro α ∈ (0, 1), al que llamaremos peso. La pérdida de clasificación con peso α, Lα,cl : Y ×R→
[0,∞) (notemos que seguimos sin tener dependencia expĺıcita de L con los x ∈ X) está definida como
sigue

Lα,cl =


1− α si y = 1 y t < 0,

α si y = −1 y t ≥ 0,

0 si (y, t) ∈ ({1} × [0,∞)) ∪ ({−1} × (−∞, 0)) ,

(3.2.10)

para todo y ∈ Y , t ∈ R. Notemos que 2 · L1/2,cl = Lcl, es decir, la pérdida de clasifición es un caso
particular de la pérdida con peso α = 1/2. Con la justificación dada para cambiar los órdenes de
integración en las funciones de L-riesgo, estamos en condiciones de escribir la función L-riesgo de este
modelo de la siguiente forma, teniendo en cuenta, además, que en la forma expĺıcita de la función L
tampoco aparece la y ∈ Y . Basta con separar la integral en los casos y = 1 y y = −1 como sigue

RLα,cl(f) =

∫
{y=1}

∫
X×Y

L(y, f(x))dP (x, y) +

∫
{y=−1}

∫
X×Y

L(y, f(x))dP (x, y)

= (1− α)

∫
f<0

ηdPX + α

∫
f≥0

(1− η)dPX , (3.2.11)
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donde se ha denotado η(x) = P (y = 1|x), para todo x ∈ X. Repitiendo un razonamiento idéntico al
de la función de pérdida de clasificación binaria ordinaria, llegamos a que f es función de decisión de
Bayes si y solo si (η(x)− α) · signo(f(x)) ≥ 0. Entonces, el L-riesgo de Bayes de este planteamiento
es:

R∗Lcl,P
=

∫
X

min{(1− α)η, α(1− η)}dPX . (3.2.12)

De la misma forma que en el primer ejemplo, este tipo de pérdidas y L-riesgos permiten predecir
valores y del conjunto Y = {−1, 1}. En el siguiente ejemplo, generalizamos a conjuntos de datos de
salida reales generales.

Ejemplo 3.2.9 (Regresión por mı́nimos cuadrados). Nos proponemos diseñar una pérdida L y un L-
riesgo con conjunto de salida Y := R, para duplas (x, y) ∈ X × Y distribuidas con una probabilidad
P en X × Y , siempre y cuando x sea un dato observado. La forma más sencilla de plantearlo es
mediante la pérdida de mı́nimos cuadrados LMC : Y × R→ [0,∞), definida como:

LMC(y, t) := (y − t)2, y ∈ Y, t ∈ R. (3.2.13)

Es decir, penalizamos las diferencias entre los valores y y t cuadráticamente. Entonces, dada f : X →
R una función medible, el LMC-riesgo es

RLMC ,P

∫
X

∫
Y

(y − f(x))2 dP (y|x)dPX(x). (3.2.14)

Minimizando (3.2.14) con respecto a f(x), simplemente mencionamos que f es una función de decisión
de Bayes si y solo si f(x) es la esperanza de la variable aleatoria Z dada por los valores y ∈ Y . No
entraremos en el detalle de esto, pues requerimos de nociones de teoŕıa de la probabilidad que se
salen del tema de este trabajo.

A continuación, nos centramos en un somero estudio de distintas propiedades importantes, tales
como la convexidad o la medibilidad, de las funciones pérdida.

Definición 3.2.10. Diremos que una pérdida L : X×Y ×R→ [0,∞) es una pérdida de Nemitski
si y solo si existen una función medible b : X×Y → [0,∞) y una función creciente h : [0,∞)→ [0,∞)
tales que

L(x, y, t) ≤ b(x, y) + h(|t|), (x, y, t) ∈ X × Y × R. (3.2.15)

Además, diremos que L es un pérdida Nemitski de orden p ∈ (0,∞) si existe una constante c > 0
tal que

L(x, y, t) ≤ b(x, y) + c|t|p, (x, y, t) ∈ X × Y × R. (3.2.16)

Por último, si P es una probabilidad en X × Y con b ∈ L1(P ) (i.e., b integrable con respecto a la
probabilidad P ), decimos que L es una pérdida Nemitski P -integrable.

Como primera consecuencia de la definición 3.2.10, dada P la probabilidad con que están distri-
buidos los datos en X×Y , y suponiendo que L es P -integrable Nemitski, tenemos que RL,P (f) <∞
para todo f ∈ L∞(PX). En particular, RL,P (0) < ∞, es decir, el L-riesgo de la función constante
igual a 0 es finito. Más adelante veremos que esto asegura que el inferior de los riesgos sobre L y P ,
R∗L,P , es finito en cualquier función f del espacio de funciones en que buscamos dicho ı́nfimo.
Pasamos a definir lo que entenderemos por convexidad de las funciones pérdida.

Definición 3.2.11. Una pérdida L : X × Y × R → [0,∞) es (estrictamente) convexa si y solo si
L(x, y, ·) : R→ [0,∞) es (estrictamente) convexa para todos x ∈ X e y ∈ Y .

Relacionamos ahora la convexidad de las funciones pérdida con la de las funciones riesgo. De-
notamos por L0(X) al conjunto de funciones medibles que van de un conjunto X no vaćıo, a R.
Equivalentemente, cuando queramos remarcar la distribución de probabilidad P en X que estemos
considerando, denotaremos a este conjunto como L0(P ).
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Lema 3.2.12. Sea L : X × Y × R → [0,∞) una pérdida (estrictamente) convexa y sea P una
distribución de probabilidad en X×Y . Entonces, RL,P : L0(X)→ [0,∞] es (estrictamente) convexa.

Demostración. Es consecuencia directa de la linealidad y la monotońıa de las integrales respecto a
la distribución P en X × Y , ya que, si f, g ∈ L0(X), y si t ∈ (0, 1), se tiene, por la propia definición
de L-riesgo:

RL,P (tf + (1− t)g) =

∫
X×Y

L(x, y, tf(x) + (1− t)g(x))dP (x, y)

≤
∫
X×Y

[tL(x, y, f(x)) + (1− t)L(x, y, g(x))] dP (x, y) = t

∫
X×Y

L(x, y, f(x))dP (x, y)

+ (1− t)
∫
X×Y

L(x, y, g(x))dP (x, y) = tRL,P (f) + (1− t)RL,P (g). (3.2.17)

A continuación, tratamos la continuidad de los L-riesgos a partir de la continuidad de las funciones
pérdida, aśı como algún otro resultado que nos permite hablar de propiedades interesantes de dichos
riesgos. Para ello, empezamos definiendo lo que entendemos por pérdida continua.

Definición 3.2.13. Una pérdida L : X × Y × R → [0,∞) es continua si L(x, y, .) : R → [0,∞) es
continua para todos x ∈ X, y ∈ Y .

Consideremos una función de pérdida continua L : X×Y×R→ [0,∞), aśı como una sucesión {fn}
de funciones medibles de X en R (lo que, con el tiempo, iremos viendo como elementos del RKHS
correspondiente) convergente puntualmente a una función f : X → R (necesariamente medible).
Entonces, por la continuidad secuencial de L, tenemos la convergencia en R dada por L(x, t, fn(x))→
L(x, y, f(x)) para n → ∞, y para todo (x, y) ∈ X × Y . Sin embargo, no tenemos ninguna garant́ıa
de que esto implique la convergencia de sus correspondientes integrales, es decir, de los L-riesgos
RL,P (fn)→ RL,P (f). Enunciamos un resultado más débil.

Lema 3.2.14. Sea L : X × Y × R → [0,∞) una función de pérdida continua, P una probabilidad
en X × Y , y {fn} una sucesión en L0(PX), con PX la probabilidad marginal en X, tal que converge
en dicha probabilidad a un elemento f ∈ L0(PX). Entonces,

RL,P (f) ≤ ĺım inf
n→∞

RL,P (fn). (3.2.18)

Demostración. Notemos que estamos tratando elementos fn : X → R medibles. Por definición de
ĺımite inferior, debe existir una subsucesión {fnk}∞k=1 tal que

ĺım inf
n→∞

RL,P (fn) = ĺım
k→∞
RL,P (fnk). (3.2.19)

La convergencia en probabilidad a f se mantiene para la subsucesión {fnk}∞k=1, lo que implica que
existe una subsucesión de ésta, {fnkm}∞m=1, que converge PX-casi seguro en X a f . Simplificaremos
la subsucesión resultante de este doble paso como {fnk}∞k=1, sin olvidar que nos quedamos con los
ı́ndices nk tales que la convergencia casi seguro anterior se cumple.
Ahora bien, como L es una función de pérdida continua, entonces es continua secuencialmente, con
lo que L(x, y, fnk(x)) → L(x, y, f(x)), para casi todo (x, y) ∈ X × Y (respecto a P ). Utilizamos el
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lema de Fatou, por el que, dada la convergencia secuencial anterior en términos de la pérdida L, se
tiene que

RL,P (f) :=

∫
X×Y

ĺım
k→∞

L(x, y, fnk(x))dP (x, y)

=

∫
X×Y

ĺım inf
k→∞

L(x, y, fnk(x))dP (x, y) ≤ ĺım inf
k→∞

∫
X×Y

L(x, y, fnk(x))dP (x, y)

= ĺım inf
k→∞

RL,P (fnk) = ĺım inf
n→∞

RL,P (fn),

con lo que tenemos la desigualdad buscada, que es

RL,P (f) ≤ ĺım inf
n→∞

RL,P (fn). (3.2.20)

El enunciado del lema anterior 3.2.14 nos sugiere que si somos capaces de mayorar la sucesión
L(·, ·, fn(·)) por alguna función integrable en la medida dada, entonces, por el teorema de convergencia
dominada, obtendŕıamos la convergencia de RL,P (fn) a RL,P (f). Veamos que las pérdidas Nemitski
desempeñan un papel fundamental para estas convergencias.

Lema 3.2.15 (Continuidad de L-riesgos). Sea P una distribución de probabilidad en X × Y , y sea
L : X × Y × R→ [0,∞) una pérdida continua y P -integrable Nemitski. Entonces:

1. Sean fn : X → R medibles y acotadas para todo n ∈ N, para las que existe una constante B > 0
con ||fn||∞ ≤ B para todo n ∈ N. Si dicha sucesión {fn} converge PX-casi seguro a una función
f : X → R, entonces

ĺım
n→∞

RL,P (fn) = RL,P (f). (3.2.21)

2. La aplicación RL,P : L∞(PX)→ [0,∞) está bien definida y es continua.

3. Si L es una pérdida de Nemitski de orden p ∈ [1,∞), entonces la aplicación RL,P : Lp(PX)→
[0,∞) está bien definida y es continua.

Demostración. 1. Como {fn} converge PX-casi seguro a f , y fn es medible para todo n ∈ N, es
claro que f también será medible.
Por otra parte, f también estará acotada por B. Esto se deduce directamente de la convergencia
PX-casi seguro de {fn} a f . Para probarlo, sea X ′ ⊂ X tal que PX(X \ X ′) = 0 y tal que
ĺımn→∞ fn(x) = f(x) para todo x ∈ X ′, y consideremos un ε > 0 arbitrario. Entonces, existe
un Nx ∈ N tal que

|f(x)| ≤ |fNx(x)− f(x)|+ |fNx(x)| ≤ ε+B, (3.2.22)

donde se ha usado la acotación de las fn y la desigualdad triangular. Como esta desigualdad
se cumple para todo ε > 0, y como x está en un conjunto X ′ cuyo complementario tiene
probabilidad nula, entonces ||f ||∞ ≤ B.
Ahora bien, como L es una aplicación continua, podemos extender la convergencia PX-casi
seguro de {fn} a f a la siguiente convergencia, ahora P -casi seguro en X × Y :

ĺım
n→∞

|L(x, y, fn(x))− L(x, y, f(x))| = 0. (3.2.23)

Dado que L es una pérdida de Nemitski, por la desigualdad triangular sobre la norma ordinaria
en R y por la condición (3.2.15), tenemos que

|L(x, y, fn(x))− L(x, y, f(x))| ≤ 2b(x, y) + h(|fn(x)|) + h(|f(x)|) ≤
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≤ 2b(x, y) + 2h(B), (x, y) ∈ X × Y, n ∈ N, (3.2.24)

donde se ha usado la monotońıa de la función h, y la acotación de las normas del infinito fn
y f por la constante B > 0. Como 2b(x, y) + 2h(B), también por la definición de pérdida de
Nemitski P -integrable, es P -integrable (nótese que 2h(B) es una función constante, y que esta-
mos integrando sobre una medida que es una probabilidad), entonces, estamos en condiciones
de aplicar el teorema de la convergencia dominada para confirmar la convergencia de RL,P (fn)
a RL,P (f).

2. La buena definición se sigue inmediatamente de la definición de pérdida P -integrable de Ne-
mitski y de un argumento muy similar al del punto anterior. Como b ∈ L1(P ), se tiene que,
para un f ∈ L∞(PX) cualquiera y usando la monotońıa de la integral,

RL,P (f) =

∫
X×Y

L(x, y, f(x))dP (x, y) ≤
∫
X×Y

b(x, y)dP (x, y)+

+

∫
X×Y

h(|f(x)|) ≤
∫
X×Y

b(x, y)dP (x, y) + P (X × Y )h(M), (3.2.25)

donde se ha usado la monotońıa de h, y la acotación de f por una constante M > 0 fruto de
que f ∈ L∞(PX). Esto demuestra la buena definición.
La continuidad es una consecuencia directa del primer punto, pues en este probábamos la
continuidad secuencial de RL,P (·) bajo convergencia PX-casi seguro de elementos fn : X → R,
y la convergencia uniforme, i.e., en L∞(PX), implica dicha convergencia casi seguro.

3. Ahora, el enunciado restringe la pérdida L de Nemitski a una pérdida de Nemitski de orden
p ∈ [1,∞), lo cual recordemos que implica, por (3.2.15), que

L(x, y, f(x)) ≤ b(x, y) + c|t|p, (x, y) ∈ X × Y, (3.2.26)

de lo que se sigue

RL,P (f) =

∫
X×Y

L(x, y, f(x))dP (x, y) ≤
∫
X×Y

b(x, y)dP (x, y) +

∫
X×Y

c|f(x)|pdP (x, y),

(3.2.27)
donde c > 0, y donde el primer término es finito porque b ∈ L1(P ). Con respecto al segundo
término, escindiendo la integral como hicimos en la definición de L-riesgo, y usando también
la linealidad de estas integrales, se tiene∫

X×Y
c|f(x)|pdP (x, y) = c

∫
Y

(∫
X

|f(x)|pdPX(x)

)
dP (y|x). (3.2.28)

Esta última expresión es finita porque f ∈ Lp(PX), y de ello se deriva una constante integrada
sobre una medida probabiĺısitca, lo que siempre es integrable. Esto prueba la buena definición
de la aplicación propuesta.
En cuanto a la continuidad, usaremos el resultado bien conocido que afirma que la convergencia
en Lp(PX) (o lo que en teoŕıa de la probabilidad se suele llamar convergencia en media de orden
p) implica la convergencia en probabilidad PX . Entonces, podemos aplicar el lema 3.2.14 sobre
una sucesión {fn} ⊂ L0(PX), convergente en probabilidad PX a f : X → R, de tal forma que

RL,P (f) ≤ ĺım inf
n→∞

RL,P (fn), (3.2.29)

sobre nuestra pérdida L continua, y sobre nuestra probabilidad P en X × Y . Pues bien, si
aplicamos este mismo razonamiento sobre la función pérdida definida en X × Y × R como:

L̃(x, y, t) := b(x, y) + c|t|p − L(x, y, t), (3.2.30)
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que también es continua (por ser suma de funciones continuas de R en [0,∞), para cada
(x, y) ∈ X × Y fijo), entonces, aplicando (3.2.30), y denotando por RL̃,P al L̃-riesgo:

RL̃,P (f) ≤ ĺım inf
n→∞

RL̃,P (fn), (3.2.31)

donde

RL̃,P (f) =

∫
X×Y

(b(x, y) + c|f(x)|p − L(x, y, f(x))) dP (x, y) =

= ||b||L1(P ) + c||f ||pp −RL,P (f), (3.2.32)

y también
ĺım inf
n→∞

RL̃,P (fn) = ĺım inf
n→∞

(
||b||L1(P ) + c||fn||pp −RL,P (fn)

)
. (3.2.33)

Por lo tanto, por continuidad de || · ||pp, por linealidad del ĺımite, y por (3.2.31), llegamos a

−RL,P (f) ≤ − ĺım inf
n→∞

RL,P (fn), (3.2.34)

o equivalentemente
RL,P (f) ≥ ĺım sup

n→∞
RL,P (fn). (3.2.35)

Aśı, por (3.2.29) y por (3.2.35), se tiene:

ĺım sup
n→∞

RL,P (fn) ≤ RL,P (f) ≤ ĺım inf
n→∞

RL,P (fn), (3.2.36)

lo que demuestra la existencia del ĺımite, y que este ĺımite es, precisamente, RL,P (f). Esto
prueba la continuidad de RL,P : Lp(PX)→ [0,∞).

A continuación, entramos en una faceta un tanto más cuantitativa de la noción de continuidad
de estas funciones pérdida, dando una forma anaĺıtica expĺıcita a una nueva idea que nos ayudará en
nuestro desarrollo: las pérdidas localmente Lipschitz continuas.

Definición 3.2.16. Sea L : X×Y ×R→ [0,∞) una función pérdida. Diremos que L es localmente
Lipschitz continua si y solo si para todo a ≥ 0 existe una constante ca ≥ 0 tal que

supx∈X,y∈Y |L(x, y, t)− L(x, y, t′)| ≤ ca|t− t′|, t, t′ ∈ [−a, a]. (3.2.37)

Denotaremos por |L|a,1 a la constante ca más pequeña que satisfaga la desigualdad anterior para
todos t, t′ ∈ [−a, a] (notemos que tal |L|a,1 debe existir, dado que el conjunto de tales constante ca
está acotado inferiormente por 0 y es no vaćıo, para lo que restaŕıa aplicar el axioma de completitud).
Finalmente, si tenemos |L|1 := supa≥0|L|a,1 < ∞, decimos directamente que L es Lipschitz conti-
nua.

De cara a acotar funciones minimizadores que sean soluciones generales SVM, notemos que si
tomamos un t ∈ R cualquiera, cogiendo a = |t| ≥ 0, ca = L|t|,1, y t′ = 0 en la definición 3.2.16
anterior, tenemos que

supx∈X,y∈Y |L(x, y, t)− L(x, y, t′)| ≤ ca|t− t′| =⇒ |L(x, y, t)− L(x, y, 0)| ≤ L|t|,1|t| =⇒

=⇒ L(x, y, t) ≤ L(x, y, 0) + L|t|,1|t|, (x, y) ∈ X × Y, t ∈ R. (3.2.38)

Esta desigualdad nos permite enunciar la siguiente proposición.

Proposición 3.2.17. Sea L : X × Y × R → [0,∞) una pérdida localmente Lipschitz continua, y
P la distribución dada sobre X × Y . Supongamos también que RL,P (0) < ∞. Entonces, L es una
pérdida P -integrable Nemitski. En particular, lo será con orden p = 1.
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Demostración. Si L es localmente Lipschitz continua, por el razonamiento anterior tenemos que

L(x, y, t) ≤ L(x, y, 0) + L|t|,1|t|, (x, y) ∈ X × Y, t ∈ R. (3.2.39)

Aśı, tomando en la definición de pérdida de Nemitski P -integrable la función b(x, y) = L(x, y, 0)
y la constante c = L|t|,1 para el término c|t|p, tenemos la acotación deseada. Como, por hipótesis,
RL,P (0) <∞, tenemos que esta función b, con la integración dada sobre la medida P en X×Y , está
en L1(P ). Entonces, L es P -integrable Nemitski y, en particular, de orden p = 1.

Una vez obtenidas las propiedades de continuidad más importantes de funciones pérdida y riesgo,
pasamos a un nuevo apartado con mayor interés práctico, recurriendo de nuevo a nuestro RKHSs.

3.3. Existencia y unicidad de soluciones generales SVM

Fijamos nuestra mirada en el estudio de las propiedades estructurales de los SVMs. Fundamen-
talmente, estudiaremos la existencia y la unicidad de las soluciones de algunos problemas de SVM,
aśı como una posible cota sobre dichas soluciones, y un importante teorema de representación en
nuestros RKHSs subyacentes.
En la práctica, los métodos de SVM toman como función objetivo a una función fD,λ, a partir de
una muestra D finita en (X×Y )n para algún n ∈ N, y de un parámetro λ > 0 de control del término
de penalización, dado por la norma definida en el espacio de funciones H. Es aśı que las funciones a
minimizar toman, normalmente, la forma del llamado riesgo emṕırico regularizado, o RER, que
es

Rreg
L,D,λ(f) := λ||f ||2H +RL,D(f), f ∈ H. (3.3.1)

No obtante, los resultados que nos ocupan se extenderán, salvo que se haga notar lo contrario, a
las funciones riesgo generales RL,P . Como ya dijimos, nos interesa la teoŕıa que hay detrás de estos
métodos, no su implementación. La ley fuerte de los grandes números ya se encarga de justificar la
práctica con RERs. Sin embargo, a la hora de hablar de representación de soluciones v́ıa la propiedad
reproductora del núcleo de un RKHS, śı que interesa volver la mirada a estos riesgos emṕıricos.
Denotamos por H al espacio de funciones de X (el conjunto de datos de entrada) en el cuerpo R.
Nos limitamos a espacios H como RKHSs. Llegados a este punto, las preguntas naturales que hacer
seŕıan:

1. ¿Existen minimizadores? Y de ser aśı, ¿son únicos?

2. ¿Qué formas posibles hay de representar el minimizador fP,λ a partir de muestras finitas?

Denotaremos por L : X × Y × R→ [0,∞) a las funciones pérdida, H al RKHS con núcleo medible
en X en el que buscamos la función minimizadora, y P la distribución de probabilidad en X×Y con
la que se distribuyen los datos de entrada y de salida. Dado λ > 0, a la función fP,λ,H ∈ H de X en
R que satisface

λ||fP,λ,H ||2H +RL,P (fP,λ,H) = inff∈H
(
λ||f ||2H +RL,P (f)

)
, (3.3.2)

le llamamos solución general de la SVM o función de decisión general de la SVM, a la
cual denotaremos en adelante como fP,λ para abreviar, definida sobre H salvo que se haga notar lo
contrario.
Observemos que, si fP,λ es una solución general de nuestra SVM, entonces

λ||fP,λ||2H ≤ λ||fP,λ||2H +RL,P (fP,λ) = inff∈H
(
λ||f ||2H +RL,P (f)

)
≤ RL,P (0), (3.3.3)

de tal forma que tenemos una primera acotación

||fP,λ||H ≤
√
RL,P (0)

λ
, (3.3.4)
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lo cual tiene una interesante consecuencia: fijadoRL,P (0), la acotación sobre el minimizador en norma
de H queda controlada por el parámetro λ.
Entramos ahora a estudiar bajo qué condiciones existe una única fP,λ. En el caso de funciones de
pérdida convexas, la unicidad, asumiendo de partida su existencia, es inmediata.

Proposición 3.3.1 (Unicidad de soluciones SVM). Sean L : X × Y × R → [0,∞) una función de
pérdida convexa, H el RKHS definido por un núcleo medible en X, y P una probabilidad en X × Y
con RL,P (f) < ∞ para algún f ∈ H. Entonces, para todo λ > 0, existe a lo más una solución fP,λ
de la SVM propuesta.

Demostración. Por reducción al absurdo, supongamos que f 7→ λ||f ||2H + RL,P (f) admite dos mi-
nimizadores f1 y f2 en H, , tales que f1 6= f2. Utilizando la identidad del paralelogramo, es claro
que

||1
2

(f1 + f2)||2H =
1

2
||f1||2H +

1

2
||f2||2H − ||

1

2
(f1 − f2)||2H <

1

2
||f1||2H +

1

2
||f2||2H . (3.3.5)

Aśı, la convexidad de f 7→ RL,P (f) (derivada de la convexidad, por hipótesis, de la función pérdida)
y la igualdad λ||f1||2H + RL,P (f1) = λ||f2||2H + RL,P (f2) muestra que, si tomamos f̃ := 1

2
(f1 + f2),

entonces

||f̃ ||2H +RL,P (f̃) < ||f1||2H +RL,P (f1), (3.3.6)

es decir, que f1 no puede ser un minimizador de f 7→ ||f ||2H +RL,P (f), lo que va en contra de nuestra
hipótesis. Por lo tanto, de existir, existe un único minimizador como solución de nuestra SVM.

Nuestro siguiente objetivo es el de ver que para funciones de pérdida convexas e integrables de
tipo Nemitski, siempre existe una solución general del problema SVM. Antes de abordar el teorema,
definimos lo que entenderemos por semicontinuidad inferior o superior, aśı como el epigrafo de una
función de un conjunto X no vaćıo en R.

Definición 3.3.2. Sea X un espacio topológico y sea f : X → R∪{∞}. Entonces f es inferiormente
semicontinua (resp. superiormente semicontinua) si y solo si los conjuntos {x ∈ X : f(x) ≤ a} (resp.
{x ∈ X : f(x) ≥ a}) son cerrados para todo a ∈ R.
Por su parte, definimos el epigrafo de una función f : X → R como el conjunto:

epi(f) := {(x, a) ∈ X × R : a ≥ f(x)} (3.3.7)

El teorema que ahora enunciamos es de importancia capital para entender el fundamento de este
trabajo, y para entender la aplicación de nuestros RKHSs en los métodos de SVM. Éste prueba la
existencia de, al menos, una solución general de un problema de SVM.

Teorema 3.3.3 (Existencia de soluciones SVM para pérdidas de Nemitski). Sea L : X × Y × R→
[0,∞) una función de pérdida convexa y sea P una distribución en X × Y tal que L es una pérdida
P -integrable Nemitski. Sea también H un RKHS dado por un núcleo en X que es acotado y medible.
Entonces, para cualquier λ > 0, existe al menos una solución general de la SVM fP,λ.

Demostración. Antes de pasar a su demostración, necesitamos los siguientes resultados auxiliares.

Lema 3.3.4 (Caracterización de los funcionales lineales de E×R en R). Sea E un espacio de Banach.
Los funcionales lineales de E × R en R son de la forma:

(x, a)→ y(x) + αa, a ∈ R, x ∈ E, para algún y ∈ E ′, (3.3.8)

es decir, la topoloǵıa débil en E ×R seŕıa la misma que la topoloǵıa producto en E ×R, engendrada
por la topoloǵıa débil en E, y la topoloǵıa usual en R.
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Demostración. Es bien sabido que E × R es una espacio de Banach con la norma definida por:

||(x, a)|| = ||x||E + |a|, (3.3.9)

para todo (x, a) ∈ E × R. Sea z ∈ (E × R)′. Definimos lE : E → R por:

lE(x) = z((x, 0)), (3.3.10)

para todo x ∈ E. Como z es lineal, también lo es lE. Además, para todo x ∈ E,

|lE(x)| = |z((x, 0))| ≤ ||z||E′ · ||(x, 0)||, (3.3.11)

donde se ha usado la continuidad de z como funcional en E × R. De ello se sigue la continuidad de
lE como aplicación lineal de E en R. En adelante, denotamos como x̂ al único elemento de E ′ tal
que x̂ = lE.
De forma análoga, definiendo:

lR(y) = z((0, y)), (3.3.12)

para todo y ∈ R, se deduce que existe un único ŷ ∈ R tal que ŷ = lR.
Entonces,

z((x, y)) = z((x, 0)) + z((0, y)) = lE(x) + lR(y) = x̂(x) + ŷ(y), (3.3.13)

para todo (x, y) ∈ E × R. Denotamos entonces esta aplicación como z = (x̂, ŷ).
Rećıprocamente, si tomamos x̃ ∈ E ′ y ỹ ∈ R′, entonces, para todo (x, y) ∈ E × R, se tiene

|(x̂, ŷ)((x, y))| = |x̂(x) + ŷ(y)| ≤ |x̂(x)|+ |ŷ(y)| ≤

≤ ||x̂||E′ · ||x||E + ||ŷ||E′ · ||y||E ≤ (||x̂||E′ + ||ŷ||E′) · (||x||E + ||y||E) = ||(x, y)|| · ||(x̂, ŷ)||, (3.3.14)

donde se han usado la continuidad de los funcionales involucrados, la desigualdad triangular, y la
definición de norma de suma directa finita de espacios de Banach. De aqúı se sigue que (x̂, ŷ) ∈
(E × R)′.
Con este último razonamiento, hemos caracterizado la topoloǵıa producto del dual topológico de E
por R como el dual topológico del producto (E × R). De ello llegamos a la caracterización (3.3.8),
con tan solo especifar la forma que adquieren los funcionales lineales en R.

Lema 3.3.5. Sea E un espacio de Banach reflexivo, y sea f : E → R∪{∞} una aplicación convexa
e inferiormente semicontinua. Si existe un M > 0 para el que el conjunto AE = {x ∈ E : f(x) ≤M}
satisface AE 6= ∅, y tal que AE es acotado, entonces f tiene un mı́nimo absoluto en AE.

Demostración. Notemos que, por definición de función inferiormente semicontinua, AE es cerrado.
También, como f es convexa, es inmediato que AE es convexo. Como AE es acotado, necesariamente
debe existir un x0 ∈ E tal que x0 no esté en AE. Probamos que x0 no pertenence a la adherencia débil
de AE. Por el teorema de separación de Hahn-Banach, dado E un espacio normado de Banach, y dados
AE 6= ∅ cerrado y convexo, y {x0} compacto y también convexo, entonces existe un funcional lineal
φ ∈ E ′ que separa x0 de los puntos de AE: existen c1 > c2, c1, c2 ∈ R, tales que φ(y) > c1 > c2 > φ(x0),
para todo y ∈ AE. Ahora bien, como la topoloǵıa débil en E es la menos fina que hace continuas a
los elementos de E ′, entonces, el conjunto

C := {x ∈ E : φ(x) < c1}, (3.3.15)

es obviamente débilmente abierto, y por construcción de φ tenemos C ⊂ E \AE y x0 ∈ C. Se deduce
de esto que x0 no es débilmente adherente a AE, con lo que E \AE es débilmente abierto. Entonces,
AE es débilmente cerrado.
Además, como AE es acotado, y dada B la bola cerrada unidad en E, sabemos que existe un a > 0 tal
que AE ⊂ aB. Por el teorema A.0.22, como E es reflexivo, sabemos que B es débilmente compacto,
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con lo que aB también lo es. Entonces, AE es un subconjunto débilmente cerrado de un conjunto
débilmente compacto, es decir, AE es débilmente compacto.
Veamos que f es una aplicación débilmente inferiormente semicontinua. Notemos, en primer lu-
gar, que epi(f) es convexo, dada la convexidad de f . Además, como f es inferiormente semi-
continua (en la topoloǵıa de partida en E), entonces epi(f) también es cerrado, pues epi(f) =
π−1
E ({x ∈ E : f(x) ≤ a}), con πE la proyección E × R → E. Por un razonamiento análogo al de la

prueba de que AE es débilmente compacto, podemos afirmar que epi(f) es débilmente cerrado en
E × R. Por el lema 3.3.4, la condición de débilmente cerrado de epi(f) en E × R implica que f es
débilmente inferiormente semicontinua.
Resumiendo, sabemos lo siguiente:

a) AE es débilmente compacto en E.

b) f : E → R ∪ {∞} es débilmente inferiormente semicontinua.

Para acabar, y en virtud de que f es débilmente inferiormente semicontinua, y que AE es débilmente
compacto, razonamos por reducción al absurdo. Llamamos al ı́nfimo de f en AE por a = infx∈AEf(x),
el cual existe por ser f inferiormente semicontinua en un compacto. Si el valor a no se alcanza,
entonces, para cada x ∈ AE, existe un ε > 0 tal que f(x) − ε > a. Como f es inferiormente
semicontinua con la topoloǵıa débil de E, existe un entorno Vx de x, en dicha topoloǵıa, tal que
a < f(y) para todo y ∈ Vx. Entonces, ∪x∈AEVx es un recubrimiento abierto de AE, luego por la
compacidad de AE existe un recubrimiento finito de la forma AE ⊂ ∪ni=1Vxi . Entonces, se sigue que
a′ = mini=1,...,nf(xi)−εi > a, con los εi > 0 anteriores de la caracterización de ı́nfimo. Además, como
AE ⊂ ∪ni=1Vxi , se tiene a′ < f(x) para todo x ∈ AE. Esto contradice que a sea el ı́nfimo, pues hay
otra cota inferior de AE, a′, mayor que a. Entonces, f alcanza el valor a.

Volvemos a la demostración de 3.3.3:
Por hipótesis, k es medible , luego por el lema 1.4.3 tenemos que H consiste en funciones de X
en R que son medibles. También, como k es acotado, haciendo uso del lema 1.4.2, tenemos que la
aplicación id : H → L∞(PX) es continua. Se sabe que una función convexa y a valores reales en un
intervalo abierto de R es continua en el intervalo. Como L(x, y, .) : R → R es una función convexa
para todo (x, y) ∈ X × Y (definición 3.2.11), y como L(x, y, t) <∞ para todo (x, y, t) ∈ X × Y ×R,
entonces L es continua en todo R respecto a su argumento real t, fijando los otros dos en X × Y .
Por lo tanto, por el lema 3.2.15, sabemos que la aplicación RL,P : L∞(PX) → R es continua. Aśı,
con tan solo componer con la aplicación continua id : H → L∞(PX), podemos decir que la aplicación
RL,P : H → R es continua.
Además, por el lema 3.2.12, tenemos también la convexidad de esta última aplicación.
Todo lo anterior, junto a la continuidad y convexidad de la aplicación f 7→ λ||f ||2H , implica la
continuidad y convexidad de f 7→ λ||f ||2H +RL,P (f). Definimos ahora el siguiente conjunto:

A := {f ∈ H : λ||f ||2H +RL,P (f) ≤M}, (3.3.16)

con M := RL,P (0). Es claro que la función constante igual a 0, como elemento de H, está en A,
y por tanto A 6= ∅. Además, si f ∈ A, es inmediato que, por la propia definición de A, tenemos
que λ||f ||2H ≤ M o, en otras palabras, A ⊂ (M/λ)1/2BH , con BH la bola cerrada unidad en H.
Resumiendo, tenemos que A es un conjunto no vaćıo y acotado en el espacio de Hilbert H. La
existencia del mı́nimo absoluto en todo H nos la da el lema 3.3.5. Notemos que H, por ser de
Hilbert, es un espacio de Banach reflexivo (v́ıa el teorema de representación de Riesz).

Lo que acabamos de probar es clave en nuestro análisis: con pedir convexidad, continuidad y
P -integrabilidad de Nemitski a L, si el espacio de funciones en el que buscamos nuestro minimizador
fP,λ es un RKHS, con un núcleo reproductor acotado y medible, entonces podemos afirmar que existe
una solución general de nuestra SVM y, además, por la proposición 3.3.1, sabemos que es única, dado
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que L es convexa.
Este trabajo quedaŕıa incompleto si no se mencionaran las pérdidas supervisadas y no supervisadas,
aśı como, dentro del primer grupo, las pérdidas margin-based. Simplemente, las vamos a definir para
dar un interesante resultado que permite, a partir del teorema 3.3.3, controlar el tamaño de los
minimizadores a partir de la función pérdida y del parámetro de penalización.

Definición 3.3.6 (Pérdidas supervisadas y no supervisadas). Sea L : Y × R→ [0,∞) una pérdida
sin dependencia expĺıcita en X. Diremos que L es una pérdida supervisada si y solo si es medible.
Sea ahora L : X ×R→ [0,∞) otra función pérdida, sin dependencia expĺıcita en los datos de salida.
Diremos que L es una pérdida no supervisada si y solo si L es medible.

La motivación de esta terminoloǵıa radica en la dependencia o independencia que el L-riesgo
adquiere con respecto a las y ∈ Y . En el caso no supervisado, dicho L-riesgo toma la forma:

RL,P (f) =

∫
X

L(x, f(x))dPX(x), (3.3.17)

donde desaparece dicha dependencia respecto a los elementos de Y .

Definición 3.3.7 (pérdida margin-based (m.b.)). Sea L : Y ×R→ [0,∞) una pérdida supervisada.
Diremos que L es una pérdida margin-based (m.b.) si existe una función representante ϕ : R→ [0,∞)
tal que:

L(y, t) = ϕ(yt), y ∈ Y, t ∈ R. (3.3.18)

Corolario 3.3.8. Sea L : X×Y ×R→ [0,∞) una pérdida convexa, y localmente Lipschitz continua.
Sea también P una distribución de probabilidad en X×Y , tal que el L-riesgo satisface RL,P (0) <∞.
Sea H un RKHS con núcleo medible y acotado en X. Entonces, para todo λ > 0, existe una única
solución general SVM fP,λ ∈ H.
Además, si L es una función pérdida convexa m.b., representada por la función ϕ : R → [0,∞),
entonces:

||fP,λ||H ≤
(
ϕ(0)

λ

)1/2

. (3.3.19)

Demostración. La unicidad de la solución general SVM es una consecuencia directa de la proposición
3.3.1.
En cuanto a la existencia, por la proposición 3.2.17 tenemos que L, por ser una pérdida localmente
Lipschitz continua, es P -integrable de Nemistki, luego tenemos todas las hipótesis del teorema 3.3.3.
Esto asegura la existencia de la solución general SVM fP,λ.
Por la desigualdad (3.3.4), como RL,P (0) = ϕ(0), ya tendŕıamos la acotación deseada.

En el marco de espacios de funciones con núcleo reproductor, tratamos ahora la existencia y repre-
sentación de soluciones SVM emṕıricas, que son aquellas soluciones SVM que cumplen la condición
de ı́nfimo restringidos a muestras finitas D := {(x1, y1) . . . , (xn, yn))} sobre la función de L-riesgo
(3.2.4).

Teorema 3.3.9 (Teorema de representación). Sea L : X × Y × R → [0,∞) una pérdida convexa,
D := {(x1, y1) . . . , (xn, yn))} ∈ (X × Y )n, y H un RKHS sobre X. Entonces, para todo λ > 0, existe
una única solución emṕırica SVM.
Además, existen α1, . . . , αn ∈ R tales que:

fD,λ(x) =
n∑
i=1

αik(x, xi), x ∈ X. (3.3.20)
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Demostración. 1. Existencia: Dado que la convergencia en norma de H implica la convergencia
puntual de los elementos de H, se puede probar la continuidad del L-riesgo emṕırico RL,D :
H → [0,∞) debido a la continuidad de la pérdida L (por ser convexa y finita en todos sus
puntos), siguiendo un razonamiento idéntico al expuesto para el teorema 3.3.3. La existencia
se sigue, también, con un razonamiento análogo al de aquel teorema, y particularizado sobre
este L-riesgo.

2. Representación: Tomamos el conjunto finito X ′ = {x1, . . . , xn}, aśı como

H ′ = ∨{k(·, xi) : i = 1, . . . , n}. (3.3.21)

Al igual que ocurŕıa con (1.3.13), H ′ es el RKHS de núcleo reproductor k|X′×X′ . Entonces,
aplicando el punto anterior, podemos afirmar que existe una solución emṕırica fP,λ,H′ ∈ H ′.
Tomamos el complemento ortogonal H ′⊥ de H ′, dentro del espacio general H. Dado f ∈ H ′⊥,
entonces, como k(·, xi) ∈ H ′ para todo i = 1, . . . , n, utilizando la propiedad reproductora de k,
llegamos a

f(xi) = 〈f, k(·, xi)〉 = 0, i = 1, . . . , n. (3.3.22)

Denotamos por PX′ : H → H ′ a la proyección ortogonal de H en H ′. Por la igualdad anterior,
se tiene que

RL,D(PX′f) =
1

n

n∑
i=1

L(xi, yi, PX′f(xi)) = RL,D(f), (3.3.23)

donde se ha usado la definición de L-riesgo emṕırico, y que PX′f(xi) = f(xi) para todos
f ∈ H, i ∈ {1, . . . , n}, por definición de H ′. Como PX′ es proyección ortogonal, tenemos que
||PX′f ||H ≤ ||f ||H , para todo f ∈ H.
Todo ello nos lleva a que

inff∈H
(
λ||f ||2H +RL,D(f)

)
≤ inff∈H′

(
λ||f ||2H +RL,D(f)

)
=

= inff∈H
(
λ||PX′f ||2H +RL,D(PX′f)

)
≤
(
inff∈Hλ||f ||2H +RL,D(PX′f)

)
. (3.3.24)

De este modo, hemos obtenido la igualdad en la anterior cadena de desigualdades. Por lo tanto,
fD,λ,H′ minimiza la aplicación

f 7→ λ||f ||2H +RL,D(f) (3.3.25)

en H, y la unicidad de fD,λ,H implica que fD,λ,H′ = fD,λ,H .
De este modo, fD,λ := fD,λ,H ∈ H ′, con lo que la representación de esta solución emṕırica en
términos de los k(·, xi) es consecuencia de la definición de H ′.

3. Unicidad : Se sigue inmediatamente de la convexidad de L y de la proposición 3.3.1.

Teorema 3.3.10 (Soluciones SVM no triviales). Sea L : X × Y × R→ [0,∞) una pérdida convexa
y P una distribución en X × Y tal que L es P -integrable Nemitski. Sea también H un RKHS de
núcleo acotado y medible en X, y tal que R∗L,P,H < RL,P (0). Entonces, para todo λ > 0, se tiene que
fP,λ 6= 0.

Demostración. Por hipótesis, tiene que existir un elemento g ∈ H, g 6= 0, tal que RL,P (g) < RL,P (0).
Sea α ∈ [0, 1]. Entonces, por convexidad de L (y por tanto de R), tenemos:

λ||αg||2H +RL,P (αg) ≤ λα2||g||2H + αRL,P (g) + (1− α)RL,P (0) =: h(α), (3.3.26)

donde g = α · g + (1− α) · 0.
Denotamos RL,P (0) = b, RL,P (g) = c (b > c), y d = λ||g||2H > 0. Usamos ahora la relación
R∗L,P,H < RL,P (0). El polinomio cuadrático α→ h(α), con h : [0, 1]→ [0,∞), alcanza su mı́nimo en
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α∗ ∈ (0, 1]. Esto es aśı porque que la derivada de h(α) es h′(α) = 2dα+ (c− b), con lo que h′(0) < 0.
Entonces:

λ||α∗g||2H +RL,P (α∗g) ≤ h(α∗) < h(0) = λ||0||2H +RL,P (0) = RL,P (0), (3.3.27)

donde g tiene que ser necesariamente distinto de 0, pues RL,P (0) > RL,P (g). Esto implica que el
minimizador fP,λ es distinto de cero.

3.4. Large RKHS. Núcleos universales

En este apartado, resumimos y demostramos los resultados que, a mi juicio, mejor ilustran la
capacidad que tienen los RKHSs de limitar nuestra búsqueda de minimizadores a estos espacios. Esto
es posible a través de la densidad que algunos de estos RKHSs presentan en el espacio de funciones
continuas, por medio de los llamados núcleos universales. Esto tiene interesantes consecuencias para
la formulación geométrica de, por ejemplo, los problemas de clasificación vistos anteriormente, a
través de hiperplanos definidos con una aplicación caracteŕıstica de dicho núcleo universal.
También, generalizamos esta noción de universalidad del núcleo por medio de series de Taylor, para
afirmar la existencia de algunos de estos núcleos, con expresiones de sobra conocidas. Por otra parte,
mostraremos la capacidad de los RKHS H con estos núcleos universales para expresar funciones riesgo
de Bayes restringiendo la búsqueda, estrictamente, a H. Ya para acabar, damos dos interesantes
resultados de densidad de los RKHS en espacios de funciones tales como los espacios Lp y los de
funciones continuas que se anulan en el infinito. Como último apunte, esta presencia de los RKHS,
v́ıa densidad, en espacios más grandes, es lo que califica a esta clase de espacios de Hilbert como
large RKHS.
Empezamos definiendo lo que se entiende como RKHS grande (large RKHS). En todo el análisis que
sigue nos limitamos, como es costumbre ya, a espacios de funciones f : X → R, para X arbitrario y
no vaćıo. Denotamos por C(X) al espacio de funciones continuas de la forma f : X → R. También,
por simplicidad, nos limitaremos a X métrico y compacto.

Definición 3.4.1. Sea un núcleo continuo k y con valores reales en un espacio métrico y compacto
X. Diremos que k es núcleo universal en X, o simplemente universal, si el RKHS H de k es
denso, con respecto a la norma || · ||∞, en el espacio de funciones continuas de la forma f : X → R.
En otras palabras, k es universal si para toda función g ∈ C(X) y para todo ε > 0, existe una f ∈ H
tal que

||f − g||∞ ≤ ε. (3.4.1)

Una forma equivalente de aportar esta última definición es a través de un espacio y una aplicación
caracteŕısticos cualesquiera, H0 y φ0 : X → H0 respectivamente, para el núcleo k. Para ello, recor-
demos la forma con que, v́ıa (1.3.11), caracterizábamos un RKHS cualquiera a través de su núcleo
reproductor con el conjunto que sigue

H := {f : X → K : ∃w ∈ H0 con f(x) = 〈w, φ0(x)〉H0
para todo x ∈ X}, (3.4.2)

con lo que la definición 3.4.1 puede darse en los siguientes términos: k es universal si y solo si, para
todo g ∈ C(X) y para todo ε > 0, existe un w ∈ H0 tal que

||〈w, φ0(·)〉H0 − g||∞ ≤ ε. (3.4.3)

Veremos más adelante que esta observación adquiere su relevancia a la hora de construir núcleos
universales.
Entramos ahora en las propiedades geométricas de los núcleos reproductores universales. Necesitamos
una definición de separabilidad general, que nos dará posteriormente un criterio de separabilidad sobre
los compactos de X. Recordemos que hablar de núcleos equivale a hablar de núcleos reproductores,
a través de su asociación con un único RKHS.
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Definición 3.4.2. Sea k un núcleo en un espacio métrico X con RKHS H. Diremos que k separa a
los conjuntos disjuntos A,B ⊂ X si y solo si existe una función f ∈ H tal que f(x) < 0 si x ∈ B
y f(x) > 0 si x ∈ A.

Proposición 3.4.3. Sea (X, d) un espacio métrico y compacto, y k un núcleo universal en X.
Entonces, k separa a todos los subconjuntos compactos disjuntos de X.

Demostración. Sean C,D ⊂ X compactos disjuntos, y definimos la siguiente función:

h(x) :=
dist(x,B)

dist(x,A) + dist(x,B)
− dist(x,A)

dist(x,A) + dist(x,B)
, (3.4.4)

donde definimos la distancia de un conjunto D de X a un punto cualquiera x ∈ X como es habitual,

dist(x,D) := infy∈Ddist(x, y). (3.4.5)

Esta función h es continua, dada la continuidad de la aplicación x ∈ X 7→ dist(x,A), A ⊂ X, y
teniendo en cuenta también que, como A y B son compactos y disjuntos, entonces las funciones
dist(x,A) y dist(x,B) no se pueden anular al mismo tiempo. Además, es inmediato que h(x) = −1
si x ∈ B y h(x) = 1 si x ∈ A.
Ahora, usamos la propiedad de universalidad del núcleo k sobre el RKHS H. Ello implica que, dada
la densidad de H en C(X), y como h ∈ C(X), tenemos que existe f ∈ H tal que ||f − h||∞ ≤ 1/2.
Entonces, como h solo toma los valores 1 en A y −1 en B, es inmediato que, entonces, f(x) ≥ 1/2
para todo x ∈ A, y que f(x) ≤ −1/2. Por tanto, tomando f ∈ H como función separante, hemos
demostrado el resultado.

Una consecuencia simple de esta proposición 3.4.3 es que siempre podremos separar dos puntos
distintos x 6= x′ en X por medio de una función del RKHS H. Este hecho es esencial a la hora de
hablar de la inyetividad de aplicaciones caracteŕısticas asociadas a núcleos univerales.
A pesar de la simpleza de su demostración, la proposición 3.4.3 tiene implicaciones geométricas que
dan gran parte del sentido al uso de RKHS en los problemas de clasificación. Para ver esto, tomemos
un núcleo universal k con espacio caracteŕıstico H0 y una aplicación caracteŕıstica φ0 : X → H0.
Tomemos ahora un subconjunto finito X ′ := {x1, . . . , xn} ⊂ X, para algún n ∈ N, y consideremos
un subconjunto de elecciones y1, . . . , yn del espacio de salida de un problema SVM de clasificación
estándar, i.e., Y := {−1, 1}. Como X ′ es finito, entonces es compacto, luego la proposición 3.4.3
garantiza la existencia de una función f en el RKHS H asociado a k tal que yif(xi) > 0 para todo i =
1, . . . , n, y esto, mentando al ejemplo 3.2.7, nos permite clasificar los valores de X ′, distinguiéndolos
del resto de elementos de X. En consecuencia, por el resultado 1.3.11, al poder representar dicha
función de decisión f a través del producto interno de H0 como f = 〈w, φ0(·)〉H0 , para un w ∈ H0

adecuado, podemos centrar nuestro estudio en el conjunto {(φ0(x1), y1), . . . , (φ0(xn), yn)}, el cual
puede ser separado en H0 por medio de un hiperplano determinado por w de la forma

yi〈w, φ(xi)〉H0 > 0, i ∈ {1, . . . , n}, (3.4.6)

los cuales seŕıan los valores de X que se correspondeŕıan, precisamente, con los datos xi de X ′ que
queremos clasificar positivamente (i.e., que no penalizan en el L-riesgo).
En resumen, hemos convertido un problema de clasificación de un conjunto X, al que pedimos que
sea métrico y compacto, en una clasificación geométrica dada por un hiperplano en un espacio de
Hilbert con núcleo reproductor H0. No obstante, es necesario hacer notar que este razonamiento se ha
hecho para un conjunto de muestras muy concreto (un conjunto finito X ′ en un conjunto métrico y
compacto). Esto, con lo que sabemos, no se puede generalizar directamente a conjuntos de muestras
arbitrarios en Rn, con n ∈ N.
Esta lectura de la geometŕıa mediante hiperplanos sugiere la siguiente pregunta: ¿tales núcleos uni-
versales van a existir siempre? La respuesta, en espacios métricos y compactos, es que śı, e incluso
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podemos garantizar que algunos de los núcleos estándar más conocidos, como el núcleo RBF (radial
basis function), es un caso. Yendo más lejos con la pregunta, dada la definición 3.4.1: ¿podŕıa ex-
tenderse esta noción a espacios topológicos compactos? La respuesta, que no trabajaremos aqúı por
sobrepasar el alcance de este trabajo, está en que se puede extender a espacios topológicos de estas
caracteŕısticas, con un matiz: no existe núcleo universal si la topoloǵıa no está generada por una
métrica. Necesitamos, para ver esto, un lema que enunciará propiedades nucleares en el análisis que
viene.

Lema 3.4.4. Sea X un espacio métrico y compacto y sea k un núcleo en X. Entonces, las siguientes
afirmaciones se cumplen:

1. Cualquier aplicación caracteŕıstica asociada a k es inyectiva.

2. Se tiene que k(x, x) > 0 para todo x ∈ X.

3. Cualquier restricción de k a un compacto X ′ ⊂ X es universal.

4. El núcleo normalizado k∗ : X ×X → R, definido como:

k∗(x, x′) :=
k(x, x′)√

k(x, x)k(x′x′)
, x, x′ ∈ X, (3.4.7)

es universal.

Demostración. Denotamos por H0 y por φ a un espacio y a una aplicación caractaŕısticos arbitrarios
de k. Las tres primeras afirmaciones son directas de la definición de núcleo universal y de la propo-
sición 3.4.3. La inyectividad se sigue de la condición separante de al menos un elemento del RKHS
de k para dos conjuntos unipuntuales {x} y {x′} de X cualesquiera, y de la representación de los
elementos de H a través de 1.3.11. Para ver esto, tomamos x 6= x′ cualesquiera en X y φ0 : X → H0

una aplicación caracteŕıstica de k. Por 3.4.3, existe un f ∈ H que cumple lo siguiente:

f(x) 6= f(x′) =⇒ 〈w, φ(x)〉H0 6= 〈w, φ(x′)〉H0 , (3.4.8)

para algún w ∈ H0, donde se ha usado (1.3.11). Aśı, φ0(x) 6= φ(x′), y tenemos la inyectividad deseada.
Para los otros tres puntos, particularizamos H0 en el RKHS asociado H. Para ver que k(x, x) > 0
para todo x ∈ X, recurriendo de nuevo a 3.4.3, como X es compacto, debe existir un f ∈ H tal que
f(x) > 0 para todo x ∈ X. Basta tomar, en el enunciado de dicha proposición, el compacto X y
el vaćıo. Entonces, utilizando la propiedad reproductora de k sobre f en cada x ∈ X, y usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que

0 < |f(x)| = |〈f, k(·, x)〉H | ≤ ||f ||H · ||k(·, x)||H , (3.4.9)

y como k(x, x) = 〈φ(x), φ(x)〉H ≥ 0, entonces k(x, x) > 0 para todo x ∈ X.
En cuanto al tercer punto, nótese que si k está asociado a un RKHS H que es denso en C(X) con la
norma del supremo, es inmediato que si restringimos las funciones que son elementos de estos espacios
al compacto X ′ ⊂ X, seguimos teniendo dicha densidad. Nótese que ||f |X′ − g|X′||∞ ≤ ||f − g||∞.
Veamos ya el último punto. Consideramos que la aplicación caracteŕıstica φ : X → H es la canónica.
Definimos a(x) := k(x, x)−1/2, para todo x ∈ X, lo cual tiene sentido por el segundo punto. Entonces,
por el lema 1.1.5, la aplicación φ′ := a · φ : X → H es aplicación carateŕıstica de k∗, ya que

〈φ′(x′), φ′(x)〉H =
1√

k(x, x)k(x′, x′)
〈φ(x′), φ(x)〉H =

1√
k(x, x)k(x′, x′)

k(x, x′), (3.4.10)

con lo que k∗ es un núcleo, y H es uno de sus espacios caracteŕısticos.
En cuanto a su universalidad, tomemos h ∈ C(X) y ε > 0. Como k es acotado, al ser continuo de un
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espacio compacto a R, entonces d := ||a||∞ <∞. De esta forma, utilizando además que a(x) > 0 para
todo x ∈ X por el segundo punto de este lema, y dado que k es universal con aplicación caracteŕıstica
φ, entonces ||f− h

a
||∞ = ||〈f, φ〉H− h

a
||∞ ≤ ε

d
para cierto f ∈ H. Además, ya hemos visto que φ′ = a·φ

es aplicación caracteŕıstica del núcleo k∗, y que el espacio H es caracteŕıstico de k∗, de modo que

||f − h||∞ = ||〈f, a(·)φ(·)〉H − h||∞ ≤ ||a||∞ · ||〈f, φ(·)〉H −
h

a
||∞ ≤ d · ε

d
= ε. (3.4.11)

Entonces, por definición, k∗ es universal.

Para investigar la existencia de esta clase de núcleos, demostramos una condición suficiente para
la universalidad de un núcleo reproductor, para la que el teorema de Stone-Weierstrass es clave.

Teorema 3.4.5 (Un test de universalidad). Sea X un espacio métrico y compacto, y sea k un núcleo
continuo en X con k(x, x) > 0 para todo x ∈ X. Supongamos que existe una aplicación caracteŕıstica
inyectiva φ : X → l2(N) para el núcleo k, y escribimos como φn : X → R a su componente n-ésima,
de tal modo que φ(x) = (φn(x))∞n=1, para todo x ∈ X. Si el espacio dado por

A = ∨{φn : n ∈ N} , (3.4.12)

forma un álgebra, entonces k es un núcleo universal.

Demostración. Se tiene que

||(φn(x))||2l2 = k(x, x) > 0, x ∈ X. (3.4.13)

Además, la continuidad de k en X implica que, para todo n ∈ N, φn : X → R es continua, en virtud
del resultado de caracterización de núcleos continuos 1.4.17. Esto prueba que A ⊂ C(X).
También, la inyectividad de la aplicación caracteŕıstica φ implica que A, tal y como está definida,
separa puntos de X. Basta tomar x, x′ ∈ X cualesquiera, y una de las φn, con n ∈ N, que nos dé
φn(x) 6= φn(x′). Tal φn tiene que existir o, de lo contrario, φ no seŕıa inyectiva. Entonces, teniendo
en cuenta que estamos tratando con funciones que llegan a R, en virtud del teorema de Stone-
Weierstrass, podemos afirmar que A es denso en C(X) en norma || · ||∞.
Sea ahora h ∈ C(X), y sea ε > 0. Existe una función f ∈ A, es decir, de la forma

f =
m∑
i=1

aiφni , (3.4.14)

para un cierto m ∈ N, tal que ||f − h||∞ ≤ ε. Dado ahora n ∈ N, definamos la sucesión de números
reales dada por wn = an si existe un ı́ndice i en la definición anterior de f tal que ni = n, y por
wn = 0 en caso contrario. Entonces, tenemos que w = (wn)n ∈ l2(N), pues w tiene un número finito
de componentes no nulas. Además, se tiene que

f(·) = 〈w, φ(·)〉l2(N). (3.4.15)

Entonces, repitiendo un razonamiento visto cuando defińıamos la univeralidad de los núcleos, tenemos
que

||〈w, φ(·)〉l2(N) − h||∞ ≤ ε, (3.4.16)

lo que equivale a que k sea un núcleo universal.

A partir del teorema anterior 3.4.5, estamos en condiciones de construir, v́ıa series de Taylor,
ejemplos de núcleos universales.
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Corolario 3.4.6. Sea r ∈ [0,∞) fijo, y sea f : (−r, r)→ R una función C∞((−r, r)), tal que admite
la serie de Taylor que sigue en un entorno del origen,

f(t) =
∞∑
n=0

ant
n, t ∈ (−r, r). (3.4.17)

Fijemos el compacto X := {x ∈ Rd : ||x||2 ≤
√
r}, y consideramos 〈·, ·〉 el producto escalar usual en

Rd. Si tenemos que an > 0 para todo n ∈ N0, entonces la función dada por

k(x, x′) = f(〈x, x′〉), x, x′ ∈ X, (3.4.18)

forma un núcleo universal en los compactos de X.

Demostración. Ya vimos en el lema 1.1.8 que una función k, en estas condiciones, es un núcleo en X,
y que admite como espacio caracteŕıstico a l2(Nd

0), con una aplicación caracteŕıstica φ : X → l2(Nd
0)

dada por:

φ(x) :=

(
√
aj1+···+jdcj1 , . . . , cjd

d∏
i=1

xjii

)
j1,...,jd∈N0

, x ∈ X, (3.4.19)

donde se ha mantenido la misma notación que en 1.1.8. Entonces, el núcleo definido por esta aplicación
φ, dado como k(x, x′) = 〈φ(x′), φ(x)〉l2(Nd0), es continuo, y a0 > 0 implica que k(x, x) > 0, para todo
x ∈ X.
Veamos la inyectividad de φ. Por reducción al absurdo, supongamos que φ(x) = φ(x′) para ciertos
x 6= x′ en X. Entonces, por (3.4.19), tendŕıamos x = x′, ya que an > 0 para todo n ∈ N, y ci > 0
para todo i ∈ N0, lo que contradice la hipótesis. Por tanto, φ es inyectiva.
Aśı, como el conjunto de polinomios forma un álgebra, y como la suma en l2(Nd

0) se define componente
a componente, entonces el espacio que sigue

∨ {φj1,...,jd : j1, . . . , d ∈ N0} , (3.4.20)

forma un álgebra. Por lo tanto, por el teorema anterior 3.4.5, k es núcleo universal.

Presentamos ahora, en forma de corolario, una lista de núcleos universales, cuyas condiciones de
núcleo y universalidad se siguen de los resultados vistos. Nos seguimos restringiendo a subespacios
compactos, ahora en Rn, para algún n ∈ N.

Corolario 3.4.7 (Ejemplos de núcleos universales). Sea X un subepacio compacto de Rn, b > 0,
y a > 0. Denotamos por 〈·, ·〉 al producto escalar usual en Rn. Entonces, las siguientes funciones de
X ×X a R son núcleos universales en X:

1. Nucleo exponencial:
k(x, x′) = exp (〈x, x′〉) . (3.4.21)

2. Núcleo gaussiano (RBF):
kb(x, x

′) = exp
(
−b−2||x− x′||22

)
. (3.4.22)

3. Núcleo binomial:
k(x, x′) = (1− 〈x, x′〉)−a . (3.4.23)

Demostración. A través de la expresión (1.1.13), y de las proposiciones 1.1.9 y 1.1.10, ya hemos
demostrado o se sigue directamente del lema 1.1.8 que estas aplicaciones son núcleos.
Con los razonamientos anteriores, para los que se utilizó el hecho de que estamos tratando con núcleos
tipo Taylor, por el corolario 3.4.6 se sigue directamente su universalidad.
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A continuación, daremos tres resultados que desembocan en una de las razones de ser de este
trabajo: el ı́nfimo del L-riesgo asociado a una pérdida L continua y P -integrable Nemitski, estará en
el mismo RKHS H si el núcleo asociado es universal. Para ello, recordemos que el problema de SVM
que nosotros estamos tratando consiste en encontrar el ı́nfimo del L-riesgo de nuestro problema de
SVM, esto es, omitiendo el término de penalización

R∗L,P = inf {RL,P (f) : f ∈ F} , (3.4.24)

sobre F un espacio de funciones medibles arbitrario.
El primer resultado trata los riesgos de Bayes a través de funciones decisión medibles y acotadas.
En esta proposición, aśı como en el teorema que sigue, no hace falta imponer que X sea métrico y
compacto. Más adelante śı que tendremos que hacerlo.

Proposición 3.4.8. Sea L : X × Y ×R→ [0,∞) una pérdida y P una distribución de probabilidad
en X × Y tal que L es una pérdida P -integrable Nemitski. Entonces, se tiene la igualdad

R∗L,P,L∞(PX) = R∗L,P . (3.4.25)

Demostración. Veamos que si cogemos una función medible de X en R tal que haga el L-riesgo finito,
existe una sucesión en L∞(Px) cuyas imágenes por RL,P convergen a RL,P (f). Esto probaŕıa que el
ı́nfimo en el espacio de todas las funciones medibles es el ı́nfimo en L∞(PX).
Tomemos pues una función medible cualquiera f : X → R, con respecto a PX . Entonces, pode-
mos construir una sucesión de funciones medibles y acotadas {fn} ⊂ L∞(PX) de la forma fn =
f1{x:|f(x)|>n}, la cual cumple que

|RL,P (fn)−RL,P (f)|

= |
∫
{|f |>n}×Y

(L(x, y, fn(x))− L(x, y, f(x))) dP (x, y)

+

∫
{|f |≤n}×Y

(L(x, y, fn(x))− L(x, y, f(x)) dP (x, y)|

≤
∫
{|f |≤n}×Y

|L(x, y, 0)− L(x, y, f(x))|dP (x, y)

≤
∫
{|f |≤n}×Y

(b(x, y) + h(0) + L(x, y, f(x))) dP (x, y),

donde se ha usado la desigualdad triangular dos veces, y donde b(x, y) y h(t) son las funciones que
nos dan la acotación de la definición de P -integrable Nemitski.
De esta forma, como RL,P (f) < ∞ por hipótesis, y como b ∈ L1(P ), aplicando el teorema de la
convergencia dominada es directa la convergencia RL,P (fn)→ RL,P (f) para n→∞. Y esto prueba
la proposición.

Usando la anterior proposición 3.4.8, probamos una importante caracteŕıstica sobre el espacio F :
con pérdidas continuas y P -integrables Nemitski, R∗L,P,F = R∗L,P para F un denso en L∞(PX).

Teorema 3.4.9 (Aproximación puntual por conjuntos densos). Sea P una distribución sobre X×Y ,
L : X×Y ×R→ [0,∞) una pérdida continua y P -integrable Nemitski, y F ⊂ L∞(PX). Supongamos
también que, para todo h ∈ L∞(PX) existe una sucesión {fn} ⊂ F tal que supn∈N||fn||∞ <∞ y

ĺım
n→∞

fn(x) = h(x), (3.4.26)

para PX-casi todo x ∈ X. Entonces, R∗L,P,F = R∗L,P .
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Demostración. Por la prosicion anterior 3.4.8, ya sabemos que R∗L,P,L∞(Px) = R∗L,P . Además, por

la contención F ⊂ L∞(PX), es clara la desigualdad R∗L,P,L∞(Px) ≤ R∗L,P,F . Veamos la desigualdad
contraria.
Fijemos una función h ∈ L∞(PX). Sea {fn} una sucesión que cumpla las condiciones del enuncia-
do. Por el lema 3.2.15, dado que se cumplen todas las condiciones del primer punto, tenemos la
convergencia que sigue

ĺım
n→∞

RL,P (fn) = RL,P (h). (3.4.27)

Por un razonamiento análogo al de la proposición anterior, llegamos al aserto enunciado, pues tal
convergencia implica la desigualdad R∗L,P,F ≤ RL,P,L∞(PX).

Y ahora, a partir del teorema 3.4.9, estamos en condiciones de probar que los RKHS con núcleos
universales en X nos dan el L-riesgo de Bayes para pérdidas continuas y P -integrables Nemitski.
Volvemos, entonces, a suponer que X es métrico y compacto.

Corolario 3.4.10. Sea X un espacio métrico y compacto, H el RKHS de un núcleo univesal en X,
y P una distribución en X × Y . Sea también L : X × Y × R → [0,∞) una pérdida P -integrable
Nemitski. Entonces:

R∗L,P,H = R∗L,P . (3.4.28)

Demostración. Usaremos la igualdad del espacio de funciones continuas C(X) y del espacio de fun-
ciones continuas con soporte compacto, que denotamos por Cc(X), dado que estamos manejando un
espacio X compacto.
Aśı, fijamos f ∈ L∞(PX) ⊂ L1(PX). Conocida la densidad de Cc(X) en L1(PX), por la igualdad
anterior tenemos densidad de C(X) en L1(PX). Entonces, existe una sucesión {fn} ⊂ C(X) con
||fn − f ||1 → 0 para n→∞.
Truncamos ahora los elementos fn a alturas ±||f ||∞ ∈ R, para todo n ∈ N. Esto significa que, fijado
un x ∈ X, consideramos fn(x) como es, siempre que |fn(x)| ≤ ||f ||∞; fn(x) = ||f ||∞ si fn(x) > ||f ||∞,
y fn(x) = −||f ||∞ si fn(x) < −||f ||∞. Sin pérdida de generalidad, nos limitamos a una subsucesión
(fn) ⊂ C(X) adecuada de la sucesión anterior en C(X) tal que ||fn||∞ ≤ ||f ||∞ para todo n ≥ 1, y
fn(x) → f(x) para PX-casi todo x ∈ X. Esto último es posible porque la convergencia en L1(PX)
implica la convergencia de cierta subsucesión casi seguro respecto a la medida dada en X.
Ahora, entra en juego la universalidad de H: tal propiedad nos confirma la existencia, sobre cada
fn ∈ C(X), de una función gn ∈ H, para todo n ∈ N, tal que ||fn − gn||∞ ≤ 1/n. Entonces, se tiene
que

||gn||∞ = || (fn − gn) ||∞ + ||fn||∞ ≤
1

n
+ ||f ||∞, (3.4.29)

para todo n ∈ N. De esto se sigue que ||gn||∞ ≤ ||f ||∞+1 para todo n ∈ N. Además, de la convergencia
uniforme ||gn − f ||∞ → 0 se sigue la convergencia PX-casi seguro en X de la forma gn(x)→ f(x).
Entonces, {gn} es una sucesión que cumple las condiciones del teorema anterior 3.4.9 sobre F = H,
luego tenemos la igualdad buscada: R∗L,P,H = R∗L,P .

Observemos que, por los resultados anteriores, la universalidad de un núcleo con RKHS H ga-
rantiza que

inff∈HRL,P (f) = R∗L,P , (3.4.30)

sobre cualquier pérdida P -integrable Nemitski.
No obstante, este resultado se ha limitado a espacios métricos y compactos X. Ello implica que, con
lo que sabemos, espacios como Rn, para algún n ∈ N, se quedan fuera del análisis, aśı como cualquier
conjunto infinito con topoloǵıa discreta, las cuales son situaciones interesantes en estos estudios de
problemas de SVM. Para suplir esta carencia, aportamos el siguiente teorema, el cual nos permitirá,
a través de pérdidas P -integrables Nemitski de orden p ∈ [1,∞) y continuas, identificar los L-riesgos
de Bayes de entre todas las funciones medibles con los de un denso F de Lp(PX).
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Teorema 3.4.11 (Aproximación por funciones p-integrables). Sea P una distribución de probabilidad
en X×Y y L : X×Y ×R→ [0,∞) una pérdida continua y P -integrable Nemitski de orden p ∈ [1,∞).
Entonces, para todo denso F ⊂ Lp(PX), se tiene que

R∗L,P,F = R∗L,P . (3.4.31)

Demostración. Sabemos que L∞(PX) ⊂ Lp(PX). También, se ha probado que RL,P,L∞(PX) = RL,P ,
en virtud de la proposición 3.4.8. Estos dos hechos implican que RL,P,Lp(PX) = RL,P . Entonces, por la
densidad de F en Lp(PX), y la continuidad de RL,P : Lp(PX)→ [0,∞) (por el lema 3.2.15), tenemos
la convergencia deseada en R de las imágenes de elementos de F hacia cualquier RL,P,Lp(PX)(f), para
todo f ∈ Lp(PX). Entonces, por la primera observación, tenemos la igualdad de riesgos de Bayes
enunciada.

Aunque no se ha especificado ninguna forma concreta que estos espacios F pudieran tomar, bajo
ciertas condiciones sobre la integrabilidad del núcleo se puede afirmar que dicha F puede ser un
RKHS. No entramos en el detalle de esto porque estos resultados nos llevaŕıan muy lejos.



Apéndice A

Resultados adicionales de Análisis
Funcional

En este apéndice vamos a comenzar presentando el resultado elemental de compleción de un
espacio con producto escalar a un espacio de Hilbert.

Teorema A.0.1 (Compleción a un espacio de Hilbert). Si F es un espacio con producto escalar
〈·, ·〉F , entonces existe un espacio de Hilbert H con producto escalar (·, ·)H y una aplicación A : F →
H tales que:

1 A es inyectiva.

2 A es lineal.

3 (Ax,Ay)H = 〈x, y〉F para todos x, y ∈ F .

4 A(F ) = {Ax : x ∈ F} es denso en H. Si F es ya completo, entonces A(F ) = H.

Además, H es único salvo isomorfismo isométrico, y se le denomina la compleción de F .

Notemos que A nos da una biyección entre elementos de F y de A(F ), luego podemos pensar
en A como una equivalencia entre los elementos x del espacio F y los elementos de A(F ) denso
en H, con la diferencia de que en el segundo tenemos la ventaja de manejar un espacio completo.
Intuitivamente, hemos llenado los huecos que los ĺımites de las sucesiones de Cauchy pod́ıan dejar
en F .
Dado este primer resultado de compleción a espacios de Hilbert, damos ahora algunos resultados
de continuidad y ortogonalidad con importancia en nuestro análisis. Empezamos dando un par de
teoremas que son piedra angular a la hora de constatar la continuidad de aplicaciones entre espacios
de Banach (y por ende de Hilbert).

Teorema A.0.2 (Teorema de la Aplicación Abierta). Sean E, F dos espacios de Banach y sea
A : E → F una aplicación lineal continua y sobreyectiva. Entonces, A(G) es abierto en F para todo
G abierto en E.

Teorema A.0.3 (Teorema del Grafo Cerrado). Sean E, F espacios de Banach y A : E → F una
aplicación lineal tal que el grafo de A, dado por

gra(A) := {(x,A(x)) : x ∈ E} ⊂ E × F, (A.0.1)

es cerrado en E × F . Entonces, A es continua en E.

Damos ahora un resultado de mucha utilidad práctica que es consecuencia del teorema del grafo
cerrado.

91
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Proposición A.0.4. Si E y F son espacios de Banach y A : E → F es una aplicación lineal,
entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. gra(A) es cerrado.

2. Si (xn)n ⊂ E es una sucesión tal que ĺımn→∞ xn = 0 en E y ĺımn→∞A(xn) = y en F , entonces
necesariamente y = 0.

3. A es continua.

Tratemos ahora algunas de las nociones básicas de ortogonalidad en espacios de Hilbert. Em-
pezamos enunciando lo que, en un espacio vectorial arbitrario, se entiende por ortogonalidad, para
después particularizar resultados nucleares en nuestro desarrollo. Supondremos que los espacios de-
finidos se construyen sobre el cuerpo arbitrario K, y que, a menos que se diga lo contrario, la norma
dada será la del espacio más grande. Necesitamos algunas definiciones previas.

Definición A.0.5. Sean H es un espacio vectorial y A ⊂ H. Se dice que A es convexo si, para todos
x, y ∈ A y 0 ≤ t ≤ 1, tx+ (1− t)y ∈ A.

Esta definición no es más que decir que el conjunto A mantiene dentro de śı mismo a todos los
elementos del segmento {tx+ (1− t)y : 0 ≤ t ≤ 1} con extremos x e y en A.

Teorema A.0.6. Sean H un espacio con producto interno, y M un subconjunto no vaćıo convexo
y completo de H. Sea h ∈ H un elemento arbitrario del espacio general. Entonces, existe un único
h0 ∈M tal que:

||h− h0|| = dist(h,M) = ı́nf{||h− k|| : k ∈M}. (A.0.2)

En nuestro caso, la aplicación del teorema A.0.6 se dará sobre H espacio de Hilbert, y con M
convexo y, habitualmente, cerrado en H. Estas hipótesis implican las de dicho teorema.
De hecho, si el subconjunto M no solo es convexo, sino que es un subespacio vectorial de H, aún más
puede ser dicho. Nótese que, evidentemente, un subespacio vectorial nunca será vaćıo (por contener
al elemento neutro para la suma), por lo que no hace falta incluir esta información en las premisas
de lo siguiente.

Teorema A.0.7. Sea M un subespacio lineal cerrado de H espacio de Hilbert, sea h ∈ H, y sea
h0 ∈M el único elemento de M tal que dist(h,M) = ||h0−h||. Entonces, h−h0⊥M . Rećıprocamente,
si h0 ∈M es tal que h− h0⊥M , entonces ||h− h0|| = dist(h,M).

Definimos ahora lo que es el subespacio ortogonal de un determinado subconjunto del espacio de
Hilbert arbitrario H.

Definición A.0.8. Sea A ⊂ H. El conjunto A⊥ = {f ∈ H : f⊥g, ∀g ∈ A} es el espacio ortogonal
de A en H.

Es inmediato ver que, para todo subconjunto A ⊂ H, A⊥ es un subespacio vectorial cerrado. Para
ver esto último, considérese el funcional continuo φf (·) := 〈·, f〉H : H → K, el cual es acotado, como
se puede ver al aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz, luego es continuo. Por tanto, podemos
escribir A⊥ = ∩f∈Aφ−1

f ({0}), donde φ−1
f {0} es cerrado por ser contraimagen de un cerrado por una

aplicación continua, y donde, por tanto, tenemos una intersección de cerrados, luego es cerrado.
Con el teorema anterior, y dado M ⊂ H un subespacio vectorial cerrado de H, estamos en condiciones
de definir una aplicación PM : H →M que env́ıe cada elemento h ∈ H al elemento h0 ∈M enunciado
en el teorema anterior. Este elemento se llama proyección ortogonal de h en M , y a la aplicación PM
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le daremos el nombre de proyección ortogonal de H en M . Queda claro, de los resultados anteriores,
el porqué de esta terminoloǵıa.
Para cualquier subespacio vectorial cerrado M de H, la aplicación proyección ortogonal PM es una
tranformación lineal y contractiva (||PM || ≤ 1), además de idempotente1.
Aclarado lo anterior, damos ahora resultados, menos triviales, que nos permiten caracterizar con
facilidad el subespacio ortogonal de un subespacio ortogonal, o la densidad de un subespacio de H.

Corolario A.0.9. Si M es un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Hilbert H, entonces
(M⊥)⊥ = M .

Corolario A.0.10. Si A es un subespacio vectorial de un espacio de Hilbert H, entonces A es denso
en H si y solo si A⊥ = {0}.

Puestos de manifiesto los resultados que, en este trabajo, más relevancia tienen en términos de
continuidad y ortogonalidad en espacios de Hilbert, entramos ahora en un breve estudio sobre ope-
radores compactos.
Empezamos definiendo lo que entendemos por operador compacto en un espacio de Banach. Clara-
mente, se aplica de forma análoga en espacios de Hilbert.

Definición A.0.11. Sean E y F espacios de Banach. Sea S : E → F un operador acotado y lineal.
Diremos que S es compacto si y solo si SBE es compacto en la topoloǵıa de F , donde BW es la bola
unidad cerrada en el espacio W . Denotaremos por C(E,F ) al conjunto de operadores lineales que
sean compactos.

Lo que estamos diciendo con esta definición es que un operador S : E → F entre espacios de
Banach es compacto si manda subconjuntos acotados de E a conjuntos relativamente compactos de
F , entendiendo por relativamente compactos todos aquellos conjuntos cuya adherencia es compacta
en la topoloǵıa de F .
Un operador lineal y acotado S : E → F es compacto si dim(ImS) < ∞, esto es, si ImS tiene
dimensión finita. No obstante, el rećıproco no es cierto en general. Llamaremos operadores de rango
finito a aquellos S : E → F lineales y acotados cuya imagen sea un espacio de dimensión finita.

Una forma equivalente de definir un operador compacto S entre espacios de Banach E y F (en
particular, espacios metrizables), se da a través de la compacidad secuencial. Dado S : E → F una
aplicación para la que E y F son espacios vectoriales de Banach, S será operador compacto si y
solo si para toda sucesión (fn)∞n=1 ⊂ E acotada en la norma inducida por E, existe una subsucesión
(fnk)

∞
k=1 tal que (Afnk)

∞
k=1 converge a un elemento g ∈ F .

Damos ahora un resultado nuclear en todo el desarrollo presentado de núcleos sobre espacios de
Hilbert: el teorema de representación de Fréchet-Riesz. Obsérvese que, dados H un espacio de Hilbert,
la aplicación 〈·, x〉H → K para todo x ∈ H, definida por y ∈ H 7→ 〈y, x〉, es un funcional lineal y
acotado en todo H, esto es, un elemento del dual de H, que denotamos H ′. El teorema mencionado,
que ahora enunciamos, nos dice que todos los funcionales lineales y acotados en H son precisamente
de esta forma.

Teorema A.0.12 (Teorema de representación de Fréchet-Riesz). Sea H un K-espacio de Hilbert y
H ′ su dual topológico. Entonces, la aplicación P : H → H ′, dada por

P(x) := 〈·, x〉, (A.0.3)

para todo x ∈ H, es isométrica y sobreyectiva. Además, si K = R, P es un isomorfismo isométrico.

1Una aplicación idempotente sobre un espacio de Hilbert H se define como un operador A lineal y acotado de H
en H tal que A2 = A. De hecho, se dice que A es una proyección si es idempotente y si kerA = (ranA)⊥. Nótese que
esta es una caracterización general de proyecciones entre espacios de Hilbert, en ningún momento hemos hablado de
proyección ortogonal.
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Como mero apunte de notación, es frecuente encontrar el abuso de notación 〈u, x〉H′,H cuando
sencillamente estamos evaluando en x ∈ H el funcional u : H → K. De igual manera, hay otro abuso
de notación incluido en este trabajo por comodidad de escritura: pese a no haber, a priori, un producto
escalar definido en el dual topológico de un espacio de Hilbert, cuando nosotros aplicamos dicho
teorema de representación A.0.12, denotaremos directamente por 〈u, v〉H′ a los productos escalares
〈x, y〉H con P(x) = u y P(y) = v. Note el lector que este último producto interno śı que tiene sentido.
Es tan solo una cuestión de notación.
A partir del enunciado de A.0.12, pasamos a tratar lo que es el adjunto de un operador entre espacios
de Hilbert.

Definición A.0.13. Sea S : H1 → H2 una aplicación lineal y acotada entre los K-espacios de Hilbert
H1 y H2. Llamaremos adjunto de S al operador S ′ : f ∈ H ′2 7→ (fS) ∈ H ′1, donde H ′1 y H ′2 son los
duales topológicos de H1 y H2, respectivamente.
Cogemos K = R. Si Ii : Hi → H ′i, para i = 1, 2, son los isomorfismos isométricos del teorema de
representación de Fréchet-Riesz, al operador S∗ := I−1

1 S ′I2 : H2 → H1 le llamamos adjunto de S
en el sentido de espacios de Hilbert, o simplemente adjunto de S, si no hay peligro de confusión.

Dado el S : H1 → H2 del último enunciado, su adjunto en el sentido de espacios de Hilbert viene
caracterizado por

〈Sx, y〉H2 = 〈x, S∗y〉H1 , x ∈ H1, y ∈ H2. (A.0.4)

Además, denotando ∗ : L(H1, H2) → L(H2, H1) a la aplicación que manda operadores lineales y
acotados de H1 a H2 a sus adjuntos en el sentido de Hilbert, tenemos lo siguiente.

Corolario A.0.14. La aplicación ∗ arriba definida, dados los R-espacios de Hilbert H1 y H2, es un
isomorfismo isométrico que satisface, para todo S ∈ L(H1, H2), que S∗∗ = S.

Además, dados S ∈ L(H1, H2), y R ∈ L(H2, H3) se tiene que (RS)∗ = S∗R∗.

Dada la propiedad anterior, añadimos algo de terminoloǵıa:

Definición A.0.15. Sea H un espacio de Hilbert. Dado T ∈ L(H), diremos que T es autoadjunto
si T = T ∗, diremos que es positivo si 〈Tx, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ H, y diremos que T es estrictamente
positivo si es positivo y si, además, la desigualdad es estricta para todo x 6= 0.

Lema A.0.16. Dados H1, H2 espacios de Hilbert. Sea S ∈ L(H1, H2). Entonces, SS∗ y S∗S son
autoadjuntos y positivos. Además, si S es inyectivo, entonces S∗S es estrictamente positivo y, análo-
gamente, si S∗ es inyectivo, entonces SS∗ es estrictamente positivo.

Demostración. La primera parte del lema es trivial. Pasamos directamente a suponer que S es inyec-
tivo. Recordando que S va de H1 a H2 (y S∗ va al revés), empezamos cogiendo un f ∈ H1 arbitrario
tal que S∗S(f) = 0. Entonces, por (A.0.4), tenemos que

0 = 〈S∗S(f), f〉H1 = 〈S(f), S(f)〉H2 . (A.0.5)

Como estamos tratando con productos escalares, la igualdad 〈S(f), S(f)〉H2 = 0 implica que S(f) =
0. Como S es inyectivo por hipótesis, entonces f = 0, lo cual demuestra que S∗S es estrictamente
positivo. Para la última afirmación se razona análogamente.

Damos a continuación un resultado imprescindible para la caracterización de los RKHSs con
núcleo de cuadrado integrable.

Proposición A.0.17. Dados H1, H2 dos espacios de Hilbert, y f : H1 → H2 un aplicación lineal,
entonces f es inyectiva si y solo su adjunto f ∗ : H ′2 → H ′1 tiene una imagen densa en la topoloǵıa
débil de H ′1.
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Demostración. Supongamos primero que f ∗ tiene imagen densa en H ′1. Tomamos x ∈ H1 tal que
f(x) = 0, y queremos ver que x = 0, lo que probaŕıa la inyectividad de f dada su linealidad. Como
f(x) = 0, entonces

〈g, f(x)〉H′2,H2
= 0, ∀g ∈ H ′2, (A.0.6)

con lo que, tomando el adjunto,
〈f ∗(g), x〉H′1,H1

= 0, (A.0.7)

luego por la densidad supuesta de Im(f ∗) en H ′1 en la topoloǵıa débil en H ′1, tenemos que 〈h, x〉H′1,H1
=

0, para todo h ∈ H ′1, lo que prueba que x = 0, y tenemos la inyectividad de f .
Veamos el rećıproco. Razonamos por reducción al absurdo. Supongamos que f es inyectiva y que
f ∗(H ′2) no es densa en H ′1. Por un resultado bien conocido que es consecuencia del teorema de Hahn-
Banach, esta no densidad implica que existe un elemento x ∈ H1 tal que 〈f ∗(g), x〉H′1,H1

= 0, para
todo g ∈ H ′2. Entonces, tomando el adjunto, 〈g, f(x)〉H′2,H2

= 0, de nuevo para todo g ∈ H ′2. Luego
f(x) = 0, con lo que f no puede ser inyectiva. Y hemos llegado al absurdo.

Hecha la exploración por la compacidad y la representación en clave de aplicaciones entre es-
pacios de Hilbert, pasamos al último bloque de este apéndice. Tras lecturas del Conway [5], y del
Schwartz-Dunford [7], pasamos a enunciar y probar algunos de los resultados más importantes de
las topoloǵıas débiles en los espacios de Banach, aśı como la teoŕıa de reflexividad de espacios de
Banach. Denotaremos por E ′ al dual topológico, objeto de nuestro actual estudio, de un espacio
vectorial topológico (e.v.t.) arbitrario E, sobre un cuerpo K, generalmente R o C. Por supuesto, toda
esta teoŕıa se particulariza para espacios de Banach en el cuerpo central de este trabajo. De hecho,
gran parte de este apartado se desarrollará, directamente, con espacios de Banach.

Definición A.0.18. Si E es un e.v.t. localmente convexo, la topoloǵıa débil en E, que denotaremos
por σ(E,E ′), es la topoloǵıa generada por la familia de seminormas S = {|f | : f ∈ E ′}.

En adelante, nos centramos en el caso de espacios de Banach. A ráız de esta última definición, nos
referiremos a los distintos objetos topológicos en el marco de esta topoloǵıa con el calificativo débil
(por ejemplo, un cerrado en la topoloǵıa σ(E,E ′) será un cerrado débil en E). Entramos a definir la
propiedad de reflexividad para espacios de Banach.
Si aplicamos la construcción de la definicón A.0.18 sobre el dual topológico E ′, a través de la familia
de seminormas en E ′ que sigue

U = {Fx ∈ E ′′ : Fx(f) = f(x) ∀f ∈ E ′} ⊂ E ′′, (A.0.8)

entonces tenemos una nueva topoloǵıa, ahora sobre E ′, a la que nos referimos como topoloǵıa ∗-débil.
Nótese que, dada la condición de convexidad local y de Hausdorff del espacio de Banach E, podemos
identificar, v́ıa el teorema de Hahn Banach, esta familia de seminormas U ⊂ E ′′ con el propio espacio
E.
Recordemos que la inmersión natural de un espacio de Banach E en su doble dual E ′′ (el cual es
también un espacio de Banach, con tal de pedir que E sea normado) viene definida por la siguiente
aplicación:

γ : E → E ′′

x 7→ x̂,

donde x̂ denota a la siguiente aplicación, que env́ıa elementos de E ′ en K:

x̂(y) = y(x), y ∈ E ′. (A.0.9)

Esta aplicación γ es una isometŕıa.
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Definición A.0.19. Un espacio de Banach E es reflexivo si la inmersión natural de E en E ′′ (que
más arriba hemos denotado por γ) es sobreyectiva.

Conocida la condición isométrica de γ, sabemos que γ es inyectiva. Entonces, un espacio de
Banach es reflexivo si y solo si la inmersión natural γ es un isomorfismo isométrico.
A continuación, damos un teorema que nos permite caracterizar a los espacios de Banach reflexivos
a través de la compacidad de su bola cerrada unidad. Antes, enunciamos el teorema de Alaoglu, en
clave de teoŕıa de espacios normados.
Necesitamos definir lo que es una red en un espacio topológico, y cómo se define la convergencia de
una sucesión con respecto a ellas. Esto nos permitirá hablar con propiedad de convergencia en la
demostración del teorema de Alaoglu.

Definición A.0.20. Un sistema directo es un conjunto I con una relación de orden � que satisface:

1. Si a, b ∈ I, entonces existe un c ∈ I tal que c � a y c � b.

2. � satisface las propiedades reflexiva, transitiva, y antisimétrica.

Una red en S es una aplicación que va del sistema directo I a S, y la denotamos por (xi)d∈I .
Diremos que una red (xi)i∈I converge a x ∈ S, y lo denotamos por xi → x, si para todo entorno V
de x en S existe un b ∈ I tal que xi ∈ V para todo i � b.

Teorema A.0.21 (Teorema de Alaoglu). Si E es un C-espacio vectorial normado, entonces la bola
unidad cerrada BE′ en su dual E ′ es ∗-débilmente compacto.

Demostración. Para cada x ∈ E definimos

Dx = {z ∈ C : |z| ≤ ||x||}, (A.0.10)

que es la bola cerrada de radio ||x|| en el cuerpo K. Cada Dx es compacto en C respecto a su topoloǵıa
usual, luego por el teorema de Tychonoff sobre compacidad tenemos que D =

∏
x∈E Dx es compacto

en la topoloǵıa producto.
Los elementos de D son sucesiones (µx)x∈E tales que µx ∈ Dx, para todo x ∈ E. De hecho, µ es una
aplicación de E en D que satisface |µx| ≤ ||x||, para todo x ∈ E. Aśı, aunque no tengamos ninguna
garant́ıa de que µ sea lineal ni de que D = C, utilizaremos la notación estándar 〈x, µ〉 = µx. Escrito
de esta forma, se tiene que |〈x, µ〉| ≤ ||x||, para todo x ∈ E.
Si µ fuera lineal, por la acotación anterior tendŕıamos ||µ|| ≤ 1, con lo que µ ∈ BE′ . Es por ello por
lo que BE′ es el conjunto formado por tales funcionales lineales.
Veamos que BE′ es cerrado con respecto a la topoloǵıa producto en D. Sea (µi)i∈I una red de
elementos de BE′ convergente en D, de la forma µi → µ ∈ D. Como las proyecciones canónicas son
continuas en la topoloǵıa producto, se tiene que

〈x, µi〉 = πx(µi)→ πx(µ) = 〈x, µ〉, x ∈ X. (A.0.11)

En particular, dados x, y ∈ E, a, b ∈ C, tenemos que

〈ax+ by, µi〉 → 〈ax+ by, µ〉. (A.0.12)

Sin embargo, cada µi es lineal porque µi ∈ BE′ para todo i ∈ N, luego

〈ax+ by, µi〉 = a〈x, µi〉+ b〈y, µi〉 → a〈x, µ〉+ b〈y, µ〉. (A.0.13)

Esto prueba la linealidad de µ. Entonces, µ ∈ BE′ , luego BE′ es un subconjunto cerrado de D, y como
D es compacto en la topoloǵıa producto, entonces BE′ también lo es respecto a la misma topoloǵıa.
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Veamos ahora que la topoloǵıa producto en D restringida a BE′ está contenida en la topoloǵıa ∗-
débil en E restringida a BE′ . Fijamos x ∈ E, y tomamos (µi)i∈I una red en BE′ tal que µi → µ
∗-débilmente. Entonces, en particular,

πx(µi) = 〈x, µi〉 → 〈x, µ〉 = πx(µ), (A.0.14)

luego la proyección canónica πx es continua con respecto a la topoloǵıa ∗-débil restringida a BE′ .
Entonces, como γ es la topoloǵıa menos fina que hace continua a todas las proyecciones canónicas,
se tiene γ ⊂ σ.
Ya hemos probado que BE′ es compacto en γ, luego también lo será en σ. Aśı, BE′ es compacto
respecto a la topoloǵıa ∗-débil en E ′.

Teorema A.0.22. Sea E un espacio de Banach. Entonces, E es reflexivo si y solo si su bola cerrada
unidad es compacta en la topoloǵıa débil de E.

Demostración. Aunque hemos enunciado la equivalencia por mostrar el resultado completo, solo
probamos la implicación que usamos en este trabajo: si E es una espacio de Banach reflexivo, entonces
su bola unidad cerrada BH es débilmente compacta. Por el teorema de Alaoglu A.0.21, la bola cerrada
BE′′ es ∗-débilmente compacto en E ′. Por la reflexividad de E, E ≡ E ′′, luego BE es débilmente
compacto en E.
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Apéndice B

Resultados adicionales de Análisis Real

Los elementos de los RKHSs H involucrados en nuestro desarollo son funciones definidas sobre
conjuntos arbitrarios X sobre los que, para hablar de mediblidad o integrabilidad, necesitamos una
medida. Por ello, damos unas nociones básicas de medida en un conjunto X y de la integrabilidad
para una medida arbitraria. Como siempre, empezamos dando las pertinentes definiciones.

Definición B.0.1. Sea X un conjunto no vaćıo, y sea F una σ-álgebra de X. Diremos que la
aplicación µ : F → [0,∞] es una medida en F si satisface:

1. µ(A) ∈ [0,∞], para todo A ∈ F .

2. µ(∅) = 0.

3. Si (An)∞n=1 es una familia de elementos disjuntos de F y si ∪∞n=1An ∈ F , entonces

µ(∪∞n=1An) =
∞∑
n=1

µ(An). (B.0.1)

Diremos que la medida µ es finita si µ(X) <∞, infinita si µ(X) =∞, y σ-finita si X = A1∪A2∪ . . .
es unión finita o infinita numerable de elementos de F tales que µ(Ak) <∞ ∀k ∈ N.

Se suele denotar por (X,F , µ) al espacio de medida, aunque, si no hay peligro de confusión,
diremos simplemente que X es un espacio de medida con la medida µ. Además, a medibilidad de
una aplicación f : X → Y , con X e Y espacios de medida cualesquiera, se define a través de la
pertenenecia en el σ-álgebra de partida de las imágenes inversas de los elementos de la σ-álgebra de
llegada.
Dado X un conjunto arbitrario no vaćıo, y F , denotamos por IA para todo A ∈ F a la función
indicatriz o caracteŕıstica del conjunto A de la σ-álgebra F , definido como:

IA(x) =


1 si x ∈ A

0 en otro caso.
(B.0.2)

Extendiendo esta idea, llamaremos función simple a toda aplicación f : X → K para la que existen
a1, . . . , an ∈ K y A1, . . . , An ∈ F tales que

f(x) =
n∑
i=1

aiIAi(x), x ∈ X, (B.0.3)

esto es, tal que Im(f) es un conjunto finito. Es claro que una función simple es medible siempre.
Con lo dado, si X es un espacio de medida con medida µ sobre la σ-álgebra F , y dada la función
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medible y positiva f : X → [0,∞), definimos la integral de f en X, con respecto a la medida µ,
como sigue: ∫

fdµ = sup
∑
i

[infx∈Aif(x)]µ(Ai), (B.0.4)

donde el superior se da sobre el conjunto de descomposiciones finitas (Ai) ⊂ F del conjunto X.
Esta idea es fácilmente generalizable a funciones medibles y no positivas a través de la escritura de
cualquier función f : X → R como f = f+− f−, siendo f+ y f− las partes positiva y negativa de f .
También, se puede generalizar esta noción de integrabilidad a funciones medibles con valores com-
plejos f : X → C, sencillamente a través de la restricción de nuestro estudio a su parte real y a su
parte imaginaria.
A fuerza de uso, dada la teoŕıa de funciones riesgo hecha en este trabajo, con una estructura de
espacio de medida producto subyacente, nos vemos obligados a presentar algunas de las ideas básicas
de este tipo de espacios.
Recordemos cómo se constrúıa un producto finito de espacio medibles, restringiéndonos al caso de
medidas σ-finitas de partida. No es dif́ıcil generalizar estos resultados a productos infinitos, pero,
siendo prácticos, a nosotros solo nos interesan los productos finitos.

Definición B.0.2. Sean1 (Ω1,A1), . . . , (Ωn,An), para algún n ∈ N. Diremos que una σ-álgebra A
sobre el producto Ω = Ω1 × · · · × Ωn es la σ-álgebra producto si se verifica:

1. Las proyecciones πi : Ω→ Ωi son medibles.

2. Dado otro espacio medible (Ω′,A′), toda aplicación dada por

F : Ω′ → Ω, (B.0.5)

es medible si y solo si sus componentes Fi = πi ◦ F son medibles.

De nada sirve esta definición si no probamos que realmente existe una σ-álgebra de este tipo. De
hecho, veamos también que es única.

Proposición B.0.3. La σ-álgebra producto existe y es única. Además, es la generada por los produtos
A1 × · · · × An, con Ai ∈ Ai, para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Demostración. Denotamos por G al espacio de estos productos de elementos de las σ-álgebras Ai,
i = 1, . . . , n; y por σ(G) a la σ-álgebra generada por G.
Probaremos que σ(G) cumple las dos condiciones, lo que demostraŕıa la primera y la última afirma-
ción, a falta de ver la unicidad.

1. Si Ai ∈ Ai, entonces π−1
i (Ai) = Ω1 × · · · ×Ωi−1 ×Ai ×Ωi+1 × · · · ×Ωn, lo cual es un elemento

de G por definición, luego también lo es de σ(G).

2. Si F es medible, Fi = πi ◦ F es composición de medibles, con lo que Fi lo es. Rećıprocamente,
si suponemos que las Fi son medibles y que Ai ∈ Ai para cada i ∈ {1, . . . , n}, entonces
F−1
i (Ai) ∈ A′, y:

F−1(A1 × · · · × An) = ∩ni=1F
−1
i (Ai), (B.0.6)

lo cual está en A′ por ser intersección numerable de elementos de A′. Por tanto, F es medible,
y con esto hemos probado que σ(G) satisface las dos propiedades del enunciado.

1La notación usada para los espacios de medida es la estándar, i.e., escribimos (Ω,A, µ) para referirnos a un espacio
de medida sobre un conjunto Ω, con una σ-álgebra A, y con una medida µ. Cuando no hay duda sobre la medida,
simplemente escribiremos (Ω,A).
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Veamos ahora la unicidad. Supongamos que existen dos σ-álgebras sobre Ω, A y A′, con las pro-
piedades enunciadas. Sobre la segunda condición del enunciado para las σ-álgebra producto (finito),
tomemos las aplicaciones id : (Ω,A′) → (Ω,A), y id−1 = id : (Ω,A) → (Ω,A′), las cuales son medi-
bles ya que, usando la segunda afirmación, para todo i ∈ {1, . . . , n}, idi : Ω→ Ωi y idi : Ω→ Ωi son
medibles. De esto se sigue, por la propia definición de medibilidad en las aplicaciones id y id, que
A = A′, como queŕıamos.

A estos productos de elementos de cada una de las σ-álgebras involucradas se les llama rectángu-
los medibles del producto. Otra forma de expresar lo anterior es que la σ-álgebra producto sobre
el espacio Ω1× · · · ×Ωn es la menor σ-álgebra en Ω1× · · · ×Ωn que contiene a todos los rectángulos
medibles.
En nuestro desarrollo, particularizamos para el caso n = 2. En este, conocidas las σ-álgebras subya-
centes, presentamos el resultado que formaliza el tipo de medida que manejamos en esta situación.
Si (X, σ1, µ1) y (Y, σ2, µ2) son los dos espacios de medida correspondientes, denotaremos por µ1⊗µ2

a la medida definida como
(µ1 ⊗ µ2)(A1 × A2) = µ1(A1)µ2(A2), (B.0.7)

para todo A1 ∈ σ1 y A2 ∈ σ2. La compleción de esta medida es precisamente la medida y el espacio
que manejaremos. No entramos en más detalles por la extensión que ello supondŕıa, pero ya tenemos
claro en qué tipo de contexto de medida trabajaremos a la hora de hablar de funciones de pérdida y
de riesgo. Aparcamos la construcción del espacio de medida producto, y pasamos a presentar algunos
resultados sobre la integración de funciones con valores en un espacio de Banach.
Extendemos la expresión (B.0.3) en un espacio de medida (X,F) con funciones f : X → E, donde
E es ahora un espacio de Banach arbitrario. Para ello, basta tomar un número finito de elementos
de E de la forma x1, . . . , xn ∈ E y A1, . . . , An ∈ F de tal forma que llamaremos función simple con
valores en E (o función simple si no hay peligro de confusión) a una función de la forma:

f =
n∑
i=1

xiIAi . (B.0.8)

No es complicado probar (es más un problema de notación que de ingenio) que estas funciones simples
no dependen de la descomposición (An) ⊂ F elegida.
Dicho esto, definimos la medibilidad de una función en X con valores en un espacio de Banach E
como sigue:

Definición B.0.4. La función f : X → E es una función medible con valores en E si y solo si
existe una sucesión (fn)n de funciones simples con valores en E fn : X → E tal que ĺımn→∞ ||fn(x)−
f(x)||E = 0 para todo x ∈ X.

El siguiente lema relaciona la caracterización anterior de mediblidad con llegada en E con la
medibildad estándar:

Lema B.0.5. Sea E un espacio de Banach, y (X,F) un espacio de medida. Sea f : X → E.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es una función medible con valores en E.

2. f(X) es separable y f−1(B) es medible para todo conjunto de Borel B ⊂ E (esto es, para todo
abierto en la topoloǵıa estándar definida en E a partir de la métrica inducida por su norma).

En casi todas las situaciones que nosotros tratamos, el espacio E (que particularizamos habitual-
mente en espacio de Hilbert) es separable. En tales casos, las dos afirmaciones recogidas en el lema
B.0.5 son equivalentes sin necesidad de imponer que f(Ω) sea separable.
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No es dif́ıcil ver que la medibilidad con llegada en un espacio de Banach E se mantiene a través
de operaciones estándar, como sumas, productos, o ĺımites. También, se mantiene a través de de-
terminadas composiciones: si f : Ω → E es una función medible con llegada en E, y S : E → F
es una aplicación lineal y acotada entre espacios de Banach, entonces S ◦ f : Ω → F es medible
con llegada en el espacio de Banach F . En particular a lo anterior, para todo x′ ∈ E ′ las funciones
〈x′, f(·)〉 : Ω→ R2 son medibles con llegada en el espacio de Banach R, lo que equivale a la medibi-
lidad estándar, dado el carácter separable de R. El siguiente resultado nos da también el resultado
rećıproco.

Teorema B.0.6 (Teorema de medilidad de Petty). Sea E un espacio de Banach y sea (Ω,F) un
espacio de medida, con medida µ. Entonces, f : Ω→ E es una función medible con valores en E si
y solo si las siguientes condiciones se satisfacen:

1. f es débilmente medible, i.e., 〈x′, f(·)〉 : Ω→ R es medible para todo x′ ∈ E ′.

2. f(Ω) es un subconjunto separable de E.

Ilustremos el teorema de medibilidad de Petty a través del siguiente ejemplo. Sea (X, d) un espacio
métrico separable, equipado con la σ-álgebra de Borel dada por la topoloǵıa inducida por su métrica.
Sea f : X → E una función continua. Es claro que f es débilmente medible (tal y como lo hemos
enunciado en el teorema B.0.6). Además, como X es separable y f es continua, tenemos f(X) es
separable en E. Para probar esto, basta usar ideas elementales de la continuidad de aplicaciones
generales entre espacios topológicos. Una de las posibles caracterizaciones de esta continuidad era
la de que, si g : Y → Z es la aplicación continua entre espacios topológicos, se tiene, a modo de
equivalencia, que f(A) ⊂ f(A), para todo A ⊂ Y , donde con A denotamos a la adherencia de A.
Aśı pues, en el caso concreto que estamos tratando, el razonamiento es como sigue: sea A ⊂ X
el subconjutno denso y numerable que sabemos que existe por la separabilidad de X. Entonces,
claramente f(A) sigue siendo numerable, y por lo caracterización que acabamos de dar de continuidad,
E = f(X) = f(A) ⊂ f(A), luego f(A) es también denso en E. Por tanto, f(X) es separable, y como
ya vimos también que f es débilmente medible, entonces, por el teorema B.0.6, f es una función
medible con valores en E.
En cuanto a la integrabilidad con respecto a una medida arbitraria, empezamos dando la noción de
esta para funciones simples como en B.0.8. Dada f : X → E una función simple como en B.0.8, y
dada µ una medida σ-finita en X, definimos la integral de f como:∫

X

f :=
n∑
i=1

µ(Ai)xi, (B.0.9)

donde esta expresión es independiente de la representación (An)n elegida en F .
Con las nociones básicas dadas para la medibilidad de funciones con llegada en espacio de Banach

arbitrarios, pasamos a tratar un concepto esencial en nuestro estudio de núcleos y RKHS: la inte-
grabilidad de Bochner. Este concepto es una buena adaptación de las teoŕıas de integrabilidad más
conocidas a la teoŕıa de espacios de Banach, con su propia versión del teorema de la convergencia
dominada, por ejemplo.

Definición B.0.7. Sea E un espacio de Banach y (X,F , µ) un espacio de medida, con µ una medida
σ-finita. A una función f : X → E se le llama µ-integrable Bochner (simplemente intebrable
Bochner cuando no haya peligro de confusión) si existe una sucesión (fn) de funciones simples en X
con valores en E tal que

2Notemos el abuso de notación sobre esta notación de producto escalar, tal y como ya hemos venido aclarando
anteriormente. Sencillamente, estamos evaluando los funcionales x′ ∈ E′ en las imágenes por f de los elementos de Ω.



103

ĺım
n→∞

∫
X

||fn − f ||Edµ = 0. (B.0.10)

En tal caso, el ĺımite dado por ∫
X

fdµ := ĺım
n→

fndµ (B.0.11)

existe y es llamado la integral de Bochner de f. Como mero comentario de notación, en el caso
en el que el espacio de medida sea un espacio probabiĺıstico, se suele denotar a este ĺımite con Eµf .

De la linealidad de los ĺımites involucrados en el espacio de funciones f : X → E se sigue la
linealidad de la integral de Bochner. Además, la integrabilidad Bochner equivale a la integrabilidad
de la función φ : X → [0,∞], con φ(x) := ||f(x)||E, para un f : X → E arbitrariamente fijado, como
vemos a continuación.

Proposición B.0.8. Sea f : X → E una función con valores en el espacio de Banach E. Entonces,
f será µ-integrable si y solo si x → ||f(x)||E es µ-integrable Bochner. Además, en el caso de tener
tal integrabilidad, dado F otro espacio de Banach, y S : E → F una aplicación lineal y acotada,
entonces la integral de Bochner conmuta con S, esto es:

S(

∫
X

fdµ) =

∫
X

Sfdµ. (B.0.12)

A continuación, damos algunas nociones básicas de la teoŕıa de la transformada de Fourier, con
el objetivo bien marcado en el teorema de Plancherel, de uso común en el caṕıtulo segundo (véase,
por ejemplo, la demostración del teorema de Paley-Wiener). En el desarrollo que presentamos aqúı,
empezamos aclarando la notación que usaremos, de cara a simplificar al máximo las expresiones
involucradas:

1. La medida que usaremos en todo momento será la medida de Lebesgue en Rn. Aśı, los espacios
habituales construidos con esta medida son los espacios de Lebesgue Lp, o Lp(Rn), que son
espacios normados dados por la siguiente norma:

||f ||p =

{∫
Rn
|f |pdx

} 1
p

, con 1 ≤ p <∞. (B.0.13)

2. Dado un t ∈ Rn arbitrario, llamaremos carácter et a la función definida en Rn por:

et(x) = eit·x = exp(i(t1x1 + · · ·+ tnxn)), x ∈ Rn. (B.0.14)

Nótese que et es un homomorfismo del grupo aditivo Rn sobre el grupo multiplicativo de los
números complejos que tienen módulo la unidad.

3. Definimos la convolución de dos funciones f y g en Rn medibles con respecto a la medida de
Lebesgue como:

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dmn(y), (B.0.15)

cuando esta integral exista.

4. Sea α un multíındice, esto es, un elemento de Nn
0 , para algún n ∈ N. Denotamos:

Dα = (i)−|α|Dα = (
1

i

∂

∂x1

)α1 · · · (1

i

∂

∂xn
)αn , (B.0.16)

donde |α| es la longitud del multíındice, y donde Dα denota el operador derivada parcial
ordinario. Es claro, de lo ya dicho, que Dαet = tαet, donde tα = tα1

1 · · · tαnn .
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Definición B.0.9 (Versión L1(Rn).). La transformada de Fourier de una función f ∈ L1(Rn) es
la función f̂ dada por:

f̂(t) =

∫
Rn
f(x)e−t(x)dx. (B.0.17)

Es a la aplicación que lleva de f a f̂ a la que llamaremos tranformada de Fourier. Denotaremos a
esta indistintamente por f̂ o por F(f).

Damos ahora la definición de un espacio indispensable en cualquier desarrollo de la teoŕıa de
transformadas de Fourier: las funciones de decrecimiento rápido.

Definición B.0.10. El espacio de funciones de decrecimiento rápido o espacio de Schwartz
en Rn, que denotaremos por Sn es el espacio de funciones f ∈ C∞(Rn) que verifican:

sup
|α|≤N

sup
x∈Rn

(1 + |x|2)N |Dαf(x)| <∞, (B.0.18)

para todo N = 0, 1, 2, . . . , y donde estamos usando la norma inducida a partir del producto escalar
usual en Rn.

Es claro que Sn tiene estructura vectorial. Obsérvese también que las expresiones dadas por
(B.0.18) son seminormas en Sn, con lo que la familia numerable de seminormas dadas por (B.0.18)
definen en Sn una topoloǵıa localmente convexa y metrizable.
Recordemos que el espacio de funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto, que de-
notaremos por D(Rn), es un subespacio vectorial de Sn.
Recordemos también que un espacio de Fréchet es un espacio vectorial topológico3 que es localmente
convexo, metrizable, y secuencialmente completo.

Teorema B.0.11. (a) Sn es un espacio de Fréchet.

(b) Sean g ∈ Sn, P un polinomio y α ∈ Nn
0 un multíındice. Entonces, las aplicaciones

f 7→ Pf, f 7→ gf, f 7→ Dαf (B.0.19)

son transformaciones lineales y continuas de Sn en Sn.

(c) Sean P un polinomio y f ∈ Sn. Entonces:

(P (D)f)∧ = P f̂ , y (Pf)∧ = P (−D)f̂ . (B.0.20)

(d) La transformación de Fourier es una aplicación continua y lineal de Sn en Sn4.

Teorema B.0.12 (El teorema de inversión). 1. Sea g ∈ Sn. Entonces:

g(x) =

∫
Rn
ĝ(t)ex(t)dt, x ∈ Rn. (B.0.21)

2. La transformada de Fourier es una aplicación continua, lineal, inyectiva de Sn en Sn, de peŕıodo
4, cuya inversa es también continua.

3En el desarrollo aqúı llevado, hablamos de espacios vectoriales topológicos (i.e., espacios topológicos X en que la
suma y el producto por escalares en el cuerpo K son aplicaciones continuas de X×X y de K×X, respectivamente, en
X), aunque en nuestra teoŕıa no llegamos a generalizar más que al nivel de espacios de Hilbert, e incluso de Banach
en algún momento.

4Mejoraremos la parte (d) en el teorema B.0.11.



105

3. Si f ∈ L1(Rn), f̂ ∈ L1(Rn), y

f0(x) =

∫
Rn
f̂(t)ex(t)dt, x ∈ Rn, (B.0.22)

entonces f(x) = f0(x) para casi todo x ∈ Rn.

Concluimos este apartado con el teorema que sigue.

Teorema B.0.13 (Teorema de Plancherel). Existe un isomorfismo isométrico y lineal ψ de L2(Rn)
en L2(Rn) uńıvocamente determinada por la condición:

ψf = f̂ , ∀f ∈ L2(Rn). (B.0.23)

Nótese que la igualdad ψf = f̂ se extiende de Sn a L1(Rn) ∩ L2(Rn), ya que Sn es denso en
L1(Rn) y en L2(Rn). Esto nos da la consistencia deseada: el dominio de ψ es L2(Rn), luego junto
a la definición dada para f̂ sobre L1(Rn), tenemos que ψf = f̂ para cualquiera de las dos defini-
ciones. Habitualmente, se extiende la aplicación ψ de L1(Rn) ∩ L2(Rn) a L2(Rn). Esta extensión es
frecuentemente conocida también como transformada de Fourier (o de Fourier-Plancherel para evitar
confusiones), y la notación f̂ seguirá siendo usada en lugar de ψf , para cualquier f ∈ L2(Rn).
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